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Introduccion

Brauner [3] fue el primero en estudiar la topologia de una curva C' en C? en una
pequeiia bola B* centrada en un punto singular aislado de C, analizando la intersec-
cion K = CNS?, con S? centrada en el punto singular.

La interseccién K es un nudo en S? y la pareja (S?, K) determina la topologia local
de la curva cerca del punto singular, de hecho, la pareja (B BN C) es difeomorfa
al cono sobre (S2, K).

Por otra parte Pham [22] motivado por las aplicaciones a la teoria elemental de
particulas, estudio la topologia de las variedades complejas definidas por

.+ =1,n>0,a; €N q; >2 j=1,...,n.

Posteriormente Brieskorn [4] estudié la topologia de las variedades complejas
definidas por

A+ =0,n>0,a; €N q; >2 j=1,...,n,

cerca del punto singular, obteniendo de esta forma resultados andlogos a los de
Brauner, pero en dimensiones mas altas. De esta manera los polinomios de la forma

A+ mn>0a;€N, a0, >2 5=1,...,n,

son conocidos ahora como polinomios de Brieskorn-Pham.

Tiempo después de la publicacién de los resultados de Pham [22], Milnor [18,
Teo. 2.10] demostré que si f: C* — C es una funcién holomorfa, entonces en una
vecindad de un punto critico aislado de f se tiene una estructura coénica; es decir,
se tiene un homeomorfismo entre f~1(0) NB?*" y el cono sobre f~1(0) N S?~! con €
suficientemente pequefio. Al conjunto K = f~1(0)NS?"~! lo denominaremos aureola.

En la misma obra Milnor da un teorema de fibracién para funciones holomorfas,
el cual es sumamente importante para la teoria de singularidades. El teorema de
Milnor dice que si f: C* — C es una funciéon holomorfa con punto critico en el

\%
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origen de C", entonces se tiene el siguiente haz fibrado:

f

:m:Szn_l\KﬁSl,

@
con € suficientemente pequeno.
Més adelante Milnor considera los conjuntos N(e,d) = B** N f~1(S}), llamados

tubos de Milnor, y al tomar
f: N(e d) — S; (1)

construye un campo vectorial con el cual demuestra que la fibra de la fibracién sobre
la esfera y la fibra sobre los tubos de Milnor de (1) son difeomorfas pero no prueba
que la restriccion de f al tubo es una fibracién, posteriormente Lé Dung Trang logra
probar esta afirmacién [11].

Milnor da también un teorema de fibracién real bajo la hipétesis de que la funcién
analitica f: R™** — R* tenga punto critico aislado. Un problema con este teorema
es que no nos permite conocer la forma de la proyeccion del haz fibrado y al ser
la hipdtesis muy restrictiva, en el sentido de que es dificil encontrar ejemplos no
triviales, Milnor pregunta

JPara qué dimensiones m > k > 2 existen ejemplos no triviales?

El primer ejemplo explicito para k = 2 fue construido por A’Campo [1], pos-
teriormente otros ejemplos fueron encontrados por Seade [27, 28] y Ruas, Seade y
Verjovsky [29] construyeron una familia de polinomios que cumplen con la condi-
cién de Milnor; entre otros. Un ejemplo son los denominados polinomios torcidos de
Brieskorn-Pham, los cuales veremos mas adelante.

Una pregunta natural que surge es

;Para qué tipo de funciones reales analiticas f: (R™"* 0) — (R* 0)
podemos tener una fibracién de Milnor bajo una hipétesis mas débil?

Los primeros en dar una respuesta fueron Pichon y Seade [23] los cuales constru-
yeron una fibracién de Milnor para funciones reales analiticas de la forma fg donde
f,g: C" — C son funciones holomorfas, tales que fg tiene valor critico aislado en
0eC.

Tiempo después Cisneros Molina, Seade y Snoussi introducen en los articulos [7],
9], [8] ¥ [10] el concepto de d-regularidad, el cual involucra a la familia de variedades

X, = {x €R" | f(x) €}
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con £ una recta que pasa por el origen de R* y f: (R™ 0) — (R¥,0).

A la familia {X,} la llamaremos el pincel canénico de f. La propiedad de ser
d-regular significa que existe € > 0 tal que toda esfera con radio menor o igual que €
y centrada en el origen, intersecta transversalmente a X, \ f~!(0) siempre que esta
interseccion sea no vacia.

Con esta propiedad se prueba que es posible “inflar” la fibraciéon de Milnor sobre

el tubo a una fibracién sobre la esfera con proyeccién L

En esta tesis revisaremos esta serie de preguntas y”Qj‘emplos que han surgido en
este tema, comenzando con los ejemplos mas sencillos para luego dar sus generaliza-
ciones y resultados que abarcan mas casos.

En el Capitulo 1 se dan los prerrequisitos para poder enunciar y probar los re-
sultados de los capitulos posteriores. En este capitulo se dan nociones de topologia
diferencial, haces fibrados y algunos conceptos basicos de geometria algebraica.

Posteriormente en el Capitulo 2 estudiaremos los polinomios de Brieskorn-Pham,
daremos sus propiedades basicas y probaremos la existencia de tres fibraciones aso-
ciadas a esta familia de funciones. En la tltima seccién de este capitulo se dan los
polinomios casi-homogéneos como una generalizacién de los polinomios de Brieskorn-
Pham, los cuales tienen propiedades similares y también poseen las mismas fibra-
ciones asociadas.

En el Capitulo 3 comenzaremos dando los resultados de Milnor y probaremos el
teorema de fibracion de Milnor en el caso complejo, junto con una versién generaliza-
da de este teorema. Mas adelante daremos el concepto de estratificacién para poder
probar el teorema de fibracion de Milnor-Lé y finalizamos el capitulo probando el
teorema de fibracién real de Milnor y daremos una serie de observaciones acerca de
este teorema.

En el Capitulo 4 responderemos a la pregunta con los polinomios casi-homogéneos
polares, los cuales son una generalizacién de los polinomios casi-homogéneos, ademas
daremos algunas de sus propiedades basicas y probaremos la existencia de fibraciones
asociadas a esta familia de polinomios. En este capitulo también daremos el concepto
del join de espacios topologicos y probaremos un teorema de join relacionado con los
polinomios casi-homogéneos polares.

Finalmente, en el Capitulo 5 introduciremos el concepto de funciones d-regulares,
daremos algunos ejemplos y caracterizaciones de esta propiedad y probaremos una
version del teorema de fibracién de Milnor para este tipo de funciones.
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Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir todos los conceptos y herramientas que
mas adelante usaremos. Los conceptos se dan de la manera mas natural posible, de
forma que la lectura sea facil de seguir. A continuacién aclararemos la notacién que
usaremos a lo largo de la obra.

Denotaremos por F = C 6 R. Si F = C, entonces para simplificar notacion es-
cribiremos z = (21, 22,...,2,) ¥ Z = (Z1, ..., Z,). Igualmente entenderemos por 0 al
origen en C" y C* = C\ {0}.

Sea z; = x; + iy;, entonces podemos considerar que el espacio C" es equivalente

al espacio vectorial real de dimension 2n con coordenadas (1, Y1, - -, Tn, Yn)-
En el caso de que F = R, entonces a los elementos de " = R" los denotaremos
por x = (z1,...,Zy,).

Finalmente entenderemos por mcm al minimo comtun multiplo y por med al
maximo comun divisor.

1.1. Funciones diferenciables

Comenzaremos haciendo un breve repaso del calculo vectorial, revisando algunos
conceptos basicos que mas adelante trataremos de extender a otras areas.

Sea n € N, siempre que se escriba R™ se hablara del espacio euclidiano de dimen-
sion n.

Definicién 1.1. Sean X C R" y Y C R™, la funcién f: X — Y es diferenciable si
para cualquier x en X, existe W abierto en R" tal que x € W y existe una funcién
F: W — R™ para la cual todas sus derivadas parciales existen, son continuas y

f:F‘WmX-
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Definicién 1.2. Una curva diferenciable es una funcion a: I C R — R” tal que
todas sus funciones coordenadas son derivables en el intervalo abierto I.

Con estas definiciones, podemos definir a la diferencial de una funcién como sigue

Definicién 1.3. Sean X CR" Y CR™, f: X — Y y x € X. La diferencial de f
en x es una transformacién lineal

Dfy: R" - R™
tal que para v € R", Dfy(v) = (f o a)'(0), donde « es una curva diferenciable con
a(0) =xy d(0) =wv.
La diferencial, como se definié anteriormente, cumple las propiedades siguientes:

1. Regla de la cadena: Si f: X — Y y g: Y — Z son funciones diferenciables con
x € X y f(x) =y, entonces

D(go f)x = Dgy o D fx.

2. Si U C R™ es un conjunto abierto y I: U — U es la identidad, entonces para
x € U, DI es la identidad.

3. SiU C V C R" son conjuntos abiertos, i: U — V es la inclusién y x € U,
entonces Di, es nuevamente la identidad.

4. Si L: R" — R™ es una funcion lineal y x € R", entonces DLy = L.

Definicién 1.4. Sean X C R", Y C Ry f : X — Y, diremos que f es un
difeomorfismo si f es una biyeccién, donde f y f~! son ambas diferenciables.

Definicién 1.5. Una funcién f : X C R® — R™ es un difeomorfismo local en
algin x € X, si f es un difeomorfismo entre alguna vecindad U de x y una vecindad

V de f(x).

Proposiciéon 1.6. Si f : U C R* — V C R™ es un difeomorfismo con U y V
abiertos, entonces, para cualquier x € U, D f, es no singular y m = n.

DEMOSTRACION. Sea x € U, recordemos que D fy es una funcién lineal entre R" y
R™.

Dado que f o f~! es la identidad en U, entonces D ff_(i) o D fx es la identidad en
R™ y por lo tanto D f, es inyectiva.
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Ahora al considerar que f~!o f es la identidad en V, entonces D fx o D ff_(i) es la
identidad en R™ y por lo tanto D fy es sobreyectiva.

Dado que D fyx es una funcién lineal, se sigue que D fx es un isomorfismo entre
los espacios vectoriales R™ y R™ y m = n. O

A continuacién enunciaremos el teorema de la funcién inversa, el cual serd usado
en varias pruebas mas adelante.

Teorema 1.7 (de la funcién inversa). Sea f: U C R* — R™ una funcion diferen-
ciable con U abierto y x € U. St D f, es no singular, entonces f es un difeomorfismo
local en x.

Una prueba de este teorema puede encontrarse en [2, Teo. 13.6].

1.2. Variedades diferenciables

Un hecho conocido es que en topologia general, entre otras cosas, se estudian las
propiedades que se preservan bajo funciones continuas. En topologia diferencial se
impone una condiciéon mas fuerte.

A continuacién definiremos los objetos que estudia la topologia diferencial y
trataremos de generalizar los conceptos de la seccién anterior.

Definicién 1.8. Un subconjunto M de R™ es una variedad diferenciable de di-
mensién m, con m < n; si existe una familia {(Uy,ha)}aca tal que cumple las
siguientes condiciones:

1. La familia {U, }sea €s una cubierta abierta de M.

2. Cada h, es un difeomorfismo entre el abierto U, y algin abierto U/ de R™.

Cada elemento (U,, ha) es una carta y la coleccién {(Ua,, ha)faea €s un atlas para
M. Por otra parte la pareja (U, h;') es una parametrizacién local. Finalmente
para z € U,, U/, es llamada vecindad de coordenadas de z.

De manera natural tenemos el siguiente concepto.

Definicién 1.9. Sea M una variedad diferenciable de dimensién m. Diremos que un
subconjunto N de M es una subvariedad diferenciable de dimensién n, si es una
variedad de dimension n con la topologia inducida por la topologia de M. Al niimero
m — n le llamaremos la codimension de N en M.



4 Preliminares

Una manera de ver a las variedades diferenciables es como una generalizacién de
una superficie suave de R3, esto permite dar una idea visual de estos objetos: un
espacio que localmente es difeomorfo a algin R™ o dicho de otra forma, un espacio
que no tiene “picos”.

Ejemplo 1.10. Sean S" = {x e R"" | ||x]| =1}y

sy S"\ {p+} = R"”

( ) = (5 -

Tl Tpg1) — (———— L —

S e S T

las proyecciones estereograficas desde los polos px = (0,0, ...,+1). Entonces {(S™\

{p+},m), (S*\{p_},7_)} es un atlas para S" y 71 son difeomorfismos. Por lo tanto
S™ es una variedad diferenciable.

Ejemplo 1.11. Un conjunto U abierto de R™ es una variedad diferenciable donde
su atlas consta unicamente de la carta (U, Iyy), con Iy la identidad en U.

Aunque los ejemplos més usuales de variedades diferenciables aparecen en la ge-
ometria, se encuentran otros ejemplos en otras areas de la matematica, como en
sistemas dinamicos, algebra y también en fisica.

Observaciéon 1.12. En la Definicion 1.8, no se pide que los conjuntos U, sean ajenos,
por lo que es posible hablar de la funcién h,s = hgoh ' definida en U, NUs. A esta
funcién se le conoce como la funcién de transicién.

Definicién 1.13. Sean M y N variedades diferenciables de dimension m y n re-
spectivamente, f: M — N una funcién diferenciable y (U, h), (V, g) cartas de M y
N respectivamente, tales que x € U y f(z) € V.

La funcién f* = go f o h™! es la funcién f vista en las coordenadas lo-
cales de (U,h),(V,g) para M y N. Generalmente se abusara de la notacién y se
escribird f(x1, o, ..., Ty) en vez de (a1, 29, ..., 1p).

Ahora nos interesa poder hablar del espacio tangente a una variedad diferenciable
en un punto dado y también quisiéramos poder hablar de la diferencial entre dos
variedades diferenciables, asi que usaremos los conceptos trabajados en R" para poder
extenderlos a esta area, tratando de preservar la mayor cantidad de propiedades.

El concepto de espacio tangente puede ser construido de varias formas equiva-
lentes como se puede apreciar en [5, Cap. 2], pero a lo largo de esta obra usaremos
un enfoque mas geométrico, lo cual facilita la interpretacion de los resultados.
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Definicién 1.14. Sean M una variedad diferenciable de dimensién m y x € M, el
espacio tangente a M en x, denotado por T, M es

T.M ={d'(0) | a: (—€,¢) — M,a(0) = x, y o curva diferenciable }.

Observacién 1.15. Dada una funciéon f: M — N diferenciable, con M y N var-
iedades diferenciables, podemos definir para x € M la diferencial de f en z , denotada
por D f,. analogamente a la Definiciéon 1.3 y obteniendo una aplicacion lineal

Dfy: TyM — Ty N.

En las siguientes pruebas, es importante recalcar el hecho de que trabajaremos
sobre espacios vectoriales.

Proposiciéon 1.16. Sea M una variedad diferenciable de dimension m en R™. Si
x € M, entonces T, M es un espacio vectorial de dimension m.

DEMOSTRACION. Dado un punto x en M y v un vector en T, M, existe una curva
diferenciable « tal que a(0) = x y o/(0) = .

Sea (U, h) una carta de M en x tal que h(x) = 0. Como h es diferenciable tenemos
que # = h o« es una curva diferenciable en hA(U), con 5(0) = 0y §'(0) = Dh,(v),
donde éste ultimo pertenece a R™.

Ahora, dado que para cualquier w € R™, existe una curva diferenciable vy en h(U)
tal que pasa por 0 y el vector velocidad de v en 0 es w y como h~! o~ es una curva
diferenciable en M, entonces Dhy'(w) € T, M.

De esta manera tenemos una biyeccion entre T, M y R™. Usando esta biyeccién
podemos dar a T, M una estructura de espacio vectorial heredada de la estructura
de espacio vectorial de R™.

Esta estructura de espacio vectorial en T, M hace que Dh, sea un isomorfismo
lineal y de esta manera dim T, M = m. O

Definicién 1.17. Sea f: M — N una funcién diferenciable, entre dos variedades
diferenciables de dimensiones m y n respectivamente.

Sea m < n, si para x € M la funcion Df, es inyectiva, decimos que f es una
inmersion en z.

Sea n < m, si para x € M la funciéon D f, es sobreyectiva, decimos que f es una
submersion en .

De esta manera llegamos a lo que seran los primeros teoremas importantes acerca
del comportamiento de las variedades diferenciables, al menos de forma local. Un
comentario importante es que el concepto dominante de la teoria local es el de espacio
tangente en un punto.
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Teorema 1.18 (de la inmersién local). Sea f: M — N wuna funcién diferenciable
con M y N wvariedades diferenciables de dimension m y n respectivamente. St m < n
y f es una inmersion para algin x € M y siy = f(x), entonces existen coordenadas
locales alrededor de x yy tales que f(x1,...,2m) = (T1,...,Tm,0,...,0).

DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente diagrama,

UcM—1-vcen

Lo,

U ——"—V
con ¢(x) =0y ¥(y) =0, donde (U, ¢) y (V, 1)) son cartas alrededor de x en M y de
h(z) en N respectivamente, y con g = o fo g™t
Como D f, es inyectiva y ¢, son ambos difeomorfismos, entonces Dgq es inyec-
tiva y mediante cambios de base podemos suponer que tiene como matriz

Im
()
donde I, es la matriz identidad de orden m.
Ahora podemos definir G: U'xR"™™ — R"™ como G(z, z) = g(x)+(0, z), entonces
se tiene que DGqo = I,,, donde I, es la identidad de orden n.
Por el Teorema 1.7, G es un difeomorfismo local en 0. Sea h: R™ — R" la

inmersién canénica dada por h(xy, ..., zm,) = (21,...,2m,0,...,0), entonces Goh =
g.

]Rn
Como 1 y G son difeomorfismos locales, entonces G~ o 1) es un difeomorfismo
local en y.
Podemos usar a G~! 0 como una carta local de N alrededor de y. [

Teorema 1.19 (de la submersién local). Sea f: M — N una funcion diferenciable
con M y N wvariedades diferenciables de dimension m y n respectivamente. Sin < m
y [ es una submersion para algin x € M y siy = f(x), entonces existen coordenadas
locales alrededor de x y y tales que f(x1,...,Tm) = (T1,...,2,).
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DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente diagrama,

UcM-—1-ven

Lo,k

U —— v
con ¢(x) = 0y ¢(y) = 0, donde (U, ) y (V,1) son cartas alrededor de x en M y
f(z) en N respectivamente, y con g =1 o fo¢ 1.
Como Df, es sobreyectiva y ¢,1 son ambos difeomorfismos, entonces Dgq es
sobreyectiva y mediante cambios de base podemos suponer que tiene como matriz

(L, | 0),

donde I,, es la matriz identidad de orden n.

Ahora podemos definir G: U’ — R™ como G(a) = (g(a),ani1,--.,am) si a =
(a1,...,a,) vy por lo tanto se tiene que DGy = I,,, donde I, es la identidad de
orden m.

Por el Teorema 1.7 tenemos que G es un difeomorfismo local en 0. Sea h: R™ —
R™ la submersién canénica dada por h(xq, ..., T,) = (z1,...,x,), entonces hoG = g.

UcM—1-vcen

Lo,

UV

JG /
Rm
Como ¢ y G son difeomorfismos locales, entonces GG o ¢ es un difeomorfismo local
en .

Podemos usar a ¢! o G~! como una parametrizacién local de M alrededor de .
O

Un hecho importante es que los Teoremas de la inmersién local y submersién
local junto con el Teorema de la funcién inversa, dominan la geometria elemental de
las aplicaciones diferenciables.

A continuacién definiremos los conceptos de valor y punto regular.

Definicién 1.20. Sean M y N variedades diferenciables y f: M — N una funcién
diferenciable, diremos que un punto p € M es un punto regular de f, si Df, es
sobreyectiva y un punto ¢ € N es un valor regular de f, si todo punto de f~!(q)
es regular.
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Es importante recalcar el hecho de que los puntos regulares forman parte del
dominio, mientras que el conjunto de los valores regulares es un subconjunto del
contradominio.

Otro hecho importante es que si ¢ € N es tal que f~!(g) = 0, entonces de manera
trivial se cumple que ¢ es un valor regular.

Con todo esto podemos enunciar y probar uno de los teoremas més importantes,
el cual usaremos varias veces a lo largo de la obra.

Teorema 1.21 (de la preimagen). Sean M y N wvariedades diferenciables de dimen-
sion m y n respectivamente y sea f: M — N una funcion diferenciable. Si q es
un valor reqular de f, entonces f~'(q) es una subvariedad diferenciable de M con
dimension igual a m — n.

DEMOSTRACION. Sea p € f~!(g). Como ¢ es un valor regular de f, se tiene que
Df, es sobreyectiva, asi por el Teorema 1.19, existen cartas (U, ¢), (V, ) tales que
6(p) = 0,0(0) =0y f(r, .. ) = (&1, -, ).

Ahora sea z € U N f71(q), tenemos que f(z) = ¢ es equivalente a ¢(z) =
(0,0,...,0, Zns1s- - -5 Zm), por lo tanto f~1(q) NU = ¢~ 1 ({0} x R™™™).

Denotaremos por h: R™ — R™™ ™ a la proyeccién sobre las tltimas m — n coor-
denadas y definimos ® = h o ¢|-1(g)nv-

Sea j: R™™™ — {0}" x R™"™ C R" la inyeccién natural y de esta forma tenemos
que dt=¢ptoj.

]

Para terminar esta seccién, tenemos algunas definiciones que nos permitiran
hablar del comportamiento de ciertas funciones diferenciables.

Definicién 1.22. Sean M y N variedades diferenciables y sea f: M — N una
aplicacién diferenciable, diremos que f es un encaje si f(M) C N es una subvariedad
diferenciable y f: M — f(M) es un difeomorfismo.

Definicién 1.23. Sean M y N variedades diferenciables y sea f: M — N una
aplicacion diferenciable, diremos que f es una funcién propia si la preimagen de
cualquier subconjunto compacto de NN, es un subconjunto compacto de M.
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A continuacién enunciaremos dos proposiciones que usaremos mas adelante, las
pruebas de estos resultados pueden encontarse en [5, Teo. 5.7] y [13, Cap. 1 Sec. 3.

Proposicion 1.24. Sean M, N variedades diferenciables y f: M — N una apli-
cacion diferenciable. Si f es una inmersion inyectiva y también es una aplicacion
propia, entonces f es un encaje.

Como una consecuencia se puede obtener la siguiente afirmacion.

Proposiciéon 1.25. Sean M, N variedades diferenciables, f: M — N una inmersion
inyectiva y f: M — f(M) un homeomorfismo, donde f(M) C N tiene la topologia
inducida como subespacio; entonces f es un encaje.

1.3. Transversalidad

Antes de comenzar con las nociones bésicas acerca de la transversalidad, enun-
cilaremos y probaremos un lema que nos sera util mas adelante.

Lema 1.26. Sea N una subvariedad diferenciable de M de codimension k. Six € N,
entonces existen funciones gy, ga, - . ., gi definidas en un abierto U de M tal que x € U
y UNN es el conjunto donde las funciones se hacen cero.

DEMOSTRACION. Sea i: N — M la inclusién candnica.
Si z € N, entonces ¢ es diferenciable en x y ademés Di, = ¢, por lo que Di,
es inyectiva. Asi por el Teorema 1.18, existen coordenadas locales alrededor de = e

i(x) = x tales que i(z1,...,z,) = (21,...,2,,0,...,0).

De esta manera solo bastara tomar como U al abierto dado por las coordenadas
locales alrededor de z y por g, = p;(i(x1, ..., z,)), donde p; es la proyeccién sobre la
[-ésima coordenada con I € {n+1,...,m}. O

Definicién 1.27. Sean M y N variedades diferenciables, Z C N subvariedad difer-
enciable de Ny f: M — N diferenciable. Diremos que f es transversal a Z si:

Df(TuM) + Ty Z = TyyN, paratoda z € f(Z). (1.1)
Si f es transversal a Z lo denotaremos por f M Z.

El concepto de transversalidad es sumamente importante en topologia diferencial
y existe toda una teoria desarrollada que gira en torno de este concepto. Nosotros
solo probaremos el siguiente resultado, el cual usaremos muchas veces a lo largo de
esta obra.
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Teorema 1.28. Sean M y N wvariedades diferenciables y f: M — N una funcion
diferenciable. Si Z es una subvariedad diferenciable de N de codimension k y f es
transversal a Z, entonces f~1(Z) es una subvariedad diferenciable de M de codimen-
sion k.
DEMOSTRACION. El hecho de probar que f~!(Z) es una subvariedad diferenciable,
es un problema local; esto es, deseamos ver que para cualquier x € f~!(Z), existe un
abierto W en M con z € W y tal que W N f~1(Z) es una variedad diferenciable.

De esta manera, sea * € f~'(Z) y denotemos por y = f(z). Por el Lema 1.26,
existe un abierto V en N cony € V y tal que VN Z es el conjunto donde se hacen cero
g1, -, gk Asi, cerca de z, f~1(Z) es el conjunto donde se hacen cero las funciones
giof,...,grof.

Definimos a ¢g como la submersién (g1,...,gx), definida en V. Luego podemos
considerar a W = f~1(V) ya go f: W — R¥ y de esta manera tenemos que

D(go f), = Dgy o Df,. (1.2)

Ahora deseamos probar que 0 es un valor regular de g o f, para poder usar los
resultados obtenidos hasta ahora.

Notemos que D(go f),: T,M — R* es sobreyectiva si y sélo si Dg, lleva la imagen
de Df, de manera sobreyectiva. Pero Dg, es una transformacién lineal con kernel
T,7.

De esta manera s6lo nos interesa probar que Dg,: Df.(T,M) + T,Z — RF es
sobreyectiva.

Finalmente por hipétesis tenemos que D fo(T,M) + Ty Z = T,N y dado que
Dg, : T,N — RF es sobreyectiva, concluimos que 0 es un valor regular y por el
Teorema 1.21, (g o f)~'(0) es una subvariedad de la codimensién deseada. [

Una de las situaciones mas importantes que surgen con el concepto de transver-
salidad, es la nocién de transversalidad entre dos subvariedades diferenciables.

Definicién 1.29. Sea L una variedad diferenciable y N y M subvariedades diferen-
ciables de L. Diremos que N es transversal a M cuando la inclusién i: N — L sea
transversal a M, cuando esto suceda lo denotaremos por N M M.

A raiz de esta definicién, tenemos un corolario muy importante, el cual usaremos
varias veces a lo largo de la obra.

Corolario 1.30. Sean L una variedad diferenciable y N y M subvariedades diferen-
ciables de L de dimension [, n, m respectivamente. Si N es transversal a M, entonces
la interseccion es una variedad diferenciable. Ademds la codimension de la interse-
ccion NN M serd la suma de las codimensiones de N y M.
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DEMOSTRACION. Dado que N es transversal a M, tenemos que la inclusién i: N —
L es transversal a M. De esta manera por el Teorema 1.28, tenemos que i (M) =
M N N es una subvariedad de N.

Ahora, si denotamos por s a la codimensién de M N N con respecto a N, por t a
la dimensiéon de M NN y a r a la codimension de N con respecto a L, entonces por
el Teorema 1.28 tenemos las siguientes igualdades

s+t=mn
r+mn=1[0por que N MM,

(s+t)+r=1

De ahi que la codimensién de M N N sea la suma de las codimensiones.

1.4. Haces vectoriales

Mediante la construccion del espacio tangente se asocia a cada punto de una
variedad un espacio vectorial. En general, en topologia diferencial y en topologia
sucede a menudo que se asocia un espacio vectorial a cada punto de una variedad
o de un espacio topoldgico, de tal modo que no se tiene un tinico espacio vectorial,
sino todo un haz de espacios vectoriales.

Una de las razones para trabajar con los haces vectoriales, es la necesidad de
poder definir la diferencial de una funcién entre variedades diferenciables global, ya
que hasta ahora, como podemos ver en 1.3; se definié6 de manera puntual.

Definicién 1.31. Un haz vectorial diferencial de rango n sobre una variedad difer-
enciable M, es una terna (E, 7, M) donde:

1. M lo llamaremos el espacio base,
2. E es una variedad diferenciable a la cual llamaremos el espacio total,

3. m: E — M, llamada la proyeccién del haz vectorial, es una aplicaciéon difer-
enciable sobreyectiva.
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4. Cada E, = 7 !(z) es llamada la fibra sobre x y est4 provista de una estructura
de espacio vectorial real n-dimensional, de forma que se cumple el Axioma de
trivialidad local: Cada punto de M tiene un entorno U para el que existe un
difeomorfismo

firWU)— U xR"

tal que el siguiente diagrama conmuta:

U U) L5 U xR (1.3)
[ =
U
con p1: U x R® — U la proyeccién en la primera coordenada.
De esta forma para cada x € U
fo=flg,: Ex — {z} xR"
es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Usualmente en lugar de (E, 7, M) se escribird abreviadamente E.

Definicién 1.32. Un par (f,U) como en el axioma de trivialidad local se llama
carta de haz. Un haz vectorial sobre M se llama trivial si posee una carta de haz

(f, M).
Un ejemplo importante de un haz trivial asociado a una variedad diferenciable es
el siguiente.

Ejemplo 1.33. Sea M una variedad diferenciable y consideremos la aplicacion
m: M xR"— M
(r,y) —

De esta manera tenemos un haz vectorial, al cual denominaremos como haz
producto.

Definicién 1.34. Sean E' y E’ haces vectoriales sobre M. Una aplicacién continua
¢: E — FE' se llama homomorfismo de haces vectoriales si el siguiente diagrama

FE-—"sp

M9 s

es conmutativo y cada ¢,: E, — E! es lineal.
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Podemos restringir nuestra atencion a subconjuntos del espacio base y del espacio
total, de esta forma obtenemos los siguientes conceptos.

Definicién 1.35. Sea E un haz vectorial de rango n sobre M y sea £/ C E un
subconjunto, de forma que alrededor de cada punto de M existe una carta (f,U) con
fr Y U)YNE)=UxRFCU x R™.

Entonces (E', 7|, M) es de forma canénica un haz vectorial sobre M y se de-
nomina subhaz de rango k de E.

Definicién 1.36. Por seccién de un haz vectorial (E, 7, M) se entiende una apli-
cacién diferenciable 0: M — FE tal que para todo x € M, o(x) € E,, es decir,
m oo = Idy;. Cada haz vectorial tiene, por ejemplo, una seccién cero

M— F

r—0€kE,.

Uno de los ejemplos mas significativos de haces vectoriales es el haz tangente de
una variedad diferenciable, el cual nos permitira resolver el problema de poder definir
la diferencial de una funciéon de manera global.

Definicién 1.37. Sea M una variedad diferenciable de dimension m. Definimos el
haz tangente de M, denotado por T'M, como

TM={(z,v) e M xR™ |veT,M},
donde T, M es el espacio tangente a M en .

Definicién 1.38. Sea M una variedad diferenciable. Se entiende por campo vec-
torial en M a una seccién del haz tangente.

Una vez que hemos visto el haz tangente T'M de una variedad diferenciable M,
también podemos definir el haz normal de M como sigue.

Definicién 1.39. Sea M una variedad diferenciable de dimension m. Definimos el
haz normal de M, denotado por NM, como

NM ={(z,v) e M xR™|ve N, M},

donde N, M es el complemento ortogonal de T, M en R™.
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Definicién 1.40. Si EF y E’ son haces vectoriales sobre M y M’ respectivamente,
y si f: M — M’ es diferenciable, entonces una aplicacion diferenciable ¢: £ — E’
se llama un morfismo de haces vectoriales sobre f, si ¢ aplica cada fibra F,
linealmente sobre la fibra E}(I).

jopany

|, |

M——M

Una vez que tenemos los conceptos necesarios podemos atacar al problema inicial
de la siguiente forma.

Definicién 1.41. Sea f: M — N una funcién diferenciable, z € M y consideremos
la diferencial de f en x,
Dxfi T:CM — Tf(x)N

con esto definimos la diferencial de f como el morfismo de haces

Df
TM——TN

!

M—N

dado por Df(z,v) = (f(x), Dfx(v)).

1.5. Grupos de Lie, acciones de grupo y flujos

Los grupos de Lie y las acciones de grupos juegan un papel fundamental en los
haces fibrados. Primero estudiaremos cémo se relacionan con las variedades diferen-
ciables antes de pasar con los haces fibrados.

Definicién 1.42. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable, la cual posee
una estructura de grupo y donde las operaciones de grupo

1.
x: G XG— G,

(91,92) — g1 * g2
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1. G- G,
gr—g !
son diferenciables.

A continuacién tenemos los siguientes ejemplos de grupos de Lie tomados de [19,

Cap. 5 Sec. 6].

Ejemplo 1.43. Rt = {z € R| 2 > 0} es un grupo de Lie con respecto a la multi-
plicacién.

Ejemplo 1.44. Sea S' la circunferencia unitaria en el plano complejo, esto es
St={e?|0e0,2m)}.

Las operaciones de grupo definidas por € x ¢ = e con A = 0 + ¢ méd 27 v
(e?)™t =7 con —\ =6 mdd 27 son ambas diferenciables. De esta manera S! es
un grupo de Lie.

Definicién 1.45. Sean GG un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Una
accién de G en M es una aplicacién diferenciable o: G x M — M la cual satisface

1. o(e,x) = = para cualquier z € M y con e € G el elemento neutro de G.

2. 0(g1,0(92,2)) = 0(g1 * g2, x) para g1,92 € Gy x € M.

Como vimos en la seccion anterior, dada una variedad diferenciable M, es posible
ver a un campo vectorial X como una seccion del haz tangente. Lo que ahora nos
interesa es el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones diferenciables que se
generan a partir de ese proceso, para esto necesitaremos de los siguientes conceptos.

Definicién 1.46. Sea M una variedad diferenciable. Una funcion diferenciable
O RxM-—->M
es llamada flujo en M, si para toda x € M y t,s € R tenemos que
1. ¢(0,2) ==
2. O(t,P(s,2)) = P(t + s, 2),

es decir, ® es un flujo si es una accion de R en M, donde R lo consideramos como
un grupo aditivo.

Ahora podemos ver a un flujo ® de dos maneras.
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Subgrupos a un parametro

Si definimos
o, M — M

Oy(x) = O(t, z)

entonces ¢ puede verse como una familia de aplicaciones M — M parametrizadas
por R. Entonces desde este punto de vista 1 y 2 se traducen en

1. &g = I, con I, la identidad en M
2. ®t @) @s = ®t+3.
Estas dos condiciones vistas asi son equivalentes a tener un homomorfismo de grupos

R — Diff(M)
t— (I)t

donde Diff(M) es el conjunto de todos los difeomorfismos de M a si mismo. Por
esta razon, los flujos también son llamados subgrupos de difeomorfismos a un
parametro.

Lineas de flujo

Podemos considerar a un flujo ® : R x M — M como una familia de curvas
R — M parametrizadas por M. De forma que tenemos de manera natural el siguiente
concepto.

Definicién 1.47. Si ®: R x M — M es un flujo y x € M, entonces la curva

ap: R— M
t— Ot x)

es llamada la linea de flujo o curva integral de z. La imagen «,(R) es llamada
la érbita de z.

Definicién 1.48. Si ® es un flujo en M, entonces el campo vectorial

v: M —TM

= a,(0)

es llamado el campo de velocidades del flujo.
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Un ejemplo de estos conceptos es el siguiente.

Ejemplo 1.49. Sea M = R? y consideremos el flujo dado por

d: R x R* — R?
(t,(z,y)) — (zcost —ysint,xsint + y cost).

De esta forma para (z,y) € R? obtenemos las siguientes lineas de flujo

a,: R — R?

t — (xcost —ysint, xsint + ycost).
De esta forma el campo de velocidades del flujo esta determinado por
v: R — TR’
(z,y) = (=y,2).
Es importante notar que la érbita de algin (z,y) € R*\ {0} es una circunferencia

centrada en el origen, que se recorre en el sentido contrario a las manecillas del reloj
y si (z,y) = 0, entonces el flujo se mantiene constante en el origen.

Definicién 1.50. Sea M una variedad diferenciable, un flujo local ® en M es una
aplicacion diferenciable ®: A — M de un subconjunto abierto A C R x M que
contiene a {0} x M, en M, tal que para cada x € M la interseccion AN (R x {z})
es conexa y tal que

1. &(0,2) ==
2. O(t,P(s,2)) = P(t + s,2)
para toda t,s € Ry x € M, para los cuales ambos miembros estén definidos.

De esta manera tenemos el siguiente teorema, el cual puede ser visto con mayor
detalle en [24, Teo. 1.51].

Teorema 1.51. Todo campo vectorial es el campo de velocidades de exactamente un
flujo local.

Una forma muy 1til de construir campos vectoriales en una variedad diferencia-
ble es construyendo campos vectoriales en cada vecindad de coordenadas y después
pegandolos mediante las cartas para formar un campo vectorial sobre toda la var-
iedad, para lograr esto necesitamos introducir un nuevo concepto que sera muy util
mas adelante.
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Definicién 1.52. Sea M una variedad diferenciable. Una familia {7,}.ea de fun-
ciones diferenciables

To: M — [0, 1]

se llama particion de la unidad si cada punto de M tiene un entorno en el que un
niumero finito de 7, son distintas de cero y para todo x € M se cumple

ZTa(l‘) =1.

Definicién 1.53. Una particion de la unidad se dice subordinada a una cubierta
de M si para todo « el soporte de 7, (esto es, Sop 7, = {x € M | 7,(x) #0})
estd contenido en uno de los conjuntos de la cubierta.

Proposicién 1.54 ([5, Teo. 7.3]). Por cada cubierta abierta de una variedad difer-
enciable existe una particion subordinada de la unidad.

1.6. Haces fibrados

Los haces vectoriales constituyen una herramienta muy t1til en la descripcion de
un gran numero de objetos y de varios fenémenos en fisica, pero ellos sélo forman
parte de una familia mas grande que es la que nos interesa estudiar, los haces fibrados.

Definicién 1.55. Un haz fibrado (F, 7w, M, F') consiste de los siguientes elementos:

1. E, M y F son variedades diferenciables llamadas espacio total, espacio base
y fibra, respectivamente.

2. m: E — M es una submersién sobreyectiva llamada la proyeccion del haz.
La imagen inversa 7~ !(p) = F), = F' se le llamar4 la fibra en p.

3. Una cubierta abierta {U;} de M con difeomorfismos ¢;: U; x F — 7= (U;) tal
que 7o ¢;(p, f) = p. La funcién ¢; es llamada trivializacién local.

Ejemplo 1.56. El haz producto dado en el Ejemplo 1.33 es un ejemplo de un haz
fibrado.

Ejemplo 1.57. Identificamos R* con C? y R3 con C x R de la siguiente forma

(1, T2, 3, 24) — (20 = T1 + ixe, 21 = T3 + iT4),
(1, T2, x3) — (2 = 1 + ixg, x3) con x; € R, i € {1,2,3,4}.
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De esta manera tenemos que
S* ={(20,21) €C* | |20)* + |2a]* =11},
SP={(z2,7) ECxR| |z +2* =1}.
Ahora consideremos la siguiente funcién
TSP - §?
(20, 21) = (22071, |20[* — |21 [*).

(1.4)

Notemos que
A 2
22:021 . 22021 + (|Zo|2 — ’21|2)
= 4|z |21]* + |20]" = 2]20/* |21 + |21 "
2
= (Jzo]* +121]?) =1,

por lo que la funcién 7 esta bien definida.
Si suponemos que existen dos puntos (zo, 21), (wo, w1) € C? tales que 7(zg,21) =
m(wp,wy) y todos distintos de cero, entonces por una parte tenemos que

20=Aowo Yy 21 = Awy,
para algunos A\g, A\; € Cx y por otra parte

2021 = WoWy
)\Owo)\lwl = wow_1

Ao =1

|”wo|2 - |U11|2 = |Zo|2 - |Zl|2

lwol* — [ A |*|w:|?

wol? = wi|* = |wo|* — [A1[*|wi|?
lwi|? = [Ar[*|ws]?

1= |/\1|2’
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asi )\0 = )\1 y ’)\1’2 = 1.
Por lo tanto si, (29, 21) = 7(wp, w; ), entonces existe A € S* tal que wy = Az y
wy; = Az1. De manera inmediata, se puede ver que el reciproco también se cumple.
Se sigue que para cualquier punto (z,z) € S? su imagen inversa 7 1(z,x) es una
copia de S!. Asf la esfera S? se puede ver como una unién disjunta de fibras circulares.
Lo que hemos probado es que la funcién dada por (1.4) es en realidad un haz
fibrado, el cual es conocido como el haz de Hopf.

Definicién 1.58. Si (E, 7, M, F) es un haz fibrado y M, una subvariedad de M,
entonces (71 (Mo), 7| r—1(as), Mo, F') es un haz fibrado sobre My que se designa por
E), v se denomina restriccién de E sobre M.

Observacién 1.59. Notemos que ¢; es un isomorfismo de haces entre el haz restri-
ccion -1y, 7N (U;) — U; y el haz trivial U; x F' — Us.

También se pueden inducir nuevos haces fibrados a partir de uno dado. Por ejem-
plo: dado E un haz fibrado sobre N y una funcién diferenciable f: M — N,

E
]
M—N

Se construye el haz inducido f*E sobre M asociando a cada x € M la fibra Ey,).
Este proceso puede describirse asi:

Definicién 1.60. Sea (E, 7, N, F) un haz fibrado sobre N y f: M — N diferen-
ciable. Podemos definir un haz fibrado (f*E, f*r, M, F') que se llama haz fibrado
inducido por f tal que f*F = {(z,e) | m(e) = f(x) } € M x E. Este espacio se
llama también producto fibrado de f y 7.

Definicién 1.61. Si E y E’ son haces fibrados sobre M y M’ respectivamente, y
si f: M — M’ es diferenciable, entonces una aplicaciéon diferenciable ¢: £ — E’ se
llama un morfismo de haces fibrados sobre f, si ¢ aplica cada fibra E, de manera
sobreyectiva, a la fibra E}(I)
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Definicién 1.62. Si £ y E’ son haces fibrados sobre M y M’ respectivamente,
diremos que estos haces son isomorfos si existe un difeomorfismo f: M — M’ y un
morfismo de haces fibrados ¢, donde ¢ es un difeomorfismo.

A continuacién probaremos el teorema de fibracion de Ehresmann, el cual usare-
mos més adelante.

Teorema 1.63. Sean M y N wvariedades diferenciables de dimension n + k y n
respectivamente. St f: M — N es una submersion propia, entonces f es un haz
fibrado.

DEMOSTRACION. Como f es una submersién, por el Teorema 1.21, para todap € N
tenemos que f~!(p) es una subvariedad diferenciable de M.

Tenemos que demostrar que si p € Ny F' = f~(p) es la fibra de p, entonces
existe una vecindad U de p en N y un difeomorfismo

¢: Ux F — f1U)

tal que el siguiente diagrama conmuta.

Ux F—2s f1(U)

Jpl
fy=1wy

U

La afirmacién es local relativa a N, por lo que podemos reemplazar a M, N y f

por f~Y(U), U ~1(tn- Por lo tanto, sin pérdida de generalidad supongamos que
Y Jlr—1) g g

p=0y U =B", un disco abierto en R" centrado en el origen. En este caso tenemos

los campos vectoriales basicos % y deseamos levantarlos a M obteniendo campos

vectoriales vy, ...,v, en M tales que para todo x € M
Df.(vi(z)) = 0 (1.5)
. Oz '

Para esto sea x € M y por el Teorema 1.19 existe una carta V, de z tal que f
esta dada por

(@ Tnes) = (1, ).
Definimos 0; o (21, ..., Tpik) = %, por la misma definicién de este campo vecto-
rial se sigue que D fo(U;0(T1, ..., Tnik)) = 8%1'

De esta manera podemos cubrir a f~1(U) con estas cartas y luego escogeremos una
particiéon de la unidad subordinada a esta cubierta, de esta manera podemos pegar
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todos los campos vectoriales para obtener campos v;,i € {1,...,n} que satisfacen
(1.5).

Por el Teorema 1.51, los campos vectoriales v; determinan flujos ® en f~1(U).
Asi, definimos

¢: U x F— f1U)
(u, ) — CID%LI o...ody (z).

parax € F'y u= (uy,...,u,) € B"
Ahora notemos que dado que los flujos quedan determinados por (1.5), entonces
tenemos que

fo® (x) = fo®)(x)+ ue;

donde e; € B"™ es el i-ésimo vector unitario.
Por lo tanto tenemos que

u=m(u,x) = foo(u,z).
Finalmente tenemos que los flujos siempre existen dado que el conjunto
FHueR" | lull <k}

es compacto, debido a que f es una funcién propia.
La inversa queda determinada por

o fHU) - UXF
definiendo f(y) =uy

o (y) = (u,®", o...0®" (y)).

1.7. Nociones basicas de geometria algebraica

La geometria algebraica constituye un campo altamente desarrollado, en el cual
es necesario conocer varios conceptos de topologia y de algebra conmutativa para
poder comprender las primeras definiciones. En esta secciéon nos restringiremos a
definir exclusivamente lo que sera necesario mas adelante y se especificara donde se
podran encontrar las pruebas de los teoremas que se enuncien, ya que dichas pruebas
no se relacionan con este trabajo.
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Definicién 1.64. Un subconjunto V' C F" es un conjunto algebraico si V' es el
cero comun de alguna coleccion de funciones polinomiales de F”.

Definicién 1.65. Un subconjunto V' C F" es una hipersuperficie si V' es el con-
junto donde se hace cero una funcién polinomial de F”.

El anillo de todas las funciones polinomiales de F" a F lo denotaremos por
Flzy,...,z,]. Asl mismo expresaremos por [(V) al ideal consistente de todos los
polinomios que se anulan en V.

A continuacién enunciaremos el teorema de la base de Hilbert, cuya prueba se
puede ver en [12].

Teorema 1.66 (Base de Hilbert). Si I C Flzy,...,x,] un ideal, entonces I es fini-
tamente generado.

De esta manera, tenemos que cualquier conjunto algebraico puede ser generado
por una cantidad finita de ecuaciones polinomiales.

Una consecuencia importante del teorema de Hilbert, es la condicion de la cadena
descendente.

Corolario 1.67. Toda cadena anidada de conjuntos algebraicos Vi D Vo D ... debe
terminar o estabilizarse (V; = Vi1 = ...) después de un nimero finito de pasos.

Definicién 1.68. Diremos que un conjunto algebraico V' es irreducible o variedad
si no puede ser expresado por la union de dos conjuntos algebraicos propios.

De manera inmediata tenemos que V' es irreducible si y sélo si I(V') es un ideal
primo.

Definicién 1.69. Si V' es un conjunto algebraico irreducible, entonces el grado de
trascendencia del campo de funciones cociente % con fy g en el dominio entero

Flay,...,z,)/1(V)
es llamado la dimension de V sobre F.
Un resultado importante, que puede ser consultado en [16, p. 29] es el siguiente

Proposicion 1.70. §i W es una subvariedad propia de V', entonces la dimension de
W es menor que la de V.
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Consideremos un conjunto algebraico V' C F" no vacio. Sabemos que existen una
cantidad finita de polinomios {fi,..., fr} que generan al ideal I(V) y para cada
x € V, consideremos la k x n matriz de derivadas parciales evaluadas en x. Sea p el
rango mas grande que la matriz alcanza en V.

Definicién 1.71. Un punto x € V es llamado simple si la matriz de derivadas
parciales tiene rango p en x, en otro caso diremos que x es un punto singular.

Denotaremos por X(V) como el conjunto (posiblemente vacio) de puntos singu-
lares de V.
Los siguientes resultados se pueden encontrar en [18, Cap. 2].

Teorema 1.72 (Whitney). Sea V' C F" un conjunto algebraico, entonces el conjunto
V\ X(V) es una variedad diferenciable (real o compleja, segin sea el caso) no vacia
de dimension n — p sobre IF.

A continuacién consideremos el conjunto M; = V—%(V), con V' C F” un conjunto
algebraico y g un polinomio sobre F”.

Proposicién 1.73. El conjunto de puntos criticos de la restriccion g|ay : My — F
es wqual a My N'W, donde

99 99
ox1 T OxTn
of1 afr
5 R
W ={ xeV|rango o N <p
Ofr Ok
or1 ' Oxzn

Y fi,..., fx son los generadores de I(V).

Corolario 1.74. Si f es una funcion polinomial definida en My, entonces f tiene a
lo mds una cantidad finita de valores criticos.

1.7.1. Lema de Seleccion de Curva

En esta seccién enunciaremos y probaremos un lema que utilizaremos varias veces
mas adelante.

Sea V' C R™ un conjunto real algebraico y sea U C R"™ un conjunto abierto
definido por una cantidad finita de desigualdades polinomiales, esto es

U={xeR"|g(x)>0,ie{l,...,1}}.
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Lema 1.75 (Seleccién de curva). Si 0 € UNV, entonces existe una curva real
analitica

p: [0,¢) = R"
conp(0)=0ypt) eUNV para 0 <t <e.

DEMOSTRACION. Supongamos que la dimensién de V' es mayor o igual que 2. De-
seamos construir un subconjunto propio V; C V tal que 0 € V; N U, iterando esta
construcciéon obtendremos una cadena anidada de subconjuntos algebraicos propios,
la cual sabemos por el Corolario 1.67 debera estabilizarse y afirmamos que el ultimo
subconjunto algebraico V; tendra dimensién igual o menor que 1 y 0 € U NV,.

Supongamos que V es irreducible, en caso de que V sea la union de dos conjuntos
algebraicos propios, tomaremos a V; como uno de ellos. De igual forma asumiremos
que existe algin 7 > 0 tal que By N U NX(V) = (), en caso contrario escogeremos
Vi =%(V).

Sea {f1,..., fx} el conjunto generador del ideal de V' y nos auxiliaremos de las
funciones:

r(x) =[xy 9x) = 1(x) - g2(x) - .. - gu(%).

A continuacién consideraremos el siguiente conjunto
V'={x eV |rango{Dfiy, ..., Dfryx, Dgx, Dry} < p—+1}.

donde p es como en la Definicién 1.71.
De esta forma nos interesa probar

Lema 1.76. 0 UNV".

DEMOSTRACION. Dado que 0 € U NV entonces para algtn € suficientemente pequeno,
SeNUNV #0

Ahora como V es cerrado y S es cerrado y acotado, entonces tenemos que
V N S* 1 es cerrado y acotado, por lo tanto compacto. De esta manera podemos
definir el siguiente conjunto no vacio

W={xeVnS'"*|gx) >0iec{l,...I}}

Claramente no es vacio dado que S*"'NU NV C W. Ahora dado que W es
también cerrado y por lo tanto compacto, la funcién g se debe maximizar en algin
elemento de este conjunto, denotemos por x’ a este elemento y claramente x' € U.

Ahora sélo nos interesa probar que x’ € V",
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Tenemos por la Proposicién 1.73 y por el hecho que S*~!' N U no contiene puntos
singulares, para algiin € suficientemente pequeno; que el conjunto S ' NU NV es
una variedad diferenciable de dimension m — p — 1 y que

rango{ D fiy, ..., D fry, Drx} = p+ 1.

Finalmente tenemos que el conjunto de los puntos criticos de 9|Um/ms?—1 son
aquellos puntos de U NV NS, que también estén en V’. Ahora como ¢ alcanza su
maximo en x’, entonces éste tiene que ser un punto critico y por lo tanto x' € V.

]

Podemos llevar a cabo la misma construccién usando la funcién

(X1, ) — xig(x1, .o T)

en lugar de la funcién g.
De igual forma podemos considerar al conjunto

V! ={x eV |rango{Dfiy, ., Dfix; D(x;g)x, Drx} < p—+1}.

Un argumento similar al anterior prueba que 0 € U N V.
De esta manera obtenemos una cadena anidada de conjuntos algebraicos, la cual
se estabilizara.

Proposicién 1.77. StV =V' =V = ... =V entonces la dimension de V es 1.

DEMOSTRACION. Por la prueba del Lema 1.76, sabemos que podemos tomar x’ €
UNV’ tal que
rango{ D fi, ..., D fey, Drx} = p+ 1.

Si V =V’ entonces x’ € V' y como
V'={xeV |rango{Dfiy, .., Dfiyx, Dgx, Drx} < p—+1}.

entonces Dgy pertenece al espacio lineal generado por {Dfiy, ..., D fry, Drx}.
De igual forma dado que V' = V!, tenemos que D(z;g)x pertenece al mismo

espacio vectorial. Ahora dado que D(x;9) = (Dz;)g + z;(Dg) y que g(x') # 0,

D(zig)—i(Dg)

se sigue que = Dux;, asi Dx; pertenece al espacio lineal generado por

g(x’)
{D fixs- -, D fry, Dry}.
Como Dzxy,...,Dx,, forman una base para todo el espacio vectorial, no queda
mas que p + 1 = m, de ahi se sigue que la dimensién de V debe ser igual a 1. O

A continuacion usaremos la siguiente caracterizacion de las variedades diferencia-
bles de dimensién 1.
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Lema 1.78 (Ver [18, Lema 3.3]). Sea xo un punto no aislado de una variedad V' real
(compleja) de dimension 1. Entonces existe una vecindad de xg en V' que es la union
finita de rayos, los cuales solo se intersectan en xqy. Cada rayo es homeomorfo a un
intervalo abierto de nimeros reales (o a un disco abierto de nimeros complejos), via
el homeomorfismo x = p(t), dado por la serie de potencias

p(t) =2 +art +ant* + ...,
la cual converge para |t| < e.

De esta manera estamos listos para finalizar la prueba del lema de seleccién de
curva. Por el trabajo previo podemos suponer que V' tiene dimensién 1 y por el Lema
1.78, uno de los rayos contenido en V' que pasa a través del origen, debe contener
puntos de U arbitrariamente cercanos a 0. Sea

v =p(t),[t| <e

la parametrizacién analitica de ese rayo.

Ahora por continuidad, tenemos que cada g;(p(t)) > 0 para 0 < t < € 0 g;(p(t)) <
0 para 0 < t < €. Asi la mitad del rayo p(0, €’) estd totalmente contenido en U o es
ajeno a U, lo mismo sucede con la otra mitad del rayo p(—¢',0).

Finalmente, como hemos supuesto que p(—¢, €) contiene puntos de U arbitraria-
mente cercanos al origen, entonces alguna de esas mitades de rayo esta totalmente
contenida en U, para algin 0 < € < e. Asi sélo bastard tomar a la mitad del rayo
contenida en U como la curva deseada. [

Como una aplicacién del Lema de Selecién de Curva tenemos el siguiente lema,
el cual usaremos mas adelante.

Lema 1.79. Si f,g: R™ — R* U {0} son dos funciones polinomiales las cuales se
anulan en x,, entonces existe € > 0 tal que para cualquier x en la vecindad B™ de
Xy, las diferenciales D f(x), Dg(x) no apuntan en direcciones opuestas.

DEMOSTRACION. Definimos los siguientes conjuntos

e () (52) o
V ={x e R™|rango{Df(x),Dg(x)} < 1}.

De esta forma U NV es el conjunto de todos los x tales que D f(x) y Dg(x) apuntan
en direcciones opuestas.
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Si U NV contiene puntos arbitrariamente cercanos a xo y como V' es un conjunto
algebraico, entonces tenemos por el Lema 1.75 que existe una curva real analitica

p(t) =x, 0<t<e

con p(0) = xo.

Dado que para cualquier x € U se tiene que f(x) > 0y g(x) > 0, entonces si f
se hiciera cero en x entonces D f(x) también seria cero, por lo que x no puede estar
en U. Por lo que

f(p(t)) >0 parat >0,

y dado que f o p es una funciéon real analitica entonces de®) 5 g para valores de t

dt
suficientemente pequenos. Analogamente de®) - para valores de ¢ suficientemente

dt
pequenos.
Ahora tenemos que

df  ~~(9f dpi dg _~~ (99 dpi
dt_;(ﬁxi) dt’ dt_z Ox; ) dt’

=1

donde el vector (W i) es un multiplo negativo del vector (ag ﬂ)

8_901’ ) OZm 8_901’ ) OZm
para toda ¢ > 0. Esto quiere decir que & (gt(t)) y dg(gt(t))

es una contradiccion.
Asi no queda méas que x¢ no sea un punto limite de U NV y asi existe € > 0 tal

que X9 € B CR"\ (UNV). O

tienen signos opuestos, lo cual



Capitulo 2

Polinomios casi-homogéneos

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de los polinomios de Brieskorn-
Pham, probaremos la existencia de algunas fibraciones asociadas a la singularidad
y finalmente mencionaremos como se generalizan estos resultados para polinomios
casi-homogéneos.

2.1. Polinomios de Brieskorn-Pham

Sea f = 2" + ...+ 2% un polinomio de Brieskorn-Pham, entonces f es una

funcion diferenciable y su gradiente es
Viz) = (a2 a2t

De esta manera Vf(z) = 0 si y s6lo si z = 0, entonces el origen es el tnico
punto critico de f. Ahora por el Teorema 1.21 para todo z € C*V, = f71(2)
es una variedad diferenciable. Ademas V = f~1(0) es una hipersuperficie con una
singularidad aislada en O.

Nos interesa conocer la estructura de V' y de los V,, para lo cual sera necesario
definir una accién para poder facilitar el desarrollo de las pruebas.

Proposicién 2.1. Sea d = mem(ay, ..., a,) y p; = g, la siguiente funcion
CxC'—cC"
(2.1)
Ao (21, zn) = (APlzy, o APz,

es una accion.

29
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DEMOSTRACION. Sean 1 € C* y z € C", de esta manera

Le(z1,...,2,) = (1P 2y, ... 1P"2) = (21, ..., 2n)-

Ahora sean A\, 7 € C* y z € C", asi

Ao (Teo(zy,...,2,)) = e (TPlz ... 7Pz,)

Notemos que tenemos la siguiente igualdad funcional
fOve(z1,...,2,)) = f(AP 2y, ..., APz,
= (Nlz)% + . (WP,
= A2t 4 A
= \f(2)

(2.2)

Podemos obtener un flujo real determinado por la restriccion de la accién definida
en la Proposicién 2.1 a los numeros reales positivos, RT. Ademds para t € RT y
z € C", tenemos que t @z = (tP' z1,...,tP"2,) y como cada p; € N, entonces cuando
t tienda a 0, t @ z tiende a 0. De esta manera las orbitas de este flujo son arcos los

cuales se acercan a 0 tanto como deseemos.

A continuacion enunciaremos y probaremos dos lemas que serdn necesarios mas

adelante.
Lema 2.2. Sea z€ C"\ {0}. Entonces la funcion
g: Rt - R
t— ||t ez

es creciente.

DEMOSTRACION. Por comodidad probaremos que la funcién

h: RY - R

ts ||t ez|?

es creciente, de esta manera se seguird de inmediato que g es creciente.



2.1 Polinomios de Brieskorn-Pham 31

Derivando h con respecto a t, tenemos que

() = (1t 2, 17 20) 1)

n

— (Z $2pi

i=1

= (D20t 2.
=1

Zi,?)/

Ahora, dado que para toda i € {1,...,n}
2tz > 0,

si suponemos que existe un ty € Rt tal que h'(ty) = 0, entonces tendriamos que para
todai € {1,...,n}
2pit* | z]* = 0,

lo cual implicaria que z = 0.
De esta manera, para z € C" \ {0} no queda més que A/(t) > 0, por lo que h(t)
es creciente y asi g(t) también lo sera. O

Lema 2.3. Si z€ C"\ {0}, entonces la funcion

a: Rt — C"

tr—tez

es una inmersion inyectiva.

DEMOSTRACION. Probaremos primero que o, es una inmersion, para lo cual con-
sideremos la derivada de «,

O/Z(t) - (pltpl_lzla s ,pntpn_lzn)-

Si al(t) = 0, entonces tenemos que z = 0. De esta manera, paraz € C*\{0}, a.(t) #
0 y asi o es una inmersion.

A continuacién veremos que «, es inyectiva, para lo cual sean ty,t; € R* tales
que

Oéz<t0) = Oéz(tl)
(8 21, oyt 2n) = () 21, . H" 20).
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Asi tenemos que para toda i € {1,...,n}
thizy =tz
lo cual implica que para toda i € {1,...,n}
(5 — ')z =0
y como al menos existe un j € {1,...,n} tal que z; # 0, entonces
(ty —11") =0

lo cual quiere decir que ty = t;. Asi a, es inyectiva.
De esta manera «a, es una inmersién inyectiva. O

Proposicién 2.4. Si z€ C"\ {0}, entonces {tez|t € Rt} M S..

Tenemos que por el Lema 2.3 y por el Teorema 1.25, el conjunto {tez |t € RT }
es una subvariedad diferenciable de C".

Si pensamos un poco en la geometria del problema vemos que por el Lema 2.2,
tenemos que h es una funcién estrictamente creciente, por lo que conforme ¢ crece,
entonces los rayos se alejan del origen de C" y de esta manera tendriamos que {t e z |
teRt} MS..

A continuacién damos una prueba formal de esta proposicion.

DEMOSTRACION. Sea z € {tez |t € R"} NS, Supongamos que no son transver-

sales, entonces por las dimensiones tenemos que T,R C T,S,, donde R = {tez |
t € R™ }. Entonces tenemos los siguientes casos

1. Existe una vecindad U de z en S, tal que un segmento de la curva R esta con-
tenido en este abierto. Entonces la norma de la curva deja de ser estrictamente

creciente, pues existe un conjunto en el que es constante pero esto contradice
el Lema 2.2.

2. La orbita es creciente hasta el punto z y luego empieza a decrecer, una vez mas
esto contradice el Lema 2.2.

De cualquier forma obtenemos una contradiccion y asi {tez |t € Rt} M S..

]

Ahora quisiéramos conocer un poco la forma de V', asi que tenemos la siguiente
propiedad.
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Proposicién 2.5. SizeV y A € C*, entonces N\ezc V.

DEMOSTRACION. Por (2.2) tenemos que f(\ ®z) = Xf(z). Como z € V se tiene
que f(z) =0, por lo tanto \?f(z) = 0. Asi Nez € V. O

De esta tultima propiedad se sigue que V' es la unién de orbitas. Estas propiedades
tienen varias consecuencias importantes, entre las primeras tenemos que:

Proposicién 2.6. La variedad V intersecta transversalmente a S**~1 y si denotamos
por K. =V NS> entonces K. como subvariedad de S?"! tiene codimensién real
2.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.5 tenemos que V' es unién de orbitas y por
la Proposicién 2.4 cada una de esas érbitas es transversal a S?"7!, de esta manera V

ms2-1,
Como la codimensién real de V' \ {0} es 2, se sigue que la codimensién de K,
como subvariedad de la esfera es 2. ]

Figura 2.1: Estructura coénica.

Hasta ahora la aureola K, de la singularidad queda determinada por la esfera de
radio €, pero mostraremos que en realidad es independiente del tamano de la esfera.

Proposicién 2.7. Eziste un difeomorfismo entre las parejas (S~ ', K1) y (S, K,).

DEMOSTRACION. Definimos la siguiente funcién
(be: S%nfl N Sznfl

tal que siz € ST ' t € RT y t ez € S entonces ¢.(z) =t o z.
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Por la Proposicion 2.4, ¢, esta bien definida.

Dado que V' es union de orbitas por la Proposicion 2.5, entonces ¢, lleva a K, =
SNV de manera difeomorfa al conjunto K, = S>* 1N V.

De esta manera obtenemos un difeomorfismo entre las parejas deseadas. O]

>>

Figura 2.2: Ejemplo de la Proposicién 2.7 para la curva {z? = y3}.

Por la proposicion anterior podemos denotar a K, por K para todo e suficiente-
mente pequeno, sin pérdida de generalidad; lo cual motiva el siguiente concepto.

Definicién 2.8. Sea ¢ suficientemente pequeno. A la interseccién V N S2"~! le lla-

maremos la aureola del conjunto algebraico V' y denotaremos esta interseccién por
K.

Por lo anterior tenemos que K es un invariante asociado a la singularidad.
Con todas estas propiedades ya estamos en condiciones de probar la existencia
de tres fibraciones.

2.2. Fibraciones

En esta secciéon veremos unas propiedades de los polinomios de Brieskorn-Pham
que seran necesarias mas adelante, posteriormente probaremos la existencia de tres
fibraciones asociadas a estos polinomios y al final mostraremos la equivalencia entre
dos de ellas.

Anélogamente a la prueba de la Proposicion 2.4, podemos restringir la accién a
la circunferencia unitaria y de esta manera obtenemos la siguiente igualdad

f(eie °z) = eidef(z). (2.3)
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Asi si tomamos z € C", consideramos w = f(z) y si lo multiplicamos por algin
e’ entonces, por la anterior igualdad; se lleva la fibra f~!(w) sobre la fibra de e!®w
y de esta manera obtenemos que las fibras sobre el circulo son difeomorfas. Otra
propiedad importante y que usaremos mas adelante es la siguiente.

0

Proposicién 2.9. Si z € C"\ V, entonces para cualquier t € RY, el argumento de
f(t e 2) es constante.

DEMOSTRACION. Sean z € C*\ V y t € RT, nos interesa probar que

fm) _ fteq)
1f@ ~ ez

Como f(tez)=tlf(z) y t € R, entonces
1f(tez)l| = [1t"f(2)]| = ]| f(z)]-
De esta manera tenemos que

f(tez) t'f(z) f(2)

fEez)] ~ 1 f @)~ [F@I

2.2.1. Fibracién en el tubo

Antes de comenzar es necesario dar el concepto de los tubos de Milnor.

Definicién 2.10. Sea 0 < § < €. Denominaremos como tubo de Milnor a la
variedad diferenciable f~!(S}) N B. y lo denotaremos por N (e, d).

Por la ecuacion tenemos que 0 es el tinico valor critico de f, por lo que si z # 0,
entonces f~(z) es una variedad diferenciable. Por otro lado por la igualdad (2.3),
para alguna constante § > 0 las variedades f~!(z) son difeomorfas, con z € C y
|z| = 6.

De esta manera podemos probar que la restriccion
fof7(85) — S5

es un haz fibrado.
Sea U un abierto de S} y 2z € S} fijo, de forma que f~!(z) serd la fibra.
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Definimos la siguiente funcion

¢: U x f~H(z0) — f71(U)

0z i0
(z,w) — e d ew donde 7z = z.

Esta funcion ¢, asi como es descrita es diferenciable. Por otro lado, definimos la
funcién

¢l fTHU) = U x f(20)

Z — (f(z),e%gz e z) donde zy = e f(z).

Por lo tanto tenemos que si (z,w) € U x f~!(z), entonces

10z

¢~ (d(z,w)) = ¢~ (T e W) = (2,W).

Ademsds si z € f~1(U), entonces

—ifz

$(¢~'(2)) = d(f(2).e™" o2z) =2

Asi hemos probado que se cumple el axioma de trivialidad local y por lo tanto
tenemos un haz fibrado.

2.2.2. Fibracién global

Ahora consideremos f: C" \ V — C*. Al igual que en la seccién anterior nos
interesa ver que esta aplicacion es un haz fibrado.

Para esto sean U = C*\ {1} y W = C* \ {—1} dos abiertos de C* tales que su
union cubre todo el espacio.

Sea f~1(1) la fibra y probaremos que existe un difeomorfismo entre U x f~1(1) y
)

Siz e f~1(U), entonces f(z) € U y si lo consideramos en coordenadas polares,
tenemos que f(z) = te? (notemos que t # 0 ya que de lo contrario f(z) = 0, lo cual
es una contradiccion).

De esta manera definimos la siguiente funcién diferenciable

¢: fHU) = U x f7H(1)
0

2 (f(2). (—-
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Ahora si (z,w) € U x f~!(1), entonces definimos la siguiente funcién
¢ Ux (1) = f1(U)
(z, W) — 21 oW,

Se sigue facilmente que ¢ y ¢! son inversas y por lo tanto, tenemos el difeomor-
fismo deseado.

Para el caso de W las pruebas son exactamente las mismas, de esta manera hemos
probado que se cumple el axioma de trivialidad local y de esta forma obtenemos una
fibracion.

2.2.3. Fibracion en la esfera
Antes de comenzar enunciaremos y probaremos el siguiente lema.
Lema 2.11. Si z€ C" y € € S}, entonces || o 2| = | 2||.

DEMOSTRACION. Sean z € C" y ¢ € Si. De esta manera tenemos que
n
e o z| = E e zieiz;

i=1
n

— § ezge—zﬂziz—i
i=1
n

= g ZiZi
i=1

= |||

Si consideramos la funcion

@::izgfn—l\f(ﬁgi,

|/
nos interesa ver que es un haz fibrado.
Para esto primero probaremos que ® es una submersion, para lo cual notemos
que si z € (S \ K), entonces tenemos que ¢ ez € (S3"71\ K).
Ahora consideremos la curva p(t) = c'i @ 7, asi tenemos que:

¢ ()
ao(p(t))  Ayar)
= g e O(z) #0
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Asi ® es una submersion.

Sean zg € S} y U un abierto en Si tal que 2o € U, consideraremos a ®~1(2g) como
la fibra.

Siz € ®1(U) y e € S! tal que ¢?®(z) = 2. Entonces por el Lema 2.11
CID(ei%Z ® z) = 2y, por lo tanto podemos definir la funcién

¢: D HU) = U x & (z)

z+— (P(z),e'd o2z)

la cual es diferenciable.
Por otra parte si (z,w) € U x ®7!(z;), entonces ®(w) = 2 y por lo tanto existe
e € St tal que ® (e e w) = 2. Asf podemos definir la funcién

¢t U x & z) — &)
(2, W) — e o w.
Asi obtenemos el difeomorfismo deseado y por lo tanto se cumple el axioma de
trivialidad local.
Para finalizar esta seccién probamos que la fibracién del tubo y la fibracién en la
esfera son equivalentes.

Proposicién 2.12. La fibracién f: f~1(S') — S! es equivalente a la fibracién en la

esfera ¢ = ﬁ: (S2-1\ K,.) — St.

DEMOSTRACION. La equivalencia queda determinada por el siguiente difeomorfismo
ver fTHSY) = (ST K
z— t(z) ez

donde ¢(z) es el unico niimero positivo tal que #(z) @ z € S?"~1.
Proponemos como su inversa a la funcion

voi(a) = (ﬁ) .z

Para ver que esta ultima funcién es efectivamente su inversa, sea z € f~1(S?*1)
y notemos que

6 oula) = v 0la) 00) = (o) etta) en—a
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Por otra parte si tomamos z € (S?"7'\ K,), tenemos que

Voo vl (=) = e <(|f<12>|>§°z) =@l <|f<1z>|)é e

Asi efectivamente ambas funciones son inversas una de la otra y por tanto las
fibraciones son equivalentes. O

2.3. Polinomios casi-homogéneos

A continuacién definiremos una familia de funciones polinomiales, la cual gener-
aliza a los polinomios de Brieskorn-Pham y que posee propiedades similares.

Definicién 2.13. Sean py, ..., p,,d enteros positivos con med(py, . ..,p,) = 1. Una
funcién analitica f(z1,...,2,) serd llamada casi-homogénea de tipo (pi,...,ps;d)
si f satisface la identidad funcional

fOPr 2y, NP2 = Nf(z) zeC", AeC. (2.4)

Si consideramos la serie de Taylor f(z) =Y, b,z", entonces la condicién (2.4) es
equivalente a

n
E pivi =d parav = (vy,...,0,), b, # 0. (2.5)
i=1
Como cada pq,...,p,,d son enteros positivos, entonces la ecuacion anterior para los
enteros positivos vy, ..., v, tiene sélo un ntmero finito de soluciones, asi una funcién

casi-homogénea es una funcién polinomial.
Podemos hacer uso de una accion como la de la Proposicién 2.1 para obtener la
siguiente igualdad funcional

f(xez) = \'f(z). (2.6)

De manera inmediata tenemos que los polinomios de Brieskorn-Pham son ejemp-
los de polinomios casi-homogéneos, otros ejemplos de esta familia de polinomios son
los siguientes.

Ejemplo 2.14. Consideremos la siguiente funcién

f:C*=C

(20, 21, 22) — 25° + 27" + z129> con a; € N.
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Queremos encontrar los valores que permiten que se de la identidad funcional
(2.6). Si denotamos por (xg,z1,23) a estos valores, entonces tenemos que cumplen
las siguientes igualdades

Zoag = T1a7q,
Toaog = T1 + T20o,

T1a1 = T1 + T2az,
de forma que tenemos un sistema de ecuaciones diofanticas.
Con un poco de manipulacién algebraica tenemos que
To = ag,
T1 = Qo, (27)
ToQ9 = ao(a1 — ].)

Para que las soluciones sean enteras basta multiplicar cada una de las ecuaciones
dadas en (2.7) por asg, asi tenemos que

To = G201,
T, = G20aq,

To — (lo(CLl — 1)

Para asegurar que los pesos son primos relativos, sea m = med(xg, z1, 23), en-
tonces basta tomar las siguientes soluciones

Q207
To = 9
A2
Ty = )
m
CL()(CLl — 1)
Lo = ——.
m

De forma que la funcién f(zg, z1,22) = 25° + 27* + 2125% es un polinomio casi-
0> ) 0 1 2

ai1a2 apa2 aO(alfl) ala2a0>
m ’ m m om :

homogéneo de tipo (

En los siguientes ejemplos omitiremos los sistemas de ecuaciones que nos permiten
encontrar el valor que necesita la accién dado que es analogo al ejemplo anterior.

Ejemplo 2.15. Algunos ejemplos son
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1. La funcién f(zg, 21, 22) = 25° + 21" 22 + 25221 es un polinomio casi-homogéneo de

tipo (m?ql;l’ (ag;ll)ao’ (a1;11)ao; ao(ai;?—l)), conm = mcd(agal—l, (a2_1)a07 (al_

1)&0).

2. La funcion f(zo, 21, 22) = 2° + 21" 20+ 25221 es un polinomio casi-homogéneo de

. 1 “1)+1
tipo (%92, (a"m)‘”, aO(‘“m )+, @a2a0) donde m = med(a1as, (ag — 1)az, ag(ar —

1)+ 1).

3. La funcién f(zo, 21, 22) = 20°21 + 21" 22 + 25729 es un polinomio casi-homogéneo
de tipo (1+a27(7(:1_1)> 1+a0£s2—1)’ 1+a17(7:o—1); aoal,iﬁ_l); con m — mcd(l + a2(a1 _
1),1+ap(az —1),1+ as(ag — 1)).

En este ejemplo es importante notar que si m|(14az(a; —1)), entonces m|ag(1+

az(a; — 1)) y como m|(1 + ag(az — 1)), entonces m|(ag(1 + az(a; — 1)) + (1 +

ag(az — 1))) o bien que m|(apaias + 1), lo cual quiere decir que %492+ ¢ N,

4. La funcién f(zg, 21, 22) = 2,° + 2122 es un polinomio casi-homogéneo de tipo
(2, ap, ag, 2ap) (6 (1,%,% ay) si ag es par).

R
En todos estos ejemplos a; € N, i € {0, 1,2}.
De esta manera tenemos el siguiente resultado.
Teorema 2.16. Si f es un polinomio casi-homogéneo de tipo (p1, . .., pn;d), entonces
1. (Identidad de Fuler). Tenemos la siquiente igualdad
of
Oz

)

df (z) = Zaizi (2.8)

2. Sid# 0, entonces el unico posible valor critico de f es 0.
3. Sid+#0, entonces f: C*\ f~1(0) — C* es un haz fibrado.

4. Para cualquier € > 0, existe una fibracion sobre la esfera dada por ﬁ: S\
K. — S! y una fibracion sobre el tubo f: f~1(S') — S! y ambas son equiva-
lentes.

5. Supongamos que el origen es una singularidad aislada, entonces para cualquier
€ > 0, la esfera S*™ ' y la hipersuperficie f~1(0) se intersectan transver-
salmente.
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DEMOSTRACION. (1) Si consideremos la identidad funcional (2.6), tenemos que su
derivada parcial respecto a A es

AN f(2) = V(N ez) - (A Tz, pa W),
Ahora tomando a A = 1, tenemos que

df (z) = Vf(z) - (p1z1, - PnZn)-

Lo cual implica que
df (z) = ijzjg(z)- (2.9)
j

(2) Por la identidad de Euler (2.8) tenemos que si z € C es un valor critico,
entonces para cualquier z € f~1(z), f(z) = 0. As{ 0 es el tnico valor critico de f.

Las pruebas de (3)—(5) son andlogas a las pruebas de los polinomios de Brieskorn-
Pham. [l

Observacién 2.17.

Como en esta familia de polinomios no se tiene punto critico aislado entonces no
es posible garantizar que la aureola K es una variedad diferenciable.

Por ltimo es importante mencionar que los polinomios casi-homogéneos tienen
los mismos teoremas de fibraciones que los polinomios de Brieskorn-Pham, las prue-
bas son similares y por eso se omiten en esta obra.



Capitulo 3

Fibracion de Milnor compleja

En el capitulo anterior vimos cémo los polinomios casi-homogéneos son una fa-
milia que incluye a los polinomios de Brieskorn-Pham como ejemplo y que también
tienen asociados tres fibraciones. En este capitulo daremos una generalizacién del
teorema de fibracién sobre la esfera para cualquier funciéon f: C* — C holomorfa, a
este teorema se le conoce como el teorema de fibraciéon de Milnor.

Posteriormente probaremos que para este tipo de funciones las fibras sobre la es-
fera y sobre el tubo son difeomorfas, para finalizar se probara que existe una fibracién
sobre el tubo conocida como la fibracién de Milnor-Leé.

Para finalizar daremos una version del teorema de fibracion de Milnor real, es-
ta version sera muy restrictiva y probaremos que la funcién proyecciéon no coin-
cidira necesariamente con la del teorema de fibracién de Milnor compleja.

3.1. Estructura conica

En el capitulo anterior en el estudio de los polinomios de Brieskorn-Pham y de los
polinomios casi homogéneos, las Proposiciones 2.6 y 2.7 nos permitieron llegar a re-
sultados importantes, en esta secciéon daremos una generalizacién de estos resultados
para conjuntos algebraicos en general y que usaremos mas adelante.

Consideremos un conjunto algebraico V' C F” y xy un punto simple de V' o un
punto aislado del conjunto de puntos singulares (V).

Proposicion 3.1. Toda esfera suficientemente pequena S, centrada en xy intersecta
a V' en una variedad diferenciable (posiblemente vacia).

DEMOSTRACION. Consideremos por ahora el caso real y nos auxiliaremos en la fun-

43
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cion
r(x) =[x = xo*.
Por el Corolario 1.74 podemos tomar algin €2 € R tal que sea menor que cualquier

valor critico de la funcién r(x)[y\s(v), de esta manera € serd un valor regular y por
lo tanto su imagen inversa

rTH(E)N(VAE(V)) =S (V\E(V))

sera una variedad diferenciable K.

Ahora si € es lo suficientemente pequeno, entonces S no intersecta a (V') por
loque K. =S'NV.

El caso complejo se sigue del hecho de que cualquier conjunto algebraico en C"
se puede considerar como un conjunto algebraico en R?". O]

Observacién 3.2. En la proposiciéon anterior el nimero € es arbitrario por lo que
una pregunta natural es ;Si 0 < €; < €2 < € entonces cémo son K., y K7

La siguiente proposicion responde esta pregunta.

Teorema 3.3. Para algin € suficientemente pequeno, el conjunto V NB,. es homeo-
morfo al cono sobre K. =V NS..

Si bien su prueba no es complicada, es un poco extensa por lo que se recomienda
consultar [18, Teo. 2.10] para revisarla.

De esta manera obtenemos que si 0 < €3 < €3 < €, entonces las aureolas K, y K,
seran difeomorfas lo cual concuerda con el caso de los polinomios casi-homogéneos.

3.2. Fibraciéon de Milnor, caso complejo

A lo largo de esta seccion denotaremos al gradiente de una funcién analitica

f:C*" — C por L
of af
Vi==—,...,—|.
/ (821’ ’ 8zm)
Escogemos esta definicion para que la derivada direccional de f a lo largo de la curva
z = p(t) tenga la forma

@ - %(t),Vf(p(tD >,

donde < -,- > denota el producto hermitiano.
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Ademas es importante notar que el espacio vectorial hermitiano C™ se puede
considerar como un espacio euclidiano de dimensién 2n con un producto interior
definido por

R<a,b>=R<b,a>.

Denotaremos por f: (C",0) — (C,0) una funcién holomorfa con 0 un punto
critico, V.= f71(0) y K =V NnS* 1t cC".
De esta manera podemos definir la siguiente funcion

/ 1
db=—— :C"\V —-§".
T

Proposicién 3.4. Existe una vecindad W alrededor de 0 tal que la funcion ® es
una submersion.

DEMOSTRACION. Como f es una funcién holomorfa, entonces por el Teorema de
Bertini-Sard [30] existe una vecindad U de 0 tal que para cualquier z € U \ {0}, z es
un valor regular.

Denotaremos por W = f~}(U) y de esta forma tenemos que f: W\V — U\ {0}
es una submersion.

Ahora usaremos la funcién auxiliar

g: C* = S!
z
2 —.
2|
Esta funcién es una submersion y por lo tanto tenemos que g o f es una submersion,
pero esta composicién es en realidad . O

A partir de ahora consideraremos a la funcién f restringida al conjunto W, donde
W es como en la proposicion anterior.

Sea 6 € [0,7), denotaremos por Xy = f~(Ly), donde Ly = {te? | t e R}.
Ahora si consideramos a Lz como el complemento ortogonal de Ly y a la funcién
m9: C — Ly como la proyeccién ortogonal sobre Ly, entonces tenemos que Xy =
(mg o f)71(0). Asi tenemos toda una familia de hipersuperficies parametrizadas por
[0, 7). De manera inmediata tenemos las siguientes propiedades.

Proposicién 3.5.
W=JXo y V=[)Xo=Xp N Xy,

con 01 # 0.
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DEMOSTRACION. Se tiene que |JX, C Wy V C ) Xo.

Ahora sea z € W y sea ®(z) = ¢, por lo que z € Xy,. Por otra parte si
z € () Xy, entonces f(z) € () Ly, de esta manera no queda mas que f(z) = 0 y por
lo tanto z € V.

La otra igualdad también se prueba de manera similar. O]

Dado que podemos dividir a la recta Ly en tres conjuntos
Ly=L; U{0}U Ly

donde _
LF ={te" |t e R*},

entonces podemos considerar a la hipersuperficie Xy como union de tres partes ajenas
Xy=E; UVUE],
con
Ey = f~'(L7), donde Ej son variedades diferenciables de codimension 1.

Con todo esto podemos definir uno de los conceptos mas importantes de este
capitulo.

Definicién 3.6. Llamaremos el pincel candnico de f ala familia { Xy | 6 € [0,7) }.

Figura 3.1: Pincel canénico.

A partir de ahora sea ¢ > 0 tal que B>" C W.
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Consideremos ahora la restricciéon de ® a S?"~'\ K con € > 0, sea

¢ = (I)‘Sgnﬂ\K: Szn_l \ K — Sl,

entonces nos interesa saber si existe algin ¢y > 0, de tal manera que para cualquier
0 < e < €, la funcién ¢ no tenga puntos criticos.

Esta pregunta estd intimamente ligada con el hecho de que las variedades Eg,t
sean transversales a las esferas S?"~! como veremos a continuacién.

Proposicién 3.7. Sean € > 0 y supongamos que zy € S?" 1\ K es un punto critico
de ¢, entonces E;t y S~ no son transversales.

DEMOSTRACION. Si denotamos por y = ¢(zq) y dado que
Doy, = DQZo|TZOSE"*1\K: TZO(SSTZ_I \ K) — TySy,
entonces, como z, es un punto critico tenemos que
D¢,, =0,

lo cual quiere decir que T, (S**' \ K) C ker D®,, y dado que las dimensiones son
las mismas concluimos que

T, (S* '\ K) = ker D®,,, . (3.1)

Por otra parte, dado que la funcién ® es constante en Eeil, con y = te't y t € R*;
entonces
ker D®,, = T,,Ej. (3.2)

Usando las ecuaciones (3.1) y (3.2), tenemos que
T, (83"71 \ K) = TZOEétl
De ahi que se sigue que Egt y S?"7! no son transversales. O

Observacién 3.8. Es importante notar que si z € B, \ V, ®(z) = ¢ y M es una
subvariedad de C" con z € M, entonces basta que exista un vector w € T,M tal que
w ¢ TzEg[ para que M sea transversal a Eei, esto por que el espacio vectorial TzEgIE
tiene dimension 2n — 1.

De esta manera podemos ver como la transversalidad juega un papel importante
para la funcion ¢.

Podemos refinar el argumento que nos permitié llegar a la ecuacién (3.2), para
dar el siguiente resultado.
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Proposicién 3.9. El vector iV log f es normal a TZE;E.

DEMOSTRACION. Sea H}cgg” = ¢©?)  entonces

log f(z) —log || f(2)]|
—tlog f(z) +ilog | f(2)]
R(—ilog f(2))

Ahora tomando la diferencial de la ecuacién R(—ilog f(z)) = O(z), a lo largo de
la curva z = p(t), tenemos que

dO(p(t)) _ o d(=ilog [)
g (1)

=1 < P(1) 9 (~ilog f (1)) >

=R < Z—f(t),iv log f(p(t)) > .

i9(2),

z

)

O(z)
©(z),donde R denota la parte real.

Asi la derivada direccional de ©(z), en la direcciéon v = %, es

R <v,iViog f(z) > .
Sea z € Egtl y como la funcién ® es constante en Eéﬁ, entonces para cualquier

v E TZEg,t1
DO,(v) =R < v,iVlog f(z) >= 0.

De esta manera tenemos que el vector iV log f es normal a TZE;'E. O

Usando estas ideas podemos finalmente dar el siguiente resultado.

Proposicién 3.10. Sea z € S 1\ K, los vectores iV log f(2) y z son linealmente
independientes sobre R si y sdlo si By MS2L.

DEMOSTRACION. Para la suficiencia, si z € S\ K con 0 < € y si suponemos que
los vectores iV log f(z) y z son linealmente independientes sobre R, entonces existe
un vector v tal que

R<v,z>=0y R<v,iVliog f(z) >= 1.
De esa manera v € T,S?" !y v ¢ Tonf, luego por la Observacion 3.8 tenemos

queE; mS2L.
Ahora probaremos la necesidad.
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Para esto usaremos la contrarreciproca, esto es, queremos probar que si existe
0 < € tal que para z € S !\ K, los vectores iV log f(z) y z son linealmente
dependientes sobre R, entonces E(;t no es transversal a S~ 1.

Si el vector iV log f(z) es igual a un miltiplo real de z, es decir normal a la esfera
S2r=1 entonces

R <v,iViog f(z) >=0

para cada vector v tangente a S?"! en z.
Asi z es critico de ¢ y por la Proposicién 3.7, concluimos que no son transversales.

]

De esta forma se puede revisar facilmente que hemos probado la siguiente afir-
macién (ver [18, Lema 4.1]).

Lema 3.11. Los puntos criticos de la funcién ¢: S** '\ K — S}, son aquellos puntos
z€ S 1\ K tales que el vector iV log f(z) es un mailtiplo real del vector z.

Queremos probar que la funcién
¢: ST\ K —§!
€
no tiene puntos criticos para algun e suficientemente pequeno.

Observacion 3.12. Por regla de la cadena tenemos que

Viz)
f(2)

Primero probaremos un lema que sera necesario mas adelante.

Vlog f(z) =

Lema 3.13. Sea p: [0,¢) — C" una curva real analitica con p(0) = 0, tal que
f(p(t)) # 0 parat > 0 y el vector Vlog f(p(t)) es un maltiplo A(t)p(t), con A(t) € C.

Entonces el argumento de \(t) tiende a 0 cuando t — 0.

Es decir, tenemos que lim;_,q % =1.

DEMOSTRACION. Consideremos las expansiones de las series de Taylor alrededor del
0:
p(t) = at® + at*™t 4 agt® T + ...,

Flp(t)) = bt? 4 by tP T 4 bpt?t2 4
Viplt)=c +c "™ 4o’
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donde los coeficientes a, b, ¢ son distintos del cero y dado que p(0) =0y f(p(0)) =0,
tenemos que a > 1,3 > 1y v > 0.

Estas series son convergentes para algun [¢| < €.

Para toda ¢t > 0, tenemos que

Vlog f(p(t)) = AMt)p(t),

por otro lado, de la Observacion 3.12 tenemos que

V f(p(t)) = Vlog f(p(t) f(p(1)),
entonces
V f(p(t) = A@)p(t) f(p(1)),

y usando las series de Taylor anteriores
(ct? 4 ...) = At)(abt**P + ...

De esta manera tenemos que A(t) es el cociente entre dos funciones reales analiticas,

es decir
cth 4+ ...

(abtetB ..

por lo que A(t) tiene una expansién como una serie de Laurent de la forma

A(t) =

At) = Mot 4 Eyt + ko> 4. ).

Ahora si sustituimos esta expansién en la identidad

df  dp
%—< dt’vf>

obtenemos

(BOtP 4. ) =< aat® 4. Noabt” 4 ... >,

= al|al|*Xbt* T 4 ...
Comparando los coeficientes principales tenemos que
8= allal*

por lo que Ay es un real positivo.
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De esta manera tenemos que

limg g ) g,y N i Rl
I PYO] O Aot B (L + kit + kot® + ..
_y Mot 77O P(1 + kgt + kot? + ...
= lim;_.q Aot 7= B (1 + gt + kaot? + ...
Ikt +kot>+...)
(14t + Kkot2 +..)||

~— [ — —[—

= h,mt*)(]

]

Para poder probar que la funciéon ¢ no tiene puntos criticos para algun e suficien-
temente pequeno, usaremos el siguiente lema

Lema 3.14. Si f es una funcion holomorfa que se anula en el origen, entonces existe
€0 > 0 tal que, para todo z € C*\ 'V, con ||2|| < €y, los vectores z y V log f(z) son
linealmente independientes sobre C o

Vlog f(2) = Az,

donde A € C* y su argumento tiene valor absoluto menor que 7.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen puntos z € C" \ V arbitrariamente cer-
canos al origen con

Vg f(z) = \z # 0,

donde el valor absoluto del argumento de A es estrictamente mayor que 7. Es decir,
suponemos que A estd en la mitad del plano

R((1+14)A) <0,

o en la mitad del plano

R((1—i)A) < 0.

Queremos expresar estas condiciones en términos de igualdades y desigualdades
polinomiales, para poder usar el Lema de seleccién de curva.
Sea W' ={z € C"|V f(z) = z\, A € C*}.
De esta manera, si z € W/, entonces existe A € C* tal que
af of
—— =2y =/ = 2],
(‘9zj iny 8Zk F
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multiplicando la primera igualdad por z; y la segunda por z;, tenemos que
Wz = 2i\z = of z
aij_j k_(‘?zkj’
lo cual implica que L
of . af ;
0zj R 8zk I
se cumplen las igualdades

Ahora si por el contrario, para algin z
of

9z " 0z

0 de inmediato z € W’. Supongamos que z; # 0, asi queremos

entonces, si z =
resolver la ecuacién
of
Y
8zj I
lo cual dice que
of
0z;
A=,
<j
notemos que
of of -
)\ . 8z]- - 8sz] - af
LN = 2k = =5
Zj Zj Zk

de ahi que z € W'
Si consideramos a z; = x; + iy, y tomando las partes reales e imaginarias, obten-
emos una coleccién de ecuaciones polinomiales en las variables z; y y;. Esto quiere

f(2)
f(z) y tomamos el

decir que W' es un conjunto algebraico.
Por la Observacién 3.12 tenemos que z € (C*\ V) NW’ si y sélo si,

para algin \ € C*.

De esta manera si a la igualdad anterior la multiplicamos por

producto interior con f(z)z, tenemos que
< Vf(z), f(z)z >= N f(2)z]>.
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Sea

N(z) =<V [f(2), f(2)z >,

entonces
arg N = arg < V f(z), f(z)z >= arg || f(2)z|]* = arg \.

Nuevamente podemos considerar a z; = x; + iy;, para obtener que )\ es una
funcién (compleja) polinomial en variables z; y y;.
Ahora definimos los siguientes conjuntos

Uy ={zeC"|R((L+i)N(z)) <0}, (3.3)
U.={zeC"|R((1—i)N(z)) <0}.

Ademds por hipétesis 0 € W/ N (U, UU_). De esta manera, por el Lema 1.75,
debe existir una curva real analitica

p:10,¢) — C"
con p(0) =0y con
parat >0 06

p(t) e W' NU_

para t > 0. En ambos casos tenemos que para t > 0

V log f(p(t)) = A(t)p(1)

con |arg A(t)| > 7; lo cual contradice el Lema 3.13.

Esta contradiccién aun no basta para terminar la prueba del lema, ya que puede
suceder que 0 € W\ (VN ysize W'\ (VNW'), entonces

N(z) =06 |arg N (z)| = %

En cualquiera de ambos casos se sigue el mismo argumento pero en lugar de la
ecuacion (3.3), usaremos la siguiente igualdad

R(+)N(2)R(1—i)N(z) =0
junto con la desigualdad polinomial,

1f(z)[| > 0.

De esta manera obtendremos otra curva p(t) la cual contradice el Lema 3.13.
O

Tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 3.15. Para cualquier z € C" \ 'V suficientemente cerca del origen, los
vectores z e iV log f(2) son linealmente independientes sobre R.

Ahora haciendo uso del Lema 3.11 y del Corolario anterior, tenemos el siguiente
resultado

Corolario 3.16. Si € < ¢y, entonces la funcion
¢:S.\ K —S!
no tiene ningun punto critico.

Observacion 3.17. Con los resultados anteriores lo que sucede en realidad es que
si € < €, entonces E MS,, para toda 6 € [0, 27).

Ahora usando el Teorema de la preimagen 1.21, tenemos que para cualquier e €

S!, su imagen inversa
Fy=¢ (") CcS\K
es una variedad diferenciable de dimensién 2m — 2.

Notemos que Fp = ®~1(e) N S¥—1.

Para poder garantizar que ¢ es la funcién proyeccién de una fibracion localmente
trivial, necesitaremos conocer el comportamiento de ¢(z), cuando z tiende al conjunto
K, donde ¢ no esta definida.

Para esto necesitamos construir un campo vectorial sobre B2\ V', con 0 < € < ¢,
tangente a todas las esferas S, y donde las curvas integrales deberan ser transversales
a las variedades E;t.

Antes de continuar haremos unas cuentas que seran necesarias mas adelante.
Tenemos que

IF )]~
log f(z) —log || f(2)]| = iO(2),
log || f(z)|| = log f(2) — i©(z),
log || f(2)]| = Rlog f(z )-

Ahora tomando la diferencial de la ecuacién log || f(z)| = Rlog f(z), a lo largo
de la curva z = p(t), tenemos que

dlog || f(p(®))|l dlog f(p(t))
dt =R ) (3.4)

=3 < P T log (o) >
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Asf la derivada direccional de log || f(z)]], en la direccién v = 2 es

R <v,Viog f(p(t)) > .
Sea 0 < € < ¢ yseaze S !\ K, entonces
1. el vector z es normal a la esfera S**~1,
2. el vector iV log f(z) es normal a TZE';'E, con z € E;t,

3. por la ecuacion (3.4) y por un argumento similar al de la Proposicién 3.9, el
vector V log f(z) es normal al tubo de Milnor N (¢, d).

Figura 3.2: Los vectores z, 1V log f(z), Vlog f(z).

Como consecuencia inmediata de esto tenemos que E(;t siempre es transversal a los
tubos de Milnor ya que los espacios normales no son colineales, pues son ortogonales.

De esta manera continuando con las ideas de Milnor (ver [18, Lema 4.6]) tenemos
la siguiente afirmacién.

Lema 3.18. Si € < €y, entonces existe un campo vectorial suave v(z) sobre B2\ V
tal que, para cualquier z € B2\ 'V, el producto interno

< v(2),iVlog f(z) >

es diferente de cero y el valor absoluto de su argumento es menor que 7.
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DEMOSTRACION. Sea € < ¢, y notemos que es suficiente construir el campo vectorial
deseado en una vecindad de un punto z € B?*\ V, ya que usando una particién de la
unidad podemos obtener un campo vectorial global v(z) conservando las propiedades
del campo vectorial local.

1. Silos vectores z y V log f(z) son linealmente independientes sobre C, entonces
z no pertenece a la linea compleja generada por Vlog f(z) y tambien serdn
linealmente independientes sobre R y asi tenemos que S?"~! es transversal a
N(e || f(z)|), donde z € S~

Ahora tenemos que T,(S 1 N N(e, || f(2)]))) # Tu(S>~' N EJ) ya que en caso
contrario z tambien es ortogonal a iV log f(z) lo cual contradice el hecho de
que z no estd en la linea compleja generada por V log f(z), asi basta tomar

v € T,(S2" ' N N(e, || f(2)]) tal que v &€ T,,(S2*~' N Ej).

De forma que

R<v,Viog f(z) >=0y R <v,iVlog f(z) ># 0.

Por lo tanto si § < v, Vlog f(z) >= 0, entonces < v,iV log f(z) >= 0 lo cual
no puede ser, por lo que & < v, Vlog f(z) ># 0 y asi al multiplicarlo por —i
obtenemos que

R <v,iVlog f(z) ># 0.

Por tltimo notemos que si & < v, Vlog f(z) ># 0, entonces
R <v,Vlog f(z) >= Dlog| f(2)||(v) = 0

y por lo tanto la funcién || f(z)|| es constante y distinta de cero, asi la curva
integral no tiende a K

2. Si existe A € C* tal que Vlog f(z) = Az, entonces basta considerar v = iz
para obtener
R<v,z>=0

y por el Lema 3.14, el valor absoluto del argumento del ntimero
<v,iVlog f(z) >= Nz

s
€S menor que 1
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En cualquier caso siempre es posible construir un vector tangente v(z), el cual asigna
el vector construido v al vector z. La condicion
. s
larg < v(z),iVlog f(2) > || < 3
se mantendra en alguna vecindad de z. Ahora usando una particiéon de la unidad,
obtendremos un campo vectorial global v(z) que posee la misma propiedad. O

Notemos que la desigualdad
<v(z),iVlog f(z) ># 0

implica que v ¢ TzEét y por la Observacion 3.8, este campo vectorial cumple que sus
lineas integrales son transversales a E;t.
Ahora normalizando obtenemos

w(z) = v(z) :
<v(z),iVlog f(z) >

Asi obtenemos un campo vectorial diferenciable w sobre S, \ K, el cual satisface dos
condiciones

1. La parte real del niimero
<w(z),iVlog f(z) >
siempre es igual a 1,
2. La parte imaginaria correspondiente al niimero anterior siempre satisface

IR <w(z),Viog f(z) > || < 1.

Ahora consideremos las trayectorias de la ecuacién diferencial % = w(z).
Lema 3.19. Si z € ]B%f” \ V, entonces existe una unica trayectoria suave
p:R—SN\K

la cual satisface la ecuacion diferencial

%~ wiot)

con condicion inicial p(0) = z.



58 Fibracion de Milnor compleja

DEMOSTRACION. Claramente existe una solucién z = p(t) al menos de manera local
y se puede extender a algin intervalo I maximal de nimeros reales. El problema
estd en el hecho de que B?" \ V no es compacto y no se puede garantizar que p(t)
no tienda a V', cuando t tiende a algin limite finito ¢y,. De esta manera buscamos
garantizar que f(p(t)) no tiende a cero o

Rlog f(p(t)) — —o0, cuando t — .

Para ahorrar notacién denotaremos por ¢(t) = log || f(p(t))|| v por las cuentas
previas tenemos que || < 1.
Usando el Teorema Fundamental del Calculo obtenemos

t t t
/@dt'g/ @'dm/ ldt = t.
0 dt 0 0

dt
Por lo tanto |g(t) — ¢g(0)| < t y asi g(t) no puede tender a menos infinito dado que
esta acotado. O

l9(t) — 9(0)] =

19(z)

Ahora si consideramos ¢(z) = €'°® | tenemos que

dO(p(t)) dp
— = —,iVlog f >=1
o R < dt’z og f >=1,
por lo que
O(p(t)) =t + ¢, donde ¢ es constante. (3.5)

En otras palabras la trayectoria p(t) se proyecta bajo ¢ a una trayectoria alrededor
del circulo unitario en sentido positivo y con un vector de velocidad unitario.
El punto p(t) es una funcién diferenciable con respecto a t y al problema de valor
inicial
zo = p(0).

Expresaremos esta dependencia por

p(t) = hi(zo).

De esta manera cada h; es un difeomorfismo de B, \ V' a él mismo y manda cada
fibra By = ®;'(e") sobre la fibra Ey,,. Ahora no tenemos dificultad en probar el
teorema de fibracién.
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Teorema 3.20 (Teorema de la Fibracion). Si e < €y, entonces se tiene el siguiente
diagrama conmutativo de haces fibrados

B\ VSt

Sk

donde V= (Rf :3f), &= ”%”, 7 es el cubriente natural.
DEMOSTRACION. Por una parte tenemos que ® es un levantamiento de ¥ del cubri-
ente S! de RP, de forma que el diagrama conmutativo es inmediato.

Ahora sean € € S' y U una vecindad pequefia de €. Asf la funcién
(ei(t-‘rﬂ)’z) NN ht(Z),
con [t| < ¢ (donde ¢ es como en (3.5)) y z € Ef, manda el producto U x Ef

difeomorficamente sobre ®~1(U), lo que nos da las trivializaciones locales. O]

De esta forma obtenemos como consecuencia el teorema de fibracion clasico.

Teorema 3.21 (Teorema de Fibracién de Milnor). Si € < €, entonces el espacio
Se\ K es un haz fibrado sobre S', cuya funcién proyeccion es ¢ = ﬁ

3.3. Fibracion de Milnor-Lé

3.3.1. Estratificaciones

Antes de comenzar a estudiar el Teorema de Milnor en el caso real, es necesario
introducir el concepto de estratificacién el cual usaremos mas adelante. Recordemos
que F denota a los niimeros reales o complejos.

Definicién 3.22. Una estratificacion de un subconjunto X de F" es una particion
localmente finita {S,} de X, donde cada S, (llamado estrato) es una subvariedad
diferenciable y conexa de F" los cuales satisfacen la Condicién de Frontera esto
es, si Sy y Sp son estratos con S, N gg # (), entonces S, C 35.

Ahora consideremos una terna (y, S,, Sg) con S, y Sp estratos de X y y € S, C
5,

Definicién 3.23. Diremos que la terna (y, S,, S3) es Whitney regular si satisface
la condicién (b) de Whitney; esto es,
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1. dada una sucesién {z,,} C Sz convergente a y en F" tal que la sucesién de los
espacios tangentes T}, S converge a un subespacio 7' C F" y

2. una sucesion {y,} C S, convergente a y en F" tal que la sucesién de lineas
(secantes) l,,,, de x; a y; converge a una linea [,

entonces tenemos que [ C T

Observacién 3.24. En la definicién anterior cuando hablamos de la convergencia
de los espacios tangentes o de las secantes, nos referimos a la convergencia de los
trasladados al origen de esos espacios, de esta forma se vuelven puntos de una Grass-
maniana.

Es importante mencionar que también existe una condicién (a) de Whitney, en
la cual se pedira en el primer punto de la Definicién 3.23 que el espacio tangente a y
en S, esté contenido en T'. Se puede revisar que la condicién (b) implica la condicién

(a).

Definicién 3.25. La estratificacién {S,} de X es Whitney regular (también lla-
mada una estratificacién de Whitney) si cada terna (y, S,, S3) es Whitney reg-
ular.

La existencia de estratificaciones Whitney regulares para cualquier variedad ana-
litica real o compleja fue probada por Hironaka en [14].

Definicién 3.26. Sea f: C" — C una funcién analitica y V = f~1(0). Sea {S,}
una estratificacion de Whitney de C" adaptada a V', es decir, V' es union de estratos
y B \ V es el estrato de mayor dimensién. Consideremos y € V' y sea S, el estrato
de y, esto es y € S,. Sea {z;} C B, \ V una sucesion de puntos que converge a y y
F; = f~Y(f(x;)) tal que T,,F; — T, para algtin subespacio T'C R". Diremos que f
satisface la condicién ay de Thom si 7,5, C T'.

Observaciéon 3.27. Si f satisface la condicién a; de Thom, entonces por la Proposi-
cién 3.1 tenemos que las fibras de f cercanas a V' son transversales a la esfera S..

3.3.2. Teorema de fibracion de Milnor-Lé

Una vez dadas las definiciones anteriores es posible enunciar y probar el siguiente
teorema.
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Teorema 3.28 (Teorema de fibracién de Milnor-Lé). Sea 0 < § < € < ¢ y el tubo
de Milnor N (e, d), entonces la restriccion

f:N(ed) —Ss
es un haz fibrado.

La prueba cuando f tiene un punto critico aislado fue hecha por Milnor en [18,
Cap. 6], usando el hecho de que las fibras de N (¢, §) son transversales a la esfera S, y
una version del Teorema de Ehresmann con frontera. En el caso general fue probado
por Lé en [11] usando un teorema de Hironaka [15] el cual asegura que toda funcién
holomorfa f: C" — C satisface la condicién ay de Thom y por lo tanto las fibras en
N (e, §) son transversales a la esfera S..

Para ver la equivalencia entre el teorema de fibracién de Milnor y el de Milnor-Lé
necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.29. Sea {S,} una estratificacion de Whitney de C" adaptada a V y para
cada 0 € [0,7) equipamos a Xy con la estratificacion {Xy N Sy}, entonces para toda
bola suficientemente pequena B centrada en el origen, existe un campo vectorial
estratificado v(z) sobre B2" \ 'V que cumple las siguientes propiedades:

1. v(2) es radial; es decir, es transversal a todas las esferas en B, centradas en el
origen,

2. v(z) es tangente a todos los estratos de Xo \ 'V,

3. v(2) es transversal a todos los tubos f~1(Ss).

Una prueba de este lema se puede encontrar en [8].

Sea ¢ la restriccién de ® a S, \ V, notemos que esta fibracién es precisamente
la fibracion clasica de Milnor, entonces el flujo asociado al campo vectorial del lema
anterior, define un homeomorfismo entre la fibra de f~(e?) NB2" y la porcién de la
fibra ¢~ !(e?) dada por la desigualdad || f(z)|| > 4.

Para terminar de ver la equivalencia necesitamos probar que la fibracién definida
por ¢ en S, \ V es equivalente a la restriccién de ¢ a los puntos de la esfera que
satisfacen que ||f(z)|| > J. La prueba se puede encontrar en [§8] y un esbozo ésta
es el siguiente: Sea T'(e,6) = S, N f~1(B3" \ {0}), como f satisface la condicién ay
de Thom, entonces la restriccién de f a T'(¢,d) es una submersién en cada estrato,
asi podemos levantar un campo radial u(z) = z sobre B2"\ {0} a un campo vectorial
sobre T'(¢,6) cuyo flujo preserva las fibras de ¢ y es transversal a la interseccién de
Se con todos los tubos de Milnor ¢~ !(Ss) para toda 0 < § < §. Asi obtenemos la
equivalencia entre las dos fibraciones.
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3.4. Fibracion de Milnor real

En la seccién anterior revisamos el teorema de fibraciéon de Milnor para el caso
complejo y a continuaciéon daremos una versién de este resultado para el caso real.

Sea f: R™ — R* una funcién polinomial que lleva el origen en el origen, con
m > k y que satisface la siguiente condicién

Hipétesis 3.30 (Condicién de Milnor). Existe una vecindad U del origen de R™ tal

que la matriz (gj;?) tiene rango k para cualquier x € U \ {0}, esto es, el origen de
J

R™ es un punto critico aislado.

Al igual que antes podemos definir al conjunto algebraico V' como sigue
V={xeR"|fi(x)=0,ie€{1,...,k} }.

Tenemos que V' es una variedad diferenciable de dimensién m — k en la vecin-
dad U NV \ {0}. Ademads por el Corolario 3.1, para e suficientemente pequeno, la
interseccion K =V N S™~! es una variedad diferenciable de dimensién m — k — 1.

Supongamos que k£ > 2, de esta forma tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.31. El complemento de una vecindad tubular abierta de K en ST~ es
el espacio total de un haz fibrado sobre la esfera S*~', cada fibra F es una variedad
diferenciable compacta de dimension m — k acotada por una copia de K.

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién

flgm-1 Smt — RF.

-1
Sea x € f|gm-1""(0), queremos ver que X es un punto regular de f[gm-1.
Tenemos que la diferencial de la restricciéon de f a S ! en x es

D(flgm-1)x = (D f)l g1 : LS — RY.

Como f|Sznf1_1(0) =VNS" ! = K ydado que V'\ {0} y S ! son transversales,
entonces K es una subvariedad de S™~1. Asi

ker D(f[gm-1)x = Ti K.

Dado que dim S}~ = m—1y dim K = m—(k+1), entonces al ser D(f|gm-1)x una
transformacion lineal, se tiene que la imagen es de dimension m—1—(m—k—1) =k
por lo tanto x es un punto regular.
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De esta manera existe una bola cerrada Bg, el cual consiste exclusivamente de
valores regulares.

Si consideramos al conjunto 7' = f|_.

smt
continua tenemos que T es cerrado y como T' C S™~! entonces T es un conjunto
compacto.

Ahora podemos recrear los mismos pasos que en el Teorema 1.63 y concluir que

T es fibrado sobre Bg con fibra K. Ahora dado que el espacio base @ es contraible,

(IBT’;), entonces por ser f|gm-1 una funcién

tenemos que 1" es difeomorfo al producto K x @ Nos referiremos por 1" como una
vecindad tubular de K en S”!

Finalmente si consideramos al conjunto £ = B™ N f’l(Sf;’l), tenemos que E es
una variedad diferenciable con 0F = 9T. Un argumento parecido al del Teorema
1.63, muestra que

fle: E—>SZ‘1

es también la funcién proyeccién de un haz fibrado. Una fibra tipica

Fy:Wmf_l(Y)v

es una variedad diferenciable compacta, acotada por el conjunto

OFy =S N f(y)

la cual es difeomorfa a K, dado que es una fibra de la fibraciéon T" — @ Para finalizar
la prueba de este teorema serd necesario el siguiente lema. O]

Lema 3.32. El espacio total E = B™ N f‘l(S’;_l) es difeomorfo al complemento
(S™ 1\ 'int T) de una vecindad tubular T

DEMOSTRACION. En otras palabras lo que deseamos probar es que E es difeomorfo
a la variedad
E'={xeS" [ f(x)=n}

Ahora dado que los campos vectoriales

VI Fx)IP
2% =V x|

no se anulan en B™ \ V' y no apuntan en direcciones opuestas por el Lema 1.79, en-
tonces el campo vectorial v(x) = V|| f(x)]|? 4 2x satisface que los productos internos
< wv(x),x >y < v(x), V| f(x)]|> > son ambos positivos.
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Dado que los campos vectoriales de (3.6) son transversales a los tubos de Milnor
y a las esferas, entonces al considerar la curva integral del campo vectorial v(x)
tenemos que lleva E difeomorficamente sobre E. O

Llamemos p: E — E’ el difeomorfismo dado por el Lema 3.32, entonces la com-
posicion
fleop™: SPTINT — 5,7
es el haz fibrado mencionado en el Teorema 3.31.

Observacién 3.33. Es importante mencionar que a pesar de que se tiene una fi-
braciéon como en el caso complejo, no es posible conocer la forma de la funcién

proyeccion, de hecho en general no es cierto que la proyeccion del haz fibrado sea ﬁ

como en el caso complejo. Milnor en su libro [18], menciona que la funcién

f:R?* - R?
(z,y) = (z,2% + y(«® + ¢*)).
es tal que ”—}cH no puede ser la proyeccion de un haz fibrado. En el Capitulo 5 veremos

la razén de esto.



Capitulo 4

Polinomios casi-homogéneos
polares

El propésito de este capitulo es definir los polinomios casi-homogéneos polares,
que son funciones reales analiticas que generalizan a los polinomios casi-homogéneos.
Probaremos que un polinomio f de este tipo tiene valor critico aislado en el origen
y posee una fibraciéon de Milnor con proyeccion %

4.1. Polinomios casi-homogéneos polares

Empezaremos este capitulo definiendo una accion, la cual usaremos mas adelante.
Lema 4.1. Sean p;,u; enteros positivos con j = 1,...,n tales que
med(py,...,pp) =1 y med(uy,. .., u,) = 1.
Sith € C*, cont € RT y A\ € Si; entonces la funcion
o:C'xC"—C"
(tA, 2) = (PP A"z, L P A 2.
es una accion.
DEMOSTRACION. Sea 1e® la unidad en su forma polar y z € C". As{

le® @z = (171 z, .. 1Pne™iny).

= (21, )

= Z.

65
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Ahora sea t1 A1, to)y € Sty z € C*. Asi

tidr o (fahg0z) =t A @ (51N 21, .. 15" A" 2,)
= (VAT NS 2y, AT NS 2)
= ((tltg)pl ()\1)\2)“1 ATREEE (tltz)pn (/\1)\2)un2n)
= tltg)\l)\g e 7Z
== tl/\ltg)\g e Z.

Asi e es una accidn. O

Definicién 4.2. A una accién como la del lema anterior se le llama una C*-accion
polar sobre C" con pesos radiales (py,...,p,) y con pesos polares (uy,...,uy,)

Observacion 4.3. Se puede ver que una C*-accion polar, es en realidad una combi-
nacién de dos acciones, una accién de R™ determinada por los pesos radiales y una
acciéon de S' determinada por los pesos polares.

Definicién 4.4. Sea f: C" — C un polinomio en las n variables (z1, ..., z,) y sean
a, b enteros positivos.

Diremos que f es un polinomio casi-homogéneo polar con pesos radiales
(p1,...,pn;a) v pesos polares(ug,...,u,;b), si se cumple la siguiente identidad
funcional:

f(thez) =t N\ f(z). (4.1)

Donde e es una C*-accion polar.

Corolario 4.5. Si f es un polinomio casi-homogéneo polar, entonces
f(0)=0.

DEMOSTRACION. Como lim;_,ot\A ez = 0 y por ser f continua se tiene que
f(0) = f(limy_otA @ z) = lim,_o t* N f(z) = 0 (4.2)

[]

Ejemplo 4.6. Los polinomios casi-homogéneos y en particular los polinomios de
Brieskorn-Pham son ejemplos de polinomios casi-homogéneos polares.
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Ejemplo 4.7. Sea f(z) = v121"Z1 + ... + v,2%"Z,, con cada a; > 2 y v; € C* para
7=1,...,n.

Sean ¢ = mem(ay + 1,...,a, + 1), b = mem(a; — 1,...,a, — 1), p; = #,
u; = a_b—l y tA € C*. Entonces tenemos que:
J
fthez) = f(tP* A" 2y, ... tP" A" z,)
= Ultplal )\Ulal Zilltpl )\*Ulzl 4+ ...+ UntpnanAUnGnZZntpn)\*unzn
— Ultplal"rpl )\ulal_ul Z%lzl + . _|_ ;Untpnan"'pn)\unan_unz’znzn
=yt mla-D iz, 4 4oy, gprlentD yun(an—1) ez
— vlt“Abzflil + ...+ Unt“)\bz,‘inin
= 1N (0128 Z + .. 2 E,)
= 1"\ f(z).
Asi f es un polinomio casi-homogéneo polar.
En general un polinomio en C™ de la forma
g
[(z) =02 Zo) + -+ 0n2y 2o ()
es llamado un polinomio de Brieskorn-Pham torcido de clase {a4, ..., ay;
p

o}, donde o es una permutacion del conjunto {1,...,n}.
En [29] se puede ver una prueba de que este tipo de polinomios son polinomios
casi-homogéneos polares.

Ejemplo 4.8. Sean f(z) = Z; -+ Z,(2{" + - + 25"), con a; > 1; b; = [[L, ., @i,

m =mcd(by,...,0) y pj =u; = bn—i para j=1,...,n.
Igualmente definimos
@1“'@n+2?:15j al"'an_Z;L:1bj
a= y b= :
m m

Asi para tA € C*, tenemos que:
ftNez) = f(tP A" 2y, ..., tP" N z,)
— tpl )\71"121 e tpn)\*ungn(tplal )\Ulal Zfl + . + tpnanA’U«nanZZn>

aj--an aj--a aj-an aj-an

— tp1+~--+pn)\—(u1+-~+Un)(51 e Zp) (T AT nzi"n +oe -t m AT w20

n

apant¥¥o by apan—YPo b _ a

=1 N(Z - Z0) (2 F - zpan)
=1\ f(z).
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Asi f es un polinomio casi-homogéneo polar.

Ejemplo 4.9. Sean fi(z1,...,2,) ¥ f2(2nt1,- .., 2m) polinomios casi-homogéneos
polares, con pesos radiales (p1,...,Pn;01) ¥ (Pas1, - - -, Pm; G2) Tespectivamente, y con
pesos polares (U, ..., up;b1) ¥ (Upst, ..., Up; by) respectivamente. Sean:
a a
r =mcd(ar,az), a) = 71, ay = 72,
b b
s =med(by, by), b, = ;1 b, = ;2
Definimos la C*-accién polar
o C'xC'"—C"
(tA,z) — (tP1a2 Xy, fPna \Unboy  gPui1dy Nunsably o ppmay Numbyp )
Entonces para tA € C*, tenemos que:
1+ /2 11 %m
(fitfa)(the (2 Zm))
= (fi + fo) (P oXtogy o \umb )
Xy gyt ) (e et et )
= f1<ta/2/\b,2 L] (Zl, ey Zn)) + fg(tall)\bll L] (Zn+17 ey Zm))
ajag | biby ajag | biby
=tTr A= f1<21,...,2n)+t AT f2<zn+17...,zm)

_ tmcm(al,ag)kmcm(bl,bg)(fl + f2)(217 o ;Zm)
Asi (fi1 + f2) es un polinomio casi-homogéneo polar.

4.2. Fibraciones

Un polinomio casi-homogéneo polar f es una funcién analitica real y para estudiar
sus puntos criticos, vamos a considerar a f definida como f: R?"* — R? tal que

f(z) = g(x,y) +ih(x,y), donde z = x + iy. (4.3)

con g, h: R* — R? funciones reales analiticas.
Se tiene que dada una funcién analitica k: R?" — R tenemos las siguientes igual-
dades que relacionan a k en las variables x,y y a k en variables z, z:

Ok _L(Ok _OkY Ok _L(0k .0k o
8zj_2 8xj 8yj y(‘?Zj_2 8!Ej 8yj ' .
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De esta manera tenemos que

of _1(dy  Oh _(0h _0g\\ Of _1(dg 0h (0h 0y
aZj_2 &%’j 8yj 8a:j 8yj y(?E]_Q 81']- 8y] ﬁxj (9yj

(4.5
4.2.1. Identidades de Euler
Sea f(z) un polinomio casi-homogéno polar, con pesos radiales (pi, ..., py;
a) y con pesos polares (uj, ..., u,;b). Si consideramos la identidad funcional (4.1),
tenemos que sus derivadas parciales respecto a t y A son
at® I\ f(z) = Vf(thez) - (pit" Nz, .. put? T IN 2,),
WX f(z) = V(A ez) - (urtP N zy, o untP Nz,
Ahora tomando a t =1y A = 1, tenemos que
af(Z) = Vf(Z) : (plzlu <o 7pnzn)7
bf(2) =V f(z) - (mz1, ..., unZn).
Lo cual implica que
af(z) = ijzjy(z), (4.6)
= 9
bf(2) =D ujz5(2). (4.7)
=1 %

A estas dos ultimas ecuaciones les denominaremos Ecuaciones de Euler. Ahora
tomando derivadas parciales con respecto a z; en la identidad funcional (4.1), obten-
€mos

ta)\bﬁ(z) = Vf(t)\ ® Z) . (0, Cee ,tpj)\uja 07 cee 70)’
8Zj

De ahi que

1 0L () 2 O (1 e gy yes

aZj Zj
lo cual implica
o bew OF of
a—pj \b—u; ~J - _
t A azj (z) azj (t/\ ° Z).
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Lo cual quiere decir que las derivadas parciales % son polinomios casi-homogéneos
J

polares.
Si consideramos sélo la R*-accion sobre C" y sustituyendo (4.3) en la identidad
funcional (4.1), obtenemos

g(te(x,y)) =t'g(xy) y h(te(x)y)) = t"h(x,y). (4.8)

de esta manera ¢ y h son polinomios reales casi-homogéneos. De igual forma, calcu-
lamos sus derivadas parciales con respecto a x; y y;, las cuales son

dg ~an; 99 dg _ aep; 99

axj (t hd (X7 y)) - t axj (Xv Y)J ay] (t b (X7 y)) - t ay] (Xv Y) (49)
oh oh oh oh
- — 4907P; — — 40—Pj
o, (te(x,y)) =t o, (x,y), 0, (te(x,y)) =t o, (x,y) (4.10)

Asi las derivadas parciales también son polinomios reales casi-homogéneos.

Dado que lim; ot ® (x,y) = 0 y que todas las derivadas parciales son continuas,
entonces por (4.9) y por (4.10) se tiene que todas las derivadas parciales se anulan
en 0. Ahora como las parciales se hacen cero, por (4.4) y por (4.5), se tiene que 0 es
un punto critico y por lo tanto 0 es un valor critico.

Observacién 4.10. Notemos que f como funcién analitica real tiene dos tipos de
puntos criticos: puntos z € C" tales que rangogp df. = 0 y puntos z € C” tales que
rangog df, = 1. Sea z € C" un punto con rangoy df, = 0, de esta forma todas las
derivadas parciales de (4.9) y (4.10) se anulan, asi por (4.4) y (4.5), las parciales g—zfj
también se anulan y por las identidades de Euler, (4.6) y (4.7); tenemos que f(z) = 0.

Nos interesa probar que los polinomios casi-homogéneos polares tienen valor
critico aislado, para lo cual basta probar que el 0 tinico valor critico.

Proposicién 4.11. Si f(z) es un polinomio casi-homogéneo polar, entonces 0 es el
unico valor critico.

DEMOSTRACION. Usando coordenadas polares (r,6) en C, tenemos que f es de la
forma
f(z) = (|f(2)],arg f(2)).
Sea z € C" tal que f(z) = w # 0 y consideremos v, v, € T,C", los vectores
tangentes de las 6rbitas R y St del vector z, esto es

V¢ te Z)|t:1 =

:E<

d d
(E(tmzl)]t:l, o E(tp"zn)\tzl) = (p121,- - PnZn)-
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d
- do

Vo (" 0 2)[g—0 =

d d : ,
(d—¢(e’¢ulzl)|¢o, e d—¢(ez¢u"zn)|¢0) = (fur21, ..., 0U,2Zp).

Ahora consideremos la diferencial de f y usando la identidad funcional (4.1),
obtenemos

Aulvi) = S f(t 0 2)lioy = 501 F )], g 1)) = (alul, 0)

cww:%@%mwzéwwwwmmmwwmm

De esta manera si z € C" con f(z) # 0, entonces z es un punto regular y asi se
tiene que 0 es el unico valor critico. O

4.2.2. Fibraciones

En el Capitulo 2 mostramos la existencia de fibraciones asociadas a los polinomios
casi-homogéneos, en esta seccion se generalizan estos resultados para los polinomios
casi-homogéneos polares.

Definamos V = f71(0), por la Proposicién 4.11 tenemos que f: C*\ V — C* es
una submersién. A continuacién veremos que esta restriccion es en realidad un haz

fibrado.
Proposicién 4.12. La restriccion f: C*\ V. — C* es un haz fibrado.

DEMOSTRACION. Definamos una cubierta abierta para C* dada por los siguientes
conjuntos:

Up={peClagp#n}ylUi={peC lagp#0}.

Consideremos al abierto Uy y tomemos a f~'(1) como la fibra, asi nos interesa
dar un homeomorfismo entre f~(1) x Uy y f~1(Up).
Para esto definamos la siguiente funcion

¢o: f7H(1) x Uy — f~1(Up)
(z,tA\) — ta\s oz,

Por la identidad funcional (4.1), tenemos que

F(tars oz) = tAf(2)
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y como z € f~1(1), se tiene que
tAf(z) = tA.

De esta manera ta \s ez € f~1(U) y asf la funcién estd bien definida.
La diferenciabilidad de ¢, es inmediata, s6lo basta ver que posee una inversa,
para lo cual proponemos la siguiente funcion

@01 fTH(U) = f7(1) x Uy
Z (t_Tl)\_Tl ®z t)\)

donde f(z) = tA.

Notemos que si f(z) = tA, entonces f(ta Ao ez) =t AL f(z) =1,asita A7 o
z € f~1(1) y por lo tanto la funcién ¢, ' estd bien definida.

Sea (z,t\) € f~1(1) x Uy, por lo tanto tenemos que

b5' 0 do(2,tA) = ¢y (tiAb @z) = (Lo AT e (ti )b @2),tAf(2)) = (z,LN).
Siz e f~Y(U), entonces
B0 0 ¢y (z) = gzﬁo(t_Tl/\_T1 07 t\) = (t%)\% ot AT e z) = 7.

De esta manera ¢ y ¢, son inversas una de la otra y por lo tanto tenemos un
difeomorfismo.

Para el abierto Uy, consideramos también a f~!(1) como la fibra y consideramos
la funcién

¢1: f7H (L) x Uy — f7H(Th)
(z,tA) — talb o 2.
De forma analoga, se prueba que ¢; es un difeomorfismo y de esta manera tenemos
un haz fibrado. O

Ahora consideremos S?"~! C C", la esfera con centro en 0 y radio € > 0y
definamos K, = S 'NV. A continuacién veremos que también tenemos la fibracién
de Milnor sobre S\ K.

Proposicién 4.13. La funcion

_
11

es un haz fibrado, para cualquier e > 0.

¢ S\ K. — Sy,
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DEMOSTRACION. En la Proposicién 2.4 se probé que para cualquier z € C" con
z # 0, la érbita de la R™ accién es transversal a cualquier esfera alrededor del 0.

Sea z € S?"~ 1\ V, entonces tenemos que e @z € S\ V. Ahora consideremos
la curva p(t) = ¢'s ® 7, asi tenemos que

do(p(t))  AWidgD)
@ - a7

asi ¢ es una submersién.
Finalmente para probar que es un haz fibrado, tomemos algin e € S' y sea
Us = {9 | |t| < 6} para algtin § > 0 y consideremos la funcién
w: Us x ¢~ (") — ¢~ (Us)
(9 2) > ¢'h 0 .
Notemos que ¢(e's o z) = e''p(z) = ¢+ € Uy, asi tenemos que la funcién w
estd bien definida.
Ahora consideremos la funcién
w™l o7 (Us) — Us x ¢ ()
21— (¢(z),¢'7 o2)
donde ¢(z) = it+9),
it i(t+0)

Dado que ¢(c's ®z) = e~ie = ¢ tenemos que w™! estd bien definida.
Ahora sea (e/*9) z) € Us x ¢~'(¢"),entonces

whow(elt9 ) = w_l(ez% 0z) = (c"¢(z), ¢t ecit e z) = (e'19 7).

De igual forma si tomamos z € ¢~1(Us) tenemos que:

i(t+0)

wow H(z) = w(e™) T ez) =l 0 c'T 0z =1z

Asi w y w™! son inversas una de la otra y obtenemos un haz fibrado. O]
Si denominamos por fgi: f~!1(S!) — S! la restriccién de la fibracién f: C*\V —

C* de la Proposicién 4.12 al tubo de Milnor, entonces tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.14. La fibracién fsi: f~1(S') — S! es equivalente a la fibracién de
Milnor ¢: S 1\ K. — S;.
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DEMOSTRACION. La equivalencia queda determinada por el siguiente difeomorfismo

ver fTHSY) = ST\ K.

z— t(z) ez

donde #(z) es el tinico nimero positivo tal que t(z) e z € S>~1.
Proponemos como su inversa a la funcién

Vo' (2z) = (le)n> .z

Para ver que esta dltima funcién es efectivamente su inversa, sea z € f~1(S!) y
notemos que

Ut ot(z) = v (H(z) 0 2) = (t(z) ! )iot(z)oz:z.

“I[f (=)l

Por otra parte si tomamos z € S\ K, tenemos que

be o (2) = e ((@) -z> = f(2)||= (ﬁ)i.z:z

Asi efectivamente ambas funciones son inversas una de la otra y por tanto obten-
emos el difeomorfismo necesitado. m

4.3. Teorema del join

En el estudio de la topologia de la fibra en la fibracién de Milnor, un resultado
importante ha sido el teorema del join. Una versién de este teorema probada por
Sebastiani y Thom [25] nos dice que si g: (C",0) — (C,0) y h: (C™,0) — (C,0)
son funciones holomorfas con singularidad aislada en el origen y si consideramos a la
funcion f(z,w) = g(z) + h(w), entonces existe una equivalencia homotdpica entre la
fibra de la fibracion de Milnor de f y el join de las fibras de la fibracién de Milnor
de hyg.

Oka [20] probé un resultado analogo cuando g y h son polinomios casi-homogéneos,
no necesariamente con punto critico aislado y Sakamoto probd el resultado general
cuando g y h son funciones holomorfas con singularidades arbitrarias.

El propésito de esta seccion serd generalizar el teorema del join de Oka para
polinomios casi-homogéneos polares.
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4.3.1. El join de espacios topolégicos

Dado un espacio topologico X, entonces el cono de X es la unién de todos los
segmentos de linea que conectan los puntos de X con un vértice externo. De igual
forma la suspension de X es la unién de todos los segmentos de linea que conectan
los puntos de X con dos vértices externos. Podemos generalizar este proceso para
dos subespacios topoldgicos arbitarios X y Y de algiin R”, de esta forma obtenemos
un espacio X * Y que consiste de todos los segmentos de linea que unen un punto
de X con un punto de Y y al cual llamaremos el join de X y Y. Més formalmente,
tenemos el siguiente concepto.

Definicién 4.15. Sean X y Y dos espacios topoldgicos e I = [0, 1]. Definimos el
join de X y Y, denotado por X * Yal siguiente conjunto

X*xY=XxYxI/~

donde ~ es la siguiente relacién de equivalencia:

(x,y,0) ~ (x,y,0)
(z,w,1) ~ (z,w', 1).

La topologia de este conjunto sera la topologia cociente.

Notemos que en realidad estamos identificando el subespacio X x Y x {0} con X
y al subespacio X x Y x {1} con Y.

Ejemplo 4.16. Sean X =Y = [ = [0, 1] con la topologia usual. De esta manera
tenemos que el espacio X X Y x [ es un cubo unitario y asi el join X *Y de X y Y
es un tetraedro.

Ejemplo 4.17. Sean X y Y espacios topoldgicos. Entonces tenemos que
1. SiY = {y}, entonces X * Y coincide con el cono de X.
2. SiY ={y1,y2}, entonces X * Y coincide con la suspensién de X.

Otra manera de describir a X *xY es a través de combinaciones lineales t1x + toy
con0<t, <1,0<t, <1yti+ty=1,estodebidoaque Ox+1ly=yyle+0y==x
corresponden a las identificaciones del join de los espacios. De esta manera el join
de n espacios topologicos X,, se construye como el espacio de combinaciones lineales
tix1+...+thx,con 0t <1yt +...+1,=1.



76 Polinomios casi-homogéneos polares

4.3.2. Teorema del join

Alo largo de esta seccién escribiremos z = (21,...,2,) € C"yw = (w1, ..., wy,) €

cm.

Teorema 4.18. Sean g: C" — C y h: C™ — C polinomios casi homogéneos polares.
Consideremos el polinomio sobre C* x C™ definido por

f(z,w) = g(2) + h(w),
el cual es también un polinomio casi-homogéneo polar. Definimos

X = f'1yccrxcm,
Y = g'(1)ccn,
Z = h'(1)ccm

Entonces existe una equivalencia homotopica av: X —'Y x Z.

Notemos que por el Ejemplo 4.9 tenemos que f(z,w) es un polinomio casi-
homogéneo polar, de forma que solo resta probar la equivalencia homotdépica.

La prueba de este teorema la dividiremos en varios lemas y primero construiremos
un espacio en el que nos auxiliaremos mas adelante.

Supongamos que g tiene pesos radiales (p1, ..., p,; a) y pesos polares (uq, . . ., up; c),
mientras que h tiene pesos radiales (qi, ..., ¢,;b) y pesos polares (vy,...,v,;d).

Lema 4.19. Definimos en X la siguiente relacion: diremos que (z, w), (Z,w') € X
son equivalentes (lo denotaremos por (z,w) ~ (2, w)) si y sdlo si se cumple que:

1. z=2 y h(w) = h(w) = 0.
2. w=w yg(z) =g(Z)=0.
3. z=2Z yw=w donde g(z) #0, 1.

Entonces la relacion anterior es una relacion de equivalencia.
DEMOSTRACION. Sea (z,w) € X, entonces si

1. g(z) = 0, entonces (z,w) ~ (z, W).
2. g(z

= 1, dado que ¢(z) + h(w) = 1, entonces h(w) = 0, por lo que (z,w) ~
(2, w).
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3. g(z) # 0,1, entonces es inmediato que (z, w) ~ (z, w).

Ahora sean (z,w),(z',w') € X y supongamos que (z,w) ~ (z',w’), de forma in-
mediata tenemos que (z', w') ~ (z, w).

Por dltimo si (z,w), (', w'), (z",w") € X tal que (z,w) ~ (z',w') y (z,w') ~
(Z”, W”).

Supongamos que z = z’' y h(w) = h(w’) = 0, de esta forma no queda més que
g(z') = 1, asi tenemos que

1. Siz =2"y h(w) = h(w") = 0, entonces se tiene que z = z" y h(w) =
h(w") =0, por lo tanto (z, w) ~ (2", w”).

2. No puede ser w' = w" y g(z") = g(z") = 0, por que g(z') = 1.

3. El 1dltimo caso tampoco puede ocurrir por la misma situacion que el caso an-
terior.

En el caso de que w = w' y ¢(z) = g(z') = 0, la prueba es igual a la anterior y
por lo tanto se tiene que (z,w) ~ (2", w").

Finalmente supongamos que z = 2’ y w = w’ donde ¢(z) # 0, 1. De esta forma
h(w') # 0,1, por lo que si (z',w') ~ (2", w"), no queda més que z’ = z" y w = w”
con g(z) # 0,1. De esta manera tenemos que z = z” y w = w” con ¢g(z) # 0,1, por
lo tanto (z,w) ~ (2", w").

Asi la relacion anterior, es una relacién de equivalencia. O

A continuacién, definimos el siguiente espacio topologico X:

1. Como conjunto, X es el conjunto de clases de equivalencia de X dado por la
relacion de equivalencia 4.19.

2. La topologia de X es la mds débil que hace que las siguientes funciones sean
continuas:

oy : X\ {(z,w),(z,W) € X [w=wyg(z) =g(z) =0} — C"\ g'(0),

¢Y([Z’WD = ¢Y([Z’ *]) =z,
b7: X\{(z,w),(Z,w)eX|z=2yh(w)=h(W)=0} - C™\ h*(0),
¢z([z, W]) = ¢z ([x, w]) = w.
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Esta topologia es estrictamente mas débil que la topologia cociente de X.
Veamos que X tiene el mismo tipo de homotopia que X.
Sea € un nimero positivo suficientemente pequeno y sea

Nie={(z,w) € X | [[n(w)[| <€}, e>0,

Ny ={(z,w) € X | [g(z)]| <€}, e>0.

Notemos que estos dos conjuntos son ajenos, ya que si suponemos que existe un
punto (z,w) € Ni. N Na, entonces tendriamos que 1 = g¢(z) + h(z) < |g(z)] +
|h(w)|| < 2, pero esto es para cualquier € suficientemente pequeno, lo cual es im-
posible.

Ahora sea p(t) una funcién real sobre R, que satisface

1. p(t) es mondtona decreciente en el intervalo (e, 2¢) y

2. pH(1) = (—00,¢, p7(0) = [2¢,00).

A continuacién definimos la siguiente homotopia de la identidad de X

H: X x1— X, con H(x,t) = H(%),
como sigue:

1. Para puntos en (z,w) € X \ (Ny2: U No), definimos Hy(z, w) = (z, w).
2. Para puntos en (z,w) € Nj o, definimos Hy(z, w) = (z(t), w(t)) donde:
Tt . ot
t) = — e
z(t) (7“0) e'c ez
1
w(t) = (IL=tp([ln(w)]))? ew,
re = |1 =n(w@))]
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3. Para puntos en (z,w) € N, definimos Hy(z, w) = (z(t), w(t)) donde:

2(t) = (1—tp(lg(2)]))" oz,

1

w(t) = (ﬁ)beﬁ.w

si = [1-g(z@®))l
_ 1 —g(2(1)
v ()

Ahora como los conjuntos N a¢, N2 9 son ajenos, la continuidad de H restringida
a los puntos 2 y 3 es inmediata. Ahora H restringida a los puntos 2 y 3, se puede
extender a la cerradura de esos conjuntos de manera tinica a una funcién continua,
digamos H y consideremos (z, w) € O(Ny 2 U Na o).

Por una parte H(z,w) = (z,w) y por el otro lado, podemos considerar una
sucesién de puntos { (z;,w;) | j € N} C Ny U Nyo tal que (zj, w;) — (z,w) y de
esta manera tenemos que: A

H(zj,w;) — H(z,w).

Ahora como |[[h(w)|| > 2e¢, ||g(z)|| > 2¢ y suponiendo que podamos extraer
una subsucesién contenida en Nj o, tenemos que ||h(w;)|| — ||h(w)|| por lo que
p(|h(w;)]]) — p(||h(w)|]) = 0. De esta manera w;(t) — w e igualmente se sigue que
z;(t) — z, por lo que

H(zj, w;) — (2, w).

En el caso de que la subsucesién esté contenida en Nj o, el argumento es similar.

Asf H(z,w) = (z,w), por lo tanto H|X\(Ny 2.UNs00) Y H coinciden en su interse-
ccién y al ser ambas continuas, al unir los dominios sigue siendo una funcién continua
la cual es precisamente H.

Lema 4.20. La homotopia H permanece en X = f~(1).
DEMOSTRACION. Sea (z,w) € X, as{ tenemos los siguientes casos:
1. Sea (z,w) € X \ (N1U Ny,), asi Hy(z,w) = (z,w).
2. Sea (z,w) € Nig, si definimos A; = (1 — tp([|h(w)])), B; = 2y C; = &,

tenemos que

1—=h(w(t))

- (- (gt ) i
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Ahora dado que g y h son polinomios casi homogéneos polares, tenemos que

9(z(t)) = 9(By* G z1,..., By* Cp° 2,) = B;Cig(2)

a1 am
b

h(w(t)) = h(A} wy, ..., A" wy) = Ah(w).
Asi

—
—
N
—~
~+
N~—
—~
~+
S~—
S~—

BiCig(z) + Ath(w),
et + Adw)
= 1— Ah(w)+ Aih(w), ya que g(z) =1 — h(w)
= 1.

. Sea (z,w) € Ny, si definimos D, = (1 — tp(|lg(2)|])), £ = Lyk = et

tenemos que:

BF, = (::_;)em _ (“ﬁ;f;z((;;ﬁ”)eiarg (%92?%”) _ 11—_g;z((zt)))'

Ahora dado que g y h son polinomios casi homogéneos polares, tenemos que

Pn

g(Z(t)) - g(DFZb CIC 7Dthn) = Dtg(z)
hw(t)) = h(E,' Fdwy, ... B F 4 w,) = EFh(w)
Asi

f(z(t),w(t)) = Dig(z)+ EFih(w),
1 —g(z(t))

= Dig(z) + 1_—g(z>h(w)
Dyg(z) + 1 — Dyg(z), ya que h(w) =1 — g(z)
= 1.
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Veamos que X tiene el mismo tipo de homotopia que X, para lo cual primero
definamos H;: X — X de acuerdo al siguiente diagrama conmutativo

X—5X (4.11)

donde 7 es la proyeccién natural, la cual es continua ya que la topologia de X es mds
débil que la topologia cociente. Ahora veamos que esta funcion esta bien definida.
Para esto sean (z,w), (z,w') € X tales que

[(z, w)] = [(z', w')]
1. Si los puntos son de la forma 1 de la relacion de equivalencia 4.19, tenemos que
Hi(z,w) = (z,0) y
Hy(z',w'") = (Z,0).
Por lo tanto H,(z,w) = H,(z',w').
2. Si los puntos son de la forma 2 de la relacién de equivalencia 4.19, tenemos que
Hy(z,w)=(0,w) y

Hy(z',w') = (0,w').

Por lo tanto H,(z,w) = H,(z',w').
3. El otro caso es inmediato.
Asf H, estd bien definida.

Lema 4.21. La funcion H, es continua.

DEMOSTRACION.

1. Sea [z, w'], con I € N una sucesién de puntos en X la cual converge a [*, W]

en X. De esta manera existe un entero N tal que para cualquier [ > N,
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[z, w'] € m(Ny,), ya que las proyecciones son abiertas. Asi por la definicién
de H, tenemos que H,(z',w') = (0, W') para [ > N, donde:

-l (1)iz‘9l !

W =\ — ed ew
-

=11 g(2)] — 1,

0" = —arg(1 — g(z')) — 0,

l

por lo que W' — w, esto es H,([z', w']) — [*,w].

2. Sea [z!, w'], una sucesién de puntos en X la cual converge a [z, x| en X. De esta
manera existe un entero N tal que para cualquier [ > N, [z}, w!] € m(Ny,),
ya que las proyecciones son abiertas. Asi por la definicién de H, tenemos que
H,(z',w') = (Z,0) para [ > N, donde:

1
AR
Zl: = GZC.ZZ7

S

st =[1=h(w)] =1,
N = —arg(1 —h(w')) — 0,

por lo que Z' — z, esto es H,([z", w!]) — [z, %].

3. La continuidad en otros puntos es inmediata.

]

Ahora definiremos la funciéon H, de acuerdo al siguiente diagrama conmutativo

XxI2—x (4.12)
lﬂ'xld lw
X x1I Lf(
Lema 4.22. La funcién H es continua.

DEMOSTRACION. La prueba de la continuidad de H es similar a la anterior, para

esto, veamos la continuidad en los puntos de la forma [x, w]. Sea [z!, w!] — [*,w] y
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t! — t. De esta manera Hy([2', w!]) = [2'(t!), w!(t!)]. Por lo que existe un entero N
tal que, para cualquier [ > N, [z', w'] € ¢(Ny). De esta manera para [ > N

donde
1—g(2'(t) =1-(1-t)g(z) =1

o)

Por lo que w'(t') — w, esto implica que Hy([z!, w']) — [*, w].

La continuidad en otros puntos es similar. O

De esta manera tenemos que H; = Hyom, por lo que H, o7 es homotépico a
Id,. Ademds tenemos que H(x,0) = Idg y mo Hy = H(*,1) es homotépico a Idg.
Por lo que X tiene el mismo tipo de homotopia que X.

Asf que basta probar que X tiene el mismo tipo de homotopia que Y * Z. Esta
prueba se dividira en 3 pasos.

Paso 1 Consideremos el conjunto RX = { [z, w] € X | g(z) € R}.
Lema 4.23. Eriste una equivalencia homotdpica entre X Y RX.

DEMOSTRACION. Sea F' la funcién definida como sigue

a) Para puntos [z, w| tales que g(z) # 0, 1, definimos:

F(lz, w], 1) = [2(1), w(t)],
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donde
a(t) = (—)
w(t) = (j—; %ei% ow,
= H9<z> +9(2) + <12— 1)(g(z) — 9(z))
o = g (g(z) +g(z) + (1 —Zt)(g(z) _g_z)))
5 = Hh(vv) + h(w) + (1229i)2h(w) — h(w)) ‘
B = arg (h(W) +W+2§l1(v;)t)(h(z) -~ h(z)))

b) Para puntos [z, *| o [, w|, definimos

F(lz,+]) = [2,%] y F([x, w]) = [*,w]

% iarg (g(z2>;(rzg)(z)) %
e e 7Z.

Dado que para cualquier [z, w] € X,

g(z) + g(z)
29(z)

Si g(z) = 0, 1, se sigue de inmediato que g(z(t)) € R, asi F' estd bien definida
y al ser producto y composicién de funciones continuas, F' es continua.

Y como F([z,w],0) = Id, entonces F es en realidad una homotopia entre X
y RX. O]

Proposicién 4.24. La homotopia F deja fijo a RX.
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DEMOSTRACION. Para puntos tales que g(z) # 0,1, tenemos por la definicién
de F' que:

=

9(z) +9(z) + (1 — 1) (;J(Z);@) S (g(zm(z”gg“t;(g&)m )g(z)

— —\ 1l i (2)+9@+(1-1)(9(z)~9(2))
g(z)+g(z)+ (1 —1t)(g9(z) — g(z ’arg(g 29(2) )
_[|9t2) + () + (1= )(g(2) ~ ()| o)

29(z)
9(z) + g(z) + (1 —t)(9(2z) — g(z)) (2)
Bl 29(2) - g
_ 9(z) +9(z) + (1 - t)(g(z) — g(2))
2
y ademas
h(w(t)) = h((j—;)iei’?f . w) - Z—;e’ﬁth(w)

|| + B + (1= ) ((w) — B(w)) ()h()

_ || hlw) + h(w) + (1= D) (h(w) — h(w)) || " (“““”’““”*;;zvtﬁww)—**m)) )
2h(w)
_ h(w) + h(w) + (1 —¢)(h(w) — h(w))
a 2h(w) h(w)
_ h(w) + h(w) + (1 = t)(h(w) — h(w))
2

De esta manera se sigue que:

f(a(t), w(t)) = g(2(t) + h(w(t))
_ 9(2) +9(2) + h(w) + h(w) + (1 — t)(g(2) — g(2) + h(w) — h(w))
2
y como tenemos que f(z,w) = g(z) + h(w) =1
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_ L+g(z) +h(w) + (1 =) = (9(2) + h(w))

Fla(t), w() 5

_24+(1-8(0) _,
-0

De esta manera F' deja fijo a RX.

Paso 2 Definamos el siguiente conjunto
R.X ={[z,w] € RX | g(z) >0y h(w) >0}

Lema 4.25. RX tiene el mismo tipo de homotopia que R+)~(.

DEMOSTRACION. De forma similar a la prueba anterior, definamos la siguiente

homotopia G: RX — R, X.
a) Para puntos [z, w] tales que ¢g(z) < 0, definimos G como
Gz, w), 1) = [a(t), w(2))
donde

z(t) = (1—1)7 oz,

b) Para puntos [z, w] tales que h(w) < 0, definimos G' como

G([Z7 W]’ t) = [Z(t)7 W(t)]>

- (25 e

w(t) = (1—t)" e w.

donde

c¢) Para otros puntos, tomemos a G como la identidad.

La continuidad de G se sigue por la misma razén que en los casos anteriores,

asi G es una homotopia.

]
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Lema 4.26. La homotopia G permanece dentro de RX.
DEMOSTRACION. Por definicién de G, tenemos que

a) Para puntos [z, w] tales que g(z) < 0, tenemos que

9(z(t)) = (1 = t)g(2),

hiw(r)) = 2 920) o)

1—g(z)
por lo que

1—9(2(t))

f(&(t),w(t)) = (1 —t)g(z) +

b) Para puntos [z, w] tales que h(w) < 0, tenemos que

olaft) = gta),

h(w(t)) = (1 —t)h(w)
por lo que

Falt), w(t) = e (1 = h(s) + (L= )h(o) = 1

Asf G permanece dentro de RX. O

Paso 3 Finalmente tenemos la siguiente proposicién
Proposicién 4.27. R, X es homeomorfo a'Y % Z.

DEMOSTRACION. Definimos el homeomorfismo ¢: R+X — Y % Z y su inversa
1, de la siguiente manera

a) ¢([x,w]) = [*,w,0]
b) o([z,%]) = [z, *,1]
c¢) Para un punto [z, w] tal que g(z) # 0, 1, definimos

¢([Z’ W]) = [Zla Wl? t]



88

Polinomios casi-homogéneos polares

donde

Definimos ¢: Y % Z — R, X como

a) w([*ijo]) = [*,W],
b) ¥([z,,1]) = [z, %],

c¢) Para un punto [z.w,t] con t # 0,1 definimos
¢([Z7W7 t]) = [Z/7W/]
donde
Z=tiezyw =(1—t)rew

La continuidad de ¢, se sigue de inmediato debido a que es producto de
funciones continuas y por que la accién es también continua.

Por el otro lado, notemos que:

a) 1/}(¢([*>W])) = ¢([*7W’ O]) = [*7W]
b) Y(d([z,%])) = ¥([z,*,1) = [z, %]].
c¢) Para un punto [z, w] tal que g(z) # 0, 1,

1 1
o) = ([ oo ew ()
D1 D1
=|g(z) - ez h(w)b - oW
o)t e e
= [z, w].

Asi ¢, 1) son inversas una de la otra y por lo tanto obtenemos el homeomorfismo
deseado O
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Ahora combinando el Lema 4.19, con los pasos anteriores tenemos la homotopia
a=¢oG ol on: X —-YxZ

con lo que hemos probado el Teorema 4.18.

Como aplicacién del Teorema 4.18 recobramos el resultado clasico de Pham.
Corolario 4.28 (Pham [22]). Sean f(2) = 21" +25*+...+20", con1 < a; e Ny X =
f7Y(1). Entonces X tiene el mismo tipo de homotopia que J = Gy, * Goy % ... % G,
donde G,, = {z € C|z% = 1}. Ademds J tiene el mismo tipo de homotopia que el
bouget de esferas \/ S"~! de dimension n — 1 y el nimero de esferas es (ay — 1)(as —
1)...(a, —1).
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Capitulo 5

Fibracion de Milnor, caso real

En este capitulo daremos una versién generalizada del teorema de fibracién real de
Milnor (Teorema 3.31), tomando como base algunos de los resultados que obtuvimos
en el Capitulo 3 y asi definiremos una propiedad denominada d-regularidad, la cual
asegurara que la proyeccion de la fibracién de Milnor esté dada por i‘

Otro resultado que mostraremos es que estas funciones tienen fibracin de Milnor
con proyeccin ﬁ aun en el caso en que sélo tienen valor critico aislado, asi debilita-
mos la Hipotesis 3.30.

5.1. Teorema de fibracion

Seaf: R"™ — RP un polinomio con n > p y tal que f(0) = 0 y con valor critico
aislado en el origen de R? y tal que es localmente sobre, es decir, la imagen de f
contiene una vecindad abierta de 0 € R™.

Al igual que antes, podemos definir un conjunto algebraico V' como sigue

V={xeR"|fi(x)=0,ie{l,....p}}.

De forma andloga al caso complejo tenemos los siguientes resultados.
Para | € RPP™! consideremos la recta ¢, C RP que pasa por el origen y que
corresponde a [, de esta manera tenemos el conjunto.

XZZ{XERn | f(X) Egl}. (51)

Sean /;- el hiperplano ortogonal a ¢;, m; la proyeccién ortogonal dada por m;: RP —
/i y la composicién h; = m o f, entonces X; es el conjunto donde se anula la funcién
analitica h;. Asi {X;} es una familia de variedades reales analiticas parametrizadas
por RPP~!. De esta forma tenemos el siguiente resultado.

91
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Proposiciéon 5.1.

R' =[x, y V=)Xi=X,nX,

con ly # .

La prueba es idéntica al caso complejo.
Dado que podemos dividir a la linea ¢; en tres conjuntos

=0 u{oyusf

donde Zli son las dos mitades de la recta ¢;, entonces podemos considerar a la hiper-
superficie X; como la unién de tres partes ajenas

con

X, =E UVUE,

EF = fH(65).

Usando estos conceptos tenemos la siguiente definicion.

Definicién 5.2. Llamaremos el pincel canénico de f ala familia { X; | [ € RPP™' }.

Con esto podemos dar uno de los conceptos mas importantes y el cual nos per-

mitird generalizar algunos resultados.

Definicién 5.3. Diremos que la funciéon f es d-regular en el origen si existen una
métrica p inducida por alguna forma cuadratica positiva y algtin € > 0 tales que toda
esfera dada por la métrica p con radio menor o igual que € y centrada en el origen,
intersecta transversalmente a X; \ V' siempre que esta interseccién sea no vacia.

Ejemplo 5.4.

1. Por la Observacién 3.17, toda funcién holomorfa f: (C",0) — (C,0) es d-

regular en 0 con la métrica usual.

. Supongamos que f: (R",0) — (R?,0) es un polinomio real homogéneo con val-

or critico aislado en 0, esto es si fi, fo, ..., f, son las componentes de f, entonces
cada f; es un polinomio real homogéneo, ademas tenemos una accion multi-
plicativa e de R* = R\ {0} sobre R" tal que f(te(xy,...,2,)) =t"f(x1,...,2,)
para todo t € R*, (x1,...,x,) € R" y algin m € N. De esta manera las érbitas
de esta accion seran tangentes a cada X; y transversales a todas las esferas
centradas en el origen, asi f es d-regular.
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3. Los polinomios casi-homogénos polares son funciones d-regulares para la métri-
ca usual dado que las R™ érbitas son tangentes a cada X y transversales a las
esferas.

Observacion 5.5. No se conoce ningun ejemplo de alguna funcién analitica real f
que sea d-regular para alguna métrica pero que no lo sea con respecto a alguna otra
métrica.

Ahora consideremos las funciones ®: B* \ V. — SP~! y F: B* \ V — R\ {0}
dadas por
f(x)

T

Definicién 5.6. A la funcién § dada por (5.2), la llamaremos la esferificacién de

f.

®(x) §(x) = [Ix/[®(x). (5.2)

De esta manera tenemos las siguientes propiedades.

Proposicién 5.7. Sea f: (B?, 0) — (R?, 0) una funcion analitica con valor critico
aislado en el origen y si denotamos por V- = f~1(0) y K, =V N SZ”, entonces las
siguientes condiciones son equivalentes

1. La funcion f es d-reqular en el origen.
La restriccion de § a las esferas Sf]’l con 0 < n <€, es una submersion.

La esferificacion § es una submersion en cada & € Bl \ V.

e

La funcion ¢ = ﬁ: Sg_l \ K, — SP~! es una submersion para cada esfera
Sffl con 0 <n <e.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Sean x € B, \ V' y f(x) € ¢, de forma que x € X;. Por
hipétesis X;\V es transversal a la esfera S!' ! y dado que X;\V = E;"UE;, entonces

[l
podemos suponer sin pérdida de generalidad que x € E;", as{ por el Teorema 1.28
tenemos que E;" N Sﬁ;”l es una subvariedad de la esfera Sﬁ):”l de dimensién n — p.

Ahora notemos que si 'y € E;" N Sﬁ;ul, entonces por estar en E," se tiene que

f(y) € £, y por estar en Sﬁ;nl, tenemos que ||x|| = ||y]|, asi F(x) = F(y).

Luegosiy € §HF(x)) v f(y) € ¢, entonces tendriamos que §(y) # §(x) lo cual

no puede ser, asi que f(y) € £,. Ahora dado que ||y||% = ||x||”fﬁ entonces no

FEI
queda mas que |ly|| = [|x|| y asf y € B NS}

llIl

De esta manera tenemos que E;" N Sﬂ:”l coincide con la fibra ! (F(x)).
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Asi tenemos que

n—1 ~ n—1 n—1
LS = Tl B NS) @ Nu(E" NSj)

y por las cuentas anteriores
LS = T (§(x) ® Nx(F (3(x))),

donde N, (F 1(F(x)) es el normal al espacio en x en Sﬁ;“l, el cual tiene dimensién
p — 1. Ahora dado que Ty (F1(F(x))) = ker DFy, entonces DSX manda al espacio
vectorial Ny (S_l(g(x))) isomorficamente al espacio T) (SHJJII) Asi la restriccion
Sl S ” i "NV — S” 4| € una submersién en x.

(2) & (3) Sea x € B, \ V y sea v € TxB, tal que v es transversal a la esfera
S|x|- Dado que § manda el conjunto S’”ql \ V a la esfera Sﬁ;‘ll y como la fibra de §

estd contenida en S, entonces DFx(v) es un vector no cero en Tr(x)RP transversal
a la esfera Sﬁ 7\\1 Asi tenemos que §: B, \ V' — R?\ {0} es una submersién en x si y

s6lo si §|jx||: S ”x” \V — SII | €s una submersion en X.
(2) = (4) Notemos que

10 3k

& IS

De esta manera ¢: S"‘l \ K, — SP7! es la restriccién de la funcién ® a S)~'\ K.

Luego dado que ¢ =

d(x) =

”3 [ se puede ver como la composicion de §,: S)~ T\ V — Sh™ !

con la proyeccion radial de la esfera SP~ ! a la esfera unitaria, entonces si §, es una
submersion, entonces ¢ también es una submersion.

(4) = (1) La funcién ®: B, \ V. — SP7! es una submersién dado que es la
composicién de f con la proyeccién radial de RP \ {0} sobre el circulo unitario y se
ha considerado que f tiene valor critico aislado en el origen.

La funcién ¢: S}~ '\ K,y — SP~! es larestriccién de ® a S}~ "\ K. Seax € S}~ "\ K,
y supongamos que f(x) € ¢, como ®7'(f(x)) = E" 6 ®7(f(x)) = E;, segin en
qué mitad de £;\ {0} esté ubicado f(x), entonces E* es una subvariedad diferenciable
de codimensién p — 1. Por hipdtesis tenemos que ¢ es una submersion en x, por lo
que el espacio tangente T3S}~ Lde S L en x intersecta al kernel de la diferencial D®,
en un subespacio de d1men81on a lo mas n — p. Ahora, dado que ker D®, = T; EljE y
como

dim(Ty B 4+ IS; 1) = dim Ty B + dim I, S) " — dim(Ty B N T, S) )
zm—p++m-1)—(n—p) =n,
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entonces EljE es transversal a la esfera Sg_l para cualquier n < €, esto es, f es d-
regular. O

Como una aplicacién de la Proposicién 5.7 veamos que el ejemplo de Milnor
mencionado en la Observacion 3.33 no tiene como proyeccion del haz a la aplicacién
f

7]
Recordemos que el ejemplo de Milnor esta dado por

f: R? — R?
(2,9) — (2,2 + y(2® + *)).

Basta ver que f no es d-regular para garantizar que no tiene como proyeccion a
la funcién ”—}cH, es decir, debemos mostrar que no existe € para la cual las variedades

EljE sean transversales a las esferas de radio menor o igual a €, para esto basta ver
que existen puntos tan cercanos al origen como queramos tales que el vector normal
a E;* es colineal al vector posicién (,y).

Para facilitar la notacién denotemos por

fxy) =z, faolz,y) =2" +y(@® + 1),

y por
f(x7y) = (fl(x>y>7f2(xvy)) (53>

Notemos que
Vfl(:Ea:U) = (170)7 VfQ(may> = (2$+2my,x2+3y2), (54)

por lo que la diferencial de f estd dada por

1 0
Dfwy = (2:13 +2xy 2+ 3y2)

de esta manera el inico punto critico es el 0 y asi f satisface la Hipotesis de Milnor
3.30 y por el Teorema 3.31 tiene fibracion en la esfera.

Ahora veamos que la proyeccién no es o

11
Sea (z1,y1) € R?\ {0} y consideremos la subvariedad F; tal que (xy,9;) € Ej.

Para poder encontrar el vector normal a E; en (x1,y;) notemos que

B ={(z,y) € R? | fi(zr, ) fa(z,y) = fa(zr, ) fi(z, y) 3
De esta forma si consideramos la funcion
¢g:R* =R
(@, y) = filzr,y1) fo(z,y) — folzr, y1) [z, ),
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entonces F; es una curva de nivel de la funcién ¢ y de esta manera tenemos que el
vector normal a Ej en (z1,y;) es

Va1, y) = filzr, 1)V o1, 01) — fa(21, 11) V fi(@n, v1).

Antes de continuar realizaremos algunos célculos

(V2= LV i) (@) = 220 + 22y, 2° + 3y%) — (¢ + y(2* + y*))(1,0)
= (227 + 22%y, 2% + 39?) — (2% + 2%y +4°,0)
= (2 + 2%y — y*,2° + 3uy?)
Ahora nos interesa que f1V fo — foV fi v (x,y) sean linealmente dependientes

para que los Ej y las esferas no sean transversales, es decir, f no es d-regular para lo
cual necesitamos ver para que puntos (x,y) la matriz

2?2+ 2%y —y3 2+ 3zy?
z Y

tiene determinante cero.
De esta forma

22+ 2%y —y? 23 4 3ay?

. y = y(2® + 2%y — ) — z(2® + 3zy?)

=2+ :I:Qy — 2x2y2 — y4.
Entonces tenemos que
N ={(z,y) € R*\ {0} | =" + 2y — 22%y* —¢y* = 0}.
Si w = 22, entonces
—w’ +w(y —2y°) —y* =0,

y resolviendo la cuadratica por la féormula general tenemos que

(2y° —y) £/ (y — 29%)2 — 4(—1)(—y")
)
(2y° —y) £ yv/I—4y
2
y((2y — 1) F /1 —4y)
5 .
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Como queremos que las soluciones sean reales bastara que

1

Por lo tanto para valores de y cercanos a cero, x es un valor real cercano a cero
y asi 0 € N. De esta forma existen valores tan préximos al origen como queramos
tales que los vectores f1V fo — oV fi v (x,y) son linealmente dependientes, por lo
tanto f no es d-regular y por la Proposicién 5.7 ﬁ no es submersion y por lo tanto
no puede ser la proyeccién de un haz fibrado.

A partir de ahora consideremos f: (R",0) — (RP,0) una funcién analitica con
valor critico aislado en el origen. Sea p una métrica en R” y B, una bola abierta
suficientemente pequena alrededor del origen de R™ con respecto a la métrica p tal
que existe una estratificacion de Whitney de B, adaptada a V' de forma que cada
estrato {S,} en V es transversal a cada esfera en B, centrada en el origen. De esta
forma tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.8. Sean En la bola cerrada de radio n < € alrededor del origen de
R", Bs C RP el disco cerrado de radio 0 alrededor del origen de RP paran >4d >0y
N(n,0) =B, N f~YSE™). Si V = f~1(0) tiene dimensién mayor que cero y f tiene
la propiedad ay de Thom, entonces

f:N(n,6) — S5

es un haz localmente trivial.

DEMOSTRACION. Consideremos el tubo de Milnor N(7,4). Como {S,} satisface la
propiedad ay de Thom y como la dimensién de V' es mayor que cero, entonces si d es
suficientemente pequefio se tiene que todas las fibras de f son transversales a S*~!.
Ahora por el primer Lema de isotopia de Thom-Mather [30] y el hecho de que las
fibras con frontera son transversales como en [11], obtenemos que la restriccién de f
a N(n,9) es un haz localmente trivial. O

Si ahora la funcién f es d-regular, obtenemos el siguiente lema.

Lema 5.9. La funcion f es d-reqular si y solo si existe un campo vectorial diferen-
ciable @ sobre B, \'V que cumple las siguientes propiedades

1. @ es radial, esto es, es transversal a todas las esferas en B, centradas en el
origen,

2. @ es tangente a cada X; \'V, siempre que sea no vacio,
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3. & es transversal a todos los tubos f~*(SE1).

DEMOSTRACION. Si f es d-regular, entonces por la Proposicién 5.7 la esferificacién
§:B.\V — B, \ {0} es una submersién. Ahora sea u el campo vectorial radial en
R? dado por u(z) = z y usando a f y a § podemos levantar dos campos vectoriales
diferenciables w; y wz sobre B, \ V' tal que para cualquier x € B, \ V tenemos que

Dfe(ws(x)) =u(f(x)) v DFx(wz(x)) = u(S(x)).

El flujo local asociado a wy es transversal a todos los tubos de Milnor f‘l(Sg_l),
mientras que el flujo asociado a wg es transversal a todas las esferas en B, centradas
en el origen. Ambas curvas integrales estan contenidas en X; \ V.

Afirmamos que los vectores wy(x) y wg(x) no apuntan en direcciones opuestas,
con x € B, \ V' y e > 0 suficientemente pequeno. Supongamos que para x € X; \ V,
los vectores wy(x) y wz(x) apuntan en direcciones opuestas. Dado que wy(x) € Tx X,
entonces existe una curva 3: (—6,90) — X; tal que 5(0) = x y 3'(0) = ws(x), luego
dado que wg(x) apunta en la direccién opuesta que el vector wy(x), entonces es el
vector de velocidad de una curva v: (—0,9) — X; de forma que 7(t) = B(—rt) con
r > 0, esto es 7(0) = x y 7/(0) = wp(x). Tenemos que ws(x) es transversal a la
esfera Sﬁ;\\l’ dado que es colineal a wgz(x) y por la definicién de wz(x) es transversal

a Sﬁ;lll, entonces ||3(t)|| es una funcién estrictamente mondtona (posiblemente en
un subintervalo més pequeno que (—d,0)). Sin pérdida de generalidad supongamos
que es una funcién estrictamente creciente, esto implica que ||7v(¢)|| es una funcién
estrictamente decreciente y por la definicién de § tenemos que la funcion ||F(y(%))]|
es también una funcién estrictamente decreciente. Dado que la imagen de la curva
§(7(t)) esta contenida en ¢}, tenemos que DF(wz(x)) es un vector radial que apunta
en la direccién del origen. Esto es una contradiccién dado que por definicion, wg(x)
apunta en direcciéon contraria al origen.

De esta forma ambos vectores no apuntan en direcciones contrarias. De esta
manera como el vector wy satisface las propiedades (2) y (3) y como el vector wp
cumple las propiedades (1) y (2), entonces sumando ambos vectores obtenemos un
campo vectorial @ sobre B, que satisface las tres propiedades deseadas.

El reciproco es inmediato por las propiedades (1) y (2). O

De esta manera combinando la Proposicion 5.8 y el Lema 5.9 obtenemos el sigu-
iente resultado.

Proposicién 5.10 (Teorema de Fibracion). Supongamos que V' es un punto
6 dimV > 0 y que f tiene la propiedad ay de Thom en el origen. De esta forma los
siguientes resultados son equivalentes
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1. La funcion f es d-reqular en el origen.

2. Sea K, =V N S?]_l, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo de
haces fibrados sobre SZ‘I \ K, para cada esfera SZ‘I centrada en el origen de

radio n < €
S\ K, L gt
RPP
donde V= (f1:...: f,) yo= ﬁ es la fibracién de Milnor de la funcion f.

3. Para cada esfera ngl de radio n < € centrada en el origen, tenemos que la
restriccion §
. qn—1 ~1
Sn: S\ V = Sh
es un haz fibrado y coincide con la fibracion de Milnor ¢ multiplicada por una
constante.

DEMOSTRACION. En el caso de que V' es un punto, entonces la aureola K, de f
es vacifa para toda 7 > €. De esta forma las funciones ¢, y §, estan definidas en
toda la esfera Sg_l la cual es compacta, asi tenemos que por la Proposicion 5.7 y el
Teorema 1.63 tenemos que estas funciones son haces fibrados localmente triviales si
y sélo si la funcién f es d-regular.

Supongamos ahora que dim V' > 0, veremos primero que (1) = (2). Como f tiene
la propiedad ay de Thom en el origen, entonces por la Proposicién 5.8 tenemos que

f:N(n,6) — st

es un haz fibrado. Ahora si componemos con la proyeccién de S‘g_l sobre el circulo
unitario SP~!, obtenemos un haz fibrado equivalente ¢ el cual es precisamente la
restriccién de ® = £: B, \ V — SP~! al conjunto N (1, ):

1A
¢ = S N(n,d) — SP7L.

11

Afirmamos que si f es d-regular, entonces este haz fibrado es equivalente a

¢ = ﬁ; S\ K, — S"

La prueba de esta equivalencia es esencialmente la misma que la del Lema 11.3
de [18] pero controlando la forma en que “inflamos” el tubo a la esfera como en la
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prueba del Lema 5.10 de [18]. Usaremos el Lema 5.9 y sea Bs y el disco abierto de
radio 0 centrado en el origen de R?P y definamos

o

T(y,8) = SI=1 0 f~1(By).

El flujo asociado al campo vectorial @ del Lema 5.9 define en el sentido usual un

difeomorfismo 7 entre N(n,d) y SZ‘I \ T'(n,6), para un punto x € N(n,0) la curva
integral de @ que pasa por x intersecta a SZ‘I en algin punto x. Este punto existe
y es unico debido a que @ satisface las condiciones (1) y (3) del Lema 5.9, de esta
forma definamos 7(x) = %. Ahora por la condicién (2) del Lema 5.9 tenemos que las
soluciones de @ estdn contenidas en algin E y asf ¢(x): = ®(x) = ®(x) =: ¢(X).

Por lo que el difeomorfismo ¢: N(n,d) — S;~\ T'(n, §) genera una equivalencia de
los haces fibrados

N(,0) —— sn-1\ T(1, 6)
X‘ \V
Sp—1
Para completar la prueba necesitamos mostrar que la fibracién dada por ¢ sobre
Sp='\T'(n,6)° puede ser extendida a una fibracién sobre S~ \ K, con la proyeccién
¢. Para esto sea T'(n,0) = Sp~' N f~(B;). Como f tiene un valor critico aislado
en el origen y como satisface la propiedad ay de Thom, entonces la restricciéon de
faT(n,d)\ K, es una submersién en cada punto. Asi podemos levantar el campo
vectorial radial u(z) = z sobre Bs \ {0} a un campo vectorial diferenciable sobre
T(n,6)\ Ky, el cual preserva las fibras de ¢ y es transversal a la intersecciéon de Sg_l
con todos los tubos de Milnor f‘l(Sg,_l) para 0 < ¢’ < 4. Por lo que ¢: Sg_l \ K, —
SP~! es una fibracién.

Si U es la funcién del punto (2), entonces tenemos que ¥ = mo ¢ y 7 es una
funcién cubriente, entonces W es también un haz fibrado.

Ahora probaremos que (2) = (3). Notemos que §,: S, \V — S/~" es la composi-
cion de ¢ = ﬁ con la proyeccién radial de la esfera SP~! sobre la esfera Sﬁ’,_l. Por
hipétesis la funcién ¢ es un haz fibrado y asi §, es también un haz fibrado siendo la
composicion de un haz fibrado con un difeomorfismo.

Finalmente por la Proposicién 5.7 se tiene que (3) implica (1). [

Para finalizar la obra es importante mencionar que tal y como se ve en las pruebas
anteriores, la propiedad ay de Thom es una condicién suficiente para que exista
fibracion en el tubo, asi que de manera natural surge el siguiente problema
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Problema 5.11. ;Cual es la condicién necesaria y suficiente para que dicha fibracion

exista?

Aun no se conoce una respuesta a este problema y se planea trabajar en encontrar
dicha respuesta como proyecto de maestra.
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