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Introducción

Brauner [3] fue el primero en estudiar la topoloǵıa de una curva C en C2 en una
pequeña bola B4 centrada en un punto singular aislado de C, analizando la intersec-
ción K = C ∩ S3

ε , con S3
ε centrada en el punto singular.

La intersección K es un nudo en S3
ε y la pareja (S3

ε , K) determina la topoloǵıa local
de la curva cerca del punto singular, de hecho, la pareja (B4

ε ,B4
ε ∩ C) es difeomorfa

al cono sobre (S3
ε , K).

Por otra parte Pham [22] motivado por las aplicaciones a la teoŕıa elemental de
part́ıculas, estudió la topoloǵıa de las variedades complejas definidas por

za1
1 + . . .+ zann = 1, n > 0, aj ∈ N, aj ≥ 2, j = 1, . . . , n.

Posteriormente Brieskorn [4] estudió la topoloǵıa de las variedades complejas
definidas por

za1
1 + . . .+ zann = 0, n > 0, aj ∈ N, aj ≥ 2, j = 1, . . . , n,

cerca del punto singular, obteniendo de esta forma resultados análogos a los de
Brauner, pero en dimensiones más altas. De esta manera los polinomios de la forma

za1
1 + . . .+ zann , n > 0, aj ∈ N, aj ≥ 2, j = 1, . . . , n,

son conocidos ahora como polinomios de Brieskorn-Pham.
Tiempo después de la publicación de los resultados de Pham [22], Milnor [18,

Teo. 2.10] demostró que si f : Cn → C es una función holomorfa, entonces en una
vecindad de un punto cŕıtico aislado de f se tiene una estructura cónica; es decir,
se tiene un homeomorfismo entre f−1(0) ∩ B2n

ε y el cono sobre f−1(0) ∩ S2n−1
ε con ε

suficientemente pequeño. Al conjunto K = f−1(0)∩S2n−1
ε lo denominaremos aureola.

En la misma obra Milnor da un teorema de fibración para funciones holomorfas,
el cual es sumamente importante para la teoŕıa de singularidades. El teorema de
Milnor dice que si f : Cn → C es una función holomorfa con punto cŕıtico en el

v



vi Introducción

origen de Cn, entonces se tiene el siguiente haz fibrado:

φ :=
f

|f |
: S2n−1

ε \K → S1,

con ε suficientemente pequeño.
Más adelante Milnor considera los conjuntos N(ε, δ) = B2n

ε ∩ f−1(S1
δ), llamados

tubos de Milnor, y al tomar
f : N(ε, δ)→ S1

δ (1)

construye un campo vectorial con el cual demuestra que la fibra de la fibración sobre
la esfera y la fibra sobre los tubos de Milnor de (1) son difeomorfas pero no prueba
que la restricción de f al tubo es una fibración, posteriormente Lê Dũng Tráng logra
probar esta afirmación [11].

Milnor da también un teorema de fibración real bajo la hipótesis de que la función
anaĺıtica f : Rm+k → Rk tenga punto cŕıtico aislado. Un problema con este teorema
es que no nos permite conocer la forma de la proyección del haz fibrado y al ser
la hipótesis muy restrictiva, en el sentido de que es dificil encontrar ejemplos no
triviales, Milnor pregunta

¿Para qué dimensiones m ≥ k ≥ 2 existen ejemplos no triviales?

El primer ejemplo expĺıcito para k = 2 fue construido por A’Campo [1], pos-
teriormente otros ejemplos fueron encontrados por Seade [27, 28] y Ruas, Seade y
Verjovsky [29] construyeron una familia de polinomios que cumplen con la condi-
ción de Milnor; entre otros. Un ejemplo son los denominados polinomios torcidos de
Brieskorn-Pham, los cuales veremos más adelante.

Una pregunta natural que surge es

¿Para qué tipo de funciones reales anaĺıticas f : (Rm+k,0) → (Rk,0)
podemos tener una fibración de Milnor bajo una hipótesis más débil?

Los primeros en dar una respuesta fueron Pichon y Seade [23] los cuales constru-
yeron una fibración de Milnor para funciones reales anaĺıticas de la forma fg donde
f, g : Cn → C son funciones holomorfas, tales que fg tiene valor cŕıtico aislado en
0 ∈ C.

Tiempo después Cisneros Molina, Seade y Snoussi introducen en los art́ıculos [7],
[9], [8] y [10] el concepto de d-regularidad, el cual involucra a la familia de variedades

X` = {x ∈ Rm | f(x) ∈ ` }
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con ` una recta que pasa por el origen de Rk y f : (Rm,0)→ (Rk,0).
A la familia {X`} la llamaremos el pincel canónico de f . La propiedad de ser

d-regular significa que existe ε > 0 tal que toda esfera con radio menor o igual que ε
y centrada en el origen, intersecta transversalmente a X` \ f−1(0) siempre que esta
intersección sea no vaćıa.

Con esta propiedad se prueba que es posible “inflar” la fibración de Milnor sobre
el tubo a una fibración sobre la esfera con proyección f

‖f‖ .
En esta tesis revisaremos esta serie de preguntas y ejemplos que han surgido en

este tema, comenzando con los ejemplos más sencillos para luego dar sus generaliza-
ciones y resultados que abarcan más casos.

En el Caṕıtulo 1 se dan los prerrequisitos para poder enunciar y probar los re-
sultados de los caṕıtulos posteriores. En este caṕıtulo se dan nociones de topoloǵıa
diferencial, haces fibrados y algunos conceptos básicos de geometŕıa algebraica.

Posteriormente en el Caṕıtulo 2 estudiaremos los polinomios de Brieskorn-Pham,
daremos sus propiedades básicas y probaremos la existencia de tres fibraciones aso-
ciadas a esta familia de funciones. En la última sección de este caṕıtulo se dan los
polinomios casi-homogéneos como una generalización de los polinomios de Brieskorn-
Pham, los cuales tienen propiedades similares y también poseen las mismas fibra-
ciones asociadas.

En el Caṕıtulo 3 comenzaremos dando los resultados de Milnor y probaremos el
teorema de fibración de Milnor en el caso complejo, junto con una versión generaliza-
da de este teorema. Más adelante daremos el concepto de estratificación para poder
probar el teorema de fibración de Milnor-Lê y finalizamos el caṕıtulo probando el
teorema de fibración real de Milnor y daremos una serie de observaciones acerca de
este teorema.

En el Caṕıtulo 4 responderemos a la pregunta con los polinomios casi-homogéneos
polares, los cuales son una generalización de los polinomios casi-homogéneos, además
daremos algunas de sus propiedades básicas y probaremos la existencia de fibraciones
asociadas a esta familia de polinomios. En este caṕıtulo también daremos el concepto
del join de espacios topológicos y probaremos un teorema de join relacionado con los
polinomios casi-homogéneos polares.

Finalmente, en el Caṕıtulo 5 introduciremos el concepto de funciones d-regulares,
daremos algunos ejemplos y caracterizaciones de esta propiedad y probaremos una
versión del teorema de fibración de Milnor para este tipo de funciones.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

El objetivo de este caṕıtulo es introducir todos los conceptos y herramientas que
más adelante usaremos. Los conceptos se dan de la manera más natural posible, de
forma que la lectura sea fácil de seguir. A continuación aclararemos la notación que
usaremos a lo largo de la obra.

Denotaremos por F = C ó R. Si F = C, entonces para simplificar notación es-
cribiremos z = (z1, z2, . . . , zn) y z = (z1, . . . , zn). Igualmente entenderemos por 0 al
origen en Cn y C∗ = C \ {0}.

Sea zj = xj + iyj, entonces podemos considerar que el espacio Cn es equivalente
al espacio vectorial real de dimensión 2n con coordenadas (x1, y1, . . . , xn, yn).

En el caso de que F = R, entonces a los elementos de Fn = Rn los denotaremos
por x = (x1, . . . , xn).

Finalmente entenderemos por mcm al mı́nimo común múltiplo y por mcd al
máximo común divisor.

1.1. Funciones diferenciables

Comenzaremos haciendo un breve repaso del cálculo vectorial, revisando algunos
conceptos básicos que más adelante trataremos de extender a otras áreas.

Sea n ∈ N, siempre que se escriba Rn se hablará del espacio euclidiano de dimen-
sión n.

Definición 1.1. Sean X ⊂ Rn y Y ⊂ Rm, la función f : X → Y es diferenciable si
para cualquier x en X, existe W abierto en Rn tal que x ∈ W y existe una función
F : W → Rm para la cual todas sus derivadas parciales existen, son continuas y
f = F |W∩X .

1



2 Preliminares

Definición 1.2. Una curva diferenciable es una función α : I ⊂ R → Rn tal que
todas sus funciones coordenadas son derivables en el intervalo abierto I.

Con estas definiciones, podemos definir a la diferencial de una función como sigue

Definición 1.3. Sean X ⊂ Rn , Y ⊂ Rm, f : X → Y y x ∈ X. La diferencial de f
en x es una transformación lineal

Dfx : Rn → Rm

tal que para v ∈ Rn, Dfx(v) = (f ◦ α)′(0), donde α es una curva diferenciable con
α(0) = x y α′(0) = v.

La diferencial, como se definió anteriormente, cumple las propiedades siguientes:

1. Regla de la cadena: Si f : X → Y y g : Y → Z son funciones diferenciables con
x ∈ X y f(x) = y, entonces

D(g ◦ f)x = Dgy ◦Dfx.

2. Si U ⊂ Rn es un conjunto abierto y I : U → U es la identidad, entonces para
x ∈ U , DIx es la identidad.

3. Si U ⊂ V ⊂ Rn son conjuntos abiertos, i : U → V es la inclusión y x ∈ U ,
entonces Dix es nuevamente la identidad.

4. Si L : Rn → Rm es una función lineal y x ∈ Rn, entonces DLx = L.

Definición 1.4. Sean X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm y f : X → Y , diremos que f es un
difeomorfismo si f es una biyección, donde f y f−1 son ambas diferenciables.

Definición 1.5. Una función f : X ⊂ Rn → Rm es un difeomorfismo local en
algún x ∈ X, si f es un difeomorfismo entre alguna vecindad U de x y una vecindad
V de f(x).

Proposición 1.6. Si f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rm es un difeomorfismo con U y V
abiertos, entonces, para cualquier x ∈ U , Dfx es no singular y m = n.

Demostración. Sea x ∈ U , recordemos que Dfx es una función lineal entre Rn y
Rm.

Dado que f ◦ f−1 es la identidad en U , entonces Df−1
f(x) ◦Dfx es la identidad en

Rn y por lo tanto Dfx es inyectiva.
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Ahora al considerar que f−1 ◦ f es la identidad en V , entonces Dfx ◦Df−1
f(x) es la

identidad en Rm y por lo tanto Dfx es sobreyectiva.
Dado que Dfx es una función lineal, se sigue que Dfx es un isomorfismo entre

los espacios vectoriales Rn y Rm y m = n.

A continuación enunciaremos el teorema de la función inversa, el cual será usado
en varias pruebas más adelante.

Teorema 1.7 (de la función inversa). Sea f : U ⊂ Rn → Rm una función diferen-
ciable con U abierto y x ∈ U . Si Dfx es no singular, entonces f es un difeomorfismo
local en x.

Una prueba de este teorema puede encontrarse en [2, Teo. 13.6].

1.2. Variedades diferenciables

Un hecho conocido es que en topoloǵıa general, entre otras cosas, se estudian las
propiedades que se preservan bajo funciones continuas. En topoloǵıa diferencial se
impone una condición más fuerte.

A continuación definiremos los objetos que estudia la topoloǵıa diferencial y
trataremos de generalizar los conceptos de la sección anterior.

Definición 1.8. Un subconjunto M de Rn es una variedad diferenciable de di-
mensión m, con m ≤ n; si existe una familia {(Uα, hα)}α∈Λ tal que cumple las
siguientes condiciones:

1. La familia {Uα}α∈Λ es una cubierta abierta de M .

2. Cada hα es un difeomorfismo entre el abierto Uα y algún abierto U ′α de Rm.

Cada elemento (Uα, hα) es una carta y la colección {(Uα, hα)}α∈Λ es un atlas para
M . Por otra parte la pareja (U ′α, h

−1
α ) es una parametrización local. Finalmente

para x ∈ Uα, U ′α es llamada vecindad de coordenadas de x.

De manera natural tenemos el siguiente concepto.

Definición 1.9. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Diremos que un
subconjunto N de M es una subvariedad diferenciable de dimensión n, si es una
variedad de dimensión n con la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa de M . Al número
m− n le llamaremos la codimensión de N en M .
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Una manera de ver a las variedades diferenciables es como una generalización de
una superficie suave de R3, esto permite dar una idea visual de estos objetos: un
espacio que localmente es difeomorfo a algún Rn o dicho de otra forma, un espacio
que no tiene “picos”.

Ejemplo 1.10. Sean Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1 } y

π± : Sn \ {p±} → Rn

(x1, . . . , xn+1) 7→ (
x1

±1− xn+1

, . . . ,
xn

±1− xn+1

)

las proyecciones estereográficas desde los polos p± = (0, 0, . . . ,±1). Entonces {(Sn \
{p+}, π+), (Sn \{p−}, π−)} es un atlas para Sn y π± son difeomorfismos. Por lo tanto
Sn es una variedad diferenciable.

Ejemplo 1.11. Un conjunto U abierto de Rn es una variedad diferenciable donde
su atlas consta unicamente de la carta (U, IU), con IU la identidad en U .

Aunque los ejemplos más usuales de variedades diferenciables aparecen en la ge-
ometŕıa, se encuentran otros ejemplos en otras áreas de la matemática, como en
sistemas dinámicos, álgebra y también en f́ısica.

Observación 1.12. En la Definición 1.8, no se pide que los conjuntos Uα sean ajenos,
por lo que es posible hablar de la función hαβ = hβ ◦h−1

α definida en Uα ∩Uβ. A esta
función se le conoce como la función de transición.

Definición 1.13. Sean M y N variedades diferenciables de dimensión m y n re-
spectivamente, f : M → N una función diferenciable y (U, h), (V, g) cartas de M y
N respectivamente, tales que x ∈ U y f(x) ∈ V .

La función fhg = g ◦ f ◦ h−1 es la función f vista en las coordenadas lo-
cales de (U, h), (V, g) para M y N . Generalmente se abusará de la notación y se
escribirá f(x1, x2, . . . , xm) en vez de fhg(x1, x2, . . . , xm).

Ahora nos interesa poder hablar del espacio tangente a una variedad diferenciable
en un punto dado y también quisiéramos poder hablar de la diferencial entre dos
variedades diferenciables, aśı que usaremos los conceptos trabajados en Rn para poder
extenderlos a esta área, tratando de preservar la mayor cantidad de propiedades.

El concepto de espacio tangente puede ser construido de varias formas equiva-
lentes como se puede apreciar en [5, Cap. 2], pero a lo largo de esta obra usaremos
un enfoque más geométrico, lo cual facilita la interpretación de los resultados.
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Definición 1.14. Sean M una variedad diferenciable de dimensión m y x ∈ M , el
espacio tangente a M en x, denotado por TxM es

TxM = {α′(0) | α : (−ε, ε)→M,α(0) = x, y α curva diferenciable }.

Observación 1.15. Dada una función f : M → N diferenciable, con M y N var-
iedades diferenciables, podemos definir para x ∈M la diferencial de f en x , denotada
por Dfx, analogamente a la Definición 1.3 y obteniendo una aplicación lineal

Dfx : TxM → Tf(x)N.

En las siguientes pruebas, es importante recalcar el hecho de que trabajaremos
sobre espacios vectoriales.

Proposición 1.16. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m en Rn. Si
x ∈M , entonces TxM es un espacio vectorial de dimensión m.

Demostración. Dado un punto x en M y v un vector en TxM , existe una curva
diferenciable α tal que α(0) = x y α′(0) = v.

Sea (U, h) una carta de M en x tal que h(x) = 0. Como h es diferenciable tenemos
que β = h ◦ α es una curva diferenciable en h(U), con β(0) = 0 y β′(0) = Dhx(v),
donde éste último pertenece a Rm.

Ahora, dado que para cualquier w ∈ Rm, existe una curva diferenciable γ en h(U)
tal que pasa por 0 y el vector velocidad de γ en 0 es w y como h−1 ◦ γ es una curva
diferenciable en M , entonces Dh−1

0 (w) ∈ TxM .
De esta manera tenemos una biyección entre TxM y Rm. Usando esta biyección

podemos dar a TxM una estructura de espacio vectorial heredada de la estructura
de espacio vectorial de Rm.

Esta estructura de espacio vectorial en TxM hace que Dhx sea un isomorfismo
lineal y de esta manera dim TxM = m.

Definición 1.17. Sea f : M → N una función diferenciable, entre dos variedades
diferenciables de dimensiones m y n respectivamente.

Sea m < n, si para x ∈ M la función Dfx es inyectiva, decimos que f es una
inmersión en x.

Sea n < m, si para x ∈ M la función Dfx es sobreyectiva, decimos que f es una
submersión en x.

De esta manera llegamos a lo que serán los primeros teoremas importantes acerca
del comportamiento de las variedades diferenciables, al menos de forma local. Un
comentario importante es que el concepto dominante de la teoŕıa local es el de espacio
tangente en un punto.



6 Preliminares

Teorema 1.18 (de la inmersión local). Sea f : M → N una función diferenciable
con M y N variedades diferenciables de dimensión m y n respectivamente. Si m < n
y f es una inmersión para algún x ∈M y si y = f(x), entonces existen coordenadas
locales alrededor de x y y tales que f(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama,

U ⊂M

φ
��

f
// V ⊂ N

ψ
��

U ′
g

// V ′

con φ(x) = 0 y ψ(y) = 0, donde (U, φ) y (V, ψ) son cartas alrededor de x en M y de
h(x) en N respectivamente, y con g = ψ ◦ f ◦ φ−1.

Como Dfx es inyectiva y φ, ψ son ambos difeomorfismos, entonces Dg0 es inyec-
tiva y mediante cambios de base podemos suponer que tiene como matriz(

Im
0

)
,

donde Im es la matriz identidad de orden m.
Ahora podemos definir G : U ′×Rn−m → Rn como G(x, z) = g(x)+(0, z), entonces

se tiene que DG0 = In, donde In es la identidad de orden n.
Por el Teorema 1.7, G es un difeomorfismo local en 0. Sea h : Rm → Rn la

inmersión canónica dada por h(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0), entonces G◦h =
g.

U ⊂M

φ
��

f
// V ⊂ N

ψ
��

U ′
g

//

h

&&MMMMMMMMMMM V ′

G
��

Rn

Como ψ y G son difeomorfismos locales, entonces G−1 ◦ ψ es un difeomorfismo
local en y.

Podemos usar a G−1 ◦ ψ como una carta local de N alrededor de y.

Teorema 1.19 (de la submersión local). Sea f : M → N una función diferenciable
con M y N variedades diferenciables de dimensión m y n respectivamente. Si n < m
y f es una submersión para algún x ∈M y si y = f(x), entonces existen coordenadas
locales alrededor de x y y tales que f(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn).
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Demostración. Consideremos el siguiente diagrama,

U ⊂M

φ
��

f
// V ⊂ N

ψ
��

U ′
g

// V ′

con φ(x) = 0 y ψ(y) = 0, donde (U, φ) y (V, ψ) son cartas alrededor de x en M y
f(x) en N respectivamente, y con g = ψ ◦ f ◦ φ−1.

Como Dfx es sobreyectiva y φ, ψ son ambos difeomorfismos, entonces Dg0 es
sobreyectiva y mediante cambios de base podemos suponer que tiene como matriz(

In | 0
)
,

donde In es la matriz identidad de orden n.
Ahora podemos definir G : U ′ → Rm como G(a) = (g(a), an+1, . . . , am) si a =

(a1, . . . , am) y por lo tanto se tiene que DG0 = Im, donde Im es la identidad de
orden m.

Por el Teorema 1.7 tenemos que G es un difeomorfismo local en 0. Sea h : Rm →
Rn la submersión canónica dada por h(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn), entonces h◦G = g.

U ⊂M

φ
��

f
// V ⊂ N

ψ
��

U ′

G
��

g
// V ′

Rm

h

88qqqqqqqqqqq

Como φ y G son difeomorfismos locales, entonces G ◦φ es un difeomorfismo local
en x.

Podemos usar a φ−1 ◦G−1 como una parametrización local de M alrededor de x.

Un hecho importante es que los Teoremas de la inmersión local y submersión
local junto con el Teorema de la función inversa, dominan la geometŕıa elemental de
las aplicaciones diferenciables.

A continuación definiremos los conceptos de valor y punto regular.

Definición 1.20. Sean M y N variedades diferenciables y f : M → N una función
diferenciable, diremos que un punto p ∈ M es un punto regular de f , si Dfp es
sobreyectiva y un punto q ∈ N es un valor regular de f , si todo punto de f−1(q)
es regular.
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Es importante recalcar el hecho de que los puntos regulares forman parte del
dominio, mientras que el conjunto de los valores regulares es un subconjunto del
contradominio.

Otro hecho importante es que si q ∈ N es tal que f−1(q) = ∅, entonces de manera
trivial se cumple que q es un valor regular.

Con todo esto podemos enunciar y probar uno de los teoremas más importantes,
el cual usaremos varias veces a lo largo de la obra.

Teorema 1.21 (de la preimagen). Sean M y N variedades diferenciables de dimen-
sión m y n respectivamente y sea f : M → N una función diferenciable. Si q es
un valor regular de f , entonces f−1(q) es una subvariedad diferenciable de M con
dimensión igual a m− n.

Demostración. Sea p ∈ f−1(q). Como q es un valor regular de f , se tiene que
Dfp es sobreyectiva, aśı por el Teorema 1.19, existen cartas (U, φ), (V, ψ) tales que
φ(p) = 0, ψ(q) = 0 y f(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn).

Ahora sea z ∈ U ∩ f−1(q), tenemos que f(z) = q es equivalente a φ(z) =
(0, 0, . . . , 0, zn+1, . . . , zm), por lo tanto f−1(q) ∩ U = φ−1({0}n × Rm−n).

Denotaremos por h : Rm → Rm−n a la proyección sobre las últimas m − n coor-
denadas y definimos Φ = h ◦ φ|f−1(q)∩U .

Sea j : Rm−n → {0}n×Rm−n ⊂ Rn la inyección natural y de esta forma tenemos
que Φ−1 = φ−1 ◦ j.

U ⊂M

φ
��

f
// V ⊂ N

ψ
��

U ′

h
��

V ′

Rm−n

j

II

Para terminar esta sección, tenemos algunas definiciones que nos permitirán
hablar del comportamiento de ciertas funciones diferenciables.

Definición 1.22. Sean M y N variedades diferenciables y sea f : M → N una
aplicación diferenciable, diremos que f es un encaje si f(M) ⊂ N es una subvariedad
diferenciable y f : M → f(M) es un difeomorfismo.

Definición 1.23. Sean M y N variedades diferenciables y sea f : M → N una
aplicación diferenciable, diremos que f es una función propia si la preimagen de
cualquier subconjunto compacto de N , es un subconjunto compacto de M .
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A continuación enunciaremos dos proposiciones que usaremos más adelante, las
pruebas de estos resultados pueden encontarse en [5, Teo. 5.7] y [13, Cap. 1 Sec. 3].

Proposición 1.24. Sean M,N variedades diferenciables y f : M → N una apli-
cación diferenciable. Si f es una inmersión inyectiva y también es una aplicación
propia, entonces f es un encaje.

Como una consecuencia se puede obtener la siguiente afirmación.

Proposición 1.25. Sean M,N variedades diferenciables, f : M → N una inmersión
inyectiva y f : M → f(M) un homeomorfismo, donde f(M) ⊂ N tiene la topoloǵıa
inducida como subespacio; entonces f es un encaje.

1.3. Transversalidad

Antes de comenzar con las nociones básicas acerca de la transversalidad, enun-
ciaremos y probaremos un lema que nos será útil más adelante.

Lema 1.26. Sea N una subvariedad diferenciable de M de codimension k. Si x ∈ N ,
entonces existen funciones g1, g2, . . . , gk definidas en un abierto U de M tal que x ∈ U
y U ∩N es el conjunto donde las funciones se hacen cero.

Demostración. Sea i : N →M la inclusión canónica.
Si x ∈ N , entonces i es diferenciable en x y además Dix = i, por lo que Dix

es inyectiva. Aśı por el Teorema 1.18, existen coordenadas locales alrededor de x e
i(x) = x tales que i(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0).

De esta manera sólo bastará tomar como U al abierto dado por las coordenadas
locales alrededor de x y por gl = pl(i(x1, . . . , xn)), donde pl es la proyección sobre la
l-ésima coordenada con l ∈ {n+ 1, . . . ,m}.

Definición 1.27. Sean M y N variedades diferenciables, Z ⊂ N subvariedad difer-
enciable de N y f : M → N diferenciable. Diremos que f es transversal a Z si:

Dfx(TxM) + Tf(x)Z = Tf(x)N, para toda x ∈ f−1(Z). (1.1)

Si f es transversal a Z lo denotaremos por f >∩ Z.

El concepto de transversalidad es sumamente importante en topoloǵıa diferencial
y existe toda una teoŕıa desarrollada que gira en torno de este concepto. Nosotros
sólo probaremos el siguiente resultado, el cual usaremos muchas veces a lo largo de
esta obra.
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Teorema 1.28. Sean M y N variedades diferenciables y f : M → N una función
diferenciable. Si Z es una subvariedad diferenciable de N de codimensión k y f es
transversal a Z, entonces f−1(Z) es una subvariedad diferenciable de M de codimen-
sión k.

Demostración. El hecho de probar que f−1(Z) es una subvariedad diferenciable,
es un problema local; esto es, deseamos ver que para cualquier x ∈ f−1(Z), existe un
abierto W en M con x ∈ W y tal que W ∩ f−1(Z) es una variedad diferenciable.

De esta manera, sea x ∈ f−1(Z) y denotemos por y = f(x). Por el Lema 1.26,
existe un abierto V en N con y ∈ V y tal que V ∩Z es el conjunto donde se hacen cero
g1, . . . , gk. Aśı, cerca de x, f−1(Z) es el conjunto donde se hacen cero las funciones
g1 ◦ f, . . . , gk ◦ f .

Definimos a g como la submersión (g1, . . . , gk), definida en V . Luego podemos
considerar a W = f−1(V ) y a g ◦ f : W → Rk y de esta manera tenemos que

D(g ◦ f)x = Dgy ◦Dfx. (1.2)

Ahora deseamos probar que 0 es un valor regular de g ◦ f , para poder usar los
resultados obtenidos hasta ahora.

Notemos que D(g◦f)x : TxM → Rk es sobreyectiva si y sólo si Dgy lleva la imagen
de Dfx de manera sobreyectiva. Pero Dgy es una transformación lineal con kernel
TyZ.

De esta manera sólo nos interesa probar que Dgy : Dfx(TxM) + TyZ → Rk es
sobreyectiva.

Finalmente por hipótesis tenemos que Dfx(TxM) + Tf(x)Z = TyN y dado que
Dgy : TyN → Rk es sobreyectiva, concluimos que 0 es un valor regular y por el
Teorema 1.21, (g ◦ f)−1(0) es una subvariedad de la codimensión deseada.

Una de las situaciones más importantes que surgen con el concepto de transver-
salidad, es la noción de transversalidad entre dos subvariedades diferenciables.

Definición 1.29. Sea L una variedad diferenciable y N y M subvariedades diferen-
ciables de L. Diremos que N es transversal a M cuando la inclusión i : N → L sea
transversal a M , cuando esto suceda lo denotaremos por N >∩M .

A ráız de esta definición, tenemos un corolario muy importante, el cual usaremos
varias veces a lo largo de la obra.

Corolario 1.30. Sean L una variedad diferenciable y N y M subvariedades diferen-
ciables de L de dimensión l, n,m respectivamente. Si N es transversal a M , entonces
la intersección es una variedad diferenciable. Además la codimensión de la interse-
cción N ∩M será la suma de las codimensiones de N y M .
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Demostración. Dado que N es transversal a M , tenemos que la inclusión i : N →
L es transversal a M . De esta manera por el Teorema 1.28, tenemos que i−1(M) =
M ∩N es una subvariedad de N .

Ahora, si denotamos por s a la codimensión de M ∩N con respecto a N , por t a
la dimensión de M ∩N y a r a la codimension de N con respecto a L, entonces por
el Teorema 1.28 tenemos las siguientes igualdades

s+ t = n

r + n = l por que N >∩M ,

(s+ t) + r = l

De ah́ı que la codimensión de M ∩N sea la suma de las codimensiones.

1.4. Haces vectoriales

Mediante la construcción del espacio tangente se asocia a cada punto de una
variedad un espacio vectorial. En general, en topoloǵıa diferencial y en topoloǵıa
sucede a menudo que se asocia un espacio vectorial a cada punto de una variedad
o de un espacio topológico, de tal modo que no se tiene un único espacio vectorial,
sino todo un haz de espacios vectoriales.

Una de las razones para trabajar con los haces vectoriales, es la necesidad de
poder definir la diferencial de una función entre variedades diferenciables global, ya
que hasta ahora, como podemos ver en 1.3; se definió de manera puntual.

Definición 1.31. Un haz vectorial diferencial de rango n sobre una variedad difer-
enciable M , es una terna (E, π,M) donde:

1. M lo llamaremos el espacio base,

2. E es una variedad diferenciable a la cual llamaremos el espacio total,

3. π : E → M , llamada la proyección del haz vectorial, es una aplicación difer-
enciable sobreyectiva.
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4. Cada Ex = π−1(x) es llamada la fibra sobre x y está provista de una estructura
de espacio vectorial real n-dimensional, de forma que se cumple el Axioma de
trivialidad local: Cada punto de M tiene un entorno U para el que existe un
difeomorfismo

f : π−1(U)→ U × Rn

tal que el siguiente diagrama conmuta:

π−1(U)

π

��

f
// U × Rn

p1
yyrrrrrrrrrrr

U

(1.3)

con p1 : U × Rn → U la proyección en la primera coordenada.

De esta forma para cada x ∈ U

fx = f |Ex : Ex → {x} × Rn

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Usualmente en lugar de (E, π,M) se escribirá abreviadamente E.

Definición 1.32. Un par (f, U) como en el axioma de trivialidad local se llama
carta de haz. Un haz vectorial sobre M se llama trivial si posee una carta de haz
(f,M).

Un ejemplo importante de un haz trivial asociado a una variedad diferenciable es
el siguiente.

Ejemplo 1.33. Sea M una variedad diferenciable y consideremos la aplicación

π : M × Rn →M

(x,y)→ x

De esta manera tenemos un haz vectorial, al cual denominaremos como haz
producto.

Definición 1.34. Sean E y E ′ haces vectoriales sobre M . Una aplicación continua
φ : E → E ′ se llama homomorfismo de haces vectoriales si el siguiente diagrama

E
φ

//

π

��

E ′

π′

��

M
id // M

es conmutativo y cada φx : Ex → E ′x es lineal.
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Podemos restringir nuestra atención a subconjuntos del espacio base y del espacio
total, de esta forma obtenemos los siguientes conceptos.

Definición 1.35. Sea E un haz vectorial de rango n sobre M y sea E ′ ⊂ E un
subconjunto, de forma que alrededor de cada punto de M existe una carta (f, U) con
f(π−1(U) ∩ E ′) = U × Rk ⊂ U × Rn.

Entonces (E ′, π|E′ ,M) es de forma canónica un haz vectorial sobre M y se de-
nomina subhaz de rango k de E.

Definición 1.36. Por sección de un haz vectorial (E, π,M) se entiende una apli-
cación diferenciable σ : M → E tal que para todo x ∈ M , σ(x) ∈ Ex, es decir,
π ◦ σ = IdM . Cada haz vectorial tiene, por ejemplo, una sección cero

M → E

x→ 0 ∈ Ex.

Uno de los ejemplos más significativos de haces vectoriales es el haz tangente de
una variedad diferenciable, el cual nos permitirá resolver el problema de poder definir
la diferencial de una función de manera global.

Definición 1.37. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Definimos el
haz tangente de M , denotado por TM , como

TM = { (x, v) ∈M × Rm | v ∈ TxM },

donde TxM es el espacio tangente a M en x.

Definición 1.38. Sea M una variedad diferenciable. Se entiende por campo vec-
torial en M a una sección del haz tangente.

Una vez que hemos visto el haz tangente TM de una variedad diferenciable M ,
también podemos definir el haz normal de M como sigue.

Definición 1.39. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Definimos el
haz normal de M , denotado por NM , como

NM = { (x, v) ∈M × Rm | v ∈ NxM },

donde NxM es el complemento ortogonal de TxM en Rm.
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Definición 1.40. Si E y E ′ son haces vectoriales sobre M y M ′ respectivamente,
y si f : M → M ′ es diferenciable, entonces una aplicación diferenciable φ : E → E ′

se llama un morfismo de haces vectoriales sobre f , si φ aplica cada fibra Ex
linealmente sobre la fibra E ′f(x).

E
φ

//

��

E ′

��

M
f

// M ′

Una vez que tenemos los conceptos necesarios podemos atacar al problema inicial
de la siguiente forma.

Definición 1.41. Sea f : M → N una función diferenciable, x ∈M y consideremos
la diferencial de f en x,

Dxf : TxM → Tf(x)N

con esto definimos la diferencial de f como el morfismo de haces

TM
Df

//

��

TN

��

M
f

// N

dado por Df(x, v) = (f(x), Dfx(v)).

1.5. Grupos de Lie, acciones de grupo y flujos

Los grupos de Lie y las acciones de grupos juegan un papel fundamental en los
haces fibrados. Primero estudiaremos cómo se relacionan con las variedades diferen-
ciables antes de pasar con los haces fibrados.

Definición 1.42. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable, la cual posee
una estructura de grupo y donde las operaciones de grupo

1.

∗ : G×G→ G,

(g1, g2) 7→ g1 ∗ g2
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2.
−1 : G→ G,

g 7→ g−1

son diferenciables.

A continuación tenemos los siguientes ejemplos de grupos de Lie tomados de [19,
Cap. 5 Sec. 6].

Ejemplo 1.43. R+ = {x ∈ R | x > 0 } es un grupo de Lie con respecto a la multi-
plicación.

Ejemplo 1.44. Sea S1 la circunferencia unitaria en el plano complejo, esto es

S1 = { eiθ | θ ∈ [0, 2π) }.

Las operaciones de grupo definidas por eiθ ∗ eiφ = eiλ con λ ≡ θ + φ mód 2π y
(eiθ)−1 = e−iλ con −λ ≡ θ mód 2π son ambas diferenciables. De esta manera S1 es
un grupo de Lie.

Definición 1.45. Sean G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Una
acción de G en M es una aplicación diferenciable σ : G×M →M la cual satisface

1. σ(e, x) = x para cualquier x ∈M y con e ∈ G el elemento neutro de G.

2. σ(g1, σ(g2, x)) = σ(g1 ∗ g2, x) para g1, g2 ∈ G y x ∈M.

Como vimos en la sección anterior, dada una variedad diferenciable M , es posible
ver a un campo vectorial X como una sección del haz tangente. Lo que ahora nos
interesa es el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones diferenciables que se
generan a partir de ese proceso, para esto necesitaremos de los siguientes conceptos.

Definición 1.46. Sea M una variedad diferenciable. Una función diferenciable

Φ: R×M →M

es llamada flujo en M , si para toda x ∈M y t, s ∈ R tenemos que

1. Φ(0, x) = x

2. Φ(t,Φ(s, x)) = Φ(t+ s, x),

es decir, Φ es un flujo si es una accion de R en M , donde R lo consideramos como
un grupo aditivo.

Ahora podemos ver a un flujo Φ de dos maneras.
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Subgrupos a un parámetro

Si definimos
Φt : M →M

Φt(x) = Φ(t, x)

entonces Φ puede verse como una familia de aplicaciones M → M parametrizadas
por R. Entonces desde este punto de vista 1 y 2 se traducen en

1. Φ0 = IM , con IM la identidad en M

2. Φt ◦ Φs = Φt+s.

Estas dos condiciones vistas aśı son equivalentes a tener un homomorfismo de grupos

R→ Diff(M)

t 7→ Φt

donde Diff(M) es el conjunto de todos los difeomorfismos de M a śı mismo. Por
esta razón, los flujos también son llamados subgrupos de difeomorfismos a un
parámetro.

Ĺıneas de flujo

Podemos considerar a un flujo Φ : R × M → M como una familia de curvas
R→M parametrizadas por M . De forma que tenemos de manera natural el siguiente
concepto.

Definición 1.47. Si Φ: R×M →M es un flujo y x ∈M , entonces la curva

αx : R→M

t 7→ Φ(t, x)

es llamada la ĺınea de flujo o curva integral de x. La imagen αx(R) es llamada
la órbita de x.

Definición 1.48. Si Φ es un flujo en M , entonces el campo vectorial

v : M → TM

x 7→ α′x(0)

es llamado el campo de velocidades del flujo.
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Un ejemplo de estos conceptos es el siguiente.

Ejemplo 1.49. Sea M = R2 y consideremos el flujo dado por

Φ: R× R2 → R2

(t, (x, y)) 7→ (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t).

De esta forma para (x, y) ∈ R2 obtenemos las siguientes lineas de flujo

αx : R→ R2

t 7→ (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t).

De esta forma el campo de velocidades del flujo esta determinado por

v : R2 → TR2

(x, y) 7→ (−y, x).

Es importante notar que la órbita de algún (x, y) ∈ R2\{0} es una circunferencia
centrada en el origen, que se recorre en el sentido contrario a las manecillas del reloj
y si (x, y) = 0, entonces el flujo se mantiene constante en el origen.

Definición 1.50. Sea M una variedad diferenciable, un flujo local Φ en M es una
aplicación diferenciable Φ: A → M de un subconjunto abierto A ⊂ R × M que
contiene a {0} ×M , en M , tal que para cada x ∈ M la intersección A ∩ (R × {x})
es conexa y tal que

1. Φ(0, x) = x

2. Φ(t,Φ(s, x)) = Φ(t+ s, x)

para toda t, s ∈ R y x ∈M , para los cuales ambos miembros estén definidos.

De esta manera tenemos el siguiente teorema, el cual puede ser visto con mayor
detalle en [24, Teo. 1.51].

Teorema 1.51. Todo campo vectorial es el campo de velocidades de exactamente un
flujo local.

Una forma muy útil de construir campos vectoriales en una variedad diferencia-
ble es construyendo campos vectoriales en cada vecindad de coordenadas y después
pegándolos mediante las cartas para formar un campo vectorial sobre toda la var-
iedad, para lograr esto necesitamos introducir un nuevo concepto que será muy útil
más adelante.
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Definición 1.52. Sea M una variedad diferenciable. Una familia {τα}α∈Λ de fun-
ciones diferenciables

τα : M → [0, 1]

se llama partición de la unidad si cada punto de M tiene un entorno en el que un
número finito de τα son distintas de cero y para todo x ∈M se cumple∑

α∈Λ

τα(x) = 1.

Definición 1.53. Una partición de la unidad se dice subordinada a una cubierta
de M si para todo α el soporte de τα (esto es, Sop τα = {x ∈M | τα(x) 6= 0 })
está contenido en uno de los conjuntos de la cubierta.

Proposición 1.54 ([5, Teo. 7.3]). Por cada cubierta abierta de una variedad difer-
enciable existe una partición subordinada de la unidad.

1.6. Haces fibrados

Los haces vectoriales constituyen una herramienta muy útil en la descripción de
un gran número de objetos y de varios fenómenos en f́ısica, pero ellos sólo forman
parte de una familia más grande que es la que nos interesa estudiar, los haces fibrados.

Definición 1.55. Un haz fibrado (E, π,M, F ) consiste de los siguientes elementos:

1. E,M y F son variedades diferenciables llamadas espacio total, espacio base
y fibra, respectivamente.

2. π : E → M es una submersión sobreyectiva llamada la proyección del haz.
La imagen inversa π−1(p) = Fp ∼= F se le llamará la fibra en p.

3. Una cubierta abierta {Ui} de M con difeomorfismos φi : Ui × F → π−1(Ui) tal
que π ◦ φi(p, f) = p. La función φi es llamada trivialización local.

Ejemplo 1.56. El haz producto dado en el Ejemplo 1.33 es un ejemplo de un haz
fibrado.

Ejemplo 1.57. Identificamos R4 con C2 y R3 con C× R de la siguiente forma

(x1, x2, x3, x4) 7→ (z0 = x1 + ix2, z1 = x3 + ix4),

(x1, x2, x3) 7→ (z = x1 + ix2, x3) con xi ∈ R, i ∈ {1, 2, 3, 4}.
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De esta manera tenemos que

S3 = { (z0, z1) ∈ C2 | |z0|2 + |z1|2 = 1 },
S2 = { (z, x) ∈ C× R | |z|2 + x2 = 1 }.

Ahora consideremos la siguiente función

π : S3 → S2

(z0, z1) 7→ (2z0z1, |z0|2 − |z1|2).
(1.4)

Notemos que

2z0z1 · 2z0z1 +
(
|z0|2 − |z1|2

)2

= 4 |z0|2 |z1|2 + |z0|4 − 2 |z0|2 |z1|2 + |z1|4

=
(
|z0|2 + |z1|2

)2
= 1,

por lo que la función π está bien definida.
Si suponemos que existen dos puntos (z0, z1), (w0, w1) ∈ C2 tales que π(z0, z1) =

π(w0, w1) y todos distintos de cero, entonces por una parte tenemos que

z0 = λ0w0 y z1 = λ1w1,

para algunos λ0, λ1 ∈ C∗ y por otra parte

z0z1 = w0w1

λ0w0λ1w1 = w0w1

λ0λ1 = 1

λ0 =
λ1

|λ1|2
.

De esta forma, tenemos que

|w0|2 − |w1|2 = |z0|2 − |z1|2

|w0|2 − |w1|2 = |λ0w0|2 − |λ1w1|2

|w0|2 − |w1|2 =

∣∣∣∣ λ1

|λ1|2

∣∣∣∣2 |w0|2 − |λ1|2|w1|2

|w0|2 − |w1|2 = |w0|2 − |λ1|2|w1|2

|w1|2 = |λ1|2|w1|2

1 = |λ1|2,
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aśı λ0 = λ1 y |λ1|2 = 1.

Por lo tanto si, π(z0, z1) = π(w0, w1), entonces existe λ ∈ S1 tal que w0 = λz0 y
w1 = λz1. De manera inmediata, se puede ver que el rećıproco también se cumple.

Se sigue que para cualquier punto (z, x) ∈ S2 su imagen inversa π−1(z, x) es una
copia de S1. Aśı la esfera S3 se puede ver como una unión disjunta de fibras circulares.

Lo que hemos probado es que la función dada por (1.4) es en realidad un haz
fibrado, el cual es conocido como el haz de Hopf.

Definición 1.58. Si (E, π,M, F ) es un haz fibrado y M0 una subvariedad de M ,
entonces (π−1(M0), π|π−1(M0),M0, F ) es un haz fibrado sobre M0 que se designa por
EM0 y se denomina restricción de E sobre M0.

Observación 1.59. Notemos que φi es un isomorfismo de haces entre el haz restri-
cción π|π−1(Ui) : π−1(Ui)→ Ui y el haz trivial Ui × F → Ui.

También se pueden inducir nuevos haces fibrados a partir de uno dado. Por ejem-
plo: dado E un haz fibrado sobre N y una función diferenciable f : M → N ,

E

π

��

M
f

// N

Se construye el haz inducido f ∗E sobre M asociando a cada x ∈ M la fibra Ef(x).
Este proceso puede describirse aśı:

Definición 1.60. Sea (E, π,N, F ) un haz fibrado sobre N y f : M → N diferen-
ciable. Podemos definir un haz fibrado (f ∗E, f ∗π,M,F ) que se llama haz fibrado
inducido por f tal que f ∗E = { (x, e) | π(e) = f(x) } ⊂ M × E. Este espacio se
llama también producto fibrado de f y π.

Definición 1.61. Si E y E ′ son haces fibrados sobre M y M ′ respectivamente, y
si f : M → M ′ es diferenciable, entonces una aplicación diferenciable φ : E → E ′ se
llama un morfismo de haces fibrados sobre f , si φ aplica cada fibra Ex de manera
sobreyectiva, a la fibra E ′f(x)

E
φ

//

��

E ′

��

M
f

// M ′
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Definición 1.62. Si E y E ′ son haces fibrados sobre M y M ′ respectivamente,
diremos que estos haces son isomorfos si existe un difeomorfismo f : M →M ′ y un
morfismo de haces fibrados φ, donde φ es un difeomorfismo.

A continuación probaremos el teorema de fibración de Ehresmann, el cual usare-
mos más adelante.

Teorema 1.63. Sean M y N variedades diferenciables de dimensión n + k y n
respectivamente. Si f : M → N es una submersión propia, entonces f es un haz
fibrado.

Demostración. Como f es una submersión, por el Teorema 1.21, para toda p ∈ N
tenemos que f−1(p) es una subvariedad diferenciable de M .

Tenemos que demostrar que si p ∈ N y F = f−1(p) es la fibra de p, entonces
existe una vecindad U de p en N y un difeomorfismo

φ : U × F → f−1(U)

tal que el siguiente diagrama conmuta.

U × F φ
//

p1

��

f−1(U)

f |f−1(U)
yysssssssssss

U

La afirmación es local relativa a N , por lo que podemos reemplazar a M , N y f
por f−1(U), U y f |f−1(U). Por lo tanto, sin pérdida de generalidad supongamos que
p = 0 y U = Bn, un disco abierto en Rn centrado en el origen. En este caso tenemos
los campos vectoriales básicos ∂

∂xi
y deseamos levantarlos a M obteniendo campos

vectoriales v1, . . . , vn en M tales que para todo x ∈M

Dfx(vi(x)) =
∂

∂xi
. (1.5)

Para esto sea x ∈ M y por el Teorema 1.19 existe una carta Vα de x tal que f
esta dada por

f(x1, . . . , xn+k) = (x1, . . . , xn).

Definimos v̄i,α(x1, . . . , xn+k) = ∂
∂xi
, por la misma definición de este campo vecto-

rial se sigue que Dfx(v̄i,α(x1, . . . , xn+k)) = ∂
∂xi
.

De esta manera podemos cubrir a f−1(U) con estas cartas y luego escogeremos una
partición de la unidad subordinada a esta cubierta, de esta manera podemos pegar
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todos los campos vectoriales para obtener campos vi, i ∈ {1, . . . , n} que satisfacen
(1.5).

Por el Teorema 1.51, los campos vectoriales vi determinan flujos Φi en f−1(U).
Aśı, definimos

φ : U × F → f−1(U)

(u, x) 7→ Φ1
u1
◦ . . . ◦ Φn

un(x).

para x ∈ F y u = (u1, . . . , un) ∈ Bn.
Ahora notemos que dado que los flujos quedan determinados por (1.5), entonces

tenemos que
f ◦ Φi

ui
(x) = f ◦ Φi

0(x) + uiei

donde ei ∈ Bn es el i-ésimo vector unitario.
Por lo tanto tenemos que

u = π1(u, x) = f ◦ φ(u, x).

Finalmente tenemos que los flujos siempre existen dado que el conjunto

f−1{u ∈ Rn | ‖u‖ ≤ k }

es compacto, debido a que f es una función propia.
La inversa queda determinada por

φ−1 : f−1(U)→ U × F

definiendo f(y) = u y

φ−1(y) = (u,Φn
−un ◦ . . . ◦ Φ1

−u1
(y)).

1.7. Nociones básicas de geometŕıa algebraica

La geometŕıa algebraica constituye un campo altamente desarrollado, en el cual
es necesario conocer varios conceptos de topoloǵıa y de algebra conmutativa para
poder comprender las primeras definiciones. En esta sección nos restringiremos a
definir exclusivamente lo que será necesario más adelante y se especificará donde se
podrán encontrar las pruebas de los teoremas que se enuncien, ya que dichas pruebas
no se relacionan con este trabajo.



1.7 Nociones básicas de geometŕıa algebraica 23

Definición 1.64. Un subconjunto V ⊂ Fn es un conjunto algebraico si V es el
cero común de alguna colección de funciones polinomiales de Fn.

Definición 1.65. Un subconjunto V ⊂ Fn es una hipersuperficie si V es el con-
junto donde se hace cero una función polinomial de Fn.

El anillo de todas las funciones polinomiales de Fn a F lo denotaremos por
F[x1, . . . , xn]. Aśı mismo expresaremos por I(V ) al ideal consistente de todos los
polinomios que se anulan en V .

A continuación enunciaremos el teorema de la base de Hilbert, cuya prueba se
puede ver en [12].

Teorema 1.66 (Base de Hilbert). Si I ⊂ F[x1, . . . , xn] un ideal, entonces I es fini-
tamente generado.

De esta manera, tenemos que cualquier conjunto algebraico puede ser generado
por una cantidad finita de ecuaciones polinomiales.

Una consecuencia importante del teorema de Hilbert, es la condición de la cadena
descendente.

Corolario 1.67. Toda cadena anidada de conjuntos algebraicos V1 ⊃ V2 ⊃ . . . debe
terminar o estabilizarse (Vi = Vi+1 = . . .) después de un número finito de pasos.

Definición 1.68. Diremos que un conjunto algebraico V es irreducible o variedad
si no puede ser expresado por la unión de dos conjuntos algebraicos propios.

De manera inmediata tenemos que V es irreducible si y sólo si I(V ) es un ideal
primo.

Definición 1.69. Si V es un conjunto algebraico irreducible, entonces el grado de
trascendencia del campo de funciones cociente f

g
con f y g en el dominio entero

F[x1, . . . , xn]/I(V )

es llamado la dimension de V sobre F.

Un resultado importante, que puede ser consultado en [16, p. 29] es el siguiente

Proposición 1.70. Si W es una subvariedad propia de V , entonces la dimensión de
W es menor que la de V .
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Consideremos un conjunto algebraico V ⊂ Fn no vaćıo. Sabemos que existen una
cantidad finita de polinomios {f1, . . . , fk} que generan al ideal I(V ) y para cada
x ∈ V , consideremos la k × n matriz de derivadas parciales evaluadas en x. Sea ρ el
rango más grande que la matriz alcanza en V .

Definición 1.71. Un punto x ∈ V es llamado simple si la matriz de derivadas
parciales tiene rango ρ en x, en otro caso diremos que x es un punto singular.

Denotaremos por Σ(V ) como el conjunto (posiblemente vaćıo) de puntos singu-
lares de V .

Los siguientes resultados se pueden encontrar en [18, Cap. 2].

Teorema 1.72 (Whitney). Sea V ⊂ Fn un conjunto algebraico, entonces el conjunto
V \Σ(V ) es una variedad diferenciable (real o compleja, según sea el caso) no vaćıa
de dimensión n− ρ sobre F.

A continuación consideremos el conjuntoM1 = V−Σ(V ), con V ⊂ Fn un conjunto
algebraico y g un polinomio sobre Fn.

Proposición 1.73. El conjunto de puntos cŕıticos de la restricción g|M1 : M1 → F
es igual a M1 ∩W , donde

W =

x ∈ V | rango


∂g
∂x1

. . . ∂g
∂xn

∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn

...
...

∂fk
∂x1

. . . ∂fk
∂xn

 ≤ ρ


y f1, . . . , fk son los generadores de I(V ).

Corolario 1.74. Si f es una función polinomial definida en M1, entonces f tiene a
lo más una cantidad finita de valores cŕıticos.

1.7.1. Lema de Selección de Curva

En esta sección enunciaremos y probaremos un lema que utilizaremos varias veces
más adelante.

Sea V ⊂ Rn un conjunto real algebraico y sea U ⊂ Rn un conjunto abierto
definido por una cantidad finita de desigualdades polinomiales, esto es

U = {x ∈ Rn | gi(x) > 0, i ∈ {1, . . . , l} }.
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Lema 1.75 (Selección de curva). Si 0 ∈ U ∩ V , entonces existe una curva real
anaĺıtica

p : [0, ε)→ Rn

con p(0) = 0 y p(t) ∈ U ∩ V para 0 < t < ε.

Demostración. Supongamos que la dimensión de V es mayor o igual que 2. De-
seamos construir un subconjunto propio V1 ⊂ V tal que 0 ∈ V1 ∩ U, iterando esta
construcción obtendremos una cadena anidada de subconjuntos algebraicos propios,
la cual sabemos por el Corolario 1.67 deberá estabilizarse y afirmamos que el último
subconjunto algebraico Vq tendrá dimensión igual o menor que 1 y 0 ∈ U ∩ Vq.

Supongamos que V es irreducible, en caso de que V sea la unión de dos conjuntos
algebraicos propios, tomaremos a V1 como uno de ellos. De igual forma asumiremos
que existe algún η > 0 tal que Bn

η ∩ U ∩ Σ(V ) = ∅, en caso contrario escogeremos
V1 = Σ(V ).

Sea {f1, . . . , fk} el conjunto generador del ideal de V y nos auxiliaremos de las
funciones:

r(x) = ‖x‖ y g(x) = g1(x) · g2(x) · . . . · gl(x).

A continuación consideraremos el siguiente conjunto

V ′ = {x ∈ V | rango{Df1x, . . . , Dfkx, Dgx, Drx} ≤ ρ+ 1 }.

donde ρ es como en la Definición 1.71.

De esta forma nos interesa probar

Lema 1.76. 0 ∈ U ∩ V ′.

Demostración. Dado que 0 ∈ U ∩ V entonces para algún ε suficientemente pequeño,
Sε ∩ U ∩ V 6= ∅

Ahora como V es cerrado y Sn−1
ε es cerrado y acotado, entonces tenemos que

V ∩ Sn−1
ε es cerrado y acotado, por lo tanto compacto. De esta manera podemos

definir el siguiente conjunto no vaćıo

W = {x ∈ V ∩ Sn−1
ε | gi(x) ≥ 0, i ∈ {1, . . . , l} }.

Claramente no es vaćıo dado que Sn−1
ε ∩ U ∩ V ⊂ W. Ahora dado que W es

también cerrado y por lo tanto compacto, la función g se debe maximizar en algún
elemento de este conjunto, denotemos por x′ a este elemento y claramente x′ ∈ U.

Ahora sólo nos interesa probar que x′ ∈ V ′.
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Tenemos por la Proposición 1.73 y por el hecho que Sn−1
ε ∩U no contiene puntos

singulares, para algún ε suficientemente pequeño; que el conjunto Sn−1
ε ∩ U ∩ V es

una variedad diferenciable de dimensión m− ρ− 1 y que

rango{Df1x, . . . , Dfkx, Drx} = ρ+ 1.

Finalmente tenemos que el conjunto de los puntos cŕıticos de g|U∩V ∩Sn−1
ε

son
aquellos puntos de U ∩ V ∩ Sε que también están en V ′. Ahora como g alcanza su
máximo en x′, entonces éste tiene que ser un punto cŕıtico y por lo tanto x′ ∈ V ′.

Podemos llevar a cabo la misma construcción usando la función

(x1, . . . , xm) 7→ xig(x1, . . . , xm)

en lugar de la función g.
De igual forma podemos considerar al conjunto

V ′i = {x ∈ V | rango{Df1x, . . . , Dfkx, D(xig)x, Drx} ≤ ρ+ 1 }.

Un argumento similar al anterior prueba que 0 ∈ U ∩ V ′i .
De esta manera obtenemos una cadena anidada de conjuntos algebraicos, la cual

se estabilizará.

Proposición 1.77. Si V = V ′ = V ′1 = . . . = V ′m, entonces la dimensión de V es 1.

Demostración. Por la prueba del Lema 1.76, sabemos que podemos tomar x′ ∈
U ∩ V ′ tal que

rango{Df1x, . . . , Dfkx, Drx} = ρ+ 1.

Si V = V ′, entonces x′ ∈ V ′ y como

V ′ = {x ∈ V | rango{Df1x, . . . , Dfkx, Dgx, Drx} ≤ ρ+ 1 }.

entonces Dgx pertenece al espacio lineal generado por {Df1x, . . . , Dfkx, Drx}.
De igual forma dado que V = V ′i , tenemos que D(xig)x pertenece al mismo

espacio vectorial. Ahora dado que D(xig) = (Dxi)g + xi(Dg) y que g(x′) 6= 0,

se sigue que D(xig)−xi(Dg)
g(x′)

= Dxi, aśı Dxi pertenece al espacio lineal generado por

{Df1x, . . . , Dfkx, Drx}.
Como Dx1, . . . , Dxm forman una base para todo el espacio vectorial, no queda

más que ρ+ 1 = m, de ah́ı se sigue que la dimensión de V debe ser igual a 1.

A continuación usaremos la siguiente caracterización de las variedades diferencia-
bles de dimensión 1.
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Lema 1.78 (Ver [18, Lema 3.3]). Sea x0 un punto no aislado de una variedad V real
(compleja) de dimensión 1. Entonces existe una vecindad de x0 en V que es la unión
finita de rayos, los cuales sólo se intersectan en x0. Cada rayo es homeomorfo a un
intervalo abierto de números reales (o a un disco abierto de números complejos), v́ıa
el homeomorfismo x = p(t), dado por la serie de potencias

p(t) = x0 + a1t+ a2t
2 + . . . ,

la cual converge para |t| < ε.

De esta manera estamos listos para finalizar la prueba del lema de selección de
curva. Por el trabajo previo podemos suponer que V tiene dimensión 1 y por el Lema
1.78, uno de los rayos contenido en V que pasa a través del origen, debe contener
puntos de U arbitrariamente cercanos a 0. Sea

x = p(t), |t| < ε

la parametrización anaĺıtica de ese rayo.
Ahora por continuidad, tenemos que cada gi(p(t)) > 0 para 0 < t < ε′ o gi(p(t)) ≤

0 para 0 < t < ε′. Aśı la mitad del rayo p(0, ε′) está totalmente contenido en U o es
ajeno a U , lo mismo sucede con la otra mitad del rayo p(−ε′, 0).

Finalmente, como hemos supuesto que p(−ε, ε) contiene puntos de U arbitraria-
mente cercanos al origen, entonces alguna de esas mitades de rayo está totalmente
contenida en U , para algún 0 < ε′ < ε. Aśı sólo bastará tomar a la mitad del rayo
contenida en U como la curva deseada.

Como una aplicación del Lema de Seleción de Curva tenemos el siguiente lema,
el cual usaremos más adelante.

Lema 1.79. Si f, g : Rm → R+ ∪ {0} son dos funciones polinomiales las cuales se
anulan en x0, entonces existe ε > 0 tal que para cualquier x en la vecindad Bm

ε de
x0, las diferenciales Df(x), Dg(x) no apuntan en direcciones opuestas.

Demostración. Definimos los siguientes conjuntos

U = {x ∈ Rm |
n∑
i=1

(
∂f(x)

∂xi

)(
∂g(x)

∂xi

)
< 0 },

V = {x ∈ Rm | rango{Df(x), Dg(x)} ≤ 1 }.

De esta forma U ∩V es el conjunto de todos los x tales que Df(x) y Dg(x) apuntan
en direcciones opuestas.
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Si U ∩V contiene puntos arbitrariamente cercanos a x0 y como V es un conjunto
algebraico, entonces tenemos por el Lema 1.75 que existe una curva real anaĺıtica

p(t) = x, 0 ≤ t < ε,

con p(0) = x0.
Dado que para cualquier x ∈ U se tiene que f(x) > 0 y g(x) > 0, entonces si f

se hiciera cero en x entonces Df(x) también seŕıa cero, por lo que x no puede estar
en U . Por lo que

f(p(t)) > 0 para t > 0,

y dado que f ◦ p es una función real anaĺıtica entonces df(p(t))
dt

> 0 para valores de t

suficientemente pequeños. Análogamente dg(p(t))
dt

> 0 para valores de t suficientemente
pequeños.

Ahora tenemos que

df

dt
=

n∑
i=1

(
∂f

∂xi

)
dpi
dt
,

dg

dt
=

n∑
i=1

(
∂g

∂xi

)
dpi
dt
,

donde el vector
(
∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xm

)
es un múltiplo negativo del vector

(
∂g
∂x1
, . . . , ∂g

∂xm

)
para toda t > 0. Esto quiere decir que df(p(t))

dt
y dg(p(t))

dt
tienen signos opuestos, lo cual

es una contradicción.
Aśı no queda más que x0 no sea un punto ĺımite de U ∩ V y aśı existe ε′ > 0 tal

que x0 ∈ Bε′ ⊂ Rn \ (U ∩ V ).



Caṕıtulo 2

Polinomios casi-homogéneos

En este caṕıtulo estudiaremos algunas propiedades de los polinomios de Brieskorn-
Pham, probaremos la existencia de algunas fibraciones asociadas a la singularidad
y finalmente mencionaremos como se generalizan estos resultados para polinomios
casi-homogéneos.

2.1. Polinomios de Brieskorn-Pham

Sea f = za1
1 + . . . + zann un polinomio de Brieskorn-Pham, entonces f es una

función diferenciable y su gradiente es

∇f(z) = (a1z
a1−1
1 , . . . , anz

an−1
n )

De esta manera ∇f(z) = 0 si y sólo si z = 0, entonces el origen es el único
punto cŕıtico de f . Ahora por el Teorema 1.21 para todo z ∈ C∗, Vz = f−1(z)
es una variedad diferenciable. Ademas V = f−1(0) es una hipersuperficie con una
singularidad aislada en 0.

Nos interesa conocer la estructura de V y de los Vz, para lo cual será necesario
definir una acción para poder facilitar el desarrollo de las pruebas.

Proposición 2.1. Sea d = mcm(a1, . . . , an) y pi = d
ai

, la siguiente función

C∗ × Cn → Cn

λ • (z1, . . . , zn) 7→ (λp1z1, . . . , λ
pnzn).

(2.1)

es una acción.

29
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Demostración. Sean 1 ∈ C∗ y z ∈ Cn, de esta manera

1 • (z1, . . . , zn) = (1p1z1, . . . , 1
pnzn) = (z1, . . . , zn).

Ahora sean λ, τ ∈ C∗ y z ∈ Cn, aśı

λ • (τ • (z1, . . . , zn)) = λ • (τ p1z1, . . . , τ
pnzn)

= (λp1τ p1z1 . . . , λ
pnτ pnzn)

= ((λτ)p1z1, . . . , (λτ)pnzn

= (λτ) • (z1, . . . , zn)

Notemos que tenemos la siguiente igualdad funcional

f(λ • (z1, . . . , zn)) = f(λp1z1, . . . , λ
pnzn)

= (λp1z1)a1 + . . .+ (λpnzn)an

= λdza1
1 + . . .+ λdzann

= λdf(z)

(2.2)

Podemos obtener un flujo real determinado por la restricción de la acción definida
en la Proposición 2.1 a los números reales positivos, R+. Además para t ∈ R+ y
z ∈ Cn, tenemos que t • z = (tp1z1, . . . , t

pnzn) y como cada pi ∈ N, entonces cuando
t tienda a 0, t • z tiende a 0. De esta manera las orbitas de este flujo son arcos los
cuales se acercan a 0 tanto como deseemos.

A continuación enunciaremos y probaremos dos lemas que serán necesarios más
adelante.

Lema 2.2. Sea z ∈ Cn \ {0}. Entonces la función

g : R+ → R
t 7→ ‖t • z‖

es creciente.

Demostración. Por comodidad probaremos que la función

h : R+ → R
t 7→ ‖t • z‖2

es creciente, de esta manera se seguirá de inmediato que g es creciente.
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Derivando h con respecto a t, tenemos que

h′(t) = (‖(tp1z1, . . . , t
pnzn)‖2)′

= (
n∑
i=1

t2pi|zi|2)′

= (
n∑
i=1

2pit
2pi−1|zi|2).

Ahora, dado que para toda i ∈ {1, . . . , n}

2pit
2pi−1|zi|2 ≥ 0,

si suponemos que existe un t0 ∈ R+ tal que h′(t0) = 0, entonces tendŕıamos que para
toda i ∈ {1, . . . , n}

2pit
2pi−1|zi|2 = 0,

lo cual implicaŕıa que z = 0.
De esta manera, para z ∈ Cn \ {0} no queda más que h′(t) > 0, por lo que h(t)

es creciente y aśı g(t) también lo será.

Lema 2.3. Si z ∈ Cn \ {0}, entonces la función

αz : R+ → Cn

t 7→ t • z

es una inmersión inyectiva.

Demostración. Probaremos primero que αz es una inmersión, para lo cual con-
sideremos la derivada de αz

α′z(t) =
(
p1t

p1−1z1, . . . , pnt
pn−1zn

)
.

Si α′z(t) = 0, entonces tenemos que z = 0. De esta manera, para z ∈ Cn\{0}, α′z(t) 6=
0 y aśı αz es una inmersión.

A continuación veremos que αz es inyectiva, para lo cual sean t0, t1 ∈ R+ tales
que

αz(t0) = αz(t1)

(tp10 z1, . . . , t
pn
0 zn) = (tp11 z1, . . . , t

pn
1 zn).
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Aśı tenemos que para toda i ∈ {1, . . . , n}

tpi0 zi = tpi1 zi

lo cual implica que para toda i ∈ {1, . . . , n}

(tpi0 − t
pi
1 )zi = 0

y como al menos existe un j ∈ {1, . . . , n} tal que zj 6= 0, entonces

(t
pj
0 − t

pj
1 ) = 0

lo cual quiere decir que t0 = t1. Aśı αz es inyectiva.
De esta manera αz es una inmersión inyectiva.

Proposición 2.4. Si z ∈ Cn \ {0}, entonces { t • z | t ∈ R+ } >∩ Sε.

Tenemos que por el Lema 2.3 y por el Teorema 1.25, el conjunto { t • z | t ∈ R+ }
es una subvariedad diferenciable de Cn.

Si pensamos un poco en la geometŕıa del problema vemos que por el Lema 2.2,
tenemos que h es una función estrictamente creciente, por lo que conforme t crece,
entonces los rayos se alejan del origen de Cn y de esta manera tendŕıamos que { t • z |
t ∈ R+ } >∩ Sε.

A continuación damos una prueba formal de esta proposición.

Demostración. Sea z ∈ { t • z | t ∈ R+ } ∩ Sε. Supongamos que no son transver-
sales, entonces por las dimensiones tenemos que TzR ⊂ TzSε, donde R = { t • z |
t ∈ R+ }. Entonces tenemos los siguientes casos

1. Existe una vecindad U de z en Sε tal que un segmento de la curva R está con-
tenido en este abierto. Entonces la norma de la curva deja de ser estrictamente
creciente, pues existe un conjunto en el que es constante pero esto contradice
el Lema 2.2.

2. La órbita es creciente hasta el punto z y luego empieza a decrecer, una vez más
esto contradice el Lema 2.2.

De cualquier forma obtenemos una contradiccion y aśı { t • z | t ∈ R+ } >∩ Sε.

Ahora quisiéramos conocer un poco la forma de V , aśı que tenemos la siguiente
propiedad.
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Proposición 2.5. Si z ∈ V y λ ∈ C∗, entonces λ • z ∈ V .

Demostración. Por (2.2) tenemos que f(λ • z) = λdf(z). Como z ∈ V se tiene
que f(z) = 0, por lo tanto λdf(z) = 0. Aśı λ • z ∈ V.

De esta última propiedad se sigue que V es la unión de órbitas. Estas propiedades
tienen varias consecuencias importantes, entre las primeras tenemos que:

Proposición 2.6. La variedad V intersecta transversalmente a S2n−1
ε y si denotamos

por Kε = V ∩ S2n−1
ε , entonces Kε como subvariedad de S2n−1

ε tiene codimensión real
2.

Demostración. Por la Proposición 2.5 tenemos que V es unión de orbitas y por
la Proposición 2.4 cada una de esas órbitas es transversal a S2n−1

ε , de esta manera V
>∩ S2n−1

ε .
Como la codimensión real de V \ {0} es 2, se sigue que la codimensión de Kε

como subvariedad de la esfera es 2.

Figura 2.1: Estructura cónica.

Hasta ahora la aureola Kε de la singularidad queda determinada por la esfera de
radio ε, pero mostraremos que en realidad es independiente del tamaño de la esfera.

Proposición 2.7. Existe un difeomorfismo entre las parejas (S2n−1
1 , K1) y (S2n−1

ε , Kε).

Demostración. Definimos la siguiente función

φε : S2n−1
1 → S2n−1

ε

tal que si z ∈ S2n−1
1 , t ∈ R+ y t • z ∈ S2n−1

ε , entonces φε(z) = t • z.
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Por la Proposición 2.4, φε está bien definida.

Dado que V es unión de orbitas por la Proposicion 2.5, entonces φε lleva a K1 =
S2n−1

1 ∩ V de manera difeomorfa al conjunto Kε = S2n−1
ε ∩ V .

De esta manera obtenemos un difeomorfismo entre las parejas deseadas.

Figura 2.2: Ejemplo de la Proposición 2.7 para la curva {x2 = y3}.

Por la proposición anterior podemos denotar a Kε por K para todo ε suficiente-
mente pequeño, sin pérdida de generalidad; lo cual motiva el siguiente concepto.

Definición 2.8. Sea ε suficientemente pequeño. A la intersección V ∩ S2n−1
ε le lla-

maremos la aureola del conjunto algebraico V y denotaremos esta intersección por
K.

Por lo anterior tenemos que K es un invariante asociado a la singularidad.

Con todas estas propiedades ya estamos en condiciones de probar la existencia
de tres fibraciones.

2.2. Fibraciones

En esta sección veremos unas propiedades de los polinomios de Brieskorn-Pham
que serán necesarias más adelante, posteriormente probaremos la existencia de tres
fibraciones asociadas a estos polinomios y al final mostraremos la equivalencia entre
dos de ellas.

Análogamente a la prueba de la Proposición 2.4, podemos restringir la acción a
la circunferencia unitaria y de esta manera obtenemos la siguiente igualdad

f(eiθ • z) = eidθf(z). (2.3)



2.2 Fibraciones 35

Aśı si tomamos z ∈ Cn, consideramos w = f(z) y si lo multiplicamos por algún
eiθ, entonces, por la anterior igualdad; se lleva la fibra f−1(w) sobre la fibra de eidθw
y de esta manera obtenemos que las fibras sobre el ćırculo son difeomorfas. Otra
propiedad importante y que usaremos más adelante es la siguiente.

Proposición 2.9. Si z ∈ Cn \ V , entonces para cualquier t ∈ R+, el argumento de
f(t • z) es constante.

Demostración. Sean z ∈ Cn \ V y t ∈ R+, nos interesa probar que

f(z)

‖f(z)‖
=

f(t • z)

‖f(t • z)‖
.

Como f(t • z) = tdf(z) y t ∈ R+, entonces

‖f(t • z)‖ = ‖tdf(z)‖ = td‖f(z)‖.

De esta manera tenemos que

f(t • z)

‖f(t • z)‖
=

tdf(z)

td‖f(z)‖
=

f(z)

‖f(z)‖
.

2.2.1. Fibración en el tubo

Antes de comenzar es necesario dar el concepto de los tubos de Milnor.

Definición 2.10. Sea 0 < δ � ε. Denominaremos como tubo de Milnor a la
variedad diferenciable f−1(S1

δ) ∩ Bε y lo denotaremos por N(ε, δ).

Por la ecuación tenemos que 0 es el único valor cŕıtico de f , por lo que si z 6= 0,
entonces f−1(z) es una variedad diferenciable. Por otro lado por la igualdad (2.3),
para alguna constante δ > 0 las variedades f−1(z) son difeomorfas, con z ∈ C y
|z| = δ.

De esta manera podemos probar que la restricción

f : f−1(S1
δ)→ S1

δ

es un haz fibrado.
Sea U un abierto de S1

δ y z0 ∈ S1
δ fijo, de forma que f−1(z0) será la fibra.
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Definimos la siguiente función

φ : U × f−1(z0)→ f−1(U)

(z,w) 7→ e
iθz
d •w donde eiθzz0 = z.

Esta función φ, aśı como es descrita es diferenciable. Por otro lado, definimos la
función

φ−1 : f−1(U)→ U × f−1(z0)

z 7→ (f(z), e
−iθz
d • z) donde z0 = e−iθzf(z).

Por lo tanto tenemos que si (z,w) ∈ U × f−1(z0), entonces

φ−1(φ(z,w)) = φ−1(e
iθz
d •w) = (z,w).

Además si z ∈ f−1(U), entonces

φ(φ−1(z)) = φ(f(z), e
−iθz
d • z) = z.

Aśı hemos probado que se cumple el axioma de trivialidad local y por lo tanto
tenemos un haz fibrado.

2.2.2. Fibración global

Ahora consideremos f : Cn \ V → C∗. Al igual que en la sección anterior nos
interesa ver que esta aplicación es un haz fibrado.

Para esto sean U = C∗ \ {1} y W = C∗ \ {−1} dos abiertos de C∗ tales que su
unión cubre todo el espacio.

Sea f−1(1) la fibra y probaremos que existe un difeomorfismo entre U × f−1(1) y
f−1(U).

Si z ∈ f−1(U), entonces f(z) ∈ U y si lo consideramos en coordenadas polares,
tenemos que f(z) = teiθ (notemos que t 6= 0 ya que de lo contrario f(z) = 0, lo cual
es una contradicción).

De esta manera definimos la siguiente función diferenciable

φ : f−1(U)→ U × f−1(1)

z 7→ (f(z),
(e−iθ
t

) 1
d • z)
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Ahora si (z,w) ∈ U × f−1(1), entonces definimos la siguiente función

φ−1 : U × f−1(1)→ f−1(U)

(z,w) 7→ z
1
d •w.

Se sigue fácilmente que φ y φ−1 son inversas y por lo tanto, tenemos el difeomor-
fismo deseado.

Para el caso de W las pruebas son exactamente las mismas, de esta manera hemos
probado que se cumple el axioma de trivialidad local y de esta forma obtenemos una
fibración.

2.2.3. Fibración en la esfera

Antes de comenzar enunciaremos y probaremos el siguiente lema.

Lema 2.11. Si z ∈ Cn y eiθ ∈ S1
1, entonces ‖eiθ • z‖ = ‖z‖.

Demostración. Sean z ∈ Cn y eiθ ∈ S1
1. De esta manera tenemos que

‖eiθ • z‖ =
n∑
i=1

eiθzieiθzi

=
n∑
i=1

eiθe−iθzizi

=
n∑
i=1

zizi

= ‖z‖

Si consideramos la función

Φ :=
f

|f |
: S2n−1

1 \K → S1
1,

nos interesa ver que es un haz fibrado.
Para esto primero probaremos que Φ es una submersión, para lo cual notemos

que si z ∈ (S2n−1
1 \K), entonces tenemos que eiθ • z ∈ (S2n−1

1 \K).
Ahora consideremos la curva p(t) = ei

t
d • z, aśı tenemos que:

dΦ(p(t))

dt
=
d( e

itf(z)
‖f(z)‖ )

dt
= ieitΦ(z) 6= 0
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Aśı Φ es una submersión.
Sean z0 ∈ S1

1 y U un abierto en S1
1 tal que z0 ∈ U , consideraremos a Φ−1(z0) como

la fibra.
Si z ∈ Φ−1(U) y eiθz ∈ S1

1 tal que eiθzΦ(z) = z0. Entonces por el Lema 2.11

Φ(ei
θz
d • z) = z0, por lo tanto podemos definir la función

φ : Φ−1(U)→ U × Φ−1(z0)

z 7→ (Φ(z), ei
θz
d • z)

la cual es diferenciable.
Por otra parte si (z,w) ∈ U ×Φ−1(z0), entonces Φ(w) = z0 y por lo tanto existe

eiθw ∈ S1
1 tal que Φ(eiθw •w) = z. Aśı podemos definir la función

φ−1 : U × Φ−1(z0)→ Φ−1(U)

(z,w) 7→ eiθw •w.

Aśı obtenemos el difeomorfismo deseado y por lo tanto se cumple el axioma de
trivialidad local.

Para finalizar esta sección probamos que la fibración del tubo y la fibración en la
esfera son equivalentes.

Proposición 2.12. La fibración f : f−1(S1)→ S1 es equivalente a la fibración en la
esfera φ = f

|f | : (S2n−1
ε \Kε)→ S1.

Demostración. La equivalencia queda determinada por el siguiente difeomorfismo

ψε : f
−1(S1)→ (S2n−1

ε \Kε)

z 7→ t(z) • z

donde t(z) es el único número positivo tal que t(z) • z ∈ S2n−1
ε .

Proponemos como su inversa a la función

ψ−1
ε (z) =

(
1

|f(z)|

) 1
d

• z.

Para ver que esta ultima función es efectivamente su inversa, sea z ∈ f−1(S2n−1
ε )

y notemos que

ψ−1
ε ◦ ψε(z) = ψ−1

ε (t(z) • z) =

(
1

t(z)d|f(z)|

) 1
d

• t(z) • z = z.
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Por otra parte si tomamos z ∈ (S2n−1
ε \Kε), tenemos que

ψε ◦ ψ−1
ε (z) = ψε

((
1

|f(z)|

) 1
d

• z

)
= |f(z)|

1
d •
(

1

|f(z)|

) 1
d

• z = z.

Aśı efectivamente ambas funciones son inversas una de la otra y por tanto las
fibraciones son equivalentes.

2.3. Polinomios casi-homogéneos

A continuación definiremos una familia de funciones polinomiales, la cual gener-
aliza a los polinomios de Brieskorn-Pham y que posee propiedades similares.

Definición 2.13. Sean p1, . . . , pn, d enteros positivos con mcd(p1, . . . , pn) = 1. Una
función anaĺıtica f(z1, . . . , zn) será llamada casi-homogénea de tipo (p1, . . . , pn; d)
si f satisface la identidad funcional

f(λp1z1, . . . , λ
pnzn) = λdf(z) z ∈ Cn, λ ∈ C∗. (2.4)

Si consideramos la serie de Taylor f(z) =
∑

v bvz
v, entonces la condición (2.4) es

equivalente a
n∑
i=1

pivi = d para v = (v1, . . . , vn), bv 6= 0. (2.5)

Como cada p1, . . . , pn, d son enteros positivos, entonces la ecuación anterior para los
enteros positivos v1, . . . , vn tiene sólo un número finito de soluciones, aśı una función
casi-homogénea es una función polinomial.

Podemos hacer uso de una acción como la de la Proposición 2.1 para obtener la
siguiente igualdad funcional

f(λ • z) = λdf(z). (2.6)

De manera inmediata tenemos que los polinomios de Brieskorn-Pham son ejemp-
los de polinomios casi-homogéneos, otros ejemplos de esta familia de polinomios son
los siguientes.

Ejemplo 2.14. Consideremos la siguiente función

f : C3 → C
(z0, z1, z2) 7→ za0

0 + za1
1 + z1z

a2
2 con ai ∈ N.
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Queremos encontrar los valores que permiten que se de la identidad funcional
(2.6). Si denotamos por (x0, x1, x2) a estos valores, entonces tenemos que cumplen
las siguientes igualdades

x0a0 = x1a1,

x0a0 = x1 + x2a2,

x1a1 = x1 + x2a2,

de forma que tenemos un sistema de ecuaciones diofanticas.
Con un poco de manipulación algebraica tenemos que

x0 = a1,

x1 = a0,

x2a2 = a0(a1 − 1).

(2.7)

Para que las soluciones sean enteras basta multiplicar cada una de las ecuaciones
dadas en (2.7) por a2, aśı tenemos que

x0 = a2a1,

x1 = a2a0,

x2 = a0(a1 − 1).

Para asegurar que los pesos son primos relativos, sea m = mcd(x0, x1, x2), en-
tonces basta tomar las siguientes soluciones

x0 =
a2a1

m
,

x1 =
a2a0

m
,

x2 =
a0(a1 − 1)

m
.

De forma que la función f(z0, z1, z2) = za0
0 + za1

1 + z1z
a2
2 es un polinomio casi-

homogéneo de tipo (a1a2

m
, a0a2

m
, a0(a1−1)

m
, a1a2a0

m
).

En los siguientes ejemplos omitiremos los sistemas de ecuaciones que nos permiten
encontrar el valor que necesita la acción dado que es análogo al ejemplo anterior.

Ejemplo 2.15. Algunos ejemplos son
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1. La función f(z0, z1, z2) = za0
0 +za1

1 z2 +za2
2 z1 es un polinomio casi-homogéneo de

tipo (a2a1−1
m

, (a2−1)a0

m
, (a1−1)a0

m
; a0(a2a1−1)

m
), con m = mcd(a2a1−1, (a2−1)a0, (a1−

1)a0).

2. La función f(z0, z1, z2) = za0
0 +za1

1 z0 +za2
2 z1 es un polinomio casi-homogéneo de

tipo (a1a2

m
, (a0−1)a2

m
, a0(a1−1)+1

m
; a1a2a0

m
), donde m = mcd(a1a2, (a0 − 1)a2, a0(a1 −

1) + 1).

3. La función f(z0, z1, z2) = za0
0 z1 + za1

1 z2 + za2
2 z0 es un polinomio casi-homogéneo

de tipo (1+a2(a1−1)
m

, 1+a0(a2−1)
m

, 1+a1(a0−1)
m

; a0a1a2+1
m

), con m = mcd(1 + a2(a1 −
1), 1 + a0(a2 − 1), 1 + a1(a0 − 1)).

En este ejemplo es importante notar que si m|(1+a2(a1−1)), entonces m|a0(1+
a2(a1 − 1)) y como m|(1 + a0(a2 − 1)), entonces m|(a0(1 + a2(a1 − 1)) + (1 +
a0(a2 − 1))) o bien que m|(a0a1a2 + 1), lo cual quiere decir que a0a1a2+1

m
∈ N.

4. La función f(z0, z1, z2) = za0
0 + z1z2 es un polinomio casi-homogéneo de tipo

(2, a0, a0, 2a0) (ó (1, a0

2
, a0

2
, a0) si a0 es par).

En todos estos ejemplos ai ∈ N, i ∈ {0, 1, 2}.

De esta manera tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.16. Si f es un polinomio casi-homogéneo de tipo (p1, . . . , pn; d), entonces

1. (Identidad de Euler). Tenemos la siguiente igualdad

df(z) =
n∑
i=1

aizi
∂f

∂zi
. (2.8)

2. Si d 6= 0, entonces el único posible valor cŕıtico de f es 0.

3. Si d 6= 0, entonces f : Cn \ f−1(0)→ C∗ es un haz fibrado.

4. Para cualquier ε > 0, existe una fibración sobre la esfera dada por f
|f | : S2n−1

ε \
Kε → S1 y una fibración sobre el tubo f : f−1(S1) → S1 y ambas son equiva-
lentes.

5. Supongamos que el origen es una singularidad aislada, entonces para cualquier
ε > 0, la esfera S2n−1

ε y la hipersuperficie f−1(0) se intersectan transver-
salmente.
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Demostración. (1) Si consideremos la identidad funcional (2.6), tenemos que su
derivada parcial respecto a λ es

dλd−1f(z) = ∇f(λ • z) · (p1λ
p1−1z1, . . . , pnλ

pn−1zn).

Ahora tomando a λ = 1, tenemos que

df(z) = ∇f(z) · (p1z1, . . . , pnzn).

Lo cual implica que

df(z) =
n∑
j=1

pjzj
∂f

∂zj
(z). (2.9)

(2) Por la identidad de Euler (2.8) tenemos que si z ∈ C es un valor cŕıtico,
entonces para cualquier z ∈ f−1(z), f(z) = 0. Aśı 0 es el único valor cŕıtico de f .

Las pruebas de (3)−(5) son análogas a las pruebas de los polinomios de Brieskorn-
Pham.

Observación 2.17.

Como en esta familia de polinomios no se tiene punto cŕıtico aislado entonces no
es posible garantizar que la aureola K es una variedad diferenciable.

Por último es importante mencionar que los polinomios casi-homogéneos tienen
los mismos teoremas de fibraciones que los polinomios de Brieskorn-Pham, las prue-
bas son similares y por eso se omiten en esta obra.



Caṕıtulo 3

Fibración de Milnor compleja

En el caṕıtulo anterior vimos cómo los polinomios casi-homogéneos son una fa-
milia que incluye a los polinomios de Brieskorn-Pham como ejemplo y que también
tienen asociados tres fibraciones. En este caṕıtulo daremos una generalización del
teorema de fibración sobre la esfera para cualquier función f : Cn → C holomorfa, a
este teorema se le conoce como el teorema de fibración de Milnor.

Posteriormente probaremos que para este tipo de funciones las fibras sobre la es-
fera y sobre el tubo son difeomorfas, para finalizar se probará que existe una fibración
sobre el tubo conocida como la fibración de Milnor-Lê.

Para finalizar daremos una versión del teorema de fibracion de Milnor real, es-
ta versión será muy restrictiva y probaremos que la función proyección no coin-
cidirá necesariamente con la del teorema de fibración de Milnor compleja.

3.1. Estructura cónica

En el caṕıtulo anterior en el estudio de los polinomios de Brieskorn-Pham y de los
polinomios casi homogéneos, las Proposiciones 2.6 y 2.7 nos permitieron llegar a re-
sultados importantes, en esta sección daremos una generalización de estos resultados
para conjuntos algebraicos en general y que usaremos más adelante.

Consideremos un conjunto algebraico V ⊂ Fn y x0 un punto simple de V o un
punto aislado del conjunto de puntos singulares Σ(V ).

Proposición 3.1. Toda esfera suficientemente pequeña Sε centrada en x0 intersecta
a V en una variedad diferenciable (posiblemente vaćıa).

Demostración. Consideremos por ahora el caso real y nos auxiliaremos en la fun-

43
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ción
r(x) = ‖x− x0‖2.

Por el Corolario 1.74 podemos tomar algún ε2 ∈ R tal que sea menor que cualquier
valor cŕıtico de la función r(x)|V \Σ(V ), de esta manera ε2 será un valor regular y por
lo tanto su imagen inversa

r−1(ε2) ∩ (V \ Σ(V )) = Sε ∩ (V \ Σ(V ))

será una variedad diferenciable Kε.
Ahora si ε es lo suficientemente pequeño, entonces Snε no intersecta a Σ(V ) por

lo que Kε = Snε ∩ V.
El caso complejo se sigue del hecho de que cualquier conjunto algebraico en Cn

se puede considerar como un conjunto algebraico en R2n.

Observación 3.2. En la proposición anterior el número ε es arbitrario por lo que
una pregunta natural es ¿Si 0 < ε1 < ε2 ≤ ε entonces cómo son Kε1 y Kε2?

La siguiente proposición responde esta pregunta.

Teorema 3.3. Para algún ε suficientemente pequeño, el conjunto V ∩ Bε es homeo-
morfo al cono sobre Kε = V ∩ Sε.

Si bien su prueba no es complicada, es un poco extensa por lo que se recomienda
consultar [18, Teo. 2.10] para revisarla.

De esta manera obtenemos que si 0 < ε1 < ε2 ≤ ε, entonces las aureolas Kε1 y Kε2

serán difeomorfas lo cual concuerda con el caso de los polinomios casi-homogéneos.

3.2. Fibración de Milnor, caso complejo

A lo largo de esta sección denotaremos al gradiente de una función anaĺıtica
f : Cn → C por

∇f =

(
∂f

∂z1

, . . . ,
∂f

∂zm

)
.

Escogemos esta definición para que la derivada direccional de f a lo largo de la curva
z = p(t) tenga la forma

df(p(t))

dt
=<

dp

dt
(t),∇f(p(t)) >,

donde < · , · > denota el producto hermitiano.
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Además es importante notar que el espacio vectorial hermitiano Cn se puede
considerar como un espacio euclidiano de dimensión 2n con un producto interior
definido por

< < a, b >= < < b, a > .

Denotaremos por f : (Cn,0) → (C, 0) una función holomorfa con 0 un punto
cŕıtico, V = f−1(0) y K = V ∩ S2n−1

ε ⊂ Cn.
De esta manera podemos definir la siguiente función

Φ =
f

‖f‖
: Cn \ V → S1.

Proposición 3.4. Existe una vecindad W alrededor de 0 tal que la función Φ es
una submersión.

Demostración. Como f es una función holomorfa, entonces por el Teorema de
Bertini-Sard [30] existe una vecindad U de 0 tal que para cualquier z ∈ U \ {0}, z es
un valor regular.

Denotaremos por W = f−1(U) y de esta forma tenemos que f : W \V → U \ {0}
es una submersión.

Ahora usaremos la función auxiliar

g : C∗ → S1

z 7→ z

|z|
.

Esta función es una submersión y por lo tanto tenemos que g ◦ f es una submersión,
pero esta composición es en realidad Φ.

A partir de ahora consideraremos a la función f restringida al conjunto W , donde
W es como en la proposición anterior.

Sea θ ∈ [0, π), denotaremos por Xθ = f−1(Lθ), donde Lθ = { teiθ | t ∈ R }.
Ahora si consideramos a L⊥θ como el complemento ortogonal de Lθ y a la función
πθ : C → L⊥θ como la proyección ortogonal sobre L⊥θ , entonces tenemos que Xθ =
(πθ ◦ f)−1(0). Aśı tenemos toda una familia de hipersuperficies parametrizadas por
[0, π). De manera inmediata tenemos las siguientes propiedades.

Proposición 3.5.

W =
⋃

Xθ y V =
⋂

Xθ = Xθ1 ∩Xθ2

con θ1 6= θ2.
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Demostración. Se tiene que
⋃
Xθ ⊂ W y V ⊂

⋂
Xθ.

Ahora sea z ∈ W y sea Φ(z) = eiθ1 , por lo que z ∈ Xθ1 . Por otra parte si
z ∈

⋂
Xθ, entonces f(z) ∈

⋂
Lθ, de esta manera no queda más que f(z) = 0 y por

lo tanto z ∈ V.
La otra igualdad también se prueba de manera similar.

Dado que podemos dividir a la recta Lθ en tres conjuntos

Lθ = L−θ ∪ {0} ∪ L
+
θ

donde
L±θ = { teiθ | t ∈ R± },

entonces podemos considerar a la hipersuperficie Xθ como unión de tres partes ajenas

Xθ = E−θ ∪ V ∪ E
+
θ ,

con

E±θ = f−1(L±θ ), donde E±θ son variedades diferenciables de codimensión 1.

Con todo esto podemos definir uno de los conceptos más importantes de este
caṕıtulo.

Definición 3.6. Llamaremos el pincel canónico de f a la familia {Xθ | θ ∈ [0, π) }.

Figura 3.1: Pincel canónico.

A partir de ahora sea ε > 0 tal que B2n
ε ⊂ W .
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Consideremos ahora la restricción de Φ a S2n−1
ε \K con ε > 0, sea

φ = Φ|S2n−1
ε \K : S2n−1

ε \K → S1,

entonces nos interesa saber si existe algún ε0 > 0, de tal manera que para cualquier
0 < ε ≤ ε0, la función φ no tenga puntos cŕıticos.

Esta pregunta está ı́ntimamente ligada con el hecho de que las variedades E±θ
sean transversales a las esferas S2n−1

ε como veremos a continuación.

Proposición 3.7. Sean ε > 0 y supongamos que z0 ∈ S2n−1
ε \K es un punto cŕıtico

de φ, entonces E±θ y S2n−1
ε no son transversales.

Demostración. Si denotamos por y = φ(z0) y dado que

Dφz0 = DΦz0 |Tz0S2n−1
ε \K : Tz0(S2n−1

ε \K)→ TyS1,

entonces, como z0 es un punto cŕıtico tenemos que

Dφz0 = 0,

lo cual quiere decir que Tz0(S2n−1
ε \K) ⊂ kerDΦz0 y dado que las dimensiones son

las mismas concluimos que

Tz0(S2n−1
ε \K) = kerDΦz0 . (3.1)

Por otra parte, dado que la función Φ es constante en E±θ1 , con y = teiθ1 y t ∈ R±;
entonces

kerDΦz0 = Tz0E
±
θ1
. (3.2)

Usando las ecuaciones (3.1) y (3.2), tenemos que

Tz0(S2n−1
ε \K) = Tz0E

±
θ1

De ah́ı que se sigue que E±θ y S2n−1
ε no son transversales.

Observación 3.8. Es importante notar que si z ∈ Bε \ V , Φ(z) = eiθ y M es una
subvariedad de Cn con z ∈M , entonces basta que exista un vector w ∈ TzM tal que
w 6∈ TzE

±
θ para que M sea transversal a E±θ , esto por que el espacio vectorial TzE

±
θ

tiene dimensión 2n− 1.

De esta manera podemos ver como la transversalidad juega un papel importante
para la función φ.

Podemos refinar el argumento que nos permitió llegar a la ecuación (3.2), para
dar el siguiente resultado.
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Proposición 3.9. El vector i∇ log f es normal a TzE
±
θ .

Demostración. Sea f(z)
‖f(z)‖ = eiΘ(z), entonces

log f(z)− log ‖f(z)‖ = iΘ(z),

−i log f(z) + i log ‖f(z)‖ = Θ(z),

<(−i log f(z)) = Θ(z), donde < denota la parte real.

Ahora tomando la diferencial de la ecuación <(−i log f(z)) = Θ(z), a lo largo de
la curva z = p(t), tenemos que

dΘ(p(t))

dt
= <(

d(−i log f)

dt
(t))

= < < dp

dt
(t),∇(−i log f(p(t))) >

= < < dp

dt
(t), i∇ log f(p(t)) > .

Aśı la derivada direccional de Θ(z), en la dirección v = dp
dt

, es

< < v, i∇ log f(z) > .

Sea z ∈ E±θ1 y como la función Φ es constante en E±θ1 , entonces para cualquier
v ∈ TzE±θ1

DΘz(v) = < < v, i∇ log f(z) >= 0.

De esta manera tenemos que el vector i∇ log f es normal a TzE
±
θ .

Usando estas ideas podemos finalmente dar el siguiente resultado.

Proposición 3.10. Sea z ∈ S2n−1
ε \K, los vectores i∇ log f(z) y z son linealmente

independientes sobre R si y sólo si E±θ >∩ S2n−1
ε .

Demostración. Para la suficiencia, si z ∈ S2n−1
ε \K con 0 < ε y si suponemos que

los vectores i∇ log f(z) y z son linealmente independientes sobre R, entonces existe
un vector v tal que

< < v, z >= 0 y < < v, i∇ log f(z) >= 1.

De esa manera v ∈ TzS2n−1
ε y v 6∈ TzE

±
θ1

, luego por la Observación 3.8 tenemos
queE±θ >∩ S2n−1

ε .
Ahora probaremos la necesidad.
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Para esto usaremos la contrarrećıproca, esto es, queremos probar que si existe
0 < ε tal que para z ∈ S2n−1

ε \ K, los vectores i∇ log f(z) y z son linealmente
dependientes sobre R, entonces E±θ no es transversal a S2n−1

ε .
Si el vector i∇ log f(z) es igual a un múltiplo real de z, es decir normal a la esfera

S2n−1
ε , entonces

< < v, i∇ log f(z) >= 0

para cada vector v tangente a S2n−1
ε en z.

Aśı z es cŕıtico de φ y por la Proposición 3.7, concluimos que no son transversales.

De esta forma se puede revisar fácilmente que hemos probado la siguiente afir-
mación (ver [18, Lema 4.1]).

Lema 3.11. Los puntos cŕıticos de la función φ : S2n−1
ε \K → S1

1, son aquellos puntos
z ∈ S2n−1

ε \K tales que el vector i∇ log f(z) es un múltiplo real del vector z.

Queremos probar que la función

φ : S2n−1
ε \K → S1

no tiene puntos cŕıticos para algún ε suficientemente pequeño.

Observación 3.12. Por regla de la cadena tenemos que

∇ log f(z) =
∇f(z)

f(z)

Primero probaremos un lema que será necesario más adelante.

Lema 3.13. Sea ρ : [0, ε) → Cn una curva real anaĺıtica con ρ(0) = 0, tal que
f(ρ(t)) 6= 0 para t > 0 y el vector ∇ log f(ρ(t)) es un múltiplo λ(t)ρ(t), con λ(t) ∈ C.
Entonces el argumento de λ(t) tiende a 0 cuando t→ 0.

Es decir, tenemos que ĺımt→0
λ(t)
‖λ(t)‖ = 1.

Demostración. Consideremos las expansiones de las series de Taylor alrededor del
0:

ρ(t) = atα + a1t
α+1 + a2t

α+2 + . . . ,

f(ρ(t)) = btβ + b1t
β+1 + b2t

β+2 + . . . ,

∇f(ρ(t)) = ctγ + c1t
γ+1 + c2t

γ+2 + . . . ,
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donde los coeficientes a, b, c son distintos del cero y dado que ρ(0) = 0 y f(ρ(0)) = 0,
tenemos que α ≥ 1, β ≥ 1 y γ ≥ 0.

Estas series son convergentes para algún |t| < ε′.
Para toda t > 0, tenemos que

∇ log f(ρ(t)) = λ(t)ρ(t),

por otro lado, de la Observación 3.12 tenemos que

∇f(ρ(t)) = ∇ log f(ρ(t))f(ρ(t)),

entonces
∇f(ρ(t)) = λ(t)ρ(t)f(ρ(t)),

y usando las series de Taylor anteriores

(ctγ + . . .) = λ(t)(abtα+β + . . .).

De esta manera tenemos que λ(t) es el cociente entre dos funciones reales anaĺıticas,
es decir

λ(t) =
ctγ + . . .

(abtα+β + . . .)
,

por lo que λ(t) tiene una expansión como una serie de Laurent de la forma

λ(t) = λ0t
γ−α−β(1 + k1t+ k2t

2 + . . .).

Ahora si sustituimos esta expansión en la identidad

df

dt
=<

dρ

dt
,∇f >

obtenemos

(βbtβ−1 + . . .) =< αatα−1 + . . . , λ0abt
γ + . . . >,

= α‖a‖2λ0bt
α−1+γ + . . . .

Comparando los coeficientes principales tenemos que

β = α‖a‖2λ0

por lo que λ0 es un real positivo.



3.2 Fibración de Milnor, caso complejo 51

De esta manera tenemos que

ĺımt→0
λ(t)

‖λ(t)‖
= ĺımt→0

λ0t
γ−α−β(1 + k1t+ k2t

2 + . . .)

‖λ0tγ−α−β(1 + k1t+ k2t2 + . . .)‖

= ĺımt→0
λ0t

γ−α−β(1 + k1t+ k2t
2 + . . .)

λ0tγ−α−β‖(1 + k1t+ k2t2 + . . .)‖

= ĺımt→0
(1 + k1t+ k2t

2 + . . .)

‖(1 + k1t+ k2t2 + . . .)‖
= 1.

Para poder probar que la función φ no tiene puntos cŕıticos para algún ε suficien-
temente pequeño, usaremos el siguiente lema

Lema 3.14. Si f es una función holomorfa que se anula en el origen, entonces existe
ε0 > 0 tal que, para todo z ∈ Cn \ V , con ‖z‖ ≤ ε0; los vectores z y ∇ log f(z) son
linealmente independientes sobre C o

∇ log f(z) = λz,

donde λ ∈ C∗ y su argumento tiene valor absoluto menor que π
4
.

Demostración. Supongamos que existen puntos z ∈ Cn \ V arbitrariamente cer-
canos al origen con

∇ log f(z) = λz 6= 0,

donde el valor absoluto del argumento de λ es estrictamente mayor que π
4
. Es decir,

suponemos que λ está en la mitad del plano

<((1 + i)λ) < 0,

o en la mitad del plano

<((1− i)λ) < 0.

Queremos expresar estas condiciones en términos de igualdades y desigualdades
polinomiales, para poder usar el Lema de selección de curva.

Sea W ′ = {z ∈ Cn|∇f(z) = zλ, λ ∈ C∗}.
De esta manera, si z ∈ W ′, entonces existe λ ∈ C∗ tal que

∂f

∂zj
= zjλ y

∂f

∂zk
= zkλ,
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multiplicando la primera igualdad por zk y la segunda por zj, tenemos que

∂f

∂zj
zk = zjλzk =

∂f

∂zk
zj,

lo cual implica que
∂f

∂zj
zk =

∂f

∂zk
zj.

Ahora si por el contrario, para algún z se cumplen las igualdades

∂f

∂zj
zk =

∂f

∂zk
zj,

entonces, si z = 0 de inmediato z ∈ W ′. Supongamos que zj 6= 0, aśı queremos
resolver la ecuación

∂f

∂zj
= zjλ,

lo cual dice que

λ =

∂f
∂zj

zj
,

notemos que

zkλ = zk

∂f
∂zj

zj
=

∂f
∂zk
zj

zj
=

∂f

∂zk
,

de ah́ı que z ∈ W ′.
Si consideramos a zj = xj + iyj y tomando las partes reales e imaginarias, obten-

emos una colección de ecuaciones polinomiales en las variables xj y yj. Esto quiere
decir que W ′ es un conjunto algebraico.

Por la Observación 3.12 tenemos que z ∈ (Cn \ V ) ∩W ′ si y sólo si,

∇f(z)

f(z)
= λz,

para algún λ ∈ C∗.
De esta manera si a la igualdad anterior la multiplicamos por f(z) y tomamos el

producto interior con f(z)z, tenemos que

< ∇f(z), f(z)z >= λ‖f(z)z‖2.
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Sea
λ′(z) =< ∇f(z), f(z)z >,

entonces
arg λ′ = arg < ∇f(z), f(z)z >= arg λ‖f(z)z‖2 = arg λ.

Nuevamente podemos considerar a zj = xj + iyj, para obtener que λ′ es una
función (compleja) polinomial en variables xj y yj.

Ahora definimos los siguientes conjuntos

U+ = { z ∈ Cn | <((1 + i)λ′(z)) < 0 }, (3.3)

U− = { z ∈ Cn | <((1− i)λ′(z)) < 0 }.
Además por hipótesis 0 ∈ W ′ ∩ (U+ ∪ U−). De esta manera, por el Lema 1.75,

debe existir una curva real anaĺıtica

ρ : [0, ε)→ Cn

con ρ(0) = 0 y con
ρ(t) ∈ W ′ ∩ U+

para t > 0 ó
ρ(t) ∈ W ′ ∩ U−

para t > 0. En ambos casos tenemos que para t > 0

∇ log f(ρ(t)) = λ(t)ρ(t)

con | arg λ(t)| > π
4
; lo cual contradice el Lema 3.13.

Esta contradicción aun no basta para terminar la prueba del lema, ya que puede
suceder que 0 ∈ W ′ \ (V ∩W ′) y si z ∈ W ′ \ (V ∩W ′), entonces

λ′(z) = 0 ó | arg λ′(z)| = π

4
.

En cualquiera de ambos casos se sigue el mismo argumento pero en lugar de la
ecuación (3.3), usaremos la siguiente igualdad

<((1 + i)λ′(z))<((1− i)λ′(z) = 0

junto con la desigualdad polinomial,

‖f(z)‖ > 0.

De esta manera obtendremos otra curva ρ(t) la cual contradice el Lema 3.13.

Tenemos el siguiente corolario.



54 Fibración de Milnor compleja

Corolario 3.15. Para cualquier z ∈ Cn \ V suficientemente cerca del origen, los
vectores z e i∇ log f(z) son linealmente independientes sobre R.

Ahora haciendo uso del Lema 3.11 y del Corolario anterior, tenemos el siguiente
resultado

Corolario 3.16. Si ε ≤ ε0, entonces la función

φ : Sε \K → S1

no tiene ningún punto cŕıtico.

Observación 3.17. Con los resultados anteriores lo que sucede en realidad es que
si ε ≤ ε0, entonces E±θ >∩ Sε, para toda θ ∈ [0, 2π).

Ahora usando el Teorema de la preimagen 1.21, tenemos que para cualquier eiθ ∈
S1, su imagen inversa

Fθ = φ−1(eiθ) ⊂ Sε \K
es una variedad diferenciable de dimensión 2m− 2.

Notemos que Fθ = Φ−1(eiθ) ∩ S2n−1
ε .

Para poder garantizar que φ es la función proyección de una fibración localmente
trivial, necesitaremos conocer el comportamiento de φ(z), cuando z tiende al conjunto
K, donde φ no está definida.

Para esto necesitamos construir un campo vectorial sobre B2n
ε \V , con 0 < ε ≤ ε0,

tangente a todas las esferas Sε y donde las curvas integrales deberán ser transversales
a las variedades E±θ .

Antes de continuar haremos unas cuentas que serán necesarias más adelante.
Tenemos que

f(z)

‖f(z)‖
= eiΘ(z),

log f(z)− log ‖f(z)‖ = iΘ(z),

log ‖f(z)‖ = log f(z)− iΘ(z),

log ‖f(z)‖ = < log f(z).

Ahora tomando la diferencial de la ecuación log ‖f(z)‖ = < log f(z), a lo largo
de la curva z = p(t), tenemos que

d log ‖f(p(t))‖
dt

= <(
d log f(p(t))

dt
)

= < < dp

dt
,∇ log f(p(t)) > .

(3.4)
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Aśı la derivada direccional de log ‖f(z)‖, en la dirección v = dp
dt

, es

< < v,∇ log f(p(t)) > .

Sea 0 < ε ≤ ε0 y sea z ∈ S2n−1
ε \K, entonces

1. el vector z es normal a la esfera S2n−1
ε ,

2. el vector i∇ log f(z) es normal a TzE
±
θ , con z ∈ E±θ ,

3. por la ecuación (3.4) y por un argumento similar al de la Proposición 3.9, el
vector ∇ log f(z) es normal al tubo de Milnor N(ε, δ).

Figura 3.2: Los vectores z, i∇ log f(z), ∇ log f(z).

Como consecuencia inmediata de esto tenemos que E±θ siempre es transversal a los
tubos de Milnor ya que los espacios normales no son colineales, pues son ortogonales.

De esta manera continuando con las ideas de Milnor (ver [18, Lema 4.6]) tenemos
la siguiente afirmación.

Lema 3.18. Si ε ≤ ε0, entonces existe un campo vectorial suave v(z) sobre B2n
ε \ V

tal que, para cualquier z ∈ B2n
ε \ V, el producto interno

< v(z), i∇ log f(z) >

es diferente de cero y el valor absoluto de su argumento es menor que π
4
.
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Demostración. Sea ε ≤ ε0 y notemos que es suficiente construir el campo vectorial
deseado en una vecindad de un punto z ∈ B2n

ε \V, ya que usando una partición de la
unidad podemos obtener un campo vectorial global v(z) conservando las propiedades
del campo vectorial local.

1. Si los vectores z y ∇ log f(z) son linealmente independientes sobre C, entonces
z no pertenece a la linea compleja generada por ∇ log f(z) y tambien serán
linealmente independientes sobre R y aśı tenemos que S2n−1

ε es transversal a
N(ε, ‖f(z)‖), donde z ∈ S2n−1

ε .

Ahora tenemos que Tz(S2n−1
ε ∩N(ε, ‖f(z)‖)) 6= Tz(S2n−1

ε ∩E±θ ) ya que en caso
contrario z tambien es ortogonal a i∇ log f(z) lo cual contradice el hecho de
que z no está en la ĺınea compleja generada por ∇ log f(z), aśı basta tomar
v ∈ Tz(S2n−1

ε ∩N(ε, ‖f(z)‖)) tal que v 6∈ Tz(S2n−1
ε ∩ E±θ ).

De forma que

< < v,∇ log f(z) >= 0 y < < v, i∇ log f(z) >6= 0.

Por lo tanto si = < v,∇ log f(z) >= 0, entonces < v, i∇ log f(z) >= 0 lo cual
no puede ser, por lo que = < v,∇ log f(z) >6= 0 y aśı al multiplicarlo por −i
obtenemos que

< < v, i∇ log f(z) >6= 0.

Por último notemos que si = < v,∇ log f(z) >6= 0, entonces

< < v,∇ log f(z) >= D log ‖f(z)‖(v) = 0

y por lo tanto la función ‖f(z)‖ es constante y distinta de cero, aśı la curva
integral no tiende a K

2. Si existe λ ∈ C∗ tal que ∇ log f(z) = λz, entonces basta considerar v = iz
para obtener

< < v, z >= 0

y por el Lema 3.14, el valor absoluto del argumento del número

< v, i∇ log f(z) >= λ‖z‖2

es menor que π
4
.
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En cualquier caso siempre es posible construir un vector tangente v(z), el cual asigna
el vector construido v al vector z. La condición

‖arg < v(z), i∇ log f(z) > ‖ < π

4

se mantendrá en alguna vecindad de z. Ahora usando una partición de la unidad,
obtendremos un campo vectorial global v(z) que posee la misma propiedad.

Notemos que la desigualdad

< v(z), i∇ log f(z) >6= 0

implica que v 6∈ TzE
±
θ y por la Observación 3.8, este campo vectorial cumple que sus

ĺıneas integrales son transversales a E±θ .
Ahora normalizando obtenemos

w(z) =
v(z)

< v(z), i∇ log f(z) >
.

Aśı obtenemos un campo vectorial diferenciable w sobre Sε \K, el cual satisface dos
condiciones

1. La parte real del número

< w(z), i∇ log f(z) >

siempre es igual a 1,

2. La parte imaginaria correspondiente al número anterior siempre satisface

‖< < w(z),∇ log f(z) > ‖ < 1.

Ahora consideremos las trayectorias de la ecuación diferencial dz
dt

= w(z).

Lema 3.19. Si z0 ∈ B2n
ε \ V , entonces existe una única trayectoria suave

ρ : R→ Sε \K

la cual satisface la ecuación diferencial

dρ

dt
= w(ρ(t))

con condición inicial ρ(0) = z0.
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Demostración. Claramente existe una solución z = ρ(t) al menos de manera local
y se puede extender a algún intervalo I maximal de números reales. El problema
está en el hecho de que B2n

ε \ V no es compacto y no se puede garantizar que ρ(t)
no tienda a V , cuando t tiende a algún ĺımite finito t0. De esta manera buscamos
garantizar que f(ρ(t)) no tiende a cero o

< log f(ρ(t))→ −∞, cuando t→ t0.

Para ahorrar notación denotaremos por g(t) = log ‖f(ρ(t))‖ y por las cuentas
previas tenemos que |dg

dt
| < 1.

Usando el Teorema Fundamental del Cálculo obtenemos

|g(t)− g(0)| =
∣∣∣∣∫ t

0

dg

dt
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∣∣∣∣dgdt
∣∣∣∣ dt < ∫ t

0

1dt = t.

Por lo tanto |g(t) − g(0)| < t y aśı g(t) no puede tender a menos infinito dado que
está acotado.

Ahora si consideramos φ(z) = eiΘ(z), tenemos que

dΘ(ρ(t))

dt
= < < dρ

dt
, i∇ log f >= 1,

por lo que

Θ(ρ(t)) = t+ c, donde c es constante. (3.5)

En otras palabras la trayectoria ρ(t) se proyecta bajo φ a una trayectoria alrededor
del circulo unitario en sentido positivo y con un vector de velocidad unitario.

El punto ρ(t) es una función diferenciable con respecto a t y al problema de valor
inicial

z0 = ρ(0).

Expresaremos esta dependencia por

ρ(t) = ht(z0).

De esta manera cada ht es un difeomorfismo de Bε \ V a él mismo y manda cada
fibra Eθ = Φ−1

1 (eiθ) sobre la fibra Eθ+t. Ahora no tenemos dificultad en probar el
teorema de fibración.
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Teorema 3.20 (Teorema de la Fibración). Si ε ≤ ε0, entonces se tiene el siguiente
diagrama conmutativo de haces fibrados

B2n
ε \ V

Φ //

Ψ

$$HHHHHHHHH S1

π

��

RP

donde Ψ = (<f : =f), Φ = f
‖f‖ , π es el cubriente natural.

Demostración. Por una parte tenemos que Φ es un levantamiento de Ψ del cubri-
ente S1 de RP, de forma que el diagrama conmutativo es inmediato.

Ahora sean eiθ ∈ S1 y U una vecindad pequeña de eiθ. Aśı la función

(ei(t+θ), z) 7→ ht(z),

con |t| < c (donde c es como en (3.5)) y z ∈ E±θ , manda el producto U × E±θ
difeomorficamente sobre Φ−1(U), lo que nos da las trivializaciones locales.

De esta forma obtenemos como consecuencia el teorema de fibración clásico.

Teorema 3.21 (Teorema de Fibración de Milnor). Si ε ≤ ε0, entonces el espacio
Sε \K es un haz fibrado sobre S1, cuya función proyección es φ = f

‖f‖ .

3.3. Fibración de Milnor-Lê

3.3.1. Estratificaciones

Antes de comenzar a estudiar el Teorema de Milnor en el caso real, es necesario
introducir el concepto de estratificación el cual usaremos más adelante. Recordemos
que F denota a los números reales o complejos.

Definición 3.22. Una estratificación de un subconjunto X de Fn es una partición
localmente finita {Sα} de X, donde cada Sα (llamado estrato) es una subvariedad
diferenciable y conexa de Fn los cuales satisfacen la Condición de Frontera esto
es, si Sα y Sβ son estratos con Sα ∩ Sβ 6= ∅, entonces Sα ⊂ Sβ.

Ahora consideremos una terna (y, Sα, Sβ) con Sα y Sβ estratos de X y y ∈ Sα ⊂
Sβ.

Definición 3.23. Diremos que la terna (y, Sα, Sβ) es Whitney regular si satisface
la condición (b) de Whitney; esto es,
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1. dada una sucesión {xn} ⊂ Sβ convergente a y en Fn tal que la sucesión de los
espacios tangentes TxnSβ converge a un subespacio T ⊂ Fn y

2. una sucesión {yn} ⊂ Sα convergente a y en Fn tal que la sucesión de ĺıneas
(secantes) lxiyi de xi a yi converge a una ĺınea l,

entonces tenemos que l ⊂ T .

Observación 3.24. En la definición anterior cuando hablamos de la convergencia
de los espacios tangentes o de las secantes, nos referimos a la convergencia de los
trasladados al origen de esos espacios, de esta forma se vuelven puntos de una Grass-
maniana.

Es importante mencionar que también existe una condición (a) de Whitney, en
la cual se pedirá en el primer punto de la Definición 3.23 que el espacio tangente a y
en Sα esté contenido en T . Se puede revisar que la condición (b) implica la condición
(a).

Definición 3.25. La estratificación {Sα} de X es Whitney regular (también lla-
mada una estratificación de Whitney) si cada terna (y, Sα, Sβ) es Whitney reg-
ular.

La existencia de estratificaciones Whitney regulares para cualquier variedad ana-
ĺıtica real o compleja fue probada por Hironaka en [14].

Definición 3.26. Sea f : Cn → C una función anaĺıtica y V = f−1(0). Sea {Sα}
una estratificación de Whitney de Cn adaptada a V , es decir, V es unión de estratos
y Bε \ V es el estrato de mayor dimensión. Consideremos y ∈ V y sea Sα el estrato
de y, esto es y ∈ Sα. Sea {xi} ⊂ Bε \ V una sucesion de puntos que converge a y y
Fi = f−1(f(xi)) tal que TxiFi → T , para algún subespacio T ⊂ Rn. Diremos que f
satisface la condición af de Thom si TySα ⊂ T .

Observación 3.27. Si f satisface la condición af de Thom, entonces por la Proposi-
ción 3.1 tenemos que las fibras de f cercanas a V son transversales a la esfera Sε.

3.3.2. Teorema de fibracion de Milnor-Lê

Una vez dadas las definiciones anteriores es posible enunciar y probar el siguiente
teorema.
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Teorema 3.28 (Teorema de fibración de Milnor-Lê). Sea 0 < δ � ε ≤ ε0 y el tubo
de Milnor N(ε, δ), entonces la restricción

f : N(ε, δ)→ Sδ

es un haz fibrado.

La prueba cuando f tiene un punto cŕıtico aislado fue hecha por Milnor en [18,
Cap. 6], usando el hecho de que las fibras de N(ε, δ) son transversales a la esfera Sε y
una versión del Teorema de Ehresmann con frontera. En el caso general fue probado
por Lê en [11] usando un teorema de Hironaka [15] el cual asegura que toda función
holomorfa f : Cn → C satisface la condición af de Thom y por lo tanto las fibras en
N(ε, δ) son transversales a la esfera Sε.

Para ver la equivalencia entre el teorema de fibración de Milnor y el de Milnor-Lê
necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.29. Sea {Sα} una estratificación de Whitney de Cn adaptada a V y para
cada θ ∈ [0, π) equipamos a Xθ con la estratificación {Xθ ∩ Sα}, entonces para toda
bola suficientemente pequeña B2n

ε centrada en el origen, existe un campo vectorial
estratificado v(z) sobre B2n

ε \ V que cumple las siguientes propiedades:

1. v(z) es radial; es decir, es transversal a todas las esferas en Bε centradas en el
origen,

2. v(z) es tangente a todos los estratos de Xθ \ V ,

3. v(z) es transversal a todos los tubos f−1(Sδ).

Una prueba de este lema se puede encontrar en [8].
Sea φ la restricción de Φ a Sε \ V , notemos que esta fibración es precisamente

la fibración clásica de Milnor, entonces el flujo asociado al campo vectorial del lema
anterior, define un homeomorfismo entre la fibra de f−1(eiθ)∩B2n

ε y la porción de la
fibra φ−1(eiθ) dada por la desigualdad ‖f(z)‖ ≥ δ.

Para terminar de ver la equivalencia necesitamos probar que la fibración definida
por φ en Sε \ V es equivalente a la restricción de φ a los puntos de la esfera que
satisfacen que ‖f(z)‖ > δ. La prueba se puede encontrar en [8] y un esbozo ésta
es el siguiente: Sea T (ε, δ) = Sε ∩ f−1(B2n

δ \ {0}), como f satisface la condición af
de Thom, entonces la restricción de f a T (ε, δ) es una submersión en cada estrato,
aśı podemos levantar un campo radial u(z) = z sobre B2n

δ \{0} a un campo vectorial
sobre T (ε, δ) cuyo flujo preserva las fibras de φ y es transversal a la intersección de
Sε con todos los tubos de Milnor φ−1(Sδ′) para toda 0 < δ′ ≤ δ. Aśı obtenemos la
equivalencia entre las dos fibraciones.
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3.4. Fibración de Milnor real

En la sección anterior revisamos el teorema de fibración de Milnor para el caso
complejo y a continuación daremos una versión de este resultado para el caso real.

Sea f : Rm → Rk una función polinomial que lleva el origen en el origen, con
m ≥ k y que satisface la siguiente condición

Hipótesis 3.30 (Condición de Milnor). Existe una vecindad U del origen de Rm tal
que la matriz ( ∂fi

∂xj
) tiene rango k para cualquier x ∈ U \ {0}, esto es, el origen de

Rm es un punto cŕıtico aislado.

Al igual que antes podemos definir al conjunto algebraico V como sigue

V = {x ∈ Rm | fi(x) = 0, i ∈ {1, . . . , k} }.

Tenemos que V es una variedad diferenciable de dimensión m − k en la vecin-
dad U ∩ V \ {0}. Además por el Corolario 3.1, para ε suficientemente pequeño, la
intersección K = V ∩ Sm−1

ε es una variedad diferenciable de dimensión m− k − 1.
Supongamos que k ≥ 2, de esta forma tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.31. El complemento de una vecindad tubular abierta de K en Sm−1
ε es

el espacio total de un haz fibrado sobre la esfera Sk−1, cada fibra F es una variedad
diferenciable compacta de dimensión m− k acotada por una copia de K.

Demostración. Consideremos la función

f |Sm−1
ε

: Sm−1
ε → Rk.

Sea x ∈ f |Sm−1
ε

−1(0), queremos ver que x es un punto regular de f |Sm−1
ε

.
Tenemos que la diferencial de la restricción de f a Sm−1

ε en x es

D(f |Sm−1
ε

)x = (Dfx)|TxSm−1
ε

: TxSm−1
ε → Rk.

Como f |Sm−1
ε

−1(0) = V ∩Sm−1
ε = K y dado que V \{0} y Sm−1

ε son transversales,
entonces K es una subvariedad de Sm−1

ε . Aśı

kerD(f |Sm−1
ε

)x = TxK.

Dado que dim Sm−1
ε = m−1 y dimK = m−(k+1), entonces al ser D(f |Sm−1

ε
)x una

transformación lineal, se tiene que la imagen es de dimensión m−1−(m−k−1) = k
por lo tanto x es un punto regular.
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De esta manera existe una bola cerrada Bk
η, el cual consiste exclusivamente de

valores regulares.
Si consideramos al conjunto T = f |−1

Sm−1
ε

(Bk
η), entonces por ser f |Sm−1

ε
una función

continua tenemos que T es cerrado y como T ⊂ Sm−1
ε , entonces T es un conjunto

compacto.
Ahora podemos recrear los mismos pasos que en el Teorema 1.63 y concluir que

T es fibrado sobre Bk
η con fibra K. Ahora dado que el espacio base Bk

η es contráıble,

tenemos que T es difeomorfo al producto K × Bk
η. Nos referiremos por T como una

vecindad tubular de K en Sm−1
ε

Finalmente si consideramos al conjunto E = Bm
ε ∩ f−1(Sk−1

η ), tenemos que E es
una variedad diferenciable con ∂E = ∂T. Un argumento parecido al del Teorema
1.63, muestra que

f |E : E → Sk−1
η

es también la función proyección de un haz fibrado. Una fibra t́ıpica

Fy = Bm
ε ∩ f−1(y),

es una variedad diferenciable compacta, acotada por el conjunto

∂Fy = Sm−1
ε ∩ f−1(y)

la cual es difeomorfa a K, dado que es una fibra de la fibración T → Bk
η. Para finalizar

la prueba de este teorema será necesario el siguiente lema.

Lema 3.32. El espacio total E = Bm
ε ∩ f−1(Sk−1

η ) es difeomorfo al complemento
(Sm−1

ε \ intT ) de una vecindad tubular T .

Demostración. En otras palabras lo que deseamos probar es que E es difeomorfo
a la variedad

E ′ = {x ∈ Sm−1
ε | ‖f(x)‖ ≥ η }.

Ahora dado que los campos vectoriales

∇‖f(x)‖2 (3.6)

2x =∇‖x‖2 (3.7)

no se anulan en Bm
ε \ V y no apuntan en direcciones opuestas por el Lema 1.79, en-

tonces el campo vectorial v(x) = ∇‖f(x)‖2 + 2x satisface que los productos internos
< v(x),x > y < v(x),∇‖f(x)‖2 > son ambos positivos.
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Dado que los campos vectoriales de (3.6) son transversales a los tubos de Milnor
y a las esferas, entonces al considerar la curva integral del campo vectorial v(x)
tenemos que lleva E difeomorficamente sobre E ′.

Llamemos ρ : E → E ′ el difeomorfismo dado por el Lema 3.32, entonces la com-
posición

f |E ◦ ρ−1 : Sm−1
ε \ T → Sk−1

η

es el haz fibrado mencionado en el Teorema 3.31.

Observación 3.33. Es importante mencionar que a pesar de que se tiene una fi-
bración como en el caso complejo, no es posible conocer la forma de la función
proyección, de hecho en general no es cierto que la proyección del haz fibrado sea f

‖f‖
como en el caso complejo. Milnor en su libro [18], menciona que la función

f : R2 → R2

(x, y) 7→ (x, x2 + y(x2 + y2)).

es tal que f
‖f‖ no puede ser la proyección de un haz fibrado. En el Caṕıtulo 5 veremos

la razón de esto.



Caṕıtulo 4

Polinomios casi-homogéneos
polares

El propósito de este caṕıtulo es definir los polinomios casi-homogéneos polares,
que son funciones reales anaĺıticas que generalizan a los polinomios casi-homogéneos.
Probaremos que un polinomio f de este tipo tiene valor cŕıtico aislado en el origen
y posee una fibración de Milnor con proyección f

|f | .

4.1. Polinomios casi-homogéneos polares

Empezaremos este caṕıtulo definiendo una acción, la cual usaremos más adelante.

Lema 4.1. Sean pj, uj enteros positivos con j = 1, . . . , n tales que

mcd(p1, . . . , pn) = 1 y mcd(u1, . . . , un) = 1.

Si tλ ∈ C∗, con t ∈ R+ y λ ∈ S1
1; entonces la función

• : C∗ × Cn → Cn

(tλ, z) 7→ (tp1λu1z1, . . . , t
pnλunzn).

es una acción.

Demostración. Sea 1ei0 la unidad en su forma polar y z ∈ Cn. Aśı

1ei0 • z = (1p1ei0u1z1, . . . , 1
pnei0unzn).

= (z1, . . . , zn)

= z.

65
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Ahora sea t1λ1, t2λ2 ∈ S1
1 y z ∈ Cn. Aśı

t1λ1 • (t2λ2 • z) = t1λ1 • (tp12 λ
u1
2 z1, . . . , t

pn
2 λ

un
2 zn)

= (tp11 λ
u1
1 t

p1
2 λ

u1
2 z1, . . . , t

pn
1 λ

un
1 tpn2 λ

un
2 zn)

= ((t1t2)p1(λ1λ2)u1z1, . . . , (t1t2)pn(λ1λ2)unzn)

= t1t2λ1λ2 • z

= t1λ1t2λ2 • z.

Aśı • es una acción.

Definición 4.2. A una acción como la del lema anterior se le llama una C∗-acción
polar sobre Cn con pesos radiales (p1, . . . , pn) y con pesos polares (u1, . . . , un)
.

Observación 4.3. Se puede ver que una C∗-acción polar, es en realidad una combi-
nación de dos acciones, una acción de R+ determinada por los pesos radiales y una
acción de S1 determinada por los pesos polares.

Definición 4.4. Sea f : Cn → C un polinomio en las n variables (z1, . . . , zn) y sean
a, b enteros positivos.

Diremos que f es un polinomio casi-homogéneo polar con pesos radiales
(p1, . . . , pn; a) y pesos polares(u1, . . . , un; b), si se cumple la siguiente identidad
funcional:

f(tλ • z) = taλbf(z). (4.1)

Donde • es una C∗-acción polar.

Corolario 4.5. Si f es un polinomio casi-homogéneo polar, entonces
f(0) = 0.

Demostración. Como ĺımt→0 tλ • z = 0 y por ser f continua se tiene que

f(0) = f(ĺımt→0 tλ • z) = ĺımt→0 t
aλbf(z) = 0 (4.2)

Ejemplo 4.6. Los polinomios casi-homogéneos y en particular los polinomios de
Brieskorn-Pham son ejemplos de polinomios casi-homogéneos polares.
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Ejemplo 4.7. Sea f(z) = v1z
a1
1 z1 + . . . + vnz

an
n zn, con cada aj ≥ 2 y vj ∈ C∗ para

j = 1, . . . , n.
Sean a = mcm(a1 + 1, . . . , an + 1), b = mcm(a1 − 1, . . . , an − 1), pj = a

aj+1
,

uj = b
aj−1

y tλ ∈ C∗. Entonces tenemos que:

f(tλ • z) = f(tp1λu1z1, . . . , t
pnλunzn)

= v1t
p1a1λu1a1za1

1 t
p1λ−u1z1 + . . .+ vnt

pnanλunanzann t
pnλ−unzn

= v1t
p1a1+p1λu1a1−u1za1

1 z1 + . . .+ vnt
pnan+pnλunan−unzann zn

= v1t
p1(a1+1)λu1(a1−1)za1

1 z1 + . . .+ vnt
pn(an+1)λun(an−1)zann zn

= v1t
aλbza1

1 z1 + . . .+ vnt
aλbzann zn

= taλb(v1z
a1
1 z1 + . . .+ vnz

an
n zn)

= taλbf(z).

Aśı f es un polinomio casi-homogéneo polar.
En general un polinomio en Cn de la forma

f(z) = v1z
a1
1 zσ(1) + . . .+ vnz

an
n zσ(n),

es llamado un polinomio de Brieskorn-Pham torcido de clase {a1, . . . , an;
σ}, donde σ es una permutacion del conjunto {1, . . . , n}.

En [29] se puede ver una prueba de que este tipo de polinomios son polinomios
casi-homogéneos polares.

Ejemplo 4.8. Sean f(z) = z1 · · · zn(za1
1 + · · · + zann ), con aj ≥ 1; bj =

∏n
i=1,i 6=j ai,

m = mcd(b1, . . . , b2) y pj = uj =
bj
m

para j = 1, . . . , n.
Igualmente definimos

a =
a1 · · · an +

∑n
j=1 bj

m
y b =

a1 · · · an −
∑n

j=1 bj

m
.

Aśı para tλ ∈ C∗, tenemos que:

f(tλ • z) = f(tp1λu1z1, . . . , t
pnλunzn)

= tp1λ−u1z1 · · · tpnλ−unzn(tp1a1λu1a1za1
1 + · · ·+ tpnanλunanzann )

= tp1+···+pnλ−(u1+···+un)(z1 · · · zn)(t
a1···an
m λ

a1···an
m zan1 + · · ·+ t

a1···an
m λ

a1···an
m zann )

= t
a1···an+

∑n
j=1 bj

m λ
a1···an−

∑n
j=1 bj

m (z1 · · · zn)(za1
1 + · · ·+ znan)

= taλb(z1 · · · zn)(za1
1 + · · ·+ znan)

= taλbf(z).
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Aśı f es un polinomio casi-homogéneo polar.

Ejemplo 4.9. Sean f1(z1, . . . , zn) y f2(zn+1, . . . , zm) polinomios casi-homogéneos
polares, con pesos radiales (p1, . . . , pn; a1) y (pn+1, . . . , pm; a2) respectivamente, y con
pesos polares (u1, . . . , un; b1) y (un+1, . . . , um; b2) respectivamente. Sean:

r = mcd(a1, a2), a′1 =
a1

r
, a′2 =

a2

r
,

s = mcd(b1, b2), b′1 =
b1

s
, b′2 =

b2

s
.

Definimos la C∗-acción polar

• : C∗ × Cn → Cn

(tλ, z) 7→ (tp1a
′
2λu1b′2z1, . . . , t

pna′2λunb
′
2zn, t

pn+1a′1λun+1b′1zn+1, . . . , t
pma′1λumb

′
1zm).

Entonces para tλ ∈ C∗, tenemos que:

(f1+f2)(tλ • (z1, . . . , zm))

= (f1 + f2)(tp1a
′
2λu1b′2z1, . . . , t

pma′1λumb
′
1zm)

= f1(tp1a
′
2λu1b′2z1, . . . , t

pna′2λunb
′
2zn) + f2(tpn+1a′1λun+1b′1zn+1, . . . , t

pma′1λumb
′
1zm)

= f1(ta
′
2λb

′
2 • (z1, . . . , zn)) + f2(ta

′
1λb

′
1 • (zn+1, . . . , zm))

= t
a1a2
r λ

b1b2
s f1(z1, . . . , zn) + t

a1a2
r λ

b1b2
s f2(zn+1, . . . , zm)

= tmcm(a1,a2)λmcm(b1,b2)(f1 + f2)(z1, . . . , zm)

Aśı (f1 + f2) es un polinomio casi-homogéneo polar.

4.2. Fibraciones

Un polinomio casi-homogéneo polar f es una función anaĺıtica real y para estudiar
sus puntos cŕıticos, vamos a considerar a f definida como f : R2n → R2 tal que

f(z) = g(x,y) + ih(x,y), donde z = x + iy. (4.3)

con g, h : R2n → R2 funciones reales anaĺıticas.
Se tiene que dada una función anaĺıtica k : R2n → R tenemos las siguientes igual-

dades que relacionan a k en las variables x,y y a k en variables z, z:

∂k

∂zj
=

1

2

(
∂k

∂xj
− i ∂k

∂yj

)
y
∂k

∂zj
=

1

2

(
∂k

∂xj
+ i

∂k

∂yj

)
. (4.4)
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De esta manera tenemos que

∂f

∂zj
=

1

2

(
∂g

∂xj
+
∂h

∂yj
+ i

(
∂h

∂xj
− ∂g

∂yj

))
y
∂f

∂zj
=

1

2

(
∂g

∂xj
− ∂h

∂yj
+ i

(
∂h

∂xj
+
∂g

∂yj

))
.

(4.5)

4.2.1. Identidades de Euler

Sea f(z) un polinomio casi-homogéno polar, con pesos radiales (p1, . . . , pn;
a) y con pesos polares (u1, . . . , un; b). Si consideramos la identidad funcional (4.1),
tenemos que sus derivadas parciales respecto a t y λ son

ata−1λbf(z) = ∇f(tλ • z) · (p1t
p1−1λu1z1, . . . , pnt

pn−1λunzn),

btaλb−1f(z) = ∇f(tλ • z) · (u1t
p1λu1−1z1, . . . , unt

pnλun−1zn).

Ahora tomando a t = 1 y λ = 1, tenemos que

af(z) = ∇f(z) · (p1z1, . . . , pnzn),

bf(z) = ∇f(z) · (u1z1, . . . , unzn).

Lo cual implica que

af(z) =
n∑
j=1

pjzj
∂f

∂zj
(z), (4.6)

bf(z) =
n∑
j=1

ujzj
∂f

∂zj
(z). (4.7)

A estas dos últimas ecuaciones les denominaremos Ecuaciones de Euler. Ahora
tomando derivadas parciales con respecto a zj en la identidad funcional (4.1), obten-
emos

taλb
∂f

∂zj
(z) = ∇f(tλ • z) · (0, . . . , tpjλuj , 0, . . . , 0),

De ah́ı que

taλb
∂f

∂zj
(z) =

∂f

∂zj
(tλ • z)tpjλuj ,

lo cual implica

ta−pjλb−uj
∂f

∂zj
(z) =

∂f

∂zj
(tλ • z).
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Lo cual quiere decir que las derivadas parciales ∂f
∂zj

son polinomios casi-homogéneos

polares.
Si consideramos sólo la R+-accion sobre Cn y sustituyendo (4.3) en la identidad

funcional (4.1), obtenemos

g(t • (x,y)) = tag(x.y) y h(t • (x,y)) = tah(x,y). (4.8)

de esta manera g y h son polinomios reales casi-homogéneos. De igual forma, calcu-
lamos sus derivadas parciales con respecto a xj y yj, las cuales son

∂g

∂xj
(t • (x,y)) = ta−pj

∂g

∂xj
(x,y),

∂g

∂yj
(t • (x,y)) = ta−pj

∂g

∂yj
(x,y) (4.9)

∂h

∂xj
(t • (x,y)) = ta−pj

∂h

∂xj
(x,y),

∂h

∂yj
(t • (x,y)) = ta−pj

∂h

∂yj
(x,y) (4.10)

Aśı las derivadas parciales también son polinomios reales casi-homogéneos.
Dado que ĺımt→0 t • (x,y) = 0 y que todas las derivadas parciales son continuas,

entonces por (4.9) y por (4.10) se tiene que todas las derivadas parciales se anulan
en 0. Ahora como las parciales se hacen cero, por (4.4) y por (4.5), se tiene que 0 es
un punto cŕıtico y por lo tanto 0 es un valor cŕıtico.

Observación 4.10. Notemos que f como función anaĺıtica real tiene dos tipos de
puntos cŕıticos: puntos z ∈ Cn tales que rangoR dfz = 0 y puntos z ∈ Cn tales que
rangoR dfz = 1. Sea z ∈ Cn un punto con rangoR dfz = 0, de esta forma todas las
derivadas parciales de (4.9) y (4.10) se anulan, aśı por (4.4) y (4.5), las parciales ∂f

∂zj

también se anulan y por las identidades de Euler, (4.6) y (4.7); tenemos que f(z) = 0.

Nos interesa probar que los polinomios casi-homogéneos polares tienen valor
cŕıtico aislado, para lo cual basta probar que el 0 único valor cŕıtico.

Proposición 4.11. Si f(z) es un polinomio casi-homogéneo polar, entonces 0 es el
único valor cŕıtico.

Demostración. Usando coordenadas polares (r, θ) en C, tenemos que f es de la
forma

f(z) = (|f(z)|, arg f(z)).

Sea z ∈ Cn tal que f(z) = w 6= 0 y consideremos vt,vφ ∈ TzCn, los vectores
tangentes de las órbitas R+ y S1

1 del vector z, esto es

vt =
d

dt
(t • z)|t=1 =(

d

dt
(tp1z1)|t=1, . . . ,

d

dt
(tpnzn)|t=1

)
= (p1z1, . . . , pnzn).
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vφ =
d

dφ
(eiφ • z)|φ=0 =(

d

dφ
(eiφu1z1)|φ=0, . . . ,

d

dφ
(eiφunzn)|φ=0

)
= (iu1z1, . . . , iunzn).

Ahora consideremos la diferencial de f y usando la identidad funcional (4.1),
obtenemos

dfz(vt) =
d

dt
f(t • z)|t=1 =

d

dt
(ta|f(z)|, arg f(z))|t=1 = (a|w|, 0).

dfz(vφ) =
d

dφ
f(eiφ • z)|φ=0 =

d

dφ
(|f(z)|, bφ+ arg f(z))|φ=0 = (0, b).

De esta manera si z ∈ Cn con f(z) 6= 0, entonces z es un punto regular y aśı se
tiene que 0 es el único valor cŕıtico.

4.2.2. Fibraciones

En el Caṕıtulo 2 mostramos la existencia de fibraciones asociadas a los polinomios
casi-homogéneos, en esta sección se generalizan estos resultados para los polinomios
casi-homogéneos polares.

Definamos V = f−1(0), por la Proposición 4.11 tenemos que f : Cn \ V → C∗ es
una submersión. A continuación veremos que esta restricción es en realidad un haz
fibrado.

Proposición 4.12. La restricción f : Cn \ V → C∗ es un haz fibrado.

Demostración. Definamos una cubierta abierta para C∗ dada por los siguientes
conjuntos:

U0 = { ρ ∈ C∗ | arg ρ 6= π } y U1 = { ρ ∈ C∗ | arg ρ 6= 0 }.

Consideremos al abierto U0 y tomemos a f−1(1) como la fibra, aśı nos interesa
dar un homeomorfismo entre f−1(1)× U0 y f−1(U0).

Para esto definamos la siguiente función

φ0 : f−1(1)× U0 → f−1(U0)

(z, tλ) 7→ t
1
aλ

1
b • z.

Por la identidad funcional (4.1), tenemos que

f(t
1
aλ

1
b • z) = tλf(z)
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y como z ∈ f−1(1), se tiene que

tλf(z) = tλ.

De esta manera t
1
aλ

1
b • z ∈ f−1(U0) y aśı la función está bien definida.

La diferenciabilidad de φ0 es inmediata, sólo basta ver que posee una inversa,
para lo cual proponemos la siguiente función

φ−1
0 : f−1(U0)→ f−1(1)× U0

z 7→ (t
−1
a λ

−1
b • z, tλ)

donde f(z) = tλ.

Notemos que si f(z) = tλ, entonces f(t
−1
a λ

−1
b •z) = t−1λ−1f(z) = 1, aśı t

−1
a λ

−1
b •

z ∈ f−1(1) y por lo tanto la función φ−1
0 está bien definida.

Sea (z, tλ) ∈ f−1(1)× U0, por lo tanto tenemos que

φ−1
0 ◦ φ0(z, tλ) = φ−1

0 (t
1
aλ

1
b • z) = (t

−1
a λ

−1
b • (t

1
aλ

1
b • z), tλf(z)) = (z, tλ).

Si z ∈ f−1(U0), entonces

φ0 ◦ φ−1
0 (z) = φ0(t

−1
a λ

−1
b • z, tλ) = (t

1
aλ

1
b • t

−1
a λ

−1
b • z) = z.

De esta manera φ0 y φ−1
0 son inversas una de la otra y por lo tanto tenemos un

difeomorfismo.
Para el abierto U1, consideramos también a f−1(1) como la fibra y consideramos

la función

φ1 : f−1(1)× U1 → f−1(U1)

(z, tλ) 7→ t
1
aλ

1
b • z.

De forma análoga, se prueba que φ1 es un difeomorfismo y de esta manera tenemos
un haz fibrado.

Ahora consideremos S2n−1
ε ⊂ Cn, la esfera con centro en 0 y radio ε > 0 y

definamos Kε = S2n−1
ε ∩V. A continuación veremos que también tenemos la fibración

de Milnor sobre S2n−1
ε \K.

Proposición 4.13. La función

φ =
f

‖f‖
: S2n−1

ε \Kε → S1,

es un haz fibrado, para cualquier ε > 0.
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Demostración. En la Proposición 2.4 se probó que para cualquier z ∈ Cn con
z 6= 0, la órbita de la R+ acción es transversal a cualquier esfera alrededor del 0.

Sea z ∈ S2n−1
ε \ V , entonces tenemos que eiθ • z ∈ S2n−1

ε \ V . Ahora consideremos
la curva p(t) = ei

t
b • z, aśı tenemos que

dφ(p(t))

dt
=
d( e

itf(z)
‖f(z)‖ )

dt
= ieitφ(z) 6= 0

aśı φ es una submersión.
Finalmente para probar que es un haz fibrado, tomemos algún eiθ ∈ S1 y sea

Uδ = { ei(t+θ) | |t| ≤ δ } para algún δ > 0 y consideremos la función

ω : Uδ × φ−1(eiθ)→ φ−1(Uδ)

(ei(t+δ), z) 7→ ei
t
b • z.

Notemos que φ(ei
t
b • z) = eitφ(z) = ei(t+θ) ∈ Uδ, aśı tenemos que la función ω

está bien definida.
Ahora consideremos la función

ω−1 : φ−1(Uδ)→ Uδ × φ−1(eiθ)

z 7→ (φ(z), ei
−t
b • z)

donde φ(z) = ei(t+θ).

Dado que φ(ei
−t
b • z) = e−itei(t+θ) = eiθ, tenemos que ω−1 está bien definida.

Ahora sea (ei(t+θ), z) ∈ Uδ × φ−1(eiθ),entonces

ω−1 ◦ ω(ei(t+θ), z) = ω−1(ei
t
b • z) = (eitφ(z), ei

−t
b • ei

t
b • z) = (ei(t+θ), z).

De igual forma si tomamos z ∈ φ−1(Uδ) tenemos que:

ω ◦ ω−1(z) = ω(ei(t+δ), ei
−t
b • z) = ei

t
b • ei

−t
b • z = z.

Aśı ω y ω−1 son inversas una de la otra y obtenemos un haz fibrado.

Si denominamos por fS1 : f−1(S1)→ S1 la restricción de la fibración f : Cn \V →
C∗ de la Proposición 4.12 al tubo de Milnor, entonces tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.14. La fibración fS1 : f−1(S1) → S1 es equivalente a la fibración de
Milnor φ : S2n−1

ε \Kε → S1.
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Demostración. La equivalencia queda determinada por el siguiente difeomorfismo

ψε : f
−1(S1)→ S2n−1

ε \Kε

z 7→ t(z) • z

donde t(z) es el único número positivo tal que t(z) • z ∈ S2n−1
ε .

Proponemos como su inversa a la función

ψ−1
ε (z) =

(
1

‖f(z)‖

) 1
a

• z.

Para ver que esta última función es efectivamente su inversa, sea z ∈ f−1(S1) y
notemos que

ψ−1
ε ◦ ψε(z) = ψ−1

ε (t(z) • z) =

(
1

t(z)a‖f(z)‖

) 1
a

• t(z) • z = z.

Por otra parte si tomamos z ∈ S2n−1
ε \Kε, tenemos que

ψε ◦ ψ−1
ε (z) = ψε

((
1

‖f(z)‖

) 1
a

• z

)
= ‖f(z)‖

1
a •
(

1

‖f(z)‖

) 1
a

• z = z.

Aśı efectivamente ambas funciones son inversas una de la otra y por tanto obten-
emos el difeomorfismo necesitado.

4.3. Teorema del join

En el estudio de la topoloǵıa de la fibra en la fibración de Milnor, un resultado
importante ha sido el teorema del join. Una versión de este teorema probada por
Sebastiani y Thom [25] nos dice que si g : (Cn,0) → (C, 0) y h : (Cm,0) → (C, 0)
son funciones holomorfas con singularidad aislada en el origen y si consideramos a la
funcion f(z,w) = g(z) +h(w), entonces existe una equivalencia homotópica entre la
fibra de la fibración de Milnor de f y el join de las fibras de la fibración de Milnor
de h y g.

Oka [20] probó un resultado análogo cuando g y h son polinomios casi-homogéneos,
no necesariamente con punto cŕıtico aislado y Sakamoto probó el resultado general
cuando g y h son funciones holomorfas con singularidades arbitrarias.

El propósito de esta sección será generalizar el teorema del join de Oka para
polinomios casi-homogéneos polares.
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4.3.1. El join de espacios topológicos

Dado un espacio topológico X, entonces el cono de X es la unión de todos los
segmentos de linea que conectan los puntos de X con un vértice externo. De igual
forma la suspensión de X es la unión de todos los segmentos de linea que conectan
los puntos de X con dos vértices externos. Podemos generalizar este proceso para
dos subespacios topológicos arbitarios X y Y de algún Rn, de esta forma obtenemos
un espacio X ∗ Y que consiste de todos los segmentos de linea que unen un punto
de X con un punto de Y y al cual llamaremos el join de X y Y . Más formalmente,
tenemos el siguiente concepto.

Definición 4.15. Sean X y Y dos espacios topológicos e I = [0, 1]. Definimos el
join de X y Y , denotado por X ∗ Y al siguiente conjunto

X ∗ Y = X × Y × I/ ∼

donde ∼ es la siguiente relación de equivalencia:

(x,y, 0) ∼ (x′,y, 0)

(z,w, 1) ∼ (z,w′, 1).

La topoloǵıa de este conjunto será la topoloǵıa cociente.

Notemos que en realidad estamos identificando el subespacio X×Y ×{0} con X
y al subespacio X × Y × {1} con Y .

Ejemplo 4.16. Sean X = Y = I = [0, 1] con la topoloǵıa usual. De esta manera
tenemos que el espacio X × Y × I es un cubo unitario y aśı el join X ∗ Y de X y Y
es un tetraedro.

Ejemplo 4.17. Sean X y Y espacios topológicos. Entonces tenemos que

1. Si Y = {y}, entonces X ∗ Y coincide con el cono de X.

2. Si Y = {y1, y2}, entonces X ∗ Y coincide con la suspensión de X.

Otra manera de describir a X ∗ Y es a través de combinaciones lineales t1x+ t2y
con 0 ≤ t1 ≤ 1, 0 ≤ t2 ≤ 1 y t1 + t2 = 1, esto debido a que 0x+ 1y = y y 1x+ 0y = x
corresponden a las identificaciones del join de los espacios. De esta manera el join
de n espacios topologicos Xn se construye como el espacio de combinaciones lineales
t1x1 + . . .+ tnxn con 0 ≤ ti ≤ 1 y t1 + . . .+ tn = 1.



76 Polinomios casi-homogéneos polares

4.3.2. Teorema del join

A lo largo de esta sección escribiremos z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn y w = (w1, . . . , wm) ∈
Cm.

Teorema 4.18. Sean g : Cn → C y h : Cm → C polinomios casi homogéneos polares.
Consideremos el polinomio sobre Cn × Cm definido por

f(z,w) = g(z) + h(w),

el cual es también un polinomio casi-homogéneo polar. Definimos

X = f−1(1) ⊂ Cn × Cm,

Y = g−1(1) ⊂ Cn,

Z = h−1(1) ⊂ Cm.

Entonces existe una equivalencia homotópica α : X → Y ∗ Z.

Notemos que por el Ejemplo 4.9 tenemos que f(z,w) es un polinomio casi-
homogéneo polar, de forma que solo resta probar la equivalencia homotópica.

La prueba de este teorema la dividiremos en varios lemas y primero construiremos
un espacio en el que nos auxiliaremos más adelante.

Supongamos que g tiene pesos radiales (p1, . . . , pn; a) y pesos polares (u1, . . . , un; c),
mientras que h tiene pesos radiales (q1, . . . , qn; b) y pesos polares (v1, . . . , vn; d).

Lema 4.19. Definimos en X la siguiente relación: diremos que (z,w), (z′,w′) ∈ X
son equivalentes (lo denotaremos por (z,w) ∼ (z′,w′)) si y sólo si se cumple que:

1. z = z′ y h(w) = h(w′) = 0.

2. w = w′ y g(z) = g(z′) = 0.

3. z = z′ y w = w′ donde g(z) 6= 0, 1.

Entonces la relación anterior es una relación de equivalencia.

Demostración. Sea (z,w) ∈ X, entonces si

1. g(z) = 0, entonces (z,w) ∼ (z,w).

2. g(z) = 1, dado que g(z) + h(w) = 1, entonces h(w) = 0, por lo que (z,w) ∼
(z,w).
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3. g(z) 6= 0, 1, entonces es inmediato que (z,w) ∼ (z,w).

Ahora sean (z,w), (z′,w′) ∈ X y supongamos que (z,w) ∼ (z′,w′), de forma in-
mediata tenemos que (z′,w′) ∼ (z,w).

Por último si (z,w), (z′,w′), (z′′,w′′) ∈ X tal que (z,w) ∼ (z′,w′) y (z′,w′) ∼
(z′′,w′′).

Supongamos que z = z′ y h(w) = h(w′) = 0, de esta forma no queda más que
g(z′) = 1, aśı tenemos que

1. Si z′ = z′′ y h(w′) = h(w′′) = 0, entonces se tiene que z = z′′ y h(w) =
h(w′′) = 0, por lo tanto (z,w) ∼ (z′′,w′′).

2. No puede ser w′ = w′′ y g(z′) = g(z′′) = 0, por que g(z′) = 1.

3. El último caso tampoco puede ocurrir por la misma situación que el caso an-
terior.

En el caso de que w = w′ y g(z) = g(z′) = 0, la prueba es igual a la anterior y
por lo tanto se tiene que (z,w) ∼ (z′′,w′′).

Finalmente supongamos que z = z′ y w = w′ donde g(z) 6= 0, 1. De esta forma
h(w′) 6= 0, 1, por lo que si (z′,w′) ∼ (z′′,w′′), no queda más que z′ = z′′ y w′ = w′′

con g(z) 6= 0, 1. De esta manera tenemos que z = z′′ y w = w′′ con g(z) 6= 0, 1, por
lo tanto (z,w) ∼ (z′′,w′′).

Aśı la relación anterior, es una relación de equivalencia.

A continuación, definimos el siguiente espacio topológico X̃:

1. Como conjunto, X̃ es el conjunto de clases de equivalencia de X dado por la
relación de equivalencia 4.19.

2. La topoloǵıa de X̃ es la más débil que hace que las siguientes funciones sean
continuas:

φY : X \ { (z,w), (z′,w′) ∈ X | w = w′ y g(z) = g(z′) = 0 } → Cn \ g−1(0),

φY ([z,w]) = φY ([z, ∗]) = z,

φZ : X \ { (z,w), (z′,w′) ∈ X | z = z′ y h(w) = h(w′) = 0 } → Cm \ h−1(0),

φZ([z,w]) = φZ([∗,w]) = w.
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Esta topoloǵıa es estrictamente más débil que la topoloǵıa cociente de X̃.

Veamos que X̃ tiene el mismo tipo de homotoṕıa que X.

Sea ε un número positivo suficientemente pequeño y sea

N1,ε = { (z,w) ∈ X | ‖h(w)‖ ≤ ε }, ε > 0,

N2,ε = { (z,w) ∈ X | ‖g(z)‖ ≤ ε }, ε > 0.

Notemos que estos dos conjuntos son ajenos, ya que si suponemos que existe un
punto (z,w) ∈ N1,ε ∩ N2,ε, entonces tendŕıamos que 1 = g(z) + h(z) ≤ ‖g(z)‖ +
‖h(w)‖ ≤ 2ε, pero esto es para cualquier ε suficientemente pequeño, lo cual es im-
posible.

Ahora sea ρ(t) una función real sobre R, que satisface

1. ρ(t) es monótona decreciente en el intervalo (ε, 2ε) y

2. ρ−1(1) = (−∞, ε], ρ−1(0) = [2ε,∞).

A continuación definimos la siguiente homotoṕıa de la identidad de X

H : X × I → X, con H(∗, t) = Ht(∗),

como sigue:

1. Para puntos en (z,w) ∈ X \ (N1,2ε ∪N2,2ε), definimos Ht(z,w) = (z,w).

2. Para puntos en (z,w) ∈ N1,2ε, definimos Ht(z,w) = (z(t),w(t)) donde:

z(t) =

(
rt
r0

) 1
a

ei
θt
c • z

w(t) = (1− tρ(‖h(w)‖))
1
b •w,

con

rt = ‖1− h(w(t))‖,

θt = arg

(
1− h(w(t))

1− h(w)

)
.
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3. Para puntos en (z,w) ∈ N2,2ε, definimos Ht(z,w) = (z(t),w(t)) donde:

z(t) = (1− tρ(‖g(z)‖))
1
a • z,

w(t) =

(
st
s0

) 1
b

ei
λt
d •w

con

st = ‖1− g(z(t))‖,

λt = arg

(
1− g(z(t))

1− h(z)

)
.

Ahora como los conjuntos N1,2ε, N2,2ε son ajenos, la continuidad de H restringida
a los puntos 2 y 3 es inmediata. Ahora H restringida a los puntos 2 y 3, se puede
extender a la cerradura de esos conjuntos de manera única a una función continua,
digamos Ĥ y consideremos (z,w) ∈ ∂(N1,2ε ∪N2,2ε).

Por una parte H(z,w) = (z,w) y por el otro lado, podemos considerar una
sucesión de puntos { (zj,wj) | j ∈ N } ⊂ N1,2ε ∪N2,2ε tal que (zj,wj)→ (z,w) y de
esta manera tenemos que:

H(zj,wj)→ Ĥ(z,w).

Ahora como ‖h(w)‖ ≥ 2ε, ‖g(z)‖ ≥ 2ε y suponiendo que podamos extraer
una subsucesión contenida en N1,2ε, tenemos que ‖h(wj)‖ → ‖h(w)‖ por lo que
ρ(‖h(wj)‖)→ ρ(‖h(w)‖) = 0. De esta manera wj(t)→ w e igualmente se sigue que
zj(t)→ z, por lo que

H(zj,wj)→ (z,w).

En el caso de que la subsucesión esté contenida en N2,2ε, el argumento es similar.

Aśı Ĥ(z,w) = (z,w), por lo tanto H|X\(N1,2ε∪N2,2ε) y Ĥ coinciden en su interse-
cción y al ser ambas continuas, al unir los dominios sigue siendo una función continua
la cual es precisamente H.

Lema 4.20. La homotoṕıa H permanece en X = f−1(1).

Demostración. Sea (z,w) ∈ X, aśı tenemos los siguientes casos:

1. Sea (z,w) ∈ X \ (N1,ε ∪N2,ε), aśı Ht(z,w) = (z,w).

2. Sea (z,w) ∈ N1,2ε, si definimos At = (1 − tρ(‖h(w)‖)), Bt = rt
r0

y Ct = eiθt ,
tenemos que

BtCt =

(
rt
r0

)
eiθ =

(
‖1− h(w(t))‖
‖1− h(w)‖

)
e
i arg

(
1−h(w(t))
1−h(w)

)
=

1− h(w(t))

1− h(w)
.
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Ahora dado que g y h son polinomios casi homogéneos polares, tenemos que

g(z(t)) = g(B
p1
a
t C

u1
c
t z1, . . . , B

pn
a
t C

un
c
t zn) = BtCtg(z)

h(w(t)) = h(A
q1
b
t w1, . . . , A

qm
b
t wm) = Ath(w).

Aśı

f(z(t),w(t)) = BtCtg(z) + Ath(w),

=
1− h(w(t))

1− h(w)
g(z) + Ath(w)

= 1− Ath(w) + Ath(w), ya que g(z) = 1− h(w)

= 1.

3. Sea (z,w) ∈ N2,2ε, si definimos Dt = (1 − tρ(‖g(z)‖)), Et = st
s0

y Ft = eiλt ,
tenemos que:

EtFt =

(
st
s0

)
eiλ =

(
‖1− g(z(t))‖
‖1− g(z)‖

)
e
i arg

(
1−g(z(t))
1−g(z)

)
=

1− g(z(t))

1− g(z)
.

Ahora dado que g y h son polinomios casi homogéneos polares, tenemos que

g(z(t)) = g(D
p1
a
t z1, . . . , D

pn
a
t zn) = Dtg(z).

h(w(t)) = h(E
q1
b
t F

v1
d
t w1, . . . , E

qm
b
t F

vm
d

t wm) = EtFth(w)

Aśı

f(z(t),w(t)) = Dtg(z) + EtFth(w),

= Dtg(z) +
1− g(z(t))

1− g(z)
h(w)

= Dtg(z) + 1−Dtg(z), ya que h(w) = 1− g(z)

= 1.
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Veamos que X tiene el mismo tipo de homotoṕıa que X̃, para lo cual primero
definamos H1 : X̃ → X de acuerdo al siguiente diagrama conmutativo

X

π
��

H1 // X

X̃

H1

??~~~~~~~

(4.11)

donde π es la proyección natural, la cual es continua ya que la topoloǵıa de X̃ es más
débil que la topoloǵıa cociente. Ahora veamos que esta función esta bien definida.

Para esto sean (z,w), (z′,w′) ∈ X tales que

[(z,w)] = [(z′,w′)]

1. Si los puntos son de la forma 1 de la relación de equivalencia 4.19, tenemos que

H1(z,w) = (z, 0) y

H1(z′,w′) = (z′, 0).

Por lo tanto H1(z,w) = H1(z′,w′).

2. Si los puntos son de la forma 2 de la relación de equivalencia 4.19, tenemos que

H1(z,w) = (0,w) y

H1(z′,w′) = (0,w′).

Por lo tanto H1(z,w) = H1(z′,w′).

3. El otro caso es inmediato.

Aśı H1 está bien definida.

Lema 4.21. La función H1 es continua.

Demostración.

1. Sea [zl,wl], con l ∈ N una sucesión de puntos en X̃ la cual converge a [∗,w]
en X̃. De esta manera existe un entero N tal que para cualquier l ≥ N ,
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[zl,wl] ∈ π(N2,ε), ya que las proyecciones son abiertas. Aśı por la definición
de H, tenemos que H1(zl,wl) = (0, w̃l) para l ≥ N , donde:

w̃l =

(
1

rl

) 1
b

ei
θl

d •wl

rl = ‖1− g(zl)‖ → 1,

θl = − arg(1− g(zl))→ 0,

por lo que w̃l → w, esto es H1([zl,wl])→ [∗,w].

2. Sea [zl,wl], una sucesión de puntos en X̃ la cual converge a [z, ∗] en X̃. De esta
manera existe un entero N tal que para cualquier l ≥ N , [zl,wl] ∈ π(N1,ε),
ya que las proyecciones son abiertas. Aśı por la definición de H, tenemos que
H1(zl,wl) = (z̃l, 0) para l ≥ N , donde:

z̃l =

(
1

sl

) 1
a

ei
λl

c • zl,

sl = ‖1− h(wl)‖ → 1,

λl =− arg(1− h(wl))→ 0,

por lo que z̃l → z, esto es H1([zl,wl])→ [z, ∗].

3. La continuidad en otros puntos es inmediata.

Ahora definiremos la función H̃, de acuerdo al siguiente diagrama conmutativo

X × I H //

π×Id
��

X

π

��

X̃ × I H̃ // X̃

(4.12)

Lema 4.22. La función H̃ es continua.

Demostración. La prueba de la continuidad de H̃ es similar a la anterior, para
esto, veamos la continuidad en los puntos de la forma [∗,w]. Sea [zl,wl] → [∗,w] y
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tl → t. De esta manera H̃tl([z
l,wl]) = [zl(tl),wl(tl)]. Por lo que existe un entero N

tal que, para cualquier l ≥ N, [zl,wl] ∈ φ(N2,ε). De esta manera para l ≥ N

zl(tl) = (1− tlρ(‖g(zl)‖))
1
a • zl,

= (1− tl)
1
a • zl,

wl(tl) = ‖1− g(zl(tl))

1− g(zl)
‖

1
b ei

θl

d •wl,

donde

1− g(zl(tl)) = 1− (1− tl)g(zl)→ 1

θl = arg

(
1− g(zl(tl))

1− g(zl)

)
→ 0.

Por lo que wl(tl)→ w, esto implica que H̃tl([z
l,wl])→ [∗,w].

La continuidad en otros puntos es similar.

De esta manera tenemos que H1 = H1 ◦ π, por lo que H1 ◦ π es homotópico a
Idx. Además tenemos que H̃(∗, 0) = IdX̃ y π ◦H1 = H̃(∗, 1) es homotópico a IdX̃ .
Por lo que X tiene el mismo tipo de homotoṕıa que X̃.

Aśı que basta probar que X̃ tiene el mismo tipo de homotoṕıa que Y ∗ Z. Esta
prueba se dividirá en 3 pasos.

Paso 1 Consideremos el conjunto RX̃ = { [z,w] ∈ X̃ | g(z) ∈ R }.

Lema 4.23. Existe una equivalencia homotópica entre X̃ y RX̃.

Demostración. Sea F la función definida como sigue

a) Para puntos [z,w] tales que g(z) 6= 0, 1, definimos:

F ([z,w], t) = [z(t),w(t)],
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donde

z(t) =

(
rt
r0

) 1
a

ei
αt
c • z,

w(t) =

(
st
s0

) 1
b

ei
βt
d •w,

rt =

∥∥∥∥g(z) + g(z) + (1− t)(g(z)− g(z))

2

∥∥∥∥
αt = arg

(
g(z) + g(z) + (1− t)(g(z)− g(z))

2g(z)

)
st =

∥∥∥∥h(w) + h(w) + (1− t)(h(w)− h(w))

2

∥∥∥∥
βt = arg

(
h(w) + h(w) + (1− t)(h(z)− h(z))

2h(w)

)
.

b) Para puntos [z, ∗] o [∗,w], definimos

F ([z, ∗]) = [z, ∗] y F ([∗,w]) = [∗,w]

Dado que para cualquier [z,w] ∈ X̃,

z(1) =

∥∥∥∥g(z) + g(z)

2g(z)

∥∥∥∥ 1
a

e
iarg

(
g(z)+g(z)

2g(z)

)
1
c

• z.

Entonces tenemos que

g(z(1)) =

(
g(z) + g(z)

2g(z)

)
g(z) =

g(z) + g(z)

2
∈ R.

Si g(z) = 0, 1, se sigue de inmediato que g(z(t)) ∈ R, aśı F está bien definida
y al ser producto y composición de funciones continuas, F es continua.

Y como F ([z,w], 0) = IdX̃ , entonces F es en realidad una homotoṕıa entre X̃
y RX̃.

Proposición 4.24. La homotoṕıa F deja fijo a RX̃.
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Demostración. Para puntos tales que g(z) 6= 0, 1, tenemos por la definición
de F que:

g(z(t)) = g

(
(
rt
r0

)
1
a ei

αt
c • z

)
=
rt
r0

eiαtg(z)

=

∥∥∥∥g(z) + g(z) + (1− t)(g(z)− g(z))

g(z) + g(z) + (g(z)− g(z))

∥∥∥∥ei arg

(
g(z)+g(z)+(1−t)(g(z)−g(z))

2g(z)

)
g(z)

=

∥∥∥∥g(z) + g(z) + (1− t)(g(z)− g(z))

2g(z)

∥∥∥∥ei arg

(
g(z)+g(z)+(1−t)(g(z)−g(z))

2g(z)

)
g(z)

=
g(z) + g(z) + (1− t)(g(z)− g(z))

2g(z)
g(z)

=
g(z) + g(z) + (1− t)(g(z)− g(z))

2
y además

h(w(t)) = h

(
(
st
s0

)
1
b ei

βt
d •w

)
=
st
s0

eiβth(w)

=

∥∥∥∥h(w) + h(w) + (1− t)(h(w)− h(w))

h(w) + h(w) + (h(w)− h(w))

∥∥∥∥ei arg

(
h(w)+h(w)+(1−t)(h(w)−h(w))

2h(w)

)
h(z)

=

∥∥∥∥h(w) + h(w) + (1− t)(h(w)− h(w))

2h(w)

∥∥∥∥ei arg

(
h(w)+h(w)+(1−t)(h(w)−h(w))

2h(w)

)
h(w)

=
h(w) + h(w) + (1− t)(h(w)− h(w))

2h(w)
h(w)

=
h(w) + h(w) + (1− t)(h(w)− h(w))

2

De esta manera se sigue que:

f(z(t),w(t)) = g(z(t)) + h(w(t))

=
g(z) + g(z) + h(w) + h(w) + (1− t)(g(z)− g(z) + h(w)− h(w))

2

y como tenemos que f(z,w) = g(z) + h(w) = 1
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f(z(t),w(t)) =
1 + g(z) + h(w) + (1− t)(1− (g(z) + h(w))

2

=
2 + (1− t)(0)

2
= 1

De esta manera F deja fijo a RX̃.

Paso 2 Definamos el siguiente conjunto

R+X̃ = { [z,w] ∈ RX̃ | g(z) ≥ 0 y h(w) ≥ 0 }.

Lema 4.25. RX̃ tiene el mismo tipo de homotoṕıa que R+X̃.

Demostración. De forma similar a la prueba anterior, definamos la siguiente
homotoṕıa G : RX̃ → R+X̃.

a) Para puntos [z,w] tales que g(z) ≤ 0, definimos G como

G([z,w], t) = [z(t),w(t)],

donde

z(t) = (1− t)
1
a • z,

w(t) =

(
1− g(z(t))

1− g(z)

) 1
b

•w.

b) Para puntos [z,w] tales que h(w) ≤ 0, definimos G como

G([z,w], t) = [z(t),w(t)],

donde

z(t) =

(
1− h(w(t))

1− h(w)

) 1
a

• z,

w(t) = (1− t)
1
b •w.

c) Para otros puntos, tomemos a G como la identidad.

La continuidad de G se sigue por la misma razón que en los casos anteriores,
aśı G es una homotoṕıa.



4.3 Teorema del join 87

Lema 4.26. La homotoṕıa G permanece dentro de RX̃.

Demostración. Por definición de G, tenemos que

a) Para puntos [z,w] tales que g(z) ≤ 0, tenemos que

g(z(t)) = (1− t)g(z),

h(w(t)) =
1− g(z(t))

1− g(z)
h(w)

por lo que

f(z(t),w(t)) = (1− t)g(z) +
1− g(z(t))

1− g(z)
(1− g(z)) = 1

b) Para puntos [z,w] tales que h(w) ≤ 0, tenemos que

g(z(t)) =
1− h(w(t))

1− h(w)
g(z),

h(w(t)) = (1− t)h(w)

por lo que

f(z(t),w(t)) =
1− h(w(t))

1− h(w)
(1− h(w)) + (1− t)h(w) = 1

Aśı G permanece dentro de RX̃.

Paso 3 Finalmente tenemos la siguiente proposición

Proposición 4.27. R+X̃ es homeomorfo a Y ∗ Z.

Demostración. Definimos el homeomorfismo φ : R+X̃ → Y ∗Z y su inversa
ψ, de la siguiente manera

a) φ([∗,w]) = [∗,w, 0]

b) φ([z, ∗]) = [z, ∗, 1]

c) Para un punto [z,w] tal que g(z) 6= 0, 1, definimos

φ([z,w]) = [z′,w′, t]



88 Polinomios casi-homogéneos polares

donde

z′ =

(
1

g(z)

) 1
a

• z,

w′ =

(
1

h(w)

) 1
b

•w,

t = g(z).

Definimos ψ : Y ∗ Z → R+X̃ como

a) ψ([∗,w, 0]) = [∗,w],

b) ψ([z, ∗, 1]) = [z, ∗],
c) Para un punto [z.w, t] con t 6= 0, 1 definimos

ψ([z,w, t]) = [z′,w′]

donde

z′ = t
1
a • z y w′ = (1− t)

1
b •w

La continuidad de φ, ψ se sigue de inmediato debido a que es producto de
funciones continuas y por que la acción es también continua.

Por el otro lado, notemos que:

a) ψ(φ([∗,w])) = ψ([∗,w, 0]) = [∗,w].

b) ψ(φ([z, ∗])) = ψ([z, ∗, 1) = [z, ∗]].
c) Para un punto [z,w] tal que g(z) 6= 0, 1,

ψ(φ([z,w])) = ψ

(
[

1

g(z)
1
a

• z,
1

h(w)
1
b

•w, g(z)]

)
= [g(z)

1
a

1

g(z)
1
a

• z, h(w)
1
b

1

h(w)
1
b

•w]

= [z,w].

Aśı φ, ψ son inversas una de la otra y por lo tanto obtenemos el homeomorfismo
deseado
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Ahora combinando el Lema 4.19, con los pasos anteriores tenemos la homotoṕıa

α = φ ◦G1 ◦ F1 ◦ π : X → Y ∗ Z

con lo que hemos probado el Teorema 4.18.
Como aplicación del Teorema 4.18 recobramos el resultado clásico de Pham.

Corolario 4.28 (Pham [22]). Sean f(z) = za1
1 +za2

2 +. . .+zann , con 1 ≤ ai ∈ N y X =
f−1(1). Entonces X tiene el mismo tipo de homotoṕıa que J = Ga1 ∗Ga2 ∗ . . . ∗Gan,
donde Gai = {z ∈ C|zai = 1}. Además J tiene el mismo tipo de homotoṕıa que el
bouqet de esferas

∨
Sn−1 de dimension n− 1 y el número de esferas es (a1− 1)(a2−

1) . . . (an − 1).
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Caṕıtulo 5

Fibración de Milnor, caso real

En este caṕıtulo daremos una versión generalizada del teorema de fibración real de
Milnor (Teorema 3.31), tomando como base algunos de los resultados que obtuvimos
en el Caṕıtulo 3 y aśı definiremos una propiedad denominada d-regularidad, la cual
asegurará que la proyección de la fibración de Milnor esté dada por f

‖f‖ .
Otro resultado que mostraremos es que estas funciones tienen fibracin de Milnor

con proyeccin f
||f || aún en el caso en que sólo tienen valor cŕıtico aislado, aśı debilita-

mos la Hipótesis 3.30.

5.1. Teorema de fibración

Seaf : Rn → Rp un polinomio con n ≥ p y tal que f(0) = 0 y con valor cŕıtico
aislado en el origen de Rp y tal que es localmente sobre, es decir, la imagen de f
contiene una vecindad abierta de 0 ∈ Rn.

Al igual que antes, podemos definir un conjunto algebraico V como sigue

V = {x ∈ Rn | fi(x) = 0, i ∈ {1, . . . , p} }.

De forma análoga al caso complejo tenemos los siguientes resultados.
Para l ∈ RPp−1 consideremos la recta `l ⊂ Rp que pasa por el origen y que

corresponde a l, de esta manera tenemos el conjunto.

Xl = {x ∈ Rn | f(x) ∈ `l }. (5.1)

Sean `⊥l el hiperplano ortogonal a `l, πl la proyección ortogonal dada por πl : Rp →
`⊥l y la composición hl = πl ◦ f , entonces Xl es el conjunto donde se anula la función
anaĺıtica hl. Aśı {Xl} es una familia de variedades reales anaĺıticas parametrizadas
por RPp−1. De esta forma tenemos el siguiente resultado.

91
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Proposición 5.1.

Rn =
⋃

Xl y V =
⋂

Xl = Xl1 ∩Xl2

con l1 6= l2.

La prueba es idéntica al caso complejo.
Dado que podemos dividir a la ĺınea `l en tres conjuntos

`l = `−l ∪ {0} ∪ `
+
l

donde `±l son las dos mitades de la recta `l, entonces podemos considerar a la hiper-
superficie Xl como la unión de tres partes ajenas

Xl = E−l ∪ V ∪ E
+
l ,

con
E±l = f−1(`±l ).

Usando estos conceptos tenemos la siguiente definición.

Definición 5.2. Llamaremos el pincel canónico de f a la familia {Xl | l ∈ RPp−1 }.

Con esto podemos dar uno de los conceptos más importantes y el cual nos per-
mitirá generalizar algunos resultados.

Definición 5.3. Diremos que la función f es d-regular en el origen si existen una
métrica ρ inducida por alguna forma cuadrática positiva y algún ε > 0 tales que toda
esfera dada por la métrica ρ con radio menor o igual que ε y centrada en el origen,
intersecta transversalmente a Xl \ V siempre que esta intersección sea no vaćıa.

Ejemplo 5.4.

1. Por la Observación 3.17, toda función holomorfa f : (Cn,0) → (C, 0) es d-
regular en 0 con la métrica usual.

2. Supongamos que f : (Rn,0)→ (Rp,0) es un polinomio real homogéneo con val-
or cŕıtico aislado en 0, esto es si f1, f2, . . . , fp son las componentes de f , entonces
cada fi es un polinomio real homogéneo, además tenemos una acción multi-
plicativa • de R∗ = R\{0} sobre Rn tal que f(t•(x1, . . . , xn)) = tmf(x1, . . . , xn)
para todo t ∈ R∗, (x1, . . . , xn) ∈ Rn y algún m ∈ N. De esta manera las órbitas
de esta acción serán tangentes a cada Xl y transversales a todas las esferas
centradas en el origen, aśı f es d-regular.
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3. Los polinomios casi-homogénos polares son funciones d-regulares para la métri-
ca usual dado que las R+ órbitas son tangentes a cada Xl y transversales a las
esferas.

Observación 5.5. No se conoce ningún ejemplo de alguna función anaĺıtica real f
que sea d-regular para alguna métrica pero que no lo sea con respecto a alguna otra
métrica.

Ahora consideremos las funciones Φ: Bn
ε \ V → Sp−1 y F : Bn

ε \ V → Rp \ {0}
dadas por

Φ(x) =
f(x)

‖f(x)‖
y F(x) = ‖x‖Φ(x). (5.2)

Definición 5.6. A la función F dada por (5.2), la llamaremos la esferificación de
f .

De esta manera tenemos las siguientes propiedades.

Proposición 5.7. Sea f : (Bn
ε ,0) → (Rp,0) una función anaĺıtica con valor cŕıtico

aislado en el origen y si denotamos por V = f−1(0) y Kη = V ∩ Sn−1
η , entonces las

siguientes condiciones son equivalentes

1. La función f es d-regular en el origen.

2. La restricción de F a las esferas Sn−1
η con 0 < η < ε, es una submersión.

3. La esferificación F es una submersión en cada x ∈ Bn
ε \ V .

4. La función φ = f
‖f‖ : Sn−1

η \ Kη → Sp−1 es una submersión para cada esfera

Sn−1
η con 0 < η < ε.

Demostración. (1)⇒ (2) Sean x ∈ Bε \ V y f(x) ∈ `l, de forma que x ∈ Xl. Por
hipótesis Xl\V es transversal a la esfera Sn−1

‖x‖ y dado que Xl\V = E+
l ∪E

−
l , entonces

podemos suponer sin pérdida de generalidad que x ∈ E+
l , aśı por el Teorema 1.28

tenemos que E+
l ∩ Sn−1

‖x‖ es una subvariedad de la esfera Sn−1
‖x‖ de dimensión n− p.

Ahora notemos que si y ∈ E+
l ∩ Sn−1

‖x‖ , entonces por estar en E+
l se tiene que

f(y) ∈ `l y por estar en Sn−1
‖x‖ , tenemos que ‖x‖ = ‖y‖, aśı F(x) = F(y).

Luego si y ∈ F−1(F(x)) y f(y) 6∈ `l, entonces tendŕıamos que F(y) 6= F(x) lo cual

no puede ser, aśı que f(y) ∈ `l. Ahora dado que ‖y‖ f(y)
‖f(y)‖ = ‖x‖ f(x)

‖f(x)‖ , entonces no

queda más que ‖y‖ = ‖x‖ y aśı y ∈ E+
l ∩ Sn−1

‖x‖ .

De esta manera tenemos que E+
l ∩ Sn−1

‖x‖ coincide con la fibra F−1(F(x)).
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Aśı tenemos que

TxSn−1
‖x‖
∼= Tx(E+

l ∩ Sn−1
‖x‖ )⊕Nx(E+

l ∩ Sn−1
‖x‖ )

y por las cuentas anteriores

TxSn−1
‖x‖
∼= Tx(F−1(F(x)))⊕Nx(F−1(F(x))),

donde Nx(F−1(F(x)) es el normal al espacio en x en Sn−1
‖x‖ , el cual tiene dimensión

p − 1. Ahora dado que Tx(F−1(F(x))) = kerDFx, entonces DFx manda al espacio
vectorial Nx(F−1(F(x))) isomorficamente al espacio TF(x)(Sp−1

‖x‖ ). Aśı la restricción

F‖x‖ : Sn−1
‖x‖ \ V → Sp−1

‖x‖ es una submersión en x.

(2) ⇔ (3) Sea x ∈ Bε \ V y sea v ∈ TxBε tal que v es transversal a la esfera
S‖x‖. Dado que F manda el conjunto Sn−1

‖x‖ \ V a la esfera Sp−1
‖x‖ y como la fibra de F

está contenida en Sn−1
x , entonces DFx(v) es un vector no cero en TF (x)Rp transversal

a la esfera Sp−1
‖x‖ . Aśı tenemos que F : Bε \ V → Rp \ {0} es una submersión en x si y

sólo si F‖x‖ : Sp−1
‖x‖ \ V → Sp−1

‖x‖ es una submersión en x.

(2)⇒ (4) Notemos que

Φ(x) =
f(x)

‖f(x)‖
=

F(x)

‖F(x)‖
.

De esta manera φ : Sn−1
η \Kη → Sp−1 es la restricción de la función Φ a Sn−1

η \Kη.

Luego dado que φ = Fη
‖Fη‖ se puede ver como la composición de Fη : Sn−1

η \ V → Sp−1
η

con la proyección radial de la esfera Sp−1
η a la esfera unitaria, entonces si Fη es una

submersión, entonces φ también es una submersión.
(4) ⇒ (1) La función Φ: Bε \ V → Sp−1 es una submersión dado que es la

composición de f con la proyección radial de Rp \ {0} sobre el ćırculo unitario y se
ha considerado que f tiene valor cŕıtico aislado en el origen.

La función φ : Sn−1
η \Kη → Sp−1 es la restricción de Φ a Sn−1

η \Kη. Sea x ∈ Sn−1
η \Kη

y supongamos que f(x) ∈ `l, como Φ−1(f(x)) = E+
l ó Φ−1(f(x)) = E−l , según en

qué mitad de `l\{0} esté ubicado f(x), entonces E±l es una subvariedad diferenciable
de codimensión p − 1. Por hipótesis tenemos que φ es una submersión en x, por lo
que el espacio tangente TxSn−1

η de Sn−1
η en x intersecta al kernel de la diferencial DΦx

en un subespacio de dimensión a lo más n− p. Ahora, dado que kerDΦx = TxE
±
l y

como

dim(TxE
±
l + TxSn−1

η ) = dimTxE
±
l + dimTxSn−1

η − dim(TxE
±
l ∩ TxSn−1

η )

≥ (n− p+ 1) + (n− 1)− (n− p) = n,
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entonces E±l es transversal a la esfera Sn−1
η para cualquier η < ε, esto es, f es d-

regular.

Como una aplicación de la Proposición 5.7 veamos que el ejemplo de Milnor
mencionado en la Observación 3.33 no tiene como proyección del haz a la aplicación
f
‖f‖ .

Recordemos que el ejemplo de Milnor está dado por

f : R2 → R2

(x, y) 7→ (x, x2 + y(x2 + y2)).

Basta ver que f no es d-regular para garantizar que no tiene como proyección a
la función f

‖f‖ , es decir, debemos mostrar que no existe ε para la cual las variedades

E±l sean transversales a las esferas de radio menor o igual a ε, para esto basta ver
que existen puntos tan cercanos al origen como queramos tales que el vector normal
a E±l es colineal al vector posición (x, y).

Para facilitar la notación denotemos por

f1(x, y) = x, f2(x, y) = x2 + y(x2 + y2),

y por
f(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y)). (5.3)

Notemos que

∇f1(x, y) = (1, 0), ∇f2(x, y) = (2x+ 2xy, x2 + 3y2), (5.4)

por lo que la diferencial de f está dada por

Df(x,y) =

(
1 0

2x+ 2xy x2 + 3y2

)
de esta manera el único punto cŕıtico es el 0 y aśı f satisface la Hipotesis de Milnor
3.30 y por el Teorema 3.31 tiene fibración en la esfera.

Ahora veamos que la proyección no es f
‖f‖ .

Sea (x1, y1) ∈ R2 \ {0} y consideremos la subvariedad El tal que (x1, y1) ∈ El.
Para poder encontrar el vector normal a El en (x1, y1) notemos que

El = { (x, y) ∈ R2 | f1(x1, y1)f2(x, y) = f2(x1, y1)f1(x, y) }.

De esta forma si consideramos la función

g : R2 → R
(x, y) 7→ f1(x1, y1)f2(x, y)− f2(x1, y1)f1(x, y),



96 Fibración de Milnor, caso real

entonces El es una curva de nivel de la función g y de esta manera tenemos que el
vector normal a El en (x1, y1) es

∇g(x1, y1) = f1(x1, y1)∇f2(x1, y1)− f2(x1, y1)∇f1(x1, y1).

Antes de continuar realizaremos algunos cálculos

(f1∇f2 − f2∇f1)(x, y) = x(2x+ 2xy, x2 + 3y2)− (x2 + y(x2 + y2))(1, 0)

= (2x2 + 2x2y, x3 + 3y2)− (x2 + x2y + y3, 0)

= (x2 + x2y − y3, x3 + 3xy2)

Ahora nos interesa que f1∇f2 − f2∇f1 y (x, y) sean linealmente dependientes
para que los El y las esferas no sean transversales, es decir, f no es d-regular para lo
cual necesitamos ver para que puntos (x, y) la matriz(

x2 + x2y − y3 x3 + 3xy2

x y

)
tiene determinante cero.

De esta forma∣∣∣∣x2 + x2y − y3 x3 + 3xy2

x y

∣∣∣∣ = y(x2 + x2y − y3)− x(x3 + 3xy2)

= −x4 + x2y − 2x2y2 − y4.

Entonces tenemos que

N = { (x, y) ∈ R2 \ {0} | −x4 + x2y − 2x2y2 − y4 = 0 }.

Si w = x2, entonces
−w2 + w(y − 2y2)− y4 = 0,

y resolviendo la cuadrática por la fórmula general tenemos que

w =
(2y2 − y)±

√
(y − 2y2)2 − 4(−1)(−y4)

−2

=
(2y2 − y)± y

√
1− 4y

−2

=
y((2y − 1)∓

√
1− 4y)

2
.
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Como queremos que las soluciones sean reales bastará que

1

4
> y.

Por lo tanto para valores de y cercanos a cero, x es un valor real cercano a cero
y aśı 0 ∈ N . De esta forma existen valores tan próximos al origen como queramos
tales que los vectores f1∇f2 − f2∇f1 y (x, y) son linealmente dependientes, por lo
tanto f no es d-regular y por la Proposición 5.7 f

‖f‖ no es submersión y por lo tanto
no puede ser la proyección de un haz fibrado.

A partir de ahora consideremos f : (Rn,0) → (Rp,0) una función anaĺıtica con
valor cŕıtico aislado en el origen. Sea ρ una métrica en Rn y Bε una bola abierta
suficientemente pequeña alrededor del origen de Rn con respecto a la métrica ρ tal
que existe una estratificación de Whitney de Bε adaptada a V de forma que cada
estrato {Sα} en V es transversal a cada esfera en Bε centrada en el origen. De esta
forma tenemos el siguiente resultado.

Proposición 5.8. Sean Bη la bola cerrada de radio η < ε alrededor del origen de
Rn, Bδ ⊂ Rp el disco cerrado de radio δ alrededor del origen de Rp para η ≥ δ > 0 y
N(η, δ) = Bη ∩ f−1(Sp−1

δ ). Si V = f−1(0) tiene dimensión mayor que cero y f tiene
la propiedad af de Thom, entonces

f : N(η, δ)→ Sp−1
δ

es un haz localmente trivial.

Demostración. Consideremos el tubo de Milnor N(η, δ). Como {Sα} satisface la
propiedad af de Thom y como la dimensión de V es mayor que cero, entonces si δ es
suficientemente pequeño se tiene que todas las fibras de f son transversales a Sn−1

ε .
Ahora por el primer Lema de isotoṕıa de Thom-Mather [30] y el hecho de que las
fibras con frontera son transversales como en [11], obtenemos que la restricción de f
a N(η, δ) es un haz localmente trivial.

Si ahora la función f es d-regular, obtenemos el siguiente lema.

Lema 5.9. La función f es d-regular si y sólo si existe un campo vectorial diferen-
ciable ω̃ sobre Bε \ V que cumple las siguientes propiedades

1. ω̃ es radial, esto es, es transversal a todas las esferas en Bε centradas en el
origen,

2. ω̃ es tangente a cada Xl \ V , siempre que sea no vaćıo,
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3. ω̃ es transversal a todos los tubos f−1(Sp−1
δ ).

Demostración. Si f es d-regular, entonces por la Proposición 5.7 la esferificación
F : Bε \ V → Bε \ {0} es una submersión. Ahora sea u el campo vectorial radial en
Rp dado por u(z) = z y usando a f y a F podemos levantar dos campos vectoriales
diferenciables ωf y ωF sobre Bε \ V tal que para cualquier x ∈ Bε \ V tenemos que

Dfx(ωf (x)) = u(f(x)) y DFx(ωF(x)) = u(F(x)).

El flujo local asociado a ωf es transversal a todos los tubos de Milnor f−1(Sp−1
η ),

mientras que el flujo asociado a ωF es transversal a todas las esferas en Bε centradas
en el origen. Ambas curvas integrales están contenidas en Xl \ V .

Afirmamos que los vectores ωf (x) y ωF(x) no apuntan en direcciones opuestas,
con x ∈ Bε \ V y ε > 0 suficientemente pequeño. Supongamos que para x ∈ Xl \ V ,
los vectores ωf (x) y ωF(x) apuntan en direcciones opuestas. Dado que ωf (x) ∈ TxXl,
entonces existe una curva β : (−δ, δ) → Xl tal que β(0) = x y β′(0) = ωf (x), luego
dado que ωF(x) apunta en la dirección opuesta que el vector ωf (x), entonces es el
vector de velocidad de una curva γ : (−δ, δ) → Xl de forma que γ(t) = β(−rt) con
r > 0, esto es γ(0) = x y γ′(0) = ωF (x). Tenemos que ωf (x) es transversal a la
esfera Sn−1

‖x‖ , dado que es colineal a ωF(x) y por la definición de ωF(x) es transversal

a Sn−1
‖x‖ , entonces ‖β(t)‖ es una función estrictamente monótona (posiblemente en

un subintervalo más pequeño que (−δ, δ)). Sin pérdida de generalidad supongamos
que es una función estrictamente creciente, esto implica que ‖γ(t)‖ es una función
estrictamente decreciente y por la definición de F tenemos que la función ‖F(γ(t))‖
es también una función estrictamente decreciente. Dado que la imagen de la curva
F(γ(t)) está contenida en `l, tenemos que DFx(ωF(x)) es un vector radial que apunta
en la dirección del origen. Esto es una contradicción dado que por definición, ωF(x)
apunta en dirección contraria al origen.

De esta forma ambos vectores no apuntan en direcciones contrarias. De esta
manera como el vector ωf satisface las propiedades (2) y (3) y como el vector ωF
cumple las propiedades (1) y (2), entonces sumando ambos vectores obtenemos un
campo vectorial ω̃ sobre Bε que satisface las tres propiedades deseadas.

El rećıproco es inmediato por las propiedades (1) y (2).

De esta manera combinando la Proposición 5.8 y el Lema 5.9 obtenemos el sigu-
iente resultado.

Proposición 5.10 (Teorema de Fibración). Supongamos que V es un punto
ó dimV > 0 y que f tiene la propiedad af de Thom en el origen. De esta forma los
siguientes resultados son equivalentes
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1. La función f es d-regular en el origen.

2. Sea Kη = V ∩ Sn−1
η , entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo de

haces fibrados sobre Sn−1
η \Kη para cada esfera Sn−1

η centrada en el origen de
radio η < ε

Sn−1
η \Kη

φ
//

Ψ

%%LLLLLLLLLL
Sp−1

π

��

RPp−1

donde Ψ = (f1 : . . . : fp) y φ = f
‖f‖ es la fibración de Milnor de la función f .

3. Para cada esfera Sn−1
η de radio η < ε centrada en el origen, tenemos que la

restricción F

Fη : Sn−1
η \ V → Sp−1

η ,

es un haz fibrado y coincide con la fibración de Milnor φ multiplicada por una
constante.

Demostración. En el caso de que V es un punto, entonces la aureola Kη de f
es vaćıa para toda η > ε. De esta forma las funciones φ, ψ y Fη están definidas en
toda la esfera Sn−1

η la cual es compacta, aśı tenemos que por la Proposición 5.7 y el
Teorema 1.63 tenemos que estas funciones son haces fibrados localmente triviales si
y sólo si la función f es d-regular.

Supongamos ahora que dimV > 0, veremos primero que (1)⇒ (2). Como f tiene
la propiedad af de Thom en el origen, entonces por la Proposición 5.8 tenemos que

f : N(η, δ)→ Sp−1
δ

es un haz fibrado. Ahora si componemos con la proyección de Sp−1
δ sobre el circulo

unitario Sp−1, obtenemos un haz fibrado equivalente φ̃ el cual es precisamente la
restricción de Φ = f

‖f‖ : Bε \ V → Sp−1 al conjunto N(η, δ):

φ̃ =
f

‖f‖
: N(η, δ)→ Sp−1.

Afirmamos que si f es d-regular, entonces este haz fibrado es equivalente a

φ =
f

‖f‖
: Sn−1

η \Kη → Sp−1.

La prueba de esta equivalencia es esencialmente la misma que la del Lema 11.3
de [18] pero controlando la forma en que “inflamos” el tubo a la esfera como en la



100 Fibración de Milnor, caso real

prueba del Lema 5.10 de [18]. Usaremos el Lema 5.9 y sea
◦
Bδ y el disco abierto de

radio δ centrado en el origen de Rp y definamos

◦
T (η, δ) = Sn−1

η ∩ f−1(
◦
Bδ).

El flujo asociado al campo vectorial ω̃ del Lema 5.9 define en el sentido usual un

difeomorfismo τ entre N(η, δ) y Sn−1
η \

◦
T (η, δ), para un punto x ∈ N(η, δ) la curva

integral de ω̃ que pasa por x intersecta a Sn−1
η en algún punto x̂. Este punto existe

y es único debido a que ω̃ satisface las condiciones (1) y (3) del Lema 5.9, de esta
forma definamos τ(x) = x̂. Ahora por la condición (2) del Lema 5.9 tenemos que las
soluciones de ω̃ están contenidas en algún E±l y aśı φ̃(x) : = Φ(x) = Φ(x̂) =: φ(x̂).

Por lo que el difeomorfismo ψ : N(η, δ)→ Sn−1
η \

◦
T (η, δ) genera una equivalencia de

los haces fibrados

N(η, δ) τ //

φ̃

&&NNNNNNNNNNNN Sn−1
η \

◦
T (η, δ)

φ

��

Sp−1

Para completar la prueba necesitamos mostrar que la fibración dada por φ sobre
Sn−1
η \T (η, δ)◦ puede ser extendida a una fibración sobre Sn−1

η \Kη con la proyección
φ. Para esto sea T (η, δ) = Sn−1

η ∩ f−1(Bδ). Como f tiene un valor cŕıtico aislado
en el origen y como satisface la propiedad af de Thom, entonces la restricción de
f a T (η, δ) \Kη es una submersión en cada punto. Aśı podemos levantar el campo
vectorial radial u(z) = z sobre Bδ \ {0} a un campo vectorial diferenciable sobre
T (η, δ) \Kη, el cual preserva las fibras de φ y es transversal a la intersección de Sn−1

η

con todos los tubos de Milnor f−1(Sp−1
δ′ ) para 0 < δ′ ≤ δ. Por lo que φ : Sn−1

η \Kη →
Sp−1 es una fibración.

Si Ψ es la función del punto (2), entonces tenemos que Ψ = π ◦ φ y π es una
función cubriente, entonces Ψ es también un haz fibrado.

Ahora probaremos que (2)⇒ (3). Notemos que Fη : Sη \V → Sp−1
η es la composi-

ción de φ = F
‖F‖ con la proyección radial de la esfera Sp−1 sobre la esfera Sp−1

η . Por
hipótesis la función φ es un haz fibrado y aśı Fη es también un haz fibrado siendo la
composición de un haz fibrado con un difeomorfismo.

Finalmente por la Proposición 5.7 se tiene que (3) implica (1).

Para finalizar la obra es importante mencionar que tal y como se ve en las pruebas
anteriores, la propiedad af de Thom es una condición suficiente para que exista
fibración en el tubo, aśı que de manera natural surge el siguiente problema
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Problema 5.11. ¿Cuál es la condición necesaria y suficiente para que dicha fibración
exista?

Aún no se conoce una respuesta a este problema y se planea trabajar en encontrar
dicha respuesta como proyecto de maestra.
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