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Introduccion

Aprender a aprender en la escuela, o también aprender a pensar, es uno
de los retos mas singulares de la ensenanza actual. En este sentido, las es-
trategias de aprendizaje, entendidas como las operaciones del pensamiento
con las que trabaja el alumno en el proceso de desarrollo del curriculo, son
herramientas de inestimable valor.

Una metodologia para ensenar a pensar en el aula debe caracterizarse
principalmente por potenciar un aprendizaje activo ya que es la propia ex-
periencia la que proporciona el conocimiento y la utilizacion de estrategias
o habilidades del pensamiento y de los conocimientos previos. La aplicacion
de estos principios a la realidad de la vida del aula mejorara la forma de
trabajar las diversas areas curriculares.

Hablar de la situacién actual de la Didactica del Analisis Matematico
implica hacer un poco de historia y explicar el marco general en el que se
inserta. En efecto, es en 1985, en el seno del congreso del PME (Psychology of
Mathematics Education), cuando se forma un grupo de trabajo cuyo objetivo
era estudiar la naturaleza del llamado “Pensamiento Matematico Avanzado”
y, en particular, profundizar en las investigaciones cognitivas acerca de los
procesos de ensenanza y aprendizaje de temas relacionados con el cédlculo
infinitesimal [6, 10].

El interés por estos temas se explica por la tendencia de la Didactica
Matematica, durante la década de los noventa, a considerar la problematica
del aprendizaje de las Matematicas en términos de procesos cognitivos y
ya no como simple adquisiciéon de competencias y de habilidades; en esos
anos se aprecia una clara evolucion desde el estudio de los errores y difi-
cultades del alumnado hacia investigaciones acerca del conocimiento de los



Introduccién

estudiantes que subyace a dichas dificultades. Este desarrollo de la investi-
gacion acerca de la ensenanza y el aprendizaje de temas relacionados con el
Analisis Matematico, considerando ademas los procesos asociados de defini-
cion, prueba y demostracion, ha venido enriqueciendo los modelos que sirven
para describir los procesos cognitivos de aprendizaje de los estudiantes.

De acuerdo con las palabras de Dreyfus [6], “comprender es un proce-
so que tiene lugar en la mente del estudiante” y es el resultado de “una
larga secuencia de actividades de aprendizaje durante las cuales ocurren e
interactian una gran cantidad de procesos mentales”. Cuando nos referimos
a procesos cognitivos implicados en el pensamiento matematico avanzado,
pensamos en una serie de procesos matematicos entre los que destaca el pro-
ceso de abstraccion que consiste en la substitucion de fenémenos concretos
por conceptos confinados en la mente. No se puede decir que la abstraccién
sea una caracteristica exclusiva de las matemaéticas superiores, como tam-
poco lo son otros procesos cognitivos de componente matematica tales como
analizar, categorizar, conjeturar, generalizar, sintetizar, definir, demostrar,
formalizar, pero resulta evidente que estos tres ultimos adquieren mayor im-
portancia en los cursos superiores: la progresiva matematizacién implica la
necesidad de abstraer, definir, demostrar y formalizar. Por otro lado, entre
los procesos cognitivos de componente mas psicolégica, ademas de abstraer,
podemos citar los de representar, conceptualizar, inducir y visualizar.

Las investigaciones cognitivas estan interesadas en estos procesos rela-
cionados con el aprendizaje de conceptos matematicos, donde es fundamental
tener en cuenta que la forma en que se aprende no suele coincidir con la ma-
nera logico formal de presentar un concepto matematico ante la comunidad
matematica; se puede incluso afirmar que es frecuente que dicha presentacién
légica ofrezca obstaculos cognitivos al estudiante.

Para contribuir significativamente a la maduracion intelectual de los es-
tudiantes de matematicas debemos proveer multiples oportunidades que sig-
nifiquen genuinas situaciones de pensamiento para hacerlos capaces de re-
flexionar por si mismos. En otras palabras, para generar un pensamien-
to matematico es necesario estimular su desarrollo. El explorar diferentes
caminos en la resolucion de un problema, le abre al estudiante un nuevo
panorama que influye en su capacidad de andlisis y le permite observar des-
de diferentes puntos de vista una misma situacién, construyendo asi una
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Introduccién

estructura intelectual cada vez mas fortalecida. De hecho, los conceptos
matematicos deberan ser construidos por los estudiantes partiendo de una
variedad de experiencias gracias a las cuales se ir4 acumulando un capital
matematico sobre la base de procesos de pensamiento constructivo.

Usualmente en los textos de Analisis Real se demuestran los teoremas del
Valor Intermedio, de Weierstrass, de Continuidad Uniforme, etc., usando el
Axioma del Supremo, o la Compacidad, entre otras equivalencias. Nuestro
propésito principal es estudiar estos teoremas, basandonos en [1, 2, 3, 4, 5, 8],
donde se dan demostraciones alternativas de estos teoremas y algunos mas,
usando el Lema de Cousin. Este Lema es equivalente al Axioma del Supremo
y también a la compacidad de los intervalos cerrados en R. La demostracion
de este lema se le atribuye a P. Cousin [11]. Posteriormente, alrededor de los
anos 60’s, en el contexto de la integral de Henstock-Kurzweil de una funcién,
se usa este lema, entre otras cosas, para demostrar la unicidad de la integral
de Henstock-Kurzweil de una funcién. Ver [5].

Una prueba alternativa de un teorema ofrece una nueva forma de ver el
teorema y la nueva perspectiva es a menudo suficiente para justificar el nue-
vo enfoque. Ademads, una nueva prueba de un resultado nos puede permitir
introducirnos a nuevas areas de trabajo.

El objetivo general es mostrar que los teoremas pueden tener varias prue-
bas alternativas, usando algunas equivalencias, en este caso usamos una
equivalencia del Axioma del Supremo. Como objetivo particular es ver la
versatilidad de particiones etiquetadas d-fina en el uso de pruebas de algunos
teoremas vistos en los cursos de Analisis Clasico Elemental, tales como el
Teorema del Valor Intermedio, de Weierstrass, Teorema de Continuidad Uni-
forme, entre otros.

La motivacion de este trabajo, es que el alumno se anime a analizar y
hacerse multiples preguntas a lo largo de la carrera, ya que de ahi pueden
surgir investigaciones en temas basicos de las matematicas.

Debido a que a muchos estudiantes se les dificulta la comprension del
Axioma del Supremo y del concepto de compacidad, ademas de que en mu-
chos resultados del Anélisis Real son utilizados estos conceptos, considero
importante este trabajo de tesis de licenciatura en Matematicas, ya que en

II1



Introduccién

éste se presenta la demostracion de estos teoremas y de otros usando el Lema
de Cousin.

La presente tesis esta conformada por cuatro capitulos.

En el Capitulo 1 se introduce el Lema de Cousin, donde a su vez se expone
la demostracién de dicho lema. También se presenta la demostracién de la
equivalencia del Lema de Cousin con el Axioma del Supremo.

En el Capitulo 2 se presentan pruebas alternativas, usando el Lema de
Cousin, a diversos teoremas demostrados en los cursos de Analisis Real, tales
como: los Teoremas del Valor Intermedio, de Weierstrass, de Continuidad
Uniforme, haciendo uso del Lema de Cousin.

En el Capitulo 3 se usa el Lema de Cousin en las pruebas de algunos
teoremas importantes del Célculo Diferencial.

En el Capitulo 4 se aplica el Lema de Cousin a teoremas que usualmente
no son vistos en los cursos de andlisis elemental, dichos teoremas abordan el
tema de las familias de funciones equicontinuas, en donde se hace un estudio,

en extenso, de lo que tratan dichas familias.

Finalmente daremos las conclusiones de dicho trabajo.

v



Capitulo 1

El Lema de Cousin

1.1. Preliminares
Definicién 1.1. Sean a < b, a,b € R e I = [a,b]. Una particion de I, es una
coleccion finita de subintervalos de I, denotada {I;}", (I; = [x;_1, ;] para
i=1,...,n), donde

a=Tog< T <Xy <...<x, =0
Definicién 1.2. Una particion etiquetada de I es una familia

P= {(]zatz) | 7= 1, ...,TL},

donde {I;}?_, es una particion de I y t; € I;, t; se le llama una etiqueta de
I;.

Definicién 1.3. Sean I = [a,b] y 0 : I — R una funcion. A § se le llama
una funcion medidora, si §(t) > 0 para todo t € 1.

Definicién 1.4. Sean P = {(I;,t;)}I, una particion etiquetada del intervalo
[a,b] y 0 una funcion medidora de I, se dice que P es 0-fina si:

L Clti—6(t),ti+6(t)], i=1,..n

Notacion: Si la particion P es -fina, se denotard como P < 9.



1.2 Lema de Cousin FEl Lema de Cousin

ti - St . i +6(k)
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a i1 bt b

Figura 1.1: Interpretacién Geométrica de la Definicién 1.4

1.2. Lema de Cousin

Puede parecer un poco sorprendente que una particion d-fina de un inter-
valo [a, b] siempre exista. Sin importar “lo mal” que la funcién ¢ se comporte.
Sin embargo, es importante que d sea mayor que cero y que el intervalo sea
compacto.

El descubrimiento de la existencia de una particion J-fina para cualquier
intervalo [a, b] se remonta al siglo XIX por el matemético belga Cousin.

Lema 1.5 (Cousin). Si I = [a,b] y 0 : [ — R positiva, entonces existe una
particion etiquetada d-fina del intervalo [a,b].

Demostracion. Consideremos el conjunto
S ={z € [a,b] | existe una particién J-fina de [a, z]}.

Es claro que S # (), pues a € S, ademés, S estd acotado superiormente por
b. Asi que, por el Axioma del Supremo, existe o = sup S, ademds « € |a, b].

Vamos a demostrar que « € S, es decir, que el intervalo [a,a] tiene una
particion etiquetada J-fina.

Como () >0, o — @ no es cota superior de S, entonces existe g € S

tal que

O
O[—%<ZEO.

Como xq € S, el intervalo [a, x¢] tiene una particién P < §. Tomemos
P = P U ([xg,q],a).

2



El Lema de Cousin 1.3 Equivalencia con el Axioma del Supremo

P es una particién d-fina en [a, o]. Por lo tanto, a € S.

Para terminar la demostracién, probaremos que o = b. Por contradiccion,
supongamos que « < b, sea z € [a, b] tal que

a < z <min{a+ 0(a),b}.

Entonces P U {([a, 2], @)} es una particién etiquetada d-fina del intervalo
la, z], es decir z € S, lo cual contradice que « es el supremo de S. Por lo
tanto, a = b.

]

1.3. Equivalencia entre el Lema de Cousin y
el Axioma del Supremo

Si en R se toma el Lema de Cousin como axioma, entonces se puede
demostrar con éste, el Axioma del Supremo, como lo veremos en el siguiente
teorema.

Teorema 1.6. El Lema de Cousin implica el Axioma del Supremo.

Demostracion. En esta demostracién se procedera usando la contrarrecipro-
ca.

Supongamos que no es verdadero el Axioma del Supremo, entonces existe
M C R, M # (), acotado superiormente, tal que M no tiene supremo. Sean
a € M y buna cota superior para M, (a < b). Definimos 6 : [a,b] — R, de
la siguiente manera:

» Sit € [a,b] yt no es cota superior de M, entonces existe x € M, tal
que z > t. En este caso, definimos 0(t) = = — t.

= Sit € (a,b] ytes cota superior de M, entonces existe z < t, tal que z
es cota superior de M, ya que t no puede ser la minima cota superior.
En este caso, definimos §(t) =t — z.

Sea P = {([z;_1,2i],t;) | i = 1,...,n} una particién etiquetada y supon-
gamos que es d-fina en [a, b]. Para cada i, [z;1, ;] C [t; — (), t; +6(%;)]. La
particion P tiene las siguientes propiedades:



1.3 Equivalencia con el Axioma del Supremo El Lema de Cousin

1. Sit; no es cota superior de M, entonces tampoco lo es x;, ya que, como

= x; < t;+x—1t;, paraalginx e M
- r; < x.

Luego, x; no es cota superior de M.

2. Si t; es cota superior, entonces también lo es x;_1, ya que, como

t; — (5(@) < Tij-1
= t;,—t;+2 < wx;_1, para z cota superior de M
— z < Ti-1.

Luego, x;_1 es cota superior de M.

La etiqueta t,, es cota superior de M: como t, € [z;_1,b], usando la con-

trarreciproca de 1., si b es cota superior de M, entonces t; es cota superior
de M.

La etiqueta t; € [a,x1], no es cota superior de M, usando la contrarreci-
proca de 2., como a no es cota superior de M, entonces t; no es cota superior

de M.

Tomamos B = {i € {1,...,n}| t; es cota superior de M}. B # ) puesto
que t, € B.

Sea k el minimo de B, con k > 2, por 2., x;_, es cota superior en M,
como t;_1 no es cota superior de M, por 1. z,_; tampoco lo es, contradiccién,
luego P no es una particién é-fina en [a, b].

m



Capitulo 2

Aplicaciones al Analisis

En éste Capitulo daremos pruebas alternativas, usando el Lema de Cousin,
a diversos teoremas demostrados en los cursos de Andlisis Real.

Antes de dar dichas pruebas, daremos algunos preliminares que seran de
gran utilidad para las demostraciones de los teoremas.

2.1. Preliminares

Definicién 2.1. Sea f : X — R una funcion, X C R. [ es continua en
xo € X, si para toda € > 0, existe 6 = §(e,x9) > 0 tal que

para toda x € X, si |x — xo| < 0, entonces |f(x)— f(zo)| <e.
f es continua en X, si lo es en cada punto de X.

Definicién 2.2. Sea f: X — R, X C R. f es uniformemente continua en
X, si para toda € > 0, existe 6 = () > 0 tal que

para toda x,y € X, si |v —y| <0, entonces |f(x)— f(y)] <e.

Observacién 2.3. Si f es uniformemente continua en X, entonces f es con-
tinua en X.

Pero el reciproco no siempre se cumple.



2.1 Preliminares Aplicaciones al Analisis

Ejemplo 2.4.
Sea f : (0,1) — R, f(z) = 1, f es continua en (0,1), pero no es uni-
formemente continua en (0, 1), como lo demostraremos a continuacion.

Sea gy = % y sea 0 > 0, por la propiedad arquimediana, existe n € N, tal
1

que % < 0/2, de donde, existen ni,ns € N, tal que el n—12 < 0, pero

o) G-l

Por lo tanto, f no es uniformemente continua en (0, 1).

1
:|n1—n2|21>§.

v

Figura 2.1: Grafica de f(z) = 1/z, x € (0,1)

Proposicién 2.5. Sea f : [a,b] — R, t € [a,b], L € R. Si f es continua en
ty f(t) <L, entonces existe o0; > 0 tal que

six € [a,b] y|x—1t]|<d, entonces f(x) < L.



Aplicaciones al Analisis 2.1 Preliminares

Demostracion. Seae = L— f(t) > 0, como f es continua en ¢, entonces existe
d; > 0 que cumple

si  €la,b] y |r—t <d, entonces |f(z)— f(t)] <e,
es decir, tenemos que
[f(z) = f(O)] < L= f(),

de aqui que, f(z) < L.

fib) |

i)
f(t)
f(a)

|
|
!
'
'
i
|
|
'
'
'
|
|
!
'
'
i
|
!
x

@

t-5

Figura 2.2: Interpretacién Geométrica de la Prop.2.5

Proposicién 2.6. Sea f: [a,b] — R, t € [a,b], L € R. Si f es continua en
t y f(t) > L, entonces existe &; > 0 tal que

si x € la,b] y |v—t| <& entonces f(x)> L.

Demostracion. La demostracion es analoga a la de la Proposicion 2.5
O



2.2 Aplicaciones Aplicaciones al Analisis

2.2. Aplicaciones
Las pruebas de los siguientes teoremas fueron obtenidas de [2, 4].

Teorema 2.7 (Teorema del Valor Intermedio (TVI)). Sea f : [a,b] — R
una funcion continua y L un numero entre f(a) y f(b), entonces existe
¢ € [a,b] tal que f(c) = L.

Demostracion. Supongamos que f(a) < f(b) y que f(x) # L para toda
x € [a,b].

Six € [a,b], se tiene que f(z) > L, o bien, f(z) < L,

1. si f(x) > L, por la Proposicién 2.6, existe 6, > 0 tal que f(t) > L
para t € [a,b] que cumpla |t — x| < J,.

2. si f(x) < L, por la Proposicién 2.5, existe 6, > 0 tal que f(¢) < L
para t € [a,b] que cumpla |t — z| < J,.

Sea la funcion 6 : [a,b] — R, definida como §(z) = §,. Por el Lema de
Cousin existe una particion d-fina

P={([xi-1,xi],¢;) |i=1,...,n},

donde, para cada i, f(t) > L para cada t € [z;_1,x;], o bien, f(t) < L para
cada t € [x;_1, 7).

Como f(a) < L, entonces f(t) < L para cada t € |a, x1], en particular en
x1, esto es, f(x1) < L.

Como f(x1) < L, entonces f(x) < L para cada t € [x1,25], en par-
ticular f(z9) < L y de manera anédloga continuamos con el proceso hasta
llegar al intervalo [x,_1,b], donde f(x,_1) < L, entonces f(t) < L para cada
t € [x,_1,0], en particular f(b) < L, lo cual contradice la hipétesis L < f(b).
Podemos concluir que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = L.

De manera andloga se puede ver en el caso de que f(a) > L > f(b).
[



Aplicaciones al Analisis 2.2 Aplicaciones

(h.f8)
fib)

)

fa,#al)
fla) -

% ————
[ Y S

[
t
Figura 2.3: Interpretacién Geométrica del TVIL.

Observacién 2.8. Una consecuencia del Teorema del Valor Intermedio es
que si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, hay cuando menos un nimero ¢
entre a y b, tal que f(c) = 0. Asi, si el punto (a, f(a)) estd abajo del eje X
y el punto (b, f(b)) esta arriba del eje X, o viceversa, la gréfica cruza el eje
X cuando menos una vez entre x = a y x = b, como se ve en las siguientes
figuras.

P (b,7(b)) (a.7(3))

fa) p--mmmeis

fie)=0 f ! > fie)=0 —»
A N
) = i

f@ayp------—---
(a73)) (b, b))

Figura 2.4: Interpretacién Geométrica de la Observacion 2.8



2.2 Aplicaciones Aplicaciones al Analisis

Antes de dar la siguiente aplicacion se demostrard un resultado que sera de
gran utilidad en la prueba.

Proposiciéon 2.9. Sea f : [a,b] — R. Si f es continua en t, entonces
existen 6; > 0 y My > 0 tales que

si x € [a,b] y |v—tl <o entonces |f(x)| < M,.

Demostracion. Sea e = 1, como f es continua en ¢, entonces existe 6; > 0 tal
que si x € [a,b] y | —t| < 0y, entonces |f(x) — f(t)] < 1, como

[f (@) = [fO] < [f(x) = FO)] < 1.
tomamos M; = 1+ |f(t)|, despejando |f(z)| obtenemos
[f(@)] <1+ [f(t)] = M.
[

Teorema 2.10 (Teorema de Weierstrass). Sea f : [a,b] — R continua en
[a,b], entonces existe M > 0 tal que |f(z)| < M, para cada x € [a,b).

Demostracion. Por la Proposicién 2.9 tenemos que para cada t € [a,b]
existe 6; > 0 y M, > 0 tal que

si x €a,bly |z —t| <&, entonces |f(x)] < M,. (2.1)

Definamos § : [a,b] — (0,00) como §(t) = d;, entonces por el Lema de
Cousin existe

P:{([xz_l,xz],tl)U:l,Q,,n},(P<<5)

Sea M = méx{M,, | i = 1,2,...,n}. Para cada = € |a,b], existe
i, € {1,...,n} tal que = € [x;,_1,m;,], luego |z — t;,| < d(t;,), entonces por
[f ()] < My, < M.

10



Aplicaciones al Analisis 2.2 Aplicaciones

Teorema 2.11 (Continuidad Uniforme). Si f : [a,b] — R es continua en
[a,b], entonces [ es uniformemente continua en |a, b].

Demostracion. Sea e > 0, como f es continua en t € [a, b, existe ¢; > 0 tal
que

si x€la,bl y |v—t <d entonces |f(x)— f(t)] < g
Definimos § : [a,b] — R como §(t) = %.
Por el Lema de Cousin, existe
P=A{([xi1,z3),t;) |i=1,...,n}, (P<K9).
Sea d =min{d(t;) |i=1,...,n}.

Sean x,y € |[a,b] tales que |r — y| < 0, debemos demostrar que
[f(x) = fly)| <e.
Para esa z, existe 1 <i < n, tal que x € [x;_1, 7;], entonces

Iy

Probemos que
|y - ti| < 5ti'

Sabemos que |x — y| < 4, en particular se tiene que:

Ot

lz—yl < o) = F
Luego
5, . O,
ly—ti| = ly—as+a—t] < ly—z|+lz—t] < F+5 = 0.
Entonces

[f(@) = f)l < [f@) - f@)+1fE) - f)l < 5+5 = &

Por lo tanto, f es uniformemente continua en [a, b].

11



2.2 Aplicaciones Aplicaciones al Analisis

En la teoria de integracion de Riemann se hace uso de particiones etique-
tadas para definir la suma de Riemann de la siguiente manera:

Definicién 2.12. Sea una funcion f : [a,b] — R y una particion etiquetada

P= {([Zlfi_l,l'i],ti) | 1= 1, ce ,n}.

S(f,P) = flt)(xi = zim1).
i=1
le llamamos suma de Riemann para la funcion f con respecto a la particion

etiquetada P.

Esta definicion es la que se utiliza normalmente en los cursos de Calculo.

A mediados de los anos cincuenta los mateméaticos Ralph Henstock y
Jaroslav Kursweil definen, de manera independiente, una integral mas gen-
eral que la integral de Riemann y la de Lebesgue. La definicion es la siguiente:

Definicién 2.13. Sea f : [a,b] — R una funcion. Decimos que [ es una
funcion Henstock-Kurzweil integrable sobre [a,b], si existe A € R, tal
que para toda € > 0, existe § una funcion medidora en [a,b], tal que

si (P < 0) entonces |S(f,P)— A| <e.

Teorema 2.14. Sea f : [a,b] — R. Si f es Henstock-Kurzweil integrable
sobre [a,b], entonces existe un unico A € R que cumple con:

si (P < 0), entonces |S(f, P) — A| <e. (2.2)

Demostracion. La existencia de A nos la garantiza la Definiciéon 2.13. Su-
pongamos que existen A; y Ay € R con A; # Ay que cumplen con la con-
clusion del Teorema 2.14

| A1 — Ay

Sea £ = , entonces existen d; y do funciones medidoras, tales

que
|S(f,P) — A <e (2.3)

12



Aplicaciones al Analisis 2.2 Aplicaciones

IS(f,P) — Az < e (2.4)
cada vez que P < §; y P < 5.

Sea ¢ = min{dy,d2} vy sea P una particién etiquetada o-fina (el Lema de
Cousin nos garantiza la existencia de al menos una). Entonces

|A1 —A2| < ’Al — S(f, P)‘ + |S(f, P) —A2| < 2e = |A1 _AQ‘

Esto es una contradiccion. Por lo tanto, A; = As.

13
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Capitulo 3

Aplicaciones al Calculo
Diferencial

Consideramos ahora el uso de particiones etiquetadas é-fina para probar
algunos resultados en los que participa la derivada. Uno de los mas sim-
ples resultados de este tipo es el hecho de que una funcién diferenciable,
con derivada positiva en un intervalo, es creciente en ese intervalo, la de-
mostracion usual usa el Teorema del Valor Medio.

Teorema 3.1. Supongamos que F : [a,b] — R es diferenciable en [a,b].
Si F'(z) > 0 para cada x € [a,b], entonces F es estrictamente creciente en
[a,b].

Demostracion. Sea x € [a,b]. Como F'(x) > 0, existe 0, > 0 tal que

F(t) — F(z)
t—x

si te€fa,b y 0<|t—az|<J,, entonces > 0.

Definimos
d:la,bl = Ry, como §(x)=d,.

Probaremos que F' es estrictamente creciente.
Sean u, v tales que a <u < v <b.

Por el lema de Cousin, existe una particién o-fina de [u, v]

{([zic1, 2], ¢) - 1 < i <n}

15



Aplicaciones al Calculo Diferencial

Para cada indice i, obtenemos que

F(zi—1) < F(g) < F(x;)

y al menos una de estas desigualdades es estricta.

Como
n

F(u) = F(v) =) (F(a:) = Flxi-1)) > 0,
i=1
entonces F'(u) < F(v). Por lo tanto, la funcién F' es estrictamente creciente
en [a, b].
[

Las hipotesis del Teorema 3.1 pueden debilitarse de varias maneras,
daremos una version que ilustra como, con particiones etiquetadas J-fina,
podemos demostrar el teorema cuando trabajamos con funciones que son
diferenciables n.e, esto es, funciones diferenciables en un conjunto del tipo
[a,b] \ D, para algun conjunto numerable D.

Teorema 3.2. Sea F : [a,b] — R continua. Si F' es diferenciable n.e en |a, b]
y F'(x) > 0 n.e, entonces I es creciente en [a,b].

Demostracion. Sea D = {dy : k € N}, tal que F'(z) no existe, o bien,
F'(xz) <0. Sea ¢ > 0.

Sea x € [a,b] ~ D. Como F'(x) > 0, existe d, > 0 tal que

F(t) - F(x)

— X

si tela,b y 0<]|t—z|<d, entonces >0. (3.1)

Para x = dg, por la continuidad de F' en x, existe 6, > 0 tal que

3

si tela,bl y 0<|t—uz|<d,, entonces |F(t)— F(z)| < 5

(3.2)
Definimos
d:a,b] = Ry, tal que §(z) = 9,.

16



Aplicaciones al Calculo Diferencial

Sean u, v tales que a < u < v <b.

Por el lema de Cousin, existe una particién d-fina de [u, v]
{([l’ifl,l'i],(ji) 01 <1 < n}
Sean
So={i:c;¢ D} y Sp={i:¢; € D}.
Sii € Sp, por (3.1),

F(x;) = F(xi1) = (F(2) — F(a)) + (F(e) = F(@io1)) > 0;

sii € Sp, por (3.2),
€ € € €
para alguna k, sumando ambas desigualdades, obtenemos
€ €
Resulta que

n

F(v) — F(u) = Z(F(xi) — F(z-1))
= (F(z;) = F(zi)) + Y (F(a) — F(zi1))

1€8S0 1€Sp
> 9
k=1

Como ¢ > 0 es arbitraria, se tiene que F'(v) > F(u), es decir, la funcién

F es creciente en [a, b].
[

El siguiente resultado: Sea F' : [a,b] — R absolutamente continua en
[a,b]. Si F'(x) = 0 en casi todas partes en [a, b, es decir, F'(z) = 0 en |a, b
excepto en un conjunto de medida cero, entonces F' es constante. Este resul-
tado es importante en la teoria de integracién de Lebesgue.

17



Aplicaciones al Calculo Diferencial

En la mayoria de los libros de andlisis, la prueba de este resultado utiliza
el Lema de recubrimiento de Vitali. Como los conceptos involucrados en el
Lema de recubrimiento de Vitali son dificiles para muchos estudiantes, la
siguiente prueba puede ser mas facil de entender.

Antes del resultado, daremos algunas definiciones que se utilizaran en la
prueba de dicho resultado.

Definicién 3.3. Un conjunto E C R tiene medida cero, si para cada € > 0,
existe una coleccion de intervalos abiertos {I,, | n € N} tales que

E C G[”’ y im([n) <e
n=1 n=1

donde m(1,) es la longitud del intervalo I, .

Definicién 3.4. Una funcion F : [a,b] — R es absolutamente continua en
la,b], si para toda € > 0, existe § > 0 tal que para toda familia {(ax, by)}7_,
de subintervalos disjuntos en [a,b], tales que

n

st Z(bk —ag) <0, entonces Z |F(by) — F(ag)| <e.

k=1 k=1

Teorema 3.5. Supongamos que F : [a,b] — R es absolutamente continua
en [a,b]. Si F'(x) = 0 en casi todas partes en [a,b], es decir, F'(x) = 0
en [a,b] excepto en un conjunto de medida cero, entonces F' es constante en
[a, b].

Demostracion. Sea E = {z | © € [a,b]}, tal que F’'(x) no existe, o bien,
F'(z) # 0. Sea ¢ > 0. Como F' es absolutamente continua en [a,b], para
esa ¢, existe n > 0 tal que para toda familia {(s;,;)}., de subintervalos
disjuntos en [a, b], tales que

n

si Z(tl —s;) <m, entonces Z |F(t;) — F(s;)| < e. (3.3)

i=1 =1
Como FE tiene medida cero, entonces existe una coleccién de intervalos
abiertos {Ij | kK € N} tales que

18



Aplicaciones al Calculo Diferencial

EclJh v D ml)<n
k=1 k=1

1. Siz ¢ E, como F'(x) =0, existe §, > 0 tal que

sitelab y 0<|t—z| <6, entonces |F(t) — F(z)| < %|t—x|.

2. Siz € F, existe 6, > 0 tal que (x — d,,x + 0,) C I, para algin k.

Definimos
d:a,b] = Ry, tal que 6(z) = 0d,.

Por el lema de Cousin, existe una particién 0-fina de [a, b]

{([ric, ], ) | 1 <i <}

Sean
SOZ{ZC,LgE} Yy SE:{ZCZGE}
Sii e Sy, por 1.,

|F(z;) — F(xi-1)]

IN

|F(z;) — F(ci)| + [Flei) — F(xi)]

15 £
S 5(.1'2 — CZ‘) + 5(61 — 'Ti—l) = €<Ii — xi—l)'

Sii € Sg, por 2., como E tiene medida cero, se tiene que
Z([El —x; ) < m(I) <n.
iESE k=1

Por (3.3) y (3.4), resulta que

n

|F(b) — F(a)| = Z(F(sm) — F(x;-1))
<> |F(x) = Flzim)| + Y |F(z5) — Flaiy)]

i€So 1€SE
< Z&?(% —T;1)+ €

i€So
<elb—a+1).
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Aplicaciones al Calculo Diferencial

Como € > 0 es arbitraria, concluimos que F'(b) = F(a). Del mismo modo,
se puede demostrar que F(z) = F(a) para toda x € (a,b). Esto completa la
demostracion.

]
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Capitulo 4

Aplicaciones Avanzadas

En este capitulo daremos una aplicacion del Lema de Cousin a un resul-
tado que usualmente no es visto en los cursos de Analisis Elemental.

Antes de ver la aplicacién, a continuacion se daran una serie de definicio-
nes y observaciones.

4.1. Equicontinuidad Puntual y Uniforme

Sean (X, dy), (Y,dy) espacios métricos.
Definicién 4.1. Sea una familia
Fc{f: X —Y| fes funcion}.

Decimos F es uniformemente equicontinua en X, si para cada € > 0,
existe §(¢) > 0 tal que

si dx(z,y) <6, entonces dy(f(x), f(y)) < e, para toda f € F.

Observacién 4.2. Si F es uniformemente equicontinua en X, entonces cada
miembro de F es una funciéon uniformemente continua en X.

Observacién 4.3. Si
F ={f;: X — Y| f; uniformemente continuas en X, i =1,...,n},

entonces F es uniformemente equicontinua en X.
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4.1 Equicontinuidad Puntual y Uniforme Aplicaciones Avanzadas

Demostracion. Demostremos que F es uniformemente equicontinua en X, es
decir, dada ¢ > 0, existe §; = §;(¢) > 0, tal que

si dx(z,y) < 0;, entonces dy (fi(x), fi(y)) < e, para toda f; € F.
Sea 0 = min{dy,...d,} >0
si dx(z,y) < 6 < 9;, entonces dy (fi(x), fi(y)) < e, para todai=1,...,n.

Por lo tanto, F' es uniformemente equicontinua en X.
m

Definicién 4.4. Sea F una familia de funciones, F es equicontinua en
xg € X, si para cada € > 0, eziste 6(e,x9) > 0 tal que

si dx(z,xo) <6, entonces dy(f(z), f(xo)) < e para toda f € F.
F es equicontinua en X, si lo es en cada punto de X.
Observacién 4.5. Si
F={fi: X — Y| ficontinuasen X, i =1,...,n},
entonces F es equicontinua en X.

Demostracion. Sea xyo € X. Demostraremos que F es equicontinua en x.

Sea € > 0, como cada f; es continua en zqg € X, ¢ = 1,...,n, existen
di(e,z9) > 0, tal que si dx(x,z9) < 0;, entonces dy (f;(x), fi(xy)) < € para
cada i = 1,...,n. Definimos 6 = min{dy,...d,} >0

si dx(x,x0) <6 < 0, entonces dy(f;(x), fi(xg)) < & para toda f; € F.

Por lo tanto, F es equicontinua en X.
m

Observacion 4.6. Si F es uniformemente equicontinua en X, entonces F es
equicontinua en X. El reciproco no siempre se cumple.

Ejemplo 4.7.
Sea f :(0,1) — R definida como f(z) = %

F = {f} es equicontinua en X = (0,1), pero no es uniformemente equi-
continua.
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Aplicaciones Avanzadas 4.1 Equicontinuidad Puntual y Uniforme

A continuacion se dara un ejemplo tipo de una familia equicontinua, in-
finita.

Antes de ver el ejemplo, daremos la siguiente definicion.

Definicién 4.8. Sean {f,}nen una sucesion de funciones definidas en un
conjunto A. Sean S C A y f una funcion definida en S. Se dice que la
sucesion { fn}nen converge uniformemente a f € S si para cada € > 0, existe
N = N(e) tal que para toda n > N, entonces

|fo(z) — f(2)| <&, para cada x € S.

Ejemplo 4.9.

Sean (X, dx), (Y,dy) espacios métricos. Sea f : X — Y y para cada
n € N, sea f, : X — Y uniformemente continua de tal modo que {f, }nen
converge uniformemente a f. Entonces F = {f1, fo, ..., fn, .., f} es uniforme-
mente equicontinua en X.

Demostracion. Sea € > 0, como {f,} converge uniformemente a f, existe
N € N tal que si n > N, entonces

dy (fo(2), f(2)) < g para toda z € X.

Sea ¥y = {f1, f2, .-, [n_1}. Por la Observacién 4.3, F y es uniformemente
equicontinua, entonces existe dy tal que, parat=1,..., N — 1

si dx(z,y) < 0y, entonces dy(fi(z), fi(y)) <e. (4.1)

Por las hipotesis iniciales, f es uniformemente continua, luego, existe
0 > 0 tal que

st dx(z,y) < 5, entonces dy (f(z), f(y)) < (4.2)

w| ™

Sea § = min{(SN,g} > 0 ysean x,y € X tales que dx(z,y) < ¢. Entonces,
para fi, fa,... fn_1, f la conclusién se sigue de 4.1. Sin > N,

dy (fu(2), fn(y)) < dy(fu(2), f(2)) + dy (f(2), f(¥) + dv (f(y), fu(y))
< —+-+

U
Wl ™3
Wl ™

™ol m

23



4.2 Una Aplicacion para Familias Equicontinuas  Aplicaciones Avanzadas

Entonces

dy (fn(z), fu(y)) < e.

Por lo tanto, F es uniformemente equicontinua.

O

4.2. Una Aplicacién del Lema de Cousin para
Familias Equicontinuas

Teorema 4.10.
Sea ¥ C {f:[a,b] — R | f es funcidn}.

Fes equicontinua en [a,b], si y sdlo si, F es uniformemente equicontinua
en [a,b].

Demostracion.
Vamos a demostrar que F es uniformemente equicontinua en [a, b]. Sean
e>0yx € [a,b]. Como F es equicontinua en [a, b, existe d(x) > 0 tal que

siy € [a,b] y |y — x| < d(x), entonces | f(y) — f(z)| < %, para toda f € F.
o(x)

Definimos 6 : [a,b] — R, como 0(z) = —5 ésta es una funcién medi-

dora. Por el Lema de Cousin, existe una particion S-fina en [a, b]

P:{G:$0<t1<$1<....<[Bi,1<ti<xi<...<l’n:b}.

~

Sea n = min{0(t1), ..., 6 (tn)}.
Sean x,y € |a,b], con |x —y| < n. Como x € [a,b

|, existe i € {1,...,n}
tal que = € [x;_1, x;]. Luego |z — ;| < |x; — xi—1| < 20(¢;

) = o(ti).
Entonces |f(z) — f(t:)| < % para toda f €F.
Ahora probaremos que |y — t;| < d(t;). Sabemos que |y — x| < 7.
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Aplicaciones Avanzadas 4.2 Una Aplicacion para Familias Equicontinuas

entonces c
lf(y) — f(t)] < 5 bara toda f €F.

Luego
€

228.

1) = F@)] < 1) = Ft)l +1£(8) = F@)] < 5 +

Por lo tanto, F es uniformemente equicontinua en [a, b].

La necesidad se obtiene de la Observacién 4.6.
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Conclusiones

Es evidente que, en el campo de las matematicas, en particular, del Anali-
sis Matematico, las definiciones desempenan un papel muy importante en la
realizacion de las demostraciones de los resultados que se exponen en los cur-
sos. De ahi la necesidad de buscar alternativas para un mejor entendimiento
de diversos conceptos. Para ello partimos del uso de definiciones, tales como:
Particién Etiquetada, Funcion Medidora, Particion d-fina y asi llegar a un
resultado llamado el Lema de Cousin.

A lo largo del Capitulo 1 vimos en qué consiste el Lema de Cousin y
demostramos la equivalencia de este lema con el Axioma del Supremo, un
concepto un tanto dificil de comprender dentro de los cursos del analisis.
En el Capitulo 2 mostramos las pruebas de algunos teoremas del Analisis
Real haciendo uso del Lema de Cousin, tales como: el Teorema de una Fun-
ciéon Henstock-Kurzweil Integrable, del Valor Intermedio, de Weierstrass y
de Continuidad Uniforme. En el Capitulo 3 presentamos la aplicacion del
Lema de Cousin en las pruebas de algunos teoremas del Calculo Diferencial.
Finalmente en el Capitulo 4 se presenté una serie de resultados del analisis,
donde se da una breve introduccién de lo que tratan las familias de funciones
equicontinuas, debido a que este tema no entra en el programa de los cursos
de analisis, impartidos en la licenciatura.

Algunos de los resultados, expuestos en la tesis, estan publicados en los
articulos que se muestran en la bibliografia [5, 9]. Como podemos notar, las
pruebas de los teoremas y observaciones se facilitan con el Lema de Cousin,
ademas, el alumno no necesariamente requiere de resultados avanzados para
lograr comprender las aplicaciones que aqui mostramos.

Consideramos que con este trabajo se estimula al alumno a construir
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Conclusiones

conceptos, que le permitan simplificar pruebas de resultados ya conocidos o
demostrar nuevos resultados, con el nuevo contexto.

Perspectivas

Este trabajo se puede continuar, al menos en dos direcciones, a saber:

1. Intentar demostrar teoremas conocidos o nuevos resultados del analisis
real, usando el Lema de Cousin, por ejemplo La Regla de L’Hopital,
etc,. ..

2. Hacer un estudio similar a éste para funciones reales de varias variables.
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