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Introducción

Aprender a aprender en la escuela, o también aprender a pensar, es uno
de los retos más singulares de la enseñanza actual. En este sentido, las es-
trategias de aprendizaje, entendidas como las operaciones del pensamiento
con las que trabaja el alumno en el proceso de desarrollo del curŕıculo, son
herramientas de inestimable valor.

Una metodoloǵıa para enseñar a pensar en el aula debe caracterizarse
principalmente por potenciar un aprendizaje activo ya que es la propia ex-
periencia la que proporciona el conocimiento y la utilización de estrategias
o habilidades del pensamiento y de los conocimientos previos. La aplicación
de estos principios a la realidad de la vida del aula mejorará la forma de
trabajar las diversas áreas curriculares.

Hablar de la situación actual de la Didáctica del Análisis Matemático
implica hacer un poco de historia y explicar el marco general en el que se
inserta. En efecto, es en 1985, en el seno del congreso del PME (Psychology of
Mathematics Education), cuando se forma un grupo de trabajo cuyo objetivo
era estudiar la naturaleza del llamado “Pensamiento Matemático Avanzado”
y, en particular, profundizar en las investigaciones cognitivas acerca de los
procesos de enseñanza y aprendizaje de temas relacionados con el cálculo
infinitesimal [6, 10].

El interés por estos temas se explica por la tendencia de la Didáctica
Matemática, durante la década de los noventa, a considerar la problemática
del aprendizaje de las Matemáticas en términos de procesos cognitivos y
ya no como simple adquisición de competencias y de habilidades; en esos
años se aprecia una clara evolución desde el estudio de los errores y difi-
cultades del alumnado hacia investigaciones acerca del conocimiento de los
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Introducción

estudiantes que subyace a dichas dificultades. Este desarrollo de la investi-
gación acerca de la enseñanza y el aprendizaje de temas relacionados con el
Análisis Matemático, considerando además los procesos asociados de defini-
ción, prueba y demostración, ha venido enriqueciendo los modelos que sirven
para describir los procesos cognitivos de aprendizaje de los estudiantes.

De acuerdo con las palabras de Dreyfus [6], “comprender es un proce-
so que tiene lugar en la mente del estudiante” y es el resultado de “una
larga secuencia de actividades de aprendizaje durante las cuales ocurren e
interactúan una gran cantidad de procesos mentales”. Cuando nos referimos
a procesos cognitivos implicados en el pensamiento matemático avanzado,
pensamos en una serie de procesos matemáticos entre los que destaca el pro-
ceso de abstracción que consiste en la substitución de fenómenos concretos
por conceptos confinados en la mente. No se puede decir que la abstracción
sea una caracteŕıstica exclusiva de las matemáticas superiores, como tam-
poco lo son otros procesos cognitivos de componente matemática tales como
analizar, categorizar, conjeturar, generalizar, sintetizar, definir, demostrar,
formalizar, pero resulta evidente que estos tres últimos adquieren mayor im-
portancia en los cursos superiores: la progresiva matematización implica la
necesidad de abstraer, definir, demostrar y formalizar. Por otro lado, entre
los procesos cognitivos de componente más psicológica, además de abstraer,
podemos citar los de representar, conceptualizar, inducir y visualizar.

Las investigaciones cognitivas están interesadas en estos procesos rela-
cionados con el aprendizaje de conceptos matemáticos, donde es fundamental
tener en cuenta que la forma en que se aprende no suele coincidir con la ma-
nera lógico formal de presentar un concepto matemático ante la comunidad
matemática; se puede incluso afirmar que es frecuente que dicha presentación
lógica ofrezca obstáculos cognitivos al estudiante.

Para contribuir significativamente a la maduración intelectual de los es-
tudiantes de matemáticas debemos proveer múltiples oportunidades que sig-
nifiquen genuinas situaciones de pensamiento para hacerlos capaces de re-
flexionar por si mismos. En otras palabras, para generar un pensamien-
to matemático es necesario estimular su desarrollo. El explorar diferentes
caminos en la resolución de un problema, le abre al estudiante un nuevo
panorama que influye en su capacidad de análisis y le permite observar des-
de diferentes puntos de vista una misma situación, construyendo aśı una
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Introducción

estructura intelectual cada vez mas fortalecida. De hecho, los conceptos
matemáticos deberán ser construidos por los estudiantes partiendo de una
variedad de experiencias gracias a las cuales se irá acumulando un capital
matemático sobre la base de procesos de pensamiento constructivo.

Usualmente en los textos de Análisis Real se demuestran los teoremas del
Valor Intermedio, de Weierstrass, de Continuidad Uniforme, etc., usando el
Axioma del Supremo, o la Compacidad, entre otras equivalencias. Nuestro
propósito principal es estudiar estos teoremas, basándonos en [1, 2, 3, 4, 5, 8],
donde se dan demostraciones alternativas de estos teoremas y algunos más,
usando el Lema de Cousin. Este Lema es equivalente al Axioma del Supremo
y también a la compacidad de los intervalos cerrados en R. La demostración
de este lema se le atribuye a P. Cousin [11]. Posteriormente, alrededor de los
años 60’s, en el contexto de la integral de Henstock-Kurzweil de una función,
se usa este lema, entre otras cosas, para demostrar la unicidad de la integral
de Henstock-Kurzweil de una función. Ver [5].

Una prueba alternativa de un teorema ofrece una nueva forma de ver el
teorema y la nueva perspectiva es a menudo suficiente para justificar el nue-
vo enfoque. Además, una nueva prueba de un resultado nos puede permitir
introducirnos a nuevas áreas de trabajo.

El objetivo general es mostrar que los teoremas pueden tener varias prue-
bas alternativas, usando algunas equivalencias, en este caso usamos una
equivalencia del Axioma del Supremo. Como objetivo particular es ver la
versatilidad de particiones etiquetadas δ-fina en el uso de pruebas de algunos
teoremas vistos en los cursos de Análisis Clásico Elemental, tales como el
Teorema del Valor Intermedio, de Weierstrass, Teorema de Continuidad Uni-
forme, entre otros.

La motivación de este trabajo, es que el alumno se anime a analizar y
hacerse múltiples preguntas a lo largo de la carrera, ya que de ah́ı pueden
surgir investigaciones en temas básicos de las matemáticas.

Debido a que a muchos estudiantes se les dificulta la comprensión del
Axioma del Supremo y del concepto de compacidad, además de que en mu-
chos resultados del Análisis Real son utilizados estos conceptos, considero
importante este trabajo de tesis de licenciatura en Matemáticas, ya que en
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Introducción

éste se presenta la demostración de estos teoremas y de otros usando el Lema
de Cousin.

La presente tesis está conformada por cuatro caṕıtulos.

En el Caṕıtulo 1 se introduce el Lema de Cousin, donde a su vez se expone
la demostración de dicho lema. También se presenta la demostración de la
equivalencia del Lema de Cousin con el Axioma del Supremo.

En el Caṕıtulo 2 se presentan pruebas alternativas, usando el Lema de
Cousin, a diversos teoremas demostrados en los cursos de Análisis Real, tales
como: los Teoremas del Valor Intermedio, de Weierstrass, de Continuidad
Uniforme, haciendo uso del Lema de Cousin.

En el Caṕıtulo 3 se usa el Lema de Cousin en las pruebas de algunos
teoremas importantes del Cálculo Diferencial.

En el Caṕıtulo 4 se aplica el Lema de Cousin a teoremas que usualmente
no son vistos en los cursos de análisis elemental, dichos teoremas abordan el
tema de las familias de funciones equicontinuas, en donde se hace un estudio,
en extenso, de lo que tratan dichas familias.

Finalmente daremos las conclusiones de dicho trabajo.
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Caṕıtulo 1

El Lema de Cousin

1.1. Preliminares

Definición 1.1. Sean a ≤ b, a, b ∈ R e I = [a, b]. Una partición de I, es una
colección finita de subintervalos de I, denotada {Ii}ni=1 (Ii = [xi−1, xi] para
i = 1, ..., n), donde

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b.

Definición 1.2. Una partición etiquetada de I es una familia

P = {(Ii, ti) | i = 1, ..., n},

donde {Ii}ni=1 es una partición de I y ti ∈ Ii, ti se le llama una etiqueta de
Ii.

Definición 1.3. Sean I = [a, b] y δ : I → R una función. A δ se le llama
una función medidora, si δ(t) > 0 para todo t ∈ I.

Definición 1.4. Sean P = {(Ii, ti)}ni=1 una partición etiquetada del intervalo
[a, b] y δ una función medidora de I, se dice que P es δ-fina si:

Ii ⊆ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)], i = 1, ..., n.

Notación: Si la partición P es δ-fina, se denotará como P � δ.
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1.2 Lema de Cousin El Lema de Cousin

Figura 1.1: Interpretación Geométrica de la Definición 1.4

1.2. Lema de Cousin

Puede parecer un poco sorprendente que una partición δ-fina de un inter-
valo [a, b] siempre exista. Sin importar “lo mal” que la función δ se comporte.
Sin embargo, es importante que δ sea mayor que cero y que el intervalo sea
compacto.

El descubrimiento de la existencia de una partición δ-fina para cualquier
intervalo [a, b] se remonta al siglo XIX por el matemático belga Cousin.

Lema 1.5 (Cousin). Si I = [a, b] y δ : I −→ R positiva, entonces existe una
partición etiquetada δ-fina del intervalo [a, b].

Demostración. Consideremos el conjunto

S = {x ∈ [a, b] | existe una partición δ-fina de [a, x]}.

Es claro que S 6= ∅, pues a ∈ S, además, S está acotado superiormente por
b. Aśı que, por el Axioma del Supremo, existe α = supS, además α ∈ [a, b].

Vamos a demostrar que α ∈ S, es decir, que el intervalo [a, α] tiene una
partición etiquetada δ-fina.

Como δ(α) > 0, α− δ(α)
2

no es cota superior de S, entonces existe x0 ∈ S
tal que

α− δ(α)

2
< x0.

Como x0 ∈ S, el intervalo [a, x0] tiene una partición P � δ. Tomemos

P = P ∪ ([x0, α], α).
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El Lema de Cousin 1.3 Equivalencia con el Axioma del Supremo

P es una partición δ-fina en [a, α]. Por lo tanto, α ∈ S.

Para terminar la demostración, probaremos que α = b. Por contradicción,
supongamos que α < b, sea z ∈ [a, b] tal que

α < z < mı́n{α + δ(α), b}.
Entonces P ∪ {([α, z], α)} es una partición etiquetada δ-fina del intervalo

[a, z], es decir z ∈ S, lo cual contradice que α es el supremo de S. Por lo
tanto, α = b.

1.3. Equivalencia entre el Lema de Cousin y

el Axioma del Supremo

Si en R se toma el Lema de Cousin como axioma, entonces se puede
demostrar con éste, el Axioma del Supremo, como lo veremos en el siguiente
teorema.

Teorema 1.6. El Lema de Cousin implica el Axioma del Supremo.

Demostración. En esta demostración se procederá usando la contrarrećıpro-
ca.

Supongamos que no es verdadero el Axioma del Supremo, entonces existe
M ⊆ R, M 6= ∅, acotado superiormente, tal que M no tiene supremo. Sean
a ∈M y b una cota superior para M , (a < b). Definimos δ : [a, b] −→ R+ de
la siguiente manera:

Si t ∈ [a, b] y t no es cota superior de M , entonces existe x ∈ M , tal
que x > t. En este caso, definimos δ(t) = x− t.

Si t ∈ (a, b] y t es cota superior de M , entonces existe z < t, tal que z
es cota superior de M , ya que t no puede ser la mı́nima cota superior.
En este caso, definimos δ(t) = t− z.

Sea P = {([xi−1, xi], ti) | i = 1, . . . , n} una partición etiquetada y supon-
gamos que es δ-fina en [a, b]. Para cada i, [xi−1, xi] ⊂ [ti− δ(ti), ti + δ(ti)]. La
partición P tiene las siguientes propiedades:

3



1.3 Equivalencia con el Axioma del Supremo El Lema de Cousin

1. Si ti no es cota superior de M , entonces tampoco lo es xi, ya que, como

xi < ti + δ(ti)
=⇒ xi < ti + x− ti, para algún x ∈M
=⇒ xi < x.

Luego, xi no es cota superior de M .

2. Si ti es cota superior, entonces también lo es xi−1, ya que, como

ti − δ(ti) < xi−1

=⇒ ti − ti + z < xi−1, para z cota superior de M

=⇒ z < xi−1.

Luego, xi−1 es cota superior de M .

La etiqueta tn es cota superior de M : como tn ∈ [xi−1, b], usando la con-
trarrećıproca de 1., si b es cota superior de M , entonces ti es cota superior
de M .

La etiqueta t1 ∈ [a, x1], no es cota superior de M, usando la contrarrećı-
proca de 2., como a no es cota superior de M , entonces t1 no es cota superior
de M .

Tomamos B = {i ∈ {1, . . . , n}| ti es cota superior de M}. B 6= ∅ puesto
que tn ∈ B.

Sea k el mı́nimo de B, con k ≥ 2, por 2., xk−1 es cota superior en M ,
como tk−1 no es cota superior de M, por 1. xk−1 tampoco lo es, contradicción,
luego P no es una partición δ-fina en [a, b].
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Caṕıtulo 2

Aplicaciones al Análisis

En éste Caṕıtulo daremos pruebas alternativas, usando el Lema de Cousin,
a diversos teoremas demostrados en los cursos de Análisis Real.

Antes de dar dichas pruebas, daremos algunos preliminares que serán de
gran utilidad para las demostraciones de los teoremas.

2.1. Preliminares

Definición 2.1. Sea f : X −→ R una función, X ⊂ R. f es continua en
x0 ∈ X, si para toda ε > 0, existe δ = δ(ε, x0) > 0 tal que

para toda x ∈ X, si |x− x0| < δ, entonces |f(x)− f(x0)| < ε.

f es continua en X, si lo es en cada punto de X.

Definición 2.2. Sea f : X −→ R, X ⊂ R. f es uniformemente continua en
X, si para toda ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

para toda x, y ∈ X, si |x− y| < δ, entonces |f(x)− f(y)| < ε.

Observación 2.3. Si f es uniformemente continua en X, entonces f es con-
tinua en X.

Pero el rećıproco no siempre se cumple.

5



2.1 Preliminares Aplicaciones al Análisis

Ejemplo 2.4.
Sea f : (0, 1) −→ R, f(x) = 1

x
, f es continua en (0, 1), pero no es uni-

formemente continua en (0, 1), como lo demostraremos a continuación.

Sea ε0 = 1
2

y sea δ > 0, por la propiedad arquimediana, existe n ∈ N, tal

que 1
n
< δ/2, de donde, existen n1, n2 ∈ N, tal que

∣∣∣ 1
n1
− 1

n2

∣∣∣ < δ, pero∣∣∣∣f ( 1

n1

)
− f

(
1

n2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

1/n1

− 1

1/n2

∣∣∣∣ = |n1 − n2| ≥ 1 >
1

2
.

Por lo tanto, f no es uniformemente continua en (0, 1).

Figura 2.1: Gráfica de f(x) = 1/x, x ∈ (0, 1)

Proposición 2.5. Sea f : [a, b] −→ R, t ∈ [a, b], L ∈ R. Si f es continua en
t y f(t) < L, entonces existe δt > 0 tal que

si x ∈ [a, b] y | x− t |< δt, entonces f(x) < L.

6



Aplicaciones al Análisis 2.1 Preliminares

Demostración. Sea ε = L−f(t) > 0, como f es continua en t, entonces existe
δt > 0 que cumple

si x ∈ [a, b] y |x− t| < δt, entonces |f(x)− f(t)| < ε,

es decir, tenemos que

|f(x)− f(t)| < L− f(t),

de aqúı que, f(x) < L.

Figura 2.2: Interpretación Geométrica de la Prop.2.5

Proposición 2.6. Sea f : [a, b] −→ R, t ∈ [a, b], L ∈ R. Si f es continua en
t y f(t) > L, entonces existe δt > 0 tal que

si x ∈ [a, b] y |x− t| < δt entonces f(x) > L.

Demostración. La demostración es análoga a la de la Proposición 2.5

7



2.2 Aplicaciones Aplicaciones al Análisis

2.2. Aplicaciones

Las pruebas de los siguientes teoremas fueron obtenidas de [2, 4].

Teorema 2.7 (Teorema del Valor Intermedio (TVI)). Sea f : [a, b] −→ R
una función continua y L un número entre f(a) y f(b), entonces existe
c ∈ [a, b] tal que f(c) = L.

Demostración. Supongamos que f(a) < f(b) y que f(x) 6= L para toda
x ∈ [a, b].

Si x ∈ [a, b], se tiene que f(x) > L, o bien, f(x) < L,

1. si f(x) > L, por la Proposición 2.6, existe δx > 0 tal que f(t) > L
para t ∈ [a, b] que cumpla |t− x| < δx.

2. si f(x) < L, por la Proposición 2.5, existe δx > 0 tal que f(t) < L
para t ∈ [a, b] que cumpla |t− x| < δx.

Sea la función δ : [a, b] −→ R+ definida como δ(x) = δx. Por el Lema de
Cousin existe una partición δ-fina

P = {([xi−1, xi], ci) | i = 1, . . . , n},

donde, para cada i, f(t) > L para cada t ∈ [xi−1, xi], o bien, f(t) < L para
cada t ∈ [xi−1, xi].

Como f(a) < L, entonces f(t) < L para cada t ∈ [a, x1], en particular en
x1, esto es, f(x1) < L.

Como f(x1) < L, entonces f(x) < L para cada t ∈ [x1, x2], en par-
ticular f(x2) < L y de manera análoga continuamos con el proceso hasta
llegar al intervalo [xn−1, b], donde f(xn−1) < L, entonces f(t) < L para cada
t ∈ [xn−1, b], en particular f(b) < L, lo cual contradice la hipótesis L < f(b).
Podemos concluir que existe c ∈ [a, b] tal que f(c) = L.

De manera análoga se puede ver en el caso de que f(a) > L > f(b).

8



Aplicaciones al Análisis 2.2 Aplicaciones

Figura 2.3: Interpretación Geométrica del TVI.

Observación 2.8. Una consecuencia del Teorema del Valor Intermedio es
que si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, hay cuando menos un número c
entre a y b, tal que f(c) = 0. Aśı, si el punto (a, f(a)) está abajo del eje X
y el punto (b, f(b)) está arriba del eje X, o viceversa, la gráfica cruza el eje
X cuando menos una vez entre x = a y x = b, como se ve en las siguientes
figuras.

Figura 2.4: Interpretación Geométrica de la Observación 2.8
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2.2 Aplicaciones Aplicaciones al Análisis

Antes de dar la siguiente aplicación se demostrará un resultado que será de
gran utilidad en la prueba.

Proposición 2.9. Sea f : [a, b] −→ R. Si f es continua en t, entonces
existen δt > 0 y Mt > 0 tales que

si x ∈ [a, b] y |x− t| < δt entonces |f(x)| ≤Mt.

Demostración. Sea ε = 1, como f es continua en t, entonces existe δt > 0 tal
que si x ∈ [a, b] y |x− t| < δt, entonces |f(x)− f(t)| < 1, como

|f(x)| − |f(t)| ≤ |f(x)− f(t)| < 1.

tomamos Mt = 1 + |f(t)|, despejando |f(x)| obtenemos

|f(x)| < 1 + |f(t)| = Mt.

Teorema 2.10 (Teorema de Weierstrass). Sea f : [a, b] −→ R continua en
[a, b], entonces existe M > 0 tal que |f(x)| ≤M , para cada x ∈ [a, b].

Demostración. Por la Proposición 2.9 tenemos que para cada t ∈ [a, b]
existe δt > 0 y Mt > 0 tal que

si x ∈ [a, b] y |x− t| < δt, entonces |f(x)| ≤Mt. (2.1)

Definamos δ : [a, b] → (0,∞) como δ(t) = δt, entonces por el Lema de
Cousin existe

P = {([xi−1, xi], ti) | i = 1, 2, . . . , n}, (P � δ).

Sea M = máx{Mti | i = 1, 2, . . . , n}. Para cada x ∈ [a, b], existe
io ∈ {1, ..., n} tal que x ∈ [xio−1, xio ], luego |x − tio | < δ(tio), entonces por
(2.1),

|f(x)| ≤Mtio
≤M.

10
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Teorema 2.11 (Continuidad Uniforme). Si f : [a, b] −→ R es continua en
[a, b], entonces f es uniformemente continua en [a, b].

Demostración. Sea ε > 0, como f es continua en t ∈ [a, b], existe δt > 0 tal
que

si x ∈ [a, b] y |x− t| < δt entonces |f(x)− f(t)| < ε

2
.

Definimos δ : [a, b] −→ R+ como δ(t) = δt
2

.

Por el Lema de Cousin, existe

P = {([xi−1, xi], ti) | i = 1, . . . , n}, (P � δ).

Sea δ = mı́n{δ(ti) | i = 1, . . . , n}.

Sean x, y ∈ [a, b] tales que |x − y| < δ, debemos demostrar que
|f(x)− f(y)| < ε.

Para esa x, existe 1 ≤ i ≤ n, tal que x ∈ [xi−1, xi], entonces

|x− ti| < δ(ti) =
δti
2
.

Probemos que

|y − ti| < δti .

Sabemos que |x− y| < δ, en particular se tiene que:

|x− y| < δ(ti) =
δti
2
.

Luego

|y − ti| = |y − x+ x− ti| ≤ |y − x|+ |x− ti| <
δti
2

+
δti
2

= δti .

Entonces

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(ti)|+ |f(ti)− f(y)| < ε
2

+ ε
2

= ε.

Por lo tanto, f es uniformemente continua en [a, b].
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En la teoŕıa de integración de Riemann se hace uso de particiones etique-
tadas para definir la suma de Riemann de la siguiente manera:

Definición 2.12. Sea una función f : [a, b] −→ R y una partición etiquetada

P = {([xi−1, xi], ti) | i = 1, . . . , n}.

A

S(f, P ) =
n∑
i=1

f(ti)(xi − xi−1).

le llamamos suma de Riemann para la función f con respecto a la partición
etiquetada P .

Esta definición es la que se utiliza normalmente en los cursos de Cálculo.

A mediados de los años cincuenta los matemáticos Ralph Henstock y
Jaroslav Kursweil definen, de manera independiente, una integral más gen-
eral que la integral de Riemann y la de Lebesgue. La definición es la siguiente:

Definición 2.13. Sea f : [a, b] −→ R una función. Decimos que f es una
función Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b], si existe A ∈ R, tal
que para toda ε > 0, existe δ una función medidora en [a, b], tal que

si (P � δ) entonces |S(f, P )− A| < ε.

Teorema 2.14. Sea f : [a, b] −→ R. Si f es Henstock-Kurzweil integrable
sobre [a, b], entonces existe un único A ∈ R que cumple con:

si (P � δ), entonces |S(f, P )− A| < ε. (2.2)

Demostración. La existencia de A nos la garantiza la Definición 2.13. Su-
pongamos que existen A1 y A2 ∈ R con A1 6= A2 que cumplen con la con-
clusión del Teorema 2.14

Sea ε =
|A1 − A2|

2
, entonces existen δ1 y δ2 funciones medidoras, tales

que

|S(f, P )− A1| < ε (2.3)

12
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|S(f, P )− A2| < ε (2.4)

cada vez que P � δ1 y P � δ2.

Sea δ = mı́n{δ1, δ2} y sea P una partición etiquetada δ-fina (el Lema de
Cousin nos garantiza la existencia de al menos una). Entonces

|A1 − A2| ≤ |A1 − S(f, P )|+ |S(f, P )− A2| < 2ε = |A1 − A2|.

Esto es una contradicción. Por lo tanto, A1 = A2.

13
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Caṕıtulo 3

Aplicaciones al Cálculo
Diferencial

Consideramos ahora el uso de particiones etiquetadas δ-fina para probar
algunos resultados en los que participa la derivada. Uno de los más sim-
ples resultados de este tipo es el hecho de que una función diferenciable,
con derivada positiva en un intervalo, es creciente en ese intervalo, la de-
mostración usual usa el Teorema del Valor Medio.

Teorema 3.1. Supongamos que F : [a, b] −→ R es diferenciable en [a, b].
Si F ′(x) > 0 para cada x ∈ [a, b], entonces F es estrictamente creciente en
[a, b].

Demostración. Sea x ∈ [a, b]. Como F ′(x) > 0, existe δx > 0 tal que

si t ∈ [a, b] y 0 < |t− x| < δx, entonces
F (t)− F (x)

t− x
> 0.

Definimos
δ : [a, b]→ R+, como δ(x) = δx.

Probaremos que F es estrictamente creciente.

Sean u, v tales que a ≤ u < v ≤ b.

Por el lema de Cousin, existe una partición δ-fina de [u, v]

{([xi−1, xi], ci) : 1 ≤ i ≤ n}

15



Aplicaciones al Cálculo Diferencial

Para cada ı́ndice i, obtenemos que

F (xi−1) ≤ F (ci) ≤ F (xi)

y al menos una de estas desigualdades es estricta.

Como

F (u)− F (v) =
n∑
i=1

(F (xi)− F (xi−1)) > 0,

entonces F (u) < F (v). Por lo tanto, la función F es estrictamente creciente
en [a, b].

Las hipótesis del Teorema 3.1 pueden debilitarse de varias maneras,
daremos una versión que ilustra como, con particiones etiquetadas δ-fina,
podemos demostrar el teorema cuando trabajamos con funciones que son
diferenciables n.e, esto es, funciones diferenciables en un conjunto del tipo
[a, b] rD, para algún conjunto numerable D.

Teorema 3.2. Sea F : [a, b]→ R continua. Si F es diferenciable n.e en [a, b]
y F ′(x) > 0 n.e, entonces F es creciente en [a, b].

Demostración. Sea D = {dk : k ∈ N}, tal que F ′(x) no existe, o bien,
F ′(x) ≤ 0. Sea ε > 0.

Sea x ∈ [a, b] rD. Como F ′(x) > 0, existe δx > 0 tal que

si t ∈ [a, b] y 0 < |t− x| < δx, entonces
F (t)− F (x)

t− x
> 0 . (3.1)

Para x = dk, por la continuidad de F en x, existe δx > 0 tal que

si t ∈ [a, b] y 0 < |t− x| < δx, entonces |F (t)− F (x)| < ε

2k
. (3.2)

Definimos

δ : [a, b]→ R+, tal que δ(x) = δx.
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Sean u, v tales que a ≤ u < v ≤ b.

Por el lema de Cousin, existe una partición δ-fina de [u, v]

{([xi−1, xi], ci) : 1 ≤ i ≤ n}.

Sean
S0 = {i : ci 6∈ D} y SD = {i : ci ∈ D}.

Si i ∈ S0, por (3.1),

F (xi)− F (xi−1) = (F (xi)− F (ci)) + (F (ci)− F (xi−1)) > 0;

si i ∈ SD, por (3.2),

− ε

2k
< F (xi)− F (ci) <

ε

2k
y − ε

2k
< F (ci)− F (xi−1) <

ε

2k

para alguna k, sumando ambas desigualdades, obtenemos

−2
ε

2k
< F (xi)− F (xi−1) < 2

ε

2k

Resulta que

F (v)− F (u) =
n∑
i=1

(F (xi)− F (xi−1))

=
∑
i∈S0

(F (xi)− F (xi−1)) +
∑
i∈SD

(F (xi)− F (xi−1))

> −2
∞∑
k=1

( ε
2k

)
= −2ε.

Como ε > 0 es arbitraria, se tiene que F (v) ≥ F (u), es decir, la función
F es creciente en [a, b].

El siguiente resultado: Sea F : [a, b] −→ R absolutamente continua en
[a, b]. Si F ′(x) = 0 en casi todas partes en [a, b], es decir, F ′(x) = 0 en [a, b]
excepto en un conjunto de medida cero, entonces F es constante. Este resul-
tado es importante en la teoŕıa de integración de Lebesgue.
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En la mayoŕıa de los libros de análisis, la prueba de este resultado utiliza
el Lema de recubrimiento de Vitali. Como los conceptos involucrados en el
Lema de recubrimiento de Vitali son dif́ıciles para muchos estudiantes, la
siguiente prueba puede ser más fácil de entender.

Antes del resultado, daremos algunas definiciones que se utilizarán en la
prueba de dicho resultado.

Definición 3.3. Un conjunto E ⊂ R tiene medida cero, si para cada ε > 0,
existe una colección de intervalos abiertos {In | n ∈ N} tales que

E ⊂
∞⋃
n=1

In, y
∞∑
n=1

m(In) < ε

donde m(In) es la longitud del intervalo In.

Definición 3.4. Una función F : [a, b] −→ R es absolutamente continua en
[a, b], si para toda ε > 0, existe δ > 0 tal que para toda familia {(ak, bk)}nk=1

de subintervalos disjuntos en [a, b], tales que

si
n∑
k=1

(bk − ak) < δ, entonces
n∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| < ε.

Teorema 3.5. Supongamos que F : [a, b] −→ R es absolutamente continua
en [a, b]. Si F ′(x) = 0 en casi todas partes en [a, b], es decir, F ′(x) = 0
en [a, b] excepto en un conjunto de medida cero, entonces F es constante en
[a, b].

Demostración. Sea E = {x | x ∈ [a, b]}, tal que F ′(x) no existe, o bien,
F ′(x) 6= 0. Sea ε > 0. Como F es absolutamente continua en [a, b], para
esa ε, existe η > 0 tal que para toda familia {(si, ti)}ni=1 de subintervalos
disjuntos en [a, b], tales que

si
n∑
i=1

(ti − si) < η, entonces
n∑
i=1

|F (ti)− F (si)| < ε. (3.3)

Como E tiene medida cero, entonces existe una colección de intervalos
abiertos {Ik | k ∈ N} tales que
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E ⊂
∞⋃
k=1

Ik, y
∞∑
k=1

m(Ik) < η

1. Si x 6∈ E, como F ′(x) = 0, existe δx > 0 tal que

si t ∈ [a, b] y 0 < |t− x| < δx entonces |F (t)− F (x)| ≤ ε

2
|t− x|.

2. Si x ∈ E, existe δx > 0 tal que (x− δx, x+ δx) ⊆ Ik, para algún k.

Definimos
δ : [a, b]→ R+, tal que δ(x) = δx.

Por el lema de Cousin, existe una partición δ-fina de [a, b]

{([xi−1, xi], ci) | 1 ≤ i ≤ n}.
Sean

S0 = {i : ci 6∈ E} y SE = {i : ci ∈ E}.
Si i ∈ S0, por 1.,

|F (xi)− F (xi−1)| ≤ |F (xi)− F (ci)|+ |F (ci)− F (xi−1)|
≤ ε

2
(xi − ci) +

ε

2
(ci − xi−1) = ε(xi − xi−1).

Si i ∈ SE, por 2., como E tiene medida cero, se tiene que∑
i∈SE

(xi − xi−1) ≤
∞∑
k=1

m(Ik) < η.

Por (3.3) y (3.4), resulta que

|F (b)− F (a)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(F (xi)− F (xi−1))

∣∣∣∣∣
≤
∑
i∈S0

|F (xi)− F (xi−1)|+
∑
i∈SE

|F (xi)− F (xi−1)|

≤
∑
i∈S0

ε(xi − xi−1) + ε

≤ ε(b− a+ 1).
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Como ε > 0 es arbitraria, concluimos que F (b) = F (a). Del mismo modo,
se puede demostrar que F (x) = F (a) para toda x ∈ (a, b). Esto completa la
demostración.

20



Caṕıtulo 4

Aplicaciones Avanzadas

En este caṕıtulo daremos una aplicación del Lema de Cousin a un resul-
tado que usualmente no es visto en los cursos de Análisis Elemental.

Antes de ver la aplicación, a continuación se darán una serie de definicio-
nes y observaciones.

4.1. Equicontinuidad Puntual y Uniforme

Sean (X, dX), (Y, dY ) espacios métricos.

Definición 4.1. Sea una familia

F ⊂ {f : X −→ Y | f es función}.

Decimos F es uniformemente equicontinua en X, si para cada ε > 0,
existe δ(ε) > 0 tal que

si dX(x, y) < δ, entonces dY (f(x), f(y)) < ε, para toda f ∈ F.

Observación 4.2. Si F es uniformemente equicontinua en X, entonces cada
miembro de F es una función uniformemente continua en X.

Observación 4.3. Si

F = {fi : X −→ Y | fi uniformemente continuas en X, i = 1, . . . , n},

entonces F es uniformemente equicontinua en X.
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Demostración. Demostremos que F es uniformemente equicontinua en X, es
decir, dada ε > 0, existe δi = δi(ε) > 0, tal que

si dX(x, y) < δi, entonces dY (fi(x), fi(y)) < ε, para toda fi ∈ F.

Sea δ = mı́n{δ1, . . . δn} > 0

si dX(x, y) < δ ≤ δi, entonces dY (fi(x), fi(y)) < ε, para toda i = 1, . . . , n.

Por lo tanto, F es uniformemente equicontinua en X.

Definición 4.4. Sea F una familia de funciones, F es equicontinua en
x0 ∈ X, si para cada ε > 0, existe δ(ε, x0) > 0 tal que

si dX(x, x0) < δ, entonces dY (f(x), f(x0)) < ε para toda f ∈ F.

F es equicontinua en X, si lo es en cada punto de X.

Observación 4.5. Si

F = {fi : X −→ Y | fi continuas en X, i = 1, . . . , n},

entonces F es equicontinua en X.

Demostración. Sea x0 ∈ X. Demostraremos que F es equicontinua en x0.
Sea ε > 0, como cada fi es continua en x0 ∈ X, i = 1, . . . , n, existen
δi(ε, x0) > 0, tal que si dX(x, x0) < δi, entonces dY (fi(x), fi(x0)) < ε para
cada i = 1, . . . , n. Definimos δ = mı́n{δ1, . . . δn} > 0

si dX(x, x0) < δ ≤ δi, entonces dY (fi(x), fi(x0)) < ε para toda fi ∈ F.

Por lo tanto, F es equicontinua en X.

Observación 4.6. Si F es uniformemente equicontinua en X, entonces F es
equicontinua en X. El rećıproco no siempre se cumple.

Ejemplo 4.7.
Sea f : (0, 1) −→ R definida como f(x) = 1

x

F = {f} es equicontinua en X = (0, 1), pero no es uniformemente equi-
continua.
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A continuación se dará un ejemplo tipo de una familia equicontinua, in-
finita.

Antes de ver el ejemplo, daremos la siguiente definición.

Definición 4.8. Sean {fn}n∈N una sucesión de funciones definidas en un
conjunto A. Sean S ⊆ A y f una función definida en S. Se dice que la
sucesión {fn}n∈N converge uniformemente a f ∈ S si para cada ε > 0, existe
N = N(ε) tal que para toda n ≥ N , entonces

|fn(x)− f(x)| < ε, para cada x ∈ S.

Ejemplo 4.9.
Sean (X, dX), (Y, dY ) espacios métricos. Sea f : X −→ Y y para cada

n ∈ N, sea fn : X −→ Y uniformemente continua de tal modo que {fn}n∈N
converge uniformemente a f . Entonces F = {f1, f2, ..., fn, .., f} es uniforme-
mente equicontinua en X.

Demostración. Sea ε > 0, como {fn} converge uniformemente a f , existe
N ∈ N, tal que si n ≥ N , entonces

dY (fn(x), f(x)) <
ε

3
, para toda x ∈ X.

Sea FN = {f1, f2, ..., fN−1}. Por la Observación 4.3, FN es uniformemente
equicontinua, entonces existe δN tal que, para i = 1, . . . , N − 1

si dX(x, y) < δN , entonces dY (fi(x), fi(y)) < ε. (4.1)

Por las hipótesis iniciales, f es uniformemente continua, luego, existe
δ̂ > 0 tal que

si dX(x, y) < δ̂, entonces dY (f(x), f(y)) <
ε

3
. (4.2)

Sea δ = mı́n{δN , δ̂} > 0 y sean x, y ∈ X tales que dX(x, y) < δ. Entonces,
para f1, f2, . . . fN−1, f la conclusión se sigue de 4.1. Si n ≥ N ,

dY (fn(x), fn(y)) ≤ dY (fn(x), f(x)) + dY (f(x), f(y)) + dY (f(y), fn(y))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.
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Entonces

dY (fn(x), fn(y)) < ε.

Por lo tanto, F es uniformemente equicontinua.

4.2. Una Aplicación del Lema de Cousin para

Familias Equicontinuas

Teorema 4.10.

Sea F ⊂ {f : [a, b] −→ R | f es función}.

Fes equicontinua en [a, b], si y sólo si, F es uniformemente equicontinua
en [a, b].

Demostración.
Vamos a demostrar que F es uniformemente equicontinua en [a, b]. Sean

ε > 0 y x ∈ [a, b]. Como F es equicontinua en [a, b], existe δ(x) > 0 tal que

si y ∈ [a, b] y |y − x| < δ(x), entonces |f(y)− f(x)| < ε

2
, para toda f ∈ F.

Definimos δ̂ : [a, b] −→ R, como δ̂(x) =
δ(x)

2
, ésta es una función medi-

dora. Por el Lema de Cousin, existe una partición δ̂-fina en [a, b]

P = {a = x0 < t1 < x1 < .... < xi−1 < ti < xi < ... < xn = b}.

Sea η = mı́n{δ̂(t1), ..., δ̂(tn)}.
Sean x, y ∈ [a, b], con |x − y| < η. Como x ∈ [a, b], existe i ∈ {1, . . . , n}

tal que x ∈ [xi−1, xi]. Luego |x− ti| < |xi − xi−1| < 2δ̂(ti) = δ(ti).

Entonces |f(x)− f(ti)| <
ε

2
para toda f ∈ F.

Ahora probaremos que |y − ti| < δ(ti). Sabemos que |y − x| < η.

Si |y − ti| = |y − x+ x− ti| ≤ |y − x|+ |x− ti| < δ̂(ti) + δ̂(ti) = δ(ti),
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entonces
|f(y)− f(ti)| <

ε

2
para toda f ∈ F.

Luego

|f(y)− f(x)| ≤ |f(y)− f(ti)|+ |f(ti)− f(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto, F es uniformemente equicontinua en [a, b].

La necesidad se obtiene de la Observación 4.6.
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Conclusiones

Es evidente que, en el campo de las matemáticas, en particular, del Análi-
sis Matemático, las definiciones desempeñan un papel muy importante en la
realización de las demostraciones de los resultados que se exponen en los cur-
sos. De ah́ı la necesidad de buscar alternativas para un mejor entendimiento
de diversos conceptos. Para ello partimos del uso de definiciones, tales como:
Partición Etiquetada, Función Medidora, Partición δ-fina y aśı llegar a un
resultado llamado el Lema de Cousin.

A lo largo del Caṕıtulo 1 vimos en qué consiste el Lema de Cousin y
demostramos la equivalencia de este lema con el Axioma del Supremo, un
concepto un tanto dif́ıcil de comprender dentro de los cursos del análisis.
En el Caṕıtulo 2 mostramos las pruebas de algunos teoremas del Análisis
Real haciendo uso del Lema de Cousin, tales como: el Teorema de una Fun-
ción Henstock-Kurzweil Integrable, del Valor Intermedio, de Weierstrass y
de Continuidad Uniforme. En el Caṕıtulo 3 presentamos la aplicación del
Lema de Cousin en las pruebas de algunos teoremas del Cálculo Diferencial.
Finalmente en el Caṕıtulo 4 se presentó una serie de resultados del análisis,
donde se da una breve introducción de lo que tratan las familias de funciones
equicontinuas, debido a que este tema no entra en el programa de los cursos
de análisis, impartidos en la licenciatura.

Algunos de los resultados, expuestos en la tesis, están publicados en los
art́ıculos que se muestran en la bibliograf́ıa [5, 9]. Como podemos notar, las
pruebas de los teoremas y observaciones se facilitan con el Lema de Cousin,
además, el alumno no necesariamente requiere de resultados avanzados para
lograr comprender las aplicaciones que aqúı mostramos.

Consideramos que con este trabajo se estimula al alumno a construir
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conceptos, que le permitan simplificar pruebas de resultados ya conocidos o
demostrar nuevos resultados, con el nuevo contexto.

Perspectivas

Este trabajo se puede continuar, al menos en dos direcciones, a saber:

1. Intentar demostrar teoremas conocidos o nuevos resultados del análisis
real, usando el Lema de Cousin, por ejemplo La Regla de L’Hôpital,
etc,. . .

2. Hacer un estudio similar a éste para funciones reales de varias variables.
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Matemática, Vol. 41 (2005), 1-7.

[3] Botsko M., Unified Treatment of Various Theorems in Elementary Ana-
lysis., Amer. Math. Monthly, Vol. 94 (1987), 450-452.

[4] Botsko M., The Use of Full Convers in Analysis., Amer. Math. Monthly,
Vol. 94 (1987), 327-334, 450-452.

[5] Botsko M., Unified Treatment of various theorems in elementary analy-
sis., Amer.Math. Monthly. Vol. 94 (1987) pags: 449-453.

[6] Dreyfus, T., Advanced Mathematical Thinking: Mathematics and cogni-
tion., Cambridge: Cambridge University (1990), Press, 113-133.

[7] Dreyfus, T., Advanced mathematical thinking processes.,Dordrecht:
Kluwer Academic Publisher (1991),25-41.

[8] Gordon Russell A., The Integrals of Lebesgue, Denjoy, Perron, and Hen-
stock., Graduate Studies in Mathematics, Vol. 4 (1994), American Math.
Soc., Providence, Rhode Island.

[9] Gordon Russell A., The Use of Tagget Partitions in Elementary Real
Analysis., Amer. Math. Monthly, Vol. 105 (1998), 105-117 and 886.

[10] Tall, D. Advanced Mathematical Thinking., Dordrecht: Kluwer Academic
Publishers.

29
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