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Richard Dawkins:
Se ha convertido casi en un comentario
cliché, que nadie hoy en dia alardea de
ser un ignorante en literatura, pero es
aceptable socialmente alardear de ignorar

la ciencia y afirmar orqulloso que se es
un incompetente en matemdticas.

Stefan Banach:

Un matemadtico es una persona que
encuentra analogias entre teoremas;,
es mejor matemdtico el que puede ver
analogias entre demostraciones y
el mas grande matemdtico es aquel
que percibe analogias entre teorias.
Podemos imaginar que el estado sublime

para un matemdtico seria ver analogias
entre analogias.
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Resumen

El desarrollo de la topologia general estuvo en sus origenes asociado a la
necesidad de formalizar cuestiones de andlisis y geometria. Segin R. Engelking:
”La topologia general debe sus comienzos a una serie de articulos publicados
por G. Cantor entre 1879-1884. Al discutir la unicidad del problema para series
trigonométricas. Cantor se concentrd en el estudio de ciertos conjuntos de puntos
excepcionales, donde uno puede quitar algunas hipétesis a un teorema sin que
éste deje de ser cierto. Después se dedicd exclusivamente a la investigacion de
conjuntos, dando lugar al desarrollo de la teoria de conjuntos y a la topologia.
Cantor introdujo y estudié, en el marco de los espacios Euclideos, algunas nociones
fundamentales de topologia”. Otros conceptos importantes fueron introducidos
entre 1893-1905 por C. Jordan, H. Poincaré, E. Borel y H. Lebesgue. Los espacios
abstractos con una estructura topoldgica fueron introducidos por M.Fréchet y F.
Riesz, 1906-1908. La topologia general en el sentido que se le da hoy tuvo origen
con F. Hausdorff en 1914, dando la primera definiciéon de espacio topoldgico.

La discusién de R? y R3 como espacios de coordenadas se remonta hasta R.
Descartes y P. Fermat. Asi como la nocién de vector fue expuesta por B. Bolzano
se tiene que la suma de vectores hace su aparicién, implicitamente en 1799 en
los trabajos de F. Gauss sobre la representacion geométrica lo cual hace de los
imaginarios y la aplicacion de ellos a la geometria elemental. Fue G. Peano en
1888 quien dio la definicién axiomatica de los espacios vectoriales de dimensién
finita e infinita sobre el cuerpo de los ntimeros reales, junto con la definicién de
aplicacién lineal. Las técnicas de algebra lineal asisten con éxito a cuestiones del
andlisis funcional y matema&ticos como D. Hilbert hacen uso de estos conceptos
desde un principio. En los anos de 1920-1930 S. Banach combindé técnicas de
topologia conjuntista con técnicas de dlgebra lineal, obteniendo resultados como los
teoremas de Banach-Steinhaus, del Gréfico cerrado y de la aplicacion abierta. Las
ramas de la topologia, algebra lineal y andlisis funcional contintian beneficiandose
mutuamente desde los inicios del siglo XX.

R. Baire fue entre sus contemporaneos quien aproveché de forma mas completa
y sistematica la teoria cantoriana de conjuntos, tanto para fundamentar su teoria
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de funciones discontinuas como para contribuir al desarrollo de las nociones
topolodgicas en conjuntos de puntos. La instauracion de la teoria de las funciones de
variable real en los trabajos de Baire, Borel y Lebesgue a principios del siglo XX,
dio lugar a la construccion de objetos matematicos designados por propiedades
topolégicas radicalmente nuevas. Tales objetos, se convirtieron en los objetos
naturales del andlisis, en esta medida, los matemédticos fueron descubriendo que
sus propiedades tenian aplicaciones en varios campos de la matematica. Uno
de estos nuevos objetos fue precisamente la clase de funciones de Baire, con
el estudio de nuevas propiedades intrinsecas. La clase de los espacios de Baire
aparece como objeto natural en las formalizaciones del andlisis, la topologia,
la teoria de conjuntos y la logica; en donde son numerosas las aplicaciones de
algunas de sus propiedades mas representativas como la llamada propiedad de
Baire o Teorema de Categoria de Baire. R. Baire utilizd sistematicamente las
nociones de conjunto numerable, potencia de un conjunto y de transfinito. También
estudio sucesivamente las nociones de conjuntos cerrados, perfectos, nada densos
y derivados de todos los érdenes.

El objetivo principal de esta tesis es presentar la importancia que posee uno de
los resultados maés significativos estudiados por R. Baire, asi como la importancia
que pueden llegar a tener las numerosas aplicaciones de sus propiedades en
distintas areas de la matemaética como se verd a lo largo de este trabajo. Entre los
espacios que se estudiaran podemos encontrar los espacios Euclideos, Vectoriales,
Topoldgicos, Polacos y ,en particular, una clase especial de espacios llamada
Espacios de Baire; de esta ultima clase, estudiaremos algunas de sus propiedades
asi como la relevancia de su objeto de estudio.

En el capitulo 1 se presentan las definiciones formales de espacio métrico,
topoldgico y algunas propiedades de estos. Se introduce la nocién de conjuntos
nada densos, F, y Gg, de primera y de segunda categoria. También se habla
de la nocién de compacidad asi como una pequena introduccién sobre ntmeros
ordinales y cardinales. En el capitulo 2, se exhibe el teorema de categoria de
Baire y se prueba tal resultado asi como algunas consecuancias inmediatas de este
teorema. Se introduce la nocién de espacio de Baire en espacios topolégicos y se
prueban algunas propiedades béasicas y caracterizaciones de dichos espacios. Para
finalizar este capitulo se exhibe una de las grandes deficiencias que posee la clase
de espacios de Baire en el sentido de que la propiedad de Baire no es productiva, en
donde se exhibird un ejemplo de ello. En el Capitulo 3, se revisan consecuencias del
teorema de categoria de Baire en cierto tipo de subconjuntos de espacios euclideos,
a saber, espacios formados por numeros irracionales y ciertos subespacios del
conjunto Cantor. Se demuestran algunos de los teoremas fundamentales del andlisis
funcional como lo son los Teoremas de Hahn-Banach, el del mapeo abierto y el
grafico cerrado. Se introduce ademds la nocién de espacio polaco asi como algunos
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resultados importantes de los mismos. En esa misma seccion se define formalmente
la nocién de arbol desde el punto de vista de la teoria descriptiva de conjuntos y
se revisa cierta clase especial de los espacios Polacos. Como ultima aplicacién del
teorema de Baire se introduce el juego de Choquet, el cual se emplea para dar una
caracterizacion de los espacios de Baire en base a los juegos infinitos. Finalmente
se exponen algunas caracterizaciones de la clase de los espacios de Baire.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan de manera breve los resultados y nociones basicas
de espacios métricos y espacios topoldgicos que se utilizan en el desarrollo del
trabajo. En la mayoria de los resultados presentes en este capitulo se omiten
sus pruebas, sin embargo se recomienda al lector consultarlas en alguna de las
siguientes referencias [1],[15],[26],[10],[19].

1.1. Espacios Métricos

Iniciaremos nuestro estudio considerando conjuntos dotados de una distancia a
los que se les denomina espacios métricos, nocién que se le atribuye al matematico
francés Maurice Fréchet, los cuales juegan un papel muy importante en las
matematicas modernas ya que como estructura matemaética abstracta, los espacios
métricos constituyen el fundamento indispensable para un estudio serio y riguroso
del Analisis Matematico, el cual puede presentarse en forma de una hermosa teoria
muy apegada a la intuicion geométrica y poco propensa a presentar ejemplos
patoldgicos.

En especifico, al introducir la nocién de distancia entre los elementos de un
conjunto dado, se intenta generalizar lo que sucede en la recta real o en el plano,
donde esta bien definido lo que representa la distancia entre dos puntos. Al trabajar
con conjuntos arbitrarios abstractos el problema se traduce en definir, por lo que
se entiende, como una distancia entre cualesquiera dos elementos del conjunto,
cuya naturaleza especifica se desconoce. En ese sentido se da lugar a la siguiente
definicion:

Definicién 1.1. Sea X' un conjunto. Una métrica (o distancia) en X es una
funcion d : X x X — [0,00) que tiene las siguientes tres propiedades:
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1.- d(z,y) =0 si y sdlo si x =y.
2.- d(x,y) = d(y, x) para cualesquiera x,y € X.

3.- d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) para cualesquiera x,y,z € X. A esta desigualdad
se le llama desigualdad triangular.

Un espacio métrico es un conjunto X provisto de una métrica d, el cual se
denota por (X, d). Ademads, si ) es un subconjunto no vacio de X, se verifica que
dy = d [yxy es una métrica para ). Al espacio (), dy) se le llama subespacio
métrico de (X, d). Sino es necesario especificar la métrica del espacio escribiremos
Unicamente X para denotar al espacio métrico.

Las funciones que cumplan 2 y 3 de la definicion anterior y la siguiente
propiedad mds débil, siz = y entonces d(z,y) = 0, se les llamard pseudo-
métrica. Ser un espacio pseudo-métrico generaliza el de ser espacio métrico, tales
espacios tienen su uso mas especificamente en Topologia y Andlisis Funcional.
Algunos ejemplos de espacios métricos son:

Ejemplo 1.2. Sea X =R, y definase d: X x X — Rt U{0}. Entonces
d(x)y) = |$ - y|7
es una métrica llamada la métrica usual o euclidiana.

Ejemplo 1.3. El espacio métrico discreto (X ,d) donde la métrica d estd definida
para cualesquiera x,y € X como sigue:

1, six#y
d(w’y):{o St x =1y

Ejemplo 1.4. 5i 1 < p < oo, la funcién dj : K" x K" — R es una métrica para
K", donde K=R ¢ C y n € N, definida por

1/p
dp ((%3)iz1s (Yi)iz1) (ZL’U@ yl‘p> .

A tales espacios se les denotard por 1.

Ejemplo 1.5. Si p = oo, la funcidn d; : K" x K" — R es una métrica para K",
donde K=R 6 C yn € N, definida por

dp ((ml)z 1> (yl)z 1) = fEaX ‘xz yi’-

Dichos espacios se escribirdn como U7y en lugar de (K", | |).
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Por tdltimo se indicara por [P, con p nimero real, al espacio vectorial de todas
las sucesiones (x,)52 ; de numeros reales o complejos que son p — sumables, es

decir, que satisfacen
o0
E |$n|p < 00,
n=1

dotada de la métrica

1/p
dp ((n)n=1, (Yn)n=1) <Z|xn - yn|p> .

Asi, [*° denota el espacio vectorial de todas las sucesiones acotadas de escalares
(reales o complejos), es decir, (Ty)necw € [*° si, y solo si, existe & > 0 tal que
|z, | < k para cualquier n € w, dotada de la métrica del supremo, la cual se define
como

doo ((2n)n=1, (Yn)nz1) = suplzn — ynl.
neN

Algunos subespacios importantes de {* son
c= {(wn)n@u €[ :d lim xn} y ¢ = {(xn)n@u cl®: lim Ty = 0}
n—oo n—oo

Ejemplo 1.6. Sea X un conjunto no vacio, se denotard por (Boo(X),ds) al
espacio métrico de todas las funciones acotadas en R, donde una funcion f :
X — R se denomina acotada si existe K¢ > 0 tal que |f(x)| < Ky para todo x €
X yde : X X X = R se define por:

oo(fvg) = Sup|f(x) - g(l’)‘,

reX
para cualesquiera f,g € Boo(X).
Definicién 1.7. Sean (X,d) un espacio métrico, x € X yr > 0.

» La bola abierta con centro en x y radio r, se denota por B,(x) ¢ B(zx,r),
y representa al conjunto {y € X : d(x,y) < r}.

» La bola cerrada con centro en x y radio r, se denota por B.(z) é B(x,r),
y representa al conjunto {y € X : d(z,y) < r}.

» La esfera con centro en x y radio r, denotada por S.(x), representa el
conjunto {y € X : d(z,y) =r}.

Definicién 1.8. Sean (X,d) un espacio métrico, AC X yx € X.

s Sea x € A. Se dird que x es un punto interior de A si existe r, > 0 tal
que By, (z) C A. El conjunto de todos los puntos interiores de A se denota
por i(A) y es llamado el interior de A.
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» A es un conjunto abierto en X, si A =i(A).

» z es un punto de acumulacion de A si para toda bola abierta By(x),

By(@)\ {e} N A £0.

s Bl derivado de A se define como el conjunto de todos los puntos de
acumulacidn de A, el cual se denota por A’.

» La cerradura de A se define como AU A, denotada por A. Diremos que A
es un conjunto cerrado si y solo si A = A.

» z es un punto frontera de A si para todo r > 0, la bola abierta By, (x)
satisface que Br(x) NA# D y Br(x) N X\ A # 0.

» Fr(A) denota al conjunto de todos los puntos frontera de A, llamado
frontera de A.

Observacion 1.9. A es un conjunto cerrado en X, si X\ A es un conjunto abierto
en X.

Aunque en R" con la métrica usual la cerradura de una bola abierta coincide
con la correspondiente bola cerrada, tal resultado no se cumple en general. Véase
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.10. Sea Xgsc un espacio métrico discreto con al menos dos puntos.
Puesto que todos los subconjuntos del espacio son cerrados, se tiene que

Byisc(x,1) = Byise(x,1) = {x}, para todo x € X.
Por otra parte,
Baise(,1) = {y € X | dgise(x,y) <1} = X, para todo v € X.

La propiedad de Cantor y la de ser completo mantienen una estrecha relacién,
la cual resulta de interés para este trabajo, pero para ello es necesario conocer las
siguientes definiciones.

Sean (X,d) un espacio métrico, x € X' y A subconjunto no vacio de X. Se
define la distancia entre z y A como, dist(x, A) = inf{d(z,a) | a € A}. Se dice
que A es acotado en X, si existe una constante M > 0 tal que d(z,y) < M para
cualesquiera z,y € A. Por ultimo se define el didmetro de A como;

didm(A) = {Supw,yeA d(xz,y) si A es acotado

00 si A no es acotado
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Definicién 1.11. Sea (x)newn una sucesion en algin espacio métrico X. (Tn)new
converge a x, si para cada € > 0 existe N(e¢) € N tal que d(zp,x) < €, siempre
que n > N(e€). Tal hecho se denotard por x, — x.

Observacién 1.12. Sea F subconjunto no vacio de X. Entonces x € F si y sélo
si existe una sucesion (Tp)new en F tal que x, — x. Mds aun F es un conjunto
cerrado si y solo si para toda (Tp)ne, sucesion en F, tal que x, — x¢ para algin
g€ X, xg € F.

Definicién 1.13 (Sucesién de Cauchy). Sean X un espacio métrico y (Tn)necw
sucesion en X. Se dird que (Tp)ne, €s sucesion de Cauchy, si para todo € > 0
existe un ng € w tal que si n,m > ng entonces d(Tp, Tpm) < €.

Definicién 1.14. Sean X cualquier espacio métrico, x € X y (Tp)nen una
sucesion en X. Se dird que (xn)nen €s casi constante si existe k € N tal que
T, = x para cada n > K.

Es claro que toda sucesion casi constate es convergente.

Ejemplo 1.15. Las tnicas sucesiones de Cauchy en un espacio métrico discreto
son las casi constante.

Definicion 1.16. Un espacio métrico se dice completo si toda sucesion de Cauchy
converge a algun elemento del espacio.

Asi, se tienen como ejemplos de espacios métricos completos a los vistos en los
Ejemplos 1.2, 1.3, 1.4, 1.6. Ademaés, no es dificil verificar que cualquier espacio con
la métrica discreta es completo.

A continuacién se exponen algunos hechos sobre las sucesiones de Cauchy que
se necesitan tener presentes.

Sea X un espacio métrico.

» Si (2p)new es sucesion de Cauchy en X', entonces existe (xy, ke, Subsucesion

1
de (zn)new tal que d(zy, , ,2n,) < " para todo k € w.

s Cualquier sucesién convergente es de Cauchy en un espacio métrico. Sin
embargo el reciproco, no es cierto en general. Por ejemplo, sea (0,1) con la
métrica usual y la sucesion (1/n),en. Claramente la sucesion es de Cauchy
pero no es convergente en (0, 1).

= Dada una sucesién de Cauchy en X, si esta posee alguna subsucesién
convergente a algin xg € X', entonces la sucesién en si misma es convergente,
m&s aun, converge a Ig.
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Teorema 1.17 (Cantor). Sea X un espacio métrico. X es completo si y sdlo si,
para toda sucesion decreciente de subconjuntos A, no vacios y cerrados en X, tal
que lim,_,o diamA,, = 0, se cumple que:

() 4n = {z0}
n=1

para algin o € X.!

Demostracion.
=] Sea A,, una sucesién de conjuntos cerrados no vacios en X decreciente, tal que

lim diamA,, = 0.
n—oo

Por el axioma de eleccién, considere para cada n € w, un z, € A,, y forme
la sucesion (z,)new en X. Afirmamos que tal sucesion es de Cauchy. En efecto,
sean € > 0y N > 0 tal que diamAyn < €, entonces, para cualquier n > N,
A, C Ay y por tanto, diamA, < €, con lo cual se infiere que si, m,n > N,
entonces d(zy,Tmy) < €. Asi (zp)new €s una sucesién de Cauchy, luego por la
completitud de X, converge a algin zq, es decir, x,, — xg.

Por dltimo véase que z¢g € (A, = {zo}. Para ello fije un ng arbitrario en w
y pruébese que xg € A,, = A,,. En efecto, sea ¢ > 0, como =, — g, existe
N € w tal que, d(x,,z0) < € para todo n > N. Sea N; = max{N,ng}, entonces
para cualquier n > Nj se tendrd que x,, € Be(xg) y xn, € Ay C Ay,. Entonces
Ty € Be(zg) N Ay, Por tanto, g € Ay, y como ng es arbitrario, se tiene que,
xo € A, para todo n € w. Ademds, como (4, C A;, para todo A;, y también,
diamA; — 0, se garantiza que diam( N, A ) = 0. Por tanto, (| A, = {zo}.

new N

<] Sea (x)new una sucesién de Cauchy en X'. Definanse los conjuntos siguientes,
T,={x;:i>n}y A,=T,, paracadancN.

Claramente, cada A, es cerrado, no vacio y A,11 C A, para todo n. Ademads
diamA,, = supp, k>nd(Tm, Tf).

Sea ¢ > 0. Como (z,)new es de Cauchy, dado € > 0, existe N € w tal que
d(xp, ) < %, para todo m,n > N, y por tanto, diamA, < diamAyx < < < €
para todo n > N. Asi diamA,, — 0, luego por hipétesis (| A, = {x,} para algin
punto x, € X. Se puede verificar sin mucha dificultad que x,, — z,. Por tanto &
es completo. O

'Pese a que el teorema de Baire puede ser visto como una consecuencia del teorema de
Cantor, su estudio proporciona una herramienta muy poderosa para resolver diversos problemas
en distintas dreas de la matemaéticas.
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Proposicién 1.18. Sea una familia numerable de espacios métricos, entonces el
producto cartesiano es completo si sélo si cada elemento de la familia es completo.

Observacion 1.19. La propiedad de Cantor no se preserva bajo el producto
cartesiano.

La convergencia de una sucesién de funciones reales puede estudiarse de manera
puntual y uniforme, asi, dada (f,)necw sucesién de funciones de valores reales
definidas sobre un espacio X, se dird que (fn)new converge uniformemente
a una funcién f sobre X, si para todo € > 0 existe N(e¢) € N tal que para cualquier
n > N(e), |fn(z) — f(z)| < € para todo z € X, denotado por, f, < f.

Para las series existen diferentes formas de verificar la convergencia uniforme,
pero un test muy usual y conveniente es el siguiente:

Test de Weierstrass. Sea X un espacio métrico y (f)necw una sucesién de
funciones de X en R. Supdngase que, para cada n € N existe una constante no
negativa M, tal que | f,(x)| < M, para cualquier x € X. Si ¥,,¢,M,, < oo, entonces
Yinew fn converge uniformemente sobre X.

Definicién 1.20. Sean (X,dx),(Y,dy) espacios métricos y ¢ : X — Y wuna
funcion. ¢ es una isometria de X en'Y si ¢ cumple lo siguiente:

dy (p(x1), o(z2)) = dx(z1,22) para cada x1,x2 € X.

Se dird que X,Y son isométricos si existe una isometria de X sobre Y, denotado
por X £2Y.

Definicién 1.21. Sean X wun espacio métrico no vacio y d,d dos métricas
definidas sobre X. Se dird que la métrica d es equivalente a la métrica d' si para
todo A subconjunto de X, A es d—abierto si y sélo si A es d'—abierto’.

Se puede verificar que dado un espacio métrico (X,d) existe una métrica
equivalente a d, digamos d; tal que para cualesquiera z,y € X, di(x,y) < 1.
De lo anterior se puede suponer que cualquier métrica satisface que la distancia
de cualesquiera dos puntos en su espacio es menor que 1.

Definicién 1.22. Sea (X,d) un espacio métrico arbitrario tal que X no es
completo, entonces siempre se puede construir (X,d) espacio métrico completo
y una aplicacion ¢ que cumple lo siguiente:

s 0 X = X es una isometria de X sobre p(X), y o(X) es denso en X.

2Un conjunto B en a se dice n-abierto si B es abierto respecto a la métrica 1.
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v (X, d) espacio métrico completo es, salvo isometria, inico.

~

Al par (X,d), ¢) se le llamard la completacion de (X, d).

Definicion 1.23. Sea X un espacio métrico y D C X. Diremos que D es denso
en X si, y solo si todo abierto U de X, DNU # (). Ademds si A C X, entonces D
es denso en A si AC D.

Por dltimo se dird que un espacio es separable si este posee un subconjunto
denso numerable.

1.2. Espacios Topolégicos

La abstraccién de las propiedades basicas de los conjuntos abiertos, los cuales
son las piezas fundamentales en la teoria de espacios métricos nos lleva al estudio
de una nueva area denominada Espacios topolégicos.

Asi, la topologia estudia aquellas propiedades de los espacios que permanecen
inalterables (invariantes topolégicos) al someterlas a deformaciones continuas, en
otras palabras, a distorsiones que ni rompen ni pegan algo que no lo estaba
previamente. Por lo anterior, la topologia es una area de estudio cualitativa, carente
en muchos casos de niimeros o cantidades, donde las propiedades intrinsecas de los
espacios a estudiar, que son independientes de su tamafio, posicién y/o forma.

Definicién 1.24. Sean X un conjunto no vacio y 7 C P(X). Se dice que T es una
topologia sobre X si cumple lo siguiente:

s ), X er.
s 51 A BerT, entonces ANB € 7.
= Si{Ai}ier €7, entonces | J;e; Ai €T,

Los elementos de 7 son llamados conjuntos abiertos. A la pareja (X, 7) se le
denomina Espacio Topolégico, cuando no sea necesario especificar la topologia,
simplemente se dird que X’ es un espacio topolégico. Sean Y C X' y 7y = {A C
X | A=UNY con U conjunto abierto en X'}, no es dificil verificar que 7y es una
topologia para ), llamada la topologia inducida por 7. Asi, se dird que (Y, 7y) es
un subespacio de (X, 7).

En general si & es una familia arbitraria de topologias sobre un conjunto
no vacio X', entonces [Jycg ™A también es una topologia sobre X, a diferencia de
Uges & que no siempre lo es.
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Definicién 1.25. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Una familia B C T, es una
base en X para T, si todo elemento de T no vacio es unién de elementos que
pertenecen a ‘B.

Teorema 1.26. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y B C 7. Son equivalentes:
1. B es una base para X.
2. Para cada G C X abierto no vacio yx € G, existe V € B tal quex € V C G.

Haciendo uso del teorema anterior nétese que se pueden caracterizar de manera
diferente los conjuntos abiertos de un espacio topoldgico como sigue:

Corolario 1.27. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico y B C 7 base para X. O C X

es un conjunto abierto si, y solo si, para todo x € O existe V, € B tal que x €
Ve CO.

Teorema 1.28. Si (X, d) un espacio métrico, entonces los abiertos en el espacio
métrico, forman una base para una topoldgia sobre X, la cual se denota por 74.

De tal manera se dird que un espacio topoldgico (X, 7) es metrizable si existe
una métrica d sobre X tal que 74 = T.

Observacion 1.29. Si la métrica d es completa se dice que el espacio
es completamente metrizable. Asi, cada espacio topoldgico (X,T) discreto es
completamente metrizable pues la topologia inducida por la métrica discreta
coincide con la topologia del espacio la cual es una métrica completa.

Definicion 1.30. Sea X un espacio topologico. Se dird que el espacio X es seqgundo
numerable si tiene una base B numerable.

Observacién 1.31. Todo espacio topoldgico que cumple 2AN es separable®. En
efecto, pues basta elegir un punto de cada elemento de una base numerable para
obtener un conjunto denso numerable.

Definicién 1.32. Sean (X, T) un espacio topolégico y B C 7. Se dice que B es
una subbase para T si B’ = {(\;c; Ai : I es finito yVi e I : A; € B}U{X} es una
base en X para T.

Otros conceptos béasicos de gran utilidad son los de vecindad, sistema de
vecindades y base de vecindades para un punto, los cuales se definen de la siguiente
manera:

Definicién 1.33. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y x € X.

3El reciproco es falso en general pero todo espacio métrico separable cumple el 2AN, pues
dado un subconjunto denso numerable, D, de un espacio métrico X, entonces B = {By,,(d) : n €
w\ {0} A d € D} es una base numerable de X.
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1. U C X es una vecindad de x si existe un conjunto A abierto en X tal que
r€ACU.

2. La familia V(z) = {U C X|U es vecindad de x} se llama sistema de
vecindades de x.

3. Una coleccion B, C V(x) es una base de vecindades de x si para todo
UeV(x), existe E € B, tal quex € E CU.

Definicion 1.34. Sea X wun espacio topoldgico. Se dird que X es primero
numerable si y solo si para cada x € X, existe B, base de vecindades de x
numerable.

Se dird que F' C X es un conjunto cerrado en (X, 7) respecto a 7 si X \ F
es un conjunto abierto en X.

Proposicién 1.35. Sean X un espacio topoldgico, Y un subespacio de X yW C Y
un subconjunto cerrado (abierto) en Y. Si'Y es cerrado (abierto) en X y W es
cerrado (abierto) en Y, entonces W es cerrado (abierto) en X.

Definicién 1.36. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X.

1. Sea x € X, x es un punto de acumulacion de A si para todo U € T con

reU, (U—-{z})NA#£0.

2. A = {z € X | z es punto de acumulacién de A}, llamado el conjunto
derivado de A.

3. Los elementos de A — Ay, se llaman puntos aislados de A.
Definicién 1.37. Sean (X, T) un espacio topoldgico y E C X.

1. Se define el interior de E en X, el cual se denotard como ix(E), por
U{U C X : U es abierto y U C E}.

2. La cerradura de E en X, denotada por clyE o EX, se define como
({H CX:H escerradoen X y E C H}.

Cuando no haya confusién sobre el espacio en el cual se estd trabajando
omitiremos el uso de sub-indices en las nociones anteriores. Asi, se puede definir
la frontera de A como Fry(A)=ANX — A.

Teorema 1.38. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y E C X.
1. x € E siysolo sipara todo VET:x €V yVNE#.

2. 5MECYCAX, entonces E X = E NY.

10
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Teorema 1.39. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A un conjunto abierto no
vacio de X. Si E C X tal que ANE =0, entonces ANE = 0.

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene que si U,V € 1
conjuntos no vacios tales que U NV = (), entonces UNV =0 =UNV.

Definicion 1.40. Sean X wun espacio topologico y D C X. Diremos que D es
denso en X, si D = X.

Esto tltimo puede interpretarse como, el conjunto cerrado mas pequeno que
contiene a D es X. Mds ain si A, B C X se dird que A es denso en B si B C A.

Teorema 1.41. Sean (X, T) un espacio topoldgico y D C X, entonces D es un
conjunto denso en X si y solo si para todo U € T no vacio se cumple que UND #

0.

Demostracion.
=] Sea O # () un abierto en X. Si OND = (), entonces X'\ O D D es cerrado, por
tanto D C X'\ O, lo cual es falso pues contradice la densidad de D.

<] Si D # X, entonces X \ D es un abierto tal que X \ DN D = {), lo cual es
falso. O

Corolario 1.42. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff*. Si D es un conjunto
denso en X y O es un subconjunto abierto no vacio de X, entonces O = O N D.

Demostracion.

Basta ver que O C O N D. Sean x € O y V una vecindad de . Para esto ONV # ()
y por la densidad de D en X, se tiene que VN (OND)=(ONV)ND # (. Por
tanto x € ON D. Ol

Notese que el concepto de espacio métrico separable se puede extender a
los espacios topoldgicos a partir de la definicion de ser denso en los espacios
topologicos. Més atn, para verificar la densidad de un subconjunto de algiin espacio
topolégico es suficiente mostrar que el conjunto interseca a todos los elementos de
una base dada para el espacio topoldgico.

Ahora, recuérdese que una funcién f entre dos espacios topoldgicos X, ) se
dice continua si y sélo si para cada conjunto abierto W en ), f~1(W) es un
conjunto abierto en X'. Dicho lo anterior, se puede verificar que la composicién
de funciones continuas es continua y lo mismo para la restriccién a subespacios
en el dominio(codominio) de una funcién continua es una funcién continua.

4En el sentido de la definicién 1.48

11
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Definiciéon 1.43. Sean X,) espacios topolégicos y f : X — Y una funcion. f es
abierta (cerrada) si y solo si para cada conjunto abierto (cerrado) U en X, f(A)
es un conjunto abierto (cerrado) en ).

Definicion 1.44. Sean X',Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion, f es
un homeomorfismo si, f es biyectiva, continua y f~': Y — X es continua.

Asi, se dird que X es homeomorfo a ) si existe un homeomorfismo de X
sobre ).

Teorema 1.45. Sean X,) espacios topoldgicos y h : X — Y biyectiva. Son
equivalentes las siguientes proposiciones:

(1) h es un homeomorfismo.
(2) h es continua y abierta.
(3) h es continua y cerrada.

Definicion 1.46. Sean X,) espacios topolégicos y f : X — Y una funcion,
entonces f es un encagje si, f es un homeomorfismo de X sobre su imagen.

Por esto ultimo, se dird que X es encajable en ) si existe un encaje de X a ).

Teorema 1.47. Sean X,Y espacios topoldgicos. Si f : X — Y es continua,
inyectiva y abierta (cerrada), entonces f: X — Y es un encaje.

Ahora considérese a los axiomas de separacién los cuales juegan un papel muy
importante en la teoria de espacios topoldgicos.

Definicion 1.48. Sea X un espacio topolégico. Entonces,

» X esTy (Kolmogorov) siy sélo si para cualesquiera x,y € X, x # y, existe
un conjunto abierto A en X tal que AN{zx,y} = {z}.

» X es Ty (Fréchet) si y sdlo si para cualesquiera x,y € X, x # y, existen
A, B conjuntos abiertos tales que x € A\ B yy € B\ A.

» X es Ty (Hausdorff) siy sdlo si para cualesquiera x,y € X, © # y, existen
A, B conjuntos abiertos tales que ANB=0,ye€ B yxecA.

» X es T3 (Regular) si y sélo si X es Th y para todo F cerrado se cumple
que para cualquier x € X \ F, existen A, B conjuntos abiertos tales que
ANB=0,FC AyxeB.

» XoesTs ), (Completamente Regular o Tychonoff) si y sdlo si X es Ty
y para todo F conjunto cerrado y para todo x ¢ F, existe f : X — [0,1]
funcion continua tal que f(x) =0 y f[F] = {1}.

12
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» X es Ty (Normal) siy solo si X es Ty y para cualesquiera F, D conjuntos
cerrados tales que F N D = () se cumple que, existen A, B abiertos tales que
ANB=0,FCcAyDCB.

Es fécil ver que todos los espacios métricos son Hausdorff, més atn, cualquier
espacio métrico es normal y por ende regular. También no es dificil probar que ser
un espacio de Kolmogérov (Fréchet, Hausdorff, Regular, Completamente Regular
y Normal) son propiedades topoldgicas, es decir, se preserva bajo homeomorfismo.

Una caracteristica importante en los espacios topoldgicos es determinar cuando
un espacio es metrizable. Por ello existen varios teoremas de metrizabilidad. A
continuacién se enuncia uno de los més importantes.

Teorema 1.49. Sea X un espacio topoldgico sequndo numerable, X es un espacio
metrizable si, y solo si X es regular.

Por ultimo definamos a los conjuntos perfectos que serdan de ayuda en este
trabajo.

Definicion 1.50. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es un espacio
perfecto si es cerrado y todos sus elementos son puntos de acumulacion’.

1.2.1. Conjuntos Nada Densos

Definicién 1.51. Sean X un espacio topolégico y A C X, entonces:

» AC X es nada denso (o denso en ninguna parte) si y sdlo si i(A) = 0.

En otro caso diremos que A es denso en alguna parte. Luego, de la definicién
anterior se puede verificar el siguiente resultado.

Corolario 1.52. Sean X un espacio topoldgico y A C X.

(a) Si A es nada denso entonces A es nada denso.

(b) i(A) =0 siy sélo si (X \A)=2X.

Demostracion.
(a) Es consecuencia inmediata de la definicién. Para (b), podemos suponer sin
pérdida de generalidad que A es cerrado. =] Si i(A) = (), entonces cualquier

abierto no vacio, digase E, no esta contenido en A, luego existe e € E tal que

e ¢ A, entonces E N A° # (). Por tanto X \ A es denso, de ahf que (X \ 4) = X.
<] Demostracién analoga. O

5Si P C X, se dird que P es un conjunto perfecto en X si es cerrado y es un espacio perfecto
con la topologia que hereda.

13
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Proposicién 1.53. Sean X un espacio topolégico y A C X. Entonces A es un
nada denso si y solo st para cada U conjunto abierto no vacio, existe un 'V conjunto
abierto no vacio tal que VC U y VN A=1.

Demostracion.

=] Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Como i(A) = (), se cumple que
UZ A, conlocual UNX\ A# 0 es abiertoy (UNX\ A) N A= (. Tomando a
V =UNAX \ A se termina la prueba.

<] Supéngase que i(A) # (). Por hipétesis existe V' C i(A) abierto no vacio tal que
VNA=0.SixzeV,dado que V C i(A) C A, entonces z € Ay, como V es una

vecindad de z, ANV # () lo cual es falso. Por tanto i(A4) = (. O

Observacion 1.54.

1. Un conjunto nada denso no puede ser vecindad de cualquiera de sus puntos.

2. La frontera de cualquier conjunto cerrado (abierto) es nada denso en el
espacio.

El siguiente teorema exhibe la relacién que existe entre los conjuntos nada
densos y los conjuntos densos.

Teorema 1.55. Sean X un espacio topoldgico Hausdorff y B C X. Entonces
X\i(B)=X\B.

Mas ain, i(B) =0 siy sélo si X \ B es denso en X.

Demostracion.

Sabemos que i(B) C B, luego X \ B C X' \ i(B) y como X \ i(B) es cerrado en
X, entonces X'\ B C X \ i(B). Por otro lado, supéngase que = ¢ X \ B, para
algin = € X. Entonces existe una bola abierta B,(x), tal que B,(z) N X \ B = (.
En otras palabras ¢ € B,(z) C B, es decir z € i(B). Por tanto = ¢ X \ i(B).
Asi X\ i(B) c X\ B. O

Ahora veamos lo que sucede con una familia de conjuntos abiertos y densos en
algin espacio asi, como algunas observaciones de este.

Proposicién 1.56. Sean X un espacio topoldgico y {G,, : n € I} una familia
finita de subconjuntos no vacios, abiertos y densos en X donde |I| = N para algin
N € w, entonces [Gy es un conjunto denso y abierto en X.

14
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Demostracion.

Basta que se considere el caso para dos conjuntos abiertos. Sean Gi, Go C X
abiertos y densos en X y O un conjunto abierto cualquiera en X no vacio. Como
GG1 es un conjunto abierto y denso en X, entonces G; N O # () y ademés es un
conjunto abierto en X. Ahora, como G5 es un conjunto denso en X, entonces
ON(GiNG2) =G2nN (G NO) # 0. Por tanto G; N G4 es un conjunto denso y
abierto en X. O

Observacion 1.57.

1. En relacion al apartado (2) del Corolario 1.52, observar que si A C X es
denso en X, entonces no es cierto que en general X \ A es nada denso en X.
Basta considerar X =R y A = Q. Sin embargo, si A es un conjunto abierto
y denso en X, entonces X \ A es nada denso. Basta verificar que X \ (X \ A)
es denso en X, lo cual se sigue por X \ (¥ \ A) =X\ (X \ A4) = A.

2. La interseccion de dos conjuntos densos en un espacio topoldgico Hausdorff
no necesariamente es denso. Basta que se consideren Q, I C R subconjuntos
densos en R.

3. Sea (X, T) espacio topoldgico Hausdorff, entonces la familia

A={0}U{ACcX: Aet y Adensoen X}
determina una nueva topologia para X, la cual estd contenida en T ©.

4. La union finita de conjuntos nada densos en un espacio topoldgico X, es
nada denso en X. En efecto, sea {A;} una coleccion finita de conjuntos nada
densos en X, entonces por el Corolario 1.52, X \ A; es denso y abierto
en X para cada i, por (2) se tiene que (),(X \ A;) es denso en X y como
N;(X\A4) =X\ (U; 4i) =X\ (U, Ai), una vez mas por el Corolario 1.52
tenemos que | J; A; es nada denso en X.

5. La union numerable de conjuntos nada densos en un espacio topoldgico X
no necesariamente es nada denso en X. Considérese R con la métrica usual
y definir A = {{r} : r € Q}, donde Q = |JA el cual es denso R pero cada
{r} es nada denso en R.

Pese a que la nocién de ser nada denso se transmite por inclusién, tal concepto
sigue siendo restrictivo debido a la incapacidad que posee para preservarse bajo
uniones numerables. Sin embargo las nociones de ser un conjunto de primera
y de segunda categoria introducidas por Baire, permiten el estudio de diversas
propiedades topoldgicas, logrando con ello tener una area de trabajo donde se
pueda visualizar la importancia de estos conjuntos.

La prueba de este hecho se sigue de inmediato por la forma en que se defini6 la nueva topologia.
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1.2.2. Conjuntos de Primera Categoria y Segunda Categoria

Se hereda el término de ”Categoria” ( el cual obviamente no es en el sentido
de la teoria actual de categorias ) del lenguaje que utilizé Baire en el estudio de
las propiedades de ciertos conjuntos, los cuales fueron parte fundamental en el
desarrollo de su trabajo de tesis doctoral.

., Cuan grande, en un sentido que se debe de precisar, es el conjunto de los
puntos de discontinuidad de una funcién real sobre un espacio métrico? Piense
en la funcién caracteristica de los numeros racionales, ahora preguntese jcémo
decir si tal conjunto es grande o pequeno? Baire respondiéndose a estas preguntas
introdujo la nocién de cuando un conjunto es de primera categoria o de segunda
categoria. Asi, tal medicion de estos conjuntos conducen a la siguiente definicion.

Definicion 1.58. Sean X un espacio topolégico y A C X.

» A es un conjunto de la primera categoria (diseminado o magro), si existe
una sucesion {Ay}nen de subconjuntos de X tal que A = J, .. A, donde
cada A,, es nada denso en X.

new

» A es un conjunto de la seqgunda categoria (no magro), si A no es la union
numerable de conjuntos nada densos.

Observacion 1.59. Un espacio topoldgico es de la sequnda categoria si y sélo si
cualquier interseccion numerable de subconjuntos abiertos densos en el espacio es
no vacia.

Si un espacio X es de la segunda categoria, entonces se dird que X es un
espacio de la segunda categoria en si mismo. Més ain, tales nociones de categoria
son relativas. Por ejemplo, el espacio R, visto como subconjunto de C, es cerrado
y no vacio, por lo que es de la primera categoria, sin embargo R es de la segunda
categoria en si mismo. Otro ejemplo de esto es el siguiente, sea (Z, dr) donde dg es
la métrica inducida por la métrica usual en R, luego no es dificil verificar que (Z, dg)
es un espacio métrico completo. Por iltimo (Z,dg) es de la segunda categoria en
si mismo, pues cada singular en Z es un conjunto abierto en este espacio y por
ende no puede ser nada denso. Sin embargo, Z visto como subconjunto de R es en
efecto un conjunto de la primera categoria en R.

Desde el punto vista topolégico los conjuntos de primera categoria son
pequenos, mientras que los de la segunda categoria son grandes. Algunas
propiedades que se cumplen en los conjuntos de la primera categoria son las
siguientes.

Proposicién 1.60. Sean X un espacio topoldgico y A,B C X.
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1. Si A C B y B es un conjunto de la primera categoria, entonces A es un
conjunto de la primera categoria.

2. La union numerable de conjuntos de la primera categoria, es un conjunto de
la primera categoria.

3. Si A es un conjunto cerrado en X cuyo interior es vacio, A es de la primera
categoria en X.

4. Sea h : X — X un homeomorfismo, entonces A y h(A) son de la misma

categoria’ .

Demostracion.

(1) Se sigue del hecho que A = AN B. (2) Anélogo a (1). (3) Por definicién.
(4) Supdngase que A es de la primera categoria, entonces A = (J, ., A, donde
cada A, es nada denso. Aplicando h a A, tenemos que h(A4) = U, ., h(An).
Supéngase que cada A, es un conjunto cerrado, entonces h(A4,) es un conjunto
cerrado ya que h~! es continua. Véase que h(A,) es nada denso, para cada n.
En efecto, supdngase lo contrario, es decir, Ja € i(h(A,,)) para algin ng, luego
h=Y(a) € h=1(i(h(Ay,))) C i(h~ 1 (h(Ay,))) = 0 lo cual es falso. Por tanto cada
h(A;) es nada denso. Asi h(A) es de la primera categoria. O

1.2.3. Conjuntos F, y Gy

Como es bien sabido, la interseccion infinita de conjuntos abiertos en un espacio
métrico (topolégico), no es en general un conjunto abierto, y lo mismo sucede con
uniones infinitas de conjuntos cerrados. Sin embargo, cuando se habla de uniones o
intersecciones contables, se pueden obtener algunos resultados ttiles para resolver
diversos problemas en el andlisis u otras areas.

Definiciéon 1.61. Sean X un espacio topolégico Hausdorff y A C X no vacio. Se
dird que:

(a) A es un conjunto F, en X si existe una sucesion (Ap)new de conjuntos
cerrados en X, tal que A =, ¢, An-

(b) A es un conjunto Gs en X, si existe una sucesion (Ap)new de conjuntos
abiertos en X, tal que A = (), ¢, An.

Los conjuntos que se pueden representar como un conjunto Fy y Gs al mismo
tiempo se les llamardn ambiguos.

Ser de la primera o de la segunda categoria es un invariante topolégico.
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Observacion 1.62. Sean (X,7) un espacio topoldgico de Fréchet y A C X.
Entonces se cumple lo siguiente:

s Todo subconjunto contable de X, es un conjunto F, en X, lo cual se sigue
por el hecho de que cada conjunto singular en X es cerrado en X.

s A es un conjunto Gs en X siy sélo si X\ A es un conjunto F, en X ©.

Ejemplo 1.63. Sean X un espacio métrico y A C X. Si A es cerrado, entonces
A es un conjunto Gs. En particular ambiguo.

Demostracion.

Considere para cada n € N, Gy, = J,c4 Bi/n(z). Véase que A = (1, oy Gpn. Como
A C G, para cada n, entonces A C [, oy Gn. Ahora si z € [, oy G, 2 € G, para
cada n. Fijando algiin ng, existe un = € A tal que 2z € By, (z). Entonces z € Ay
como A = A, z € A. Por tanto ﬂneN G, CA Asi A= ﬂneN G, y dado que cada
G, es abierto, A es un conjunto Gg. Por tltimo, A trivialmente es un conjunto F,.
Por tanto A es ambiguo. Ol

Del ejemplo anterior se puede garantizar que si A es un conjunto abierto no
vacio en algin espacio métrico X, entonces A es un conjunto F, en X. Més atn,
A es un conjunto ambiguo.

Ejemplo 1.64. Los conjuntos de los nimeros racionales e irracionales, es decir,
Q y R\ Q respectivamente son conjuntos F, y G5 en R, respectivamente.

Del ejemplo anterior se puede realizar la siguiente pregunta ;Es Q un conjunto
G5 en R? Dicha respuesta a este problema se considerara en una seccién posterior
en este trabajo.

Otra definicién que se usara con frecuencia en este trabajo es la siguiente:

Definicion 1.65. Sean X un espacio topolégico Hausdorff y M C X. Se dird que
M es residual en X, si X \ M es de la primera categoria en X.

El siguiente resultado establece una caracterizacién de los conjuntos residuales.

Proposicion 1.66. Sean X un espacio topoldgico Hausdorff y M C X. M es
residual en X si y solo si existe sucesion (Gp)new, de subconjuntos abiertos y densos
en X, tal que (), o, Gn C M.

Demostracion.
=] Se sabe que existe (Ay)necw sucesion (A, )pew de conjuntos nada densos, tal

8l resultado se sigue de las leyes de D’Morgan.
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que A, C X paracadany X\ M = Unew
Gn =X\ A, es denso y abierto en X. Asi

M=X\JAn =X\ 4) 2 JX\ A) =) GCn.

<] Se afirma que X'\ M es de la primera categoria. En efecto, por hipétesis existe
(Gp)new sucesién de abiertos y densos en X tal que (|G, C M. Por el Corolario
1.52, se tiene que X \ G, es nada denso para cada n,pues X \ (X' \ G,) = X'\
(X \ Gy) = Gy, con Gy, denso y abierto en X'. Luego, sean G}, := ,,cps Bi/n(m),
para cada n. Nétese que cada G, es abierto en X. Es claro que )
Asi B, = G, N G), es un conjunto denso y abierto en X.

A,,. Por el Corolario 1.52, tenemos que

new n —

Por tltimo véase que X \ M = |J(X \ E,). X \ E, es nada denso en X para
cada n € w por Corolario 1.52. Primero véase que X \ M C |J(X \ E,), basta

observar que E, C (|G, C M. La otra contencién se obtiene a partir de
M=Mn(NG)) c (NG N(NG,) = En. O

Observacion 1.67. Todo conjunto residual contenido en un espacio métrico
completo es de la sequnda categoria.

1.2.4. Producto Topoldégico

Una tarea de suma importancia en la topologia (al igual que en muchas otras
dreas de la matemética) es construir nuevos espacios a partir de los existentes’.
Por ello se introduce la definicién de topologia para el producto entre dos espacios
topoldgicos como sigue:

Proposicién 1.68. Sean (X,7),(Y,n) espacios topoldgicos. La familia B =
{UxV:UerT,Ven} es base para una topologia en X x Y.

A la topologia de la proposicién anterior se le llama topologia producto para
el espacio X x Y. En esencia la topologia que se define en el producto es la
interseccion de todas las posibles topologias en el producto de tal forma que las
funciones proyeccién'’ sean continuas.

De lo anterior podemos definir la topologia producto para un nimero finito de
espacios topoldgicos, {X; : i € {1,...,n}} para algin n € w\{0}, como la topologia
generada por la subbase & = {IT; 1(U;) : U; abierto de &;, i € {1,...,n}}, donde
los conjuntos Hi_l(UZ-) =X x---xUx---xX, =U; x H#i X, los cuales suelen

9Cabe hacer la aclaracién que las ideas presentadas sobre le producto Topoldgico en este
trabajo son muy basicas y para una mejor comprensién de estas serd necesario consultar alguna
de las referencias citadas.

Py : A xY 5 XyHy : XAxY =Y
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llamarles cilindros abiertos. Asi, los abiertos en el producto topolégico, []; &j,
son de la forma B = Uy x --- x U,.

En una familia indizada de conjuntos {X; : i € I}, el producto cartesiano
[Lic; Xi se define como el conjunto de las funciones {x : I — [J;c; Xi | (i) € Xi},
donde z(i)( 6 x; ) denota la coordenada i-ésima de x = (z;);cs. El axioma de
eleccién nos dice que este conjunto producto es no vacio si cada factor X; no lo
es. Tal concepto puede caracterizarse en términos de las funciones proyeccién las
cuales se definen para cada j € I como:

Hj : HXZ — Xj, por H](a:) = Zj.
el

De manera completamente analoga al caso finito se puede definir la topologia
producto para una familia indizada de espacios topoldgicos digase {(X;,7;)

i € I'}. Una subbase para esta topologia es & = {II;/(U;) | U; € 7;} y de la
cual los abiertos basicos o candnicos se definen como intersecciones finitas
de cilindros abiertos, es decir, U = (;_; Hifkl(Uik), o de manera equivalente,
U=U; x---U;, X Hiel Xi, © # i1,...,1,. Lo anterior nos esta diciendo que
U es un producto donde todos los espacios coordenados son los X; salvo para un
numero finito de indices i, donde se tienen abiertos propios de cada uno de los
espacios indizados.

Asi, considerando al conjunto A diferente del vacio con la topologia discreta,
una base para el producto topolégico A“ es la coleccién formada por [, ., Un
donde |U,| = 1 para una cantidad finita de elementos de w y U, = A para los

demads indices.(*)

1.3. Compacidad

La nocién de compacidad estd conectada con el teorema de Borel-1894 el cual
estable que cada cubrimiento abierto numerable de un intervalo cerrado y acotado
tiene un subcubrimiento finito, y la observacién hecha por H.Lebesgue-1903, de
que el mismo suceso ocurre para cualquier cubrimiento abierto no necesariamente
numerable. El concepto de espacio (regular) compacto fue introducido por L.
Vietoris, en 1921. La nocién de espacio compacto que se utilizara se debe a P.
Alexandroff y P.S. Uryshon, 1923.

Asi, hablaremos de una de las nociones mdas importantes y que se usa
frecuentemente en espacios topoldgicos (espacios métricos), es decir la nocién de
compacidad, ademads de algunas equivalencias a este concepto.

Sea (X,7) un espacio topoldgico y il una coleccién de subconjuntos de X,
entonces se dird lo siguiente:
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il es una cubierta de X si X = [JU. Si cada uno de los elementos de i es
un conjunto abierto de X, diremos que il es una cubierta abierta de X.
Ma3ds atn, si 3l es una cubierta abierta de X y V es una subcoleccién de 4,
diremos que V es una subcubierta de 4 para X, si también es una cubierta
de X.

s §[ es localmente finito en X si para cada x € X, existe una vecindad U de
2 que interseca sélo a una cantidad finita de elementos en il.

» iy C P(X) es un refinamiento de 4, si cada elemento de Ly esta contenido
en algin elemento de il; ademas, si los elementos en Ly son abiertos en X se
dice que iy es un refinamiento abierto de 4.

s X es Lindelof si toda cubierta abierta de X posee una subcubierta
numerable para X.

= X es Paracompacto si toda cubierta abierta de X posee un refinamiento
abierto localmente finito para X.

Definicién 1.69. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces,
1. X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.
2. A es compacto si (A, T4) es compacto.

Definicién 1.70. Sea (X,d) un espacio métrico. X es totalmente acotado o
precompacto si, para cada € > 0, de la cubierta abierta {U(z,€): v € X} de X, se
puede extraer un subcubrimiento finito.

Observacion 1.71. Sea X un espacio métrico. X es separable si y solo si, X es
2° numerable. Asi, todo espacio métrico separable es Lindeldf.

Proposicion 1.72. Ningin espacio discreto infinito numerable puede ser
compacto.

Demostracion.

Supéngase que (X,7) es un espacio topoldgico con la topologia discreta cuya
cardinalidad es Ry. Si X’ se escribe como una sucesién, digase X = {x1, 2, ...... }
se tendra que {{z} : n € w} es un cubrimiento abierto de X, del cual no puede
extraerse un subcubrimiento finito. O

Una caracterizacion de la metrizabilidad en los espacios topoldgicos compactos
es la siguiente.

Proposicién 1.73. S5i X es un espacio topoldgico compacto, entonces X es
metrizable si y solo si X es Hausdorff y sequndo numerable.
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Definiciéon 1.74. Sea X un espacio metrizable y separable, una compactacion
de X es un espacio metrizable y compacto, X', en el cual X puede ser encajado
en X' como un conjunto denso.

Definicion 1.75. Una familia § de subconjuntos de un conjunto X, se dice que
tiene la propiedad de interseccion finita (PIF) si y sdlo si la interseccion de
cualquier subcoleccion finita de § no es vacia.

En el siguiente teorema se exhibe como la propiedad anterior (PIF) ayuda a
caracterizar a los espacios compactos que son Hausdorfl.

Teorema 1.76. Sea X' un espacio topoldgico Hausdorff. X es compacto si y sdlo
st cada familia de subconjuntos de X que posee la PIF tiene interseccion no vacia.

A continuacién se da una lista de algunas proposiciones que se obtienen a partir
de la definicién de compacidad en un espacio topolégico.

Proposiciéon 1.77.
1. Clalquier subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.
2. Los subconjuntos compactos de un espacio topologico Hausdorff son cerrados.

3. La imagen continua de un conjunto compacto es un conjunto compacto en
cualquier espacio topoldgico.

4. Una funcion continua de un espacio topologico compacto en un espacio
topoldgico Hausdorff es un encaje.

5. La compacidad se preserva para la unidn finita de subespacios compactos de
Un espacio.

6. La compacidad se preserva para el producto de espacios compactos
(Tychonoff).

Definicion 1.78. Sea X un espacio topolégico. Se dice que X es localmente
compacto si y sélo si para cada x € X y para todo conjunto abierto A con x € A,
existe un conjunto abierto B tal que x € BC B C A y B es compacto.

Definicion 1.79. Sean X espacio topoldgico y A subconjunto de X. Se dird que A
es o—compacto si existe (Kp)new sucesion de subconjuntos compactos en X tal

que A=, c., Kn-

Ejemplo 1.80. Q se puede representar como la union numerable de conjuntos
compactos, es decir, Q es o-compacto.

Definicion 1.81. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff. X es K,-localmente
compacto si X es o-compacto y localmente compacto.
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1.4. Ordinales y Cardinales

La pequena seccién que iniciaremos tiene el fin de recordar algunas nociones
bésicas sobre la teoria de conjuntos, podemos mencionar entre ellas la de ser un
numero ordinal, un nimero cardinal y algunas proposiciones que nos serdn de
ayuda en una seccién posterior.

Definicién 1.82. Una relacion binaria < sobre un conjunto A es un orden parcial
de A si cumple lo siguiente:

» a £ a para todo a € A,
m sia<byb<centoncesa<c.

Denotado por (A, <). Haciendo abuso de notacion simplemente se dird que A es
un conjunto parcialmente ordenado.

Un orden parcial < sobre un conjunto A se dice un orden lineal si para
cualesquiera a,b € A, a < bbda =5bdbb < a. Asi, si se tiene un orden lineal
< sobre un conjunto A, se dird que A es bien ordenado respecto a <, si cada
subconjunto no vacio de A tiene un elemento minimo.

Definicién 1.83. Un conjunto T se dice transitivo siVe(z € T =z CT).

Sea A un conjunto cualquiera, denotaremos por |A| a la cardinalidad del
conjunto A, es decir, a la cantidad de elementos que posea A.

Definicién 1.84. Un conjunto es un nimero ordinal (o simplemente ordinal)
st este es un conjunto transitivo y bien ordenado por €.

Sea o un ordinal, si 8 = a+{a} = a+1, entonces 3 es un ordinal sucesor'’.

Si 8 no es un ordinal sucesor entonces 5 = sup{y : v < S} = |J 3, serd llamado
ordinal limite'”.

Definicién 1.85. Un ndmero ordinal, o, se dice nimero cardinal si |a| # |5

para todo ordinal f < a'?.

Si B es un conjunto bien ordenado, entonces existe un ordinal 5 tal que
|B| = |B]. De ahi que |B| se puede definir como el minimo ordinal, «, tal que
B[ = |al.

Sea f : @ — [ una funcién entre cardinales, diremos que f es cofinal si
Vv e B,3p€a: vy < f(p). De lo anterior podemos definir la cofinalidad de

HPara cada a ordinal, o + {a} = If{8 : 8 > a} es un ordinal.

12E] minimo ordinal limite diferente de cero es w, los elementos de w son llamados ordinales
finitos o nimeros naturales.

131, es el minimo cardinal infinito. Note que todos los cardinales infinitos son ordinales limites.
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un cardinal como cof () = min{a : 3f : a« — [ cofinal}. Como consecuencia
inmediata se tiene que cof(8) < 3. También se dird que un cardinal « es regular
(singular) si cof(a) = a (cof(a) < «). Asi, dado k un cardinal, si k es regular,
K =Ua<y Ba ¥ 7] < K, entonces existe a < 7y tal que |fo| =K y a # f.

Lema 1.86 (De la raiz). Sea & = {S, : a € A} una familia de subconjuntos
finitos de un conjunto S con |A| = kK > o, donde k es un cardinal regular no
numerable. Entonces existe un conjunto B C A de cardinalidad k y un conjunto
So € S tales que S, N Sg = Sy para cada o, 3 € B.

Demostracion.

Para cada n < w, definase F,, = {So € & : |S,| = n}. Es claro que & = {J,,,, F-
Como & es regular y & = |J,,,, |Fn|, se puede concluir que existe ng < w tal que
|Fno| = k. De lo anterior se puede suponer sin perdida de generalidad que todo
elemento en & tiene igual cardinalidad, es decir, |S,| = n para cada « € A y algin
necw.

Realizando induccién sobre n, se tendra que, si n = 0, entonces B = Ay Sy =0
satisfacen las condiciones pedidas. Supdngase que se cumple para algin n el
resultado y |S,| = n + 1 para cada o € A. Sea € = {S, : @ € C'} una subfamilia
ajena por pares maximal de &',

Si |C] = |A| = k, entonces B = C' y Sy = () son los conjuntos buscados.
Ahora, si |C| < |A], entonces |[|JC| = A < k. Definase para todo v < A,
F,={S, € 6\¢€:5,nS, #0}. Es claro que |A\ C| = . Por la maximalidad de
¢, se tiene que &\ € =, _, Fy. Como |C] < [A\ C| = K y K es regular, entonces
existe 8% € C tal que |Fg«| = [{a € A\ C': So N Sj # 0} = k.

Sea s* € Sg« de tal forma que el conjunto D = {a € A\ C : s* € S,} tiene
cardinalidad . Note que la familia {S, \ {s*} : @ € D} de subconjuntos de S
cumple la hipétesis inductiva, entonces existe B C D con |B| = |D|=ky S; C S
tal que Sy \ {s*} NS\ {s*} = S para cada a, f € B. Asi Sy = S§U{s*}, entonces
B CA,|Bl=ky SaNSg =5 para cada a, 5 € B. O

Proposicién 1.87. Un cardinal infinito r es reqular si k # |J{Sy : v < k} donde

S, C K con |Sy| < k para cada v < Kk [Lema 3.6 pdg.27 en [20]].

Definicion 1.88. Sea k un cardinal regular no numerable y sea C C k. C es
cerrado y no acotado en k si cumple lo siguiente:

1No es complicado verificar que la coleccién de subfamilias de & cumple las hipétesis del lema
de Zorn, por tanto existe un elemento maximal en la coleccién, digase €.

24



CAPITULO 1 PRELIMINARES
1.4. ORDINALES Y CARDINALES

» Para cada sucesion en C de longitud v < k, digamos ap < ap < -+ < ag <
-+ (€ <), se tiene que limg_,, g € C' (Cerrado).

» Para cada o < K, existe B > « tal que B € C (no acotado).

Una funcién n-aria sobre A, es una funcién f : A — Asin > 0 o un
elemento de A si n = 0. Un conjunto B C A es cerrado bajo f si y sélo si
f(B™) € B(6 f € B cuando n = 0). Una funcién finitaria es una funcién n-aria
para algin n € w. Sea § una familia de funciones finitarias sobre A y B C A,
entonces la cerradura de B bajo § es el minimo conjunto C' que contiene a B y es
cerrado bajo todas las funciones en §.

Lema 1.89. Sean k un cardinal infinito y A un conjunto. Si B C A con |B| <k y
§ una familia de funciones finitarias sobre A tal que |§| < Kk, entonces la cerradura
de B bajo § tiene cardinalidad a lo mds k [Prueba en [22]].

Proposicién 1.90. Sean k > w un cardinal regular y § una familia de funciones
finitarias sobre k con |§| < k, entonces C = {a < Kk : « es cerrado bajo F} es
cerrado y no acotado en k [Prueba en [22]].
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Capitulo 2

Teorema de Categoria de Baire

En 1897, William Fogg Osgood prueba que la intersecciéon de una sucesién
de subconjuntos densos y abiertos en R es densa en R. Mas tarde, Baire observa
que el resultado se preserva en R™ y lo aprovecha en su estudio de las llamadas
funciones de la primera clase de Baire. Después, Hausdorff lo extiende a los espacios
completamente metrizables. Por ultimo, Stefan Banach observé que no sélo el
resultado se cumple en R”, sino también en espacios métricos completos y en
cualquier espacio topolégico localmente compacto.

Nuestro fin serd estudiar los tipos de espacios particulares que cumplen tal
propiedad y revisar algunas nociones sobre ellos.

2.1. El Teorema de Categoria de Baire para Espacios
Métricos Completos

La clase de los espacios métricos completos fue el primer ejemplo histérico
de espacios de Baire. La importancia de este hecho quedd registrada en los
fundamentos de la topologia y el andlisis mediante el teorema de Categoria de
Baire (TCB) o simplemente teorema de Baire (TB).

El objetivo de esta seccién serd exhibir al teorema de categoria de Baire en sus
dos versiones para espacios métricos completos asi como algunas consecuencias
inmediatas a partir de este resultado.

Una primera version del teorema de Baire para espacios métricos completos es
la siguiente:

Teorema 2.1. Sean X un espacio métrico completo y {Ap}tnew una familia
numerable de cerrados de X con interior vacio, entonces |, . Ay tiene interior
vacio.

new
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Demostracion.

Supéngase lo contrario, entonces existe un abierto A tal que A C (J,,¢,, An. Como
i(Ag) = 0, existe g € A\ Ag. Como A\ Ag es abierto existe una bola cerrada
By, (m0) tal que By, (z0) C Ay Ag N Byy(z0) = 0, ademds se puede suponer que
ro < 1/2°. De manera recursiva, se construye una sucesién {z, : n € w} en X y
una sucesién real {r, : n € w} tales que cumplen lo siguiente

» 7, < 1/2" para cada n € w.

. ?m(xn) C Brnq(:ﬂnfl) y An ﬂBirn(xn) =10

new Bro (tn) = {x} tal que x ¢ A, para todo n € w, pero
A, 1o cual no es posible. O

Por el Teorema 1.17, N

BTO(SUQ) CAC U

new

La siguiente version del Teorema de Baire se obtiene a partir de intersecciones
numerables de conjuntos densos y abiertos. Tal versién del teorema es la méas usual
en la bibliografia y por ello a la que se referird cuando hablemos del teorema de
Baire.

Teorema 2.2 (TCB para espacios métricos completos). Sea X un espacio métrico
completo y {Up}new una familia numerable de conjuntos abiertos densos en X

entonces
U= (U

new

es denso en X.
Observacion 2.3. Todo espacio de Baire es de la seqgunda categoria.

Definicion 2.4. Sea X espacio métrico. Diremos que X es un espacio de Baire si
cualquier interseccion numerable de densos y abiertos en X, es densa en X.

Con el teorema anterior se puede responder a la pregunta planteada
anteriormente sobre si el conjunto de los nimeros racionales Q es un conjunto

Gs en R.
Proposiciéon 2.5. El conjunto Q no es un conjunto G5 en R.

Demostracion.
Supéngase que Q = (., Un, donde los U,, son abiertos en R. Como Q es denso,
cada U, es denso, y por tanto, los conjuntos F,, = R\ U, son nada densos. Entonces

R=JE.uJ{g}
q€Q

es la unién contable de conjuntos nada densos, lo cual contradice al Teorema
2.1. O
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Teorema 2.6. Sean X un espacio métrico completo y {C; : i € w} una familia
de cerrados en X. Si U es un abierto de X no vacio tal que U N i(UiGw Ci) #0,
entonces U N J;e,, 1(Cs) # 0.

Demostracion.
Sea U conjunto abierto de X tal que U N i(UiEW Cz-) # (). Se cumple lo siguiente

1Cw 1€w 1€w
iewUﬂ C’i> # (). Por el teorema de Baire existe N € w tal

que i(UNCy) # 0. Por tltimo () # UNi(UNCy) C UNi(Cy) pues U es denso en
U y i(UNCy) es un abierto no vacio de U. Asf UNi(Cy) # () para algin N € w.
Por tanto U N J;¢,, 1(Cs) # 0. O

De lo anterior que, Z(U

El teorema de Baire para espacios métricos completos posee dos restricciones
importantes, las cuales son:

1. La completitud del espacio métrico.

2. La numerabilidad de los subconjuntos abiertos y densos en el espacio. Por
ejemplo, para R, si para cada = € R se definen A, = R\ {x}, se tiene que
cada A, es abierto y denso en R, sin embargo

ﬂAz:Q).

z€R

Corolario 2.7. Sea X un espacio métrico completo, entonces X no es union
numerable de conjuntos nada densos.

Demostracion.

Sea {Ej, }new sucesién de conjuntos nada densos y supéngase que X' = (J, o, En.

Como X \ i(E,) = X y por el Corolario 1.52, X\ E, = X. As{ tomando
F, = X\ E,, se tiene que cada F}, es abierto y denso. Por Teorema 2.2 se
cumple que () F}, # (). Por tanto X \ |J E,, # 0, lo cual es falso. O

Ejemplo 2.8. Como ejemplos del Corolario 2.7 se tienen a R y el espacio de
Cantor, lo cual es inmediato a partir de la completitud de ambos espacios.

Observacion 2.9. Si (X,d) es un espacio métrico completo, entonces X es de
sequnda categoria.
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Proposicién 2.10. Sea X un espacio métrico (Hausdorff) y localmente compacto,
entonces X es de la sequnda categoria.

Demostracion.
Supéngase que X es localmente compacto. Sean {U,, : n € w} una coleccién de
conjuntos abiertos y densos de X y V' un conjunto abierto no vacio en X.

Véase que V N ((,c, Un) # 0. Como V N Uy # () y abierto, entonces existe
By # 0 abierto, tal que By € V N Uy y By compacto (pues X es localmente
compacto). Recursivamente se construye lo siguiente

Bn g anl N Una

ademds, note que B, compacto pues By lo es. Definase O = () By, por la PIF,
se tiene que O # 0. Asi, 3z € O € U, y * € By C V NU. Por tanto
V N (Nhew Un) # 0. Asi, por la Observacién 2.3 se tiene el resultado. O

Se puede verificar que existen espacios métricos que son de la segunda categoria
y los cuales no son espacios de Baire. Por ejemplo considérense los siguientes
conjuntos F = {(2,0) e R2 : 2 ¢ R} y G = {(0,y) € R?2 : y € Q A y # 0},
luego sea (X,7n) donde X := FUG y 1 = 7gz .. Se afirma que X es de la segunda
categoria. En efecto, considere una sucesién (Up,)ne,, de abiertos densos en X, y
note que para cada n € w se tiene que U, N (0, 00) es abierto y denso en (0, c0), de
ahi que (e, Un) N (0,00) es denso en (0, 00) pues (0,00) es un espacio de Baire
ya que (0,00) es localmente compacto. Por tanto (), Un # 0, lo cual garantiza
que X es de la segunda categoria en si mismo, pero véase que X no es un espacio
de Baire, para ello obsérvese que G es un conjunto abierto de X que es unién
numerable de conjuntos nada densos, de lo cual se sigue el resultado.

Por otro lado existen ciertas categorias de espacios topolégicos donde ambas
nociones coinciden, por ejemplo, se puede verificar que en los Espacios Vectoriales
Topolégicos (EVT), ser espacio de Baire es equivalente a ser de la segunda categoria
en si mismo, véase Pég. 42 en [(] y también, todo espacio homogéneo de la segunda
categoria es un espacio de Baire véase proposicién 1.27 en [28].

Corolario 2.11. Todo espacio métrico compacto es un espacio de Baire.

Demostracion.

Sea X un espacio métrico compacto, entonces X es localmente compacto y por
la Proposicién 2.10 se tiene que X es un espacio de segunda categoria. Dado que
todo espacio de Baire es de la segunda categoria en si mismo, se concluye que X
es un espacio de Baire. ]
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2.2. El Teorema de Categoria de Baire para Espacios
Topolégicos

La version del teorema de categoria Baire para espacios topolédgicos pide la
restriccién de que el espacio sea Hausdorff y localmente compacto teniendo como
conclusién del teorema la misma del TCB para métricos completos. Asi el ser un
espacio de Baire se puede generalizar a espacios topoldgicos como sigue:

Definicién 2.12. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dird que X es un Espacio
de Baire si toda (Gp)new sucesion de conjuntos abiertos y densos en X, cumple
que (\,co, Gn es densa en X.

Observacion 2.13. Sean X,)Y espacios topologicos y f : X =Y un
homeomorfismo. Si X es de Baire entonces ) es de Baire.

Teorema 2.14. Sea X un espacio topoldgico, son equivalentes las siguientes
proposiciones:

(a) Cada conjunto abierto no vacio en X es de la sequnda categoria.
(b) Cada conjunto de la sequnda categoria en X es denso en X.

(c) Sea {U, : n € w} familia de conjuntos abiertos y densos de X, entonces
ﬂnEw U,, es denso en X.

Demostracion.

(a)=-(c) Sea {U,, : n € w} una familia de conjuntos abiertos y densos no vacios de
X. Suponga que [{U, : n € w} no es densa en X, entonces existe D un conjunto
abierto no vacio en X tal que (), UnND =0, D € X\, Un = Upeoo (X \Un)
el cual es de la primera categoria pues para cada n € w, X \ U, es nada denso, lo
cual es falso pues por hipétesis D es de la segunda categorfa. Por tanto ), ., Un
es denso.

(c)=(b) Sea £ = X\ U, donde U = |J,,,, Un y cada U, es nada denso. Entonces
E = Mpew( X\ Un) 2 Nyeo(X \ Un). Nétese que para cada n € w, X\ U, es un
conjunto abierto y denso, por tanto (1, . (X \ Uy,) es denso. Asi I/ es denso en X'

(b)= (a) Sea U un conjunto abierto no vacio en X’y suponga que U es de la primera
categoria, entonces X \ U es de la segunda categoria y por hipétesis es denso en
X, lo cual es falso pues U es un conjunto abierto no vacio tal que UN (X \U) = 0.
Por tanto U es de la segunda categoria. O

Un espacio topoldgico también sera llamado de Baire si satisface alguna de las
proposiciones del resultado anterior.
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Teorema 2.15. Sea X un espacio de Baire. Todo conjunto abierto no vacio en
X, es un espacto de Baire en su topologia relativa.

Demostracion.

Sean A C X un abierto no vacio en X y (D), )ne, una sucesiéon de abiertos densos en
A, entonces cada D,, es un abierto en X para cada n € w. Definanse los siguientes
conjuntos G, = D, U (X \ A) para cada n. Se afirma que cada G,, es abierto y
denso en X'. En efecto, es claro que GG, sea abierto en X'. Pruébese que G, es denso
en X. Para ello obsérvese lo siguiente, que D,, es denso en A, significa que A C D,
y como G,, = D, U (X\Z) D AU(X\ A) = X. Se tiene que G, es denso en X.
Dado que X es un espacio de Baire, entonces [ G,, es denso en X, en particular
no vacio. Por dltimo, como

V);éﬂGn:ﬂ<Dnu(X\Z)> — (ﬂpn)u(;c\Z)

se tiene que () D,, es denso en A. Ol

Dicho lo anterior se puede formular la siguiente pregunta ;todo subconjunto
cerrado de un espacio de Baire, es de Baire? Desafortunadamente la respuesta es
negativa. Véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.16. Sea X' = R?\{(z,0) : = € R\Q}. Se afirma que X’ es un espacio
de Baire. Para ello considérese el siguiente conjunto Y = {(x,y) € X' : y # 0},
claramente Y es abierto y denso en X', mds aiin, ) és un espacio de Baire por ser
localmente compacto. Sea (Gp)new una sucesion de conjuntos abiertos y densos en
X’ y note que G,NY es un abierto denso en Y para cada n. Como ) es un espacio
de Baire, entonces ((G,NY) = (ﬂGn> NY es denso en ), de ahi que (G, es
denso en X'. Por tanto X' es un espacio de Baire. Asi I = {(x,0) € R?: x € Q}
es cerrado en X', pero es de primera categoria (pues Q es de primera categoria).

Definicion 2.17. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es
hereditariamente de Baire si todo A C X subconjunto cerrado en X es un
espacio de Baire respecto a la topologia relativa.

Observacion 2.18.
1. Todo espacio hereditariamente de Baire es un espacio de Bajire.

2. Los espacios completamente metrizables y los localmente compactos
Hausdorff son espacios hereditariamente de Baire'.

El siguiente resultado muestra una caracterizacién de los espacios
hereditariamente de Baire.

Note que X’ en el Ejemplo 2.16 no es completamente metrizable ni localmente compacto.
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Teorema 2.19. Sea X un espacio topologico Hausdorff. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. X es un espacio hereditariamente de Baire.

2. Todo subconjunto cerrado de X es de la sequnda categoria en si mismo.

Demostracion.
(1)=-(2) Se sigue de (1) en la Observacién 2.18 y del hecho de que todo espacio de
Baire es de la segunda categoria en si mismo.

(2)=-(1) Supéngase que no se cumple (1), entonces existe F* C X conjunto cerrado
de X que no es de Baire, lo cual implica la existencia de O C X un conjunto
abierto relativo de F' el cual es de la primera categoria por el Teorema 2.14. Asi,
O = U,,c,, Fn donde cada F,, es un conjunto cerrado de I’y ademas es nada denso
en 0. Como cada F;, sigue siendo nada denso en O y O = (O\ O)U|J F,,, entonces
O es de la primera categoria en si mismo, pues es la unién de conjuntos nada
densos en O, lo cual es falso. ]

Modificando la hipétesis de completitud se pueden obtener variantes del
teorema de Categoria de Baire, las cuales se veran mas adelante.

Otra forma de probar que un espacio topoldgico es de Baire, debido a G.
Choquet, se encuentra en la capacidad que poseen ciertos espacios en admitir
una cierta relacién de orden entre sus elementos y que ademaés cualquier sucesién
decreciente de estos, produzcan intersecciones no vacias.

Teorema 2.20 (D’Choquet). Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Entonces
X es un espacio de Baire si existe una relacion, <, entre los abiertos no vacios de
X tales que cumplen lo siguiente:

1. Para cualesquiera A, B conjuntos abiertos en X, si A < B entonces A C B.
2. Para todo B conjunto abierto en X existe A conjunto abierto tal que A < B.

3. Para cualesquiera A, B,C, D conjuntos abiertos en X, si AC B<CCD
entonces A < D.

4. Para cada {Ay, :n € w} familia de conjuntos abiertos en X, si Ap > Apyq

para cada n € w entonces (A, # 0.

Demostracion.
Supoéngase que X no es de Baire. Por el Corolario 1.52 existe G C X conjunto
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abierto no vacio que no es de la segunda categoria en X, entonces existe
(F)new sucesion de conjuntos cerrados y nada densos en X tal que G = |J Fi,.
Recursivamente construiremos una familia {O,, : n € w} de conjuntos abiertos en
X tal que cumple:

(i) Paracadan e w: 0, CG,
(ii) Para cadan € w: Opy1 € Oy,
(iii) Para cadan € w: O, NUp_y Fr = 0.

Se sabe que i(Fp) = 0 de lo cual G € Fy. Luego GN (X' \ Fp) es un conjunto abierto
no vacio de Gy [GN (X \ Fy)] N Fy = 0, por (2) existe Oy conjunto abierto no
vacio tal que Op C GN (X \ Fpy), de lo cual Og € Gy Og C X'\ Fy. Ademés por
(3) se cumple que Oy < G.

Supéngase que se han definido Oy ...0O,, que cumplen (i), (i7), (iit). Para definir

On+1 basta que se considere F' = U?:ll F; en lugar de Fj y es la misma idea.

Ahora, nétese lo siguiente:
(Nox)n(Ur)=0
new new
de lo cual se tiene que
0= 0n)nG={0n
new new

Luego, por (4), N,c, On # 0 lo cual es una contradiccién. Por tanto, X es de
Baire. ]

Ejemplo 2.21. Una forma andloga de probar que dado un espacio topoldgico
Hausdorff localmente compacto X es de Baire, es mediante la siguiente relacion,
=<, sobre los conjuntos abiertos no vacios en X dada por:

A< BsiysolosiACB y A es compacto, para cualesquiera A, B abiertos.

Se puede verificar que < satisface (1)...(4) del teorema anterior.

Ejemplo 2.22. De la misma manera, dado X espacio métrico, podemos definir
la relacion < sobre los conjuntos abiertos no vacios de X, como:

D(B)

A<Bsiysolosi ACB y D(A) = — para cualesquiera A, B abiertos

donde D(F) = min{1,diam(F)} para todo F C X. Se verifica que < cumple las
condiciones del teorema anterior, por tanto X es de Bajire.
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Definicion 2.23. Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Entonces X cumple
la propiedad de Moore, si ningin conjunto cerrado F'F C X se puede expresar
como la union de una sucesion (Fy)new de cerrados en X, tal que para cadan € w
cualquier punto de F,, es punto de acumulacion de X \ F,.

Observacion 2.24. Todo espacio métrico completo y espacio topolégico Hausdorff
localmente compacto cumplen la propiedad de Moore”.

Teorema 2.25 (D’Astin). Sea X' un espacio topolégico Hausdorff con la propiedad
de Moore, entonces X es de Baire.

Demostracion.
Sea (Gp)new C X sucesién de conjuntos abiertos y densos. Véase que (G, es
denso en X. Supdngase lo contrario, y para cada n € w, definase

F, =X\ Gy,

nétese que cada F;, es un conjunto cerrado y cada punto de Fj es punto de
acumulacién de X'\ F,, = G, luego por hipétesis se tiene que

F:U&

no es un conjunto cerrado y por tanto

0# X\ JFn=[)Gn

new new

Como () Gy, no es denso en X, entonces existe U C X conjunto abierto no vacio

Uﬂ(ﬂGn) =0

Por tanto si z € U, existe n, € w tal que v € Hyp, = U \ Gy, asi U = {J, ¢y Hn, -
Primero véase que

tal que

U=JH.=|JH.u(T\U)

new new
lo cual asegura que U es unién numerable de conjuntos cerrados. En efecto,
2] Hy € Upew Hn = H, U . H,= (U\UUH, C(U\U)UUHGW =
U\NU)UU =U = Unean
C] Sea y € Uy, Hn, entonces y € U, Hn 6 y € <Un€w Hn)/. Siy € Unew Hns
Y € Unew H,. Ahorasi y € (Un€w Hn)/ entonces para cada conjunto abierto V'

tal que y € V, V\ {y} N <Un€an) 20,y como U, Hy = U, V\{y} U # 0.

new

2La prueba para el caso cuando el espacio es R se encuentra en [17] teorema 53, pdg.21.
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Por tanto y € U \ U.

Afirmamos que para cada z € | J, ., H, 6 x € U\U, x es un punto de acumulacién
de sus complementos respecto a U. En efecto, si z € U \ U, entonces es claro que
x es punto de acumulaciéon de U \ (U \ U). Ahora, sea n € w. Nétese que si
x € Hy, entonces x € U y por tanto z es un punto de acumulacién de U \ H,,
y de ahi que x es un punto de acumulacién de U \ H,. Asi si € H,, entonces
r€H,6x € H,\ Hy,. Si x € H,, v es un punto de acumulacién de U \ H,. Si
xr € H,\ Hy,, ysea V un conjunto abierto cualquiera en X tal que # € V, entonces
VA\{z}NH, # 0, de ahi que existe z # x € VN H,, y por lo visto anteriormente, z
es un punto de acumulacién de U\ H,, y por tanto,  es un punto de acumulacién de
U\ H,. En ambos casos = es punto de acumulacién de sus complementos respecto
a U, pero esto no es posible por la propiedad de Moore. Por tanto (G, es denso

en X. O
El reciproco del resultado anterior en general es falso®.

2.3. Algunas Propiedades y Equivalencias en Espacios
de Baire

Esta seccion estara dedicada fundamentalmente a presentar algunos resultados
equivalentes a ser un espacio de Baire, asi como algunas consecuencias directas del
teorema de Baire. En base a ello iniciaremos estudiando el resultado generalizado
del TCB a familias numerables de conjuntos Gs-densos.

Teorema 2.26. Sean X un espacio de Baire y (Gp)new una sucesion de
subconjuntos Gg-densos en X. Entonces (G, es un conjunto Gs-denso en X .

Demostracion.
Como cada G,, es un conjunto Gs, existe (Gy, )rew sucesion de conjuntos abiertos
de X tal que,
() Gny. = G
kew
para cada n. Asi
N6.= N (N6n)
new new  kew

luego, como X es un espacio de Baire, entonces (), G es un conjunto denso,

mas atin ()¢, G es un conjunto Gs en X' O

3Para ello consulte [3]
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El resultado anterior garantiza que el conjunto, Q, de los niimeros racionales no
es un conjunto G5 en R, pues de lo contrario, si Q fuera un conjunto Gg, entonces
dado que R\ Q = [\ coR \ {¢} y Q son conjuntos Gs-densos, por el resultado
anterior, R\ Q N Q = () es un conjunto Gs-denso, lo cual es falso.

El siguiente resultado caracteriza de diversas formas a los espacios de Baire.

Proposiciéon 2.27. Sea X wun espacio topologico Hausdorff. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. X es un espacio de Baire.
2. Todo conjunto de la primera categoria en X tiene interior vacio.
3. Todo subconjunto abierto no vacio de X, es de la sequnda categoria en X .
4. Todo subconjunto residual en X, es denso en X.
Demostracion.

(2)= (1). Sea (G}, )new una sucesion de conjuntos abiertos y densos en X'. Entonces
por el Corolario 1.52, X \ G, es nada denso en X para cada n € w. Por hipétesis

0=i( U\ 6n) =i(x\(Ga).

luego por el Corolario 1.52,

X\(X\ﬂGn):ﬂGn

new new

es denso en X.

(1)=(3) Sea G C X subconjunto abierto no vacio y supéngase que G es de la
primera categoria en X, entonces existe (Gjp)new sucesién de subconjuntos nada

densos en & tal que G = {J,,c,, Gn € U,c,, Gn- De ahi que

(X \Gn) CX\G. (%)

Por otro lado como G,, es nada denso para cada n, por el Corolario 1.52 tenemos
que X \ G,, es un conjunto abierto y denso en X, asf por hipétesis (X \ G},) es
denso en X, en particular por (*), X'\ G es denso en X. Pero X'\ G es un conjunto
cerrado y denso en X, es decir, X \ G = X, por tanto G = (). Lo cual es falso. Por
tanto G es de la segunda categoria en X.

(3)=(4) Sea G C X subconjunto tal que G es residual en X. Si G = () es claro.
Supéngase que G # (), como G es residual, X \ G es de la primera categoria en
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X. Obsérvese que G Ui(X \ G) = X. Se afirma que i(X \ G) = . En efecto,
supéngase que i(X \ G) # ), entonces i(X \ G) es de la segunda categorfa, pero
i(X\G) C X\ G, lo cual no es posible. Por tanto i(X \ G) = 0. Asi G = X.

(4)=(2) Sea G C X un subconjunto de la primera categoria en X'. Por (4) tenemos
que X \ G es denso en X y por Teorema 1.55, tenemos que i(G) = (). O

Teorema 2.28. Sean X un espacio de Baire y M C X subconjunto no vacio. Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. M es un conjunto residual en X.

2. M contiene un conjunto Gg-denso en X.

Demostracion.
(1)=(2). Como M es un conjunto residual, entonces X \ M es de la primera
categoria, asi existe (G,)new sucesién de conjuntos nada densos en X' tal que,

k,\A4E: LJ G, C LJ 6&;

new new

tomando los complementos de la contencién anterior, entonces

G=[)(X\Gn) <M.

new

Por Corolario 1.52, X \ G,, es un conjunto abierto y denso en X para cada n.
Asi G es un conjunto Gg-denso en X.

(2)=-(1). Por hipétesis existe (G, )new sucesion de conjuntos abiertos en X tal que,
G = Nhew Gn © M es denso en X. Note que cada G, es denso en X para cada
n € w, lo cual es inmediato por G C G,. Por tltimo X'\ M C |J,,c,(X \ Gn) ¥y
por Corolario 1.52 cada X \ Gy, es nada denso en X. Asi (J,.,(X \ Gp) es un
conjunto de la primera categoria, por tanto X \ M es un conjunto de la primera
categoria. O

Observacion 2.29. En todo espacio de Baire la interseccion numerable de
conjuntos residuales es residual.

Se puede afirmar que en la familia de espacios de Baire, como consecuencia de
la observacién anterior, los conjuntos Gs-densos tienen una propiedad mas fuerte
en términos de densidad que los conjuntos que son unicamente densos en dicha
familia. Para ello basta notar que la interseccion finita de conjuntos densos puede
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ser vacia, pero no asi de conjuntos residuales ya que una interseccién numerable
de conjuntos residuales no sélo se intersecan, sino que ademds tal interseccién
es densa. Por lo anterior a los conjuntos residuales también suelen denominarles
conjuntos tipicos. Un resultado relevante es el siguiente.

Lema 2.30. Sean X un espacio de Baire y (Op)new C X sucesion de conjuntos
abiertos tal que, |, c,, On es denso en X. Para todo G C X subconjunto tal que
G N Oy, es residual en O, para cada n, entonces G es residual en X.

Demostracion.
Constriyase recursivamente la sucesién (W, )ne., donde

Wo=0y A Wn+1=On+1\(LnJOj)~
j=0

Note que W), es abierto para cada n € w y W,, N W,,, = () para cualesquiera n,m
distintos. Sea W = J,,c,, Wn, entonces afirmamos que W es denso en X'. En efecto,
sea U un conjunto abierto no vacio y sea ng = min{k € w : UNOy # (}}. Entonces

Uun (U Om> = (), de lo cual se sigue que U NW,,, # (. Por tanto W es denso

en X. Por otro lado, sea G subconjunto no vacio de X tal que G N O,, es residual
en O, para cada n € w, entonces G N O,, contiene un conjunto Gg-denso en O,.

Asi, existe (Up,;)jew sucesion de conjuntos abiertos y densos en O, tal que

m<ng

U COnCUp, A (U, SGNOy; mew.

JEW
Nétese que cada U,,;NW,, es un conjunto abierto y denso en W,,, de las contenciones
anteriores se tiene

ﬂ (Un; N Wy) CGNWy, para cadan € w,

JEW

luego para cada j € w se define Gj = [, ¢, (Un;, N Wy), los cuales son conjuntos
abiertos y densos en X. Mds atin, como W,, N W,, = () para n # m, entonces

NjcwGi =Njew (Un&w(Unj n W">>
=Unew (Wn 1 (Njew Un,))

= Unew ( Njeu(Un, 1W20))
g UnEw(G N Wn) g G’

por Teorema 2.28, G es residual en X. ]

Teorema 2.31. Sean (X, T) un espacio topoldgico Hausdorff y G C X subconjunto
denso. Si (G, 7 [g) es de Baire, entonces X es de Baire.
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Demostracion.
Sea (G, )new una sucesion de conjuntos abiertos y densos en X, entonces para cada
n € w, G, NG es un conjunto denso y abierto en G. Por hipdtesis

NGnG) =(Gu)ne

new new

es denso en G. Afirmamos que (), Grn es denso en X. En efecto, sea U un
conjunto abierto no vacio en X, como G es denso en X, entonces G N U es un
conjunto abierto no vacio en G, pero

Uﬂ(,QJG”>2((TQJGH>QG>Q(GQU)#®

pues (),,c,(Gn N G) es denso en G. Asi U N (ﬂn@ Gn) # 0y por tanto (,,c,, Gn
es denso en X. O

Observacion 2.32. La completacion de todo espacio métrico de Baire es de Baire.

A partir de lo anterior una pregunta que se presenta de forma natural es la
siguiente jbajo qué condiciones todo subconjunto denso en un espacio de Baire es
de Baire? El siguiente resultado da condiciones suficientes para tal pregunta.

Teorema 2.33. Sea (X,7) un espacio de Baire. Si G C X es un conjunto G-
denso, entonces (G, T [¢) es un espacio de Baire.

Demostracion.

Sea (Op)new una sucesion de conjuntos abiertos y densos en G. Para cada n € w,
existe U, subconjunto abierto no vacio en X tal que, O, = G N U,. Por hipdtesis
existe, (G )new sucesion de conjuntos abiertos y densos en X, tal que G =[Gy,
Notese que cada U, es denso en (G, méas aun es denso en X ya que G es
denso en X. Como X es de Baire, (1, ., U, es densa en &X'. Por iltimo, como
(NU,) NG =N(U,NG) =()On, entonces ) O,, es denso en G. O

Corolario 2.34. Sea (X,7) un espacio hereditariamente de Baire. Si G es un
conjunto Gs de X, entonces (G, T [g) es de Baire.

Demostracion.

Si G es un conjunto G5 de X, entonces G es un conjunto G5 en G, pero por
hipétesis G es un espacio de Baire, es decir G es un conjunto Gg-denso en G. Asf,
por el resultado anterior, (G, 7 [¢) es un espacio de Baire. ]
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Como consecuencia de la Proposicién 2.27, los conjuntos de la primera categoria
en los espacios de Baire poseen interior vacio, aunque no necesariamente tienen
que ser nada densos, es decir, unién numerable de conjuntos nada densos no
necesariamente es nada denso. Asi, se pueden formular las preguntas siguientes
. bajo qué condiciones un conjunto de la primera categoria en un espacio de Baire
es un conjunto G en dicho espacio?cudl es el papel de los conjuntos de la primera
categoria que pueden ser representados como conjuntos G5 en un espacio de Baire?
Una primera respuesta a dichas preguntas fue dada por Kuratowski para espacios
métricos completos, luego tal resultado fue generalizado por Dragan Jankovic,
Maximillian Ganster e Ivan Reilly como sigue.

Teorema 2.35 (Kuratowski). Sea (X,7) un espacio topolégico Hausdorff. Las
siguientes proposiciones son equivalentes,

1. X es un espacio de Baire.

2. Todo conjunto Gs de la primera categoria en X es nada denso.

Demostracion.

(1)=(2). Sea A C X subconjunto Gs y de la primera categoria en X. Como A
es un conjunto Gs entonces X \ A es un conjunto F,, asf AN (X \ A) = A\ A
también es un conjunto F,. Sea (F},)ne, sucesion de conjuntos cerrados en X tal
que A\ A = {,c, Fn. Afirmamos que Fr(A) es nada denso. En efecto, como
Fr(A) = A\ i(A), se observa que Fr(A) es nada denso. Como A\ A C Fr(A),

entonces i(A\ A) = 0 y, dado que ¢, i(Fn) C z(U

i(F,) = () para cada n € w. Por tanto A\ A es de la primera categoria. Asf,
A= AU(A\ A) es de la primera categoria. Finalmente, como X es de Baire

entonces i(A) = (), por tanto A es nada denso.

new Fn |, se concluye que

(2)=(1). Supdngase que X no es espacio de Baire. Por la Proposicién 2.27 existe
U abierto no vacio de la primera categoria cuyo interior es no vacio. Al ser U

abierto, entonces es un conjunto Gy, de ahi que i(U) = 0, lo cual es falso pues
0 #i(U) Ci(U). Por tanto X es de Baire. O

Una consecuencia inmediata del Teorema 2.35 es el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.36. El conjunto de los numeros racionales, Q, no puede ser un
conjunto Gg.

Teorema 2.37. Sean (X, T) un espacio de Baire y {F,, : n € w} una familia de
conjuntos cerrados en X tal que X =, c,, Fn. Entonces H = |, ¢, i(Fr) es un
conjunto abierto y denso en X.

new
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Demostracion.

Claramente H es un conjunto abierto. Para cada n € w, definanse H,, = i(F},) y
G, = H, U (X \ F,). Afirmamos que cada G,, es un conjunto abierto y denso en
X. Claramente G, es un conjunto abierto. Ahora, sea U un conjunto abierto no
vacio de X y fije n € w; entonces

UCF, VvV UNX\F,#0.

SiU C F,, entonces U C H,, C Gp,conlocual UNG, #0. SiUNX\ F,, # 0,
entonces U N G, # (. Por tanto G, es denso en X. Como X es de Baire,
E = (,cp Gn es denso en X. Ahora véase que E C H. En efecto, sea v € E C
X = F,, existe nyg € w tal que x € F,,, pero = € G,,, de ahi que = € H,,(pues
x ¢ X\ Fy,)ycomo Hy, =i(Fy,,) C H, se tiene que x € H. Por tanto £ C H, de
lo cual se sigue que H es un conjunto denso en X. ]

Corolario 2.38. Sean X un espacio de Baire y {F, : n € w} una familia de
conjuntos cerrados en X tal que X =, . Fn. Entonces existe ng € w tal que Fy,
no es nada denso.

new

Demostracion.

Si i(F,) = 0 para todo n € w, entonces por el Teorema 2.37 se tendria que
0 = U, e i(Fn) es denso en &, lo cual es falso. Por tanto i(F,,) # () para algin
ng € w. ]

Teorema 2.39. Sea (X,7) un espacio topolégico Hausdorff o-compacto. Son
equivalentes:

1. X es de Baire.

2. Fxiste K C X subconjunto denso y localmente compacto.

Demostracion.

(1)=(2). Sea (K,)new sucesion de conjuntos compactos en X tal que X =
Unew Kn- Como K, es un conjunto cerrado, pues cada K, es compacto, y por
el Teorema 2.37, G = |, ., (/) es denso en X'. Afirmamos que G es localmente
compacto en X. En efecto, sea © € G, existe ng € w tal que x € i(K,,), ademas
nétese que i(Kp,) C K,, = Kp, y como K,, es compacto entonces i(K,,) es
compacto. Por tanto G es localmente compacto.

(2)=(1). Sea G C X denso y localmente compacto, entonces G es de Baire por la
Observacion 2.18 y, por el Teorema 2.31 se concluye que X es de Baire. O
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Definicion 2.40. Sea f: X — R una funcion, donde X es un espacio topologico
Hausdorff. Diremos que f es inferiormente semicontinua si para cada k € R, se
tiene Fi, = {x € X : f(x) <k} es un conjunto cerrado en X.

Se puede verificar que toda funcién continua es trivialmente inferiormente
4

semicontinua®.
Teorema 2.41. Sean (X,7) un espacio de Baire y f : X — R una funcion
inferiormente semicontinua. Entonces para todo U conjunto abierto mo wvacio,
existe V' abierto no vacio tal que V- C U y f[V] estd acotada superiormente.

Demostracion.

Sea U conjunto abierto no vacio en X, para cada n € w definase F,, = {z € U :
f(z) < n}. Note que U = (J,,c,, Frn y Fn es un conjunto cerrado en U. Como X
es de Baire y U es conjunto abierto, U es de Baire. Por Corolario 2.38 existe
no € w tal que Fy,, no es nada denso, es decir, i(Fy,) # (. Tomando V = i(F),) se
concluye la prueba. O

Teorema 2.42. Sean (X, 7T) un espacio de Baire y (Gp)new Sucesion de conjuntos

abiertos en X. Si (), o, Gn = 0, entonces (), .., Gn €s un conjunto nada denso en

necw - N necw
X.

Demostracion.
Para cada n € w definamos H, = G, |J(X \ G,). Veamos que cada H, es un
conjunto abierto y denso en X. Es claro que H,, es abierto, luego como

H,=GU(X\Gp) 2G,U(X\G,) =X

se garantiza la densidad de cada H,,, ademas por ser X de Baire se tiene que
() H, es densa en X'. Ahora véase que (), ., G es nada denso en X. Supéngase lo
contrario, entonces i((,,c,, Gn) # 0, luego existe U conjunto abierto no vacio tal

que U g mnEw
de N,e, Hn en X. Asi, dado 2 € U N (ﬂnew Hn>. Como (¢, Gn = 0, existe

no € w tal que x ¢ G, pero © € H,,, de ahi que z € X' \ G,,, lo cual no es
posible pues x € U C (,,c,, Gn. Por tanto (1, ., Gy es nada denso en X' O

G, pero también ocurre que U N (ﬂnew Hn> # (0, por la densidad

Recordemos que dados un espacio topolégico arbitrario X y x € X, se dice que
x es un punto aislado de X, si {z} es un conjunto abierto de X. Tal definicién
brinda las herramientas suficientes para la prueba del siguiente resultado.

4F] reciproco en general es falso.
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Teorema 2.43. Sean X un espacio de Baire sin puntos aislados y G subconjunto
de X. Si G es un conjunto Gg-denso en X, entonces G es no numerable. En
particular X es no numerable.

Demostracion.

Supéngase que G es un conjunto numerable, digamos G = {x,, : n € w}, entonces
G = Upcolzn} donde cada {z,} es un conjunto cerrado y nada denso en X, pues
el espacio no posee puntos aislados. Asi G es de la primera categoria, luego por
el Teorema 2.35 se tiene que GG es un conjunto nada denso, lo cual es falso. Por
tanto G es no numerable. O

Algunas consecuencias inmediatas del Teorema 2.43 son las siguientes.

» Si (X, d) un espacio métrico completo sin puntos aislados, entonces ningin
subconjunto denso numerable de X se puede escribir como un conjunto Gjy.
Lo anterior muestra otra forma de verificar que el conjunto de los nimeros
racionales, Q, nunca es un conjunto G5 en R.

= Si X es un espacio de Baire y numerable, entonces X posee puntos aislados.
Mas atun, X contiene una infinidad de puntos aislados. En efecto, primero
note que el conjunto de puntos aislados no es vacio, lo cual se sigue
por Teorema 2.43. Verifiquemos que tal conjunto es infinito. Supdngase lo
contrario, definase A = {z1...x,} como el conjunto de puntos aislados para
algin n € w y sea G = X \ {z1...2,}. Note que G es abierto (infinito y
numerable, mas aun, G es de Baire con la topologia relativa) y no vacio.
Como X es de Baire, G es de Baire con la topologia relativa y de ahi que
es infinito numerable. Finalmente, por el Teorema 2.43 G contiene al menos
un punto aislado, que también lo es para X y no es ninguno de los x;s , lo
cual contradice la hipdtesis. Asi el conjunto de los ntimeros racionales, Q,
como subconjunto de R, no puede ser nunca un espacio de Baire, pues dicho
conjunto es infinito numerable sin puntos aislados.

» Dado que (R, | |) es un espacio métrico completo sin puntos aislados, por el
Teorema 2.43 R es no numerable.

= Sea E subconjunto no vacio de algin espacio topolégico Hausdorff X', se dice
que F es perfecto si E es cerrado y no contiene puntos aislados. Si (X, d) es un
espacio métrico completo o (X, 7) es un espacio hereditariamente de Baire,
entonces todo E subconjunto perfecto de X' es no numerable. En efecto, se
tiene que E es un espacio de Baire sin puntos aislados y el resultado se
sigue del Teorema 2.43. Tal resultado exhibe otra prueba de que el conjunto
ternario de Cantor I' es no numerable, pues I' es subconjunto perfecto de
[0,1] el cual es un espacio métrico completo.
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Teorema 2.44 (Hurewicz). Un espacio metrizable X es hereditariamente de Baire
si y solo si todo subconjunto perfecto no vacio de X es no numerable.

Demostracion.

=] Sea F subconjunto no vacio de X' tal que F' es perfecto. Como F es perfecto
entonces I es cerrado sin puntos aislados y, al ser X un espacio Hereditariamente
de Baire, se tiene que F' es de Baire sin puntos aislados.

Sea el conjunto {A; : A; abierto en F'y A; es denso en F para cada i € I} donde
|I] < R, de lo anterior se tiene que [);c; A; es denso en F', entonces ();c; A; es no
numerable por el Teorema 2.43. Por lo tanto X es no numerable.

<] La prueba puede consultarse en [17]. O

Otro resultado para los conjuntos Gy es el siguiente.

Lema 2.45. Sean (X,d) y (V,d') espacios métricos completos y f : X — Y una
funcién continua y abierta. Si D C Y es un conjunto Gs-denso, entonces f~1[D]
es un conjunto Gs-denso en X.

Demostracion.

Sea V C ) un subconjunto abierto y denso. Veamos que f~1(V) es un conjunto
abierto y denso en X. Es claro que f~!(V') es un conjunto abierto. Para la densidad,
considere U un conjunto abierto no vacio en X y supéngase que U N f~1(V) = 0,
entonces f(U) NV = ( lo cual no es posible por la densidad de V' y porque f es
abierta. Por tanto f~1(V) es denso en X. Ahora si D es un conjunto G's-denso en
Y, entonces D = () V,, donde cada V,, es denso y abierto en ), de lo cual se
tiene que

new

FHD) = () £ (Va)

new

es un conjunto Gs-denso en X. O

2.4. Producto Topolégico en Espacios de Baire

En la seccién anterior se verificé que la propiedad de Baire se preserva bajo
subconjunto abiertos, conjuntos Gg-densos e imédgenes continuas bajo funciones
abiertas. Sin embargo no sucede lo mismo para el producto topoldgico, pues se
puede verificar que incluso el producto de dos espacios de Baire no necesariamente
es un espacio de Baire. Tal problema ha sido de interés para diversos autores entre
los cuales podemos citar J. Oxtoby, W. Fleissner, K. Kunen, J. Aarts, D. Lutzer,
etc. Para resolver dicho problema habremos de considerar ciertas restricciones en
el espacio en cuestién, tales condiciones permitiran preservar la propiedad de Baire
en el producto topolégico.
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Definicion 2.46. Sea X un espacio topoldogico y v una familia de conjuntos
abiertos en X. Si para cada abierto no vacio U de X existe V € v tal que V C U,
entonces diremos que v es una m-base de X.

Definicién 2.47. Sea X' un espacio cualquiera, se define el m-peso de X como:
mw(X) = min{|B| : B es una m — base X'} + Ng.

Sea {X, : a € A} una familia de espacios topolégicos y U C [[{Xa : a € A}
un abierto candnico, entonces se define el soporte de U, sop(U), como {a € A :

a(U) # Xa}-

Sean X, espacios topoldgicos cualesquiera. Si G C X x Y y x € X, entonces
G(x)={y € V:(x,y) € G} es la x-seccién de G. Si {X,, : n € w} es una sucesién
de espacios topoldgicos y n,m € w con n < m entonces:

X<">=ﬁxk, xm) — ﬁ Xy, vyr= [ X
k=0 k=n+1 k>n+1

Para el propésito de esta seccion serdan necesarios los siguientes resultados.

Lema 2.48. Sean X un espacio de Baire y Y un espacio con w-peso numerable.
Si {G,, : n € w} es una familia de conjuntos abiertos densos en X x Y y U es un
subcongunto abierto de X, entonces existe z € U tal que Gp(z) es abierto y denso
en Y para toda n.

Demostracion.

Sea {Up, : m € w} una m-base numerable de ) de conjuntos abiertos no vacios en
Y. Nétese que Gy, = Hx (G, N (X x Uy,)) es un conjunto abierto y denso en X
para cada n,m € w. Como X es de Baire, existe z € ({{Gpm : n,m € w}NU.
Véase que para cada n € w se tiene que Gy (z) es un conjunto abierto y denso en
Y. Fijemos n € w, es claro que G,(z) es un conjunto abierto en ). Luego para
la densidad, sea V' un conjunto abierto en ). Existe my € w tal que U, C V,
como z € ({Gnm : n,m € w}, en particular z € G m,, asi existe y € Y tal que
(z,y) € Gp N (X X Upy,) de donde y € U,y,, C V, por tanto G, (z) NV # (. O

Proposicién 2.49. Sean X,) espacios de Baire. Si mw(Y) = RNy, entonces X x )
también es un espacio de Baire.

Demostracion.

Sea {A, : n € w} ua familia de conjuntos abiertos y densos en X x ) y
W = U x V un abierto candnico en X x ). Por el lema anterior existe z € U
tal que A,(z) es un conjunto abierto y denso en ) para cada n € w. Entonces
N{An(2) :n € w}NV £ (0, de ahi que existe y € ({An(2) : n € w} NV, con lo
cual w = (z,y) € ({An :n€ewnNW. O
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Observacion 2.50. El producto finito de espacios de Baire es de Baire, si los
espacios tienen T-peso numerable’.

Para un caso méas general se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.51. Sea {X,, : n € w} familia de espacios de Baire. Si mw(X,,) =
No para cada n, entonces X = [[{X, : n € w} es un espacio de Baire.

Demostracion.

Sea {G,, : n € w} una sucesién decreciente de conjuntos abiertos-densos en X y
U C X un abierto canénico. Note que X ™ es de Baire y mw(Y (")) = X para cada
n € w. Sea ng € w\ {0} tal que U N Gy contiene un abierto basico Uy x Y (70),
donde U es un conjunto abierto no vacfo en X (). Por el lema anterior aplicado
a X(10) x Y (n0) existe un punto z¢ € Uy tal que Gr(xp) es un conjunto abierto y
denso en Y (") para cada n € w. Ademés:

{xo} X Y(no) - U() X Y(no) - Un G().

Haremos induccién sobre k, es decir, supéngase que se han definido ndmeros
naturales 0 < ng < ... < nj y puntos o, ...,z con g € X0 y z; e X Mi-1.m)
parai=1,..., K tales que:

(a) {(zo,...,zx)} x Y%) C U NGy;
b) Gn(zo,...,z;) es abierto y denso en Y (™) para cada n € w.
( y

Note que para algtin ng, 1 > ny, el conjunto G 1(xg, ..., 2x) contiene un conjunto
de la forma Uyyq1 X Y(”’f+1), donde Uy 1 es un abierto no vacio en X (enk+1)  Por
el Lema 2.48 aplicado a X (miesmi41) 5 Y(”k+1), existe un punto 41 € Ugyq tal que
Gn(xo,...,Tkr1) = Gp(zo, ..., xk)(TKe1) es denso en Y (41) para cadan € w. Asi,
reemplazando k por k + 1 se tiene la condicién (b). Ademds, {xj 1} x Y (%+1) C
Up1 X Y(et1) C Gri1(xo, ..., xp), de lo cual {(xg,...,z11)} X Y (1) C Gy,
por tanto se tiene (a) reemplazando k por k + 1. Finalmente de (a) se tiene que

(zn) € {Gr :n € w}NU. Por tanto X es de Baire. O

El resultado anterior ain puede generalizarse para productos arbitrarios de
espacios con m-peso numerable.

Definicién 2.52. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, la celularidad de X se define
como, c(X) == sup{|U|: U CT AVuvelU:unNv=0}+R."

5La prueba se hace por induccién.
5Una coleccién B de subconjuntos no vacios de X se le llama celular si para cuales quiera par
de elementos en la coleccién son ajenos.
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Note que la definicién de celularidad esta bien definida, pues la cardinalidad de
un conjunto de abiertos no vacios ajenos dos a dos estd acotada por la cardinalidad
de P(X). Ademads, por propiedades de cardinales este supremo es en realidad un
maximo. La razon de incluir Ry a la definicién es para no preocuparse de la sutileza
de los cardinales finitos.

Proposicién 2.53. Sea {X, : a € A} una familia de espacios topoldgicos tales
que Tw(Xy) < Kk para cada o € A. Si X = [[{Xa : @ € A} entonces ¢(X) < k.

Demostracion.

Note que es suficiente probar el resultado para k regular. Si A es finito, entonces
es claro que ¢(X) < mw(X) < k (por definicién). Si A es infinito, supéngase lo
contrario, es decir, existe v = {U, : @ < v} familia celular de abiertos no vacios

tal que |y| > k. También suponga que |y| = &t y que los elementos de v son
abiertos candnicos en X. Tome la familia 2 = {sop(U) : U € v} C [A]<*. Como
kT es regular, por el Lema 1.86, existe una familia v C v con || = |y| = kT y

un conjunto finito Ay C A tal que sop(U) N sop(V) = Ag para cada U,V € 7.
Como ¢([[{Xa : @ € Ap}) < k entonces la familia {I14,(U) : U € 4’} no es ajena
por pares. Entonces, existen U,V € 7/ tal que I 4,(U) N1 4,(V) # 0. Con lo cual
UNV #10,lo cual es falso. Por tanto ¢(X) < k. O

Proposicién 2.54. Sea {X, : a € A} una familia de espacios topoldgicos. Si
X = [lpea Xa producto topoldgico tal que X es un conjunto de primera categoria
y ¢(X) < K, entonces existe B C A tal que |B] < k y [[{Xa : @« € B} es un
conjunto de primera categoria.

Demostracion.

Sea {Gy, : n € w} una familia de conjuntos abiertos y densos en X tales que
MNpew Gn = 0. Para cada n € w, sea 7, una familia maximal de abiertos canénicos
disjuntos contenidos en G,. Note que para cada n € w, | J~, es abierta y densa en
X, de lo contrario existiria un abierto, U que no interseca a los ~,, pero los G,
son densos, por tanto ) # U NG, C G, el cual seria un conjunto abierto y ajeno
a los elementos de ,, lo cual contradice la maximalidad de la familia ~,,. Ahora,
si B={sop(U):U € yp,n € w}, entonces {IIg(|Jyn) : n € w} es una familia de
abiertos-densos en [[{X, : @ € B} y de interseccién vacia. O

Como consecuencia inmediata de los dos resultados previos se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 2.55. Sea {X, : o € A} una familia de espacios topoldgicos con
Tw(Xy) < Kk para cada o € A. Si [[{Xa : @ € A} es un congunto de la primera
categoria, entonces existe B C A tal que |B| < k y [[{Xa : « € B} es un conjunto
de la primera categoria.
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Por la Proposicién 2.51 y el Corolario 2.55 tenemos el siguiente resultado, el
cual resolvera el problema planteado en esta seccién.

Teorema 2.56. Si {X, : a € A} es una familia de espacios de Baire con
Tw(Xy) = No para cada o € A, entonces X = [[{Xa: o € A} es de Baire.

Recientemente se ha probado que el producto de una familia de espacios
métricos hereditariamente de Baire es de Baire [8]. Mds atn, el producto de un
espacio métrico de Baire con un espacio métrico hereditariamente de Baire es un
espacio de Baire [28].

La razon por la cual se requieren condiciones adicionales en los resultados
anteriores es por que ser un espacio de Baire no es una propiedad productiva.
Incluso el producto de dos espacios de Baire no necesariamente es un espacio
de Baire. El primer ejemplo fue presentado por Oxtoby quien en [27] mostré la
existencia de ello exhibiendo que la Hipdtesis del continuo implica la existencia de
tal espacio. En este trabajo presentaremos otro ejemplo obtenido por W. Fleissner
y K. Kunen [13] donde no se requieren axiomas adicionales.

Definicion 2.57. Sea X un espacio de Baire, si existe ) espacio de Baire tal que
X x Y no es de Baire entonces diremos que X es apenas Baire.

La cardinalidad de 2¥ es C y CT ser4 el cardinal sucesor de C. Ademds si se
tiene {&; : 4 € w} familia de espacios topoldgicos entonces X = [];c,, A; serd el
producto usual (Tychonoff). Se usard la base estdndar de cilindros abiertos con
soporte finito.

Sea FS, =J{a" : n € w} el conjunto de sucesiones finitas en « de longitud
n. Llamaremos J,, a k% y se dard una métrica d en J,, tal que d(f,g) = o con n

= &
el menor natural tal que f(n) # g(n).

Si o € F'S,, y se estd trabajando con Ji, entonces se define el conjunto de
todos los elementos en J, tales que contienen a o como By, es decir, B, = {f €
Ji 0 C f}. Se puede verificar que {B, : 0 € F'S;} es una base para el producto
topolégico de w copias del espacio discreto de cardinalidad x, Jc. Si D es un
conjunto abierto y denso de J,, entonces DN B, es un abierto no vacio, de ahi que
existe By C D N B, abierto canénico no vacio. Asi, se puede definir la siguiente
funcién D : F'S,, — F'S, tal que Bf)(a) C Bo,ND.

Sea k un cardinal. Si cof(k) > w, se puede definir un mapeo * : J, — k. Asi,
f* serd el menor ordinal mas grande que f(n) para cualquier n € w, es decir,
f*=sup{f(n):n €w}. Si ACk, entonces A* ={f € J,: f* € A}.

Definicion 2.58. Sea C' C k, C es un cubo en k si C' es un conjunto cerrado y
no acotado en kK.

49



CAPITULO 2 TEOREMA DE CATEGORiA DE BAIRE
2.4. PRODUCTO TOPOLOGICO EN ESPACIOS DE BAIRE

Definicién 2.59. Sean A C k. A es estacionario si CNA # () para cada C cubo
en K.

Definase el conjunto de ordinales en x con cofinalidad w como sigue: C,k C K
tal que cof(v) = w para cada v < K, es decir, C,k := {y < k| cof(y) = w}.

Proposiciéon 2.60. Si k es no numerable y reqular, entonces Cyk es estacionario.

Proposicion 2.61. Si k es regular no numerable, entonces la interseccion de
menos que Kk cubos en Kk es un cubo en K.

Demostracion.

Sea {Cy, : a € A} una familia de cubos en k tal que |A| < cof(k). Sea
= ({Cu : a € A}, es claro que C' es un conjunto cerrado. Se afirma que

C' es no acotado en k. En efecto, para cada v € k considere f,(7y) como el

menor elemento de C, mayor que 7, asi se obtiene f, : kK — k funcién. Definase

g(7) = sup{fa(v) : @ € A}, entonces v < g(v) < k pues |A| < cof(k).

Sean ¢%(7) = 7, g"*'(v) = 9(g"(v) ¥y ¢*(7) = sup{g"(y) : n € w}. Como
|A| < cof(k) entonces v < ¢“(v) < k. Para cada «a se tiene que Cy N g% (7)
es cofinal en ¢¥(vy) y asi g“(y) € Cy. De ahi que ¢¥(y) € ({Ca : @ € A}. Por
tanto ¢¥ () € C tal que g*(y) > v, para cada 7y € k. O]

Proposicién 2.62. St « > w es un cardinal regular, entonces cualquier
subconjunto estacionario de k puede ser dividido en k subconjuntos disjuntos
estacionarios de k [Teorema pdg. 433 en [7]].

Definicién 2.63. Sea D:FS, — FS,, diremos que v es un punto fijo de D si
D[FS,| C FS,.

Proposiciéon 2.64. Sea x un cardinal regular no numerable. Si D es un
subconjunto abierto y denso en J, y D : FS, — FSy es la funcién inducida
por D, entonces el conjunto de los puntos fijos de D son un cubo en k.

Demostracion. N B

Definase la funcién f,, : K™ — k por f,(0) = méx{D(c)(m) : m € domD(o)} para
cadan € w\ (. Note que § = {f, : n € w} es una familia de funciones finitarias
sobre k. Por la Proposicién 1.90 se tiene C' = {v < k : y es cerrado bajo §} es
cerrado y no acotado en k. Por 1ltimo obsérvese que el conjunto de puntos fijos
de D es C. 0

Antes de dar el ejemplo probemos lo siguiente.

Proposicién 2.65. Sean k un cardinal regular no numerable (k > w) y A C Cyk
subconjunto estacionario, entonces el subespacio A* C J. es de Baire.
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Demostracion.

Sean © = {D,, | n € w} una familia numerable de abiertos densos en A* y
V = B, N A* un abierto bésico no vacio en A*. Como A* es denso en J, entonces
para cada n € w \ () se puede tomar un conjunto abierto y denso 4,, de J,; tal que
D, = A,NA*. Cada D,, induce una funcién bvn : 'S, — F'S,.. Considere C,, como
el conjunto de puntos fijos de D,,, por la Proposicién 2.64 cada C), es un cubo en
k. Luego, se puede verificar que C' = ({C), | n € w}NCyw es cerrado y no acotado
en Cyw. Asi elfjase v € CNA tal que v > sup{o(i) : i € domo}, entonces o € F'S,.
Como cof(vy) es numerable, se puede hallar una sucesién {7, : n € w} en 7, tal
que v = sup{vy, : n € w}. Por ultimo de manera recursiva definase lo siguiente:

[ ] 0'0:0"

v opt1 = Dp(0n) ~ Y, para cada n € w.

Sea f = ({By, :n € w} =J{on:n €w}, entonces f*=v€ Ay feVN(ND).
Por tanto A* es un espacio Baire. ]

Ejemplo 2.66 (Un absoluto casi espacio de Baire). Si A, B son subconjuntos
estacionarios disjuntos de Cyk, entonces A* X B* no es de Buaire.

Demostracion.

Definase D,, = {(f,9) € A* x B* : min(f*,¢*) > max(f(n),g(n))} el cual
se afirma que es un conjunto abierto y denso en A* x B*. En efecto, sean
n€wy (f,9) € Dy. Tome m,m' > n tales que f(m — 1) > méx(f(n),g(n))
y g(m’ — 1) > méax(f(n),g(n)). Sean ¢ = f [, v 0/ = g [, entonces
(f,9) € B, x By N A* x B* C D,. Por tanto D,, es abierto en A* x B*.
Para la densidad, tome U = B, X B, N A* x B* abierto candnico en A* x B*.
Supongase que n € dom(c) = dom(o’), luego sea v € Ay v € B tales que
v, > méx(c(n),o’(n)). Definase fy como sigue: fo(n) = o(n) para n € dom(o)
y fo(n) = v sin ¢ dom(o). De manera andloga se define gg. Entonces (fo, go) €
U Dy, ya que min(f3, g§) = min(y,7') > méx(o(n), o’ (n)) = méx(f (n), g(n)).

Por otro lado si (f,g) € A* x B*, entonces f* # g*, por lo que suponiendo que
f* > g, entonces para algin n € w se tiene que f(n) > g* y de ahi que (f, g) ¢ D,.

Por lo tanto (,,c,, Dn es vacia, es decir A* x B* no es un espacio de Baire. O
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Capitulo 3

Aplicaciones

En este capitulo platicaremos sobre la importancia que tiene el teorema de
Categoria de Baire en distintas areas de la matematica como lo son: los espacios
euclidianos, analisis funcional, la teorfa de conjuntos, topologia (Espacios polacos)
y los juegos infinitos.

3.1. Espacios Euclideanos

Comenzaremos con el estudio de algunas consecuencias béasicas en R que se
obtienen a partir del TCB, asi como su uso en algunos resultados presentes en los
espacios C[0, 1], C*°.

Proposiciéon 3.1. Ningin intervalo cerrado y acotado J C R se puede escribir
como una union numerable de intervalos cerrados y disjuntos dos a dos.

Demostracion.

Supéngase que existe una sucesion de intervalos cerrados y disjuntos dos a dos
en R, digase {F,}new tal que I = |, c, Frn- Dado que F; = i(F;) U Fr(F})
para cada j € w, se tiene que I = (UneUJz(Fn)> U (UnEW Fr(Fn)>, entonces
I\ U, i(Fn) = Upew Fr(Fr), el cual es un conjunto cerrado en R y dado que
R es completo se afirma que dicho conjunto es completo. De ahi que es valido el
TCB en dicho conjunto y por tanto al menos para algin ¢ € w, z(Fr(Fl)) # () lo
cual es falso. ]

Proposicién 3.2. Sea f : [0,00) — R wuna funcién continua tal que para cada
x € [0,00) limy,—oo f(nz) =0, entonces lim, o f(x) = 0.

Demostracion.
Sea € > 0 y para cada n € w \ {0} definase, F,, = (,_, {z € [0,00) : |f(kz)| < €},
como f es continua, cada Fj, es un conjunto cerrado en [0,00). Por otro lado, sea

53



CAPITULO 3 APLICACIONES
3.1. ESPACIOS EUCLIDEANOS

x € [0,00). Existe ng € w tal que para todo n > ng; |[f(nz)| < €, de ahi que
[0,00) € Upnew Fr vy como [0,00) 2 U, Fns se tiene que [0,00) = U,e,, Fn-
Como consecuencia del TCB existe mg € w tal que i(F,,) # (. Luego, dado
(a,b) C i(Fy,,) intervalo abierto no vacio, por construccién de los conjuntos Fi,,
se cumple que para todo kK > mg y = € (a,b), f(kx) < e. Note que si k es lo
suficientemente grande por la propiedad arquimediana se garantiza lo siguiente,

(ka, kb) N ((k + Da, (k + 1)b) # 0
((k + Da, (k +1)0) 0 ((k + 2)a, (k + 2)b) # 0

Fijemos k € w tal que a < k(b — a). Supongamos k > my, entonces (ka,c0) =
U2 _q(ia,ib) N ((i + 1)a, (i + 1)b). Por tanto f(x) < € para todo z € (ka,o0
Asi lim, o f(x) existe y més atin es cero. D

Proposicién 3.3. Sean f € C[0,1] y {fx : k <w} C C[0,1] familia de funciones
tales que,

= Sik:O,f():f.
» Para todo k € w, fip1(x) = [y fu(t)dt, € [0,1]

Si para cada x € [0,1], existe un entero k = k(x) tal que fr(x) = 0, entonces

f=0.

Demostracion.

Supéngase que f # 0 sobre I = [0, 1], entonces existe un xg € I tal que f(xg) # 0.
Por la continuidad de f existe una vecindad abierta de zq, digamos U C I, tal
que f(x) # 0 para todo x € U. Sea J C U un subconjunto cerrado, para cada
k € w definase recursivamente el conjunto, Ex = {z € [0,1] : fx(z) = 0}. El
Teorema Fundamental del Calculo garantiza que cada f; es continua, pues f lo es,
de ahi que Ej, es un intervalo cerrado, ademds como todo = € [0, 1] estd en algin Fj,
se tiene que I = (J;; Ex, entonces J = J NI =JN (Uply Ex) = Uiy (J N Eg).
Por el TCB algin elemento de la unién tiene interior no vacio, de ahi que existe
Iy, C J N Ey, abierto no vacio con Ky € w tal que fi,(x) = 0 para todo x € Ij,.
Derivando Ky-veces se tiene que f(x) = fo(z) = 0 para todo x € Iy, lo cual es
falso por la suposicién inicial. Por tanto f = 0. O

Recordemos que si f : [0,1] — R es una funcién de clase C*°! entonces la
féormula de Taylor (FT) establece que si a € [0, 1], entonces para cualquier z € [0, 1]

'Es decir su n-ésima derivada f™ existe para todo n € N
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se cumple que:

®)( o
Z f x—a)k+ fi(l)(:v—a)" (3.1)

! n!

donde 1 € (x,a). Por tanto

f(n) (1)

n!

(x—a)"™ — 0; cuando n — oco. (3.2)

> fF)(q
ka'( )(x—a)k—>f(az) en I &

k=0

Notemos que si la n-ésima derivada de f es cero, entonces de (1) se tiene que
f = P,_1 sobre I donde P,_; es un polinomio de grado a lo mas n — 1. Una
generalizacién de tal resultado es el siguiente dado por E. Landis.

Proposicién 3.4. Sea f € C*|0,1]. Si para cada x € [0,1], existe un entero
n(z) € N tal que f"*)(z) =0, entonces f coincide con un polinomio.

Demostracion.

Para cada n € w, definase el conjunto E, = {x € T : f")(z) = 0} con I = [0,1].
Por la continuidad de las f (") ge tiene que E, es cerrado para cada n. Por otro lado,
por hipétesis para cualquier z € I existe n = n(z) € w tal que f(™(z) = 0, es decir
xr € B, y por tanto I = J,,c,, En. Por el TCB, si G := |J,,cn #(Er) entonces G es
abierto y denso en I. Sea ¥ = {n € w : i(E,) # 0}, luego como todo subconjunto
abierto A C R\ {0} se puede escribir como, |J,,c,, In donde cada I,, es un intervalo
abierto y I; NI, = () para cualesquiera j,k € w con ¢ # j, entonces para cada
n € ¥, existe una coleccion numerable {I}! : k € N} de intervalos abiertos y ajenos
dos a dos tal que i(E,) = e, 1}

Sea I' = {I}} : k,n € w}, entonces G = J,,c,, (Ukew Ig) Sea ng = min ¥, veamos

que i(Ey,) = I. Para ello, supongamos que i(E,,) # I, lo cual se hard en (3) pasos.

(1) Afirmamos que G # I. En efecto, sea cualquier I;'° de los que cubren a i(Ey,),
por hipédtesis 1;° # I, de ahi que alguno de los extremos de I;°, digamos o
satisface que a € (0,1). Veamos que a ¢ G, supdéngase lo contrario, luego
como G = U,c. (Ukew I,?) entonces para algunos ni,j € w con ny > ng,
a€ I aslia € i(l") y a € frl°). Comcge i(I7") existe Ji intervalo
ablerto tal que o € Jy C [ y como a € [)° entonces J1 N [ # (), en
particular I;.” NI"° # 0... (). De lo anterior se garantiza que existe un
intervalo abierto no vacio J tal que J C I;-” N I;°. Se sabe que fm) =0

sobre I'/' y fm0) = 0 sobre J. Se sigue de FT que f = P,, con P, un
polinomio de grado m < ng sobre I}', por tanto I1*' C i(Ey,). Por otro lado,
por como se definieron los intervalos que cubren a i(E,,) y por (x), se tiene
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que I7' = I}, lo cual es falso pues a € i(I[") y a € fr(I;°) = (I;*)". Por
tanto a ¢ Gy de ahi que G # 1.

Definase H = I'\ G. Veamos que H es un conjunto perfecto. Primero, como G
es un conjunto abierto, denso y distinto de I, entonces H es no vacio, cerrado
y nada denso en I. Ahora, supéngase que H no és perfecto, entonces existe
y € H tal que y es punto aislado. Como y ¢ G, entonces y es un extremo
comun a dos de los intervalos que cubren a G, diga I y I]m. Sin pérdida de

generalidad suponga que m > n, por la continuidad de f (n)  f(n) (y) =0y
como f = P, polinomio de grado | < n sobre I3,, entonces f(™ = 0 sobre el
abierto I U{y} U IT", de ahi que y € i(Ey,) C G y por tanto y ¢ H, lo cual
no es posible. Por tanto H es perfecto.

Por ultimo véase que no puede pasar lo siguiente i(E,,) # I. Por (2) se
sabe que H es no vacio y cerrado en I y por ello completo. Ahora como
H = U,co,(En N H) y por el TCB existe ny € w tal que (i(E,, N H)) # 0.
Fije n; y tomemos U un conjunto abierto no vacio en E,, N H, entonces
U = HNV para algin V conjunto abierto no vacio en I, luego que U C E,,,
implica que f(") = 0 sobre U, ademads por la definicién de derivada se tiene
que para cualquier x € U,

f(n1+l)(x) — m f(nl)(y) — f(nl)(x)

Yy—x — X
yelU y

=0.

Obsérvese que tal limite existe para cualquier x € U C H pues H es perfecto.
De lo anterior se tiene que f(™ (z) = 0 para todo m > nj. Puesto que
G,V C I uno denso y el otro un conjunto abierto no vacio respectivamente,
entonces GNV # (), de ahi que se puede asegurar que alguno de los intervalos
abiertos que cubren a G intersecta a V', digase que tal intervalo es K, entonces
K C E,,, para algin m; € w y de lo cual f(™)(z) =0 para todo = € K, en
particular sobre K N V. Estudiemos la relacién entre my y nj.

= Si mp < ny, entonces derivando a f(ml), n1 — mq veces, se tiene que
() =0 sobre K NV.

= Si my1 > ni, entonces cualquiera de los extremos de K estan en H
y por tanto cualquier punto en fr(K NV) estd en H NV = U,
es decir si « es dicho punto entonces o € U. Luego se cumple que
f(nl)(a) = fmtD(q) = ... = f(ml)_l(a) — f(ml)(a) = 0. Como
fm1) — 0 sobre K NV, se puede integrar desde a a cualquier elemento
x € KNV obteniendo

V- /w F () = frm D (@) - frmD(a) = fmmD (@),
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Lo cual prueba que f(™ =1 = 0 sobre kN V. Si el argumento anterior
se repite m; — nq veces, se tiene que f(”l) =0 sobre K NV.

Definase I'o = {I) € T' : I NV # 0} y sea Gy = UI,:}eFo I7 lo que se
demostré implica que f™) = 0 sobre I} NV para cualquier I}' € I'p, mds
atin, como todo intervalo I} € I'\Ty cumple I}) NV = (), por el Corolario 1.42
se tiene que Go NV = GNV = V. Por lo anterior y la continuidad de (™),
se tiene que f (m1) — () sobre V, en particular sobre V. Lo tltimo asegura que

ningtn punto de H puede pertenecer a V' lo cual contradice el hecho de que
HNV =U#0.

Por todo lo anterior se concluye que i(E,,) # I lo cual no es posible, por lo cual
i(En,) = I. Sin embargo como la familia de intervalos abiertos que cubre a i(E,,)
es disjunta, {I,° : k € w}, entonces tal familia debe reducirse a un tnico intervalo,
es decir, existe Ky € w tal que I,?OO =1 y, por tanto f(”o) = 0 sobre I. Finalmente
por la FT se tendra que f es un polinomio de grado a lo sumo ng — 1. O

Ahora estudiemos la relaciéon que hay entre R y R? ya que si bien es cierto
que tanto R y R? poseen la misma cardinalidad, resulta interesante que ninguna
biyeccion entre tales conjuntos puede ser continua. Antes de probar el resultado
que nos interesa sera util probar las siguiente proposicion.

Proposicién 3.5. Si g : [a,b] — R? es una funcién continua e inyectiva, entonces
g([a,b]) C R? es cerrado y nada denso en R?.

Demostracion.

Como g es continua y [a, b] es un conjunto compacto, entonces g([a, b]) es compacto,
en particular, un conjunto cerrado en R?. Por la inyectividad de g, se tiene que
g : [a,b] = g([a,b]) es un homeomorfismo, de ahi que g([a, b]) es conexo.

Afirmacién: ¢([a,b]) es un conjunto nada denso en R2. Supongamos que
i(g([a,b])) # 0, entonces existe Be(z) C g([a,b]) una bola abierta de radio e > 0y
con centro en x, para algun = € g([a,b]). Trasladando y reduciendo un poco (de
ser necesario) la bola B(z), se puede garantizar que g(b) # x # g(a). Véase
que g¢([a,b]) \ {x} es conexo. Supéngase lo contrario, es decir existen abiertos
01 y Oz no vacios disjuntos en g([a,b]) \ {z} tal que g([a,b]) \ {z} = O1 U Oa.
Como Bc(z) \ {z} es conexo, entonces B¢(z) \ {x} C O1 o Be(x) \ {z} C Oa.
Supéngase que B(z) \ {z} C 07 y defina O} como O; U {z} = O; U B(z). Es
facil ver que Of y Og son abiertos en g([a,b]) tales que g([a,b]) = O} U Os y
Oi N Oy = (. De ahf que g([a,b]) no es conexo lo cual es falso. Ahora por la
continuidad de ¢! : g([a,b]) — [a,b] se tiene que el conjunto g~ '(g([a,b]) \ {x})
también es conexo en [a,b], lo cual no es posible, ya que = € i(g([a,b])) y como
g(b) # x # g(a), entonces g~*(z) € (a,b) es un punto interior de [a,b] y por tanto
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g Y9([a,b]) \ {z}) = [a,b] \ {g~(2)} serfa conexo, lo cual es falso. Por todo lo
anterior g([a,b]) es un conjunto nada denso en RZ. O

Proposicién 3.6. Ninguna funcién biyectiva entre R y R?, puede ser continua.

Demostracion.
Sea f : R — R? funcién biyectiva y continua, luego escribase a R
como Unew\{@}[—n, n]. Como f es biyectiva se tiene que R? = f(R)

Unew\{@} f([=n,n]). Por la proposicién anterior, se tiene que i(f([—n,n])) = 0
para cada n € w\ {0}, y como R? es un espacio métrico completo, se tendra por
el TCB que U,y gy f([-n.n]) # R2. Por tanto f no puede ser una funcién
continua. ]

3.2. Conjuntos Tipo Cantor

Una forma de pensar al conjunto de Cantor es verlo como un intermedio entre
el punto y la recta, es decir, un conjunto con muchos agujeros de longitud nula, que
posee la cardinalidad de R y autosemejante. Tal conjunto se ha convertido en una
caja de sorpresas pues posee propiedades sorprendentes y mas ain se ha convertido
en una fuente muy rica de contraejemplos en distintas areas de la Matematica, por
citar algunas seria topologia, sistemas dindamicos, teoria de la medida, algebra, etc.

Denotaremos al conjunto de Cantor como I', una forma geométrica de construir
I' es de la siguiente forma, primero se divide el intervalo [0,1] = Ty en tres
subintervalos todos de igual longitud, de los cuales se elimina el intervalo abierto
central de estos, es decir J = (%, %), donde los intervalos restantes son cerrados,
a la unién de tales intervalos la llamaremos I';. De manera recursiva se pueden
construir los I';,, asi a ﬂnew I';, lo llamaremos el conjunto ternario de Cantor,
perfecto de Cantor, discontinuo de Cantor. Algunas de las propiedades que cumple
I, las cuales se pueden revisar en [29], son las siguientes: ser nada denso, no
numerable, totalmente disconexo, compacto, perfecto, etc. Mds ain todo espacio
métrico compacto, perfecto y totalmente disconexo es homeomorfo a I'.

En el siguiente resultado veremos que por medio de una aplicacién del TCB a
I', se pueden hallar subconjuntos de R\ Q con cierta peculiaridad.

Teorema 3.7 (Scheeffer). Sea I' el conjunto perfecto de Cantor. Entonces existe
x € R tal que x + T consta sélo de numeros irractonales, es decir,

z+T:={zx+~v:yel}CL

Mads ain, el conjunto Gr := {z € R: x +T C I} es residual en R.
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Demostracion.

Sea (Gn)new una posible enumeracién de los niimeros racionales. Para cada n € w
se definen los siguientes conjuntos, I';, = ¢, — I'. Dado que 0 € I se tiene que
qn € I'y,, con lo cual Q C UHEW I',,. Por otro lado, como I' es un subconjunto
cerrado nada denso de [0, 1], entonces I',, es un subconjunto cerrado nada denso
en R. Por el TCB tenemos que (J,, ., I'n # R. Ahora, veamos que z +1I" C I para
cualquier z € R\ [JI'y,. En efecto, sea x € R\ Iy, x ¢ UI', C Q, es decir,
x ¢ Q. Afirmamos que (x +T)NQ = 0, pues si (z + ') NQ # (), entonces existe
veTl'y gy € Qtal que x +v = qp,, por tanto x = gy — 7 € @, — ' =1’y lo
cual es falso pues z ¢ (J,,c,, I'n. Por otro lado, como cada I',, es cerrado y nada
denso en R, entonces R\ I',, es abierto y denso en R, por tanto aplicando TCB,
tenemos que G := R\ J,c, ['n = (e (R\ T') el cual es un conjunto Gs-denso
en R.AsiGC{z eR:2+T CI} =T, mds ain I’ serd un conjunto residual en
R. O

El resultado anterior es valido para cualquier conjunto perfecto y nada denso
de R.

Debilitando la hipdtesis del teorema anterior, F. Bagemihl en [5] presenté el
siguiente resultado.

Teorema 3.8 (Bagemihl). Si F C R es un conjunto de la primera categoria y
N CR es alo mds numerable, entonces existe un conjunto residual G C R tal que
(x+N)NF =0 para todo x € G.

Demostracion.
Supongamos que N = {xq,...x) ...} para cada k € w. Definamos Gy, = {z € R :
xr +x ¢ F}. Notar que por la Proposicién 2.27 el conjunto R\ F' es residual pues

F es un conjunto de la primera categoria, con lo cual G = —xp + R\ F también
es residual en R. Sea G = (¢, Gk, entonces G es residual en R, y para cualquier
x € G tenemos que (z + N)NF = (. O

3.3. Pilares del Analisis Funcional

Un espacio métrico no necesita tener ninguna clase de estructura algebraica
definida en él, es decir, puede no tener sentido la suma de elementos en el espacio
o la multiplicaciéon de un elemento del espacio por un niimero real o complejo. Sin
embargo, es muy frecuente el uso de espacios métricos que son a su vez espacios
vectoriales, con una métrica derivada de una norma que mide la longitud de un
vector.
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La nociéon de moédulo de un nimero real es muy importante porque a partir
de ello se puede definir un indicador de la cercanfa de dos ntimeros cualesquiera’.
La relevancia de este hecho es que permite dotar a R de una estructura no sélo
algebraica sino también analitica, en el sentido en que hace posible manejar la
nocién de convergencia. Se puede observar que las propiedades del valor modular

que hacen posible este salto cualitativo son las siguientes:

|Az| = [A]|z]
|z +y| < |z| + [y
0] =0

Si se tratase de generalizar estas propiedades y convertirlas en axiomatica de una
aplicacién de valores positivos definida sobre cualquier espacio vectorial®, se puede
obtener de ello la definicion de norma que va a construir un marco de estudio el
cual tendrd un nimero elevado de propiedades con gran impacto en el analisis
funcional.

Definicién 3.9. Sea X un espacio vectorial(lineal) sobre K un campo (K =
R ¢ C). Una norma sobre X es una aplicacion || || : X — R, tal que para
cualesquiera x,y € X y A € K cumple lo siguiente:

[Az| = [All[=]|
[z +yll < =]l + llyll
|z =0 &z =0

A la pareja (X, || ||x) se le llama espacio normado. En ocasiones se dird que
X es un espacio normado sin mencionar la norma de manera explicita. Mds atn,
se puede verificar que todo espacio normado resulta ser un espacio métrico con la
métrica inducida por la norma, definida como d(z,y) = ||« — y|| para cualesquiera
z,y € X.

Un espacio normado se llama completo si la métrica inducida por la norma
es completa. A este tipos de espacios se les conoce como espacio de Banach.
Como ejemplo de estos espacios tenemos (Boo(X), || ||co) definido anteriormente.
No es dificil verificar que si X = [0,1], entonces (C[0,1],|| ||sc) es cerrado en
(Boo(X).|l [lso) ¥ por consiguiente es de Banach.

El concepto de espacio de Banach es muy importante porque en ellos resultan
validos los teoremas mdés significativos del andlisis funcional, por ejemplo el
teorema de acotacién uniforme, del inverso acotado y del grafico cerrado.

2Con este concepto se puede definir de manera casi inmediata la nocién de limite de una
sucesion
3También denominado lineal
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Definiciéon 3.10. Sean (X,|[|x) v (Y, |ly) espacios mnormados. Una
transformacion lineal (u operador lineal) es una aplicacion, T : X — 'Y, que
satisface; para toda x,y € X, y o, € K: T(ax + BY) = oT'(a) + BT (y).

Definicion 3.11. Sean X,Y espacios normados yT : X — Y una transformacion
lineal. Si existe M > 0 con M € K, tal que [|[T(z)|y < M||z|x para todo x € X,
entonces T se dice que es un operador lineal acotado”.

Si se define para cada operador lineal acotado, T : X — Y, el ntimero ||T'|| como
sup|z<1 [|I7(%)|[y, entonces ||T[| define una norma sobre el espacio vectorial de
todos los operadores lineales acotados de X en Y, denotado por L(X,Y’). Cuando
Y =R se escribird X*, en lugar de L(X,R). A X* se le llamard el dual de X.

Sea X un espacio normado y L C X. Se dice que L es una variedad lineal, si
para cualesquiera z,y € L y a1,as € K entonces a1z + agy € L. Si la variedad
lineal es un conjunto cerrado en X, entonces se llama subespacio de X.

Llamaremos segmento, que une los puntos x,y € X, al conjunto de puntos que
satisfacen ax + (1 — o)y > 0. Diremos que un conjunto A C X es convexo si para
cualesquiera dos puntos en A, el segmento que los une esta contenido en A.

Sobre un mismo espacio pueden definirse varias normas y puede ser que éstas
estén relacionadas, asi diremos que dos normas || ||1 y || ||2 sobre un espacio lineal
X son equivalentes, si existen «, 5 > 0 tales que, para cualquier x € X se cumple
allzll < [lzflz < Bllz|1-

Algunos resultados que hay que tener presentes son los siguientes.

Teorema 3.12. Sean X,Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es continuo.

(2) T es continuo en el origen.

(3) T2l o5t acotado en X \ {0}.

llzl

Demostracion.
(1) = (2) La prueba es inmediata.
(2) = (3) Por hipétesis, existe § > 0 tal que ||[Tz|| < 1 si ||z|| < J. Notar que

H%H < 1, asi por la linealidad de T se tiene que, ||[Tz| < (2/0)||x| para cualquier

4No es diffcil verificar que ser un operador lineal acotado es equivalente a ser un operador
continuo.

61



CAPITULO 3 APLICACIONES
3.3. PILARES DEL ANALISIS FUNCIONAL

zeX.
| T

(3) = (1) Es inmediato ya que sélo hay que notar que si T estd acotado en

X \ {0}, entonces existe M > 0 tal que | Tz|| < M||z|| para todo z € X \ {0}. O

Con el Teorema 3.12 se puede asegurar que L(X,Y’) es un espacio normado
cuya norma puede ser

Tx
Il = sup 177
zeX\{0} k4l

para cualquier 7' € L(X,Y). Ademds, no es dificil verificar que ||T] =
sup|jg|=1 [ 72[| = supjoy<1 [Tl v [[Tz] < [T}

Teorema 3.13. Sea X un espacio normado. Si Y es un espacio de Banach,
entonces L(X,Y) es de Banach.

Demostracion.

Sea (fn)new una sucesién de Cauchy en L(X,Y). Note que para cada x € X se
tiene que (fpn(%))new es de Cauchy en Y. Como Y es un espacio de Banach, se
puede definir f(x) = lim;, o fn(z). Observe que la linealidad de f es inmediata,
por lo cual basta probar la continuad de f y la convergencia de (f,)new a f. Para
la continuidad, notemos que para cada z € X,

[F@l = tim [ fa@)] < llz] sup [ £l

Como (fn)new es de Cauchy, es acotada y sup||fn|| < oo. Luego se tiene la
continuidad de f, es decir, f € L(X,Y). Ahora para la convergencia observe que
si k> n,

[fn(@) = fr(@)]] < sup |l fu = fillllz]-
k>n
Luego, calculando el limite cuando k& — oo,
[fn(2) = f(@)|| < [zl sup [ fn — fill
n<k

Por lo tanto lim,,,~ || fn — f|| = 0. O

Definicién 3.14. Sean (X,d1),(Y,ds2) espacios métricos y F una coleccion de
funciones de X en Y. Diremos que F es equicontinua en xg € X si

(Ve>0)(30 = d(z0) > 0)(di(z0,y) < = igféd?(f(%)’f(y)) <€)

Si F es equicontinua en todo punto de X, diremos que F es equicontinua en X.
Mads aun si la eleccion de § no depende de xq, diremos que F es uniformemente
equicontinua.
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Observacion 3.15. No es dificil verificar que si F es una familia de
operadores lineales, entonces F es uniformemente equicontinua siempre que JF
es equicontinua.

Teorema 3.16. Sean X,Y espacios normados y F C L(X,Y). Entonces F es
uniformemente equicontinua si y sélo si supscr || f|| < co.

Demostracion.
«| Por hipétesis existe M > 0 tal que

< M.

@)
p sup
fEF zex\{0} |

Es decir,

sup sup || f(z)[| < M|jz]].
@ feF

Luego se tiene que supser || f(z — h) — f(x)|| < M||h]|. Asi tomando a § = ¢/M
para cualquier € > 0 se tiene que F es uniformemente equicontinua.

=| Por hipétesis existe 6 > 0 tal que para todo x € X se cumple que

sup [|f(z)| <1, si[lz] <.
feF

Luego, como

2|z 0 2
IIf(x)]| = 5 f B < 5||:1:||, para toda f € F.

Entonces, sup e ||f|| < oo. O

Veamos ahora algunas formas de acotacion que se pueden definir sobre las
familias de operadores.

Sean X,Y espacios normados, F C L(X,Y’) subfamilia de operadores lineales
acotados.

» F es acotada en zg € X sisup{||Tzo|| : T € F} < 0.

» F es puntualmente acotada en B C X si sup{||[Tz| : T € F} < oo para
todo z € B.

» F es uniformemente acotada en B C X sisup{||Tz| :T € F,z € B} <
0.
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» F es uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T| : T € F} <
0.

Teorema 3.17 (Principio de acotacién uniforme). Sean X,Y espacios normados,
donde X es de Banach y F C L(X,Y) es una familia de operadores lineales
y acotados . Sea D C X tal que F es puntualmente acotada en D, es decir,
suprer |T(z)|| < oo para cada x € D. Si D es conjunto de sequnda categoria,
entonces X = D y F es uniformemente acotada en D, es decir, supper | T < oo.

Demostracion.
Sean F C L(X,Y)y D C X, si F es puntualmente acotada en D entonces para
cada x € D existe M(x) > 0 tal que suppcr [|T(2)|| < M(z). Definase

Eu={reX:sup |T@)] <n) = ({oeX: [T <n}.
Ter TeF

Se afirma que E, es cerrado para cada n € w \ {0}, para ello tome x € E,, luego
existe (xg)rew C En sucesion tal que xp — z si k — o0o. Como cada operador
T € F es continuo, entonces T'(xg) — T(x) y por la continuidad de la norma
| T (z)|| — [|T(2)|. Finalmente como zj € E,, entonces ||T(z)|| < n. Por tanto
|T(x)|| < n,asi z € E,. Mas atn, por construccién se tiene que:

o
D= U E,.
n=1

Como D es de segunda categoria se tiene que existe ng € w \ {0} tal que E,,, tiene
clausura con interior no vacio (por el TCB), es decir, i(FEy,) # 0. Ademds, como
cada I, es cerrado y por lo anterior, existe g € Ly, y 1o > 0 tal que

B(l‘g, ’I“o) C En()'

Sea z € B(ﬁ, r9) y tomemos y = xo+ 2z donde y € B(xg, o). De lo anterior se tiene
que:

sup || T'(y)|| < no.
TeF

Luego por la linealidad de Ty para z € B (6, 7o) se implica que
T (2)|| =T (x0+ 2) + T(x0)|| <2no, paratoda T € F.

Asi, para cada = € X \ {0} se tiene:

2 4
7 (@) = 2121 ’ ( e )H ”°||x|| para toda T € F.
o 2|
Por tanto se concluye que suppcr ||T|| < ooy D = X. O
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Definicién 3.18. Sean X,Y espacios métricos. Una aplicacion T : D(T) — Y
con D(T') C X es abierta si para todo abierto A en D(T'), T(A) es abierto en'Y.

Teorema 3.19 (Mapeo abierto). Sean X,Y espacios de Banach y T : X — Y
una funcion lineal y continua. Si T[X] es un conjunto de la sequnda categoria,
entonces Y =T[X] y T es abierto.

Demostracion.

Por comodidad denotaremos por BX a B(@, r), para cada r > 0, si B(@, r) se
encuentra en X y respectivamente para Y. Sea T' : X — Y una funcién lineal
acotada, tomando Bﬁf para cada n € w, se tiene que X = J, ¢, Bn, de lo cual
se sigue que T'[X]| = J,c, T(Bn) = U, e T(Br). Como T'[X] es un conjunto de
segunda categorfa, existe un ng € w tal que i(T(B;{ )) # 0 (Por el TCB). Asf existe
Yo €Y y rg > 0 tal que

B(yo, o) C T(Bgy)- (%)

Sea z € BY | entonces y = z + yo € B(yo,70). Por (x) existen {up}new ¥ {Un}new
sucesiones en Bﬁ% tales que

lim T'(up) =y y lim T(v,) = yo.

n—0o0 n—o0
Definase w,, = u, — v,. Afirmacién: w,, € BQ)%O tal que lim, o0 T'(wy) = 2. En
efecto, como [[wy|| = [[tn—vn|| < [Jun|+]lval| < 2, se tiene wy, € By, vy dado que
el operador T es lineal y por propiedades de limites se tiene que lim,,_, T'(wy,) = z.
Como lim,,_, T'(wy,) = z, entonces BY - T(Bgfm)

Ahora veamos que para cada y € B ,» existe x € Bi% tal que T'(x) = y,

es decir, B} C T(B4n ). Sea y € BY | entonces y € T(ano) de ahi que existe

T0?
zo € By, tal que ||y — T'(xo)|| < 2, entonces y — T(xq) € B}«; <B§L0>

Asi existe x1 € Bé(ﬂ tal que
2

ly = T(xo) = T(21)]| < 22

Para el caso n-ésimo, siguiendo la misma construccién, se tendra: z,, € B)gno y
on+1

Ez:jwwk

70
2n+1

(5l
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Ahora, como
S < St <3 28 <

tal que z = lim,, ZZ o Tk- Por la continuidad de 7' se tiene

existe x € BX

4ng
que T'(x y. Por tanto, para cada x € X y ¢ > 0 existe un § > 0 tal que

) =
B(T(x),6) € T(B(,¢)).

Para finalizar, dado U C X abierto. Sea T'(x) € T(U) con x € U, como U es
abierto existe un € > 0 tal que B(z,€) C U, por lo anterior existe 6 > 0 tal que
B(T(x),0) C T(B(z,¢)). Por tanto B(T'(x),d) C T(U). O

El teorema de la aplicacién abierta da condiciones para que un operador lineal
sea abierto y més adn si a las condiciones del teorema se le anade la hipdtesis
de que el operador sea biyectivo, entonces se puede garantizar la existencia del
operador inverso y acotado.

Definicién 3.20. Dados dos espacios normados X, Y y T : D(T) — Y un
operador lineal. Se dice que T es un operador lineal cerrado o simplemente
un operador cerrado si su grdfico, G(T) : {(z,y) : © € D(T),y = Tx}, es cerrado
en el espacio normado X X Y, definido por las operaciones siguientes:

(z1,91) + (22, 92) = (21 + 22,91 + y2)
a(z,y) = (ar,ay)
donde la norma en X xY se define como, ||(x,y)|| = l|z|x + [|yllv-

Observacién 3.21. 5i X, Y son espacios de Banach, entonces X XY también lo
es.

Demostracion.
En efecto, sea {2, }nen = {(Zn, Yn) }nen una sucesién de Cauchy en X xY'. Entonces
tenemos que existe N € N tal que

Von,m > N |zn = 2l = |20 = mll + lyn =yl <€

lo cual implica que {z, }neN, {Un}nen son de Cauchy en X e Y respectivamente,
por tanto convergen. Si x, — x,y, — vy, entonces no es dificil verificar que

("anyn) — (‘Tay) ]

Teorema 3.22. Sean X,Y espacios normados yT : D(T) — Y un operador lineal.
Entonces T' es cerrado si y sdlo si, cada vez que x,, — x con {xp}tneny C D(T) y
Tx, — vy, entonces x € D(T) y Tz = y.
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Demostracion.
=] Sea {zp tnen € D(T') una sucesion tal que x,, — x y Tz, — y. Entonces

[(@n, Ten) = (2,9)[| = l2n = 2lx + [Tzn = ylly — 0.

Por hipétesis el gréfico es cerrado, luego (x,y) € G(T), por tanto = € D(T) y
Tr =y.

[« Sea {(zn, T'ry) tnen C G(T) una sucesion tal que (x,, Tx,) — (z,y), entonces
[2n =zl x + [1T2n = ylly = |20, T2) = (z,9)[| = 0.
Asi, ||z, — x| = 0y || Tzy — y|| — 0. Por hipétesis, x € D(T) y Tx =y, es decir,

(z,y) € G(T). O

Teorema 3.23 (Gréfico cerrado). Sean X,Y espacios de Banach yT : D(T) - Y
un operador lineal. Si D(T') es cerrado en X, entonces T es un operador cerrado
sty sélo st T es un operador acotado.

Demostracion.

=] Po hipétesis G(T') es cerrado en X x Y, donde D(T') es cerrado en X, por tanto
D(T) y G(T) son completos. Sea la aplicacién P : G(T) — D(T) definida como
P(xz,Tzx) =z, la cual es lineal y acotada pues,

1Pz, Tx)||x = llzlx < llzlx +[Tzlly = (=, Tz)].

Ademds P es inyectiva, pues su inversa P~!: D(T) — G(T) es P~lx = (z,Tz).
Por el Teorema 3.19, P~! e acotada y existe & > 0 tal que

|(x, Tx)| < k|jz||, para todo = € D(T).
Asi, T estd acotado por lo siguiente:
[Tx|| < [lz]| 4+ [|[Tz]| = [[(z, Tx)[| < K|z, para todo x € D(T).

<] Por hipétesis T' es acotado, es decir, T' es continuo. Por el Teorema 3.22 T es
cerrado. 0

Ejemplo 3.24. Sea X = C[0,1] y T : D(T) — X definida por Tx = 2/, donde z'
representa la derivada y D(T') es el conjunto de funciones con derivada continua
en [0,1], entonces T es cerrado pero no acotado.
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Demostracion.
Sea {r,}nen definida por z,(t) = ", t € [0,1], entonces Tz, (t) = nt" ! y
|zn|| = maxo<i<i |zn(t)] = 1, asi ||Tz,(t)|| = n. Por tanto no existe £ € R tal

que || Tz, || < k, es decir, T no esta acotado.

Sea {zp}nen en D(T) tal que x, — = y 2, = Tx, — y. Como la convergencia
en norma de C0, 1] es la convergencia uniforme, se tendrd que y € C[0, 1] es una
funcién continua, asi para cada t € [0, 1]:

JEy(s)ds = [ilimy o 2 (s)ds
= lim,, 00 (2], () — 21,(0))
= z(t) — z(0).

Entonces, z(t) = x(0) — fot y(s)ds. Por tanto, z € D(T) y ' = y. Y por el Teorema
3.23, T es cerrado. [

3.4. Espacios Polacos

Definicion 3.25. Un espacio X se denomina Polaco si X es completamente
metrizable y separable.

Ejemplo 3.26. El espacio R™ con n € w es un espacio polaco.
Recordar que si A, B C X, diremos que A es denso en B si B C A.

Proposicién 3.27. Sea X un espacio métrico separable entonces su completacion
es un espacio polaco.

Demostracion.

Sean (X, d) un espacio métrico y (2? ,@ su completacion, entonces existe una
isometria f : X — X tal que f[X] es denso en X. Como X es separable, existe
D C X denso numerable. Afirmamos que f[D] es denso en f[X]. En efecto, como
y € f[X] yr > 0, existe z € X tal que y = f(z), luego como D es denso en
X se tiene que B,(z) N D # (. Asi existe z € B,(x) N D, note que al ser f una
isometria se tiene que d(f(z), f(z)) = d(z,z) < r, entonces f(z) € B,(f(x)) con
lo cual f(z) € B.(Y)N f[D]. Por tanto f[D] es denso en f[X]. Ahora veamos que
fID] es denso en X. Sea U un abierto no vacio en X', como f[X] es denso en X
entonces f[X]NU # . Notemos que f[X]NU es un abierto en f[X]y como f[D]
es denso en f[X], se tiene que f[D] N (f[X]NU) # (. Como f es biyeccién, f[D]
es numerable y asi X es separable. Por tanto X es un espacio métrico completo y
separable, es decir, X es un espacio polaco. ]
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Proposiciéon 3.28. Sea X un espacio polaco y Y C X cerrado, entonces Y es un
espactio polaco.

Demostracion.

Sea (X, 7) un espacio polaco y Y C X subespacio cerrado de X' con d la métrica
que se obtiene al ser X un espacio completamente metrizable. Como Y es cerrado
y al ser (X, d) completo, entonces (Y, d,) es completo. Luego Y es separable pues
dado un denso numerable D en X se obtiene que Y =Y NX =Y ND =Y ND,
es decir Y N D es un denso numerable en Y. Por todo lo anterior se tiene que Y
es polaco. O

Hay que tener en cuenta que un subespacio de un espacio polaco no necesita
ser cerrado para ser polaco, lo cual se verd a continuacién, antes de ello probemos
el resultado siguiente que sera 1til para nuestro propésito.

Teorema 3.29. Si (X,d) es un espacio métrico y r > 0, entonces la aplicacion
d: X x X — R dada por §(z,y) = min{d(z,y),r} es una distancia en X tal que
Tq = T5. Ademds (X, d) es completo si y solo si (X,0) lo es.

Demostracion.

La verificaciéon de que 0 es en efecto una métrica para X no es dificil de verificar
pues note que la tinica propiedad que necesita atenciéon es la desigualdad triangular
y la cual se verifica facilmente pues solo hay que revisar los casos pertinentes. Para
la dltima parte del resultado, note que d y 4 determinan las mismas bolas abierta
para cada € > 0 donde 0 < € < r, sabemos que estas forman una base para las
topologias inducidas respectivamente, de ahi que 74 = 75. Por tltimo, como las
sucesiones de Cauchy coinciden en ambas métricas, pues ya se vio que las métricas
son equivalentes, se tiene que (X,d) es completo si y sélo si (X,d) también lo
es. O

Teorema 3.30. Sea X un espacio polaco y U C X. Si U es un subespacio abierto
de X, entonces U es polaco.

Demostracion.

Sean (X, 7) un espacio polaco y UCX abierto. Supongamos que U es un abierto
no trivial, Como X es polaco entonces X es completamente metrizable. Por tanto
existe una métrica d que es completa, mas aiun que solo toma valores menores
que 1, la cual induce la topologia sobre X, por el teorema anterior. Definamos

1 1
d':UxU—=R pord =d(x,y) + gz — e
un conjunto cerrado entonces los denominadores no se anulan, no es dificil verificar
que d’ es una métrica en U.

. Note que como X' \ U es
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Veamos que 7g = 74, sobre U. Como d(z,y) < d'(z,y) para cualesquiera z,y € U
si V' C U es d-abierto entonces es d’-abierto. Ahora para la otra parte, primero
obsérvese lo siguiente: fijemos © € U y sear = d(z, X \U) > 0. Seay € U es tal que
d(x,y) < r’ <r,se puede obtener la siguiente relaciéon r —r’ < d(y, X\U) < r+r'.
De lo anterior podemos obtener dos casos, d(y, X \U) <r 6 d(y, X \U) > r, si tal
distancia < r se tiene lo siguiente:

1 1 1 1 1 1 r’

d(z,X\U) d(y,X\U)| dy,X\U) v~ r—r" 1 r(@r—1)
O bien si tal distancia > r se tiene:

1 1 1 1 1 1 r’
<

dz, X \U) d(y,X\U)| r dy,X\U) ~

En ambos casos d'(z,y) <1’ + r('r'ri—,r’) Como

7"/

r+ —0 sir —0.

r(r—r')
Una vez hecha la observacién anterior se tiene lo siguiente. Dado € > 0, existe un
& = 1’ tal que B¢(z) C BZ () lo cual se puede afirmar por la observacién anterior,
asf todo d’-abierto es d-abierto.

Ahora veamos que la métrica d’ es completa sobre U. Sea (x,)new una sucesion de
Cauchy en (U,d’), como d < d’' entonces (z,,)nen s de Cauchy bajo d y dado que

d es una métrica completa, existe x € X tal que z,, 9y 2. Veamos que z € U, para
ello, se afirma que la sucesién d(z,,, X\U) ! es de Cauchy en R, lo cual es inmediato

)~ deoy| S 4 (@0 Tm)-
Visto a R con la métrica usual se tiene que existe M > 0 tal que d(x,,, X\U)~! < M
para todo n € w, es decir d(x,, X \U) > 1/M y como d( ,X \ U) es una funcién
continua (para d), se tiene que d(z, X \ U) > 1/M > 0, luego x € U. Por todo
lo anterior se tiene que la distancia d'(x,,z) converge a 0 en R, y de ahi que la
sucesion (2, )ne, converge a x bajo d'. O

pues como en el caso anterior, se tiene que ‘ @

Teorema 3.31. Sea X un espacio metrizable, entonces todo conjunto cerrado en
X es un conjunto Gy.

Demostracion.

Véase el ejemplo 1.63 Ol

Un resultado que generaliza a los dos resultados previos en espacios polacos es
el siguiente.
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Teorema 3.32. Todo subconjunto G5 en un espacio polaco es un espacio polaco
con la topologia relativa.

Demostracion.

Sea X un espacio polaco y G = (), U, una intersecciéon numerable de conjuntos
abiertos. Supongamos que Uyp11 C U, entonces U, = (,;~,, U; para cada n < w,
luego por el resultado anterior existe una métrica completa que induce la topologia
relativa tal que d, en U, tal que para cualesquiera z,y € U, se tiene que
dp(z,y) < 1.

Definamos d : G x G — R por d(z,y) = >, c., 2n%dn(:z:,y), no es dificil verificar
que d es una métrica en G. Afirmamos que 7y = 7. Para ello veamos lo siguiente,
sean € > 0y x € G. Se puede verificar que Bf/Q(x) C B%(x) N G, de lo anterior
se tiene que todo abierto para la topologia relativa en G es abierto para d. Para
ver el reciproco, sea € > 0, entonces existe Ny € w tal que ZNOQ- 21% < §. Por
otro lado, existe 9 > 0 tal que para todo n < Ny; si d,(x,y) < dg entonces

Zn<No Tl%dn(x7y) < %7 por tanto d<m’ y) < ¢

Ahora, como cada d,, induce la topologia relativa en U, respectivamente, existe

0 < 1 < dp tal que Bgll (x) C Bgl(‘; (). De manera inductiva se tiene que 0 < §,,—1 <
dn— dp— d ¢ pdn—

do tal que By"~'(x) C Bs" *(x) C -+ C By (z). Asi B;"~'(x) NG C Be(x), por

tanto todo abierto para d es abierto para la topologia relativa. Por tanto se tiene

lo pedido, es decir 74 = 7¢.

Veamos que (G, d) es completo. Sea (x,,)new una sucesién de Cauchy en G bajo d,
como G = ﬂnew U, entonces (2, )new €s de Cauchy en cada U, con la métrica d,
correspondiente, de ahi que existe ¢, € U, tal que x, — ¢, cuando n — oo bajo
dpn, pero como la topologia de cada U,y es la inducida desde U, se tendria que
en U, la sucesién converge a ¢, y cn4+1, de lo cual se tiene que ¢, = ¢,41 y por
tanto todos los limites son iguales a uno mismo, digamos ¢ € G. Asi la sucesién
(zn)new converge a c respecto a la topologia relativa, luego respecto a la métrica
d que la induce, con lo cual se tiene tiene que d es completa y por tanto G es un
espacio polaco. ]

Teorema 3.33. Sean X un espacio polaco y Y un subespacio de X entonces, Y
es un espacio polaco si y solo si Y es un conjunto Gs.

Demostracion.
<] Se tiene por el Teorema 3.32.
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=] Sea X un espacio polaco y ) un subespacio polaco de X. Sea {U,, : n € w}
una base para X y d una métrica completa tal que 74 = 7y. Definamos

G=yn N (U{Um:D(yﬂUm)<;}),

new\{0}

donde D(Y N Uy,,) = diam(Y N Uy,) respecto a d. Por el resultado anterior )
es un conjunto Gy, mas ain (,c.\ (0} (U{Um DY NU) < %}) también
es un conjunto Gy, de ahi que G es un conjunto Gs. Afirmamos que Y = G.
En efecto, primero veamos que Y C G, sea xz € Y y n € w \ {0}, se tiene que
Bf/4n(ac) es un abierto en ), luego existe m € w tal que x € Y NU,, C Bf/4n(x) y
D(YNUp) <1/2n < 1/n, es decir z € G.

Veamos ahora que G C Y. Sea = € G, luego para cada n € w \ {0}, sea
my, € w tal que z € Uy, vy D(Y NUp,) < 1/n. Como Y es denso en G, existe’
yn € YNUp, N---NUp,, ﬂBffn(x) donde dy es una métrica que induce la topologia
en X. Asi, cuando n’ > n se tendré que yn, ypr € Y N Up,,,, luego d(yn, yn) < 1/n,
de lo anterior se tendra que la sucesién (yn)new €s de Cauchy en ), més ain
converge a algin y € ), pues ) es polaco. Pero, por construccién tal sucesion se
tiene que converge a x, de ahi que z =y € ). Por tanto ) = G, y por tanto ) es

un conjunto Gjy. O

Con lo anterior es posible revisar el siguiente resultado.

Proposicién 3.34. Sea {X,, : n € w} una familia numerable de espacios polacos

entonces X =[], o, Xn es un espacio polaco.

Demostracion.

Sean {X}, : n € w} una familia numerable de espacios polacos y X = [[,c., An
el producto topoldgico. La separabilidad de X estda dada por el hecho de que X
posee una base numerable, la cual se puede construir de la siguiente manera. Sea
n € w, como X, es un espacio polaco entonces posee una base numerable B, luego

definamos -
B={UyxUj X+ xUpy X H Xp:m € w},
n=m-+1

donde para cada i € {0,...,m} se cumple que U; € B;. Obsérvese que B es una
base numerable para X, entonces se tiene lo pedido.

Ahora veamos que X es un espacio metrizable. Para cada n € w considérese una
métrica completa, d,, que induzca la topologia de X, tal que para cualesquiera

5Uso tipico del principio de elecciones dependientes
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z,y € X, do(z,y) < 1. Lo anterior permitird definir sobre X una métrica d°, tal
que para cualesquiera x,y € X se cumple:

[e.e]

1
d(z,y) = Z ont1 dn (T Yn),

n=0
con r = (wn)nEw yy= (yn)new7-

Ahora veamos que la topologia que induce esta métrica coincide con la topologia
producto. Para cada x € X,e > 0y m € w defina:

U () = Be(g) X -+ X Be() X H X
n=m-+1

Notar que & = {US,(z) : x € X,e > 0,m € w} es una base para la topologia
producto. Sean U un conjunto abierto en X y z € U, afirmamos que U es un
abierto en la topologia inducida por la métrica d. En efecto, al ser U base para la
topologia producto existen € > 0y m € w tal que U (x) C U, observemos que
Bzme+1 () CUM™ y por tanto = € Bﬁ(z) C U, de lo cual se sigue que U es un
conjunto abierto en la topologia inducida por la métrica d. Con lo anterior se ha
visto que 7 C 74.

Ahora para la otra inclusién, sea € > 0 y recordando que las bolas abiertas forman
una base para la topologia inducida por la métrica d. Afirmamos que B.(z) es un
conjunto abierto en la topologia producto. En efecto, dado que la serie » 2"%
converge, existe m € w tal que Zflo:mﬂ 271% < §, y existe 6 > 0 tal que si
n<m, yn € Xn ¥ dp(Tn,yn) < 0 entonces Y 1~ dp(xn,yn) < 5. Sea y € X tal
que para cada n < m se cumple que dy(xn,yn) < €, entonces d(z,y) < e. Por
tanto Us"(x) € Be(x). Con lo anterior se asegura que los conjuntos abiertos en la
topologia inducida por la métrica d, también son abiertos en la topologia producto.
Por tanto se tiene que 74 C 7. Por tanto las topologias coinciden y asi X es un
espacio metrizable.

Ahora veamos que la métrica d, es completa. Sea (2")e,, una sucesién de Cauchy
en X, para cada n € w la sucesion (xﬁ)new es de Cauchy en X, y dado que cada
X, es un espacio métrico completo, se tiene que (xﬁ)ne‘u es convergente en X, es

decir 1'7]2 — Y cony, € Xy. Seax = (Y1,...,Yn,...) € X, entonces z* — x cuando
k — oo. Por tanto (X,d) es un espacio métrico completo. Por todo lo anterior se
tiene que X es un espacio polaco. ]

5La verificacién de que d es una métrica no es dificil de realizar.

"Note que DN ﬁdn (zn,yn) es convergente pues para cada m € w se cumple que
oo 1 oo 1 (o] 1

reo T dn(Tn, yn) < 207 gagr donde Y7 | soor es convergente.
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Observacion 3.35. Si A es un espacio discreto, se cumple que A es
completamente metrizable y numerable entonces A es un espacio polaco. De lo
anterior podemos afirmar que A, visto como producto topoldgico de w copias de
A, es polaco si A es discreto y numerable.

Cabe hacer mencién que el producto arbitrario de espacios polacos no puede
ser polaco salvo en casos triviales, puede consultar la prueba de ello en [10].

3.4.1. Arboles

Dos espacios polacos que representan un papel protagonista en la teoria
descriptiva de conjuntos y de nuestro interés, son el espacio de Baire y el espacio
de Cantor, para estudiar estos definamos un espacio ain méas general en donde los
espacios anteriores serian no mas que casos particulares de este.

Definiciéon 3.36. Sean A un conjunto no vacio y n € w. Entonces se definen las
siguientes conjuntos;

1. A" = {s:{0,...,n — 1} =n — Als es funcion}, es decir, el conjunto A™
consiste de todas las sucesiones de longitud n con elementos en A.

2. A =, A™,
3. ASm = A<M U A"
Jo A2 =0, A,

Si s € A™ entonces al nimero natural n se le denomina la longitud de s, denotada
por 1(s).

Observacion 3.37.

1. Sis € A" y k < n, entonces denotaremos por s, a s(k). De esta forma
representaremos por (So, ..., Sp—1) al elemento s.

2. Se denotard por el conjunto O a la funcién s € A°.
En lo sucesivo A es un conjunto no vacio.

Definicién 3.38. Sean s,t € A<Y. Se define la concatenacion de s sequida de
t, denotada por s t, como la sucesion;

st l(s) +1U(t) — A tal que, st = (50, 8i(s)=1,t05 - - s tit)—1) € Al)+)

s(z), stx <1(s)

FEsto es para cada x < I(s) + [(t) se tiene, s't(z) = {t(m CUs), siz s Is)
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Observacion 3.39. Sis € A" conn € w ya € A, s*(a) representa a la funcion
h € A" tal que h [,= s y h(n) = a. Tal funcién se denotard por s “a cuando no
haya Tiesgo de confusion.

En el conjunto A<% se puede definir la siguiente relacién de orden: para
cualesquiera s,t € A<¥: s < t si y sélo si s C t. No es dificil verificar que la
anterior relacién de orden es un orden parcial sobre A<%. Si s <t = s C t, diremos
que t extiende a s.

Definicién 3.40. Sea A un conjunto, T C A< se denomina un drbol sobre A si
cumple:
VteT)(Vse A)(s<t=s€T)

Se considerard a todo drbol como un conjunto parcialmente ordenado por la
inclusion.

Definicion 3.41. Sean a,b € A y < —un orden en A. Diremos que a,b son <-
comparables si, a < b ob<a.

Definiciéon 3.42. Sea A un conjunto ordenado respecto al orden < y sea C C A.
C es una cadena en A si para cualesquiera a,b € C' son <-comparables.

Definicion 3.43. Sea A un conjunto ordenado respecto a algin orden. Diremos
que una cadena C es mazimal en A si no existe otra cadena C' en A tal que C
este contenida propiamente en C'.

Definiciéon 3.44. Sea A un conjunto y T un drbol sobre A. Entonces,
1. Una rama sobre T es una cadena € C T, <-mdzximal.

2. Un elemento x € A¥ se denomina rama infinita de T si para todo n € w,
se tiene que, x [,€ T.

Definicién 3.45. Sea A un conjunto y T un drbol sobre A. El cuerpo de T
denotado por [T], se define como:

[T] = {x € AY : & es una rama infinta de T}.

Consideremos el conjunto A con la topologia discreta. Por el teorema de
Tychonoff es posible definir la topologia producto en A“. El objetivo ahora
serd definir una topologia en A<“ a partir de subconjuntos especiales del &rbol
A<¥ llamados conos y verificar que ambas topologias coinciden. Notemos que si A
es numerable entonces tanto A como A% son espacios polacos.

Definicién 3.46. Sean A un conjunto con |A| > 1 y s € A<¥. Se define el cono
generado por s, denotado por (s), como:

(s) ={x € A¥ : s C x}.
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Observacién 3.47. Para cualesquiera s,t € A<¥ ocurre una y sélo una de las
siguientes condiciones:

Demostracion.

Supongamos que s # t. Si s C t, entonces se garantiza que (t) C (s), pues si
m = min{dom(t) \ dom(s)} es posible elegir a € A tal que a # t(m) entonces
s' € A“ tal que 8’ [gom(s)+1= s a, cumple que, " € (s) \ (t).

Sit C s, entonces de manera analoga se demuestra que (s) & ().

Sis#t, s¢ tyt ¢ s, entonces se afirma que (s) N () = (. En efecto pues
tomando s ot = min{k € dom(s) N dom(t)|s(k) # t(k)}. Si x € (s), entonces
x(sot) =s(sot) #t(sot)y por tanto = ¢ (t). O

Proposicién 3.48. B = {(s) : s € A<“} es una base para alguna topologia en
AY.

Demostracion.

Basta observar lo siguiente, si [[,,c,, Un es un bésico canénico de A“ y para los Uy,
subconjuntos propios de A que son singulares, puede fijarse en ng = max{n €
w : |Uy| = 1}, asi para cada m € w tal que m < ng se elige z, € U, y
s:mng+ 1 — A es una funcién, tal que para cada m < ng se tiene que S, = Ty,
entonces (s) C [],,c., Un.

Ademsds si s € A" C A<¥, se define una familia de abiertos {U,, : n € w} donde
para cada m < n, Uy, = {s,} y si m > n, U, = A, entonces (s) = [[,c, Bn. O

Denotemos a esta topologia como 74, ahora denotando a la topologia producto
en A% por 7r donde A tiene la topologia discreta no es dificil verificar que 74 = 7p.
En efecto pues dado s € A<¥ y n = [(s), se puede definir 4y = (;c; 7 '({s(7)})
donde I es un conjunto finito de indices, lo cual implica que s = (s) € 7p, es
decir 74 C 7p. Para la otra contencién, sea U un abierto basico en 7, entonces
existe F' C w finito y para todo i € F, existe y; € A tal que U = (;cpm " ({vi})-
Asi, paracada z € Uy m =méx{i €Ew:i € F 4+ 1} se cumple x € (z [,,,) C U.
Por tanto 70 C 74.
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Definicién 3.49. Sea A un conjunto. Un drbol, T C A<Y, se denomina bien
podado si:
VseT)3FteT)(s#t N sCt).

Sean T C A<% y s,t € T. Diremos que t es sucesor inmediato para s si, s C t
ylt\sl=1

Definicién 3.50. Sea A un conjunto. Un drbol, T C A%, es de ramificacién
finita si para cada s € T, {t € T : t es sucesor inmediato de s}, es un conjunto
finito.

Lema 3.51 (Kénig). Sea A un conjunto. Si T es un drbol infinito de ramificacion
finita sobre A, entonces T admite una rama infinita, es decir [T] # 0.

Demostracion.

Sabemos que () € T. Como T es infinito entonces ) tiene infinidad de sucesores, al
ser T de ramificacion finita existe tg € T tal que g es sucesor inmediato de (). Como
to € T, entonces t( tiene infinidad de sucesores luego al ser T' de ramificacion finita,
existe t; € T tal que t; es sucesor inmediato de 3. Recursivamente se construird la
siguiente rama infinita:

=ty ty e "ty € [T

Por tanto [T] # 0. O

Proposicién 3.52. Sea A un conjunto, si T es un drbol bien podado sobre A
entonces T' es de ramificacion finita si y sélo si [T] es compacto.

Demostracion.

<] Supongamos que 7" no es de ramificacion finita, entonces existe s € T tal que s
admite una cantidad infinita de sucesores. Sea As := {a € A : s"a € T'} que cumple
|As| > Ro. Sea C = {(s"a) :a € As} y C' = {(z [ys)) : ® € [T] N = [y57 s}, luego
se afirma que CUC’ es una cubierta abierta para [T]. En efecto, pues dado = € [T
se cumple que x es una rama infinita de 7', de ahi que = [y€ T. Si z [;H= s
existe a € A tal que z € (s"a), en el otro caso, es decir, si x li(s)7 S, entonces
existe s’ € T tal que l(s) = I(s") y x € (s'). Asl, se tiene lo pedido. Mds ain C UC’
no admite una subcubierta finita pues dados ai,a2 € A con a1 # as tales que
s"a1, s ay € T entonces por la observacién anterior (s”ai) N (s"az) = (). Luego se
contradice la compacidad de [T]. Por tanto T es de ramificacién finita.

=] Veamos que [T] es compacto. Recordar que basta con fijarse en los elementos
de la base estdndar, sean C = {(s;) : ¢ € I} una cubierta abierta de basicos en [T
yT' ={teT:(Viel)({(t)\ (s;) # 0)}. Se afirma que T" es finito. En efecto,
supongamos que 7’ es infinito y note que 7" es un arbol de ramificacién finita,
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luego por el lema de konig [T7] # 0, es decir, existe x rama infinita de [7”], lo cual
es falso pues C es cubierta abierta de [T] y « € [T"] C [T]. Por tanto T” es finito.

Notar que, si () € C, entonces [T] = (0) y {(D)} es subcubierta finita de C.
En caso contrario, sea 7" = {t € T" : #r € T',t C r}, note que 7" C T' y
por tanto T" es finito. Para cada t € T” existen Sfl,SfQ,...,ant con n; € w,
ip € I donde I € {1,...,m} tal que (1) C U<, (S)- Luego, basta notar que
[T] = Useqn(t). Como T C T C T, (t) € T para todo t € T”, por lo tanto
es suficiente verificar que [T] C U,cpn(t). Sea = € [I], como C es cubierta
abierta de bésicos para [T, existe i € I tal que x € (s;). En caso de que sean
varios s; elijase el que cumpla que I(s;) es minima. Notemos que, por hipdtesis
I(si) >0, asl @ [j,—y€ T" y x € (x [y(3)-1), de lo cual [T] C U,epn(t). Por tanto
[T] = U{(sh) st e T" 1 e {1,....ne}}, y {(s},) : t € T",1 € {1,...,m4}} es una
subcoleccién finita de C. Por tanto [T] es compacto. O

3.4.2. Espacios Polacos Perfectos

Definicion 3.53. Sea X wun espacio topoldgico. Diremos que X es cero-
dimensional si el espacio X posee una base formada por conjuntos abiertos-
cerrados.

Se puede verificar que todo espacio cero-dimensional es normal.

Definicion 3.54. Se define el espacio de Cantor como el subespacio de w®
formado por todas las sucesiones de {0,1}, es decir, C = 2¥ C w* donde 2 = {0,1}.

El siguiente resultado establece como todo espacio perfecto no vacio admite
una copia del espacio perfecto de Cantor. En particular todo espacio perfecto no
vacio es no numerable.

Definicién 3.55. Un esquema de Cantor (EC) sobre un conjunto X es una
familia {As : s € 2<¥} de subconjuntos no vacios de X tal que para todo s € 2<%,
cumple lo siguiente:

1. AsoNAg~ =0.
2. Ag~ C Ag, coni €{0,1}.

Teorema 3.56. Sea X un espacio polaco perfecto no vacio. Entonces existe un
encaje de C en X.

Demostracion.
Constriyase recursivamente una familia {Os : s € 2<“} sobre X tal que para cada
s € 2<% se cumple lo siguiente:
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= O; es un conjunto abierto no vacio.

diam(0;) < 21%5) .

OSAO N OsAl = Q)

Si i € 2 entonces Og-; C O,

Para comenzar elijase Op un abierto no vacio en X' tal que diam(Op) < 2% =1,
supéngase que se ha definido Oy para s € 2<% y se desea definir Og~¢ y Og-1.
Sean xg,x1 € O; tal que xg # x1, la eleccion de tales elementos se puede realizar
porque X es perfecto, es decir |O4| > 1. Como el espacio X es metrizable entonces
X es normal, de ahi que podemos encontrar dos abiertos Uy, Uy ajenos tales que
20 €U C Ul C Oz y 29 €Uy C Uy C Oy, definamos Oy = Uy y Oy~ = Us.
Noétese que por construccién la familia {Og : s € 2<“} es un EC y para todo x € X,
Mnew Oztn = Nnew Ozl - Dado que X es un espacio métrico completo, X posee la

propiedad de interseccién finita de Cantor, con lo cual (., Oz, # 0. Més atin
‘mnew Omfn’ =1

Sea ¢ : C — X la funcién dada por ¢(x) = P, donde {P;} = (,cy, Ocly-
Afirmamos que ¢ es una funcién inyectiva. En efecto, sean z,y € C tales que
x # y. Veamos que P, # P,. Para ello note que al ser z # y existe n € w tal
que n es el minimo natural que cumple x(n) # y(n). Sin perdida de generalidad
supongamos que z(n) = 0y y(n) = 1, entonces Oy, = Oy, v O,y N Oy
Oz, MOy, ., = 0. Por lo tanto P, # P,.

n+1 ntl

Veamos que ¢ es continua. Sea U C X un conjunto abierto. Afirmamos que ¢~ [U]
es abierto en C. En efecto, si ¢ '[U] = () es claro. Ahora, si o 1[U] # 0, sea
x € ¢ U], como U es abierto en X y X es perfecto entonces diam(U) > 0 pues
al ser perfecto el espacio X se garantiza que la cardinalidad del conjunto U es mayor
que uno. Y como lim,,_, diam(Oy;,) = 0, existe n € w tal que P, € Oy, C U.
Veamos que (z [,) C ¢ '[U]. Sea z € (z [,), entonces z [,= = [, de ahi que
Oy, = O, asf ¢(2) € Oy, C U. Por tanto y € ¢~ 1[U]. Por tanto ¢ es continua.

Como ¢ es una funcién continua, C un espacio compacto y X un espacio Hausdorff
se tiene que ¢[C| es compacto en X. Por tanto ¢ es cerrada. Por todo lo anterior
se garantiza que ¢ es un encaje de C en X. O

Teorema 3.57. (Cantor-Bendizson) Sea X un espacio polaco. Entonces existen
P y N conjuntos ajenos donde P es perfecto y N es abierto numerable tal que
X = PUN, mds ain esta descomposicién es inica.

Demostracion.
Sean X un espacio polaco y tomemos U = {U, : n € w} base numerable para
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X. Deffnanse los conjuntos P = {z € X | toda vecindad de x es no numerable}®
y N = X\ P. Notemos que N' = | J{U,, € U : U, es numerable } y P es un
conjunto cerrado pues contiene todos sus puntos de acumulacion. Veamos que
P es un conjunto perfecto, sean x € P y V una vecindad de x la cual es no
numerable. Demostremos que z es punto de acumulacién para P. Afirmamos que
V\{z} NP # (. En efecto, supongamos lo contrario, es decir, V \ {z} N P = (),
entonces V' \ {z} € X\ P = N el cual es numerable, de ah{ que V es numerable,
lo cual es falso.

Para mostrar la unicidad, supongamos que X = P; UN; con P perfecto y N
abierto numerable. Verifiquemos primero P; C P. Dado que P; es cerrado en X,
de ahi P; es polaco por la Proposicién 3.28. Asi P; es polaco y perfecto. Sean
x € P y U vecindad abierta de x en X. Entonces U N P; # () y note que P, al
ser perfecto es un conjunto cerrado. Por el Teorema 3.31 se tiene que U N P; es
un conjunto Gy y por Teorema 3.33, es polaco. Asi U N P; es polaco y perfecto.
Luego por Teorema 3.56 contiene una copia del espacio de Cantor, de ahi que es
no numerable por tanto U también lo es. Por tanto x € P.

Ahora veamos que N7 C N, lo cual es claro pues dado = € Nj resulta que
x € N pues N7 es abierto numerable. Por todo lo anterior se tiene que P = P; y

N =M. O

Observacién 3.58. Sea Y C X con X un espacio cualquiera, si ) es un espacio
polaco perfecto entonces Y coincide con los puntos de condensacion en X.

Hay que tomar en cuenta que cualquiera de los conjuntos citados en el teorema
anterior pueden ser vacio. Con lo cual se puede tener el siguiente resultado.

Corolario 3.59. Todo espacio polaco infinito es numerable o tiene cardinalidad
2%o,

Teorema 3.60. El espacio de Cantor C es el unico espacio (salvo homeomorfismo)
perfecto, compacto, cero-dimensional no vacio.

Demostracion.

Veamos que C cumple las propiedades que se afirman. C es compacto por la
Proposicion 1.77. Por la Observacién 3.35 se tiene que C es polaco y por tanto
metrizable. El que C sea perfecto se sigue por la Proposicion 3.48 y del hecho de
que para cada s € 2<“ se tiene que (s) es infinito. Que C, sea cero-dimensional
también esta dado por la Proposicion 3.48.

8 A los puntos en P también se les conoce como puntos de condensacién.
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Ahora supongamos que X cumple lo anterior. Construiremos un EC, (Cs)co<w
sobre X’ tal que:

1. Cy = A,

2. Para cada s € 2<¥: (s es un conjunto cerrado-abierto distinto del vacio,
3. Para cada s € 2<%: Cy = Cyo U Cy-1,

4. Para cada = € C, lim,, o diam(Cy,,) = 0.

Dado que X es cero dimensional, existe una base B de conjuntos abiertos y
cerrados. Definase Cy = & y C} una cubierta abierta de X formada con elementos
de la base B con diam < 1. Como X es un espacio compacto, existe n € w
y familia finita de conjuntos {Xi,...,X,} tal que diam(X;) < 1 para cada
ie{l,...,n}, X = JZ] Xi y para cualesquiera i,j € {1,...,n} distintos se
tiene que X; N X, = 0.

Si n € w denotaremos por 0" a la sucesiéon de longitud n que consta unicamente
de ceros. Si i € {0,...,n — 2} se define Cypi; = Xit1, Cgn1 = Xy y Cyi =
Xi+1U---UX,,. Por la Proposicién 1.77 se tiene que para cadai € {1,...,n}, X; es
un subespacio compacto al ser cerrado. Luego podemos repetir el proceso para cada
X, usando una cubierta de elementos en B con diam < 1/2 y asi recursivamente.

Sea f : C — X una funcién tal que para cada z € C, f(z) € (,e, Car,- De
manera analoga a la prueba hecha en el Teorema 3.56 se tiene que f es un
homeomorfismo. O

Otro ejemplo de espacio polaco perfecto es el siguiente:

Definicién 3.61. Llamaremos al espacio N = w* espacio de Baire, ¢l cual
representa el espacio de todas las sucesiones de numeros naturales, donde se
considerard a w como espacio discreto y tomaremos en N la topologia discreta.

Para adentrarnos un poco respecto a los espacios de Baire, en particular N,
sera necesario introducir las siguientes definiciones.

Definicion 3.62. Sea X un conjunto no vacio. Un esquema de Luzin en X es
una familia {As | s € WY} de subconjuntos de X que cumple lo siguiente:

1. 81 s Ct entonces Ay C As.

2. Sisews yi#jconi,j€w, entonces A N Asj = 0.
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Definicién 3.63. Si (X, d) es un espacio métrico y {As | s € w<“} es un esquema
de Luzin sobre X, diremos que {As | s € w<¥} es de didmetro cero si para cada
z €N, lim,_,o diam(Ay;,) = 0.
En este caso, si® ={x e N' |
{P(@)} = Nnew Aztn-

Proposicién 3.64. Sean (X,d) un espacio métrico y {As | s € w<“} un esquema
de Luzin sobre X de didmetro cero, entonces si @ se define como arriba, tenemos
que:

Agp, # 0} Cw=¥, definase ¢ : © — X como

new

1. ¢ es una funcion inyectiva y continua.

2. Si (X,d) es un espacio métrico completo y cada Ag es un conjunto cerrado,
entonces ® es un conjunto cerrado.

3. Si cada As es un conjunto abierto, entonces @ es un encaje.

Demostracion.

Notemos que ¢ estd bien definida pues dada la familia {As | s € w<¥}, la cual es
de didmetro cero, se tiene que para cualquier x € ©,lim,, o diam(Az;,) =0y
Mhew Azt # 0. Por tanto [, Azr,| = 1. Para ver la inyectividad, tomemos
x,y € D tales que x # y (es decir p # m para algunos p,m € w). Sea
n = min{k € w | (k) # y(k)} entonces A, ., N Ay, = 0, por definicién
de esquema de Luzin. Y por como se definié ¢ se sigue que ¢(z) # ¢(y).

Para mostrar la continuidad de ¢ tomemos z € D y Be(o(z)) C Vo).
Como {¢(z)} = N, Az}, con didmetro cero, entonces existe Ny € w tal que
diam(Ay;,,) < €/2 para todo m > Ny. Sea s = z [y,, veamos que (s) N D C
o~ [Bel@(#)]- Dado y € () D, 7 [ny= 5 = ¥ [ny ¥ $(1) € Auiy, C Bell@).
Por tanto ¢((s) VD) C Be(p(x)).

Supongamos que (X, d) es un espacio métrico completo donde cada As es un
conjunto cerrado, veamos que D es cerrado. Sean x € Ny (,)new Una sucesion
de Cauchy en © tal que x,, — x. Afirmamos que (¢(z,))new €s de Cauchy en X.
En efecto, sea € > 0, dado que lim,,_,o diam(A,;,) = 0, existe N € w tal que
diam(Ag;,) < €,y por hipdtesis, existe M € w tal que sin > M : d(z,,x) < w%,
entonces x, [y= x [n. Luego dados n,m > M, z, [n= = [N= zm [N,
Apin = Azty = Az, ins de lo cual se tiene que ¢(zy,), p(zm) € Azpy y dado que
diam(Azy) < €, se tiene d((xy, p(zm)))e. Por tanto (¢(xy))new es de Cauchy en
X y como (X,d) es completo, existe y € X tal que p(z,) — y.

Ahora, sea n € w. Como z,, — z existe k € w tal que si m > k, d(z,,z) < 271%
Ast 2y, [ n = x [, de ahi que p(2y,) € Ay,,1, = Az, para cada m > k y como
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Ay, es cerrado, y € Ay, . Por tanto x € ® y p(x) = y.

Por ultimo veamos que ¢ es un encaje. Supongamos que cada Ag es abierto, luego
observe que para verificar que ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen basta ver
que o~ ! es continua, equivalentemente, que ¢ es abierta. Para ello, sea (s) N® un
abierto bésico en ©, lo cual se garantiza porque la coleccién de (s) forman una
base para /. Por tanto basta ver que para cada s € w<“, p[(s) N D] es un abierto
en p[D].

Afirmacién. ¢[(s) N D] = p[D] N A para cada s € w<¥.

C] Como (s)ND C D, entonces p[(s)ND] C ¢[D]. Ahora, sea y € ¢[(s)ND], existe
x € (s) ND tal que ¢(x) = y. Dado que = € (s), existe n € w tal que s =z, y
() € Npew Az, € As, entonces y = p(x) € As. Por tanto ¢[(s)ND] C p[D]NAs,.
D] Sea y € p[D]N As, existe z € D tal que y = p(z). De lo anterior se puede decir
que, basta ver que s C z para garantizar que x € (s). Supongamos que s Z z,
existe m € w tal que s(m) # x(m). Tomemos n = min{k € w | s(k) # =(k)},
asi s, , =x),_, ¥ AS[nilﬁs(n) N A$fn71/\x(n) = () por esquema de luzin. Notemos
que Ay © Ay sn) ¥ o(r) =y € Ag, de ahi que ¢(x) € A, ~s(n)- Ademds
o(r) € Nyew Az, < Ay, ~z(n)- Por tanto o(z) € As, msn) N Az ~zn) 10
cual es falso. Por tanto (D] N As C ¢[(s) N D].

Por tanto se cumple la afirmacién y como A es abierto en X se tiene que [(s)ND]
es abierto en ¢[®]. Por todo lo anterior ¢ es un encaje. O

Teorema 3.65. (Alezandroff-Urysohn) El espacio de Baire N es el inico, salvo
homeomorfismo, espacio polaco no wvacio, cero dimensional, cuyos subconjuntos
compactos tienen interior vacio.

Demostracion.
Veamos que N cumple las propiedades dichas.

= N es un espacio polaco.

= N es cero dimensional pues se demostré que la topologia producto en N
coincide con la topologia generada por la familia B = {(s) | s € w<“} donde
los elementos en B son abiertos-cerrados.

= Veamos que todo conjunto compacto en N tiene interior vacio. Sea A C N
compacto y supongamos que i(A) # (). Luego existe z € w¥ y s € w<¥
tal que x € (s) C i(A) C A. Sea s = (Sp,...,8p—1) CcOn N € w, entonces
deffnase Cyp = s ~ {0} = (s0,.-.,80-1,0) € w<¥. Se construye el cono de
Co, (Cp) tal que (Cp) C (s), de la misma manera se realiza para cada n € w.
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Ast C,, = s ~ {n} tal que (C},) C (s).

Afirmacién.

1. (Cp) N (Chy) =0 sin #m.

2. (8) € Unew(Cn)-
(1) se sigue por la Observacién 3,47. Para (2), sea x € (s), s C z. Sea
k= x((s) + 1), Cpn, = (S0,--.,5n-1,1(s) + 1), de ahi que z € (C,,). Por
tanto (s) C U,c,(Cn). Como (Cy) N (s) # 0 para cada n € w entonces

{{C}) | n € w} es una cubierta abierta de (s) que no contiene subcubierta
abierta finita. Por lo tanto (s) no es compacto, lo cual es falso.

Ahora, sea (X, 7) un espacio Polaco, cero dimensional y tal que i(K) = (). Si
K C X entonces K es compacto. Sin perdida de generalidad supongamos que
Va,y € X :d(x,y) <1, donde d es una métrica completa compatible con 7.

Afirmacién. Si U C X un abierto no vacio y sea € > 0, entonces existe {U,, | n € w}
particién de U (es decir U = ., Un vy Un N Uy = 0 si n # m) de conjuntos
abiertos y cerrados con diam(U,) < e. En efecto, sean U C X abierto y
B = {V, | n € w} base de cerrados y abiertos en X. Si € > 0 es posible hallar
{Vie | k € w} € B tal que U € Uyey, Vi v diam(Vy,, ) < €. Sabemos que i(U) # 0,
entonces U no es compacto. Se puede suponer que para algin e dado ocurre que
U no puede ser cubierto por una cantidad finita de elementos de B con diam < €
(en otras palabras se est4 diciendo que U no es totalmente acotado).

Definamos recursivamente U,, con n € w como sigue:
» Uy =V
n—1
u n — Vn \ Uk:l Uk

donde {U,, | n € w} es la particién buscada.

Lo anterior nos garantiza que podemos construir un esquema de Luzin {As | s €
w<¥} de didmetro cero tal que:

[ ] A@ = X7
» Para todo s € w<¥: Ay es un conjunto abierto y cerrado,
» Para todo s € W : A = U, Asfi}s

» diam(As) < 2l(s),
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Ahora veamos que ® = N. Sea z € N, entonces A, es cerrado para cada n € w
Y Az C Az, Por tanto (), Azp, # 0 (por cantor). Por tanto N = 9.

Sea ¢ : ® — X definida como antes, luego por la proposiciéon anterior se tiene que
© es biyectiva, continua y abierta. por tanto ¢ es un homeomorfismo. O

3.5. El Espacio y Juego de Choquet

Aunque los juegos combinatorios, en su forma matemaética, fueron descubiertos
probablemente por primera vez a principios del siglo XVII, la nocién de un juego
posicional con informacién perfecta fue introducida en la famosa monografia de
Von Neumann y Morgenstern [10]. En tal monografia, los autores consideraron
juegos posicionales finitos y probaron que cada uno de tales juegos pueden ser
reducidos a una matriz de juego. Mds aun, si el juego posicional (finito) es uno
con informacion perfecta, la correspondiente matriz de juego tiene un punto de
silla. Sin embargo, los juegos posicionales infinitos con informacién perfecta fueron
descubiertos un poco antes. El concepto corresponde intuitivamente a juegos como
el ajedrez y las damas en los cuales los movimientos y las posiciones de un
jugador son conocidos por sus oponentes en todo momento. En 1935, Stanistaw
Mazur propuso un juego relacionado con el Teorema de Categoria de Baire, cuya
su solucién fue dada por Stefan Banach. Este juego es ahora conocido como el
juego de Banach-Mazur y es el primer juego infinito posicional con informacion
perfecta. Desafortunadamente, a causa de la segunda guerra mundial, problemas
como estos no fueron ampliamente conocidos hasta mediados de los afios cincuenta
[7]. Un poco més adelante, otros personajes que contribuyeron a la teoria de juegos
infinitos (con informacién perfecta) fueron David Gale y F. M. Stewart el cual se
puede revisar en [10].

Pese a lo comentado anteriormente, empezaremos analizando un juego maés
simple sobre un espacio topolégico X, el cual se denominara como juego de Choquet
(Ch(X)). El juego de Choquet fue originalmente aplicado por Choquet ? para
caracterizar cuales espacios metrizables admiten una métrica completa.

Definicion 3.66. Sea X' un espacio topologico no vacio. El juego de Choquet
denotado por Ch(X), asociado al espacio topoldgico X se define como sigue: Hay
dos jugadores, I y II, los cuales toman turnos alternados para w rondas. En la
ronda i — esima el jugador I mueve primero de tal forma que U; C V;_1 sii > 1,
entonces II responde con un abierto V; C U;. Una vez que todas las rondas se

9[Cho69] que se encuentra en [9]
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hayan llevado acabo, diremos que I gana el juego si (), e, Un = 0, de otra manera
1I ganard el juego.

Definicion 3.67. Una jugada legal en el juego de Choquet serd una sucesion
finita {Uo, Vo, ..., Va_1,Upn} o bien {Uy, Vo, ..., Uy, Vo, } tal que para todo o < i <
n: U; NV, son abiertos tales que V; < U; < V1.

Una estrategia para el jugador I en el juego de Choquet es una regla que le
dird como jugar en cada ronda, la estrategia le dice cudl debe ser su siguiente
movimiento dado los movimientos previos del jugador II, formalmente se define
como:

Definicién 3.68. Sea X' un espacio topoldgico no vacio, Ch(X) el juego de choquet
sobre X y denotemos por (T,<) al drbol de todas las posibles jugadas legales en

Ch(X).

Una estrategia para el jugador I es un subdrbol o de T' que cumple lo siguiente:

= 0 €S no vacio.

v Si (Uy, Vo, ..., Uy) € o, entonces para cada abierto V # ( tal que V C U, se
cumple que (Uy, Vo, ..., Upn, V) € 0.

» Si (U, Vo, ...,Un, Vp) € o, entonces existe un inico abierto U # () tal que
U C Vi y Uo,Vos...,Un, Vi, U) € 0.

Definicién 3.69. Sea X' un espacio topoldgico no vacio, Ch(X) el juego de choquet
sobre X y denotemos por (T, <) al drbol de todas las posibles jugadas legales en
Ch(X). Diremos que o es una estrategia ganadora para I si para cada jugada
legal (Uo, Voo, - ., Uny Vi) 6 (Uo, Vi, . .., Up, Vi, Ung1) € 0 se cumple que: si tenemos
una rama infinita en o, digase (Uy, Vy,...), cuya jugada legal es segmento inicial
de la sucesion (Uo, Vo, ...) ¥ (Nhew Un = 0. De manera andloga se puede definir
una estrategia ganadora para el jugador II.

Teorema 3.70. Un espacio X es de Baire si y solo si el jugador I no tiene una
estrategia ganadora en Ch(X).

Demostracion.

= Supongamos que el jugador I tiene una estrategia ganadora o y sea Up el
primer movimiento del jugador I de acuerdo a o. Basta ver que Uy no es de Baire.
Construyamos un subarbol S C ¢ como sigue:

» Si (Up, Vo,...,Up—1,Vp—1) € S, entonces (Up, Vo, ..., Un—1,Ve-1,U,) € S
donde U, es el inico movimiento para I determinado por o.

» Si (Up, Vo,-..,Upn—1,Vn-1,U,) € S, entonces para cada V C U, abierto no
vacio existe Uy C V abierto tal que (Uy, Vo, ..., Up—1, Vo—1,Up, Uy) € S.
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Sea V = {V | V C U, ANV — abierto} por el lema de Kuratowsky Zorn
existe una familia maximal V* en V de subconjuntos abiertos ajenos por pares,
entonces {Uy+ | V* € V*} es una familia de conjuntos ajenos por pares, los
elementos de S serdn (Up, Vp,...,U,, V*, Uy+). Sean P = (Uy,Vp,...,Uy,) € S
y Up = {Ups1 : IV AN (Uo, Voo, ..., Upy Vi, Upt1) € S}. Afirmamos |JUp es denso
en U,. En efecto, supongamos lo contrario, entonces existe V' C U, abierto tal que
VnUUp = 0, entonces V N V* = () para todo V* € V*  entonces V* U {V} es
una familia de abiertos ajenos por pares y V* C V* U {V} lo cual contradice la
maximalidad de V*.

Para cada n € w, sea W,, = |J{U,, : (Up, Vb,...,U,) € S}, notemos que W, es
abierto, ademéas si V' C Uy es un abierto no vacio, haciendo V; = V podemos
obtener una sucesién (Up, V,...,U,) € S, luego como U,, C Vj =V es no vacio y
U, € W,, entonces VNW,, # ). Por lo tanto W,, es denso en Uy para cada n € w.

Afirmacién. (| W, no es un conjunto denso. Basta ver que (| W,, = ). Supongamos
lo contrario, entonces existe x € [, Whn, asi existe una rama infinita en S,
pero mas aun dicha rama también estd en o, digamos (Uy, Vo, ..., Up, Vp,...) tal
que para cada n € w, ¢ € U,. Notemos que la rama es unica pues para cada
n, la coleccién de los U, es ajena por pares, de ahi que x € [, ., Un, entonces
Mhew Un # (0, lo cual es falso pues o es una estrategia ganadora para el jugador 1.

Asi, se ha construido una coleccién numerable de abiertos densos en Uy cuya
intersecciéon no es densa, por tanto Uy no es de Baire y de ahi que X no es de
Baire.

<] Supongamos que X no es de Baire y sea {G), : n € w} una familia de conjuntos
abiertos-densos tal que [, G no es un conjunto denso. Sea Uy C X" abierto no
vacio tal que ((,,c, Gn) N Uy = 0. Sea (Up) la primera jugada del jugador I, si
Vo € Uy es una jugada del jugador II entonces Vj es un conjunto abierto en X' y
Vo NGy # () pues Gy es denso en X. Entonces podemos definir Uy := Vo NGy C V)
como jugada del jugador I, luego si el jugador II juega con Vi entonces el jugador I
puede jugar con Us := V1 NG y de manera recursiva se define una estrategia para
el jugador I, es decir, en general si (Uy, Vp,...,Up, V) es una jugada del jugador
IT entonces (Uy, Vo, ..., Un, Vo, Upt1 = V,, N G,,) es una jugada para el jugador I.

Mis atn ()., Un € (Npew Gn) N U = 0, por tanto (e, Un = 0 si (Uo, Vo, .. .)
es una jugada legal. De ahi que se ha descrito una estrategia ganadora para el
jugador 1. O

Definicion 3.71. Un espacio topoldgico X se denomina espacio de Choquet si
el jugador II tiene una estrategia ganadora en Ch(X).
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Observacién 3.72. Todo espacio de Choquet es de Baire.

Definicion 3.73. Dado un espacio topoldgico X no wvacio, se define el juego
fuerte de Choquet en X, Ch(X)F', como sigue:

I ‘ $0,U0 iL‘n,Un
II ‘ Vo V.,

Para cada n € w se tiene lo siguiente:
s U, es un abierto en X y x,, € U,.
w V, CU, es abierto en X y X,, € V,,.
El jugador I gana si (e, Un =0 o el jugador II gana si (), Un # 0.

Definiciéon 3.74. Un espacio X se denomina espacio fuerte de Choquet si el
jugador II tiene una estrategia ganadora en el juego fuerte de Choquet.

Lema 3.75. Sea (Y,d) un espacio métrico separable y U wuna coleccion de
conjuntos abiertos no vacios en Y, entonces U admite un refinamiento puntual
finito, es decir, existe v familia de abiertos no vacios en Y tal que |Jv = JU,
VVery)3Ueld): (VCU)yNMyeY): {Very:yeV} <w. Mds aiin
dado € > 0 se puede anadir la condicion que diam (V') < € para cada V € 7.

Demostracion.

Tenemos que Y es un espacio segundo numerable pues Y es un espacio métrico
separable. Sea B una base numerable de Y. Considere la coleccién {U,, : n € w} C
B tal que cumple lo siguiente:

» (Vnew)3U el): (U, CU).
" UUn:U5J

Més atn si € > 0 se puede suponer que diam(U,) < e. Para cada n € w, sea
U? C Y conjunto abierto no vacio tal que @ C U,. Luego como Y es un espacio
metrizable, es un espacio normal, de ahf que existe Ul # ) abierto no vacfo tal
que U9 C U} C UL C U,. Recursivamente construimos una sucesién {U!} pe,, tal
que U CUYCULCULC - CUpy JUE =Up,.

Para cada m € w, sea Vi, = U, \ (U, UY). Afirmamos que | J,,c,, Vo = U,e, Un-
En efecto, para C] es inmediato por como se definié V;,. Ahora veamos D], sea
r € e, Un, entonces existe m = min{k € w: x € Uy}, x € Uy, méds atin x € V,,
(por la eleccién de m). Por tanto (U,c,, Vo 2 Unew Un- Asi Uew, Vi = Upew Un ¥

por tanto |J . Vi, =JU. Ademas, si n € w, existe U € U tal que V,, CU.

new
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Finalmente para ver que es finita la familia v = {V, : n € w}, observe que si
x € U, para algiin n € w entonces x € U,f) para algin P € w, luego = € U] para
todo m > P. De ahi que x ¢ V,,, para todo m > P. Por tanto v es un refinamiento
puntual finito. O

Teorema 3.76. SeciX un espacio métrico separable y X un espacio Polaco tal
que X es denso en X, entonces

1. (Ozxtoby) X es un espacio de Choquet si y solo si X es comagro en X.

2. (Choquet) X es fuertemente de Choquet si y sdlo si X es un conjunto Gs en
X siy solo si X es Polaco.

Demostracion.

(1) =] Sea o una estrategia ganadora para el jugador II en Ch(X) y sea d una
métrica compatible para X. Construyamos un drbol bien podado no vacio S que
consiste de sucesiones de la forma (U, Vo, R > (Uo, Vo, coys Upy Vi) con Uy #£ ()

ablertoeancadaV #* @ablertoenX VO ) V1 - D V D...ysiV, :Xrﬂ//;
entonces (Uy, Vo, ..., Uy) o (Uy, Vo, ..., Upn, Vy,) son compatibles con o.

s feo.

s SiP= <U0,f/8, ..., Uy) € S entonces (Uy, Vo, ...,U,) € o, asi existe un tinico
V., C X abierto tal que (U, Vp,...,Upn, Vs) € o, pero V,, = X N'V,,. En este
caso (Uo, Vo, ..., Upn, Vi) € S.

s SiP= <U0,T/E, .. .,Unfl,ﬁ,\l) € S entonces (Uy, Vo, ..., Up—1,Vp—1) E0y
asi para cada U C V;,_1 abierto no vacio, existe un unico abierto Viy C U tal
que (Uo, Vo, - .. Un 1, Va—1,U, Vi) € o. Para cada Vi existe Viy abierto en
X tal que Vi —VUﬂX

Anélogo a una idea anterior es posible hallar una familia ¥p de abiertos ajenos en
X tal que:

» | J7p es denso en 17”_\1 y para todo v € 1//1\: : diam(v) < 2%

« W, = U{‘7 : <U0,%,...,Un,‘7> € S} es un abierto y denso en X.

W, C X. En efecto, sea z € ()

una tunica sucesién (Up, Vo, Ui, Vi...) € [S] tal que = € ﬂn€w Y como

para cada n € w : diam(V,) < o entonces ()

Afirmamos que [ W, entonces existe

necw new

0 newf/; = {z}. Sabemos que
(Uo, Vo, U1, V1,...) € [o], pero o es una estrategia ganadora para el jugador II,
asi MU, = Vo # 0 en X, x € X. Por tanto (),., Wn C X, de ahi que X es

necw
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comagro en X.

<] Supongamos que X es comagro en X , entonces existe una familia {D,, : n € w}
de densos abiertos en X tal que (,,c,, D € X. Construyamos en X una estrategia

ganadora para II. Sea Uy C X \ {0} abierto, existe Wy C X abierto tal que
Uy = WynX. Como Do es abierto y denso en X Wo N Dy # By abierto en X.
Como X es denso en X, XNDyNWy # 0. Sea g € X NWyNDy. Por la regularidad
de X, existe V abierto en X tal que g € V C Vo C X N Wy N Dy = Uy N Dy.

Sea Vo = V el movimiento del jugador II, para cualquier conjunto abierto U no
vacio en X tal que U C Vf se puede repetir el proceso anterior, con lo cual se
tiene de manera general que existe W,, C X abierto tal que U, = W,, N X, con
argumentos similares a los anteriores se tiene que X "W, ND,, es no vacio y abierto
en X, asi existe x, € X "W, N D,,, por la regularidad de X existe V,, abierto en
X tal que z, € V,, CV,, € X NW,, N D,,. Con lo cual se tiene ya una estrategia
para el jugador II.

Por tltimo si (Uy, Vo, U1, Vi ...) € [o], entonces por el teorema de Cantor (EM)
se tiene que 0 # N, Vo = Mnew Vo = Nyew Un. Por tanto o es una estrategia
ganadora para II.

(2) X es un conjunto Gs en X si y s6lo si X es Polaco se sigue por un resultado

previo. Veamos que X es fuertemente de Choquet si y sélo si X es un conjunto G
en X.

=] Se realiza una construccién similar a la hecha en (1) donde se utilizé el lema
previo.

<] Sea Uy C X abierto no vacio y z¢ € Uy, el movimiento del jugador I. Dado que
X es regular, entonces existe un abierto no vacio Vg, tal que zg € Vo € Vo C Uy v
diam (V) < 1/2°. Procediendo de manera recursiva uno puede tener una estrategia
para el jugador II, mds atin ()., Vi = ﬂnewﬁ # (). Por tanto se ha construido
una estrategia ganadora para el jugador II. O

3.6. Generalizaciones de la Propiedad de Baire

Como se ha constatado a lo largo de todo este trabajo, la familia de espacios
de Baire forma una clase muy interesante con aplicaciones de suma importancia en
distintas areas de la matemadtica. Pero, como en toda &drea de ciencia, siempre se
encuentran problemas cuando se trata de formalizar o generalizar resultados. Un
claro ejemplo de lo anterior se presenta en el estudio de la propiedad productiva,
que no se garantiza en la familia de espacios de Baire. Tales problemas motivan
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al estudio de distintas variantes del teorema de categoria de Baire, modificando el
concepto de completitud y obteniendo clases més generales de espacios topoldgicos.
En esta seccién presentamos algunas de estas generalizaciones omitiendo los
detalles invitando al lector en profundizar en dichos temas.

Definiciéon 3.77. Sea X un espacio topoldégico Hausdorff. Una compactacion
del espacio X es una pareja (hX,h) donde hX es un espacio topoldgico Hausdorff
compacto y h es un homeomorfismo del espacio X sobre un subespacio denso de
hX.

La existencia de compactaciones para espacios completamente regulares queda
garantizada por el teorema de Stone- Cech. Dicha compactacion fue construida en
1937 por M.Stone y E. Cech de manera independiente.

Teorema 3.78. Sea X wun espacio completamente regular. FExiste una
compactacion Y de X caracterizada con la siguiente propiedad, cada funcion
acotada y continua f : X — R se extiende de forma unica a una funcion continua

de )Y en R.

Definicion 3.79. Para cada espacio completamente reqular X, elegimos una
compactacion de X werificando la condicion de extension del teorema anterior.
Dicha compactacion del espacio X estd representada por 5(X) la cual llamaremos
compactacion de Stone- Cech del espacio X .

Definicion 3.80. Sea U un cubrimiento abierto de un espacio topolégico Hausdorff
X. Un subconjunto F' de X se dice que es U-pequeno si F' esta contenido en algun
miembro de U. En general una familia F de subconjuntos de X se dice que es U-
pequena si existen F € F yU €U tal que FF C U.

Definicion 3.81. Sea X wun espacio completamente reqular. X se llama
numerablemente Cech completo si existe una coleccion numerable {Up :n €
w} de cubrimientos abiertos de X tales que para cualquier familia numerable y
decreciente § = {Fy : k € w} de subconjuntos cerrados de X que es Uy, -pequena
para cada n € w, se tiene (e, Fi # 0.

Teorema 3.82. Sea X' un espacio topoldgico Hausdorff que es numerablemente
Cech completo, entonces X es un espacio de Baire.

Definicion 3.83. Sea X un espacio topologico completamente regular. X es Cech-
completo si existe una coleccion numerable {Uy, : n € w} de cubrimientos abiertos
de X con la propiedad de que para cualquier familia § de subconjuntos cerrados de
X con la propiedad de interseccion finita y Uy -pequenia para cada n € w, se tiene

Nieg F # 0.

Observacion 3.84. Todo espacio éech-completo es numerablemente Cech-
completo y por tanto es de Baire.
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Exhibamos una de las caracterizaciones de los espacios Cech-completos.

Teorema 3.85. Sea X un espacio de Hausdorff completamente regular. Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. X es Cu’ech—completo.
2. X es un Gs en fX.

3. X es un G en cualquier compactacion aX de X.

En el caso de que el espacio X sea completamente metrizable, se puede
garantizar que el espacio X' es Cech-completo.
La siguiente clase de espacios topoldgicos fue creada por Frolik en [14].

Definicion 3.86. Un espacio completamente reqular X se dice Casi Cech-
completo si existe un subconjunto Gg-denso del espacio X que es Cech-completo.

J.M Aarts y D.J Lutzer en [2] establecieron la pregunta siguiente:

sFExiste una clase natural de espacios topoldgicos que contenga a los espacio
completamente metrizables y a los espacios localmente compactos pero que, ademds,
cada uno de sus miembros satisfaga la conclusion del teorema de Categoria de
Baire?

Aaron R. Todd usando la nocién de espacio pseudo-completo introducida por
Oxtoby, demuestra que la clase de los espacios pseudo-completos es una apropiada
solucién a la pregunta formulada por Aarts y Lutzer.

Definicion 3.87. Un espacio topologico Hausdorff X se dice cuasi-Regular si
para cada conjunto abierto no vacio U de X, existe un conjunto abierto no vacio
V de X tal que V C U.

Definicién 3.88. El espacio X se llamaOxtoby-completo (Pseudo-Completo)
si el espacio X es cuasi-reqular y posee una familia de pseudo-bases (w-base)
{B, : n € w} tal que cumple lo siguiente: si B, € B, y Bn+1 C B, para cada
n € w, entonces (e, Bn # 0.

Teorema 3.89. Todo espacio é’ech—completo es un espacio Oxtoby-completo.
Teorema 3.90. Todo espacio Oxtoby-completo es un espacio de Buaire.
Corolario 3.91. Todo espacio casi—éech—completo es un espacio Oxtoby-completo.

Aarts y Lutzer construyen en [2] un espacio que es Oxtoby-completo pero no
un espacio casi-Cech-completo.

Los espacios casi-Cech-completos se pueden caracterizar, en términos de
propiedades casi- cubiertas, para ello es necesario considerar las siguientes
definiciones.
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Definicion 3.92. Sean X wun espacio topologico Hausdorff y § una familia no
vacta de subconjuntos de X .

s § es un filtro base sobre X si,

e Para todo F € F, F # .
o Si I, Fy € F, entonces existe ' € § tal que F' C Iy N Fy

v Sea (Up)new sucesion de subconjuntos de X. Si para cada n € w, existe
F € F tal que F C U,, entonces se dice que la familia § estd controlada por
la sucesion (Up)new-

Definiciéon 3.93. Sean X un espacio topoldgico Hausdorff completamente reqular
Y (Up)new sucesion de subconjuntos de X. La sucesion (Up)new, se dice completa
si, para cualquier filtro base § sobre X controlado por la sucesion (Up)new, entonces

Nreg F # 0.

Definicion 3.94. Sean X un espacio topoldgico y Y4 una familia de subconjuntos
de X. Si cada elemento U de U es abierto en X y | Jycy U es denso en X, entonces
la familia 3 se dice que es un cuasi-cubrimiento abierto del espacio X.

Teorema 3.95. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff completamente reqular.
Entonces X es casi—é’ech—completo si, y solo si X posee una sucesion completa
() new de cuasi-cubrimientos abiertos tal que para cada n € w, th, es una familia
disjunta.

Veamos la siguiente caracterizacion para aquellos espacios que poseen un
subespacio denso completamente metrizable en [2].

Teorema 3.96. Sea X un espacio métrico completo. Las siquientes proposiciones
son equivalentes:

1. X es casi éech—completo.
2. X es Oxtoby-completo.
3. X posee un subespacio denso completamente metrizable.

Para finalizar exhibiremos dos caracterizaciones, una para los espacios
completamente metrizables y la otra para los espacios casi—éech—completos dadas
por E. Michael en [23], de la misma manera se puede consultar en el mismo
documento toda definicién que no se haya definido en este trabajo que aparezcan
en los siguientes teoremas.

Teorema 3.97. Sea X un espacio metrizable. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:
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v L

. X es completamente metrizable.

. X es un conjunto Gy de algin espacio métrico completo.

. X posee una sucesion completa (Uy)new de cubrimientos abiertos.
. El jugador II posee una estrategia ganadora para G(X).

. El jugador II posee una estrategia ganadora para G*(X).
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El estudio de las aplicaciones del Teorema de Baire constituyen un vasto campo
de investigacién en muchas dreas de la matematica. Como un ejemplo de ello
se mostré que el Teorema de Baire es fundamental en la prueba de resultados
muy importantes en la teoria del andlisis funcional y también la gran cantidad de
resultados que se pueden obtener a partir de tal propiedad. Con lo anterior de
manera natural surgié el estudio de la familia de espacios de Baire en donde se
revisaron algunas de las propiedades que tales espacios poseen, asi como una de
las grandes deficiencias que posee esta familia.

En el estudio de los espacios de Baire tuvo que estudiarse cierta clase especial
de conjuntos llamada espacios polacos, en ellos se estudiaron algunas de las
propiedades que caracterizan a los espacios polacos. También se dieron técnicas
como el esquema de Cantor y el esquema de Luzin los cuales nos permitieron dar
construcciones explicitas, en ciertas familias de subconjuntos de estos espacios,
cuya importancia de tales técnicas radico en garantizar la cardinalidad del espacio
en cuestion.

Finalmente se dejé como trabajo a futuro el estudio de ciertas clases de espacios
como lo son los éhech—completos y los oxtoby-completos. De igual forma un estudio
mas riguroso de los espacios polacos pues se vio sélo una pequena parte de las
numerosas propiedades que estos pueden poseer.

95



CAPiITULO 4 CONCLUSIONES

96



Bibliografia

Aarts, J. M., & Lutzer, D. J. Completeness properties designed for recognizing
Baire spaces. 1974.

Aarts, J., & Lutzer, D. Pseudo-completeness and the product of Baire spaces.
Pacific Journal of Mathematics, 48(1), 1-10. 1973.

Astin, J. T. A study of Baire-Moore Theorems. 1966.
Apostol, T. M. Anélisis matematico. Edit.Reverté. Segunda Edicién. 1996.

Bagemihl, F. A note on Scheeffer’s theorem. The Michigan Mathematical
Journal, 2(2), 149-150. 1953.

Brito, W. El Teorema de Categoria de Baire y Aplicaciones. Pub. electrénica.

Cao, J., & Moors, W. B. A survey on topological games and their applications
in analysis. RACSAM, 100(1-2), 39-49. 2006.

Chaber, J., & Pol, R. On hereditarily Baire spaces, o-fragmentability of
mappings and Namioka property. Topology and its Applications, 151(1), 132-
143. 2005.

Dorais, F. G., & Mummert, C. Stationary and convergent strategies in
Choquet games. arXiv preprint arXiv:0907.4126. 2009.

Dresher, M., Tucker, A. W., & Wolfe, P. Contributions to the Theory of
Games (Vol. 3). Princeton University Press. 1957.

Dgundji, J. Allyn and Bacon series in advanced mathematics. Massachusetts.
1966.

Engelking, R. General topology, Sigma series in pure mathematics, vol. 6.
1989.

Fleissner, W., & Kunen, K. Barely Baire spaces. Fundamenta Mathematicae,
101(3), 229-240. 1978.

97



BIBLIOGRAFIA
BIBLIOGRAFIA

Frolik, Z. Generalizations of the Ggs-property of complete metric spaces.
Czechoslovak Mathematical Journal, 10(3), 359-379. 1960.

Frolik, Z. Baire spaces and some generalizations of complete metric spaces.
Czechoslovak Mathematical Journal, 11(2), 237-248. 1961.

Giles, J. R. Introduction to the analysis of normed linear spaces (No. 13).
Cambridge University Press. 2000.

Hurewicz, W. Relativ perfekte teile von punktmengen und mengen (A).
Fundamenta Mathematicae, 12(1), 78-109. 1928.

Iribarren, I. L. Topologia de espacios métricos. Limusa-Wiley, México. 1973.
Castillo, C. I. Teorfa Descriptiva de Conjuntos I.
Jech, T. Set theory. Springer Science & Business Media. 2013.

Kakol, J., Kubis, W., & Lépez-Pellicer, M. Descriptive topology in selected
topics of functional analysis (Vol. 24). Springer Science & Business Media.
2011.

Kunen, K. Set Theory: An Introduction to independence Results. 1980.

Michael, E. A note on completely metrizable spaces. Proceedings of the
American Mathematical Society, 513-522. 1986.

Moore, R. L. Foundations of point set theory (Vol. 13). American
Mathematical Soc. 1932.

Moors, W. The product of a Baire space with a hereditarily Baire metric
space is Baire. Proceedings of the American Mathematical Society, 134(7),
2161-2163. 2006.

Munkres, J. R. Topologia, Prentice Hall, 2. a edicién. 2002.

Oxtoby, J. Cartesian products of Baire spaces. Fundamenta Mathematicae,
49(2), 157-166. 1961.

RC Haworth and RA McCoy, Baire spaces, Dissertationes Mathematicae 141.

Steen, L. A., Seebach, J. A., & Steen, L. A. Counterexamples in topology
(Vol. 18). New York: Springer. 1978.

98



	Preliminares
	Espacios Métricos
	Espacios Topológicos
	Conjuntos Nada Densos
	Conjuntos de Primera Categoría y Segunda Categoría
	Conjuntos F y G
	Producto Topológico

	Compacidad
	Ordinales y Cardinales

	Teorema de Categoría de Baire
	El Teorema de Categoría de Baire para Espacios Métricos Completos
	El Teorema de Categoría de Baire para Espacios Topológicos
	Algunas Propiedades y Equivalencias en Espacios de Baire
	Producto Topológico en Espacios de Baire

	Aplicaciones
	Espacios Euclideanos
	Conjuntos Tipo Cantor
	Pilares del Análisis Funcional
	Espacios Polacos
	Árboles
	Espacios Polacos Perfectos

	El Espacio y Juego de Choquet
	Generalizaciones de la Propiedad de Baire

	Conclusiones

