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Introduccion

La representacién de funcionales ha sido tema primordial desde la creacion
del analisis funcional, en particular la representaciéon de funcionales continuos.
Desde 1903 este problema fue atacado por primera vez por Hadamard y en
1904 por Fréchet, pero fue resuelto por Riesz en 1909 usando la integral de

Stieltjes.

En 1909, Frigyes Riesz prob¢ el Teorema de Representacion, que hoy lleva su
nombre, para el dual de las funciones continuas sobre un intervalo [a, b], deno-
tado por C|a, b], el cual se encuentra en el conjunto de las funciones de variacién
acotada sobre [a, b], por medio del uso de la integral de Riemann-Stieltjes; el
inconveniente que se tenia era que la funcién de variaciéon acotada que se en-
contraba no era unica y ademas que se no podia generalizar el mismo trabajo
para un espacio de orden superior. Los problemas desaparecieron cuando Jo-
han Radon tuvo la idea de reemplazar a las funciones de variacién acotada por
funciones que actuaban sobre conjuntos. La generalizacion del teorema para
un cubo [a,b]” de dimensién n fue hecho por Radon en 1913. Para el ano de
1937, Stefan Banach logré probar una versiéon mas general del teorema para
un espacio métrico compacto. Hacia 1938, Markoff logra probar el teorema
para espacios normales. En 1940, Alexandroff lo prueba para espacios com-
pletamente regulares. Finalmente, el caso mas general, que es para espacios

Hausdorff compactos, lo demostré Shizuo Kakutani en 1941.

En las versiones de Radon y de Banach las representaciones fueron medidas
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finitas en los conjuntos de Borel y no hacian mencién a la regularidad. La
versiéon de Markoff fue muy similar a las de Radon y Banach, pero Markoff
ya hizo notar que la medida era regular. En la version de Alexandroff, las
representaciones fueron medidas regulares finitas en el dlgebra de Baire.

También, Riesz resolvio el problema de representar funcionales lineales para
los espacios [2 y L?, pero en 1910 introduce los espacios LP con 1 < p < 00, como
una generalizacién de L? y se plantea el problema para espacios de funciones
f que cumplan que |f]? sea integrable en el sentido de Lebesgue. Se limita
al andlisis con p > 1 para poder aplicar las desigualdades de Holder y de
Minkowski. Este trabajo de Riesz clarificé las ideas de dualidad, ya que es
el primer ejemplo en el cual el dual topoldogico no puede identificarse con el
espacio base, como pasaba en [2 y L2, es decir, encuentra el primer ejemplo de
espacios reflexivos no isomorfos a su dual. Asi pues, vemos que en los trabajos
de Riesz se conforman las nociones basicas del Anélisis Funcional, entre las que
destacan la nocién de norma, espacio dual y convergencia débil.

He aqui, la importancia del Teorema de Representacion de Riesz, ya que
fue un parteaguas en el Analisis Funcional, pues vino acompanado de la cons-
truccién de nuevos conceptos y numerosas aplicaciones de esta rama de las
matematicas.

El objetivo de este trabajo es dar las demostraciones a detalle del Teorema
de Representacion de Riesz en sus versiones mas utilizadas, esto debido a que los
diferentes autores de los libros en los que se encuentran las diferentes versiones
de este teorema, omiten pasos por “obviedad” (que resultan no ser tan obvios)
o porque los mencionan como procedimientos analogos a los que desarrollan
a través de su libro (dichos procedimientos no siempre son tan claros como
uno quisiera). Otro objetivo es el de dar, en algunos casos, demostraciones
diferentes al de los libros clasicos. El tltimo objetivo, es el de hacer notar que
a pesar de que los teoremas llevan el mismo nombre, las técnicas de construccion

usadas en cada caso son diferentes.
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La intencion de este trabajo es que cualquiera que posea cierta madurez
matematica en el area de la topologia y el andlisis, sea capaz de entender las
demostraciones del Teorema de Representacion de Riesz, por eso este trabajo
quedo estructurado de la siguiente manera:

En el primer capitulo damos un repaso general de los resultados bésicos
de Topologia que necesitaremos para entender y tener cada vez mas claros los
resultados que aqui presentamos.

En el segundo capitulo damos resultados elementales sobre teoria de la
medida, tales como el Teorema de Caratheodory y el de Radon-Nikodym; y
sobre teoria de integracion, entre los que se mencionan estan el Teorema de la
Convergencia Dominada, el de Convergencia Mondtona y el Lema de Fatou.

En el tercer capitulo, introducimos los espacios LP y desarrollamos un poco
de teoria sobre ellos, esto debido a que enunciamos el Teorema de Repre-
sentacion de Riesz para funcionales lineales acotados sobre este espacio. Cabe
senalar que los resultados aqui presentados son cruciales en el desarrollo de el
teorema sobre estos funcionales.

En el dltimo capitulo, enunciamos y damos las demostraciones de tan men-
cionado Teorema (de Representacién de Riesz) en 3 versiones diferentes pero
que se relacionan. Ademas, damos alguna aplicacién en cada caso.

Este es un intento de que los mateméticos en formacién (por lo menos
los de la Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la BUAP) conozcan tan
importante resultado en el area del Analisis, dado que muchos no lo conocen,
pues este teorema se trabaja en la materia de Teoria de la Medida que se
imparte en nuestra facultad, la cual muchos no la llegan a cursar debido a que

forma parte de las materias optativas.
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Capitulo 1

Topologia Elemental

A través de la historia, la Topologia ha resultado ser de gran importancia y ha
sido fundamental para poder cimentar el analisis moderno, pues a finales del
siglo XVIII las matematicas se encontraban en un caos total y prueba de ello
era que los conceptos fundamentales del analisis, tales como el de funcién y con-
tinuidad, no estaban expuestos con el rigor necesario. El siglo XIX fue crucial,
pues a finales de siglo, George Cantor desarrollé una teoria en la que se en-
contraban las nociones bésicas de la teoria de conjuntos, las cuales permitieron
dar definiciones y demostraciones que fueran aceptadas por la mayoria de la
comunidad matematica. A finales del siglo XX, matematicos como Hilbert, Ba-
nach y Hausdorff se apoyaron en esas ideas para construir espacios diferentes al
euclidiano, tales como métricos, normados, de funciones, etc., lo cual permitio
el desarrollo de una teoria mas general, proponiendo un sistema axiomatico
del analisis en términos de conjuntos y no de distancias, como inicialmente se

hacia.

Es importante mencionar que Hausdorff fue quien construyd la teoria defini-
tiva de espacios topologicos abstractos, pues fue él quien definié a un espacio
topoldgico como un conjunto de elementos junto con una familia de subconjun-

tos asociados a cada punto (a dichos subconjuntos los denominé vecindades) y
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con ciertas propiedades (estos espacios hoy son llamados Hausdorff o T3), pero
tal definiciéon no se aleja mucho de la definicién actual de topologia. Ya te-
niendo esto, se definen los conceptos bésicos para topologia, entre los que estan
el de conjunto abierto, conjunto cerrado, conjunto compacto y punto limite. A
partir de estas definiciones surgen los conceptos de transformaciones continuas
y homeomorfismos.

Dada su importancia, no podemos dejar de incluir los conceptos basicos de
topologia, pues son a partir de ellos que es posible desarrollar y cimentar este
trabajo. Todos los conceptos no definidos en este capitulo seran tomados como

en [6].

1.1 Espacios Topolégicos

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto. Una topologia (o estructura topoldgica)

sobre X es una familia T de subconjuntos de X que satisfacen:

1) Cada union de miembros de T es también un miembro de T,
2) Cada interseccion finita de miembros de T es también un miembro de T,

3) 0y X son miembros de T.

Definicién 1.1.2. A la pareja (X, 7) le llamaremos espacio topolégico.

Cuando no haya confusion con respecto a la topologia que se esta usando,
en lugar de poner (X, 7), sélo pondremos X. De aqui en adelante, cuando
pongamos X nos estaremos refiriendo a un espacio topologico con una topologia
dada.

A los elementos de X les llamaremos puntos y a los miembros de 7 conjuntos

abiertos de X.
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Ejemplo 1.1.1. 1. Sea X un conjunto. La familia 7 = {0, X} define una
topologia sobre X y es llamada Topologia Indiscreta. FEsta topologia es la

mas pequena de las topologias sobre X .

2. Sea X un conjunto. La familia 7 = 2% también define una topologia y es

llamada Topologia Discreta. Esta topologia es la mas grande de las topologias

sobre X.

Definicién 1.1.3. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y x € X. El conjunto
U C X es una vecindad de x, si x € U y U € 1. Escribiremos U(z) cuando el

conjunto U sea vecindad de x.

Teorema 1.1.1. [6, Proposicion 1.4, pdg. 64] Sean </ un conjunto de

indices y {T.|a € </} una familia de topologias en X. FEntonces ﬂ Ta €S

acd
también una topologia en X.

Ahora daremos un poco sobre bases topoldgicas:

Definicién 1.1.4. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Diremos que la familia
B C 7 es una base para T si cada conjunto abierto (i.e. cada elemento de T)
es union de elementos de 3. A los elementos de (B los llamaremos conjuntos

abiertos bdsicos (o solamente bdsicos).
Ejemplo 1.1.2. 1) 7 es base para T.

2) Sea T = 2% la topologia discreta, entonces B = {{x}|xr € X} es una base

para T.

Es bien sabido que una topologia puede tener muchas bases, pero dichas

bases son caracterizadas por el siguiente teorema:

Teorema 1.1.2. [6, Teorema 2.2, pdg. 64] Sea 5 C T con T una topologia

sobre X . Las siquientes dos propiedades de 3 son equivalentes:

(1) B es base para T.
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(2) Para cada G € 7 y cada x € G existe un U € § conx € U C G.

El siguiente resultado parte de una familia ¥ C 2% y v nos garantiza la

existencia de una topologia que contiene a ..

Teorema 1.1.3. [6, Teorema 3.1, pdg. 65] Dada una familia cualquiera
Y ={A.la € &} de subconjuntos de X , existe una unica topologia mds pequena
7(X) D X. La familia 7(X) puede ser descrita como sigue: Consiste de (), X,
todas las intersecciones finitas de los A, y todas las uniones arbitrarias de esas
intersecciones finitas. La familia 3 es llamada una subbase para 7(X) y 7(X)

se dice generada por .

Reciprocamente para este teorema, si tenemos una topologia dada 7, una

familia ¥ C 7 es llamada una subbase para 7 siempre que 7 = 7(X).
Ejemplo 1.1.3. 1. Para cualquier topologia 7, T es una subbase para 7.
2. Las intersecciones finitas de miembros de ¥ son una base para T(3).

Otro resultado que involucra bases topoldgicas que generan a la misma

topologia, es el siguiente:

Definicién 1.1.5. Dos bases 5 y ' son equivalentes si gemeran a la misma

topologia, es decir, si 7(B) = 1(0)
Aunado con esta definicién, damos una caracterizacién de este tipo de bases:

Teorema 1.1.4. [6, Teorema 3.4, pdg. 68] Una condicion necesaria y
suficiente para que dos bases,  y ', en X sean equivalentes, es que ambas

cumplan con las condiciones siguientes:

(1). Para cada U € B y cada x € U, eziste un U' € 5 tal que x € U' C U.

(2). Para cada U’ € ' y cada x € U, existe un U € 5 tal que x € U C U'.
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Definicién 1.1.6. A C X es llamado conjunto cerrado en X si X — A es un

congunto abierto en X.

Teorema 1.1.5. [6, Proposicion 4.2, pdg. 69] Sea X un espacio topo-
logico. La interseccion de cualquier familia de conjuntos cerrados en X es un
conjunto cerrado en X. La union de un numero finito de conjuntos cerrados

en X es un conjunto cerrado en X. Ademds, X y () son conjuntos cerrados en

X.
Ahora definimos lo que es un subespacio topoldgico:

Definicién 1.1.7. Sea X un espacio topologico con la topologia 7. St'Y es un
subcongunto de X, la coleccion v = {Y NU|U € 7} es una topologia sobre Y,
llamada topologia subespacio. Con esta topologia, Y es llamado un subespacio

topoldgico (o simplemente subespacio) de X .

Con el siguiente teorema caracterizamos a los conjuntos cerrados de un

subespacio topoldgico:

Teorema 1.1.6. [14, Teorema 17.2] Sean X un espacio topoldgico yY un
subespacio de X. Entonces un conjunto A es cerrado en'Y si y solo A es igual

a la interseccion de un conjunto cerrado de X con Y .

Definicién 1.1.8. Sean X un espacio topologico y A C X. Un punto x € X
se llama adherente a A si cada vecindad de x contine al menos un punto de A
(el cual puede ser él mismo). El conjunto de todos los puntos en X que son
adherentes a A es llamado la cerradura o clausura de A en X y lo denotaremos

por A. Es decir,
A={re X |VU(x): Ulx)nA#0D}.

Esta definicién nos arroja una manera de caracterizar a los conjuntos ce-

rrados, la cual va incluida en el siguiente teorema:
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Teorema 1.1.7. [6, Proposicion 4.4, pdg. 69] Sean X un espacio topo-
logico y A C X. Entonces

1) AcCA.
2) A es cerrado en X si y solo si A = A.

De esto podemos deducir que A es el conjunto cerrado méas pequefio que
contiene a A, ademds de que cumple con la monotonia y que la unién de
cerraduras es la cerradura de la union.

Otra manera de caracterizar a los conjunos cerrados es mediante sus puntos

limite, los cuales se definen de la siguiente manera:

Definicién 1.1.9. Sean X un espacio topolégico y A C X. Un puntox € X es
llamado un punto limite de A si cada vecindad de x contiene al menos un punto
de A distinto de x. FEl conjunto de todos los puntos limite de A es llamado el

conjunto derivado de A y se denotard por A'. Es decir,
A ={z e XVU(x):U(x)N(A—{z}) # 0}.

Mediante el conjunto derivado se caracteriza a los conjuntos cerrados, el

siguiente teorema nos muestra como.

Teorema 1.1.8. [6, Proposicion 4.7, pdg. 71] Sean X un espacio topo-
légico y A C X. Entonces A= AUA'. En particular, A es cerrado siy solo si
A C A.

Una definicién que serd importante recordar para capitulos posteriores es

la de conjunto denso.

Definicién 1.1.10. Sean X un espacio topologico y D C X. Decimos que D
es denso en X si D = X.
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1.2 Axiomas de Separacion

Debido a que nos centraremos en trabajar sobre espacios topoldgicos Hausdorff,

es necesario dar un pequeno paseo por los axiomas de separacion.

Definicién 1.2.1. Un espacio topoldgico X es Hausdorff (o separado o T3)
si cada dos puntos distintos tienen vecindades disjuntas, es decir, para cua-

lesquiera p # q existen vecindades U(p),V (q) tales que U(p) NV (q) = 0.

Esta definicion tiene diferentes maneras de escribirse, las cuales se engloban

en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.1. [6, Proposicion 1.2, pdg. 138] Sea X un espacio topo-

l6gico. Las siguientes cuatro propiedades son equivalentes:

1. X es Hausdorff.
2. Sea p € X, para cada q # p, existe una vecindad U(p) tal que q ¢ U(p).
3. Para cada p € X, ({U|U es vecindad de p} = {p}.

4. La diagonal A = {(z,x)|x € X} es cerrado en X x X.

Ademas, la propiedad de ser Hausdorff es hereditaria.

Teorema 1.2.2. [6, Teorema 1.3, pdg. 138] Cada subespacio de un espa-

cio Hausdorff es un espacio Hausdorff.

Cabe mencionar que la propiedad de ser Hausdorff no se preserva bajo

mapeos continuos, pero estos espacios tienen caraceristicas especiales.

Teorema 1.2.3. [6, Proposicion 1.4, pdg. 139] Sean X wun espacio
topologico Hausdorff y A C X. Se cumple:

1) Si A tiene una cantidad finita de elementos, entonces A es un conjunto

cerrado en X.
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2) x es un punto limite de A si y solo si cada vecindad de x contiene una

infinidad de puntos de A.
Una condicion de separacién mas fuerte que Hausdorff es la de ser regular:

Definicién 1.2.2. Un espacio Hausdorff X es regqular (o T3) si cada x € X y
cada congunto cerrado A que mo contiene a x tienen vecindades disjuntas, es
decir, si A es cerrado en X y x ¢ A, entonces existe una vecindad U de x y

un abierto VO A tal que U NV = (.
Esta definicién la podemos formular de diferentes maneras equivalentes:

Teorema 1.2.4. [6, Proposicion 2.2, pdg. 141] Sea X un espacio topo-

logico Hausdorff. Las siguientes tres propiedades son equivalentes:
(1) X es regular.

(2) Para cada v € X y cada vecindad U de x, eziste una vecindad V' de x con

reVcVclU.

(8) Para cada x € X y cada cerrado A que no contiene a x, eziste una vecindad

V de z, tal que VN A= 0.

Al igual que la propiedad de ser Hausdorff, el ser regular también es una

propiedad hereditaria, esto se tiene en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.5. [6, Teorema 2.3, pdg. 142] Todo subespacio de un espacio

reqular es reqular.
Una separacion ain mas fuerte que la regularidad es la normalidad.

Definicién 1.2.3. Un espacio Hausdorff X es normal (o Ty) si cada par de

conguntos cerrados disjuntos tienen vecindades disjuntas.

Es facil notar que todo espacio normal es regular, pero que no todo regular

es normal. La definiciéon de espacio normal tiene estas equivalencias:
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Teorema 1.2.6. [6, Proposicion 3.2, pdg. 144] Sea X un espacio topo-

logico Hausdorff. Las siguientes cuatro propiedades son equivalentes:

(1) X es normal.

(2) Para cada cerrado A y cada abierto U D A, existe un abierto V' tal que
AcvcVcU.

(8) Para cada par de conjuntos cerrados disjuntos A y B, existe un abierto U

tal que ACU yUNB = 0.

(4) Cada par de conjuntos cerrados disjuntos tienen vecindades cuyas cerradu-

ras no se intersectan.

La propiedad de normalidad no es hereditaria en general, pero bajo cierta

condicién si lo es:

Teorema 1.2.7. [6, Teorema 3.3, pdg. 145] Un subespacio de un espacio
normal no necesariamente es normal. Un subespacio cerrado de un espacio

normal es normal.
Un teorema de suma importancia para espacios Hausdorff es el siguiente:

Teorema 1.2.8. (P. Urysohn) [6, Teorema 4.1, pdg. 146] Sea X un

espacio Hausdorff. Entonces las dos siguientes propiedades son equivalentes:

1. X es normal.

2. Para cada par de conjuntos cerrados disjuntos A y B en X, existe una
funcion continua f : X — R, llamada funcion de Urysohn para A y B,

tal que:

(a) 0 < f(x) <1 para todo x € X.
(b) f(a) =0 para todo a € A.

(c) f(b) =1 para todo b € B.
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1.3 Compacidad

Ahora toca el turno de la compacidad, otra de las propiedades usadas fuerte-
mente en el ultimo capitulo de este trabajo. Comenzaremos definiendo lo que

son los espacios compactos:

Definicién 1.3.1. Un espacio Hausdorff X es compacto si cada cubierta a-

bierta de X tiene una subcubierta finita.

El siguiente teorema formula una proposicién equivalente a la definicién de

compacidad:

Teorema 1.3.1. [14, Teorema 26.9] El espacio topoldgico X es compacto si
y solo st X cumple con la propiedad de interseccion finita, es decir, si para cada

familia {F,|a € &7} de conjuntos cerrados en X que satisfacen ﬂ F, =10,
acd

existe una subfamilia finita F,,, ..., F,,, tal que ﬂ F,, = 0.
i=1

Para propiedades de invarianza tenemos:

Teorema 1.3.2. [6, Teorema 1.4, pdg. 224]

1. La tmagen de un conjunto compacto bajo una funcion coninua es un con-

jJunto compacto.

2. Un subconjunto compacto A de un espacio Hausdorff X es cerrado en X;

ademds, para cada x ¢ A existen vecindades disjuntas U(A) y U(x).
3. Un subespacio de un espacio compacto es compacto si y solo si es cerrado.

En los espacios Hausdorff, los subconjuntos compactos se comportan como

puntos, hacen y tienen las mismas propiedades de separacion:

Teorema 1.3.3. 1. Una union finita de subconjuntos compactos de un es-

pacio Hausdorff es compacto.
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2. Dos subespacios compactos disjuntos de un espacio Hausdorff tienen vecin-

dades disjuntas.

3. Si A es un subconjunto compacto de un espacio reqular, entonces para

cada abierto U D A, existe un abierto V tal que ACV CV CU.

Demostracién. 1) Vamos a probarlo para dos conjuntos. Sean A y B subcon-

juntos compactos de X, y sea U = {U,|a € &7} una cubierta abierta de AU B.

Como U cubre a AU B, en particular cubre a A y como A es compacto existen
n

Uayy -y Uy, tales que A C U Ua,. Anédlogamente, se encuentran a Uy, ..., Uy

i=1
tales que B C U Uw;- Luego Uqy, .o U, Usy s .o Ugy, €8 una cubierta finita de
AUB. Por loi:témto7 AU B es compacto. Mediante un argumento similar y
usando Induccién Matemaética, se prueba para cualquier union finita.
2) Sean A y B subespacios compactos de X, y sea ANB = (). Por el Teorema
1.3.2, para cada b € B existen vecindades disjuntas U,(A), U(b). De la cubierta
abierta {U(b) N Blb € B} de B, extraemos una subcubierta que sea finita

U(by) N B,--- ,NU(b,) N B. De la misma manera obtenemos una subcubierta

finita para A, U, (A)N A, ...,Us,(A) N A. Entonces U U(b,), ﬂ Up,(A) son las
i=1 =
vecindades requeridas.

3) Seaa € A. Como X es regular, por el Teorema 1.2.4, existe una vecindad
V(a) tal que V(a) C U. La familia {V(a)la € A} es una cubierta abierta de

A, como A es compacto existe una subcubierta ﬁmta V(ay), ..., V(ay,) tal que

ACLJV@Z LJVCLZ ) € U. Tomando V = UVai yV:UV(a
i=1 =1 =1 =
obtenemos la prueba de este inciso. |

Teorema 1.3.4. Si X es Hausdorff, F C X cerrado y K C X compacto,

entonces ' N K es compacto.

Demostracion. Como X es Hausdorff y K C X es compacto, por el Teorema

1.3.2 tenemos que K es cerrado en X. Dado que F' es cerrado y K es cerrado,
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por el Teorema 1.1.5 el conjunto F' N K es cerrado en X. Finalmente, por el

Teorema 1.3.2 tenemos que F'N K es cerrado en X. [ |

Teorema 1.3.5. 5t Y es un subespacio compacto de un espacio Hausdorff X,
entonces para todo punto v € X —Y existen U y V abiertos ajenos en X, tales

quexeU yY CV.

Demostracion. Considerando las hipotesis, dado x € X, para todo y € Y,
como X es Hausdorff tomamos U, y V), abiertos ajenos en X tales que y € V},
y © € U,. Entonces la familia {V,|y € Y} es una cubierta abierta de para Y,

como Y es compacto entonces existe una subcubierta finita V,,,...,V,, para ',

n n n
es decir Y C U Vy,- Tomamos U = ﬂ U,y V= U Vi, entonces U y V son
abiertos ajen(;:ltales quezrzelUyY Z.C:1V. - [ |

Hay un tipo de compacidad que es de sumo interés para nosotros, la cual
es una de las propiedades topologicas mas importantes y caracteristicas de los
espacios euclideos, la compacidad local. En la siguiente definiciéon recorde-

mos que un subconjunto A es relativamente compacto si su cerradura A es un

compacto.

Definicién 1.3.2. Diremos que un espacio topologico Hausdorff X es local-
mente compacto si todo punto x € X tiene una vecindad relativamente com-
pacta. Diremos que el espacio X es o-compacto si es union numerable de

compactos.

Nosotros trabajaremos en espacios Hausdorff localmente compactos. De
la definicion de espacio localmente compacto y de los teoremas anteriores, se
sigue que en un espacio Hausdorff localmente compacto los conjuntos abiertos

relativamente compactos forman una base para la topologia.
Teorema 1.3.6. Sea X un Hausdorff, entonces son equivalentes:

1. X es localmente compacto.
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2. Para cada x € X y cada vecindad U(x), eziste un conjunto abierto rela-

tivamente compacto tal quex €V CV C U

3. Si K es compacto, U abierto y K C U, entonces existe un conjunto

abierto relativamente compacto V, tal que K CV C V C U.

4. X tiene una base que consiste de conjuntos abiertos relativamente com-

pactos.

Demostracién. [1. = 2.] Sea z € X. Como X es Hausdorff localmente
compacto, entonces existe un abierto W con € W C W con W compacto.
Considerando a W como un espacio Hausdorff, pues la propiedad de ser Haus-
dorff es hereditaria por Teorema 1.2.2; tomemos un conjunto cerrado 4 C W
yo €W talque x ¢ A, como A C W es cerrado y W es compacto, entonces A
es subespacio compacto de W, luego por el Teorema 1.3.6 tenemos que existen
M y N conjuntos abiertos disjuntos tales que x € M y A C N, asi, por la
Definicién 1.2.2, W es un espacio regular. Como W es un espacio regular y
W N U es una vecindad de 2 en W, por el Teorema 1.3.3 existe un conjunto
abierto G en W tal que z € G C % C WNU en donde % es la cerradura
de G en el subespacio W. Entonces G = ENW, donde E es un abierto en X.
Tomemos V = ENW la vecindad de x contenida en X. Notemos que x € V,
puesz € Wyx € E, entoncesz € V CV. ComoV C G C G CWNU CU.
Por lo tanto se demuestra este inciso.

[2. = 3.] Sea x € K, por inciso 1), encontramos una vecindad relativamente
compacta V(z) con V(x) C U; entonces la familia {V(z)|z € K} es una cu-

bierta abierta para K, pero como K es compacto, entonces existe una cantidad

finita de esas vecindades V' (z1), ..., V(z,) tales que K C U Vi(z;) C U V(z;).
i=1 i=1
Tomemos V' = U V(z;) y notemos que V = U V(z;), en donde cada V(x;)
i=1 i=1
es compacto, por el Teorema 1.3.3 tenemos que V es un compacto y ademds

VcU. Luego KcVcCcVcU.
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[3. = 4.] Sea # la familia de todos los conjuntos abiertos relativamente
compactos en X; como cada {x} C X es compacto, el inciso 3), asegura que
A es una base.

[4. = 1.] Es inmediato de la definicién. [ |

Ahora definiremos el soporte de una funcién:

Definicién 1.3.3. Sea X un espacio topoldgico y f : X — K una funcion,

para K=R o K= C. Llamamos soporte de f al conjunto

sop(f) = e € X : J(2) £ 0}.

Con Ce(X) denotaremos al K-espacio vectorial de las funciones f : X — K

continuas con soporte compacto.

De lo anterior sabemos que si f € C(X), entonces f(X) es un compacto de
K. Sean K y V subconjuntos de un espacio topoldgico X, usaremos la notacion
K < fy f <V paraindicar que f: X — [0,1], f € Cc(X), K es un conjunto
compacto, V' es un conjunto abierto, f toma el valor de 1 en K y f toma el

valor de QO en X — V.

Con esto damos el siguiente teorema:

Teorema 1.3.7. (Lema de Urysohn) Sean X un espacio Hausdorff lo-
calmente compacto, V un conjunto abierto y K C V un conjunto compacto.

Entonces existe f € Co(X) tal que K < f < V.

Demostracion. Como K es un compacto, V un abierto, K C V y X es un
espacio Hausdorff localmente compacto, por el Teorema 1.3.6 existe un abierto
W, de clausura compacta tal que K ¢ Wy, C Wy C V. Sea W; = X. Aplicamos
de nuevo el Teorema 1.3.6 a W, C V, con lo cual obtenemos un abierto W% de

clausura compacta tal que

chocWocW%CWécvcwl.
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Aplicamos el Teorema 1.3.6 ahora dos veces, primero al abierto W% con el

compacto Wy v luego al abierto V con el compacto Wé? con lo cual obtenemos
KCWOCWOCWi cWicW% cWécwg CW%CVCWL

Lo seguimos aplicando e inductivamente vamos obteniendo una familia de

abiertos {W,},er, donde R = {&

»li € N,0 < k < 2}, de manera que si

r <1’ <1 son puntos de R, entonces K C W, Cc W, C V.

Definimos la funcién g : X — [0, 1] mediante g(z) = inf{r € R|z € W,},
lo cual tiene sentido ya que {r € R|lx € W,} # 0 pues estamos tomando
W1 = X, entonces cada z € X, al menos esta en Wi, asi siempre pasa que
1 € {r € Rlx € W,}. Entonces, tenemos que g(K) = {0} porque K C Wy y
g(X —=V) = {1} porque W,,N(X —V) =0 sir < 1. Nos basta probar que g es
continua, pues tomando despies f = 1 — g obtenemos lo que buscamos, pues
tendriamos que sop(f) = K y K es un conjunto compacto.

Seax € X ye>0. Sig(x)#0yg(x)# 1, entonces gracias a que los

numeros racionales forman un conjunto denso, existen r, 7" € R tales que
g(z) —e<r<g(x)<r <g(x)+e,

luego U = W,» — W, es un entorno de x que cumple
g(U) C [r,r'] C (g(x) — €, g(x) +€).

Si g(x) = 0, tomamos 0 = g(z) <r < g(z) + ey U = W, cumple lo mismo.
Si g(x) = 1, tomamos g(z) —e < r < g(x) y el U buscado es X — W,. En
cualquier caso obtenemos la continuidad de g en x. |
Como consecuencia de este teorema se pueden construir particiones, subor-
dinadas a los abiertos dados, de la unidad en un espacio Hausdorff localmente
compacto. Esta herramienta se usa generalmente para hacer de un problema

global, un problema local.
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Teorema 1.3.8. (Particiones de la Unidad) Sean X un espacio Hausdorff
localmente compacto, Vi, ..., V, conjuntos abiertos de X y K C ViU---UV,, un
compacto. Entonces existen funciones h; <V tales que hy(x) + ...+ h,(z) = 1

para todo x € K.

Demostracion. Dado x € K existe un ¢ tal que x € V;. Existe un abierto W,
de clausura compacta tal que x € W, C W, C V;. La familia {W,|z € K}

forman una cubierta abierta para K, es decir, K C U W,. Debido a que K es

zeK
compacto existe una subcubierta finita y llamamos H; a la unién de todos los

abiertos del subcubrimiento cuya clausura esta contenida en V;. De este modo
los H; son abiertos de clausura compacta que cubren a K v H; C V;. Por el
Lema de Urysohn 1.3.7, existen funciones H; < ¢; < V;.

Definimos
hi=g1, ha =(1=g1)g2, ., h = (1 = g1)(1 — g2)-..(1 = gn—1)gn-
Es claro que h; < V; y una induccién prueba que
hi+..+h,=1—(1—¢g1)...(1 —gn).

Ahora es claro que la suma vale 1 sobre los puntos de K, pues alguna funcién

g; debe tomar el valor de 1. n



Capitulo 2

Espacios de Medida

Entre 1880 y 1890, el concepto de medida estaba disociado del de integral, pero
se manejaba el hecho de que lo que estaba debajo de la grafica de una funcion
siempre tenia area sin importar que f fuera o no integrable. Peano criticé que
trataran la integral basados en la nocién de area, pues el término de area no
estaba bien definido. Cabe senalar que se tenian féormulas bien determinadas

para calcular dreas de regiones poligonales, al menos hasta R3

Peano abordo el problema de definir el area. Comenzo6 definiendo las no-
ciones de punto exterior, punto interior y frontera de un conjunto contenido
en R”. Hizo un tratamiento para n = 1,2,3. Para el caso n = 2, definié el
area interior de un conjunto como el supremo de las areas de todas las regiones
poligonales contenidas enteramente en el conjunto tratado y el area exterior
como el infimo de las dreas de todas las regiones poligonales que contienen
al conjunto. Si ambas areas coincidian, ese valor era el area del conjunto.
También dié cuenta de que el area exterior podia verse como la suma del area
interior del conjunto con el area exterior de la frontera del conjunto, y senald
que el conjunto tenia area si el area exterior de la frontera era cero. La nocion
de medibilidad estaba presente en estos trabajos de Peano, pero nunca los hizo

notar.

21
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Jordan, motivado por el estudio de las integrales multiples, comienza defi-
niendo las nociones de punto interior, exterior y frontera de un conjunto. Define
los conceptos de contenido exterior y contenido interior de modo anélogo al de
Peano para un conjunto en R", y llama al conjunto “medible” si su contenido
exterior coincide con su contenido interior. Después prueba que si el conjunto
puede verse como una uniéon disjunta de subconjuntos de ¢él, entonces la suma de
los contenidos interiores de los uniendos era menor o igual al contenido interior
del conjunto, que a su vez era menor o igual que su contenido exterior, y este
ultimo menor o igual a la suma de los contenidos exteriores de los uniendos.
Ademas probd que si cada uniendo era medible, entonces todo el conjunto era

medible y que su area era la suma de las dareas de los uniendos.

Para funciones acotadas definidas sobre algin conjunto medible, define
sumas inferior y superior relativas a una particién del conjunto en subconjuntos
medibles y prueba que los limites de esas sumas existen cuando el contenido de
los subconjuntos tiende a cero; a dichos limites los llama integral por defecto e
integral por exceso, respectivamente. Define que la funcion es integrable sobre
el conjunto si las integrales coinciden. Esta definicién, cuando n = 1, nos lleva
a la nocién de integral de Riemannn, que ocupa particiones de un intervalo.
La nueva defincion de integral ocupa conjuntos medibles arbitrarios y no sélo
intervalos. Con esto se nota un indicio de la conexién entre la extension de
la integral y la extensién de la clase de conjuntos medibles. Con todo esto y
definiendo la integral de una funciéon f sobre un conjunto no medible, Jordan
establece el Teorema de Fubini, tomando a una funciéon f acotada e integrable

sobre un conjunto medible del plano.

La hipdtesis esencial, tal como lo hizo notar Jordan, fue el hecho de tra-
bajar sobre un conjunto medible. Estas ideas influyeron ampliamente sobre
Borel y Lebesgue. Estas ideas también dieron pie a desarrollar mas adelante

definiciones y estudios sobre medidas en general.
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2.1 Algebras y o-algebras

Primero consideraremos un conjunto X del que queremos medir (de alguna
manera) algunos de sus subconjuntos y definiremos la estructura que tiene la
coleccion de esos subconjuntos que queremos medir. Para un conjunto X, en-
tenderemos a P(X') como el conjunto potencia de X o el conjunto que contiene

a todos los subconjuntos de X.

Definicién 2.1.1. Sea X un conjunto. Una coleccion &/ C P(X), es un

algebra si:
a) X € o,

b) Para cada conjunto A, siA € of |, entonces AY € of (A es el complemento

del conjunto A),

¢) Para cada sucesion finita Ay, --- , A, de conjuntos que pertenecen a <, el

conjunto U A; pertenece a o ,
i=1

d) Para cada sucesion finita Aq,--- | A, de conjuntos que pertenecen a <, el

n
conjunto ﬂ A; pertenece a < .
i=1

Entonces, un algebra sobre X es una familia de subconjuntos de X que
contiene a X, que es cerrada bajo complementos, cerrada bajo uniones fini-
tas y cerrada bajo intersecciones finitas. De esta definicion podemos deducir

répidamente que ) = A — A € 7.

Definicién 2.1.2. Sea X un conjunto. Una coleccion of C P(X) es una

o-dlgebra si cumple con las siguientes propiedades:
a) X € o,

b) Si A€ o, entonces AC € o,
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c) Si Ay, ..., Ay, ... € 9, entonces U A, € o,

n=1

d) Si Ay, ..., Ap, ... € &, entonces ﬂ A, €.

n=1
Asi, una o-algebra sobre X es una familia de subconjuntos de X que con-
tiene a X, que es cerrada bajo complementos, cerrada bajo uniones numera-
bles y cerrada bajo intersecciones numerables. De hecho, toda o-dlgebra es un

algebra.
Ejemplo 2.1.1. Sea X un conjunto.

1. P(X) es la mayor o-dlgebra sobre X.
2. {0, X} es la menor o-dlgebra sobre X .

3. Sea X que tiene un numero infinito de elementos y consideremos la
coleccion </ de todos los subconjuntos A de X, tales que A o A® sea

numerable. Entonces </ es o-dlgebra sobre X.

4. Sea X que tiene un numero infinito de elementos y consideremos la
coleccion </ de todos los subconjuntos A de X tales que A o AC sea

finito. Entonces o/ es dlgebra pero no o-dlgebra sobre X.
Ya estamos en condicion de decir lo que para nosotros es un espacio medible:

Definicién 2.1.3. Liamaremos espacio medible al par (X, /), donde X es un
conjunto y < es una o-dlgebra sobre X. Llamaremos conjuntos medibles a los

elementos de & .

Como la interseccion arbitraria de o-algebras es una o-algebra, la siguiente

definicién tiene sentido.

Definicién 2.1.4. Sean X un conjunto y C' una familia de subconjuntos de X,
denotaremos con o(C') a la minima o-dlgebra que contiene a C, la cual existe

y es la interseccion de todas las o-dlgebras que la contienen.
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A la familia o(C) la llamaremos la o-dlgebra generada por C.

Un caso particular y muy importante de espacio medible se tiene cuando
(X, 7) es un espacio topoldgico, pues la definicién obliga a o(7) a ser una o-

algebra. En base a esto, definimos los conjuntos de Borel.

Definicién 2.1.5. Dado un espacio topolégico (X, T), llamaremos o-dlgebra de
Borel a la generada por sus abiertos, que denotaremos por B(X) = o(7) y a

sus elementos los llamamos borelianos.

Gracias a esta definicién, tenemos que los conjuntos abiertos y los conjuntos
cerrados son borelianos y si el espacio es Hausdorff, también los compactos son

borelianos, pues son cerrados.

Definicién 2.1.6. Llamaremos limite superior y limite inferior de una sucesion

de conjuntos A,, respectivamente, a los conjuntos

limsup A,, = ﬁ [OJ A,, liminf A, = G ﬁ A,

m=1n=m m=1n=m

y damos las siguientes notaciones:
At A A, C Ay para cadan € N y | JA, = A.
A, LA A, D Apqr para cadan € N y (A, = A.

Con estas notaciones definimos lo que es una clase monétona.

Definicién 2.1.7. Sea X un conjunto. Una familia C de subconjuntos de X,

es una clase mondtona si satisface las siquientes condiciones:
a) Si A, € C y A, T A, entonces A € C.
b) Si A, € C y A, A, entonces A € C.

Lo cual nos ayuda a caracterizar a las o-dlgebras:

Teorema 2.1.1. [7, Proposicion 1.2.20] Sea X un conjunto. Una familia
o/ de subconjuntos de X es una o-dlgebra si y solo si &/ es una dlgebra y una

clase mondtona.
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2.2 Medidas

2.2.1 Positivas

A partir de ahora, con R, denotaremos al conjunto R, U {0, c0}.

Definicién 2.2.1. Una medida positiva o simplemente medida, sobre un espa-
cio medible (X, o7, es una funcion de conjuntos ju : o/ — R, que es o-aditiva

y se anula en el vacio, es decir, . es una medida si y solo si

a) Dada {A,}2, una familia de conjuntos disjuntos dos a dos, entonces

H (U An) = ZN(ATL)-

) u(®) = 0.
A la terna (X, o, p) le llamaremos espacio de medida.

Diremos que X es de medida finita si u(X) < oo y que es de medida o-

finita si existe una sucesién de conjuntos medibles disjuntos {A,}52, C &7, tal
que U A, = X y cada u(A,) < co. Ademds, llamaremos probabilidad a toda
i=1

medida que verifique p(X) = 1.

Ya con esta definicién, las medidas positivas tienen las siguientes propiedades:

Teorema 2.2.1. [12, Propiedades de las medidas positivas] Si (X, o/, 1)

es un espacio de medida, entonces p satisface las siguientes propiedades:

1) w es aditva, es decir, si {A,}_, es una familia de conjuntos disjuntos dos

p p
a dos, entonces [ U A, | = Z,u(An)
n=1

n=1

2) 1 es mondtona, es decir, si A C B, entonces u(A) < p(B). Ademds, si
p(A) < oo, entonces (B — A) = u(B) — u(A).
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3) Para un numero finito de conjuntos medibles cualesquiera, p satisface que
si A, B € o, entonces u(A) + u(B) = p(AU B) + u(AN B). Ademds, si
p p
{A}P_, C o, entonces p U A, ] < Z,u(An). FEsta dltima condicidn
n=1

n=1
se llama subaditividad.

4) w es o-subaditiva, es decir, si {A,}22, C f, entonces
o(Ua) <X
n=1 n=1

Una de las propiedades basicas de mayor utilidad de las medidas y que es

consecuencia de ser og-aditivas, es la de continuidad secuencial.

Teorema 2.2.2. [7, Proposicion 1.3.11] Sea (X, o/, 1) un espacio de me-

dida y {A,}22, C &/ una sucesidn, entonces se cumple lo siguiente:
a) Si A, T A, entonces pu(A,) — u(A).

b) Si A, L Ay u(A) < oo, entonces pu(Ay,) — u(A).

2.2.2 Exteriores

Una herramienta basica para poder construir medidas, es el procedimiento de
Caratheodory, el cual trabaja con medidas exteriores, las cuales definimos a

continuacion:

Definicién 2.2.2. Sea X un conjunto. Una medida exterior, usualmente de-
notada p*, es una funcion de conjuntos p* : P(X) — Ry, la cual se anula en

el vacio, es mondtona y o-subaditiva (y por ende, también subaditiva).

Ejemplo 2.2.1. Sea X =R y u*(A) :=0 si A es numerable; p*(A) =1 s A
es no numerable y existe un intervalo acotado I tal que A — I es numerable; y

p*(A) := oo en otro caso.
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Aunque las medidas exteriores pueden no ser medidas, son ttiles en la

construccién de medidas, un resultado muy 1til es:

Teorema 2.2.3. (Caratheodory) [12, Teorema 1.1] Sea p* una medida

exterior sobre P(X), entonces la clase
T={ACX|VYCX, p'\Y)=p(YNA+up (Y —A)}

es una o-dlgebra y la funcion de conjuntos p =: p*|r es una medida completa,
es decir, que todo subconjunto de un conjunto de medida nula es medible (y por

tanto, de medida nula).

Diremos que una propiedad se cumple casi siempre o casi seguro respecto
de p (p-c.s.) si el conjunto C' de puntos donde no se verifica la propiedad esté

en contenido un medible, C' C B, con u(B) = 0.

2.2.3 De Lebesgue

Definicién 2.2.3. Sea p* una medida exterior. Diremos que un subconjunto

E C X es pu*-medible si para todo A C X se cumple que
w(A) =@ (ANE) + p (AN E).
Sea . la coleccién de todos los conjuntos p*-medibles.

Teorema 2.2.4. [7, Nota 1.4.6] .# es una o-dlgebra y la restriccion de u*

a M es o-aditiva.

A la restricciéon mencionada en el teorema, se le conoce como Medida de

Lebesgue.

2.2.4 Complejas

Definicién 2.2.4. Sea o/ una o-dlgebra en un conjunto. Se dice que una

coleccion numerable {E;}ien de o/ es una particion de E, si E = UE’ Y
ieN
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E;NE; =0 cuando © # j. Una medida compleja es una funcion compleja jv en
o tal que u(E) = Z,u(Ei), con E € & para toda particion E; de E.
i=1

St es una medida compleja en <f , sea || una funcion en o/ definida por

|| (E) = sup {Z |(E;)| : {Ei}ien €s una particion de E} ,
i=1
para cada E € o7 . La funcion |p| se llama la variacion total de p.

Notemos que si p es una medida positiva, entonces |u| = p.

Teorema 2.2.5. [5, Teorema 1.1.4] La variacion total |u| de una medida

compleja v en o es una medida positiva en <7 .

Teorema 2.2.6. [5, Teorema 1.1.5] Si p es una medida compleja en X,

entonces |p|(X) < co.

Asi, podemos decir que si p es una medida positiva en X tenemos que: p

es una medida compleja si y sélo si p(X) < oo.

2.2.5 Regulares

Ahora vamos a enunciar algunos resultados que tienen que ver con espacios

Lebesgue medibles y espacios Topoldgicos Hausdorff.

Definicién 2.2.5. Sean (X, 7) un espacio topolégico y </ una o-dlgebra que
contiene a la o-algebra de Borel. Diremos que una medida p es reqular interior

en cada B € of si
pu(E) = sup{u(K) : K compacto y K C E}.
Diremos que p es reqular exterior en cada E € o si

u(E) =inf{u(A) : A abiertoy E C A}.
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Si p es una medida regular interior en los abiertos y en cada E € </ con
u(E) < oo, es reqular exterior en cada E € o/ y es finita en los compactos,
entonces se dice que | es cuasi-reqular

Diremos que p es reqular si es finita en los compactos, es reqular exterior

y es reqular interior en todo E € o .

Para el concepto de regularidad, enunciamos un teorema que nos garantiza

la regularidad de una medida a partir de la regularidad interior:

Teorema 2.2.7. [12, Proposicion 3.4] Sea (X,T) un espacio topoldgico
Hausdorff y p una medida finita sobre una o-dlgebra que contiene a los bore-

lianos. Si p es reqular interior, entonces p es reqular.

Una medida p sobre una o-algebra que contiene a los borelianos de un
espacio topolégico Hausdorff, es llamada de Borel si para todo compacto K,

u(K) < 0.

Teorema 2.2.8. [16, Teorema 2.17] Sea X un espacio topolégico Hausdorff
localmente compacto y p una medida de Borel cuasi-reqular en X . Entonces se

cumplen las siguientes propiedades:

a) Para cada E conjunto de Borel y € > 0, existen un conjunto cerrado F' y un

conjunto abierto V, tales que F C ECV yu(V — F) <e

b) u es una medida reqular de Borel en X.

2.3 Funciones medibles
Usaremos la notaciéon R para denotar al conjunto R U {—o00, 00},

Definicién 2.3.1. Sean (X1, .9) y (X, o%4) espacios medibles. Una funcion
F: (X, ) — (Xa, ) es medible si F~Y(B) € & para todo B € 5.
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Sea f : X — R, definimos las funciones f* = max{f,0}, f~ = max{—f,0},
con las cuales f = f* — f~ y las llamamos parte positiva y parte negativa de
f, respectivamente. Ademads se cumple que |f| = f* 4 f~.

Un resultado basico es que la composicién de funciones medibles es medible.
Ademas, las funciones continuas entre espacios topolégicos son medibles cuando
el codominio de la funcién es un espacio medible el cual considera a la o-algebra
de Borel.

Sea (X, .o/) un espacio medible. Si tenemos que f : (X, ) — (R, B(R))
es medible, entonces f : (X, /) — (R, B(R)) es medible, esto es debido a que
la inclusién i : R — R es una funcién continua, y por lo tanto medible. Asf
cuando tomemos una funcién real, estaremos considerando que el codominio
de la funcién es (R, B(R)

Algunas propiedades de las funciones medibles son las siguientes:
Teorema 2.3.1. [7, Proposicion 2.2.2]

1. Una funcion f : (X,o) — (R,B(R)) es medible si y sélo si para cada
ceR, {reX: f(x)>cted

2. Si f es una funcién medible, entonces —f y |f| son funciones medibles.

3. Si f y g son funciones medibles, entonces la funcion (fV g) = max{f, g}

y la funcion (f A g) = min{f, g}, son funciones medibles.
4. Si [ es una funcidn medible, entonces [+ y f~ son funciones medibles.

En el inciso 1) del Teorema 2.3.1, podemos cambiar el simbolo > por
cualquier otra desigualdad (<, <, >) y la propiedad se sigue cumpliendo.

Es importante también mencionar que la medibilidad se conserva al tomar
limites. Si {a,}2, es una sucesién en R = [—00,00], definimos sus limites
superior e inferior como lim a,, = inf supa, y lim a, = sup 11;1;€ ay,, respectiva-

n—r00 k>0 >k n—00 k>0 >
mente.
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Definicién 2.3.2. Sean X un conjunto y f, : X — R funciones, para cada

n € N. Entonces, para cada v € X las funciones inf f,,, sup f,, lim f, y lim f,
n— oo n—oo

se definen puntualmente:

a’) (inf fn>(x) - lnf{fn('r”n S N}7
b) (sup f,)(z) = sup{fu(z)|n € N},
o) (T ) (w) = T fu(a),

@) (lim £,)(@) = lim f, (z).

n—o0

Recordemos que el limite superior de una sucesion es el supremo de sus
puntos adherentes, y el limite inferior es el infimo de sus puntos adherentes

(ver [11, pag. 123]).

Teorema 2.3.2. [7, Teorema 2.24] Sean f, : X — R, paran € N funciones

medibles, entonces:
a) Elsup f, y elinf f, son funciones medibles.

b) El lim f, y el lim f, son funciones medibles.
n—oo n—oo

c) Si existe en todo v € X el limite f(x) = lim f,(z), entonces f es medible.
n— o0

Una funcién de mucha utilidad es la funcién caracteristica de un conjunto

o funcién indicadora:

Definicién 2.3.3. Sea (X,.o/) un espacio medible y A € <f, llamaremos
funcion caracteristica de A, a la funcion medible x4 : X — R, la cual toma el

valor 1 sizx € Ay 0 six ¢ A.
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2.4 Integral de Lebesgue

En todo espacio de medida podemos definir una integral, en la cual juegan
un papel importante los conjuntos medibles. Por el hecho de que aqui se
integra sobre conjuntos que son més generales que los intervalos, se obtienen
mas funciones integrables, y eso nos ayudara a que ademas de que se conserva
la integrabilidad en las operaciones algebraicas, también lo hagan los limites.

Serd importante dar una aritmética apropiada a los nimeros reales exten-
didos para que tengan sentido las siguientes definiciones. Dicha aritmética es
la siguiente:

Recordemos que denotamos R = R U {—o00, +00}. Adicionalmente a las

operaciones con las que cuenta R, definimos en R:
¢ 4 —00=—00Yya+ 00 =+400, para a € R.

e 00— (—00) =00y 00+ 00 = 00.

Sia<0,a(—o00) =00y a(oco) = —o0.

Sia>0,a(—00) =—00y a(oo) = 0.

Notemos que la ley de cancelacion deja de ser valida y que oo — oo no esta
definida.
En esta seccién estaremos considerando X = (X, &7, 1) un espacio de me-

dida.

Definicién 2.4.1. Una funcion simple en un espacio de medida X, es una
funcion medible s : X — R, que sdlo toma un nmimero finito de valores

ay,ay ... 0. Sillamamos A; = s™tay|, entonces los conjuntos A; son medi-

bles disjuntos y s = Z QiXA,-
i=1

La base de la construccion de la integral es el siguiente teorema:
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Teorema 2.4.1. [11, Teorema 7.10] Sea X wun espacio de medida y sea
f: X — R, una funcién medible, entonces existe una sucesion {s,}>°, de

funciones simples en X tal que 0 < 51 <59 <--- < fy f= lim s,.
n—oo

Ya con este teorema a cuestas, podemos definir la integral de funciones

simples como sigue:

Definicién 2.4.2. Sean X un espacio de medida y s = ZaiXAi una funcion
i=1
simple en X. Definimos la integral de s en X como

/ sdp = Z aip(A;) € Ry,
X i=1
con el convenio de que oo -0 =0

Esta definicion podemos restringirla a conjuntos medibles, pues si E es
n
un conjunto medible de X, entonces s|p = Zaix A;,nE, donde las funciones

i=1
caracteristicas se toman ahora sobre E, y asi

/ s|lpdp = Z%M(Ai NE).
E

i=1
n
Por otro lado veamos que syg = E a;xa,ne con las funciones carac-

i=1
teristicas en X, y asi concluimos que

/sdu:/ sxpdu = Zai,u(A,-ﬂE),
E X P

con esto estamos diciendo que a efectos de integracién se puede adoptar de
manera consistente el convenio por el cual las funciones s|g y sy g se identifican.

Por ahora necesitaremos el siguiente resultado:
Teorema 2.4.2. [11, Teorema 7.12] Sea X un espacio de medida.

a) Sea s una funcion simple en X. Para cada subconjunto medible £ de X,

definimos v(E) = [, sdu. Entonces v es una medida en X .
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b) Si syt son funciones simples en X, se cumple

/(s—l—t)du:/ sdu—l-/td/L.
X X X

Notemos que si s < t son funciones simples en un espacio de medida X,

entonces t — s también es una funcion simple y ademaés

/sdpg/sdu—i-/(t—s)d,u:/tdu.
X X X X

En particular tenemos que

/ tdy = sup {/ sdp|s es una funcién simple , s < t} .
X X

Gracias a lo anterior, tenemos que la definicién que a continuacién se pre-

senta es consistente:

Definicién 2.4.3. Sea X un espacio de medida y f : X — Ry una funcion

medible. Definimos la integral de f como

/ fdu = sup {/ sdu|s es una funcion simple , s < f} e R,.
X X

Observemos que si E es un subconjunto medible de X y s es una funcién
simple en E por debajo de f|g, su extension a X (solamente haciéndola nula
fuera de F') es una funcién simple bajo fxg, y la restriccién a £ de una funcién
simple en X bajo fxg es una funcién simple en E bajo f|g. De esto se concluye
que / fdu = / fxedu, por el hecho de que ambas integrales son el supremo
del mfjsmo COIljlﬁltO.

A partir de ésta definicion podemos enunciar algunas propiedades:

Teorema 2.4.3. [11, Teorema 7.14] Sea X un espacio de medida y E un

subconjunto medible de X .
1. 510 < f < g son funciones medibles en X, entonces / fdu < / gdp.
X X

2. Si f >0 es una funcion medible en X y A C B son subconjuntos medibles

de X, entonces/fd,ug/fd,u.
A B
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3. Si f >0 es una funcion medible en X y f|lg = 0, entonces / fdu =20
E
(aunque pu(E) = o0).

4. St f >0 es una funcion medible en X y u(E) =0, entonces / fdpu =0
E

(aunque f|g = 00).
Uno de los resultados més importantes del célculo integral es el siguiente:

Teorema 2.4.4. (de la Convergencia Mondtona de Lebesgue) Sea X
un espacio de medida y {f,}5°, una sucesion de funciones medibles en X tal

que

O<fi<fo<---<fyf=lim f,
n—o0

Entonces f es medible y/ fdp = lim / fndp.
X n—0o0 X

Demostracion. Por el Teorema 2.4.3, para cadan € N, / frdp < / fni1dp.
X X

Sabemos que toda sucesién mondtona creciente en [0, oo converge a su supremo,

entonces existe &« = lim [ f,du € [0,00]. Por el Teorema 2.3.2 tenemos que

n—oo X

f es medible, pues f es el limite puntual de funciones medibles. Nuevamente

por el Teorema 2.4.3, / fndp < / fdu, entonces a < / fdpu.
X X X

Sea s una funcién simple, s < f y sea 0 < ¢ < 1. Definimos el conjunto
E,={z € X|fu(x) > c-s(x)}, paran=1,2,3, ...

Claramente Fy C Fy C E3 C ..., son conjuntos medibles y, como veremos

ahorita, X = U E,.

Sea z € Xy f(x) =0, entonces = € E; y si f(x) > 0 entonces llegamos a

que cs(z) < s(z) < f(z), luego = € E,, para algin n. Asi tenemos que

/ fndp > fndu > c/ sd.
X En n

Ahora aplicando el Teorema 2.4.2 y dado que el Teorema 2.2.2 nos garantiza

que la medida de la uniéon de una sucesion creciente de conjuntos es el supremo
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de las medidas, obtenemos

n—oo X n—oo

a = lim fndp > ¢ lim sdu > c/ sdpu.
Ey X

Como esto es cierto para todo ¢ < 1, podemos concluir que o > / sdy para
toda funcién simple s < f. Tomando el supremo de estas integrales r);sulta que
o> / fdu, con lo cual tenemos la igualdad deseada y por lo tanto la igualdad.

* |

Este teorema nos permite reducir propiedades de la integral de funciones
no negativas a propiedades de funciones simples, por ejemplo, para funciones
medibles ya se cumple que / afdu = a/ fdpu.

X X

Otra aplicacion del teorema anterior es la conservacién de sumas.

[e.9]

o0 1 una sucesion de

Teorema 2.4.5. Sea X un espacio medible y sea {f,

funciones no negativas medibles en X. Entonces

/Xi::fndﬂz i::/andu

Demostracion. Primero veamos para el caso de una suma finita. Probaremos

que si f y g son funciones medibles no negativas, entonces

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu'

Para esto, por el Teorema 2.4.1 existen dos sucesiones de funciones simples
medibles no negativas {s,}°°; v {t,}22,, las cuales son convergentes a f y g,

respectivamente. Por el Teorema 2.4.2, para cada n € N se cumple que

/(sn—i-tn)d,u—/ sndu+/ tndp.
X X X

Tomando limites, el Teorema de la Convergencia Mondétona de Lebesgue nos
da la igualdad.

Para el caso general, gracias a lo que acabamos de probar, tenemos que

k k
/ and,u = Z/ fodp, para k=12, ...
Xn:l n=1 X
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k

Las funciones 5 fn forman una sucesiéon mondtona de funciones medibles,
n=1
luego por el Teorema de la Convergencia Monétona de Lebesgue tenemos que

/Xifnduzi/){fndu.

Ya con estas nuevas herramientas podemos generalizar el Teorema 2.4.2:

Teorema 2.4.6. Sea X un espacio de medida y f : X — R, una funcién
medible. Para cada subconjunto medible E de X, definimos v(E) = [, fdpu.

Entonces v es una medida en X.

Demostracién. Es claro que v(f)) = 0. Sea £ = U E,, es una unién disjunta

n=1
de conjuntos medibles. Es claro que fxg = Z fxeg, v aplicando el Teorema

n=1
00

2.4.5, nos queda que v(FE) = Z v(E,). [
n=1

Otro de los resultados cldsicos y no menos importante dentro de la teoria

de integracion, es el Lema de Fatou:

Teorema 2.4.7. (Lema de Fatou) Sea X un espacio de medida y sea

{fn}se, una sucesion de funciones medibles no negativas en X. Entonces
/ lim f,dp < lim fndu
XTL-}OO n—o0
Demostracion. Sea g = 11;£ fn, entonces g < f, para n > k, luego se
nz

cumple que / grdp < H>l£ / fudp.  Ademas, las funciones g forman una
X nzk J x

sucesion monotona creciente que converge a lim f,; luego por el Teorema de
n—oo

la Convergencia Monétona de Lebesgue

/ lim f,dy = hm / gkduzsup/ grdp < sup mf/ frdp = lim fnd,u
x n—oo n—oo kZl X k‘>1 n> TL—>OO
|

Ya con toda esta teoria estamos en condiciones de definir la integral de

Lebesgue:
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Definicién 2.4.4. Sea X un espacio de medida y f : X — R una funcion

medible. Diremos que f es Lebesque integrable en X si tanto / frdu como
X

/ fdu son finitas. En este caso definimos la integral de Lebesque de f como
X

/deuz/xﬁdu—/xfdueR

Con esta definicion, si f es una funcién no negativa, entonces f~ = 0 y su
integral es la que ya tenfamos definida. Las siguientes propiedades se siguen

inmediatamente de los resultados enunciados previamente.

Teorema 2.4.8. [11, Teorema 7.20] Sea X un espacio de medida y sean

f,9: X = R funciones medibles.

a) f es integrable si y solo si / |fldu < +o0, y en tal caso
X

/deu‘ S/leldu'

b) Sia,f €R vy f,g son integrables, entonces af + g es integrable y

[ s+ son=a [ sass [ gin

c) Si f < gy ambas son integrables, entonces/ fdu < / gdp.
X X

d) Si E es un subconjunto medible de X y f es integrable en X, entonces f es

integrable en E y/fd,u:/ fxedu.
E X

e) Si E y F son subconjuntos medibles disjuntos de X, entonces la funcion f

es integrable en EE U F' si y solo si lo es en B y en F' vy, en tal caso,

e [E Fdu+ /F Fd.

f) Si E es un subconjunto medible de X y f|g =0, entonces / fdu = 0.
E
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g) Si E es un subconjunto nulo de X, entonces / fdu = 0.
E

h) Si [ es integrable en X, entonces el conjunto de los puntos donde f toma

los valores 0o es nulo.

Como consecuencias inmediatas de este teorema tenemos que

/ ldu =/ xedp = p(E),
E X

y que si |f| < gy g es integrable, entonces f también lo es. Ademé&s podemos
deducir que toda funcién medible y acotada sobre un conjunto de medida finita
es integrable.

Antes de cerrar esta pequena seccién, veamos un teorema de convergencia,

el cual se vale para toda funcién medible.

Teorema 2.4.9. (de la Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea
X un espacio de medida y sean {f,}>, funciones medibles de X en R que
convergen puntualmente a una funcion f. Si existe una funcion integrable

g: X =R tal que |f,| < g para todo n € N, entonces f es integrable y

/fd,u: lim/fnd,u.
X n—oo X

Demostracién. Observemos claramente que | f| < g, entonces f es integrable.
Como |f, — f| < 2g, podemos aplicar el Lema de Fatou a las funciones no

negativas 2g — | f, — f|, con lo cual obtenemos que

[ 2000 <t [ (291~ fldu= [ 2000+ B [ (<15, = 1
X oo Jx X n—ooo fx
Es facil ver que el signo negativo sale del limite, pero cambiando éste por un
limite superior, asi — lim / |frn — fldp > 0, es decir, lim / |fu — fldu < 0.
Pero es claro que
o< lim [ 1fu— fldp < T [ 1= fldn =0
X n—oo X

n—o0
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luego los limites inferior y superior coinciden, asi lim / \fo — fldpw = 0.
n—oo
X

Ahora aplicamos que

/andu—/deu‘: /X(fn—f)du‘ S/len—f\du,

de donde se sigue el teorema. |

En este teorema se dice que las funciones f,, estan dominadas por la funciéon

El que la integral de una funcion sea 0 no significa que el conjunto sobre el
que se integra sea de medida nula, pero tampoco que la funcion sea la funcion

cero, pero si podemos inferir algo mas.

Teorema 2.4.10. [11, Teorema 7.22] Sea X un espacio de medida y sea

f: X — Ry una funcion medible tal que / fdu =0, entonces f =0 p-c.s.
b's

en X.

Terminamos esta parte con la siguiente seccion:

2.5 Teorema de Radon-Nikodym

Definicién 2.5.1. Sea A\ una medida compleja (en particular una medida o
una medida real), en el espacio de medida (X, .o/, 1), diremos que \ es absolu-
tamente continua respecto de i, lo cual denotaremos por A\ < u, si para cada

A € of se cumple que si u(A) =0, entonces \N(A) = 0.

El siguiente teorema nos aclara la razén por la cual se usa la palabra con-

tinuidad en la definicion precedente.

Teorema 2.5.1. [7, Proposicion 4.4.1] Sea \ una medida compleja en el

espacio de medida (X, o7, ). Entonces son equivalentes:

i) A< p,
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i) Al < p,
ii1) Para cada € > 0, existe un § > 0 tal que si u(E) < 0, entonces |A\(E)| < e.

Concluimos este capitulo con el siguiente resultado, el cual es fundamental

en teoria de la medida.

Teorema 2.5.2. (Radon-Nikodym I) [7, Teorema 4.4.3] Sean \ y u
medidas o-finitas en (X, /), tales que A < . FEntonces existe una unica

c.s. (o, ) funcion finita medible con integral g : X — R, tal que para cada
Aed,

AA) = / gdp.
A
Como una aplicacion de este resultado, tenemos

Teorema 2.5.3. (Radon-Nikodym II) [7, Teorema 4.4.5] Sea \ una
medida compleja y p una medida o-finita en (X, o), tales que X < . Entonces

existe una unica c.s. (<, ) funcion medible integrable g : X — C, tal que para

cada A € o,
AA) = / gdp.
A



Capitulo 3

Espacios LP

A principios del Analisis, la extensién de las nociones de limite y continuidad
a conjuntos no numéricos se habia hecho sélo para situaciones particulares. La
posibilidad de definir estas nociones en un conjunto arbitrario fue desarrolla-
da por Fréchet, pues introduce las nociones de espacio métrico, compacidad,
completitud y separabilidad, discutiendo estas propiedades en algunos espa-
cios especiales. Como un ejemplo de estos espacios especiales, encontramos
el espacio de las funciones reales continuas en el intervalo [a,b], dotado de la
métrica uniforme; también trabajé espacios funcionales no metrizables, como

el de todas las funciones continuas sobre [a, b] con la convergencia puntual.

Cuando se aplicaron estas ideas sobre la teoria de la integracién de Lebesgue,
se originaron los espacios LP. Para p = 1, este espacio ya estaba contenido
implicitamente en los trabajos de Lebesgue. El caso p = 2, aparece de man-
era explicita en 1907, cuando de manera independiente, F. Riesz y E. Fischer
descubren el Teorema de Riesz-Fischer, en el cual se encontrdé que el espacio
métrico L?([a,b]) es completo, separable e isomorfo al espacio de Hilbert de
sucesiones [?. También de manera independiente, Riesz y Fréchet obtienen la
representacién de cualquier forma lineal continua sobre L2. El resultado para

un espacio de Hilbert abstracto, también lo desarrolla Riesz, en 1934.
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Los espacios LP, para 1 < p < oo, fueron introducidos por Riesz en 1910, los
cuales sirvieron para estudiar y resolver el problema general de los momentos,
es bdecir, caracterizar cuando existe una funcién f que cumpla las condiciones
/ f(x)g,(X) = ¢, paran =1,2,3, ..., donde g, es una sucesiéon de funciones

a

y ¢, es una sucesion de escalares dados.

Después de referirse a los trabajos de Hilbert, Schmidt y Fischer, quienes
consideraron el caso en el que f € L? = L*([a,b]), Riesz estudi el problema
para una clase mas general de funciones, el de las funciones f tales que |f[? es
integrable en el sentido de Lebesgue, que él denoté por [LP] para p > 1, e hizo
notar la linealidad de esta clase. Para que el problema siempre tenga sentido,
Riesz mostré que la solucién g debe buscarse en la clase [L?], en donde p y ¢
son numero naturales conjugados, también introduce la norma usual en estos

espacios.

Ademas introduce la nocién de convergencia débil, en la forma

(fn)gf@/x fn(t)dH/xf@)dt, Va € [a,b].

Después prueba que esto equivale a que [ f,g converja a [ fg, para cada
g € Li([a,b]). Asi se establece que el dual de LP es L9 con p y g conjuga-
dos. También probdé que toda sucesion en LP acotada en norma, tiene una
subsucesion débilmente convergente a alguna funcién de LP. A pesar de que

Riesz pudo encontrar los duales de los espacios LP, él no los llamé asi.

Es importante hacer notar, que para el estudio de este capitulo se requiere
tener conocimientos basicos sobre espacios normados y conceptos relacionados

a este tipo de espacios.

Debido a la familiaridad que se tiene con la medida de Lebesgue y los
espacios L” de Lebesgue, todo lo aqui expuesto se puede restringir sélo a este

tipo particular de espacio.
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3.1 Primeras propiedades

Comenzaremos dando las primeras definiciones.

Definicién 3.1.1. Sean (X, .o/, ) un espacio de medida y 1 < p < oo. FEl

espacio LP(u) se define mediante

LP(p) :={f : X — C funciones medibles | / | f|Pdu < oo}
X

Notemos que si f : X — C es medible y / | f|Pduw = 0, entonces f = 0
X

p-c.s. Ademas, por las propiedades de la integral tenemos que

/ IAf|Pdu = \)\\p/ | f|Pdu para toda A € C.
b be

Teorema 3.1.1. [13, Proposicion 2.2] El espacio LP(u) es un espacio vec-

torial complejo.

Sea N i= {f € D) | [ 1£Pdi = 0) = {f € L) | £ = 0u = ),
X
notemos que N es un subespacio vectorial de LP(u). Ademdas f =g p — c.s. si

ysolosi f—gée N.

Definicién 3.1.2. Sea 1 < p < co. El espacio vectorial LP(X) se define medi-
ante el espacio cociente LP(X) := LP(u)/N y ademds definimos la aplicacion

|- llp : LP(X) — [0,00] mediante la expresion ||f||, := (/ |f|pd,u)p, para
X
cada f € LP(X).

Es necesario hacer ver que asi como hemos definido a LP(X), sus elemen-
tos son clases de equivalencia, de modo que para cada f : X — C tal que
/ |f|Pdu < oo, denotamos su clase de equivalencia, como es costumbre, por

X

[f] € LP(X). Debido a esto se cumple que
l.ge|f]siysélosi f=gpu—cs..

2. Sige|f], entonces/ | fIPdu :/ lg|Pdpu.
X X
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Habiendo hecho esta aclaracion, llamaremos a los elementos de LP(X) fun-
ciones, las cuales manejaremos poniendo mucha atencién en lo antes men-
cionado y denotaremos las clases por un elemento que pertenezca a ellas.

También recordemos que si 1 < p < 00, 1 < ¢ < 00) (con p y ¢ nimeros
enteros) y cumplen que %—l—é = 1, alos nimeros p y q les llamaremos exponentes
conjugados.

Existen unas desigualdades de suma importancia en el desarrollo de esta

teoria, las cuales presentamos a continuacion:

Teorema 3.1.2. [13, Teorema 2.4] Sean 1 < p < oo y 1 < g < 0o expo-
nentes conjugados, (X, .o/, i) un espacio de medida y f,g: X — R, funciones

w-medibles. Entonces se cumple:

i) / fadp < (/ fpd,u) ’ (/ quu) ’ (Desigualdad de Hélder).
X X X

i) (/){(f#—g)pdu)p < (/X fpd,u)p + (/X g”du)p (Desigualdad de

Minkowsksi).
Como resultado de este teorema tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.1.1. Para todo 1 < p < oo el espacio (LP(X),||-||p) es un espacio

normado.
Demostracién. Basta probar que || - ||, es una norma. Por las observaciones
hechas y la manera en la que se definié || - ||,, ya sabemos que es no negativa y

que saca escalares. Resta verificar que se cumpla la desigualdad triangular, para
el caso p > 1 esta desigualdad es precisamente la desigualdad de Minkowski y
para el caso p = 1 la prueba es inmediata. |

Pero no solo eso, pues el siguiente teorema nos garantiza que ademas de ser

normado, es completo.

Teorema 3.1.3. Para todo 1 < p < oo el espacio (LP(X),||-||,) es un espacio
de Banach.
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Demostracién. Por el Corolario 3.1.1 tenemos que el espacio (LP(X),|| - ||)
es un espacio normado. Para ver que es completo, vamos a usar el teorema que
dice que un espacio normado es Banach si y sélo si toda serie absolutamente
convergente es convergente.

Sea {f;}52 =1 C L*(X), la cual produce una serie absolutamente convergente,

es decir, que Z || fill, < oo. Debemos probar que la serie Z fj es convergente,
Jj=1 7j=1

h=>f;
=1,
Para cada n > 1 deﬁnimos las funciones g, : X — [0, 00| tales que para

es decir, que existe h € LP(X) tal que — 0 cuando n — oo.

cada z € X, g,(z Z |fi(x)], v definimos a la funcién g : X — [0, 0]

mediante g(z Z |fj(x)| para cada x € X .Notemos que todas las funciones

son medibles y por la Desigualdad de Minkowski, tenemos que

([ )’ = ‘ <D Uil = D fsllp < o0
X » j=1 j=1

y como g(x) = lim g,(x) para cada x € X, por el Lema de Fatou se cumple
n—oo

/gpd,u:/ lim grdp < (ZHf]HP) < 0.
X

7=1

> 15l
j=1

que

Por lo tanto g(z) < oo p-c.s.

Definimos la funcién h : X — C, mediante h(x Z fr(x). La funcién h

estd bien definida p-c.s., cumple que lim E fi(x) = h(z) p-cs. y
n—oo
i=1

< ( ) rfk<w>r> < gy, p—es.

k=n+1

- ij(x)

Como / gPdp < oo, por el Teorema de la Convergencia Dominada de
b's
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Lebesgue, se cumple que

- -

o0
y la serie Z f; es convergente en LP(X). [ |
j=1
Como ejemplo de estos espacios tenemos:

PN\ » )
— 0 =0stn— 0

h(x) — ij(-f)

p

Ejemplo 3.1.1. Si X C R", &/ = B(X), el conjunto de los borelianos en X

y i la medida de Lebesque en X, entonces los espacios LP(X) son los espacios
1

estandar de Lebesgue con la norma ||f]|, = </ |f(t)|pdt> ’
X

3.2 Espacio L™

Sean (X, .o, ) un espacio de medida y f : X — C una funcién continua.

La norma usualmente usada para estas funciones es la norma del supremo,

definida como || f||« = sup|f(z)|, pero esta puede modificarse cuando f varia
zeX

en un conjunto de medida cero, por lo tanto, para evitar esto introducimos el

siguiente concepto:

Definicién 3.2.1. Sean f : X — C una funcion medible y K > 0. Decimos
que K es una cota esencial de f si |f(x)| < K p-c.s. Se llama supremo esencial

de [ al infimo de las cotas esenciales de f y se escribe como || f||so-
Notemos que K es una cota esencial de f si y solo si
u{z € X |f()] > K}) =0,
Ahora algunos resultados acerca del supremo esencial.

Teorema 3.2.1. [183, Proposicion 2.8] Sean f,g : X — R, medibles y

K €[0,00). Tenemos que:

a) |f(@)] <|fllec p-c-s.
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b) |f(z)] < K p-c.s siy solo sil|flleo < K.

c) Si f =g p-cs., entonces || flloo = 19| co-
d) Si N C X yu(N)=0, entonces || f|| < sup|f(z)].
xEN
e) Eziste N C X tal que u(N) =0 y ||f]|loc = sup |f(z)].
cEN

Cabe hacer notar que estos conceptos se extienden a conceptos que ya cono-

cemos para funciones continuas:

Teorema 3.2.2. [13, Lema 2.9] Sean f : [a,b] — C continua y K > 0.

Entonces
1. K es cota esencial de [ siy sdlo si |f(x)] < K para todo x € [a,b].

2. El supremo esencial de [ es el supremo de f en |a,b], es decir,

| flloe = sup [f(x)] = max |f(z)].

Cte[a,b] xe[a7b]
Ahora definiremos el concepto importante de esta seccion.

Definicién 3.2.2. Sea (X, o7, 1) un espacio de medida. El espacio L°(u) se
define como L=°(u) := {f : X = Cmedible : ||f||w < c0}. Como L>®(u) es un
espacio vectorial y el conjunto N = {f : X — C medible t.q. f =0 p— c.s.}
un subespacio, definimos el espacio cociente, como antes lo habiamos hecho,

L=(X) = L%(p) /N
Asi como pasaba con LP(X), tenemos:
Teorema 3.2.3. FEl espacio (L>(X),||-||oc) €s un espacio normado de Banach.

Demostracién. Primero debemos verificar que || - || es una norma. Es claro
que ||f]looe = 0y si||f]loc = 0 entonces f(z) =0 p-c.s. y por tanto f = 0 en
L>(X).
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Para verificar la desigualdad triangular tomemos f,g € L>(X), entonces
por el Teorema 3.2.1 tenemos que |f(z)] < ||f]loo p-c-s. v |9(z)] < ||g||c0 p-c.8.

Por lo tanto

[f (@) + g(0)] < [f (@) + [9(@)] <[ flloe + lgllocs 1= c.s.

nuevamente el Teorema 3.2.1 nos implica que

1f 4+ glleo < 1 flloe + 1|9lloes 1 — c.5.

Para determinar que es una norma, nos falta verificar que saque escalares.

Sean 0 # Ay f € L*®(X), entonces

(ML) @) = M@ < A flloe, 10— cos.

y por lo tanto, por el Teorema 3.2.1, tenemos que |[[Af||eo < |A|||f]loo- Apli-
camos esta desigualdad y tenemos que

1

Ml
S

1
[1fllee = 115 (ANl <

combinando ambas desigualdades obtenemos la igualdad [[Af||c = [A|||f]]oo-
Si A =0, la igualdad es inmediata. Por lo tanto || - ||« €s una norma.
Ahora veamos que el espacio (L>(X),||||o) s completo. Tomemos { f,,}°°,

una sucesién de Cauchy en L>(X). Para cadan,m > 1 existe N,,,, C X tal que

p(Nom) = 0y ademas || fo = funlloo = sUp |ful@) = fn(@)]. Sea N = N

T&Nn,m n,m

que cumple que () = 0y |fa(2) = frn(@)] < |[fa(®) = fn(@)l]or & & N.
Entonces la sucesién { f,}°°; es uniformemente de Cauchy en X — N y por
lo tanto es uniformemente convergente en X — N. Sea f(x) := lim f,siz ¢ N
n—0o0

y f(x) =0siz € N. Tenemos que

an - fHoo S Sg}\)}‘fn(x) - fm(x)’ — O, n — oQ0.

Con lo cual se concluye la demostracion. |
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3.3 Espacios [’ de medida finita

Teorema 3.3.1. [13, Proposicion 2.12] Sean (X, o/, 1) un espacio de me-
dida finita y 1 < p < q < oo. Entonces L*(X) C LY(X) C LP(X) C L}(X).

Notemos que con el Teorema 3.3.1 tenemos que si 1 < p < g < oo, entonces
I fllp < M(X)%*%Hqu, entendiendo que = = 0.

También es necesario darse cuenta que las contenciones son estrictas y
ademds que si pu(X) = oo, el teorema es falso. Esto quedard probado con

los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.3.1. 1. Sea X = (0,1) con la medida de Lebesgue y tomemos
fs(x) = & con's > 0. Luego tenemos que f, € LP((0,1)) si y sdlo si

}D > s. Fsto muestra que las contenciones son propias.

2. Sea X = (1,00) con la medida de Lebesgue y tomemos fi(x) = % con

s > 0. Tenemos que fs € LP((1,00)) si y sdlo si % < s. Sip<q, nos

bastard con tomar s tal que }—17 > 5 > é, para que fs € Li((1,00)) pero

fs & LP((1,00)).

3.4 Densidad

Sea s : X — C una funcién simple, si llamamos F; = s~ ![a;], entonces los

n
conjuntos F; son medibles disjuntos y s = Z a;XE;, gracias a esto se prueba
. i=1
que |s|P = Z |ai[PxE,, y por lo tanto s € LP(X) para cada 1 < p < oo siy sélo
i=1
si u(E;) < oo para todo 1 < i < oo, asf s es integrable, es decir, s € L'(X).

Ademas toda funcién simple y medible es elemento de L>°(X).

Teorema 3.4.1. [13, Teorema 2.16] El conjunto de las funciones simples

y medibles es denso en L>®(X).

Un resultado analogo se cumple para los espacios LP:
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Teorema 3.4.2. [13, Teorema 2.17] El conjunto de las funciones simples,

medibles e integrables es denso en LP(X) con 1 < p < co.

Como hemos venido mencionando, nos interesan en particular los espacios
topolégicos Hausdorff localmente compactos. Sea (X,7) un espacio de ese
estilo, y sea B(X) la o-algebra generada por los abiertos de X. Diremos que
una medida g : B(X) — R, es regular: si u(K) < oo para cada compacto
K C Xy sipara todo E € B(X) con pu(E) < ooy e >0, existe V un abierto
y K un compacto tales que K C ECV y u(V — K) <e.

Teorema 3.4.3. Sean X un espacio topologico Hausdorff localmente compacto
y (X,B(X), ) un espacio de medida con p una medida reqular. Entonces se

cumple que Co(X) es denso en LP(X) si 1 < p < 0.

Demostracién. Primero supongamos que f = yg € LP(X)con1 <p<ooy
E € B(X). Sea e > 0, como u(FE) < ooy u regular, existen un compacto K
y un abierto V tales que K C E CV y u(V — K) < (5)°.

Por el Lema de Urysohn, existe ¢ € Co(X) tal que K < ¢ < V. Por lo

tanto

1 = éll < 1 =l + o = olly = ([ 1) ([ popan)’

< u(E—K)r +pu(V —K)r <2u(V — K)# < e. (%)

Sea ahora f una funcion simple e integrable, f = Z a;XE;, con B; € B(X),

i=1
pu(E;) < 0o, 0# a; € Cparal <i < n. Tomemos € > 0, por (%) para cada
i =1,2,...,n, existen ¢; € Ce(X) tales que ||xg, — ¢illp, < m Sea ahora
6= i€ Co(X)y

=1

||f_¢||p =

> ailxs, — ¢)
i=1

Finalmente, sea f € LP(X) y € > 0, por el Teorema 3.4.2, el conjunto de las

n
< ailllxe — dilly <e.
p =1

funciones simples e integrables es denso en LP(X), entonces existe s una funcién
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simple e integrable, tal que ||f — s||, < §. Luego por (x), existe ¢ € Cc(X) tal
que |[s — ¢[|, < §. Por la desigualdad triangular se tiene que ||f — ||, < e. W

Para terminar con este capitulo, es de nuestro interés la clausura de C(X)
en L>°(X), donde X es un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto.
Para ello sera parte de nuestro estudio el espacio vectorial de las funciones

continuas que se anulan en el infinito, el cual formalmente se define como
Co(X) :={f € C(X):V¥e>0,3K C X compacto tal que |f(z)| < esixz ¢ K}.

A veces se dice que lim f(z) =0, para cada elemento de Cj.
T—r 00
Notemos que Cy(X) C L>®(X) y ademds se cumple que ||f|| = max |f(x)]
Te
para cada f € Cp(X).

Teorema 3.4.4. El espacio (Co(X),|| - ||o) €s un espacio de Banach.

Demostracién. Ya sabemos que Cy(X) es un subespacio vectorial de L>(X)
y por tanto es un espacio normado con la norma heredada por L*(X). Nos
resta ver que es completo.

Sea {fn}>2, C Co(X) una sucesion de Cauchy, entonces {f,}5°, es uni-
formemente de Cauchy en X y, por ser C completo, la sucesion es uniforme-
mente convergente a f € Co(X). Falta comprobar que f € (.

Sea € > 0, como f, — f uniformemente en X, entonces existe n € N tal
que [fn(z) = f(z)] <
|fn(2)| < § para todo x ¢ K, por lo tanto |f(x)| < € para todo z ¢ K |

Por el hecho de que L*(X) es espacio de Banach, Cy(X) C L*(X) y como

para todo x € X. Fijando n, existe K C X tal que

N

Co(X) es completo, tenemos que Cy(X) es cerrado.

Teorema 3.4.5. La clausura de Co(X) en || - || €s igual a Co(X)

Demostracién. Es evidente que C’C(X)H'HO(> C Cy(X). Ahora sea f € Cp(X)
y € > 0, entonces existe K C X compacto tal que |f(z)| < e si x ¢ K. Por

el Lema de Urysohn existe ¢ € Co(X) tal que K < ¢ < V con V un abierto
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cualquiera tal que K C V. Definimos h := ¢f, h € Cc(X) y cumple que
|f(z) = h(z)| = [f(z) = f(@)o(x)| = [f(2)[[1 — o()],

lo cual vale 0 siz € Ky esiz ¢ K. Porlo tanto, ||f — hl| < €. Notemos

ademds que sop(h) C sop(¢). [



Capitulo 4

Teorema de Representacion de

Riesz

En las diferentes ramas de las matematicas se encuentran diferentes teoremas
que llevan como nombre “Teorema de Riesz”, pues depende de la teoria que se
esté abordando, pero hay un caso especial de estos teoremas, el cual es usado
principalmente en el area de Teoria de la Medida, en este campo se le conoce

como “Teorema de Representacién de Riesz”.

Hay diversas maneras de enunciarlo pero, como sucede en matemaéticas,
depende de las condiciones que se le pongan y el uso que queramos darle.
Nosotros lo enunciaremos en tres maneras diferentes, comenzando por la man-
era mas general en los espacios localmente compactos, el cual esta enunciado

para funcionales lineales positivos.

Es necesario hacer notar que a lo largo de este tultimo capitulo, solamente
trabajaremos sobre un espacio topolégico X, el cual es Hausdorff y local-
mente compacto. También es importante mencionar que el Teorema de Repre-
sentacién de Riesz es uno de los resultados claves que vinculan la Teoria de la

Medida con el Anélisis Funcional.

5}
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4.1 Para funcionales lineales positivos

Teorema 4.1.1. Sea X un espacio topologico Hausdorff localmente compacto
y sea T : Co(X) — R un funcional lineal positivo. Entonces existe una unica
medida de Borel cuasi-reqular i1 en X tal que para toda funcion f € Co(X) se

cumple:
7(7) = [ fa
X
Demostracién. Vamos a construir una medida de Borel cuasi-regular en X
que cumpla con lo requerido.

Para cada abierto V' definimos p(V') = sup{7'(f) : f < V'}; esto nos implica
inmediatamente que si Vi y V5 son abiertos tales que Vi C V5, entonces se
cumple que u(V) < u(Va). Por otro lado, para cada conjunto 2 C X definimos
p(E) =inf{u(V) : E C V, V abierto}. Debido a la manera en que definimos
a 1, ambas definiciones coinciden en los conjuntos abiertos.

Ahora definamos
Mz ={E CX:puF)<ocoypu(F)=sup{u(K): K C E, K compacto}}
Y también definimos
M={FCX:FENK e Mz VK compacto}

Primero demostraremos que 91 es una o-algebra. Para esto probaremos lo
siguiente:
o o
a) “Si {E;}°, son subconjuntos de X, entonces p <U EZ> < Z,u(EZ-)”

i=1 i=1
Veamos que se cumple para una unioén finita. Sean V; y V5 conjuntos abier-

tos, entonces p(V4 U Vy) < (Vi) + p(Va). Tomemos g < V4 U V; arbitraria.
Por el teorema de particion de la unidad existen funciones hqy ho tales que
hy < Vi, hg < Vy vy hy + hy toma el valor 1 sobre los puntos del soporte de
g. Por lo tanto hig < Vi, hog < Vo, g = h1g + hog y asi

T(g) = T(h1g) + T(hag) < (V1) + pu(Va).
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Como esto se cumple para toda g < V; U Vs, se cumple la desigualdad que

buscamos.

Ahora supongamos que p(E;) < oo para todo i, pues de lo contrario la
desigualdad se cumpliria de manera trivial. Dado € > 0, la definicién de la
funcion p implica que existen abiertos V; que contienen a E; de modo que
w(V;) < u(E;) + €274 Sea V la unién de todos los V; y tomemos f < V.
Como f tiene soporte compacto, en realidad f < V; U ... UV, para algin

natural n, luego

T(f) < p(ViU..UV,) < u(Vi) + ...+ u(V, Z
Como esto vale para toda f <V, resulta que
o(Us) < 3w
=1 =1
Luego, como eso vale para toda e, se tiene la desigualdad.

“Si K es compacto, entonces K € Mz v u(K) = inf{T(f) : K < f}. De

aqui concluimos que los compactos tienen medida finita”.

Si K < fy0<a<1, definimos
Vo={zeX: f(x) > a}.
Entonces K C V, y si g <V, se cumple que ag < f. Por lo tanto
WEK) < u(Vo) =sup{T(g) : g < Va} < o™ 'T(f).

Si hacemos que « tienda a 1, concluimos que u(K) < T(f), y es obvio
que K esta en IMz. Dado € > 0 existe un abierto V' tal que K C V' y
u(V) < p(K) + e. Existe una funcién K < f <V, luego

p(K) <T(f) < (V) < w(K) +e.

Lo cual prueba que p(K) = inf{T(f): K < f}.
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“M5 contiene a todos los abiertos de medida finita”.

Sea V un abierto de medida finita y o un nimero real tal que a < p(V),
por definicién de p en cada abierto, existe f < V tal que a < T(f). Sea
K = sopf, si W es un abierto que contiene al soporte de f, entonces f < W,
luego T'(f) < (W), asi T(f) < wp(K). Hemos encontrado un compacto
K C V tal que o < pu(K), lo cual prueba que V' € M.

o0
“Si {E;}2, son elementos disjuntos de la familia Mz y £ = U E;, entonces
i=1

u(E) = Z,u(El) Si ademds pu(E) < oo, entonces E € Mz.”
i=1

Primero veamos que si K7 y Ky son compactos disjuntos entonces
p(K1 U K2) = p(Ky) + p(K).

Dado € > 0, existe K; < f < X — Ks, por el inciso b) existe g tal que
KiUKy <gy
T(g9) < u(K1 UKy) +e.

Es claro que K; < fgy Ko < (1 — f)g, luego
n(K1) + p(EK2) <T(fg) +T(g — fg) =T(9) < (K1 U K3) + €

Luego tenemos que p(K;) + pu(K2) < p(K3 U K,) y por el inciso a) tenemos
la igualdad deseada.

Ya para el caso general, gracias al inciso a) basta con probar una desigual-
dad. Si p(F) = oo, entonces la desigualdad se cumple trivialmente. Supon-
gamos que E tiene medida finita, tomemos € > 0, como cada E; € 9z por

hipétesis, entonces existen compactos H; C E; tales que pu(H;) > p(E;) — 5.
Sea K,, = H; U ...U H,, entonces

p(E) Z p(K) = 3 p(H) > Y pl(Er) = e,
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lo que nos da la desigualdad que buscamos. Una vez que sabemos que toda
la serie vale p(F), la desigualdad anterior también muestra que p(K,) tiende

a (E) cuando n tiende a co.

Por lo tanto £ € 9;.

“Si E € Mz v e > 0, entonces existe un compacto K y un abierto V' tales
que KCECVyuV—-K)<e¢

Por la definicién de Mz y de p, existen K y V tales que
€ €
wV) =5 < u(B) < ulK) + 5.

Como V' — K es abierto, por inciso ¢) tenemos que V — K € 9z, pues dicho

conjunto tiene medida finita. Ademds por el inciso d) tenemos que
u(K) +p(V = K) = p(V) < u(K) + e
Luego pu(V — K) < e.

“Si A, B € Mg, entonces A — B, AUB, ANB € Mz.”

Sean A, B € M5, por el inciso e) existen conjuntos K; y V;, para i = 1,2,
de manera que K3 C ACVy, Ko C BC Vo y u(V; — K;) < e. Entonces

A-BCVi—KyC (Vi — Ky)U(K; —Vo)U (Va — Ky),

luego, el inciso a) implica que u(A — B) < e+ u(K; — Vo) +ey Ky — Vy es
un subconjunto compacto de A — B, esto prueba que A — B € M. Como
AUB = (A— B)U B, el inciso d) implica que AU B € M;. Finalmente,
como ANB=A—(A— B), también AN B € M.

Hasta este punto, ya podemos probar que 91 es una o-algebra.

Por definicién de 91 tenemos que ), X € M. Si A € M y K es un compacto

en X, tenemos que (X — A)NK = K — (AN K), puesto que K, ANK € My

por el inciso f) concluimos que (X — A) N K € Mg, por lo tanto X — A € M.
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o
Ahora tomemos A = U A;, con cada A; € 9, si K es compacto en X definamos
i=1
Bi=ANKyB,=(A,NK)—(BiU...UB,_1),conn = 2,3, ... , entonces por
el inciso f), {B,}, es una sucesién de miembros disjuntos de Mz y tenemos
oo

que ANK = U B,,; del inciso d) se sigue que ANK € Mg, lo cual implica que
A e M. Asi tigriemos que 9N es una o-algebra.

Ademas, 9N contiene a la o-algebra de Borel. Sea C' un cerrado y K un
compacto, entonces su interseccién es un compacto y por tanto un elemento de
Mz, luego C' € IM; asi tenemos que M contiene a todos los cerrados, por f)

contiene a todos los abiertos, asi 91 contiene a todos los borelianos.

Para poder concluir la construccion de la medida, resta probar:

g) “Mys estd formada por los conjuntos de M de medida finita”.

Si B € Mg, los incisos b) y f) implican que E N K € Mz para todo K
compacto, asi F € 9. Reciprocamente, si £ € 9 y tiene medida finita,
dado € > 0 existe un abierto V' que contiene a F y tiene medida finita, por
¢) v e) existe un compacto K C V con u(V — K) <e. Como ENK € Mg,
existe un compacto H C ENK con u(E N K) < u(H) + €. Puesto que

EC(ENK)U(V-K),
tenemos que
wE) < W(ENK) 4+ p(V — K) < p(H) + 2,
luego £ € 9.

Ahora tomemos la restriccion de u a la o-algebra de Borel. Por los incisos
d) y g) se concluye que dicha restriccién es una medida. Probamos que p es
finita sobre los compactos, por definicién se aproxima por abiertos y por g)
se aproxima por compactos en los conjuntos de medida finita. Por la parte c)

se prueba que los abiertos de medida infinita contienen compactos de medida
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arbitrariamente grande, concluyendo que p se aproxima por compactos en todos
los abiertos. Finalmente por definiciéon tenemos que p es cuasi-regular.

Ahora veamos que p representa a T, es decir, que dada f € Ca(X),

T(f) < /X fdp.

Sea K el soporte de f, entonces f(X) C f(K)U{0} es un conjunto compacto
y f(X) C [a,b], para ciertos nimeros reales a y b. Sea € > 0y tomemos nimeros

Yo < a <y <..<uy,=>btales que y;11 — y; < €. Pongamos
Ei={reX:y1 < flx) Ly} NK,

y como f es continua, f es medible respecto a la dlgebra de Borel y ademaés los
conjuntos F; son borelianos disjuntos y su unién es todo K. Existen conjuntos
abiertos V;, E; C V;, tales que u(V;) < pu(E;)+§ parai = 1,...,n y que cumplen
que f(z) < y; + € para toda z € V;. Por el Teorema de Particién de la Unidad
existen funciones h; < V; tales que la suma de todos ellos es 1 en K. Por lo

tanto f = hyf + hof + ... + h,f y de ) se sigue que

Como h;f < (y; + €)h; y como y; — € < f(z) en E;, tenemos que

T(f) = S T(hsf) < 3 (i + OT(h)

= > (ol + i+ T (hi) — lal 3 T(y)

< D (ail + v+ ((E) + ) ~ lalu(K)

- Z(yi —e)u(E;) + 2ep(K) + % Z(Ial +yi+€)

=1 i=1

< / Fdp + e(2p(K) + |a| + b+ o).
X

Como esto se cumple para todo € > 0, llegamos a la desigualdad deseada.
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Por un argumento similar, pero aplicado a — f se obtiene la otra desigualdad
y por lo tanto la igualdad.

Para finalizar la prueba del teorema, veamos la unicidad.

Sean j1; y po medidas cuasi-regulares que cumplen el teorema. Como una
medida cuasi-regular se determina por los valores que toma sobre los conjuntos
compactos, nos bastard probar que u;(K) = us(K) para todo K compacto.

Sea K un conjunto compacto, gracias a la regularidad existe un abierto V'
tal que K C V'y pua(V) < ua(K) + €. El Lema de Urysohn nos garantiza que

existe una funcion K < f <V, entonces

ul(K)Z/XXKdul S/deul
IT(f)I/dequ/Xdeuz

= p2(V) < pa(K) + €.

Asi tenemos que p;(K) < pe(K). De igual manera se prueba la otra desigual-
dad. Concluyendo que py(K) = po(K).

|

Como una aplicacién de este teorema de representacion tenemos la siguiente

proposicion:

Proposicion 4.1.1. Sea X un espacio topologico Hausdorff localmente com-
pacto y T un funcional lineal positivo sobre Co(X). Si K es un subconjunto
compacto y no vacio de X, entonces Ex = {f € Co(K)|sopf C K} es un
subespacio normado de Ce(X) y T|g, es continuo.

En particular, si X es compacto, entonces T es continuo y ||T|| = T(1).

Demostracion. El hecho de que Ex es un subespacio normado es trivial.
Sea p la medida asociada a 1" por el Teorema de Representacién de Riesz,
entonces para todo f € Eg se cumple que [T'f| = | [ fdp| < ||f]|sp(K), asi

|17 e || < p(K). Por lo tanto T es continuo.
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Ahora, si X es compacto, entonces Ex = Co(X) = C(X) y se tiene que
T(1) = [dp = p(X), lo que gracias a la desigualdad antes mencionada tenemos

que ||T]| = T(1). u

4.2 Para funcionales lineales acotados en L”(X)

El teorema que ahora presentaremos también lleva el nombre de Teorema de
Representacion de Riesz y se tiene que X es un espacio topolégico Hausdorff
localmente compacto, pero a diferencia del anterior, este teorema esta enuncia-
do para funcionales lineales acotados en LP(X) y ademads se pide que X sea un

espacio de medida positiva o-finita:

Teorema 4.2.1. Supongamos que 1 < p < 00, j es una medida positiva o-
finita sobre X, y T un funcional lineal acotado en LP(X). Entonces existe una
unica g € LI(X), donde q es el exponente conjugado de p, es decir, % + é =1
sil<p<oyg=ocsip=1, talqueT(f):/ fadpu.

X
Mas atin, si T y g cumplen con lo anterior, tenemos que ||T'|| = ||g||,-

Demostracién. Comenzaremos definiendo el funcional ® : LI(X) — (LP(X))".

Sea g € LY(X), se define ®(g) = ®,, con la regla de correspondencia

D,(f) = /X gfdp, g € LI(X), f e LP(X).

Primero veamos que ¢ esta bien definida. Sea g € LY(X)y f € LP(X) con qy
p conjugados. Aplicando la desigualdad de Hélder en el caso 1 < p < 0o (pues
si p =1, es directo), tenemos que gf € L*(X) y por lo tanto ®,(f) € C. Més
aun,

@4 ()] = ’/ngdu‘ < /X 9ISl < {lgllqllf1]p- (%)

Es facil darse cuenta que ®, es lineal, ademds por (xx) tenemos que ®, es

continuo, y por consiguiente tenemos que ®, € (LP(X))". Ademads se cumple

que [[Py]] < [lgllq-
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Es rutina probar que @ es lineal. Ahora comprobaremos que ||®,4|| > ||g]|,
para todo g € L?(X), con lo cual concluiremos que ||®|| = 1. Tomemos un
0 # g € LYX), y para cada o € C tenemos que existe 5 € C con |B| = 1 tal
que af = |a] ( sélo debemos tomar 5 = % of =1si a=0). Debido a esto
definimos h : X — C tal que |h(x)| =1y g(x)h(z) = |g(x)| para todo = € X.

Como

Il

h = X{wig(@)=0} + "y Xfwa@0),

entonces h es medible y ademés h € L>(X).

Si ¢ = oo, entonces ®,4(h) = / lgldpe = ||g]l1 ¥ por lo tanto ||D4|| > ||g]|
para todo g € L*(X). "

Si 1 < q < oo, se define f = |g|7'h, de donde se cumple que gf = |g|%;

como p(q — 1) = g, entonces [f[7 = |g[* y ast || f|[} = [lg][. Como

By(f) = /X gfdyi = /X 1917 = llgll2,

tenemos que

2,(£)] _ lall
Wl g1z

= [lglly-

De aqui se deduce que ||®,|| > ||g|| para todo g € LI(X).

Con esto tenemos que ||®|| = 1, con lo cual se concluye que es continua e
inyectiva.

Después de estas consideraciones, comenzaremos a atacar el problema que
nos interesa:

Sean p es una medida positiva o-finita sobre X y T : LP(X) — C lineal y
continuo con 1 < p < oo. Si ||T|| = 0, la tesis del teorema se mantiene con

= 0. Por lo tanto supongamos que ||T'|| > 0. Aqui tenemos dos casos:
Primero supongamos que p es finito.
Sea o7 la o-algebra de X sobre la que i es positiva dentro de nuestro espacio

de medida. Definimos v : &/ — C de la siguiente manera: v(E) = T'(xg) para
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cada F € /. La aplicacion dada esta bien definida pues
1
w(E)| =T (xe)l < Ml|xsll, = Mp(E)r < oo,

donde ||T'|| < M por ser T continuo. Vamos a probar que v es una medida
compleja, es decir, si {E,}uen C &, cumpliendo que los conjuntos F, son

disjuntos dos a dos y £ = U E,, entonces v(E) = Z v(E,). Como los E,
neN neN
son disjuntos dos a dos, tenemos que yg = ZXE" en LP(X), luego tene-
neN

mos Z XE, = hm Z XE, en LP(X) gracias al Teorema de la Convergencia

Dommada de Lebesgue Entonces

V(E) = T(xp) = im S T(xg,) = lim S u(E) = 3 (E,).

Asi v es una medida compleja.

Ahora veamos que v es absolutamente continua con respecto a u, es decir,
si E € o tal que u(F) = 0, entonces v(F) = 0. Sea E € o con u(E) = 0,
tenemos que |v(E)| = |T(xz)| < [|Tl|[xell,, ademds

1
Z 1
el = | | Ccoras] " = 1ue),
pero como u(E) = 0, entonces v(E) = 0. Por lo tanto v <
Ahora, por el Teorema de Radon-Nikodym existe 0 # g € L'(X) tal que

para cada conjunto medible F,

T(xg) = v(E) Z[Egduz/Xngdu-

Por la linealidad tenemos que toda funcién s, simple y medible, cumple que
T(s) = / sgdu. Como u(X) < oo, por el Teorema 3.3.1 tenemos que se
cumple qu)e L>(X) C LP(X) C LY(X).

Consideremos los funcionales T'|eo(x) : L¥(X) = Cy &, : L>®(X) — C,

donde @, estd definido como antes. Como son funcionales lineales, continuos
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y coinciden en el conjunto de las funciones simples y medibles, el cual por el

Teorema 3.4.1 es un subconjunto denso de L*(X), se tiene que

Tl (f) = /X fodu, con f € L(X).

Sip=1yq= o0, veamos que g € L*(X) y T(f) = / gfdu, para toda
X

f €LY (X). Sea E € o/, entonces tenemos que es cierto lo siguiente:

/ gdu' — [T < TNl = ITNCE).

Si en particular tomamos F = {x € X : Re(g) > 2||T||} € </ tenemos que

1711(E) > ] / gdu‘ > e ([ gin) = [ Relaan = 2iTilnce),

concluyendo que Re(g) < 2||T|| p-c.s. Andlogamente podemos probar que
Im(g) < 2||T|| p-c.s. Por lo tanto tenemos que |g| < Kp en casi todos los
puntos, es decir, g € L>*(X). El funcional ®, : L' — C es lineal , continuo
y cumple que T'(s) = / sgdu para toda funcion, simple y medible, s. Otra
vez por la densidad de l);s funiones simples, medibles e integrables (Teorema
3.4.2), concluimos que T'(f) = / fgdu, con f e LY(X).

Sil < p < ooyqessu e;({ponente conjugado, veamos que g € LI(X)
y que T(f) = /gfdu, con f € LP(X). Para cada n € N definimos los
conjuntos F, = {):2 € X :|f(z)] < n} y observemos que nh_}rrgo X, (r) = 1 para
todo elemento x € X, luego por el Teorema de la Convergencia Mondtona de

Lebesgue se cumple que

/\g\qduz lim/xEn|g|qdu: lim/ 9| dp.
X n—oo X n—oo En

Tomemos h : X — C tal que |h(x)| = 1 para cada z € X y que cumpla
que gh = |g|. Definimos las funciones h,, = xg,|g|? *h. Debido a la definicién,

h, € L>®(X) C L?(X) y ademés h,g = xg,|g|?. Por lo tanto

1 1
[ tatta=rin) < 171 ([ xolar ) =11t ([ o)
E, X En
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de donde concluimos que

1—1
([ taan) "<,
E'VL

es decir, que g € LY(X) v ||g]l; < ||T||. Asi se cumple que T'(s) = / sgdp
con g € LI(X) para toda s funcién simple y medible. También sabem)(()s que
o, : LP(X) — C es lineal, continua y cumple las mismas propiedades que 7.
Luego por el Teorema 3.4.2 tenemos que el conjunto de las funciones simples,

medibles e integrables es denso en LP(X), entonces concluimos que

T(g) —/ngdu, f e L’(X).

Terminaremos la demostracion con el caso cuando p es o-finito.

Sea X = U A, con pu(A,) < oo, A, C A,11 para todo entero n > 1y sea
n>1
T : LP(X) — C lineal y continuo, con 1 < p < co. Para cada n € N, definamos

T, : LP(A,) — C tales que T,,(f) := T'(fxa,). Notemos que la aplicacién T,

estd bien definida, pues fxa, € LP(X), es lineal y ademds cumple que

I Ta (DI < T xan ey = WTHIA e an)-

Entonces T,, es continua y ||T,|| < ||T|| para cada n € N. Gracias al caso

anterior, sabemos que existe g, € LY(A,) que cumple

T(fXAn)ZTn(f)Z/A fgndp,

con f € LP(An) y llgnlly < [IT2]l

Veamos que ¢, = gni1 p-c.s. en A,. Bastara demostrar que

/gnd,u:/gnJrld:u
E E

para todo E C A, medible. Calculando tenemos:

/ Gndp = / Inxedi =T(xeXA,) = T(XEXA,1) = / Gn1dp.
E An E
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Definiendo g(x) := g,(z) si x € A,, por lo anterior g esta bien definida y si

1<p<oo,

/ 9|9y = lim / g%y = lim / o lgldp < |1,

asi g € LI(X).
El caso p = 1 es directo. Entonces tomemos f € LP(X), como se cumple

que f = lim fxa, € LP(X), entonces tenemos que
n—oo

n—oo

T(f) = lim T(fxa,) = lim /A gnfdp = lim /A gfdy = / afdn,
n—oo n n—oo " X

lo cual resulta después de haber aplicado el Teorema de la Convergencia Do-
minada de Lebesgue.
Finalmente demostraremos la unicidad de la funcién g. Supongamos que

g v ¢ son funciones que satisfacen el teorema. Entonces / fadu = / fq'du
X D'

para cada f € LP(X), luego / fadu —/ fg'du =0, asi / flg—g)du = 0.
X D' X
Sea X = UXi donde p(X;) < oo, pues u es o-finita. Lo anterior nos lleva

a que parai todo £ € & la o-dlgebra de los subconjuntos medibles de X;,
/(g — ¢)dp = 0. Como la funcién g — ¢ € LY(X;) y como tenemos que
LE(XZ-) C L'(X;) pues u(X;) < oo, podemos concluir que g — ¢’ € L'(X). Pero
la dltima igualdad se cumple para todo F; entonces g — ¢’ = 0 p-c.s. en X,
para todo i. Asi g — ¢ =0 c.s. en X, es decir g = ¢’ en LI(X).

Por lo tanto se prueba el teorema.

4.3 Para funcionales lineales acotados

En la seccion anterior hemos enunciado el teorema para funcionales lineales
positivos, los cuales no necesariamente son continuos. El teorema que a con-

tinuacién se presenta trata precisamente sobre funcionales lineales positivos
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que son continuos. Este teorema es otra conexion entre Teoria de la Medida y
Analisis Funcional.

Para lograr nuestro cometido es importante darnos cuenta que si X es un
espacio topoldgico Hausdorff y © es una medida compleja sobre X, entonces el
funcional T" sobre Co(X), definido por T'(f) := [ fdu, Vf € Co(X), es lineal,
continuo y ademads ||T|| < ||ull.

La version clasica del Teorema de Representacion de Riesz es:

Teorema 4.3.1. Si X es un espacio Hausdorff localmente compacto, entonces
todo funcional lineal acotado T en Cy(X) es representado por una inica medida

compleja regular de Borel i, en el sentido que

T(f) = /X Fd

para todo f € Co(X). Mds ain,la norma de T es la variacion total de i, es

decir, [|T|| = |p|(X).

Demostracién. Sea T" un funcional continuo sobre Cy(X). Si T = 0, la medida

i = 0 cumple con el teorema. Si T # 0, podemos tomar el funcional T= ﬁ
Asi que sin perder generalidad supongamos que ||T|| = 1. Debemos construir

una medida compleja regular que cumpla con el teorema.
A partir de T, definimos |T'| sobre C}(X) := {f € Co(X) : f > 0} tal que
para cada f € C}(X),

IT|(f) :==sup{|Tyg| : g€ CLX)ylgl <[}

De esta definicién deducimos que sobre C(X): |T| es positivo; también de-
ducimos que |T'f| < |T|(|f]), pues |f| = f por ser positivo y por lo tanto
IT|(f) = |T|(]f]). También tenemos que |T|(|f]) < ||f|l- para cada funcién
f € CH(X), puessi g € Co(X) y |g| < f se cumple [Tg| < ||T][|gl|o porque
T es continuo, ademads ||T||||9]lcc = ||9|lc Pues ||T|| = 1, y como |g| < |f],

tenemos que ||g||so < ||f]|oo, entonces concluimos que |T'|(|f]) < ||f]|oo- De la
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misma defincién es facil ver que |T'| es monétonay quesia € Ry y f € C4(X),
entonces |T'|(af) = a|T|(f).

Ahora demostraremos que |T| distribuye sumas sobre C (X)), es decir, que
para todo f,g € CA(X), ITI(f +g) = ITI(F) + [TI(g). Sean f,g € CH(X) y
dado € > 0, por la definicién de |T'| podemos elegir fi,g1 € Co(K) tales que
[fil < fy Mgl < gy ITIf) < ITHI+ 5y [THg) < [Tgi| + 5. Elegimos o, 3 € C
tales que o] = |B| =1y oT f1 = |T f1|, BT g1 = |T'¢1|, entonces

TN +1TIg) < [THI+ [Tl +e

= aTfi+PTg +e
= T(afi+Bg) +e
< |T[(LAN+ |g1]) + €

< TI(f+9)+e
Como € es arbitrario, tenemos que |T'|(f+g) < |T|(f)+|T|(g). Para probar

la otra desigualdad tomemos h € C¢(X) tal que |h| < f + g. Construimos el
conjunto U = {z € X : (f + g)(z) > 0, la funcién f, := XU% y la funcién
g1 = XUJ{"—J:;. Dichas funciones estan bien definidas porque f + ¢ > 0 en U.
Ademés son continuas en U y son continuas en UY porque |fi| < h, |g1| < hy
h|ye = 0. Ademés tenemos que en U,

Sl [ +9)
f+9— [f+yg

il < Ixul =/,

yven UY |fil =0< fyl|g| =0<gpues fy g son positivas. Andlogamente
lg1] < g pues f, g son positivas. Debido a todo esto tenemos que fi, g; € Co(X),
fitg =h, |fil < fylnl < g, entonces apoyados de la definicién de |T,

tenemos que
[Th| =T fi+Ta| <[Tfil+|Ta:| < ITI(f) +1T1(9)

y como tomamos h € Co(X) solamente bajo la condicién de que |h| < f + g,
nuevamente por la definicién de |T'| tenemos que |T|(f + g) <|T|(f) +|T|(g).
Por lo tanto |T|(f + g) = |T|(f) +|T|(g). Asi |T| es un funcional lineal.
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Ahora vamos a extender |T'| a todo Ce(X). Sea f € Co(X), podemos

escribir a f de la siguiente manera
f=(Ref)" = (Ref)” +i[(Imf)" — (Imf)~]
y definimos
ITI(f) = T|(Ref)" = |T|(Ref)” +illT|(Imf)" —|T|(Imf)"].

Vamos a probar la linealidad. Notemos que gracias a la manera en la que
definimos este funcional, bastara tomar el caso en el que f y ¢ son funciones
reales, notemos que por un lado (f+¢g) = (f+9)* — (f +¢g)~ y por otro lado,
como f = f*—f"yg=yg"—g, tenemos que f +¢g=f"—f +g" -9,
luego

f+9) " —(f+9) =fT+g" —f -9

Debemos hacer mencién que esto no significa que (f + ¢)™ = f* + g, asi
(f+o9) +f +g =fT+g"+([+9)"

Como ya tenemos puras funciones positivas, y probamos que |7| es lineal en

funciones positivas, entonces

TI((f+9) "+ f +97) = TI(f*+g"+(f+9)7)
TI(f+9)")+ITI)+ITI™) = (T +ITI™) + T +9)7)
TI((f+9)") = ITI((f+9)7) =TI =ITIf)+ITIg") = [TI(g7)
ITI(f +9) = IT|(f) + T(g)

Para ver que |T|(af) = a|T|(f), si @ € R, la propiedad es inmediata de la
definicién de |T'|. Luego |T| es funcional lineal sobre Cx(X). Ademés, por la
construccién de |T'|, sabemos que es positivo.

Gracias a las propiedades que hemos probado y a que Vf € CZ(X), se

cumple |T|(f) :=sup{|Tg|,9 € C&H(X) vy |g| < [}, podemos concluir que

Vi€ Co(X), [T(HI<ITIAUFD) < 1o
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Aplicando el Teorema de Representacién de Riesz para funcionales lineales
positivos en |T'|, obtenemos A la medida cuasi-regular asociada a |T|. En la
prueba del Teorema de Representacion de Riesz para funcionales lineales po-
sitivos tenemos que A(X) = {sup|T|(f) : f € Co(X) N0 < f < 1} y como
|Tf| < 1 siempre que ||f|| < 1, concluimos que A(X) < 1, lo cual nos indica
que A es regular en todos los borelianos.

Por otro lado, habfamos probado que Vf € Co(X), |T(f)| < |T|(|f]), pero
ITI(|f]) = J [f1dA < [|f]]1, entonces

Vi € Co(X), IT()] < ITI(f]) = / Flax < £

Asi, T es un funcional lineal con norma no mayor a 1 sobre todo C¢(X), como
subsespacio de L(\).

Pero sabemos que Co(X) es denso en L'()), entonces T se extiende de
manera tUnica a todo L'()\) y manteniendo su norma. Alicando el Teorema de
Representacion de Riesz para los espacios LP, tenemos que existe una tnica
g€ L™, con |g| <1y tal que Vf e L*(\), Tf = [ fgdA\.

Esto ultimo se cumple en particular para f € Co(X), pero como g € L™ y
X es finita, y también C(X) = Cy(X) bajo la norma || - ||;, entonces la misma
desigualdad se cumple para todo f € Cy(X). Luego tomando du := gd\
concluimos que Vf € Co(X), Tf = [ fdpu.

Gracias a esta desigualdad y a que ||T'|| = 1y d|u| = |g|d\, entonces

] = 1l (5) = / gldA > sup{|Tf] : f € Co(X) A [If]ls < 1=1,

pero tenfamos que A(X) < 1y |g| < 1, entonces no queda de otra mas que
el = 1IN = llglle = 1. Con esto se demuestra que ||T|| = ||p||. Ademas,
con esto mismo tenemos que |u| = A, y como A es regular, la definicién de
regularidad nos implica que u es regular.

Sélo nos resta probar la unicidad de p. Para probar esto, es suficiente

probar que si p es una medida regular compleja tal que para todo f € Co(X),
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que cumpla que [ fdu = 0, entonces p = 0; esto debido a que

[ titn=x) = [ san- [ rar

Sea p una medida compleja regular sobre los borelianos de X, entonces por
teorema existe una funcién medible h tal que |h(z)| = 1 para cada z € X y
tal que dp = hd|p|. Entonces por teorema, existe una sucesion {h,} C Cao(X),
con |h,| <1y h, = h p-cs. Como h, — h p-cs., entonces hh, — hh pu-
c.s., pero hh = |h|* = 1, asf tenemos que hh, — 1, luego por el Teorema de
la Convergencia Dominada de Lebeshue y porque para todo f € Cy(X), se
cumple que [ fdu =0, llegamos a que

|| (X) :/dm] :hm/hnhd\m :lim/hnd,u:().

Por lo tanto, p = 0.
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Conclusiones

El contenido de este trabajo y, en particular, las demostraciones de los teoremas
del ultimo capitulo muestran claramente la manera en la que se relacionan el
area del andlisis y la topologia. Es por esto que se considera al Teorema de
Representacion de Riesz como un puente entre esas dos ramas de la matematica.

En este trabajo dimos las demostraciones de 3 versiones diferentes del Teo-
rema de Representacion de Riesz en 3, y la presentacion de esas demostraciones
es muy especial, pues fueron expuestos todos los detalles que en otros libros se
omiten.

Pocos libros contienen las 3 versiones del Teorema de Representacion de
Riesz aqui trabajadas, por lo tanto, este trabajo se une a ese grupo de libros.

Por 1ltimo, estamos seguros que cualquier alumno que haya cursado un
curso basico de Topologia y uno basico de Analisis Matematico serd capaz
de entender esta tesis en su totalidad y, por supuesto, entendera muy bien el

teorema que fue el tema central de este trabajo.
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