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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es el de estudiar el espacio topdlogico de
los niimeros irracionales con la topologia usual: la heredada como subespacio de la
topologia usual de los niimeros reales.

A diferencia de los niimeros racionales, que se consideran como razones de nimeros
enteros, los niimeros irracionales tienen siempre alguna relacién con los procesos in-
finitos, razén por la cual suelen ser mas misteriosos que los nimeros racionales. Por
ejemplo, el mismo descubrimiento de los irracionales tiene que ver con el descubri-
miento de que el procedimiento para medir segmentos que se usaba en la antigiiedad,
el de sustracciones sucesivas, es un proceso que nunca termina, lo que equivale
al descubrimiento de la inconmensurabilidad, como veremos en el primer capitulo.
También recuerde el lector que la representacion decimal de todo ntimero irracional
consta de una sucesion infinita y no periédica de digitos.

Quiza una caracterizacion mas convincente es la de que la fraccion continua de un
numero irracional es infinita, mientras que la de un nimero racional es finita, como
también veremos. Precisamente por medio de las fracciones continuas se obtienen
aproximaciones muy buenas a cualquier nimero irracional y a lo largo de la historia
de la matematica se han usado en topologia (ver [I]y [12]) para estudiar los niimeros
irracionales. Haremos eso aqui aunque, como dice Jerry Vaughan en [14] “el uso de
las fracciones continuas introduce un poco de algebra que no es necesaria para la
topologia. Sin embargo sirve como una introduccién a las fracciones continuas que
es un tema de considerable interes en si mismo”.

En el segundo capitulo discutimos dos nociones de dimension cero en espacios
métricos que resultan equivalentes (ver Terorema en la clase de los espacios
métricos y separables. Para puntualizar ideas, exponemos brevemente el significado
de estos conceptos, incluimos algunos ejemplos y demostramos algunos resultados
interesantes.

En el tercer capitulo construimos una ultramétrica en el espacio de Baire B;; tam-
bién construimos otro espacio ultramétrico By, homeomorfo a él, que utilizaremos
para demostrar que el espacio de Baire es homeomorfo al subespacio P de R, que
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consiste de los ntimeros irracionales. En este capitulo damos algunas propiedades
de las ultramétricas junto con un par de ejemplos de espacios ultramétricos, los
cuales son muy interesantes. Uno de ellos, el de la métrica p-adica sobre los niimeros
racionales Q, muestra que las ultramétricas aparecen de manera natural en la teoria
de valuaciéon. Sin embargo, esta métrica p-adica no induce la topologia usual sobre
Q (ver [2]). En cambio el otro ejemplo de ultramétrica en Q si induce la topologia
usual sobre Q. Esta basado en la construccién de una sucesién de cubiertas del es-
pacio Q que satisfacen ciertas propiedades (ver [13]). Para mayor generalidad, en
este capitulo demostramos el Teorema de J. de Groot (Teorema que caracte-
riza a los espacios métricos (X, d) que son ultrametrizables con una ultramétrica ¢,
topoldgicamente equivalente a la métrica d.

En el cuarto capitulo hacemos con el espacio métrico de los niimeros irracionales
P algo andlogo a lo hecho con Q en el capitulo 3: generar una ultramétrica sobre
P que inducird la topologia usual en P, construyendo una sucesion de cubiertas
de P que satisface las propiedades que senala el Teorema de de Groot, pero ahora
usando fracciones continuas. Esto nos permitira definir un homeomorfismo explicito
entre Py By (Terorema y por tanto que B; y P son homeomorfos. Probaremos
también el Teorema de Sierpinski que senala que el espacio P es el espacio universal
de la clase de todos espacios métricos separables y cero dimensionales (Teorema.

Hemos tratado de cuidar la redaccion de este trabajo de forma tal que, en térmi-
nos generales, sea autocontenido para que cualquier estudiante de la licenciatura en
matematicas pueda empezar su lectura en cualquier capitulo.

Destacamos enfaticamente que en esta tesis no hemos hecho ningin resultado inédi-
to. Este trabajo ha sido motivado en unas interesantes notas del ano 1996 [14]y un
lindo articulo publicado en 1975 por Jerry E. Vaughan [13].

Enrique Campos Morales

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas
B. Universidad Auténoma de Puebla
Otono de 2013
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Notacion

Adoptaremos la siguiente notacion:

R denota el conjunto de los niimeros reales.

P denota el conjunto de los niimeros irracionales.

Q denota el conjunto de los niimeros racionales.

7, denota el conjunto de todos los niimeros enteros.

N denota el conjunto de los niimeros enteros positivos.

w denota el primer ordinal numerable
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Capitulo 1

IRRACIONALES Y
FRACCIONES CONTINUAS

1.1. Resena historica

Las fracciones continuas tienen sus primeros antecedentes en los trabajos de Eu-
clides, dado que el algoritmo para hallar el maximo comun divisor entre dos enteros
provee un método para hallar una fraccién continua. Posteriormente, en el siglo XVI
se pueden mencionar los resultados de Bombelli y Cataldi quienes las emplean para
encontrar aproximaciones de raices cuadradas. John Wallis en su obra La aritmética
de los infinitesimales presenta una pequena teoria acerca de las fracciones continuas.
En los trabajos realizados por Leonhard Euler, se encuentra una sistematizacién de
la teoria de las fracciones continuas y, entre lineas, se puede intuir en un sentido
actual una construccion de los reales en términos de fracciones continuas.

El aporte de Euclides al desarrollo de las fracciones continuas se da en dos instan-
cias, producto de la separacién que establece para las magnitudes y los ntimeros.
La primera tiene que ver con las magnitudes, en los libros V, VI y X. La segunda
instancia, corresponde a los libros VII, VIII y XI, con la teoria de nimeros. El al-
goritmo de Euclides, desarrollado en los Elementos, para hallar el maximo comun
divisor entre dos niimeros enteros, es un método que permite también encontrar la
fracciéon continua de un ntimero racional. Este algoritmo se presenta en el libro VII
de los Elementos a través de las siguientes proposiciones:

Proposicién VII. 1: Dados dos numeros desiguales y restandose sucesivamente el
menor del mayor, si el que queda no mide nunca al anterior hasta que quede la
unidad, los niimeros iniciales seran primos entre si.

Proposicién VII. 2: Dados dos ntimeros no primos entre si, hallar su medida comun
maxima.

En esta proposicion Euclides ofrece un método eficaz para hallar la medida comun
méxima de dos niimeros por el método de sustraccién reciproca sucesiva (antiphaere-
sis). La version modernizada de este procedimiento aproxima la aritmética de Eu-



clides a la aritmética de fracciones y se da en términos no ya de sustraccién sino de
division: mediante el algoritmo de la division.

Las siguientes proposiciones del libro X, expresan la antiphaeresis, en la version para
magnitudes de las proposiciones anteriores.

Proposicién X. 1: Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una
(magnitud) mayor que su mitad, y de la que queda, una magnitud mayor que su
mitad y asi sucesivamente, quedara una magnitud que serd menor que la magnitud
menor dada.

Proposicién X. 2: Si al restar continua y sucesivamente la menor de la mayor de dos
magnitudes desiguales, la restante nunca mide a la anterior, las magnitudes seran
inconmensurables.

Se dice que dos segmentos AB y C'D son conmensurables, si existe un segmento
EF que cabe un ntimero entero de veces en AB y un ntmero entero de veces en
CD, es decir, si las longitudes de los segmentos AB, CD y EF son a, by ¢ respecti-
vamente, entonces existen nimeros naturales m y n tales que a = mc y b = nc. Los
segmentos AB y C'D son inconmensurables, si no son conmensurables.

Cabe mencionar que la antiphaeresis expresada en la proposicion X. 2 es una
copia del algoritmo de Euclides de la proposicion del libro VII que ya conocian los
Pitagéricos. En efecto, desde antes de los primeros filosofos griegos, en las grandes
civilizaciones antiguas como Egipto, Mesopotamia, India y China, se median los
segmentos usando el método de sustracciones sucesivas (llamado antiphaeresis por
los griegos).

Por ejemplo dados los segmentos AB y CD, de magnitudes ABy C'D con AB > CD,
para medir AB usando como unidad C'D, se procede asi:
Por el método de antiphaeresis se vefa cudntas veces cabe el segmento C'D en el

segmento AB.
antiphaeresis

A B

L J

C D

L J

En nuestro ejemplo, el segmento C'D cabe tres veces en el segmento AB y sobra
un segmeto F B mas pequeno que C'D.

A E B

L 1 1 1 J

C D

L J

En numeros

AB=3CD+ EB, con 0 < EB < CD.



Luego se ve cudntas veces cabe el segmento EB en el segmento C'D

C F D

E B

La figura muestra que el segmento EB cabe una vez en el segmeto C'D y sobra

un segmento F'D menor que el segmento EB.
Asi

CD=FEB+FD,con0< FD < EB

En el siguiente paso se ve cuantas veces cabe el segmento F'D en el segmento E'B

E B
F D

Cabe dos veces y sobra un segmento tan pequeno que, si los fines de la medicién
son de indole practico se puede despreciar. También si el segmento es tan pequeno
que los instrumentos de medicion ya no lo perciben.

Por lo cual

EB =2FD.

Asi en la practica se ha hallado un segmento F'D que cabe un nimero entero de
veces en AB y un nimero entero de veces en C'D

A F D B

L 1 1 1 1 1 1 1 1 J

Y por consiguiente

EB =2FD
CD =EB+FD=2FD+ FD =3FD
AB =3CD + EB = 3(3FD) + 2FD = 11FD

Como los Pitagéricos ya habian demostrado que el algoritmo de Euclides (aunque
Euclides fue posterior, se llama “de Euclides” porque se conocié a través de los
Elementos) siempre termina y por tanto siempre existe un divisor comun de dos
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nimeros naturales dados, esto les llevo a pensar que la antiphaeresis terminaba, es
decir, que dados dos segmentos cualesquiera siempre existe otro segmento que cabe
un numero entero de veces en uno y un nimero de veces en el otro, es decir, que
cualesquiera dos segmentos son conmensurables, lo que equivale a decir en lenguaje
moderno, que la razén o cociente de cualesquiera dos longitudes siempre es racional.
En nuestro ejemplo:

AB 11FD 11

CD 3FD 3

Pero segiin cuenta la leyenda, Hipaso de Metaponto, un pitagoérico que flore-

ci6 100 anos después que Pitdgoras (aproximadamente alrededor del 450 a. de C.)
fue el culpable (si se me permite utilizar este calificativo) de desmentir esta con-
jetura. Al parecer Hipaso se planted el problema tedrico y no préactico de medir la
diagonal de un pentdgono utilizando el lado como unidad de medida. Por plantear
el problema de la forma més simple posible, tomemos un pentagono regular de lado
[. Mirando la hermosa estrella pentagonal que servia de simbolo a La Hermandad
Pitagoérica la pregunta que segtin parece se realizé Hipaso de Metaponto fue: jcuanto
mide la diagonal de un pentagono regular usando como unidad su lado?

A

dy

Teniendo en cuenta la condicién de Pitagorico de Hipaso, es posible que él mismo
esperara que la medida de esta diagonal pudiera expresarse como un nimero natural
o una fraccion, pero en realidad no fue asi. Hipaso se dio cuenta de que esta medida
no podia expresarse ni como un numero natural ni como una fraccién formada por
nimeros naturales. Interpretemos, en un lenguaje moderno, lo que pudo haber hecho
Hipaso.



Sean [ el lado del pentdgono regular y d la diagonal del mismo.

Pongamos [ = [y y d = d; y notemos que
di=1l1+dy con dy <l
li=dy+1la con Iy <d, (1)
dg = lg + d3 con d3 < lg
lb=ds+ 13 con I3 <d;

Como se ve la antiphaeresis nunca acaba en este caso. Lo que demostraba esto,
segun los sacerdotes Pitagoricos, es que la antiphaeresis no servia para medir la di-
agonal de un pentagono regular utilizando el lado como unidad de medida, pero no
que no pudiera hacerse por otro método. Empero, Hipaso, como el gran matematico
y sabio que era, les respondié: “No su insolencia, perdén su excelencia; supongamos
que existe u tal que d; = myu y l; = nju donde m; y n; son nimeros naturales,
I < dy 1mphca ny < mp’.

Entonces
dy = dy — Iy = mqu — nqu = (my — ny)u = mau,
para algin nimero natural msq, con ms < myy ms < nj.

lo =13 —dy = nqu — mou = (N — Mmay)u = nau,
para algtin niimero natural ns, con ny < ny y ng < ms.

ds = dy — ly = mou — nou = (Mg — ny)u = Mmau,
para algiin niimero natural mg, con mz < msg y ms < ns.

d,, = m,u

De donde

My > My > Mg > -+ > My > Mg > -

“Ahora digame usted su senoria jes posible que exista una sucesion decreciente de
nimeros naturales que nunca termine?”. Esto llend de encono y rabia a los sumos
sacerdotes diciéndose para sus adentros -jmaldito, traidor, hereje!- y motivé el ase-
sinato del excelso Hipaso de Metaponto.

Se cree que asi surgié el primer nimero irracional (ver [15]). Los Pitagéricos
tenian la firme creencia de que todo el Universo podia ser explicado con nimeros.
Pero, jcon qué nimeros? Pues con nimeros naturales, esto es, 1,2,3,..., y con las
fracciones que pueden formarse con ellos, es decir, con niimeros racionales. En cierto
modo puede ser una creencia licita y hasta cierto punto razonable (recordemos que
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estamos en la antigua Grecia) y por eso el descubrimiento de Hipaso significé una
terrible crisis matematica (de hecho, filoséfica).

Al menos esto cuenta la leyenda, que Hipaso fue el descubridor de este hecho.
Lo que parece mas cercano a la realidad fue que el propio Hipaso comunicé este des-
cubrimiento fuera de la comunidad Pitagorica y esto fue lo que significé el final de
Hipaso. Segun algunas fuentes, los Pitagéricos lo arrojaron al mar por revelar fuera
de la secta esta catastrofe pitagdrica, aunque otras aseguran que lo que hicieron los
Pitagéricos fue organizar un simulacro de funeral, con tumba incluida, que simbo-
lizaba que para ellos Hipaso habia muerto. Hasta se comenta que Hipaso podria
haberse suicidado (hecho que podria cuadrar con la hip6tesis del funeral simulado).
Sea como fuere, la raiz de la muerte de Hipaso, ya fuera ideoldgica o real, fue esa
diagonal del pentdgono regular, ese nimero irracional, esa hecatombe Pitagérica
(;como se iba a poder explicar el Universo con nimeros naturales y fracciones si ni
siquiera puede medirse la diagonal de un pentagono regular con ellos?).

Para nosotros en estos tiempos en que manejamos los nimeros reales y toda su
algebra, no es diicil demostrar que son equivalentes el que cualesquiera dos segmen-
tos sean conmensurables y el que el cociente de cualesquiera dos longitudes sea un
numero racional. Por eso, lo que demostré Hipaso, traducido al lenguaje moderno,
fue que existian nimeros irracionales. Si aceptamos la hipotesis de que el descubri-
miento de Hipaso fue hecho en el pentdgono, entonces podemos preguntarnos: ;cudl
es ese primer nimero irracional que descubrié Hipaso?. Ahora sabemos que esta
diagonal mide ¢ veces la longitud del lado, donde ¢ es el famoso nimero de oro o
también llamado niimero dorado. Podemos ensayar una demostraciéon de este hecho,
a partir de lo realizado por Hipaso. Este ensayo es nuestro, por supuesto, porque no
hubiera sido posible que Hipaso continuara con estas reflexiones, no porque perecio,
sino por el lenguaje y el manejo de los nimeros involucrados en el proceso, que nos
llevara a las fracciones continuas.

Partiendo de las igualdades (1) tenemos:

dy =1 + dy,

’

asl

d, ds 1
Mg 2
T R A

Similarmente,



L =dy+1 R
1 2+l vy d, d, d
lo
d 1
dy=1ly+d3 y l_2:1+l3_1+37
2 2 b2
ds
! ! 1
l=ds+13 y d—i:1+d—i:1+d—3,

Notamos pues que este proceso se sigue indefinidamente. Obtenemos asi la que
seria la primera fraccion continua si Hipaso hubiera podido continuar con sus inves-

tigaciones del modo como nosotros estamos procediendo:

d d 1 1
a; &
ly
1
1+E
ds
1
1+ 1
1
L+ o
3
l3
- +1+ !
1
1+ —



. Quién es este nimero? Podemos aproximarnos por medio de la suiguiente suce-

si6én de numeros racionales:

2 1 3
1, 1—|——:I, 1—|——1_§
1 _
+1
1 5 1 8 1 13
1 =— 1 =— 1 ==
[T . v ! 5
1 1 1
1 1
1+I 1+ —
1+ -
1 21 1 34
1 — 1 _o*
+ 1 13’ + 1 21’
1+ 1 1+ i
1 1 1 1
+1—1 +1 I
T T
1+ - 1+ —
1 _
+1

Jn+1 .
"~ de los términos

Observemos que esta sucesion es la sucesion de cocientes

n
consecutivos de la sucesion de Fibonacci fy, f1, f2, f3,... que es la célebre sucesion
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ... que se define recursivamente de la suguiente manera :

fo=1
fn = fl =1
fn+1 = fn—l _'_fn si. n>1
En célculo se demuestra que si
n—oo fn
entonces [ satisface la ecuacion
P=1+1,
puesto que
fn+1 fnfl + fn fnfl 1
= — Dl —— v )
In In fn In
fn—l



y como

lfm Jni [ = lim Jn
n—o00 fn n—oo fnfl

tomando limite en (2) obtenemos

1
l=-+1
l+
es decir,
P=1+1.

resolviendo esta ecuacién obtenemos la raiz positiva

145
2

l

que es el nimero ¢. por lo tanto nuestro niimero

1
1

1

14+ —

1+

1+

es el nimero ¢ =

7 .
Una forma geométrica de obtener este mismo resultado es regresando al pentagono
de Hipaso. Alli observamos que AABC ~ AAB'C" y por lo tanto

AB BC
AB'~ BC'
0 sea y l
Como dy = dy + l1, entonces ; ;
1 2
non !
y por lo tanto
d_ 1 .,
ll l_l '
do
entonces, .
A= " + 1.



1+ v/5
Y obtenemos de nuevo la ecuacién A2 = A+ 1. y a su rafz positiva \ = %\/— = ¢.

. Por qué este niimero ¢ es irracional? Una respuesta posible es: porque expresado en
fraccion continua nunca termina. En efecto, como veremos en la seccion siguiente,
un nuimero es racional si y solo si su fraccién continua es finita.

1.2. Fracciones continuas

Definicién 1.1. Una expresion de la siguiente forma se llama fraccion continua

ap + ! 1 (3)
a + 1
ag + 1
(134‘. )
an—l'f‘;

donde ag € Z y F = {a1, a9, ...,an_2,a,_1} U{x} es tal que, a; € N para 1 <i<ny
x un numero real positivo. La fraccion continua (3) se denota por [ag, ay -+ , Gp_1,x].
Si F =0 la fraccion continua (3) se denota por [ag).

Observaciones. Dada la fraccién continua [ag, aq - -+ , ap—1, x| se tiene:
(7) Siel ultimo término x en [ag, - - - , a,—1, x] s un entero positivo z = a,,, entonces:
(a) el ntmero [ag, - ,a,| es nimero racional.
1
(b) lag, -+ ,an] =ap+ ———
for, s an]
(#1) Para todo ntimero z > 0, [ag, -+, ap_1,2] = [ag,*+ , @p_1 + =]

La proposicién inversa de la observacién (i) dice que todo nimero racional se
puede expresar como una fraccién continua finita [ag, - - - , a,], donde ag € Z, a; € N
1 <7 < n. A continuacién trataremos de demostrar tal cosa. La fraccion continua
de un nimero racional se puede encontrar utilizando el algoritmo de la divisién:

Teorema 1.2. (de la division). Para cualesquiera dos enteros a yb conb > 0 existen
enteros q (el cociente) y r (el residuo) tales que a = bq +r, donde 0 < r < b.

Demostracion. Existencia de ¢ y r. Bastaria tomar ¢ como un niimero entero
tal que bg sea el mayor de los miltiplos de b menores o iguales que a, es decir tal
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que bg < a. (¢ = [¢] la parte entera de %, es decir, g = min {p € Z :p < §})

Una vez obtenido el cociente ¢, podemos calcular el resto r sin mas que hacer
r=a—bq

Por otra parte, si bg < a, entonces el siguiente multiplo de ¢, b(q + 1), seré estricta-
mente mayor que a, es decir,

bg <a<blg+1)

Entonces,
bg<a<blg+1l)=0bg—bg<a—bg<blg+1)—10q

=0<a—-0bg<b
0<r<bd
Asi pues, existen ¢ y r, enteros tales que

a=0bg+r, donde 0<r<b

Unicidad de ¢ y r:
Supongamos que no son unicos, es decir, supongamos que existen 1y, 72, ¢1 Y 2,
enteros tales que verifican el teorema, o sea,

a=>bg +ry, donde 0<ri<b

a=bgy + 1y, donde 0<1ry<b

Entonces,

bgi + 11 =0bg2 + 12 = b(q1 — q2) =712 — 711 = blgn — 2| = |r2 — 1

y al ser
0<r,m< b
sera,
0<|ro—r| <b
luego,
blgy — @ = [ro — 11| y |ro—ri| <D
implica,

y al ser b > 0 , tendremos que
L—|q—qf >0

11



de donde sigue que
0<|g—qf <1

y como ¢; y g2 son enteros, tendra que ser
g1 —q2| =0
por tanto,
q1 = g2

de donde se sigue también que
r =79

O
Dados dos enteros positivos a, b, con a < b, aplicando repetidamente el algoritmo

de la divisién, obtenemos una sucesién de igualdades de la siguiente manera (en el
que escribimos b = ry para facilitar la notacién)

a="1oqo+ 11, donde 0 <1ry <rg

ro =11q1 + 19, donde 0 < ry <1y

r1 =17T9qs + 13, donde 0 <rs3 <71y

Tn—2 = Tn—1qn—1 + T, donde 0 <1, <7,

Puesto que los (r;) forman una sucesién decreciente de enteros no negativos,
este proceso finalizard en un numero finito de pasos. Es decir existe algin entero
n tal que r, = 0. Si s6lo quisiéramos obtener el maximo comun divisor de a y de
b, bastaria con tomar como tal, el ultimo residuo distinto de cero, es decir, r,_1.
Este es el Algotitmo de Euclides. Pero por ahora nuestro intéres es que podamos ex-

a
traer la fraccion continua de 7 a partir del conjunto de igualdades que ya obtuvimos.

Para ver ésto, escribimos la familia de desigualdades como sigue.

a a r
= —=q +—
,

b To 0
To T2 ™ 1
—_— = ql —|— _— 0 —_— = o
T Ty To g1+

12



De aqui:

¢+ T

Gn—1 + —

n

.a
Es decir,

b [90,q1** ,Gn-1,qn). En resumen hemos demostrado el siguiente

teorema:

Teorema 1.3. Cualquier numero racional puede representarse como una fraccion

continua finita. Inversamente, toda fraccion continua finita es un nidmero racional.

Entonces cada vez que podamos expresar un nimero real x mediante una “frac-

cién continua que no termina” como ha sucedido con la razén entre la diagonal y el
lado de un pentagono regular, podemos asegurar que dicho ntimero z es irracional.
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En el capitulo 4 demostraremos que, para todo nimero irracional x existen ag € Z
y una sucesién ag, ay, ..., a, de nimeros naturales tales que lim [ag, ay, ..., a,] = .
n—oo

Podré entonces expresarse x como la fracciéon continua infinita [ag, a1, ..., @y, ...].

Proposicién 1.4. Para cadan € w : P(n), donde P(n) es la proposicion:
para toda (ag,ay, ..., a,) € Z x N*"*1 vy para cada x, y € R. Si 0 < x < y entonces

((l) [a07a17"' 7a'2n7y] < [a()aal?"' 7a2n)x]'
(b) [ag, a1, aon41, 2] < [ag, a1, -+, Gony1, Y]

Demostracion. Haremos la demostracién por induccion sobre n.
P(0) : para cada (ag,a1) € Z x N?O+1 y para toda z, y € R, tales que 0 < < ,
entonces

(a) [ao,y] < [ag,z] y (b) [ag,a1,x] < |ag, a1,y

La cual es verdadera pues, dados ag € Z, a; € Ny z, y € R tales que 0 < z < y,
implica

1 1
—_ < _’
Yy T
por lo que
1 1
ag+— < ag+ —,
Y T
es decir

a0, y] < lao, x].

Esto demuestra (a). Como z, y € R son arbitrarios, se ha demostrado que para
cualesquiera z, y € R, si x < y, entonces [ag, y] < [ag, z]. En particular puesto que

1 1
a +—<a;+ —,
Y T
es decir

1 1
[ag, a1 + =] < [ag, a1 + -],
x )

pero esto es

lag, a1, x] < [ag, a1,y

Y se cumple (b). Asi P(0) es verdadera.
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Supongamos que P(n) es verdadera. Demostraremos que P(n + 1) también es
verdadera, es decir:
P(n+1) : para toda (ao, a1, ..., Gon+2, Go(ni1)+1) € Z X N2 4D+ v para cada z, y € R.
Si 0 < x <y, entonces

(a) [CL(], A1y -5 A2(n+1)s y] < [CL(), A1y -5 A2(n+1), $]
(b) [ao, a1, "-7@2(n+1)+17$] < [ag, a1, ---,Cl2(n+1)+1,y]-

Fijemos (ag, @y, ..., Gonio, onys) € ZXN?" T3y y € R tales que 0 < z < y, tenemos

1
Qopyo + — < Qopyo+ — Y Qopy3z + — < Q243+ —.
Yy T Yy T

Por hipétesis de induccion
lag, a1, -+, Gony1, 2] < [ag, a1, -+, Gang1, Yl

se cumple, por lo que

[@0, a1, A2p41, A2py2 T g;] < [Clo, a1, Aony1, A2nt2 1 5]7
es decir,

[ao,al, s >a2n+1;a2n+27y] < [a07a1> s ,&2n+1,a2n+2733] (1)
Ahora veamos que

lag, ay, ..., asnis, | < [ag,a, ..., asnis, Yl

Usando (1) tenemos

lag, ay, - -, Gony1, Gons2, G2ngs + i] < lag, a1, , agnt1, Gont2, G2ngs + i]
Por lo tanto
[Go, A1,y A2p41, A2n42, A2n 43, iU] < [ao, a1, -, A2n41, A2n42, A2+ 3, y]-
Esto demuestra que P(n + 1) es verdadera. a

Corolario 1.5. Para cadan € w : P(n), donde
P(n) : para toda (ag,ai, ...,a,) € Z x N>y para cada k € N tenemos
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(a) lag,a1,- -+ ,aon, k+ 1] < ag,a1, -, a2, k] y

(b) lag, a1, ,aon41, k] <lag, a1, , a1,k +1].

Demostracién. Basta con hacer v =k y y = k + 1 en la proposicién [1.4}

Proposicién 1.6. Para cada n € w : P(n), donde

P(n) : para toda (ag, ay, ..., a,) € ZXN" y para cada k € N la sucesion {[ag, a1, - - -

k € N} converge a |ag,ay, -+ ,ay).

Demostracion. Haremos la demostracién por induccion sobre n.
P(0) : para toda (ag) € Z x N° y para cada k € N tenemos que

lim [ag, k] = [ao)-
k—o0

1
La cual es claramente cierta pues kh'm — = 0. Esto demuestra P(0).
— 00

O

s K]

Supongamos que P(n) es verdadera. Demostraremos que P(n + 1) también es

verdadera. Sea
n+1
(ao,al,...,anH) €eZxN ,

por demostrar que

lim [ag, a, ..., @pi1, k] = [ag, ay, ..., Gpi1]-
k—o00

Notemos que
1

[al, ceey A1, ]i]] '

[ao, Aty ...y Any1, k] = ag +
Pero
n
(al,aQ, vy Ay 1, k’) €Z xN ,
por hipdtesis de induccién

lim [ay, ag, ..., api1, k] = [a1, ag, ..., api1]-
k—o00

Luego
1

[al, ceey A1, k] .

[ao,al, ...,Gn+1,k] = Qo +

Por lo tanto

1
lim [ag, ay, ..., apy1, k] = lim ag + lim =
k—o00 k—o0 k—ro0 [al, g,y ..., Apit, /{J]

] = [al,ag, ...,(ln+1].

Asi P(n + 1) es verdadera.
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Proposicién 1.7. Para toda n € w: P(n), donde
P(n): para cualquier (ag,ai,...,as,11) € Z x N*""' 9 para cada z, y € R. Si
1 <z <y, entonces

y—x
(a) [&0,&17 aa'2n7x] [a0>a17 7a2n7y] = 2y m
y—x
b a1 —_ LA, Aopgd, < —
( ) [aﬂaalv y A2n+1 3/] [ao ay A2p+1 fl‘] 2y +2n+1

Demostracion. Haremos la demostracién por induccion sobre n.
P(0) : para cada (ag,a1) € Z x Ny para cada z, y € R tales que 1 < z < y, entonces
Yy—T Yy—T

b _ _ |
Ty ) ( ) [aoaalvy] [aO,al,l'] xy_’_ 1

(a) [ao, z] — [ao, y] =

Sean (ap,a1) € Zx Ny z, y€Rtalesque 1l <z <y.
Lo cual implica

1 1 1 1
- <=-y a1 t-<a + -
Yy x Y T
Asi ' ) L
y—x
[ag, 2] — [ag,y] =ap+——ay——=——— = (1)
z y x oy Ty
Por otro lado
1
[ao’al’y] - [a07a17$] = [aoaa'l + ;] - [a0aa1 + E]
Por (1)
1
a1+_—CL1——

2 1 1 1 S
aq +(Z1(E+§)+x—y Iy+1

La ultima desigualdad es valida porque a; > 1 implica a1? > 1y ay(y + ) > 1,
1

<
a*ry+a(y+a)+1  xy+1

por lo que . Hemos demostrado P(0).

Supongamos que P(n) es verdadera. Veamos que P(n+ 1) también lo es, es decir
P(n + 1): para cualquier (ag, @y, ..., Gony2, Gami1y+1) € Z x NC+L v para cada z,

17



y€R. Sil <z <y, entonces
y—
xy +2(n+1)

y—x
zy+2n+1)+1

(a) [ao,a1,--- , Gany1, Qo(n1), T) — [G0, 1, - -+, Q2ng1, Qo(nr1), Y) <

(b) [ao, a1, ; aznyo, A2(n+1)+15 yl—lag, a1, -+, agni2, &2(n+1)+1,$] <

Sean (ag, ay, ..., aone3) € Z x N> y x4y € R. tales que 1 < z < y. Se infiere

1
que agpi2 + — < Q2pi2 + — Y Q2py3 + — < Q2p43 + —.
Yy x Yy x

Notemos que

[0’07 Ay, ,A2n+1, a2n+27x] = [a07 Q1,5 A2n+1, A2n42 =+ E]
y
1
[a07 Q1,5 A2n41, a2n+27y] = [a07 Ay, A2p41, A2p+2 + ;]

Por hipotesis de induccion se deduce que

[(IO, Q1,5 Aop41, A2n4-2, 37] - [a07 Q1,5 Aoan41, A2n4-2, y] =
1 1
lag, a1, -, Qony1, Qonta + ;] — lag, a1, -+, Gont1, Qonyo + g] <

(azni2 + %) — (agni2 + i) _
= (agnt2 + ;;/)(a2n+2 +3)+2n+1 B

1 1
Qopyo + — — Qopyo — —
y x

1 1
(agny2 + ;)(a2n+2 + ;) +2n+1

y—a L _y-=a
43,490y + Qoo (x+y) + 2n+ Dzy ~ zy+2n+2°

La tltima desigualdad se sigue de que a3, 42 > 1y agnia(y+ ) > 1, por lo que
A3 inY + A2nio(y +2) + (2n+ Doy > zy + 1+ (2n + 1);
asi

1 1
< .
A5 i2®Y + Q2ni2(y + ) + 20+ Dzy 2y +2n+2
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Por lo tanto

y—x
e n+1, n+2; — P P n+1, U2n+2, S T a_. . o 2).
[a07a17 y A2n+1, Q2n+2 95] [CLO ay A2n+1, A2n4-2 y] 2y +2n + 2 ( )
Ahora consideremos
[a07 ai, -, 2p+2, A2n+3, y] - [a0> ai, -, 02p42, A2n+3, :C] -
[ag, a1, , A2ny2, Aoty + g] — [ag, a1, -+, Qony2, Gongs + ;]
Por (2) obtenemos
1 1
[@0, ai, -+ ,0a2p42, Q243 T ;] - [@0, ai, -+ ,a2p42, Q243 1 E] <
(a2nys + %) — (agnys + i) B
= (agn+s + ;;/)(a2n+3 + 1)+ 2n+2 B
1 1
A2p 43+ — — Q2p43 — —
_ Y x _
— 1 1 —
(a2n+3 + —)(a2n+3 + —) +2n + 2
T Yy
y—x < y—x

N a3, 3%y + Gony3(z +y) + (2n+2)zy ~ xy+2n+3

Esto tltimo dado que a3, 5 > 1y as,i2(y + ) > 1, por lo que
A3 0Ty + Qopio(y + ) + (20 + 2)xy > 2y + 1 + (20 + 2);

de donde
1 _ 1
a3, 3%y + Qony3(y +2) + 2n+2)zy  xy+2n+3°

Por consiguiente

y—x

[ao7a1, ce 7a2n+27a2n+37y] - [a07a17 te 7a2n+27a2n+37x] <——F.
xy +2n+3

Hemos demostrado que P(n + 1) es verdadera. a

Terminamos este capitulo con una proposicion que sera muy ttil en el capitulo
4. Antes dos lemas.

Lema 1.8. Seann e N, x € P, a9 € Z y a4, ...,a, € N. Entonces son equivalentes:
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(a) (n esparylag, a1, ,an_1,0,] < x < [ag,a1, -+ ,ay_1,a, +1])
0
(n es impar y lag, a1, -+ ,an_1,a, + 1] < x < [ag,a1, - ,an_1,a,))

(®) (- (((x—ao)™ —a)) ™ —az) ™ =+ —an1)" —an €(0,1)

Demostracion. Demostraremos por induccion matematica sobre n que para ca-
dan € N, P(n) es verdadera, donde P(n) es la proposicién siguiente:
P(n) : para cualesquiera x € P, ag € Z y ay, ..., a, € N, se tiene (a) si y sélo si (b).

Asi, P(1) es la proposicién P(1) : Para cualesquiera z € P, ag € Z y a; € N, se
tiene (a) [ag,a; + 1] < x < [ag,a1] y (b) (x — ag) ™' — a;.
La equivalencia de ambos casos se cumple para cualesquiera x € P, ag € Z 'y a1 € N,
ya que :

0< —a; <1,
r — Qo
de donde
a < <CL1—|—1,
T — Qo
por lo que
1 - - 1
T —a —
a1—|—1 0 aq

y puesto que z ¢ Q tenemos que [ag, a; + 1] < x < [ag, a1].
Ahora supongamos que n € N y que se cumple P(n). Demostraremos que es ver-
dadera P(n +1).

Sean x € P, ag € Z vy aq, ..., a,41 € N. S6lo demostraremos que si n + 1 es par,
entonces :

[CLO)a/h crr, Ap—1, an-i—l] <zr< [a07a17 -1, 0n41 + 1]
si y sélo si
(- (((z—ap)t—a) P —ag) ™t = —a,) "t —an € (0,1).

El caso en el que n + 1 es impar es completamente analogo.

Para cada j € {1,2,...,n+ 1}, b;_1 = a;. Se tiene :

[aoaah T 7&n7&n+1] <r< [Go,al, crty Qpy Apyd + 1]

Si y sélo si
1 1
ap + <z <ag+

[aha?v oy Qpy Apyd [a17a2a Tt Qpy Gpyl + 1]

Si y sélo si
1 1
<Tr—ag <
[ar, ag, -+ Gy, Gnga lay, ag, -+, Gy, Gpgq + 1]
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Si y sélo si

1

T — Qo

[a17a27' o aa'nuan-l-l] < < [a’17a27' © Oy Qpy1 + 1]
Si y sélo si

[bOa b17 Ty bna bn+1] <

< [bo,bl, s ,bn,bn_H + 1]
T — Qo

Como n es impar por hipotesis de induccion aplicada al irracional

y
T — Qo

bo, ..., b, € N, esta ultima proposicion equivale a

(- (((@—ap) ™ =bg) " —b) = —by1) "t = by, €(0,1),

que es lo mismo que :

(o (((w—apg) ™ —a) T —ax) Tt = —an) Tt = an € (0,1).

1 - <1
x f—
kE+1 k

Lema 1.9. Para cada x € (0,1) NP existe k € N tal que

1
Demostracién. Sean z € (0,1) NPy k = [1] la parte entera de —.

x
1
Como 0 < x < 1, entonces 1 < —, de donde k > 1, asi k € N.
x
Ad ’k<1<k+1' li ! <<1
emas — implica < -
x P k+1 k
Proposicién 1.10. Seann € N, ay,...,a, € N yx € P. Entonces
(1) Sin esparylag, a1, ,an_1,0,] < x < [ag,as, -+ ,ap_1,a, + 1]
entonces existe k € N tal que
[a07a17' o aan—laanak+ ]-] <z < [a07a17 e 7an—17an7k]
(2) Sin esimpar vy [ag, a1, - ,an_1,0, + 1] <z <[ag,as, -, a1, a]
entonces existe k € N tal que
[aﬂ)alv'” 7an—17an7k] <z < [a07a17'” 7an—17an7k+ ]-]

Demostracién. Sélo demostraremos (1) porque la prueba de (2) es andloga.

Supongamos que n es par y que
lag, a1, -+, an_1,a,] <z < [ag, a1, ,an_1,a, + 1]. Entonces por el Lema [1.§]

(- (((x—ap) ™ —a) ' —ap) = —an1) T —ay €(0,1).
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Por el lema [1.9] existe k£ € N tal que

< G a) a) —a) — —a) T <
por lo tanto
k< (- (((z—a) ™ —a) ™ —ag) ™ = —ap 1)t —a) T <k
lo que implica que
0<((-((x—ap) ™t —a))t—ag) = —ap 1) —an) t—k<k+1

y nuevamente por Lema (1.8 esto equivale a

[G/Oval?”' 7an—17a/n7k+ 1] <z < [a07a17“' 7an—17an7k]
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Capitulo 2

ESPACIOS METRICOS Y
DIMENSION CERO

Suponemos familiaridad con la teoria basica de los espacios métricos y en par-
ticular con el espacio de los niimeros reales con la métrica usual. En este capitulo
daremos dos nociones de dimensién cero, que pueden definirse en la clase de espacios
topoldgicos, pero aqui lo haremos en la clase de los espacios métricos. Demostraremos
que estas nociones son equivalentes en la clase de los espacios métricos separables.

2.1. Definiciones basicas

En esta seccion introduciremos algo de notacion y unas pocas definiciones basicas
y recordaremos algunos teoremas que conciernen a los espacios métricos en general.

Definicién 2.1. Un par (X,d) se llama espacio métrico si X es un conjunto no
vacio y d es una métrica, es decir, una funcion d : X x X — [0,00) que satisface
las siguientes tres propiedades para toda x,y,z en X:

(1) d(z,y) =0 siy sdlo six=y.
(i) d(z,y) = d(y, ).

(1ii) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) (desigualdad del tridngulo).

Por ejemplo la funcién d : R x R — R, definida por d(z,y) = |x — y|, donde
para cada x € R |z| es el valor absoluto, de z € R, es una métrica en R, y es llamada
la métrica usual en R.

Definicién 2.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces:
Sixe X yr>0.
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(1) El conjunto
Nier) = {y € X - d(z.y) < )

se llama vecindad bdsica de x de radio r.

(i1) Un conjunto U C X se llama abierto si U es union de vecindades bdsicas, es
decir, para todo x € U existe r = r(x) > 0 tal que N(z,r) C U.

(i11) Un conjunto F' C X, se llama cerrado (en X ), si X \ F' es abierto en X.

(iv) Decimos que un conjunto A C X es ABC o cerrabierto si es abierto y cerrado
en X.

(v) El conjunto T4 := T(x,d) .= {U C X : U es abierto} se llama topologia de
(X,d), o topologia en X inducida por la métrica d.

Definicién 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Una familia B C T, se llama base
para la topologia T 4, si todo elemento de T4 es union de elementos de B.

Proposicién 2.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A es un conjunto abierto en X
y C es conjunto cerrado en X, entonces A\ C es un conjunto abierto en X y C'\ A
es un conjunto cerrado en X.

Demostracién. Supongamos que A es un conjunto abierto en X y C es un
conjunto cerrado en X. Veamos que A \ C' es un conjunto abierto en X. Notemos
que A\ C = AN (X \ C), como C es cerrado en X entonces X \ C' es abierto en
X, luego AN (X \ C) es abierto en X por ser interseccién de conjuntos abiertos;
asi A\ C es abierto en X.

Por otro lado C'\ A = CN (X \ A), como A es abierto en X, entonces X \ A es
cerrado en X, luego C'N (X \ A) es cerrado en X. Por lo tanto C'\ A es cerrado en
X. O

Definicién 2.5. Si (X,d) es un espacio métrico y Y C X, la métrica inducida
enY es d|(yxy). Asi (Y,d|(vxy)) es un espacio métrico y se llama un subespacio
métrico de (X, d).

Por ejemplo, el espacio métrico de los niimeros irracionales, IP con la métrica del
valor absoluto, restringida a P x P, es un subespacio métrico del espacio métrico
R con la métrica usual. De igual modo, el espacio métrico usual de los nimeros
racionales, Q, es un subespacio métrico de R. En ambos conjuntos P y Q existen
muchos conjuntos que son cerrabiertos; estos conjuntos juegan un papel muy impor-
tante en estos espacios.

Sean (X, d) un espacio métricoy Y C X. Siy € Y y r > 0, Ny(y,r) denota la
vecindad basica de y en el espacio (Y, d|yxy)) ¥ Nx(y,r) denota la vecindad bésica
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de y en X. Entonces Ny (y,7) = Nx(y,7)NY.

Maés atin, si BB es una base para la topologia T, de X, entonces Bly := {BNY :
B € B} es una base para la topologia Ty vy, De hecho, se tiene el siguiente
conocido resultado:

Proposicién 2.6. Sean (X, d) un espacio métrico y Y C X. Entonces, un conjunto
A CY es abierto en (Y,d|(yxy)) (respectivamente cerrado en (Y,d|y xy))) si,
y sdlo si existe un conjunto abierto (respectivamente cerrado) U € X tal que A =

uny.

Si ACY C X, entonces A puede ser abierto (o cerrado) en Y sin ser abierto (o
cerrado) en X.

Ejemplo 2.7. Sia,b € Q con a < b entonces A = (a,b) NP es ABC en P, pero no
es ni abierto ni cerrado en R.

Veamos que A es ABC en P. Notemos que (a,b) es abierto en R y que [a,b] es
cerrado en R. De donde A = (a,b) NP es abierto en Py [a,b] NP = (a,b) NP = A
es cerrado en IP. Ahora veamos que A no es abierto ni cerrado en R. Fijemos x € A;
si A fuera abierto en R, existiria un intervalo abierto, digamos (y — r,y + r), con
x € (y—r,y+r) C A; pero existe al menos un ¢ € Q tal que g € (y —r,y +7),
lo cual implica que (y — r,y +r) € A. De donde A no es abierto en R. Por ultimo,
supongamos que A es cerrado en R entonces R\ A = R\ [(a,b)NP] = [R\ (a, b)|UQ es
abierto en R. Fijemos r > 0 tal que (a—r,a+7r) C [R\(a,b)]UQy (a,a+r) C (a,b).
Seax € Pconz € (a,a+r). Es claro que x € [R\(a, b)]UQ pero también x € (a,b)NP
lo cual es imposible. Se infiere que R\ A no es abierto en R y por consiguiente A no
es cerrado en R

Definicién 2.8. Sea (X, d) un espacio métrico.

(1) Un conjunto D C X se llama denso en X si todo conjunto abierto no vacio de
X contiene un elemento de D.

(1) X es separable si X tiene un conjunto denso numerable.
(1i1) X es segundo numerable si tiene una base numerable.

(iv) X es de Lindeléf si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta nume-
rable.

Q es denso en R con la topologia usual. En efecto, sea A un conjunto abierto en
R; tenemos que QN A # (.
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R con la topologia usual es separable, pues QQ es un subconjunto denso numerable
de R.

R con la topologia usual es segundo numerable; basta considerar la familia
B ={(a,b) :a, b€ Q}, lacual es una base numerable para R.

R con la topologia usual es de Lindelof, como se deducira del lema [2.21]

Por las observaciones que hicimos después de la Definicién 2.5, la familia B =
{(a,b) NP :aybeQ,a< b} es base numerable para la topologia de P.

Lema 2.9. Si D es un conjunto denso numerable de un espacio métrico (X,d),
entonces B = {N(p,1/n) : p € D,n € N} es una base numerable para la topologia
Tq.

Demostracién. Sean A un conjunto abierto en X y x € A; existe r > 0 para

1
el cual N(z,r) C A. Tomemos n € N, tal que — < g N(z,1/n) es un conjunto
n

_ 1

abierto y como x € D, existe p tal que p € D N N(z,1/n). Asi d(x,p) < —,
n

por lo que z € N(p,1/n). Por otro lado p € D de donde N(p,1/n) € B. Resta

1
demostrar que N(p,1/n) C A. Sea z € N(p,1/n), entonces d(z,p) < —. De modo
n

que d(z,z) < d(z,p) +d(p,z) < 1 + ! < g + g, es decir, d(z,z) < r, esto implica
que z € N(z,r). Se deduce que an ]\?(p, 1/n) C N(x,r) C A. Esto demuestra que
B es una base para una topologia para 74 de X.

Ahora para cada d € D, sea B; = {N(d,1/m) : m € N}, entonces B = |J{Bqs:n €
D}. Por lo tanto B es unién numerable de conjuntos numerables. Hemos demostrado
que B es una base numerable para T 4. Por lo tanto X es segundo numerable. O

Proposicion 2.10. Un espacio métrico es separable si, y solo si es sequndo nume-
rable.

Demostracion. La necesidad es el lema anterior. Demostremos la suficiencia.
Supongamos que (X, d) tiene una base numerable, B = {B, : n € N}, para la
topologia en 74. Fijemos z,, € B,, para cada n € N. Consideremos D = {z,, : n € N};
D es numerable. Veamos que D es denso. Sean x € X y A un conjunto abierto para
el cual z € A; existe n € N tal que x € B,, C A, es decir existe z,, € B, tal que
x, € A. Como z, € D, tenemos que D N A # (). Hemos demostrado que X es
separable. O

El estudio de los niimeros irracionales implica la consideracién de espacios que
son idénticos en el sentido topolégico al espacio de los nimeros irracionales (por
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ejemplo, el espacio de Baire considerado en la préxima seccién). Recordamos el
concepto basico de homeomorfismo, que es la nocién precisa de idéntico en el sentido
topoldgico.

Definicién 2.11. Sean (X,d) y (Y,p) espacios métricos y f : (X,d) — (Y, p)
una funcién. Decimos que f es continua si f~1 (V) ={r € X : f(zx) € V} es un
conjunto abierto en X para cada conjunto abierto V C Y.

Definicién 2.12. Una funcion h : X — Y se llama homeomorfismo (entre dos
espacios métricos (X, d) (Y, p) ) si cumple :

(1) h es biyeccion
(17) h es continua
(ii7) h™' es continua

También decimos que X yY son homeomorfos o X es homeomorfo a'Y o
Y es homeomorfo a X si existe un homeomorfismo h: X — Y.

Ejemplo 2.13. Sean X = (a,b) Y = (¢,d) dos intervalos abiertos en R, con la
métrica usual, entonces X y'Y son homeomorfos

En efecto la funcién h : X — Y definida por h(z) = m(x — b) 4+ d para cada

r € X, donde m = ﬁ es un homeomorfismo.

Ejemplo 2.14. El espacio R es homeomorfo al intervalo abierto (—1,1) (y por tanto
R es homeomorfo a todo intervalo abierto por 2.13)

Sea h : R — (—1,1) definida por h(z) = Tipp Para cada x en R. Para de-
mostrar que h~! es continua, notemos que h~' : (=1,1) — R estd definida por

h=Y(z) = T Para cada x en (—1,1). Para una demostracion alternativa, usar la
funcion arctan z que manda a R sobre (57, 7).

Una propiedad se llama invariante bajo homeomorfismos o invariante topologica
si, para cualesquiera dos espacios homeomorfos, uno tiene la propiedad si, y sélo
si el otro también tiene dicha propiedad. Hablando intuitivamente, una propiedad
que puede establecerse en términos de conjuntos abiertos, sin mencionar la métrica,
es un invariante topologico. Dos invariantes topoldgicos son: la compacidad y la
separabilidad. Un ejemplo de una propiedad que no es un invariante topoldgico es
la acotacién, pues (—1,1) y R son homeomorfos, pero sélo uno es acotado.

Definicién 2.15. Si X es un conjunto @ y 1 son métricas en X, decimos que p y v
son topoldgicamente equivalentes si T, = T, en otras palabras, si la funcion
identidad en X, idx : (X, @) = (X, 0) es un homeomorfismo.
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2.2. Dos nociones de dimension cero

Concluimos este capitulo con una breve discusién de dos nociones de dimensién
cero en espacios métricos. Primero recordaremos algunas definiciones.

Definicién 2.16. Sean (X,d) un espacio métrico y U, V dos familias de subcon-
Juntos de X.

(1) Decimos que V refina a U (o que V es un refinamiento de U ) si para cada
VeV existe U €U tal que V C U y cubre el mismo conjunto que U, es decir,

Uv =Uu.

(i1) Decimos que V es un refinamiento abierto de U siV es refinamiento de U
y para cada V enV, V es un conjunto abierto de X.

(17i) Una familia U se llama ajena dos a dos, si para cada U y U’ € U, con
U#U', setiene UNU' = ().

Ejemplo 2.17. La familia U = {(n,n+ 1) NP : n es un entero} es un ejemplo de
una cubierta de conjuntos ABC, ajena dos a dos, de los nimeros irracionales.

En efecto, hemos visto que (a,b) NP tal que a,b € Q es un conjunto ABC en P,
puesto que Z C Q es claro que (n,n+ 1) NP es ABC para toda n € Z. Veamos que
Ju ="P.

[D] Fijemos x € | JU, existe n € Z tal que x € (n,n+ 1) NP, esto implica que x € P.
D] Sea x € Py tomemos n =sup{m € Z:m <z} =max{m € Z: m < x}

La familia V = {(2, %2) NP : n es un entero} es un ejemplo de una cubierta de

conjuntos ABC, ajena dos a dos, tal que V refina a U.

Definicién 2.18. Dado un espacio métrico (X,d). Diremos que (X, d):

(1) Es cero dimensional si para cada x € X y cada r > 0, existe un conjunto
ABC, U, tal que x € U C N(z,7).

(i1) Tiene dimension de cubierta cero si para cada cubierta abierta U de X,
existe una cubierta abierta, ajena dos a dos, V, de X tal que V refina a U.

Observacion: Un espacio métrico (X,d) es cero dimensional, si y solo si su
topologia T 4 tiene una base formada por conjuntos ABC.

Proposicién 2.19. Todo espacio métrico (X, d) con dimension de cubierta cero es
cero dimensional.
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Demostracién. Fijemos xqp € X y r > 0. Consideremos la cubierta abierta
U ={N(z,r/2) : x € X} de X; por hipétesis existe una cubierta abierta ¥V de X,
ajena dos a dos, que refina a Y. Como X = U V existe Vy € V tal que zy € V.
vey

Ademas existe un x; € X para el cual g € Vy C N(z1,7/2), puesto que V refina
aU. Como zy € N(x1,7/2), entonces d(zo,z1) < 5. Afirmamos que N(z1,7/2) C
N(zg,7); en efecto, si y € N(x1,7/2) entonces d(xo,y) < d(xo,z1) + d(z1,y) <
g+ 5 =r,dedonde y € N(xo,7), por consiguiente N(z1,7/2) C N(xo,7). Por lo
que zg € Vo C N(zo,7)

Solo falta ver que Vj es cerrado. Notemos que X\Vy = U V es un abierto en
Ve\{vo}

X entonces Vj es cerrado. Hemos demostrado que todo espacio con dimension de

cubierta cero es cero dimensional. O

El inverso de la proposicion no se cumple. John Kulesza en [[7] dié un ejemplo
de un espacio métrico que es cero dimensional pero no tiene dimension de cubierta
cero.

En vista de la Proposicion 2.19, es maés sencillo verificar si un espacio es cero
dimensional, que si tiene dimensién de cubierta cero. Por ejemplo, los niimeros irra-
cionales y los niimeros racionales, con su métrica usual, son cero dimensionales. En
efecto, fijemos x € Py r > 0. Notemos que para z € (y —r,y+7r) existen py ¢ € Q
tales que y —r < p <z < q <y +r (puesto que Q es denso en R). Consideremos
N = N(z,r)NP = (y — r,y +r) NP, un abierto en P; el conjunto P = (p,q) NP
esta contenido en N y hemos visto que P es un conjunto ABC en P. En resumen
x € P C N. Esto demuestra que P es cero dimensional. Similarmente se demuestra
que Q es cero dimensional. Ahora daremos una caracterizacién para ver que Py Q
tienen dimensién de cubierta cero.

Lema 2.20. Sean (X,d) un espacio métrico y Y C X. Si X es separable entonces
Y es separable.

Demostracion. Supongamos que X es separable, entonces X es segundo nu-
merable. Sean B = {B,, : n € N} base numerable para la topologia 7, . Afirmamos
que la familia B' = {B, NY : B, € B} es base numerable para una topologia en
Y. Fijemos y € Y vy A = UNY un conjunto abierto en Y con y € A, como U
es un conjunto abierto en X, existe un B, en B tal que y € B, C U, por lo que
y € B,NY C A. Esto demuestra que B’ es una base numerable para Y, asi Y es
segundo numerable. Hemos demostrado que Y es separable. O

Lema 2.21. (X,d) es sequndo numerable si, y solo si (X,d) es de Lindeldf.
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Demostracién. Demostremos la necesidad. Supongamos que X es segundo nu-
merable. Sean B = {B,, : n € N} base numerable para la topologia T, de X y
A = {A,\ : A € A} una cubierta abierta de X. Para cada z en X seleccionemos
Az € Ay n, € Ntales que z € B,, C A,,. Sea N := {n, : x € X} como N C N,
es numerable. Ahora bien, si m € N, existe z,, € X tal que m = n,, . Definamos la
funcién ¢ : N — A tal que p(m) = \,,, y sea Ay := p(N).

Por consiguiente, |Ag| = |p(NV)| < |N| < Ry y para cada m € N tenemos que
Bm = Bnﬂﬁm g A>‘ﬂcm - ASO(m)

Demostraremos que X = U A,. Fijemos z € X, entonces x € B,, C A,,

AEAo
como n, € N, entonces x € B,, C A,n,) C U A,. Por otro lado es claro que
AEAg
U A, C X. Hemos demostrado que X = U A,. Por lo tanto X es de Lindelof.
AEAp AEAg

La suficiencia. Supongamos que X es de Lindelof. Para todo n en N sea U,, =
{N(z,1/n);z € X}. Como U, es una cubierta abierta de X existe una subcubierta
numerable V,, de U,,. La familia B = [ J{V,, : n € N} es unién de familias numerables
y por tanto numerable. Verifiquemos que es base para la topologia 74 de X. Sean x
en X y A un conjunto abierto en X con z en A. Existe r > 0 tal que z € N(x,r) C A.
Tomemos n en N para el cual % < 7. Como V, es una cubierta abierta de X existe
V en V, tal que x pertenece a V. Por la definiciéon de U, existe y en X tal que
V = N(y,1/n). Fijemos z en V; puesto que d(y,x) < % y d(y, z) < % tenemos que

1 1 2
d <d d < —4+-—-<—-<r.
(z,2) < d(z,y) +d(y, 2) St <<

Por lo tanto x € V. C N(x,r) C A. Esto demuestra que B es una base para la
topologia T4 deX. Hemos demostrado que X es segundo numerable. O

Lema 2.22. 5i (X, d) es sequndo numerable, entonces toda base para la topologia T g4
de (X,d) generada por la métrica d, contiene un subconjunto numerable que también
es base para la topologia T 4.

Demostracién. Sea B = {B; : i € w} una base numerable para la topologia T4
del espacio X. Para ¢ € w definimos B; = {U € B: U C B;}. Como B es una base,
tenemos que U B; = B;.

icw

Como X es segundo numerable entonces cada subespacio B; es segundo nume-
rable y por tanto Lindel6f, de modo que la cubierta abierta B; de B; contiene una
subcubierta numerable By ;. La familia B, = UBOJ es numerable y es una base

€W
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para la topologia T4 de X. En efecto fijemos z € X y A un abierto en X con
x € A; entonces existe ¢ € w tal que x € B; C A. Luego existe By, € By, tal que
x € By; C B; C A, esto implica que By; € By y v € By; € A. Por lo que By es
una base para la topologia T, de X y es numerable por ser unién numerable de
conjuntos numerables. O

Corolario 2.23. Todo espacio métrico (X,d) cero dimensional y separable tiene
una base numerable de conjuntos ABC' para la topologia T 4 de X. En particular P
tiene tal base.

Demostracién. Como la topologia T4 de (X, d) tiene una base B formada por

conjuntos ABC, entonces existe B’ C B, numerable tal que B’ también es base para
Tq de (X,d). O

Teorema 2.24. Si (X,d) es un espacio métrico separable, entonces (X, d) es cero
dimensional si, y sdlo si (X,d) tiene dimension de cubierta cero. En particular P
tiene dimension de cubierta cero.

Demostracién. Por la Proposicion [2.19] sélo resta demostrar que si (X, d) es
cero dimensional y separable, entonces tiene dimension de cubierta cero. Por el
Corolario 2.23] X tiene una base numerable B de conjuntos ABC. Sean U una
cubierta abierta de X y

W={BeB:BCcU para un UeclU}

Puesto que W es numerable, pongamos W = {B,, : n € w}; es claro que W es un
refinamiento abierto de U, pero no es necesariamente ajena dos a dos. Definimos
una sucesion de conjuntos abiertos por inducccion: Fijemos V) = By, y paran > 1
Vo = By\ U B;. Afirmamos que V = {V,, : n € w} es una familia, ajena dos a dos,
<n
de conjuntos abiertos (y cerrados), cada uno de los cuales esta contenido en algin
elemento de U. Para completar la demostracién necesitamos ver que V cubre a X, y
en efecto para cada x € X existe el minimo n € w tal que x € B,, esto implica que
x € V,. Hemos demostrado que U tiene un refinamiento abierto, ajeno dos a dos y
por lo tanto tiene dimensién de cubierta cero. O
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Capitulo 3

ESPACIO DE BAIRE Y
ULTRAMETRICAS

Un espacio importante que es homeomorfo a los niimeros irracionales P es el
espacio de Baire B;. Puesto que podemos definir al espacio B;, por medio de una
ultramétrica, estudiamos estas métricas en detalle. En particular, damos una carac-
terizacion topologica de las ultramétricas.

3.1. El espacio de Baire

Recordemos que w denota al primer ordinal infinito. Sean A un conjunto no
vacio y n en w. Denotamos por A™ al conjunto de todas las sucesiones finitas s =
(s(0),...,s(n — 1)) = (so, ..., Sp—1) de A de longitud n. La longitud de una sucesién
finita n es denotada por long(s). Si s € A" y m < n, denotamos s|m = (Sg, ..., Sp—1)-
Si s y t son sucesiones finitas de A, decimos que s es un segmento inicial de t y t es
una extension de s, si s = t|m para algin m < long(t) y lo denotamos por s C t.
Dos sucesiones finitas son compatibles si una es un segmento inicial de la otra e
incompatibles de otro modo. Usamos s | t para indicar que s y ¢ son incompatibles.
Finalmente

A = A"
es el conjunto de todas las sucesiones finitas de A. Sea A% el conjunto de todas las
sucesiones = z((n)) = (x,) de A. Siz € A yn € w, z|n = (x¢,...,xp_1) € A™
Decimos que s € A" es un segmento inicial de x € A% si s = z|n. Escribimos s C z
si s es un segmento inicial de x.

w® es el conjunto de todas las funciones f : w — w. Podemos considerar un
punto en f € w* como una sucesién de enteros no negativos f = (fo, ..., fn, )
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Definicién 3.1. Para f y g € w* con f # g, k1(f,g9) :=min{n €w: fu # gu} v

l .
_ | mgom st [#g
pi(f9) : { 0 s f=g

Lema 3.2. La funcion @1 es una métrica en w®.

Demostracién. Por definicién, para cada fy g € w*, tenemos ¢1(f,g) >0y
Qpl(fag) = 07 si y S(le, si f =g

Si fyg€w entonces p1(f,g) = kl(f,lg)Jrl = k1(g,1f)+1 = ¢1(g, f) ésto demuestra
la simetria.

Resta demostrar que ¢1(f, h) < v1(f, 9) +¢1(g, h). De hecho demostraremos que

e1(f,h) < max{ei(f. 9),1(g.h)}
Fijemos fy g € w. Si f = h, f = g o g = h, ésto es trivial. Supongamos

que f # g, f#hygyg #1h- Sealn kl(fl, h) =" ki(f,g) = my ki(g,h) = q. Es
suficiente demostrar que Pl < 1 © np < o1 0 equivalentemente, que m < n o
g < n. Supongamos que m > n; entonces f, = g,, como ki(f,h) = n tenemos que
hp # fu = gn. Pero esto dirfa que ki(g, h) < n, puesto que n es el minimo en w que

hace h,, # g,. Asi, ¢ < n. a

Definicién 3.3. El espacio métrico By = (w”, 1), donde ¢y estd definida como en
se llama el espacio de Baire

Para cada n € w, w™ denota al conjunto de todas las funciones de n en w, y
wY = U w". Para cada 0 € w", [0] := {f € w* : 0 C f}. En el siguiente lema

new
demostraremos que las vecindades bésicas en By son los mismos conjuntos [o]. Estos

conjuntos [o] , forman la base natural para la topologia producto en B;. Podemos
considerar a w como un espacio topoldgico con la topologia discreta, es decir, la
topologia en la cual todo subconjunto de w es abierto. Este espacio es metrizable
con la métrica d(n,m) = 1sin # my d(n,m) = 0 si n = m. Por lo tanto w*,
visto como espacio producto, es metrizable por la métrica ¢;. Una base para una
topologia de w® consiste de todos los conjuntos

Ny={gew: fCg}

donde f € w<“. Esto demuestra que B; es la potencia de Tychonoff w®.

Para f € w” y m € w, usamos la notacién [f|m] = {g € w¥ : flm C g},
asi flm € w™.
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Lema 3.4. Sean f € w* yr > 0. Sir > 1, entonces en By, N(f,r) = cu . Sir §

entonces N(f,r) = [flm—1], donde m > 2 es el minimo en w tal que = < r < —1-.

Demostracién.
Sabemos que [f|m - 1] = {g € wv: (foa s fm—?) g (907 o m—2, )}

Fijemos f € w* y 1 < r. Veamos que N(f,r) = w".
[C] Es trivial puesto que si g € N(f,r) se tiene que g € w* por definicién. Tenemos
que N(f,r) Cw¥
[D] Si g € w” entonces p1(f,g9) <1< r.Porlotanto g € N(f,r). Asiw* C N(f,g).
Hemos demostrado que si > 1, entonces N(f,r) = w®

Fijemos f € w* y r < 1. Veamos que N(f,r) = [f|m — 1].
[C] Sea g € N(f,r) entonces p1(f,g) < r. Tenemos dos casos :

(i) Si f = g, entonces g = f € [f|m — 1].

(i) Si f # g, entonces v1(f,g9) = W < r < ——; esto implica que m — 1 <
ki1(f,g) + 1. Luego m — 2 < ky(f, g). Esto significa que para todo i € {0,...,m — 2}
gi = fi, por lo que flm —1 C g y por lo tanto g € [f|m — 1]. De modo que

N(f,r) € [flm —1].
[D] Sea g € [f|m — 1] entonces f|m — 1 C g. Nuevamente dos casos:

(i) Si f = g entonces g € N(f,r).

(i) Si f # g, entonces k1 (f,g) > m—1, de donde ki(f,g)+1 > m, asi e )+1 <
L < 7. Luego ¢1(f,g9) < r. Por lo que g € N(f,r). Por consiguiente [f|m — 1] C
N(f,r). Hemos demostrado que si r < 1, entonces N(f,r) = [f|m — 1]
O

Queremos obtener una representacién diferente del espacio de Baire (es decir
otro espacio métrico homemorfo a él). NN denota al conjunto de todas las funciones
f N — N. Definimos

By = (Zx NV ={(2,h): 2€ Z, heN'}) (3.1)
Un punto p € By puede considerarse como una sucesién (po, ..., pn, -..) tal que

po € Zyp,€Nparan>1.8ip#qinByysip= (po,.-,Pn, ) Y 4= (G0, Gn» ),
entonces ks (p, q) := min {n € w: p, # qn}

Definicién 3.5. Para p y q € By, definimos

1 .
Beori 51 P74
902(17761)—{ ST G ol
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Lema 3.6. La funcion po es una métrica en By

Demostracién. La demostracion es andloga a la del Lema |3.2 O

Recordemos que una isometria entre dos espacios métricos es una funciéon A :
(X,dy) — (Y,dy) que preserva distancias, es decir, di(z,y) = do(h(z),h(y)) para
todo x y y € X.

Proposicién 3.7. Si h: (X,dy) — (Y, ds) es una isometria entonces:
(1) h es inyectiva.

(17) h es continua.

(731) La inversa de h es una isometria, si h es sobreyectiva.

Demostracion.
(i) Supongamos que h : (X,d;) — (Y,dz2) es una isometria. Si h(z) = h(y)
resulta que d;(x,y) = dy(h(x),h(y)) = 0, de aqui = = y.

(4i)Supongamos que h : (X,d;) — (Y, dy) es una isometria. Veamos que h es
continua; fijemos zo € X y € > 0. Sea 0 := ¢; entonces d;(x,z) < 0 implica que
di(x,x0) = do(h(z), h(zg)) < €. Por lo que h es continua.

(73i) Supongamos que h : (X,d;) — (Y, dy) es una isometria sobreyectiva. En-
tonces h es biyectiva y tiene inversa h™!: (Y, dy) — (X, dy).

Veamos que h™' : (Y,dy) — (X, d;) es isometria. Fijemos y; y yo € Y; existen
Ty o3 € X tales que h ™ (yy) = 21 y b7 (y2) = 2.
Notemos que di(h™ (1), h ™' (y2)) = di(z1,22) = da(h(21), h(22)) = da(y1,42), lo

que demuestra que h~! es una isometria. O

La Proposicién demuestra que toda isometria sobreyectiva es un homeomor-
fismo, pero no todo homeomorfismo es una isometria.Por ejemplo, consideremos en
R? las métricas di(a,b) = v/(a1 — b1)2 + (a2 — ba)? y da(a,b) = |ay — bi| + |ag — ba|.
La funcién identidad h : (R?,d;) — (R? dy) es una isometria, sin embargo no es
un homeomorfismo.

Teorema 3.8. B; y By son homeomorfos

Demostracién. Sean ¢ : w — Z y ¢ : w — N funciones biyectivas. Usando la
notacién f = (fo, ..., fn,...) para un punto en B, definimos ¥ : By — By por

le(-f) = (¢(f0)7¢(f1)7 >w<fn)’ )
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Por el resultado anterior, basta demostrar que ¥ es una isometria sobreyectiva.
Veamos que V¥ es una isometria; fijemos fy g € w¥ con f # g,y p = V(f), g = V(9g)

entonces le(f) = (¢(f0)7¢(f1)77¢(fn>’) y W(Q) = (¢(90>a¢(gl)7a¢(gn>a)

Sea k1(f,g) = ng. Tenemos que:

(1) Sing = 0 entonces fo # go; se infiere que ¢(fo) # ¢(go); luego, k2(p, q) = 0.

(2) Si ng # 0 entonces fn, # Gny ¥ fn = gn Para toda n € w tal que n < ny.
Luego ¢(fo) = ¢(g0) v para toda n € N tal que n < ng tenemos que ¥(f,) = ¥(gn)
y ademds w<fn0) 7é w<gn0)' Se infiere que k2<p7 Q> = No-

Por lo tanto si k1(f, g) = ng entonces ka(p, q) = ko(V(f), ¥(g)) = no.

Con esto;

1 1

Esto demuestra que ¥ es una isometria.

Demostremos que U es sobreyectiva, es decir, U(B) = B,. Es claro que ¥(B) C
Bo. Resta mostrar que By C W(B). Sea p € By entonces p = (po, p1, --+» Pn, --.) donde
po € Z 'y p; € N para toda i € N. Notemos que ¢~ (py) € wy ¥~ 1(p;) € w para toda
1€ N.

Sea f = (¢ (po), ¥ (p1), ..., v (pn),...) aplicando ¥ a f obtenemos ¥(f) =
(6(6(P0)) (0 (1)), s B0 (pa)s ) = (o, P,y Prs ). Se infiere que By
U(B). Por lo que By = ¥(B). Hemos demostrado que ¥ es sobreyectiva.

Por lo tanto ¥ es un homeomorfismo entre B y B,. a

En el siguiente capitulo, demostraremos que By (y por tanto B;) es homeomorfo
a los numeros irracionales. Usaremos el hecho de que las métricas ¢ y o son
ultramétricas, pero antes diremos qué significa esto.

3.2. Ultramétricas

Definicién 3.9. Una métrica ¢ en un conjunto X se llama una ultramétrica (o
una métrica no Arquimediana) en X, si ¢ satisface : para todo x, y y z € X,

p(r,2) < max{p(z,y), 0y, 2)}

(conocida como, la desigualdad fuerte del tridangulo).
(X, @) se llama un espacio ultramétrico (o espacio no Arquimediano) si ¢
es una ultramétrica en X.
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La desigualdad fuerte del triangulo puede llamarse la ”la desigualdad del triangu-
lo is6sceles” porque implica que entre los tres lados de un tridngulo Azyz al menos
dos tienen la misma longitud, donde por la longitud de los lados del tridngulo Azyz,
entendemos los nimeros p(z,v), ¢(y,2)y ¢(z,x). Méas formalmente.

Proposicién 3.10. Si (X, d) es un espacio ultramétrico y x,y,z € X, entonces por
lo menos dos de los nimeros reales (x,y), p(z,2),0(y, 2), coinciden.

Demostracién. Si ¢(z,z) # ¢(y, z) entonces, podemos suponer que p(z,z) >
©(y, z). Por lo tanto ¢(z,y) < max{p(z,2),¢(y,2)} = ¢(z, 2)

y #(z, 2) < max{p(z,y),0(y, 2)} = (2, y)
pues no se puede que ¢(z, z) < ¢(y, z). Por lo que ¢(z,y) = ¢(x, 2). 0

La demostracion de , (y, por analogia, la de muestra que la métrica ¢y
definida en By, y la métrica ¢ definida en By son ultramétricas; por lo que B; y B»
son espacios ultramétricos. Notemos que la métrica usual en P (el subespacio de los
irracionales), no es una ultramétrica (por ejemplo, tomemos x = V2, y=1+ V2 y
z = 3++/2). Por la Proposicién , | | no es una ultramétrica en IP. Los siguientes
resultados demuestran cuan interesante es una ultramétrica.

Teorema 3.11. Sea (X, ) un espacio ultramétrico. Entonces se cumple lo siguiente:
(1) Para cada x € X y cadar >0, N(z,r) es un conjunto ABC.

(it) St N(x,r)NN(y,s) # 0 yr <s, entonces N(z,r) C N(y,s). (Si dos vecindades
bdasicas tienen un punto en comun, entonces una estda contenida dentro de la
otra)

(iit) Si N(z,r)NN(y,r) # 0, entonces N(x,r) = N(y,r)

(i) Siy € N(x,r), entonces N(x,7) = N(y,r). (Cada punto en una vecindad
basica puede tomarse como su centro)

(v) Sea S(y,r) ={z € X :p(x,y) <r}. Siz e S(y,r) entonces N(x,r) C S(y,r).
(vi) Cada interseccion finita no vacia de vecindades bdsicas es una vecindad bdsica.

(vii) Todo conjunto abierto es union de una familia de vecindades bdsicas ajenas
dos a dos.

(viit) Cualquier union de vecindades bdsicas del mismo radio es ABC.

Demostracion.
(1) Sabemos que N(z,r) es un conjunto abierto. Para ver que N(z,7) es cerra-
do, demostraremos que X \ N(z,r) es abierto. Fijemos y € X \ N(x,r); entonces
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©(x,y) > r. Afirmamos que N(z,r)NN(y,r) = 0. Si esto no es cierto, entonces exis-
teun z € N(z,7) N N(y,r); por lo que ¢(z,z) <ry ¢(z,y) < r. Por la desigualdad
fuerte del triangulo tenemos

r < p(z,y) < mar{p(r,2),0(2,y)} <7

Pero esto es una contradiccién. Por consiguiente N (x,r) N N(y,r) = 0 y con ello
N(y,r) € X \ N(z,7). Se ha demostrado que N(x,r) es cerrado.

(77) Supongamos que p € N(z,r) N N(y,s) y r < s. Fijemos z € N(z,r); en-
tonces d(z,z) < r. Notemos que d(y,p) < sy d(z,p) < r puesto que d(z,p) <
méx{d(z,z),d(x,p)} < r. Luego d(z,y) < max{d(z,p),d(p,y)} < s. ésto implica
que z € N(y, s). Hemos demostrado que N(z,r) C N(y, s).

(73i) y (iv) Se sigue inmediatamente del inciso (i7) (Como r < r se sigue que
N(z,r) € N(y,r) y N(y,r) € N(z,7) ).

(v) Supongamos que = € S(y,r) = {z € X : d(z,y) < r}. Fijemos z €
N(z,r); entonces d(z,z) < r. Como d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)} < r, tenemos
que d(z,y) < r, por lo que z € S(y,r). Hemos demostrado que si x € S(y,r) en-
tonces N(x,r) C S(y,r).

(vi) Sea {N(z;,r;) :x; € X y r; > 0,1 € {1,...,n}} una familia de vecindades

n

bésicas. Pongamos N = ﬂN(a:i,m). Si N # 0, fijemos y € N; se infiere que
i=1
y € N(z;,1r;) para toda i € {1,...,n}, por (iv) tenemos que N(z;,7;) = N(y,r;), de

.....

i=1
para toda i € {1,...,n}, por lo que N(y,r) C N. Es claro que N C N(y,r). Por lo
tanto N = N(y,r). Esto demuestra que N es una vecindad bésica.

(vii) Sean U €Tg, x € Uy A, ={n € N: N(x,1/n) CU}. A, # 0 pues como
U € 7,, existe r > 0 tal que N(z,r) C U. Pero por la propiedad arquimediana,
existe n € N tal que = < r, asf que N(z,1/n) C N(z,r) C U. Por lo tanto A, # 0.
Por el principio del Buen Orden, existe i(x) :=min A,. Como i(z) € A,, entonces

N(z,1/i(z)) CU.

Asi, U = U N(x,1/i(x)). Demostraremos que si z e y € U entonces
zelU

N(x,1/i(x)) # Ny, 1/i(y))
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implica que
N(z,1/i(x)) N N(y,1/i(y)) = 0.

O equivalentemente, que

N(z,1/i(x)) N N(y,1/i(y)) # 0,

implica

N(x,1/i(x)) = N(y, 1/i(y)).

Supongamos entonces que N (z, 1/i(x))NN(y, 1/i(y)) # 0. Fijemos z € N(z,1/i(x))N
1 1
N(y,1/i(y)); sin pérdida de generalidad @ < W y entonces N(x,1/i(x)) C
i(x i(y
N(y,1/i(y)) asi, x € N(y,1/i(y)), por lo que, N(z,1/i(y)) = N(y, 1/i(y)). Asi, U
es union de vecindades basicas ajenas dos a dos.

(viii) Sea U = UN(xi,r) con z; € X y U # X. Es claro que U es abierto por
iel
ser unién de abiertos. N
Veamos que U es cerrado en X, es decir, U = U.

Fijemos p € U, entonces N(p,r) N U # (), existe ig € I tal que N(p,7) N
N(z4,,7) # 0, de donde N(p,r) = N(z;,,7); luego p € N(x;,,r) y por consiguiente
p e U. Asi U C U. Por lo tanto U = U. Hemos demostrado que cualquier unién de
vecindades basicas del mismo radio es ABC. O

3.3. Ejemplos de Ultramétricas

Daremos un par de ejemplos de espacios ultramétricos. El primero es un ejem-
plo que surge de manera muy natural en la teoria de valuacion; sin embargo la
ultramétrica llamada distancia p-adica, no induce la topologia usal en Q (ver [2]).

Recordemos que, entre las propiedades de la funcién valor absoluto | | : Q — R
estan las siguientes:

(i) || >0y |z| =0siy sélosiz=uy.
(@) |yl = |«lly|.
(i17) |z +y| < |z| + |y| (desigualdad del tridngulo).
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Ahora construiremos una funcion de Q en R que satisfece estas condiciones. En
realidad esta funcién va a satisfacer la desigualdad fuerte del triangulo. En vez de
pesar el nimero racional x de acuerdo a su valor numerico |x|, ahora vamos a pesarlo
en un cierto sentido de acuerdo con la presencia de un nimero primo fijo, p.

Sea ¢ € R, donde 0 < ¢ < 1; ¢ sera fijo. También sea p un nimero primo fijo. Si
x es cualquier nimero racional distinto de cero. Podemos escribir a x en la forma:

(67

r=Dp

Y

Sl ES]

dondeaybeZ,pta,ptby a€Z.

En efecto sea z € Q\ {0} entonces existen r y s € Z\ {0} tales que r > 0y
c="_, Sir=p"a, conn; € NU{0} ypta,sis=pa, connyg € NU{O} ypth,
s
entonces

1

r  pa a
T = — =

s pmb - P b’

Notemos que a = n; — ny puede ser positivo, negativo o cero.
Ahora definimos

|z, =¢*, vy 0/, =0.
Se sigue inmediatamente de la definiciéon que |z| > 0 y que |z| = 0 si y sélo si
a/
x =0, pues si z # 0, entonces |z|, = ¢* # 0. Ademas si y = pﬁy, donde ptd, pt¥/
y [ € Z, entonces

_ ey 5@ o gad o gad
zy = (p"3)P"y; il e
donde p{aa’ y ptbb'. De aqui,
lzyl, = = | ]plylp

ol = =yl = =Lyl
€T :—y = |— y,
p y p yp p

lo que implica
‘f| _ @.
8 ylp
Finalmente, demostraremos que

|z +ylp < max{|z|y, |yl,}. (1)
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Notemos que de (1), la funcién | |, satisface la condicién (iii). En lugar de
demostrar (1), demostraremos la siguiente condicién equivalente:

[z <l=[1+az,<1. (2
Primero notemos que |z + y|, < max{|z|,,|y|,} es, en efecto, equivalente a
z[, <1=[1+2z], <1

Supongamos que |z + y|, < maz{|z|,, |y|,} se satisface; entonces, si |z|, <1,

1+ o] < maa{le], 1} = 1,

y (2) se cumple.

Inversamente supongamos que |z|, <1 = |1 4+ z|, < 1. Podemos suponer que
y # 0, pues, si y = 0, (1) se satisface. Supongamos sin perdida de generalidad que

|z|, < |yl,. Entonces |£|p < 1y, por hipdtesis,
Y

x
T+ <1,y lz+yl <yl = maz{fzly, |yly}.
Y

Hemos demostrado que (1) se cumple. Asi, (1) y (2) se cumplen. Demostraremos

(67

entonces (2). Sea x = (p E>’ con a, a, b € Z y p un nimero primo tal que ptay

p1b. Supongamos que |z|, < 1.

Notemos que si ¢ = 0, entonces |1 + x|, = |1|,; como 1 = pg%, tenemos que
1, =c=1<1.

Ademés si ¢ = —1, entonces |1+ z|, = |0], =0 < 1.

Y por dltimo si x # 0 es tal que |z|, < 1, entonces a > 0. En efecto como 0 < ¢ <
1, tenemos que la gréafica de la funcién exponencial base ¢, exp. : R — R, donde
exp.(a) = ¢* para cada o € RT, es decreciente. Si o < 0, entonces ¢* = |z|, > 1.
Por lo tanto ¢* = |z|, < 1, implica que o > 0.

Con las observaciones anteriores podremos escribir a z en la forma = —, donde
m

(n,m)=1yptm.

En efecto, recordemos que x = pa%, conaybeZ,pta,ptby a € Z. Ponga-
mos r = %, donde ¢ = p*a € Z. Si l = (p,q), entonces existen n y m € Z tales que
l
q = In y b = Im. Entonces 4_ l_n - Veamos que (n,m) = 1; supongamos que
m

e = (n,m), tenemos que eln y e|m, luego n = er y m = es, de donde g = In = ler
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y b = Im = les, esto implica que le|q y le|b. Por lo que le|l, asi, | = let para algin
t € Z, entonces et = 1. Por consiguiente (e = 1yt =1)o (e = -1yt = —1).
Puesto que e > 0 tenemos que e = 1 y también p { m, pues p 1 b; si p|m, entonces
pllm y por tanto p|b, una contradiccion.

Veamos, ahora si, que |1+ x|, < 1. Sea x = ﬁ, donde (n,m) =1y ptm. Como
m
x# —1,1+2x # 0y por lo que
m+n

lfor=1+2= .
m m

,
Perom +n =p’r,con 3 € Z,r € Zy p{r. Por lo tanto, 1 + 2 = p®— y por lo
m
’
tanto |1 + z| = ¢®. Notemos que si 8 < 0 entonces m +n = p°r = —5 ¢ Z, Por lo
p
que > 0y por lo tanto |1 + x| < 1.

Hemos visto que la funcién | |, satisface todas las condiciones de la funcién valor
absoluto y ademads la desigualdad fuerte del triangulo. Haremos unas observaciones
mas de esta funcién. Definimos, en terminos de | |,, una nueva funcién

d:QxQ—R,
d(z,y) = |z —ylp.
Veamos qué propiedades posee la funcién d. Claramente
dlxz,y) >0 y d(z,y)=0 si y solo si x=0.

Por otro lado

d(y,x) = |y - xlp = | - 1|p|m - y|p = |x - y|p = d(xay)a
y
d(y,z) = d(z,y).
Finalmente
d(z,2) =z — 2, = |[(x —y) + (y — 2)|,

< maxﬂx - y|pa ‘y - Z’p}

= mazx{d(z,y),d(y, 2)}.
Asi,

d(x,z) < max{d(z,y),d(y, z)}.

De la desigualdad anterior se sigue que

43



d(z,z) < d(x,y)+d(y, 2).

Por lo tanto Q junto con la funcién d(z,y) = |z — yl,, llamada la distancia p-
adica en QQ, es un espacio ultramétrico.

Ahora, nuestro segundo ejemplo de un espacio ultramétrico. Consideremos a
(Q, d|gxg) como supespacio métrico del espacio métrico R. Sean :

B, = {Q}.

B— {2+ 22 g imez,
B (22 ; +¥)nQimezy
B ((h+ 2 3 L ngimez),
B— (2 + 2 ) hgimey

En general, si i € N,

_{(T; \/_7m24:1 \/75)(1@: m € Z}.

Notemos que:

(1) Cada B; es una coleccién de conjuntos abiertos, ajenos dos a dos (es decir,
cada B € B; es un conjunto abierto en Q y si By y By € B; son elementos distintos,
entonces By N By = 0).

(2) B; es una cubierta de Q
1
(3) Si B € B;, entonces diam(B) < —.
i

(4) B;y1 refina a B;.

De hecho, B;; resulta de subdividir cada intervalo en B; en dos mitades. Para
cada py q € Q, con p # q existe un primer entero positivo k, que depende de p y ¢,
tal que p y ¢ estan en intervalos distintos de By. En efecto consideremos el conjunto
Q(p,q) ={i € N:py g estdn en distintos intervalos de B;}.

Veamos que Q(p, q) # 0. Fijemos p y ¢ € Q, con p # ¢, tenemos que d|gxg > 0,
1

luego existe i € N tal que — < d|gxq(p, q). Como B; es una cubierta de Q existen
1
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1

By y By € B; tales que p € By y ¢ € By. Puesto que diamB; < - < d|gxg- Asi,
i

p ¢ Bs, lo que implica que B; # Ba.

Hemos demostrado que Q(p, q) # 0, por lo tanto existe el minimo de Q(p, q). Sea
D={(p,q) €QxQ:p=gq}.

Definimos

k(p,q): QxQ\ D(p,q) — Q(p,q)
(p,q) = k(p,q) = minQ(p,q).

Veamos que k(p, q) estd bien definida. Sean (p,q) = (p/,¢') en Q x Q\ D(p,q) y
k(p,q) = ko, entonces existen intervalos distintos By y By € By, tales que p € By
y q € By, luego p € By y ¢ € By, asi que kg € Q(p,¢'). De donde k(p/,q') <
ko = k(p,q). Anédlogamente k(p,q) < k(p',q’). Por lo tanto k(p,q) = k(p',q'). Esto
demuestra que k(p, q) estd bien definida.

Para cualesquiera p, ¢ € Q definimos :

si p#4q
d(p,Q)Z{ 67 G g

Verificaremos que d es una ultramétrica. Es evidente que d satisface d(p, q) > 0,
d(p,q) =0siysélosip=qyd(pq)=d(q,p). Demostraremos la desigualdad fuerte
del tridangulo

d(p,7) < maz{d(p,q), d(q,r)}-
Supongamos que d(p,r) > max{d(p,q), d(g,7)}. Sean p, ¢, 7 € Q, con p # q #

r. Tenemos que d(p,r) = —, donde k = minQ(p,r), por lo que existen intervalos
distintos, By vy By € B, tales que p € By y r € Bs. Por otro lado como p # q y

q # r, entonces d(p, q) = — y d(q,r) = —, donde n = minQ(p, q) y m = minQ(q,r).
n m

1 1 1 1
De Z = d(p,r) > d(p,q) = - y e d(p,7) > d(q,7) = o se infiere que n > k

y m > k. Por lo tanto ¢ € By y ¢ € By, lo cual es una contradiccién puesto que
B; N By = (). Hemos demostrado que d(p,r) < max{d(p,q), d(q,r)}.

Esta ultramétrica induce la topologia usual de Q. Esto se sigue de los siguientes
dos resultados.

Lema 3.12. Sipe Q y0 <r <1, entonces:
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(a) Sir>1, entonces Nq(p,r) = Q.

1 1
(b) Sir <1, entonces Ny(p,r) = B, donde i = min{n € N : T <r<-}yBes
1 i
el unico conjunto en B; que contiene a p.

1 1
Demostracién. Sean i =min{n € N : T3 <r < -}y B el tnico conjunto en
) i
B; que contiene a p.
Demostraremos (a). Supongamos que r > 1 y fijemos ¢ € Q; entonces d(p, q) <
1 < r, por lo tanto ¢ € Ny(p,r). Esto demuestra que Q C Ny(p,r). Es claro que
N4(p,7) € Q. Hemos demostrado que si r > 1, entonces Ny(p,r) = Q.

Ahora demostraremos (b). Fijemos ¢ € B; entonces k(p,q) > i; luego k(p,q) >

1+ 1, por lo que < r. Por lo tanto ¢ € N4(p, ). Esto demuestra que

B C N(p,r).

<
k(p,q) — i+1

Fijemos q € Ny(p,r), entonces d(p,q) < r. Si p # q tenemos que d(p,q) =

1

<r < -, dedonde i < k(p,q). Como k(p,q) = minQ(p,q), py q estén en el
i

k(p, q)
mismo intervalo B de B;, es decir ¢ € B. Hemos demostrado que Ny(p,r) = B. O

Lema 3.13. Parai € N, si B € B; yp € B, entonces B = Ny(p, 1/i).

Demostracién. Sea ¢ € B, entonces i < k(p, q) puesto que k(p, q) = minQ(p, q);
luego

11
k(p,q) i’
asi
1
d(p,Q)<;

Por lo que ¢ € Ny(p, 1/i), esto demuestra que B C Ny4(p, 1/7).
Ahora fijemos ¢ € Ny(p, 1/i) entonces tenemos dos casos:

(1) Si p = g, por hipétesis ¢ € B.

1 1
(79) Si p # g, tenemos que d(p, q) = < -,
k(p,q) i
por lo que ¢ < k(p, q); como k(p,q) = minQ(p,q) entonces y € B a
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Corolario 3.14. Si S = {Ny(p,r) : v > 0,p € Q}, entonces S = U B;
S

Demostracién. Fijemos Ny(p, q) € S, por el Lema tenemos dos casos.

(a) Sir > 1 entonces Ny(p,r) =Q € By.

1 1
(b) Sir <1, entonces Ny(p,r) = B, donde : =min{n € N : T <r<-yDBes
1 1
el tinico conjunto en B; tal que x € B. Asi Ny(p,r) = B € B;, por lo tanto S C U B;.
1EW

Sea B € U B;, entonces existe i € w tal que B € B;; como B # (), sea p € B,

1EW
por Lema|3.13| tenemos que B = Ny(p, 1/i) € S. Por consiguiente U B; € S. Hemos
€W
demostrado que § = U B;. O

S
Como sabemos S es una base para la topologia usual de Q y por lo tanto tenemos :

Proposicién 3.15. B = U B; es una base para la topologia usual de Q

1EW

La construccion anterior puede aplicarse a otros espacios tales como los niimeros
irracionales P y el conjunto de Cantor K. Sin embargo, en el siguiente capitulo
construiremos una sucesién de cubiertas abiertas, del espacio P, con propiedades
andlogas a las de las B;, usando fracciones continuas.

3.4. Una caracterizacion de los espacios ultrame-
trizables

Llegamos ahora al resultado principal de este capitulo

Teorema 3.16. (J. de Groot)Sea (X, p) un espacio métrico. Las siguientes tres
condiciones son equivalentes.

(1) Existe una ultramétrica p que es topoldgicamente equivalente a ¢
(2) (X, ) tiene dimension de cubierta cero

(3) Euxiste una sucesion {U; : i € w} de cubiertas abiertas de X, que satisfecen las
siguientes 3 propiedades :
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(a) Para cada i € w U; es una coleccion de conjuntos abiertos ajenos dos a
dos.

(b) Para cada i € w. Si U € U; entonces diam(U) < 270+,
(¢) Para cada i € w U1 refina a U;.

Demostracidn. [1 = 2] Sea p una ultramétrica en X tal que p y ¢ son topoldgi-
camente equivalentes. Fijemos una cubierta abierta & en X (puesto que p y ¢
son topolégicamente equivalentes el término ”abierto” no es ambiguo), es decir,
los espacios (X, 7,) v (X,7,) son iguales. Si z estd en X y r > 0 denotaremos
por N,(z,r) a la vecindad bésica N(z,r) en (X, p). Necesitamos encontrar una
cubierta abierta V ajena dos a dos tal que V refina a . Para cada z € X sea
A, ={i e N: existe U e U tal que N,(x,1/i) C U}. Notemos que A, # ) pues,
como U es cubierta abierta de X, existe U en U tal que x € U y por lo tanto, existe
i en N tal que N,(x,1/i) C U; esta i es elemento de A,. Para cada x en X sea i(z) =
min A,.

Pongamos V = {N,(z,1/i(x)) : © € X}. Claramente V es una cubierta abierta
de X que refina a U, por lo que necesitamos uinicamente mostrar que )V es ajena
dos a dos. Sean N,(x,1/i(x)) y N,(y,1/i(y)) elementos distintos de V y supong-
amos que no son ajenos. Entonces existe z € N,(x,1/i(x)) N N,(y,1/i(y)). Por el
Teorema m (7i), una de estas vecindades bésicas estd contenida en la otra, dig-
amos N,(z,1/i(x)) C N,(y,1/i(y)). Por definicion de i(y) existe U € U tal que
N,(y,1/i(y)) C U. Yaque x € N,(y,1/i(y)), puede ser el centro de la bola, es decir,
Ny(z,1/i(y)) = N,(y,1/i(y)). Asi tenemos

N,(x,1/i(y)) = Ny(w. 1/i(y)) C U.

Por definicién de i(x), tenemos i(z) < i(y), por lo que

Np(z, 1/i(x)) 2 Ny(x,1/i(y)) = N,(y, 1/i(y)).

Por tanto N,(z,1/i(x)) = N,(y,1/i(y)) lo que contradice nuestra suposicién que
estos dos elementos de V son distintos.

[2 = 3] Construiremos la sucesion {U; : i € w} inductivamente. Por hipdtesis,
(X, p) tiene dimensién de cubierta cero. Sea Uy un refinamiento abierto ajeno dos
a dos de {N(z,1/4) : * € X}. Notemos que para cada U € Uy, diam(U) < 3. En
efecto SiU € Uy y = € X es tal que U C N(z,1/4), entonces, para cada y, z € U,

1 _ 1
oy, 2) < ply,x) + ez, 2) < 1 + 1= o Por lo tanto diam(U) < 071

Supongamos que hemos definido una cubierta abierta ajena dos a dos de X

diagmos ,U;, para cada i < n tal que las propiedades (a) (b) y (¢) en (3) se cumplen
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para toda ¢ < n. Construimos U, de la manera siguiente
V={N@z,27" . 2e X} y W={NNU:NeV y Ucl,}.

Entonces W es una cubierta abierta de X, asi que, por hipdtesis, existe un refi-
namiento abierto, ajeno dos a dos, de W, digamos U,,.1. Veamos que la sucesion
{U; : i € w} satisface los requisitos de (3).

Demostraremos por induccién matematica que, para cada ¢ € w y para cada
Uel, diam(U) <

(1). Sii =0, entonces para cada U € Uy, existe z € X tal

9it1
que U C N(z,1/4).
D da U U, di U) < L _ ! S
emostraremos que para cada € Uy diam(U) < S = e O
U € Uy, entonces existen V € U; y z € X tales que U C N(z,2- ")) NV,
1 1

1
Para cada y, z € U o(y, 2) < p(y,z) + ¢(x, 2) < Sr3 + Srs = gure

, 1
Por lo tanto diam(U) < el

Ahora demostraremos U, refina a U,. Pero por construccion para cada U €
U, existen V €U, vy v € X tales que U C N(z,27 )NV C V.

[3 = 1] Sea {U; : i € w} una sucesién de cubiertas abiertas de X cada una
ajenas dos a dos, que satisfacen las propiedades de (a), (b) y (c) de (3). Para cada

x,y € X, six #y, entonces p(z,y) > 0, asi que existe i € w tal que 51 < p(z,y).
Como U; es cubierta abierta de X, existen U y V € U; talesque x € U ey € V.
Puesto que diam(U) < S
Ay = {i € w: x e y se encuentran en distintos elementos de U;} # (). Por
lo tanto existe minAq,y). Si D = {(z,y) € X x X : © = y}, entonces la funciéon
k: XxX\D — wtal que para cada (z,y) € X xX\D, k(x,y) = minA,,) estd bi-
en definida, ya que si (z,y) = (2/,y) € X x X\ D y si ng = k(z,y), entonces existen
UyV el talesque U #V,x € Uey € V.Peroentonces 2’ € Uey €V, asi que
ng estd en A(x',y") y k(2,y') < ng = k(z,y). Similarmente k(z,y) < k(z',y’). Por
lo que k(2',y') = k(z,vy).

< @(x,y), y no pertenece a V asi, U # V. Entonces

Para cualesquiera z, y € X definimos (y comparamos con

1 .
T ST FY

Tenemos que verificar primero que p es una ultramétrica y la tnica parte de la
definicién que no es evidente es la forma mas fuerte de la desigualdad del tridngulo.
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Sean z, y, z € X. Demostraremos que

p(z,y) < maz{p(z,z), p(z,y)} (2).

Si x = y la demostraciéon es trivial; por lo que suponemos que = # y. Sean
n=k(x,y), Uy U €U, tales que U # U,z € Uy y € U'.Si z ¢ U, entonces
z y = estan en elementos distintos de U,, lo que implica que k(z,z) < n; por eso
p(z,x) > 1/(n+ 1) = p(z,y), v la desigualdad (2) se cumple. Si z no estd en U,
entonces z y y estdn en elementos distintos de U,, asi la desigualdad (2) se cumple.
La tnica posibilidad restante es que z € U NU’, pero esto es imposible porque U, es
una familia ajena dos a dos. Para finalizar la prueba tenemos que demostrar que p es
topolégicamente equivalente a la métrica original ¢ en X. Obsérvese que cualquier
sucesion de cubiertas abiertas de (X, ) que satisfacen (a) es una base para (X, ¢),
con mas presicién : Si {U4; : i € w} es una sucesién de cubiertas de X, cada una
formada por conjuntos ajenos dos a dos y que satisfacen las condiciones (a), (b) y

(c) de (3), entonces U U, U {X} es base para la topologia T, de (X, ). En efecto

new

si A es un conjunto abierto en (X, ¢) y z € A, existe r > 0 tal que N(z,r), C A;

1
pero existe ¢ > 0 tal que — ot < ry, como U; es cubierta abierta de (X, ¢), existe U

1 1
en U; tal que = € U; como diam(U) > baracada y en U ¢(z,y) < 5 <715

9i+ 9it1
entonces y estd en N(z,r) C A. Porlo que z € U C A. Por definicién de la topologia
métrica, {N,(z,7) : x € X, y r > 0} es una base para la topologia T, de (X, p);
asi que para ver que 7(X, ¢) = 7(X, p) basta demostrar que

{N,(z,7):zeX, yr>0}= UUnU{X}. (3.2)

new

Para este fin, sea N = N,(z,7). Si r > 1, entonces N = X. Si r < 1, existe
n > 1 tal que n%l <r< % Puesto que U,,_1 cubre a X, existe U € U,,_, tal que
r € U. Afirmamos que U = N. Siy € U, entonces x y y estan en el mismo elemento
de U,,—1 y por lo tanto, k(z,y) > n. Por consiguiente p(z,y) < HLH < r; luego
y € N. Inversamente, siy € N,y y # =, entonces sea m € w tal que k(z,y) = m.

1

Puesto que y € N, tenemos que p(zx,y) = m—+1 <r < =5 luego n < m + 1, entonces
n—1<k(z,y). Asi x e y estdan en el mismo miembro de U,—1; porloquey € U.

Para completar la demostracién de la igualdad (3.2), sean n € w y U € U,.
Afirmamos que U = N,(z,1/(n + 1)) para cualquier = € U; sea x en U; si y € U,
entonces r y y estan en el mismo elemento de U,,; asi k(z,y) > n+1. Por consiguiente
plx,y) < n_lﬂ < A5 asiy € Ny(x,1/(n+1)). Siy € N,y(x,1/(n + 1)), entonces
plz,y) < n+1’ luego k(x,y) > n. Por consiguiente x y y estan en el mismo elemento
de U, 1o que implica que y € U. Esto completa la demostracién del Teorema. O
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Como P tiene dimensién de cubierta cero (es cero dimensional y separable)el
Teorema de de Groot implica que existe una ultramétrica p que induce la topologia
usual de P y que hay una sucesion de cubiertas de P que satisfacen las propiedades
del inciso (3) del Teorema. Sin embargo en el siguiente capitulo haremos una con-
struccién explicita de una sucesién tal porque sera 1til para demostrar que P es
homeomorfo al espacio de Baire B;.
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Capitulo 4

HOMEOMORFISMO DE LAS
FRACCIONES CONTINUAS

En esta capitulo se discute el homeomorfismo de las fracciones continuas entre
el espacio de Baire By y los nimeros irracionales P. Usamos las fracciones continuas
para definir extremos de intervalos. Trabajando por induccién, los intervalos abier-
tos con estos extremos se coleccionan para formar una sucesion {U; : i € w} de
cubiertas abiertas de los irracionales. A continuacién, utilizaremos estas cubiertas
abiertas para definir el homeomorfismo.

Estas cubiertas abiertas f; son relativamente faciles de visualizar. Cada cubierta
se compone de una cantidad numerable intervalos abiertos, ajenos dos a dos y con ex-
tremos racionales. Para construir U;,; de U;, tomamos cada intervalo I = (a,b) € U,
y la particién numerable I; (j € w) de intervalos de la siguiente manera. Constru-
imos una sucesién de nimeros racionales {p, : n € N} que comienza con uno de los
extremos (po = b cuando ¢ es par; py = a cuando i es impar), y converge monoténa-
mente a el otro extremo. Los nimeros consecutivos racionales en esta sucesiéon se
utilizan como los extremos de los intervalos de U; 1.

El uso de fracciones continuas introduce un poco de algebra que no es necesaria
para la topologia (desde el punto de vista topolégico, no importa cémo se define la
sucesién {p, : n € N}, como puede deducirse del Teorema [3.16]). Ademds nuestra
construccién cin fracciones continuas nos permitirda demostrar el Teorema de Baire
: que dice que P y el espacio de Baire B; sin homeomorfos (Ve, pero esta con-
strucciéon sirve como una introduccién a las fracciones continuas, que es un tema
de considerable interés en si. Por otra parte, una serie de teoremas de la topologia
clasica se probé originalmente usando fracciones continuas de una manera parecida
a la que aqui presentaremos. Por ejemplo, el Teorema de Sierpinski al final de
esta seccion, y la caracterizacién topoldgica bien conocida de los irracionales, debida
a Alexandroff y Urysohn [I].
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4.1. La sucesién de cubiertas y sus propiedades

Ahora definiremos una sucesion {U,, : n < w} de familias de intervalos abiertos
con puntos finales racionales como hemos dicho en la introduccién a esta seccion.
Pongamos :

U = {(ag, a0+ 1) : ap € Z}

Observemos que U es una cubierta de P en R formada por intervalos abiertos
en R, ajenos dos a dos y que la longitud de cada uno de ellos es 1.
Tomemos un elemento de Uy, digamos J = (ag,ag + 1), con ag € Z.
Definamos

U (J) = {([ao, k + 1], [ao, k]) : k € N}

Por la Proposicién [1.4]la sucesion {[ag, k] }ren es decreciente y por la prposicién
converge a [ap]; entonces su primer elemento [ag, 1] = [ag + 1] es su maximo y
ap es su infimo, asi que cada intervalo en U;(J) estd contenido en J. Més atn, la
cerradura de cualquier intervalo de U, (.J), a excepcién del intervalo (ag + %, ag + 1)
estd contenido en J. Pero la cerradura de cualquier elemento de U (J) esté contenida
en (ag,a; + 1]. En efecto si « € [[ag, k + 1][ao, k]], entonces ag < [ag, k + 1] < x <
lag.k] < [ao, 1]

1 1
Ademsds, si k, ¥ € Ny k < k', entonces k + 1 < k', lo que implica o < Pl y
1
por consiguiente ag + o < ay+ k——i-l Por lo tanto
1 1 1
N S —) = 0.
(&0+k,+1,ao+k/> ((Z0+k+1,ao+k_) (Z)

Ast los elementos de U (J) son ajenos entre si, pero todo irracional x en .J esté en

algin elemento de U;(7), pues si k es igual a la parte entera de , entonces

T — Qg

1 1
k< < k+ 1, por lo que 1 <x—a0§Eypuestoquex@é@tenemos

T — Qo
que z € ([ag, k + 1], [ao, k]). Uy (J) es entonces una cubierta de (ag, ag + 1) NP.

1
Por otro lado, la longitud de cada elemento de U;(J) es menor o igual a — que

es la longitud del “mds largo” de ellos o sea ([ay, 2], [ao, 1]) (ver Proposicién [L.7)).
Si lo que hemos hecho para J lo hacemos para cada elemento de U;, obtenemos una
cubierta de P,

formada por intervalos abiertos en R, ajenos dos a dos y la longitud de cada uno de
ellos es menor o igual a % Ademads U, refina a Uy pues si I € Uy, existe J € Uy tal
que I € Uy(J). Pero todos los elementos de U;(J) estan contenidos en J, como ya
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hemos visto. Por lo tanto I C J.

Antes de continuar con la construccion de las siguientes cubiertas, sera 1til recor-
dar la siguiente definicion :

Definicién 4.1. Sea(X,d) un espacio métrico. Entonces

(1) Si U C X el didmetro de U es :
diam(U) := sup{d(z,y) : z,y € U}

(2) Sild es una familia no vacia de subconjuntos de X la malla de U es :
malla(U) = sup{diam(U) : U € U}

Tenemos entonces que malla(Uy) < 1y malla(Uy) < %

Ahora sea I un elemento cualquiera de Ui; I es de la forma ([ag, a; + 1], [ao, a1])
para algin ag € Z y algin a; € N.

Definimos
UQ(I) = {([ao,al, k], [ao,&l,k + 1]) ke N}

Por la Proposicién ahora la sucesién {[ag, a1, k|} es creciente y por la Proposi-
cién converge a [ag, a1]. Entonces su minimo es su primer elemento, es decir,
lag, a1, 1] = [ag,a1 + 1] y su supremo es [ag, a1]. Asi que cada intervalo en Uy (1)
estd contenido en I. Més atn, la cerradura de cualquier intervalo de Us (1), a excep-
cién del intervalo ([ag, a1, 1], [ag, a1, 2]) estd contenido en I. Sin embargo la cerradura
de cualquier elemento de Uy (1) esta contenido en [[ag, a1 + 1], [ag, a1]).

En efecto sean ([ao, a1, kl, [ao, a1,k + 1]) € Us(I) y = € [[ag, a1, k], [ao, a1, k + 1]].
Entonces
[a07a‘17k] S X S [a07a‘l>k + 1]

Pero
[ag, a1, 1] < [ag, a1, k]

[ao,al, k+ 1] < [ao,al].

Por consiguiente
x € [[ag, a1, 1], [ao, a1])

Sin embargo la cerradura de cada elemento de Uy(I) estd contenido en algin
elemento de Uy(J). Ya que si ([ag, a1, 1], [ao, a1]) € Us(J) ¥ = € [[ag, a1, k], [ao, a1, k+
1]], entonces

ap < [ag, a1, 1] <lag, a1, k] <z <lag, a1,k + 1] < [ag,a1] < ap+ 1.
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Es decir
[lao, a1, k|, [ao, a1, k + 1]] C [[ao, a1, 1], [ao, a1]) C [[ao, a1, 1], [ag, a1]] € (ag, ag + 1]].

Por lo tanto = € (ag, ap + 1]).

Ahora demostraremos que los elementos de Uy (/) son ajenos entre si. Sean k,

k' € N con k < K entonces k + 1 < k', lo que implica o < Pl y por la
Proposicion [1.4] [ag, a1, k + 1] < [ag, a1, k']. Por consiguiente

([amah k‘], [ao,a1, k+ 1]) N ([GO, a17kl]> [ao, al,k, + 1]) = 0.

Ahora bien todo irracional = de I estd en algin elemento de Us(I). En efecto si
x € Py también z € I = ([ag, a1+1], [ao, a1]). Entonces por la Proposicién [1.10] exis-
te k € N tal que [ag, a1, k] < < [ag, a1, k+ 1], es decir z € ([ag, a1, k], [ag, a1, k +1])
que es un elemento de Us(1). Por consiguiente Uz (1) cubre a I NP.

La longitud de cada elemento de Us(I) es menor o igual que % En efecto como
k < k + 1 por la Proposicién [T1.4] tenemos que

E+1—k

1

k+1] — k)l < ————— < =

lag, ar, k + 1] — [ag, ay, k] Kkt D) +1 3
Si lo que hemos hecho para I lo hacemos para cada elemento de Uy, obtenemos una

cubierta de P,

formada por intervalos abiertos en R, ajenos dos a dos y la longitud de cada uno de
ellos es menor o igual a % Ademas U, refina a U; pues si H € Us, existe I € U, tal
que H € U, (I). Pero todos los elementos de U;(I) estan contenidos en I, como ya
hemos visto. Por lo tanto H C I. Notemos que la malla(Us) < %

Sea n € w y supongamos que hemos construido una sucesion Uy, U, ...,U, de
familias de subconjuntos de R tales que satisfacen las siguientes propiedades :

(1) Para cada j € {0,1,...,n}, V € U; si y solo si V es un intervalo abierto en R
de una de las siguientes formas :

() si j es par, entonces V = ([ag, a1, ,aj_1,a;],[ao, a1, ,aj_1,a; + 1]),
donde ag € Z y ay, as, ..., a; son naturales.

(1) Si j es impar, entonces V' = ([ag, a1, - -+ , a;_1, a;+1], [ao, a1, - -+, a;_1, a;]),
donde ag € Z y a1, as, ..., a; son naturales.

(2) Para cada j € {0,1,...,n}, los intervalos de U; son ajenos dos a dos.
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(3) Para cada j € {0,1,...,n — 1}, U4 refina a U;

(4) Para cada j € {0,1,...,n}. Si j es impar y

V= (lag, a1, ,aj-1,a; + 1], [ag, a1, - -+ , a1, a5]) € Uj,
entonces V' C ([ag, a1, -+, aj—2,a;_1], [ao, a1, -+ ,a;_2,a;—1 + 1]].
Para cada j € {0,1,...,n}. Sin es pary

V = ([ao, a1, aj-1,a5],[ag, an, -+ a1, a5 + 1) € U,
entonces V' C [[ag,ar,- - ,a;_2,a;_1 + 1], [ao, a1, - ,aj_2,a,_1])

(5) Si para cada familia U de subconjuntos de R, U denota el conjunto {Clg(U) :
U € U}, entonces para cada j € {0,1,...,n — 2}, U4 refina a U;.

(6) Para cada j € {0,1,...,n}, U; es una cubierta abierta de P
1
j+1
Construiremos U,, 1 de tal forma que la nueva sucesién de familias
Uo, Uy, ...,U,, Uy, 11 siga cumpliendo las propiedades (1) — (7).

(7) Para cada j € {0,1,...,n}, malla (U;) <

Haremos la construccién para el caso en que n es impar. El otro caso sera com-
pletamente similar. Sea V' un elemento cualquiera de U,,; entonces es de la forma

([CLOualu ccr,Qp—1,0n + 1]7 [CLQ,CLl, e 7anflaan])

para algin ag € Z y ay,as,...,a, € N.

Definamos a

un—i—l(v) = {([a07a1a e 7an7k]7 [a07a17' T 7an7k+ 1]) K € N}

Por el la Proposicién {lao, a1, , an, k] }ren es creciente y por la Proposicion
converge a [ag, ay,- - ,a,]. Por lo tanto [ag, a1, - ,a,] es el supremo de dicha
sucesién y su primer término [ag, a1, -+ , @y, 1] = [ag, a1, - ,a, + 1] es su minimo.

Asi cada intervalo en U, 1(V') estd contenido en
(lag, ar, -+ an—1,an + 1], [ag, a1, an-1,a,]) = V.

Mas ain, la cerradura de cualquier intervalo de U, 1(V') con excepcién del inter-
valo ([ag, a1, -+ ,a, + 1], ag, a1, - ,a, + 2]) estd contenido en V. Sin embargo, la
cerradura de cualquier elemento de U, 11(V') esté contenido en

W= [[a(bah cr 1,0y + 1]7 [a0>a17 T 7an717an])~
En efecto, si z € [[ag, a1, , an, k], [a0, a1, -+, an, k + 1]] entoces
[a[))ah”' aanuk] S X S [a07a1a"' 7an7k+ ]-]7
pero
[(Io,al,"‘ 7an7k+1] < [a07a17"' 7an]
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[a07a17”' 7an71] S [aﬁaalv'” JCLn?k]‘

Por consiguiente
[(10,0,1,"‘ 7an71] S T < [a'07a17"' aan]

Por lo que z € W. Si U € U,1(V), entonces existe k € N tal que
U= ([ag, a1, - ,an, k], [ag, a1, -+ ,an, k+ 1]),
por lo tanto UCW.PeroUCW CW =V. Por consiguiente
U=V C([ag,a1, - ,n_2,n_1], a0, a1, Ap_2,an_1 + 1]].

Por (4); si z € U tenemos que

[ag, a1, ,an, k] <z <lag,as, - ,an, k+ 1],
pero
lag, a1, an_2,an_1] < lag,a1, -+ ,an_1,a, + 1] < [ag,as, -, an, k]
y
lag, a1, an, k+ 1] <lag, a1, ,an_1,an] < [ag,a1, -+ ,an_2,a,_1 + 1].

De modo que

lag, at, -+ an_9,a,_1] <z <lag,ar, - ,an_2,a,_1 + 1],
por lo tanto

x € ([ag, a1, ,an_2,a,1], a0, a1, -+ ,apn_2,a,_1 + 1]).

Entonces la cerradura de cualquier elelmento de U, +1(V') estd contenido en
([GOa ag, -, Un-2, an—1]7 [a07 ay, " ,Qp-2,0p—1 + ]-]) € Z/{n—1<v>

Ahora demostraremos que los elementos de U,,+1(V) son ajenos dos a dos entre
si. Sean k y k' € N con k < K/, entonces k + 1 < k’. Por la Proposicién

lag, a1, yan, k+1] < lag, a1, -, an, K'].
Por consiguiente
([a07a17' o 7a'nak]> [(1,0,&1,' o aanak+1])ﬂ([a07ala' o >an7k/]> [a0aa17' o 7an7k/+1]) = @
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Ahora bien, todo irracional x € V' estd en algun elemento de U,,1(V'), En efecto
como
[ag, a1, an-1,an + 1] <@ <lag, a1, , ap-1, ),

Por [1.10] existe £ € N tal que
([CL(),CLl,"' 7an7k] <z < [GOaab"' 7an7k+]—]'

Por lo tanto U,,+1 (V') cubre a V N P.

La longitud de cada elemento de U, 1(V) es menor o gual a
1 <k < k+ 1. Por la Proposicién [I.7] tenemos que

5 Puesto que

k—1+k 1 1
k(k+1)+n k+k+n = n+2

[a0>a17"' 7an>k+1]_[a07al?“' ,Gn,k] <

Esta tltima desigualdad se sigue de 2 +n < k% + k +n.

Si lo que hemos hecho para V' lo hacemos para cada elemento de U, 1, obtenemos
una cubierta de P

un+1 = U Un+1(v>

’UEZ/[n

formada por intervalos abiertos en R, ajenos dos a dos y la longitud de cada uno de
ellos es menor a n+r2 y por consiguiente malla(Uy,+1) < n+r2 Ademas U, 1 refina a

U, v U,q refina a U, ;.
En resumen hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 4.2. La sucesion de familias {U,, : n € w} de subconjuntos de R satisface
las siguientes propiedades :

(1) Para cadan € w, V €U, siy solo si V es un intervalo abierto en R de una de
las siguientes formas :

(i) sin es par, entonces V- = ([ag, a1, -+ ,an_1,a), [ao, a1, -+ ,an_1,a, +1]),
donde ag € Z y ay,as, ..., a, son naturales.

(it) Sin es impar, entonces V = ([ag, a1, -+ , Gp-1, an+1], [ag, a1, -+, apn-1,ay)),
donde ag € 7. y aq, as, ..., a, son naturales.

(2) Para cada n € w, los intervalos de U,, son ajenos dos a dos.
(8) Para cada n € w, U, 11 refina a U,

(4) Para cada n € w, U, 12 refina a U,.

(5) Para cada n € w, U,, es una cubierta abierta de P
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1
n—+1

(6) Para cada n € w, malla (U,) <
Corolario 4.3. Para cada x numero irracional, hay una sucesion

{ai: apg €L vy Q5 eN, Vj EN}Z'EM

tal que:

(1) x es el unico punto en
ﬂ{([CLOa Ay, ,A2n—1, &2n]7 [Clo, ai, - ,02p—1,02p + 1])}n€w

(2) x es el unico punto en
M{([ao, a1, -+, azn, azny1 + 1], [ag, a1, -+, Gzn, G2ny1]) rew

Demostracion.

Supongamos que U,, es la sucesion de cubiertas de P del teorema anterior. Sea
r un numero irracional. Puesto que para cada n € w, U, es cubierta abierta de P,
para cada n € w existe un unico U, € U, tal que z € U,,.

(1) ﬂ Uam C ﬂUQm - ﬂ Uzm—z = m Uz NUy € ﬂ Uz

m>1 m>1 m>1 m>1 m>1
Por consiguiente m Uy, = m Usyp.
mew mew

Como para cada m € w, tenemos que Us,, C Us,,_o, entonces

lim  diam(Us,y,) < lim  diam(Usp_s) < lim = 0.

Por lo tanto (Ugy, ) mew €s una sucesiéon de intervalos cerrados encajados cuyo didmetro
tiende a cero y por consiguiente su interseccion es un soélo punto, el cual es z.

(2) ﬂ Usmy1 C ﬂ Ugpmy1 C m Usp—1 = ﬂ Usm41 NUy C ﬂ Uapn—1.

mew mew mew mew mew

Polo tanto ﬂ U2m+1 = m Uspmi1- Tenemos que Ungrl C U1 v por lo tanto
mew mew

lim  diam(Usgpi1) = 0; entonces (Usgm1)mew €S una sucesion de intervalos cerrados
m—0o0

encajados cuyo diametro tiende a cero. Su interseccién es un sélo punto, a saber z.
(]

Corolario 4.4. St x es irracional y {a; : ay € Z y a; € N, Vj € N}ie,, es la
sucesion de la Proposicion entonces © = lim {[ag, a1, ..., ap| }new. Denotaremos
n—oo

este limite por [ag, ay, ..., Gp, ...|.
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Demostracion.

Para cadan € w
lag, ay, -+, aon_1,a2,] < T < [ag,as, - ,as,_1,as,+1] y tomamdo limite obtenemos
[a07a1,...,an,...]. O

4.2. El Homeomorfismo y el Teorema de Sierpinski

Observar que el Corolario [4.3| tiene un reciproco : Si {ay, }ne., €s una sucesion tal
que ag € Z y para cadan > 1 a, € N, entonces

m{([ao,ah Tt o1, Gon), (G0, a1, Gone, Qo)) T € W}
es un solo punto y es irracional.

Definicién 4.5. Sea ¢ : (Bg, o) — P, la funcion tal que si {a;}icw, ¢({ai}icy) €s
unico irracional en ({([ag, a1, - ,agn_1, a2n], (a0, a1, -+ , 21,2, + 1]) : n € w}

Teorema 4.6. (Baire [3]). ¢ es un homeomorfismo de By en P.

Demostracion.

¢ es inyectiva. En efecto si {a;} # {b;}, entonces existe el minimo n € w tal
que a, # b,. Si n = 0, entonces ag = by y los intervalos (ag,ap + 1) y (bo, by + 1)
son ajenos, por lo que ¢({a;}) # ¢({b;}). En caso de que n > 0, n =2my m € w
tenemos:

o({ai}) € ([ao, a1y .oy G2m—1, @2m)], [0, @1, ..., G2m—1, Q2 + 1)]
o({bi}) € ([bo, b1, vy bam—1,b2m)], [bos b1, ..., bam—1, oy, + 1)]

Puesto que agy, # bay, estos intervalos son elementos distintos de Us,,. Se deduce
que ¢({a;}) # ¢({b;:}). El caso para n = 2m + 1 es similar.
¢ es sobreyectiva: Si x € P, entonces por el corolario anterior existe una sucesion
{a;} tal que x es el inico punto en

ﬂ{([ao’ Ay, va?m]v [a0>a17 Tty Aom 1])}n6w = (b({az})

es decir, ¢({a;}) = x. Esto demuestra que ¢ es sobreyectiva. Por lo tanto ¢ es biyec-
tiva.

Resta ver que ¢ es homeomorfismo. Para esto es suficiente demostrar que existe una
base B para el espacio de Baire B,, y una base U para los niimeros irracionales tales
que ¢ manda a cada B € B en algin U € U y cada U € U es la imagen de algin
B € B. Consideremos a B como la base usual para la topologia inducida por la
métrica en By , es decir, N = N({a;},1/n):n€w y {a;} € Bs.
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Para los ntimeros irracionales consideremos U = U U;, donde {U;,,} es la suce-
i<w
sién de cubiertas de P construidas en 4.2} Como U satisface 3(a) de es una base
de P.

Notemos que,

do({a;}; {b:}) <1/n si, y solo sia; #b; para i<n

Ahora basta demostrar que para cada {a;} € By y para cada B = N({a;},1/n) =
{{b;} € By : b; = a;;i < n}, tenemos:
(1) ¢(B) = ([ag, @1y -y A1, An), (G0, Q15 -y Qp_1, A + 1]).
(Z) gb(B) = ({CL(), a1y ...y A2n—1,02n + 1], [ao, A1y .eey Ap—1, a2n]).

Demostracion de (i) Para n par y por la definicién de ¢ y la propiedad de los
intervalos encajados, se deduce que x € ¢(B) si, y solo si existe {b;} € By, tal que
a; #b;parai <ny ¢({b}) ==z
si, y s6lo si

ﬂ{([ag,al,...,ai_l,ai],[ag,al,...,ai_l,agmtl]):i es par <mn}

si, y s6lo si
x € ([ag, a1, ..., an_1, ay), [ag, a1, ..., Gp_1, as, + 1]).

La demostracién de (ii) es similar. O

Teorema 4.7. (Sierpiniski). Todo espacio métrico separable y cero dimensional es
homeomorfo a un subconjunto de los numeros irracionales.

Demostracion.

Supongamos que X es un espacio métrico separable y cero dimensional. Basta
demostrar que X es homeomorfo a un subconjunto de B;. Como X es separable y
cero dimensional, entonces tiene dimensiéon de cubierta cero y por el Teorema [3.16
existe una familia {U; };c., de cubiertas de X ajenas dos a dos tales que: Si U € U;
entonces diam(U) < 270+ v 14, refina a U; para todo i € w.

Por la separabilidad de X, cada U; es a lo sumo numerable. En efecto sean D C X
denso numerable e ¢ € w, para cada U € U, existe zy € D tal que xy € DN U.
Definimos ¢ : U; — D por ¢(U) = zy. ¢ es inyectiva fijemos Uy V € U; con U # V,
entonces xpy € Uy xzy € V, como U NV = (), se infiere que xy # xy. Por lo que
|U;| < |DJ. Supongamos que U; tiene cardinalidad k;, donde k; < w. Asi podemos
escribir a los elementos de U; como {U; ;};<k,. Para cada z € X y para cada entero
7 hay un tnico U € U; de modo que x € U; por lo tanto, podemos elegir un tinico
entero f;(i), tal que x € U y,(;). Esto define una funcion f, : w — U k; tal que

S
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para cada i € w, f,(i) € k;, es decir:

Iz € Hkl ={fe€B;: f(i) <k; para todo i < w}
<w
Notemos que x es el inico punto en ﬂ Ui 1.()- En efecto sea y € m Ui foiys T # Y
€W 1€w

1
, entonces d(x,y) > 0, por lo que existe i € w tal que prsy < d(z,y). Como z € U, 1,

) 1
y el diam(U 1,;) < 5T < d(z,y), por lo que y & Ui s,

Afirmamos que la funcién ¢ : X — B; definida como ¢(x) = f, es un homeo-
morfismo sobre la imagen de ¢.
Demostraremos que ¢ es inyectiva. Sean = # y en X, entonces y ¢ ﬂ Ui, f.(i)» esto
implica que existe 7y € w tal que y no pertenece a U; 7, (i), S embarg(e) Y € Uiy, 1, (io)-
Se infiere que Us, 1, (o) 7 Uio.f,(i0)» 81 [o(i0) # fy(io), luego fp # f,. Por lo tanto
o(x) # ¢(y). Hemos demostrado que ¢ es inyectiva.

Notemos que para i,j € w, o(i,5) := {f € By : f(i) = j} = 7, }({j}). Por la
continuidad de m; y puesto que {j} es un conjunto abierto de k;, tenemos que o (%, j)
es un conjunto abierto en By. Ademés {o(i,j) : i,j € w} es una subbase para la
topologia producto en B;. Por lo tanto la familia

{o(i,j)No(X): 1 €w,j <k}

forma una subbase para ¢(X) puesto que ¢(x) = f, € [[,., ki Ahora es suficiente
demostrar que para todo conjunto U en la base U{l; : i < w} para X, ¢(X)(U) es
subbésico de By, y todo subbdsico en By es la imagen de algin U € U{l; : i < w}.
Es suficiente ver que:

o(Ui;) = o(i,j) N o(X)

En efecto veamos que ¢(U; ;) C o(i,j) N ¢(X). Para cada x € U, ;, U;; es el
tnico elemento delf; tal que x € U, ; con j < k;, por lo que j = f,(i); por lo tanto
f2(i) € o(i,7)Np(X). Por consiguiente ¢(U; ;) C o(i,7)NP(X). Si f € o(i,7)Np(X)
entonces existe © € X tal que f = ¢(x) = f,, se infiere que f,(i) = j con j < k; y
r € Uiy,4) = Uiy, luego f € (U, ;). -
Definicién 4.8. Si P es una propiedad topoldgica y (X, T) es un espacio topoldgico,
diremos que (X, T) es universal en la clase de los espacios topoldgicos que tienen
la propiedad P si para todo espacio topolégico (Y, o) con la propiedad P existe una
inmersion ¢ . (Y,0) — (X, 1) (es decir, (Y,0) es homeomorfo a un subespacio de
(X,7))

Con esta definicion el Terorema de Sierpinski se puede enunciar: P es universal
en la clase de los espacios metrizables, separables y cero dimensionales.
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