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INTRODUCCION

Una materia de gran importancia en el estudio de las mateméticas en la
educacion media superior es el algebra, ya que esta materia es la base para poder
entender de una mejor manera las materias de matematicas que se estudian
posteriormente, tales como: calculo diferencial, calculo integral, razonamiento
matematico, entre otras. Sin embargo, esta materia no resulta ser de facil
comprension ya que los maestros esperan que los estudiantes se apropien de reglas
de manera casi inmediata, sin darles la oportunidad a que las entiendan, y esto
podria estar originando que apliquen dichas reglas sin razonar, por lo que los
estudiantes solo las repiten y en algunos casos apliquen dichas reglas en ejercicios
en los cuales no debian ser utilizadas. Sin embargo, muchos factores podrian estar

afectando el aprendizaje del estudiante.

En el transcurso del estudio de las matematicas, se busca que los estudiantes
vayan adquiriendo el conocimiento necesario para la resolucién de los ejercicios o
problemas a los que se les va enfrentando. Sin embargo, en muchos de los casos los
estudiantes tienen muchas dificultades cuando se enfrentan a las variables y esto

podria estar generando que los estudiantes le den un diferente uso.

Este estudio fue realizado con estudiantes que ingresaban a la universidad, es
decir, con estudiantes que tuvieron varios cursos que tienen que ver con el area de
matematicas, con los cuales pudieron obtener una vasta experiencia para darle el
tratamiento adecuado a la variable. Sin embargo, este estudio solo se centrd en
saber qué tan capaces son los estudiantes cuando se enfrentan a la manipulacion
algebraica, es decir, saber si son capaces de reconocer a la variable como un

namero general.

Ursini (1994), afirma que, para que los estudiantes sean capaces de reconocer
a la variable como numero general, entre otras cosas, deben ser capaces de poder

manipular el simbolo (en este caso la variable) para poder simplificar o desarrollar



expresiones algebraicas. Para esta investigacion nos hemos centrado en conocer
qué tipos de errores se cometen cuando los estudiantes se encuentran con ejercicios
en donde tienen que manipular a la variable, poniendo a prueba los conocimientos
previamente adquiridos en el bachillerato, lo cual sirvié para tratar de conocer como

es que se originan tales errores.

En este trabajo se presentan los resultados de un estudio cuantitativo, el cual
consistié en la aplicacion de un cuestionario de catorce ejercicios, estos ejercicios se
trataban de simplificacion de fracciones algebraicas, tal cuestionario fue aplicado a
los estudiantes de nuevo ingreso en la Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas de
la BUAP. Posteriormente, se realiz6 un estudio cualitativo de las respuestas del
cuestionario a través de entrevistas clinicas a algunos de los estudiantes que

previamente habian contestado el cuestionario.

El contenido de este trabajo esta organizado con los siguientes capitulos: En el
primer capitulo se hace una revision de literatura relacionada con las dificultades en
la transiciébn de la aritmética hacia el algebra, diferentes interpretaciones de las

variables, errores en la manipulacién algebraica y clasificacion de errores.

En el segundo capitulo, se hace una breve justificacion acerca de la
investigacion propuesta para esta tesis. Se escriben los objetivos y las preguntas que

guiaran esta investigacion.

En el tercer capitulo, se realiza una descripcion de la poblacién que se estudi,
ademas se revisan los planes de estudio de algunos bachilleratos y se describe el

instrumento que se utilizé para realizar el estudio cuantitativo.

En el cuarto capitulo, se presenta la clasificacion de los errores detectados
con el cuestionario. Ademas, se presentan las estrategias que usaron los estudiantes
y por ultimo se realiza un analisis de corte cualitativo de algunos errores que se

presentaron.

En el quinto capitulo se presentan, tanto las conclusiones del analisis

cuantitativo, como las conclusiones del analisis cualitativo.

Vi



1. ANTECEDENTES Y MARCO DE REFERENCIA

En este capitulo se hace una revision de investigaciones que abarcan desde las
dificultades que tienen los alumnos al inicio del algebra, hasta investigaciones acerca
de los diferentes usos (interpretaciones o concepciones) de la variable, asi como
también sobre manipulacion algebraica y sobre clasificacion de errores al realizar

tareas algebraicas.

A través del tiempo ha surgido la necesidad de responder por qué los
estudiantes tienen problemas con el aprendizaje de las matematicas, y es por eso
que muchos investigadores se han dado a la tarea de identificar cuales son las
dificultades, o errores, sin embargo, no es algo facil de hacer ya que podrian estar

involucrados muchos factores.

Varios investigadores han encontrado que muchos de los problemas que los
estudiantes tienen al estudiar algebra, se deben a que no se les da la maduracion
adecuada en los primeros cursos de algebra.

En este tipo de investigaciones se ha encontrado que la generalizacién que se
da a partir de la aritmética, no es facil para los estudiantes, porgue les cuesta trabajo
entender que las letras (en el algebra) representan nimeros, (Kieran y Filloy, 1989;
Kieran y Chalouh, 1993; Phillip y Schaphelle, 1999).

Ademas, las dificultades podrian presentarse porque no asimilan los conceptos
adecuadamente o por no comprender el significado de los simbolos (Booth, 1988;
Matz, 1980)

El concepto de variable, dentro del algebra, es un concepto dificil de entender
para los estudiantes que empiezan su estudio, ya que dependiendo del contexto en
el que se encuentre, es el uso que se le puede dar (Kichemann, 1980; Usiskin,
1988; Ursini, 1994)

Si los estudiantes no son capaces de reconocer el significado de las variables,
esto les podria traer consecuencias al querer manipularlas, lo cual se reflejaria en el
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inadecuado uso de férmulas, leyes, axiomas, etc. o podrian crear una formula ellos

mismos, a partir de las que existen (Matz, 1980; Mufioz, 2002; Wong, 1997).

Es decir, los estudiantes terminarian cometiendo muchos errores, ya sea que
éstos mismos se estén dando a causa de los primeros cursos de algebra en los
cuales no entienden la transicion, de uno a otro; porque la misma variable puede
estar representando diferentes cosas; por el significado que estas mismas pueden
adquirir, de acuerdo a lo que se necesite; por una mala manipulacion, la cual podria

deberse a la malformacion de reglas.

Lo anterior nos podria guiar a otras investigaciones que se han realizado, las
cuales podrian ser de mucha utilidad, dado que, en estas investigaciones, clasifican
los errores y nos dicen de qué se tratan cada uno de esos errores, (Cerdan, 2010;
Garcia, 2010).

Todas las investigaciones que se realizan en torno a la ensefianza, aprendizaje
de las matematicas son relevantes, pues en ellas podriamos encontrar herramientas,
las cuales ayudaran a reforzar la educacién de los estudiantes y éstos a su vez lo

reflejen en sus estudios.

1.1 MARCO DE REFERENCIA

No podemos desconocer que los errores son la manifestacion exterior de un
proceso complejo en el que interactan muchas variables: profesor, alumno, tipos de

aprendizaje, creencias, entre otras.

Cuando los alumnos comienzan el estudio de las expresiones algebraicas se
ven obligados a no seguir interpretandolas como operaciones aritméticas sobre algun
namero sino que deben aprender muy rapidamente a considerarlas como objetos en

si mismos, con los cuales se realizan operaciones de distinto nivel de dificultad.

1.1.1 DIFICULTADES EN LA TRANSICION DE LA ARITMETICA HACIA EL
ALGEBRA

Los estudiantes, al inicio en el estudio del algebra traen conocimiento y sentido,

el cual utilizaban en aritmética. Sin embargo, el algebra no es simplemente una



generalizacion de la aritmética. ElI aprender algebra no es simplemente hacer

explicito lo que estaba implicito en la aritmética (Kieran y Filloy, 1989).

La posibilidad de representar con una sola letra un conjunto de valores y el
hecho de poder usarlos de forma sencilla es, precisamente, lo que hace que el
algebra sea de gran utilidad, sin embargo, los alumnos no siempre llegan a
comprender y aprovechar la ventaja que supone la utilizacién de simbolos porque

desconocen su relacion con lo que denotan.

Kieran y Filloy (1989) afirman que: "El algebra requiere un cambio en el
pensamiento del estudiante de las situaciones numéricas concretas a proposiciones

mas generales sobre nimeros y operaciones"” (p. 229).

A su vez Kieran y Chalouh (1993) mencionan que en la mayoria de los cursos
de algebra rara vez se concede un enlace entre el uso de los nUmeros en aritmética
y el uso de letras en el algebra, con lo cual los alumnos no tienen la oportunidad de

crear conexiones entre éstos.

Por otra parte, Phillip y Schaphelle (1999) opinan que, para que los estudiantes
puedan ver el lgebra como aritmética generalizada, deben crear una relacion entre

el &lgebra y la aritmética, la cual debe estar establecida en sus mentes.

Por su parte, Booth (1988) describe errores comunes cometidos por los

estudiantes los cuales pueden atribuirse a:

1. La naturalezay el significado de los simbolos y las letras. Los simbolos son un
recurso que permite denotar y manipular abstracciones. El reconocer el
significado de los simbolos hara comprender como operar con éstos y se
podra interpretar los resultados, con lo cual se podra trasladar el conocimiento
gue se adquirié en aritmética hacia el algebra.

2. El objetivo de la actividad y la naturaleza de las respuestas en algebra. La
mayoria de los estudiantes suponen que en el algebra solo se les pide una
Gnica solucion y ademas que ésta tiene que ser numerica.

3. La comprension de la aritmética por parte de los estudiantes. La mayoria de

las dificultades que aparecen al inicio del algebra surgen como problemas sin



corregir en la aritmética. Los errores que se cometen en aritmética hacen ver
las dificultades al adquirir el conocimiento o la falta de percepcion.

4. El uso inapropiado de formulas o reglas de procedimientos. Los errores se
deben al uso incorrecto de férmulas o reglas, las cuales las adaptan

errbneamente a una nueva situacion.

Los estudiantes al enfrentarse a ciertas tareas algebraicas, ponen en juego su
conocimiento aritmético previo, el cual en ocasiones, les impide asimilar la transicion

gue se presenta al pasar de la aritmética al algebra; ocasionandoles dificultades.

De acuerdo con Matz (1980), dichas dificultades se deben a que los estudiantes
no asimilan los cambios conceptuales en el paso de la aritmética al algebra, por lo
que, en ocasiones, se ven forzados a resolver una nueva situacion con lo que saben,
cometiendo asi errores generados por una eleccion incorrecta de una técnica de

extrapolacion.

Ademas, Filloy, Rojano y Solares (2004) sostienen que los estudiantes no
tienen la suficiente manipulacioén sintactica de la variable y que tampoco son capaces

de distinguir entre sus diferentes usos.

En especifico, en la escuela secundaria surgen por primera vez las letras (como
variables) y se espera que los estudiantes aprendan a usarlas de manera muy
rapida, pero como no logran un buen entendimiento de éstas, los estudiantes no las

usan adecuadamente, y le dan diferentes tipos de interpretaciones.

1.1.2 DIFERENTES INTERPRETACIONES DE LAS VARIABLES

Un concepto de gran importancia en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas y de dificil comprensién entre los estudiantes lo es, en particular, el

concepto de variable.

El concepto de variable es considerado basico en la educacion matematica, en
el sentido de que esta colocado en los cimientos de la matematica escolar. Muchos

profesores e incluso quienes disefan los libros de texto, consideran al concepto de



variable como algo “ya dado”, en algunos textos no se encuentra una definicion
explicita y algunos profesores creen que es un concepto trivial y por tanto no

requiere un tratamiento especifico para ser asimilado por los estudiantes.

Muchas de las dificultades que los estudiantes encuentran con las variables se
relacionan con su incapacidad para reconocer el papel que juegan en un contexto
dado. El no reconocer las diferencias que caracterizan los distintos usos de la
variable se torna frecuentemente en un obstaculo que bloquea el aprendizaje de la

matematica.

Por ejemplo, en la investigacion que realiz6 Kiichemann (1980), identifico 6
interpretaciones diferentes que hacen estudiantes de secundaria con las literales, las

cuales son:

1. Letra evaluada: A la letra se le asigna un valor numeérico.

2. Letra no utilizada: La letra es ignorada o su existencia es reconocida pero no
se le atribuye ningun significado

3. Letra como objeto: Se considera la letra como una abreviatura del nombre de
un objeto o como un objeto en si.

4. Letra como incégnita especifica: La letra representa un namero particular pero
desconocido y los alumnos son capaces de operar directamente sobre ella.

5. Letra como numero generalizado: Se considera que la letra representa o es
capaz de a sumir distintos valores.

6. Letra como variable: Se considera que la letra representa un rango de valores
no especificado y que existe una relacién sistematica entre dos conjuntos de

valores de este tipo.

Kichemann afirma que los resultados encontrados en su investigacion
muestran dos tipos de niveles de comprensién en los estudiantes, en los cuales, el
primero abarca las tres primeras categorias en donde reflejan un bajo nivel de
respuesta, mientras que en el segundo abarca las tres categorias restantes, en esta
categoria los estudiantes muestran un acercamiento al algebra. Ademas, el mismo

autor propone un orden de dificultad creciente para las seis categorias encontradas.



En otra investigacion, realizada por Usiskin (1988), se encontré que las
diferentes concepciones del algebra estan relacionadas con los diferentes usos de

la variable, lo cual se muestra en la Tabla 1.

Concepcidn del algebra Usos de la variable
Aritmética generalizada Generalizadores de patrones
Procedimientos para resolver problemas Incégnitas, constantes
Estudio de relaciones entre cantidades Argumentos, parametros
Estudio de estructuras Marcas arbitrarias en el papel

Tabla 1. Concepciones del dlgebra y sus usos

Por su parte Ursini (1994), en su investigacion, cuyo propadsito fue saber cuales

eran los diferentes usos de la variable, encontré los siguientes:

1) Variable como namero general
2) Variable en una relacion funcional

3) Variable como incognita especifica

Estos resultados muestran que la interpretacion dada por los alumnos no
siempre es la apropiada y que frecuentemente es la fuente de respuestas erroneas.
Primero, esto puede deberse de alguna manera al multifacético uso de los simbolos
literales, llegando éste a opacar las diferentes caracterizaciones de la variable y
causar confusion en los alumnos, y segundo, que las variables son faciles de usar

pero dificiles de entender.

Lamentablemente, las dificultades que se presentan en el algebra no solo se
deben a las interpretaciones de la variable 0 a que no se les enfatiza la transicion
entre la aritmética y el algebra. En este sentido, Ursini (1994) menciona también que,
para que un estudiante tenga un buen manejo de la variable como numero general
debe poder manipular el simbolo para simplificar o desarrollar expresiones

algebraicas.



1.1.3 ERRORES EN LA MANIPULACION ALGEBRAICA

Los alumnos de nivel superior efectivamente tienen problemas de maduracion,
tales como: no recordar o aplicar parcialmente una férmula, errar al simplificar o
desarrollar expresiones algebraicas, omitir signos o literales, suponer que dos
expresiones son equivalentes. Muchas veces son problemas de facil solucion, que el
profesor puede detectar y resolver si existe la cooperacion del alumno. No obstante,
otras veces se observan problemas de maduracion de tal magnitud que pareciera

gue se originaron desde varios niveles anteriores.

En el esfuerzo para solucionar ejercicios con expresiones algebraicas es comun
gue los estudiantes los resuelvan sin reflexionar, lo cual los lleva a transformar las
expresiones por medio de reglas algebraicas mal utlizadas e ignorando su
significado, sin embargo, es necesario tener la capacidad de recordar los significados

de dichas expresiones cuando sea requerido.

Booth (1988), por su parte, investigo el tipo de expresiones algebraicas que los
alumnos consideraban equivalentes y observo que interpretaban las expresiones de
manera diferente segun el contexto, aplicando la siguiente regla: “Una expresion
algebraica se resuelve siempre de izquierda a derecha, a menos que el contexto
especifique que debe realizarse previamente otra operacion”. Segun esta regla, un

par de expresiones pueden ser equivalentes en un contexto y no serlo en otro.

Linchevski y Herscovics (1994) sefialan algunas de las dificultades y errores
concretos que manifiestan los estudiantes al transformar expresiones algebraicas
tales como: la necesidad de clausura que muestran los alumnos, la particularizacién
de expresiones algebraicas donde les dan valores numéricos al no encontrar sentido
en el uso del lenguaje algebraico en algunos contextos, el uso inadecuado o la
ausencia de paréntesis, la concatenacion de igualdades, el fallo en la percepcién de
la cancelacién de expresiones, la sobre-generalizacion de la propiedad distributiva
del producto respecto de la suma a la operacién multiplicacion, la falta de aceptacion
del signo igual como expresion de una equivalencia, un orden incorrecto de las

operaciones y la separacion de un numero del signo operacional que le precede.



En algunas situaciones los estudiantes son mas proclives a cometer errores en
expresiones algebraicas cuando éstas involucran numeros. Wong (1997) afirma que
algunos errores pueden ser cometidos si las expresiones algebraicas que involucran
nameros dependen del grado de complejidad de las expresiones o también por el

conocimiento algebraico de cada uno de los estudiantes.

Es muy comun que los errores en el algebra aparezcan durante el trabajo con
variables. Por ejemplo, Matz (1980) realizé en su estudio un catalogo de los errores
que los estudiantes cometen con mayor regularidad, a continuacién se muestran

algunos ejemplos de ellos:

1. Simplificando 3+23(S-4) como 26(S-4)
2. Simplificando 3xy + 4yz como 7xyz

3. Calculando (4 + B)? como A? + B?

o Ax+By
4. Simplificando ——— como A+B
x+y

X+3Z 3Z

como —
2X+Y 2+Y

5. Simplificando

x%+2xy+y?

6. Simplificando como 2xy

7. a) Calculando 2(X +3) como 2X + 3.

b) Calculando -(3X -W) como -3X -W.



Ademas de hacer el catalogo de errores ella plantea un modelo de competencia
algebraica para explicar por qué se dan estos errores, en el cual afirma que estos
errores son provocados por alguna de las dos técnicas de extrapolacion, las cuales

son: linealidad y generalizacion.

La linealidad: sucede cuando el estudiante al trabajar con un objeto, lo
descompone y trata de manera independiente cada una de sus partes. Los errores
de extrapolacion lineal se clasifican en errores de distribucién generalizada, de

aplicacion repetida y en los de la regla de reconocimiento.

Distribucién generalizada. En general, estos errores se producen cuando
expresiones algebraicas son descompuestas mediante la distribucion, en las partes
que mas se pueda, a través de partes de la expresion.

Aplicacion repetida. Esta estrategia de extrapolacion comun es simplemente

iterar el operador en donde se podria estar usando una regla.

Regla de reconocimiento. Los errores que resultan de una suposicion lineal
pueden ser clasificados de acuerdo a la fase en el proceso de resolucion de los
problemas, si se guia la abstraccion de una regla a partir de un problema resuelto.
Como en las dos puntos anteriores. Se podra proporcionar una manera de extender

la aplicabilidad de una regla existente.

La generalizacion: los estudiantes utilizan un puente entre las reglas
conocidas y los conocimientos nuevos, generalizan reglas a partir de una regla

conocida u optan por otras bajo la suposicion de la aplicacion.

En la investigacion realizada por Mufioz (2002) sobre la valoracion de los

errores, nos dice:

"El tipo de errores que un alumno puede cometer es casi tan grande
como el numero de alumnos, puede cometer errores que ni siquiera nos
imaginamos, pero si se entiende lo que hizo mal y cuales son los puntos clave
gue el alumno no domina entonces puede ayudarsele con mayor eficacia"
(p.1253).



En su estudio, el mismo autor encontré que hay tres tipos de errores, los cuales
pueden ser vistos como:
1. Errores no graves: Estos errores no se cometen por falta de conocimiento de
los estudiantes, sino que se deben a la falta de concentracion, por ejemplo, al
tratar de resolver un sistema de ecuaciones, el cual es:

X-1=y+1; x-3=3y-7

donde el estudiante empezé a resolver como:

X+y=1+1;x-3y=-7+3

el error esta desde el inicio, porque el deberia de haber empezado como:
X-y=1+41;x-3y=-7+3

el error se debid a que aplicoé erroneamente la propiedad del inverso aditivo en

un término.

2. Errores por respuestas incompletas. En este tipo de errores los estudiantes
llegan a respuestas superficiales, las cuales no son totalmente incorrectos,

pero tampoco corresponde con lo que se les pidio, por ejemplo:

Al hacer la simplificacion se llega al resultado siguiente:

2, .3 4x-7 1
x—3 x+2 x2-x-6 x—3

Varios de los estudiantes llegaron al siguiente resultado:

2 + 3 4x-7 _ x+2
x—3 x+2 x%-x-6 x2—x—6

3. Errores graves y muy graves. Si el estudiante durante la resolucion de un
problema constantemente utiliza incorrectamente las propiedades, confunde
términos, realiza errbneamente las operaciones algebraicas, entonces se

tratan de errores graves 0 muy graves
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Rico (1994), por otro lado, propone cuatro lineas de investigacion actual en
torno a los errores,

1) Estudios sobre analisis, causas, elementos, taxonomias de clasificacion de

los errores.
2) Trabajos acerca del tratamiento curricular de los errores.

3) Estudios relativos a la formacion de los docentes en cuanto a la capacidad

para detectar, analizar, interpretar y tratar los errores de sus alumnos.

4) Trabajos de caracter técnico que incluyen técnicas estadisticas, como

contrastar hipotesis para el analisis de los errores.

El mismo Rico sefiala también varias propuestas para la categorizacion de los
errores. Cada una estd inspirada en un modelo particular del procesamiento de
informacion. Hay también algunas clasificaciones que son resultados de

investigaciones empiricas sobre los errores.

1.1.4 CLASIFICACION DE ERRORES

La identificacion de las diversas clases de errores nos permitid dirigir la
atenciéon hacia los diferentes aspectos que los generan, ademas permitiria elaborar
un diagndéstico mas efectivo para poder ayudar a los estudiantes en sus dificultades

asi como en la falta de sentido de los objetos matemaéticos.

Por lo anterior, varios autores han hecho categorizaciones de errores, para
poder conocer qué es lo que estan haciendo incorrectamente y saber como se les

puede ayudar a corregirlo.

A continuaciébn se presentan algunas categorizaciones y/o clasificaciones

realizadas por diferentes autores teniendo en cuenta distintos enfoques.

Socas (2003), por ejemplo, considera tres ejes que permiten analizar el origen
del error. De esta forma, podemos situar los errores que cometen los alumnos en

relacion con tres origenes distintos:
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1) Obstaculos: conocimientos adquiridos que demuestran su efectividad en

ciertos contextos pero no validos en otros.

2) Ausencia de sentido: relacionado en las distintas etapas de aprendizaje de un

sistema de representacion, semidtica, estructural y autbnoma.

3) Actitudes afectivas y emocionales: Los errores que tienen su origen en
actitudes afectivas y emocionales tienen distinta naturaleza: falta de

concentracion (excesiva confianza), bloqueos, olvidos, etc.

Garcia (2010), hizo una clasificacion de los diferentes errores detectados en su

investigacioén, los cuales son:

1. Eliminacion incorrecta de denominadores: En este error el alumno
reconoce que para eliminar un denominador debe multiplicar toda la expresion
por un multiplo del denominador pero omite multiplicar todos los elementos de

la misma, alterando de esta forma el resultado final.

2. Errores al realizar operaciones aritmético-algebraicas: Dentro de esta
clasificacion encontramos aquellas respuestas en las que aparentemente se
sigue un procedimiento de resolucion coherente pero se comete un error al

realizar alguna de las operaciones basicas aritmético-algebraicas.

3. Procedimiento inconcluso: En este tipo de errores, el procedimiento estaba
parcialmente correcto pero no se termind o se interpretaba de manera

incorrecta el resultado.

4. Procedimientos propios incorrectos e inferencias no validas: Se
identificaron errores en los cuales los alumnos utilizaban algun tipo de
procedimiento en el que hacen inferencias no validas de reglas parcialmente
recordadas, errores al transcribir datos, aplicacion de métodos de tanteo y
otras operaciones que aparentemente se realizan por el simple hecho de

desarrollar algun procedimiento.

5. Aplicacion parcial de regla de factorizacion por factor comun: Este error
se presenta cuando el alumno intenta separar los factores comunes pero no

recuerda el paso siguiente del procedimiento dejando inconclusa la operacién

12



0 no verifica la validez del factor comun o por no respetar las reglas de los

exponentes del citado factor.

6. Asociacion incorrecta de productos notables: En este caso los alumnos
intentan asociar las formas y formulas de productos notables para resolver la

operacion.

7. Uso de la aritmética basica ignorando las reglas del algebra: El alumno
intenta resolver la expresion algebraica como una operacion aritmética, ya sea

suma, resta o multiplicacion de los coeficientes y exponentes de la misma.

8. Error en la determinacién de la potencia de otra potencia: Este error se
encuentra en algunas pruebas en las cuales el alumno desarrolla la formula
para el binomio al cubo pero se equivoca al aplicar la regla de multiplicacién

de los exponentes al parecer por una omision al multiplicar los mismos.

9. Resolucion aditiva de la potencia de un binomio: En estos casos los
alumnos multiplican los exponentes de cada uno de los elementos de la

expresion algebraica ignorando la férmula correcta de resolucion.

10. Aplicacion incorrecta de la regla del cubo de un binomio: Este error se
presenta cuando el estudiante intenta aplicar la férmula correspondiente pero
al parecer no es capaz de recordarla de manera correcta aunque en algunos

casos los procedimientos posteriores tengan coherencia.

11. Error al realizar productos de polinomios: En este error el alumno
descompone la expresion algebraica en factores simples pero se equivoca al

multiplicarlos para encontrar el resultado.

12. Error de calculo simple: Este error se presenta cuando el alumno se
equivoca al realizar alguna de las operaciones basicas de la aritmética y por lo

tanto obtiene un valor incorrecto que sigue utilizando sin detectar el error.

Por otra parte, Rico (1994) en su investigacion sobre errores cometidos por
alumnos de secundaria en Matematica, y de acuerdo con la metodologia propuesta
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determind seis categorias descriptivas para clasificar los errores encontrados. Estas

categorias son:

a)

b)

f)

Datos mal utilizados. Errores que se producen por alguna discrepancia entre

los datos y el tratamiento que le da el alumno.

Interpretacion incorrecta del lenguaje. Son errores debidos a una
traduccion incorrecta de hechos mateméaticos descritos en un lenguaje

simbdlico a otro lenguaje simbdlico distinto.

Inferencias no validas I6gicamente. Son los errores que tienen que ver con

fallas en el razonamiento y no se deben al contenido especifico.

Teoremas o definiciones deformados. Errores que se producen por
deformacion de un principio, regla, teorema o definicion identificable.

Falta de verificacién en la solucion. Son los errores que se presentan
cuando cada paso en la realizacion de la tarea es correcto, pero el resultado

final no es la solucion de la pregunta planteada.

Errores técnicos. Se incluyen en esta categoria los errores de calculo, al
tomar datos de una tabla, en la manipulacion de simbolos algebraicos y otros

derivados.

Ortigoza y Dueias (2013) analizaron los errores de estudiantes que se

obtuvieron tras aplicar una prueba diagndstico, mediante las categorias de errores

gue eligieron para su estudio, las cuales son:

1

. Datos mal utilizados.

Interpretacion incorrecta del lenguaje.

Empleo incorrecto de propiedades y definiciones.
Error al operar algebraicamente.

Errores técnicos.
14



Keller, Shreve y Remmers (1940) hacen una clasificacion de los errores que
cometen los estudiantes de nuevo ingreso en la Universidad de Purdue, al resolver
una prueba diagnostico, la cual involucra realizar operaciones basicas con

expresiones algebraicas, los errores que ellos encuentran son:

1. Error en los signos, en la eliminacién de paréntesis precedidos por un signo
positivo.

2. Error en los signos, en la eliminacion de paréntesis precedidos por un signo

negativo.

Error en el signo, en la adicidn de términos.

Error numérico, en la adicién de términos.

Fallar al combinar términos semejantes para simplificar una expresion.

Fallar al distribuir la multiplicacion.

Omitir un término o un simbolo.

Fallar al remover un paréntesis para simplificar.

© © N o 0 b~ W

Multiplicar polinomios donde la adicion algebraica esta indicada.

10. Multiplicar términos donde la adicién esta indicada.

11.Sumando donde la multiplicacion esta sefialada.

12.Error al copiar.

13.Errores en el entendimiento, al leer o confundiendo términos u operaciones.
14. Multiplicando polinomios “término a término”.

15. Error al distinguir entre simbolos diferentes.

16.Combinando términos diferentes.

17.Errores numericos en la multiplicacion.

18.Errores en exponentes en la multiplicacién.

19. Error al multiplicar por una regla incorrecta o formula equivocada.
20.Errores en los signos de los factores.

21.Error numérico en la factorizacion o error en el exponente en los factores.
22.Factorizando “término a término”.

23.Factorizando por una formula incorrecta.
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24.Error al no factorizar completamente.

25. Al afirmar que la expresion no se puede factorizar.

27.Cambiando de signos arbitrariamente.

31.Error al no cancelar factores comunes.

32.Multiplicacion cruzada injustificada.

33. Al dividir por una fraccién, al no invertir el divisor.

34. Arbitrariamente multiplicando todas las partes de la fraccion.

35.Omitir el denominador o un factor del denominador, de una fraccion.

36.Error al afiadir o restar partes de una fraccion.

37.Sumando numeradores y denominadores indiscriminadamente al combinar
fracciones.

38.Cancelando factores diferentes del polinomio del numerador y denominador

39.Cancelacion término a término.

40.Miscelanea de errores o errores en los que el trabajo del estudiante es
incomprensible.

41.Respuesta omitida
No obstante que la investigacion hecha por Keller et al (1940) fue realizada

hace mucho tiempo, el interés por estudiar los errores que cometen los estudiantes

en el algebra sigue siendo actual.
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2. JUSTIFICACION

Con lo mencionado anteriormente, se tiene la preocupacion de que los
estudiantes tienen muchos problemas al emplear el algebra y tienen muchos errores
los cuales pueden ser por diferentes razones, sin embargo, nuestra preocupacion es

que a los estudiantes les es dificil la manipulacion algebraica.

En la investigacion que hacen Vega, Molina, y Castro (2012), nos hacen ver los
errores que los estudiantes tienen al resolver ejercicios que son de reduccién de
fracciones algebraicas. Sin embargo, existen muy pocas investigaciones que se
centran en el estudio de suma y resta de fracciones algebraicas, por lo que nos
interesa saber qué errores exhiben los estudiantes al trabajar con este tipo de

ejercicios, por lo que surge la pregunta:

¢, Cudles son los errores que cometen los estudiantes, cuando realizan la
suma o resta de fracciones algebraicas?

Otra pregunta a tratar de responder sera:

¢Cudles son las estrategias que los estudiantes usaran para resolver los
ejercicios?

Lo que nos lleva a nuestros objetivos en la investigacion.

2.1 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Lo que va a guiar esta investigacion sera nuestro objetivo general, el cual es:
Identificar los errores que cometen los estudiantes cuando reducen fracciones
algebraicas. Sin embargo, esto no sélo es lo que se pretende en esta investigacion,
ademas también se buscara identificar las estrategias que se emplearon para

resolver los ejercicios.
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Y a su vez, se buscara hacer una clasificacion de los errores que cometieron
los estudiantes al resolver el cuestionario, por lo que otro objetivo especifico sera:
Hacer una clasificacion de los errores cometidos por los estudiantes de nuevo
ingreso al intentar resolver ejercicios de suma y resta de fracciones

algebraicas.

18



3. METODOLOGIA

Para poder realizar esta investigacion se tomo en cuenta a todos los alumnos
de nuevo ingreso en la FCFM de la BUAP. En total se aplicaron 309 pruebas, sin
embargo, solo se tomaron en cuenta 273 pruebas, y esto se debe a que 36 de ellas
eran de estudiantes que ya habian cursado el primer semestre, es decir, llevaban
uno o dos afios en la facultad, y consideramos que esto podria ser una ventaja por

las materias que han cursado en la universidad.

Ademas, cabe sefalar que los estudiantes son de diferentes carreras que se
encuentran en la F.C.F.M; es decir, se aplicaron cuestionarios a los estudiantes que
estaban estudiando las siguientes carreras:

Matematicas.
Matematicas Aplicadas.
Fisica.

Fisica aplicada.

o kr 0N PF

Actuaria.

Cabe sefnalar que del total (273) de cuestionarios que se tomaron en cuenta, 68
son de estudiantes de Fisica, 44 son de Fisica Aplicada, 43 son de estudiantes de
Matematicas, 42 son de estudiantes de Matematicas Aplicadas y 76 son de

estudiantes de Actuaria.

En este capitulo se describe las caracteristicas de los participantes y el
instrumento que fue utilizado con el propésito de averiguar cuales son los errores
gue cometen los estudiantes de nuevo ingreso en la Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas (FCFM) de la Benemérita Universidad Autbnoma de Puebla (BUAP).
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Se aplic6 un cuestionario que const0 de 14 ejercicios (ver anexo),
posteriormente, se realiz6 un analisis cuantitativo y cualitativo de las respuestas a
este cuestionario. Por ultimo, se realizaron entrevistas a 6 estudiantes y se realiz6 el

analisis e interpretacion de las mismas.

3.1 DESCRIPCION DE LA POBLACION ESTUDIADA

En esta parte se realiza una descripcion de las materias del area de
matematicas que llevan algunos de los bachilleratos y/o preparatorias, a lo largo de
los 3 afios que los estudiantes cursan. La inclusion de las materias de algebra que
cursan los estudiantes en el bachillerato o preparatoria nos permitira determinar si
son capaces de resolver el cuestionario, el cual nos sirvid para cumplir los objetivos

de la investigacion.

Los bachilleratos y/o preparatorias que se van a tomar en cuenta para realizar

la comparacién son:

1. BACHILLERATO GENERAL ESTATAL
2. COBAEP
3. PREPARATORIAS BUAP

En la tabla 2 se describen las materias que llevan, por semestre, los
Bachilleratos Generales y COBAEP, mientras que en la tabla 3, se muestran las

materias que cursan las preparatorias BUAP por afo.

SEMESTRE BACHILLERATO GENERAL COBAEP
ESTATAL
1 ALGEBRA MATEMATICAS |
2 GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA MATEMATICAS I
3 GEOMETRIA ANALITICA Y FUNCIONES MATEMATICAS il
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4 CALCULO INTEGRAL MATEMATICAS IV

5 ESTADISTICA CALCULO DIFERENCIAL
MATEMATICAS FINANCIERA |
PROBABILIDAD Y ESTADISTICA |

6 RAZONAMIENTO MATEMATICO CALCULO INTEGRAL
MODELOS MATEMATICOS MATEMATICAS FINANCIERA I
PROBABILIDAD Y ESTADISTICA ||

Tabla 2. Materias del drea de matematicas por semestre de BGE y COBAEP

ANO PREPARATORIAS BUAP

1 MATEMATICAS |
INFORMATICA |

2 MATEMATICAS I
INFORMATICA II

3 CALcuLo

ESTADISTICA

INFORMATICA 1l

Tabla 3. Materias del area de matematicas por afio de las Preparatorias BUAP

Como se puede ver en las tablas anteriores esas son las materias que llevan a
lo largo de los tres afios del bachillerato o preparatoria segin sea el caso, pero lo
que nos interesa saber es en qué materias se estudian los temas que se necesitan
para resolver el cuestionario, por lo que a continuacion se describiran brevemente

cada una de las materias donde se abordan los temas de algebra:
Bachillerato General Estatal

Algebra: Unidad Il. Leyes de los exponentes, operaciones con polinomios, productos

notables y factorizacion.

COBAEP
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Matematicas I: Bloque IV. Ejecuta sumas, restas y multiplicaciones con polinomios.
Comprende las diferentes técnicas de factorizacion. Utiliza los productos

notables de diferencia de cuadrados.

Preparatorias BUAP

Matematicas I: El tema central de esta asignatura es el algebra elemental, se
entiende como el estudio del calculo simbdlico y de la resolucion de
ecuaciones, polinomios, expresiones racionales y ecuaciones algebraicas

elementales.

Con lo anterior, se traté de abarcar la mayoria de los planes de estudio del area
de matematicas, de las diferentes escuelas, y se puede decir que pese a tener
diferentes materias, las materias antes sefialadas contienen temas similares, los
cuales se localizan en Algebra I, Matematicas |. Estos temas son: reduccion de
términos semejantes, productos notables, factorizacién, binomio al cuadrado, entre
otros temas que se necesitan para poder resolver el cuestionario.

De acuerdo con lo expuesto en este apartado, supusimos que con los temas
mencionados los estudiantes de nuevo ingreso en la FCFM deberian de ser capaces

de resolver los ejercicios de algebra que se presentan en el cuestionario.

3.2 INSTRUMENTO

El cuestionario que se propuso para la investigacion (ver anexo), esta
planteado para que los estudiantes lo resuelvan con la estrategia que utilizaban en
aritmeética, es decir, que la estrategia que utilicen sea la que utilizaban al resolver
fracciones con solo numeros. Ademas, también utilizando los temas que aprendieron

en el bachillerato.
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Como se mencion0 anteriormente, el cuestionario consta de 14 ejercicios los
cuales fueron extraidos de diferentes libros de algebra que a continuacion se

mencionan:

|. Elementos de algebra. (1917) Wentworth, J. y Smith, D. E; Ginn y compaiiia.
[I. Curso de algebra. (1959) Anfossi, A; Editorial Progreso.
lll. Primeras nociones de algebra. (s.f.) Boyer, J.B; Editorial ensefianza.
IV. Algebra. (1998). Rees, P. y Sparks, F; Reverté ediciones.

En la tabla siguiente se describe de qué libros fueron seleccionados los
ejercicios que se tomaron en cuenta para el cuestionario, el cual nos sirvié para

realizar la investigacion:

Numero de ejercicio Nombre del libro

2456 Elementos de &lgebra
11,12,13 Curso de algebra

9,10 Primeras nociones de algebra
7.8,14 Algebra

Tabla 4. Ejercicios seleccionados por libro

En la tabla anterior se puede ver claramente cuantos y cuales ejercicios son los
gue se tomaron de cada libro para el cuestionario; sin embargo, en la tabla no
aparecen los ejercicios 1 y 3, los cuales son un derivado de los ejercicios 2 y 4
respectivamente (ver anexo). Estos ejercicios son muy parecidos, solo difieren en el
signo de alguno de los denominadores, por lo que se buscaba saber si los

estudiantes se darian cuenta de esta diferencia.
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4. ANALISIS DE LOS DATOS

En este capitulo describiremos los errores que los estudiantes cometieron al
intentar resolver el cuestionario que se les aplic6. Ademas, se detallan las

caracteristicas de los principales errores cometidos.

Inicialmente se examinaron cada uno de los cuestionarios que se estan
tomando en cuenta, con el fin de distinguir cada uno de los errores que se
produjeron al contestar dicho cuestionario, después se fueron clasificando de
acuerdo con las caracteristicas similares que podrian presentar en cada uno de los
ejercicios o entre las demas pruebas y por ultimo se fueron clasificando tomando en

cuenta las tipologias previamente revisadas.

En la exhibicion de tales errores se hace una breve discusiéon de lo que
realizaron los estudiantes, ademas de localizar estos errores en las tipologias antes
descritas. También se ponen imagenes las cuales pueden servir de ejemplo para
resaltar lo que se menciona de dicho error. Cabe sefialar que en el titulo de cada una
de las imagenes se hace mencion del numero de la prueba de donde se obtuvo tal
imagen, y el niumero del ejercicio. Esto se indica con un paréntesis, por ejemplo,

(18,3) significa que la imagen corresponde a la prueba 18 ejercicio 3.

4.1 ERRORES DETECTADOS

Procedimiento inconcluso. En estos errores los estudiantes realizan todas las
operaciones correctamente, sin embargo, no llegan a simplificar completamente el

ejercicio y no llegan a la respuesta, esto se puede ver en la Figura 1.
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Figura 1. Procedimiento inconcluso. (141,6)

En este ejercicio se puede ver que todo lo que hace es correcto, sin embargo,

le falto factorizar un 2 en el numerador para llegar a una expresion mas simplificada.

Mufioz (2002) sugiere que este tipo de errores son debidos a respuestas
incompletas, puesto que los estudiantes llegan a una respuesta superficial, la cual no
es errénea, sin embargo, no es lo que se les pide. Por otra parte, Garcia (2010)
llama a este tipo de errores como errores de procedimiento inconcluso, ya que el

estudiante realiza bien todos los calculos pero no termina el ejercicio.

Este error lo cometieron aproximadamente el 63% de los estudiantes que
respondieron el cuestionario. El porcentaje de esta categoria es muy alto y esto
podria deberse a que los estudiantes no supieron qué mas hacer para reducir el

ejercicio o simplemente no les dio tiempo para contestar el cuestionario.

Errores debidos a la confusion de términos. Estos errores son generados porque

los estudiantes escriben los simbolos o literales de manera muy parecida a otros.
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Figura 2. Errores debidos a la confusion de términos. (213,7)

En la Figura 2, se puede ver un ejemplo de este tipo de error, se puede
interpretar como un error de distraccion, en el cual el estudiante cambia la literal “S”

por un “5”.

Mufioz (2002) afirma que este tipo de errores son del tipo de errores no graves,
es decir, este tipo de errores no se cometen por falta de conocimiento, sino que se
deben a la falta de concentracion. Keller et al (1940), entre los errores que ellos
reportan, sostienen que este tipo de errores son: Errores en el entendimiento, al leer
o confundiendo términos. Este error lo cometieron aproximadamente el 3% de los

estudiantes que respondieron el cuestionario.

Errores por Multiplicacion cruzada. En este tipo de errores se encuentran aquellos
en donde los estudiantes resuelven los ejercicios como si fueran de divisidbn, como
se muestra en la Figura 3. En los dos casos se realiz6 mediante una multiplicacién

cruzada.

Figura 3. Error por multiplicacion cruzada. (152,2)

26



En este error, se puede ver como el estudiante para resolver este ejercicio
multiplica las fracciones de forma cruzada, sin tomar en cuenta si se trata de una
suma o resta de fracciones algebraicas. Ademas de cometer este tipo de error el
estudiante resuelve el ejercicio como si se tratara de una ecuacion, por lo que al

altimo le queda un valor para la “x” como se puede apreciar en la imagen anterior.

Booth (1988) menciona que este error puede atribuirse al uso inapropiado de
férmulas o reglas, dado que el estudiante aplica parcialmente la regla para sumar
fracciones. Para Keller et al (1940) este tipo de errores son clasificados como

multiplicacion cruzada injustificada.

Por otro lado, Matz (1980), menciona que este tipo de errores (ver Figura 3) son
errores de ejecucion mas que errores conceptuales, ya que, al intentar llevar acabo
un procedimiento se ejecuta parcialmente. Este error lo apodan como “denominador
comun perdido”, ya que aparece el fragmento como si el estudiante hubiera aplicado

la transformacion:

+— = AD+CB

W
Tla

Este error lo cometieron aproximadamente el 10% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Errores por omitir un término o un simbolo. En este tipo de errores se encuentran

aguellos en donde se les olvida poner algin dato necesario para la solucién del

ejercicio.
x+1 Xk x2—4x+1 _ X pOetl= 5 2~
21  20+1)  x%-1 ’

Figura 4. Error por omitir un término o un simbolo. (135,12)
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Se aprecia en la Figura 4, que todo el procedimiento fue realizado
correctamente, sin embargo el estudiante omitio un exponente (en el denominador)
lo que le generd un resultado erréneo. Por lo que este error también podria ser
provocado por una falta de concentracibn como afirma Mufioz (2002), y seria un
error de tipo no grave. A su vez Keller et al (1940) afirman que este tipo de errores

son causados por la omision de un término o un simbolo.

Este error lo cometieron aproximadamente el 12% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Errores por una mala interpretacion de la variable. En esta categoria entran los
ejercicios en los que los estudiantes intentaron despejar la variable o los estudiantes

le asignan un numero especifico a la variable, como se aprecia en la Figura 5.

o
)
<

><
"“l
[any
8
I
‘.L P
+
B8 e
1Y
oo £
1)

I 2. +

| X' 4 x=-9
| ¥ "5 +&( =0 . i e

Figura 5. Error por una mala interpretacion de la variable. (39,2)

De acuerdo con Kiichemann (1980) este tipo de error se da como una forma en
la que los estudiantes evitan operar las letras como nimeros desconocidos, en este

caso al dar un valor numérico a la letra.

Este error lo cometieron aproximadamente el 4% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Asociacion incorrecta de productos notables. Estos errores se deben a que los
estudiantes intentan asociar las formas y reglas de los productos notables de forma

errénea.
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Figura 6. Asociacion incorrecta de productos notables. (73,11)

Como se observa en la Figura 6, el estudiante confunde la regla de la diferencia
de cuadrados, con la del binomio al cuadrado. Garcia (2010) llama a este tipo de
errores como ‘asociacion incorrecta de productos notables’. Para Rico (1994)
entraria en su categoria de teoremas o definiciones deformadas, ya que este error se
produce por una deformacion de una regla identificable. A su vez Keller et al (1940),
sostienen que estos errores son causados por el hecho de multiplicar mediante una

regla incorrecta o la utilizacién de una formula equivocada.

Este error lo cometieron aproximadamente el 8% de los estudiantes que

respondieron el cuestionario.

Errores al combinar términos diferentes. En este tipo de errores los estudiantes
no respetan la forma en la que se reducen términos semejantes, combinan tanto las

variables como los exponentes, como se observa en la Figura 7.

1 ’ 1 g ’ - I e ‘7

- X243%-10 6-SxtxZ

Figura 7. Error al combinar términos diferentes. (252,5)

Como ejemplo de este tipo de error, en la imagen se puede ver como el

estudiante maneja por separado cada una de las fracciones, lo que hace es sumar
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los coeficientes, después suma los exponentes de las literales y multiplica las
variables, con lo cual obtiene un resultado parcial, en cada una de las fracciones,
después estos resultados parciales los coloca de acuerdo a como iba cada una de
las fracciones en la resta, después lo que hace es eliminar las fracciones, haciendo a

un lado el Unico coeficiente y este es lo Gnico que le queda.

Ortigoza y Duefias (2013), llaman a este tipo de errores “Error al operar
algebraicamente”, ellos sefialan que este error puede ser provocado por una
sobregeneralizacion de propiedades. Para Keller et al (1940) estos errores son
causados por la combinacion de términos diferentes. En la clasificacion de Garcia
(2010), estos errores entran en la categoria de uso de la aritmética basica ignorando

las reglas del &lgebra.

Este error lo cometieron aproximadamente el 3% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Errores por descomponer la fraccion. En este tipo de errores lo que hacen los
estudiantes es descomponer la fraccién en el mismo nimero de elementos que tiene

el denominador, un ejemplo de este tipo de error se puede ver en la Figura 8.

1 . 1 ) \ W 1 \ ) “ '1‘ et = ‘\’
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Figura 8. Error por descomponer la fraccion. (240,5)

En la figura anterior, se puede ver claramente lo que hizo el estudiante,
descompuso cada una de las fracciones en tantas como el numero de sumandos que
tiene el denominador de cada fraccion; es decir, descompone la fraccion en varias
fracciones, para después reagruparlas de forma que en que los denominadores se

parezcan.
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En este caso, Matz (1982) sostiene que este tipo de errores se puede dar por
una técnica de extrapolacion llamada linealidad, la descomposicién lineal es una de
las clases més frecuentes de errores. En general, estos errores se producen cuando
expresiones algebraicas son descompuestas mediante la distribucién, en las partes

gue mas se pueda, a través de partes de la expresion.

Este error de la fraccion puede ser construido invirtiendo la regla del numerador

y denominador de la regla correcta la cual es:

B+C _ B C
_ = — 4 —
A A A

En otras palabras, la regla incorrecta es un analogo simétrico de la regla
correcta, la cual puede estar formada al invertir las fracciones en la regla correcta.
Esto puede ocurrir si un estudiante no ve ninguna razon para tratar el denominador

de una fraccién de forma diferente que el numerador.

Este error lo cometieron aproximadamente el 6% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Errores al distribuir la multiplicacion. En esta categoria los estudiantes realizan
parcialmente la regla de la distribucién, un ejemplo de este tipo de error se puede ver

en la Figura 9.

Xy ey e
10. - on
ety x-y x-y? Db - Goy)y) X
g b &
=) ¥1-Y - x+Y? 4 x24y2 itm e > ‘
. — *\) ‘L—\’X24 2&2 “X‘%
w1 -Y | ™ .
x . 2 x o Xe -3

Figura 9. Error al distribuir la multiplicacion. (54,10)
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En la figura anterior, se puede ver claramente que el estudiante no aplica

correctamente la regla de la distribucion del producto respecto a la suma, es decir:
cla+b)=ca+ch

Lo que hizo fue realizar el producto parcialmente. En este caso el estudiante
solo distribuyd la variable que se encuentra afuera de los paréntesis a un solo
término, sin embargo esto lo repite en la siguiente multiplicacion que se encuentra
seflalada en el mismo numerador. Este tipo de errores podrian evitarse si los
estudiantes realizan una comprobacion, es decir, revisar que la expresion que les
resulta es una expresion similar a la que tenian.

En la clasificacion de Keller et al (1940) este error entraria en los errores por
“fallar al distribuir la multiplicacion”. Para Matz (1982), errores de la forma 2(x+3) =
2x+3, son considerados comunmente para ser un tipo de error de ejecucién parcial.

Este error lo cometieron aproximadamente el 15% de los estudiantes que

respondieron el cuestionario.

Error en el signo, en la adicion de términos. En esta categoria aparecen los
errores donde los estudiantes dejan un signo menos afuera de una suma de

fracciones como se puede ver en la Figura 10.

2x2%-2x+1 x 5.3 Qxt-2xr) _
9. - B a " - > oA
2% %< 9 x2-x x=1  x+1 X% = /
mE TEE L w3y #X=1" _ QxR wxay ATt A4
KR XZ-4 R XZ % RT <

Figura 10. Error en el signo, en la adicion de términos. (49,9)

{1

En este tipo de error, el estudiante no es capaz de reconocer que el signo
(menos), soOlo esta afectando al segundo término del ejercicio, por lo que cuando

intenta sumar los dos ultimos sumandos, el sujeto sigue dejando el signo menos
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afuera de la suma que realiza, sin que se de cuenta de que también ese signo esta
afectando ahora a ambos miembros lo que lo lleva a una respuesta erronea. Este

error estaria en “error en el signo, en la adicion de términos” de Keller et al (1940).

Este error lo cometieron aproximadamente el 3% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Error al distinguir entre términos diferentes. Dentro de esta categoria se
encuentran aquellas respuestas en las que se toman algunos elementos como si

fueran iguales, cuando no lo son como se observa en la Figura 11.

6 L 1,1 ez ) Honyg)
C@x=0-2)  Z-)(x-2) Z-0~X) o\t wer ) - )
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Figura 11. Error al distinguir entre términos diferentes. (50,6)

En este error el estudiante supone que algunos binomios de los denominadores
son iguales, es decir, no toma en cuenta que los binomios tienen signos diferentes,
con lo cual él llega a una respuesta incorrecta. Para Keller et al (1940) este tipo de

error estaria en “error al distinguir entre simbolos diferentes”.

Este error lo cometieron aproximadamente el 6% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Multiplicar polinomios donde la adicién algebraica esta indicada. Este tipo de
errores se presenta al realizar una multiplicaciéon de unos polinomios cuando lo que
se debe hacer es una suma de los mismos polinomios, un ejemplo de esto se puede

ver en la Figura 12.
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Figura 12. Error por multiplicar polinomios donde la adicion algebraica esté indicada. (66,3)

Este error podria deberse a una desatencion de parte del estudiante, porque en
lugar de realizar una suma de dos binomios, lo que hace es una multiplicacion con
estos binomios, con lo cual llega a una respuesta errénea. Para Keller et al (1940),
estaria en la categoria de errores por “multiplicar polinomios donde la adicion

algebraica esta indicada”.

Este error lo cometieron aproximadamente el 2% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Error en el minimo comdn multiplo (m.c.m.). Este tipo de errores se encuentran
en aquellos estudiantes que intentan sacar el m.c.m de una forma errénea o en
donde los estudiantes confunden el M.C.D con el m.c.m. Un ejemplo de este tipo de

error se puede ver en la siguiente figura.

1 1 1\ 1 1 PP
3. * = 8 T2 6@ s \
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Figura 13. Error en el minimo coman maltiplo. (68,3)

En la Figura 13, se puede observar que el estudiante sabe cémo sacar el
minimo comun multiplo con expresiones algebraicas, sin embargo, no sabe utilizarlo

para poder resolver el ejercicio correctamente, ya que no se tenia que sacar en la
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forma que lo hizo, si él hubiera sacado el m.c.m. con los denominadores que estan

desde el inicio podria haber llegado a la respuesta.

Este error lo cometieron aproximadamente el 1% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Multiplicando polinomios “término a término”. Dentro de los errores que se
encuentran en esta categoria los estudiantes realizan parcialmente la multiplicacion

de polinomios. Un ejemplo de ello se puede ver en la Figura 14.
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Figura 14. Multiplicando polinomios término a término. (252,7)

En este ejemplo se puede ver claramente como es que el estudiante multiplica
los polinomios que estan en cada uno de los denominadores término a término, sin
embargo, este mismo método lo repite para obtener el denominador en la fraccion
que da por respuesta. Este tipo de errores también se encuentran en la categoria
“multiplicando polinomios termino a término” de Keller et al (1940). Por otro lado,
Matz (1980) asegura que este tipo de errores se deben a la técnica de extrapolacion
lineal, dado que el estudiante maneja de manera independiente los términos, en este
caso el estudiante combina términos iguales o lo que es también término a término,

lo cual conduce a errores de multiplicacion como:

(AX + B)(CX + D) - ACX? + BD
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El estudiante ignora las interacciones entre las partes y simplemente multiplica
los “términos iguales”, olvidando realizar los productos cruzados. Este error lo
cometieron aproximadamente el 7% de los estudiantes que contestaron el

cuestionario.

Error al realizar la adicion donde la multiplicacion esta indicada. En esta
categoria se encuentran los errores en los cuales los estudiantes omiten la
multiplicacion sefialada y realizan la adicion de los binomios. En la figura 15, se
puede notar lo que los estudiantes realizan con los polinomios que estan en cada

uno de los denominadores.

é'.' '

Figura 15. Error al realizar la adicion donde la multiplicacion esta indicada. (197,6)

En la figura anterior, se puede ver que en cada uno de los denominadores el
estudiante realiza una suma con todos los términos de cada uno de los binomios, en
cada una de las fracciones, sin embargo, este estudiante no presto atenciéon en que
cada uno de los binomios estaban multiplicando. Este error se encuentra en la
clasificacion de “sumando donde la multiplicacién esta sefialada” de Keller et al
(1940).

Este error lo cometieron aproximadamente el 2% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.
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Error al factorizar un término. En esta categoria se encuentran todos los errores en
los cuales los estudiantes intentan factorizar un término, cuando no todos los
elementos contienen el término que se intenta factorizar, un ejemplo de este error se

puede notar en la Figura 16.

Figura 16. Error al factorizar un término. (165,3)

En la Figura 16, se puede apreciar como un estudiante intenta factorizar un
término en la tercera igualdad, con el cual procede a cancelar un término en el
denominador, en este caso el término que intenta factorizar es (x-3), pero como se
puede observar en la imagen este término no esta en todos los términos de la suma,

llevandolo a efectuar una factorizacién errénea y a no tener la respuesta correcta..

Este error lo cometieron aproximadamente el 5% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Error por hacer suma directa en el numerador y denominador. Dentro de esta
categoria estan los errores en donde los estudiantes suman directamente tanto

numerador como el denominador. Un ejemplo de este error se puede ver en la Figura
17.
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Figura 17. Error por hacer suma directa en el numerador y denominador. (8,3)

Como se puede observar en la figura anterior, el estudianteno respeto la forma
en la que se realizan ejercicios que tienen que ver con suma de fracciones, ya que
este estudiante suma directamente los elementos que se encuentran en el
numerador, en el denominador realiza lo mismo sin embargo previamente realiza el
producto de los binomios que se encuentran ahi.

En este tipo de casos los estudiantes podrian estar ignorando completamente
la forma en la que se deben de realizar este tipo de ejercicios, o tal vez no
encuentran una razon para relacionar este tipo de ejercicios con las fracciones que
se realizan en aritmética, y lo que hacen es sumar directamente todos los elementos
gue estan en cada numerador ademas realizan lo mismo con los elementos que se
encuentran en los denominadores.

Para Keller et al (1940) este tipo de errores estan en la clasificacion de
‘sumando numeradores y denominadores indiscriminadamente al combinar
fracciones”.

Este error lo cometieron aproximadamente el 25% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Error al factorizar término a término. En este tipo de errores los estudiantes
realizan una factorizacién errénea, en la Figura 18, se puede ver cdmo uno de los

estudiantes tratd de hacer la factorizacion.
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Figura 18. Error al factorizar término a término. (44,2)

En la Figura anterior, se puede ver que el estudiante trata de factorizar los
elementos que se encuentran en el numerador de la tercera igualdad, de una
manera incorrecta. Lo que intenta realizar es una factorizacion término a término

como lo dicen Keller et al (1940).

Este error lo cometieron aproximadamente el 3% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Error al cancelar términos. Dentro de esta categoria se encuentran los errores en
donde los estudiantes eliminan términos tanto en el numerador como en el

denominador, cuando esto no se podia realizar.

X Yy & . - f"
10. x+y x—y 2 yz J X

x2+y2 )

Figura 19. Error al cancelar términos. (9,10)

En la Figura 19, lo que hace el estudiante es eliminar la “x” del nhumerador y
denominador en el primer sumando, en el segundo sumando elimina (de la misma
forma que en el primer sumando) la “y”, ademas en el tercer sumando elimina cada
uno de los elementos, sin importarle el signo menos. Para Keller et al (1940) estos
errores estan en la categoria “cancelacion termino a término”. Pero para Matz (1980)
estos errores se deben a una técnica de extrapolacion por iteracion, los errores de

cancelacién de la forma:
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Ax+By
x+y

A+B

Como en la tercera fraccion, puede ser reproducido con la estrategia de

extrapolacion por iteracion. En donde la regla base (iterada) es probablemente:

Ax
X
Esto les lleva a descomponer linealmente la expresion, cancelar repetidamente
y luego simplemente sumar los resultados parciales. Este error lo cometieron

aproximadamente el 35% de los estudiantes que contestaron el cuestionario.

Error al multiplicar unos polinomios. En esta categoria se encuentran todos los
errores que se pueden derivar al multiplicar los polinomios tales como error en algun

exponente, en algun coeficiente o algun signo, etc. Un ejemplo se puede apreciar en

la Figura 20.
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Figura 20. Error al multiplicar unos polinomios. (5,3)

En la figura anterior, el estudiante que realiza la prueba niamero 5, el error que
comete es cuando multiplica los polinomios de la forma en la que aparecen en el
numerador, pero en la parte de arriba hace la reduccion de los términos semejantes,
por lo que al multiplicar mezcla tanto los términos que aparecen como el nimero que
escribe arriba.

El error mostrado en la figura 20 entraria en la clasificacion “error al multiplicar
por una regla incorrecta” de Keller et al (1940). Por otra parte, en la investigacion que

realizo Garcia (2010), este error se encontraria en “error al realizar productos de
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polinomios”, puesto que el estudiante intenta descomponer la expresion en factores
mas simples, sin embargo, el estudiante se equivoca al realizar la multiplicacion.
Este error lo cometieron aproximadamente el 40% de los estudiantes que
contestaron el cuestionario. El porcentaje tan alto en esta categoria se debe
principalmente a que la mayoria de los estudiantes cuando multiplicaron los
polinomios, que se encuentran en los denominadores, no escribieron todas las
cuentas que realizaron o las rhacen en otra hoja aparte y no la entregaron, razén

principal del nombre de esta categoria.

Error al intentar factorizar un trinomio. En este tipo de errores estan los intentos

fallidos por factorizar un trinomio de segundo grado. En la Figura 21 se encuentra un

ejemplo.
g Bt F o l= enifa-9 - ¥ 4 L
bt [ B-Ax=1) - x 4 1)
/X =\ X

Figura 21. Error al intentar factorizar un trinomio. (48,9)

En la figura anterior, se puede ver como el estudiante intenta factorizar el
trinomio de segundo grado que esta en el primer sumando. En este caso no se
percat6 de que lo hizo errbneamente, tal vez si hubiera comprobado se hubiera dado
cuenta que no estaba correcto lo que hizo, ademas también realiza una incorrecta
factorizacion de un término en los denominadores. Para Keller et al (1940), este error
estaria en la categoria de “factorizando por una formula incorrecta”.

Este error lo cometieron aproximadamente el 10% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Error en los signos, en la eliminacion de paréntesis precedidos por un signo

negativo. En este tipo de errores se encuentran aquellos en los cuales quitan los
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paréntesis sin distribuir el signo menos en cada uno de los elementos, también
aguellos en donde no quitan los paréntesis solo realizan la suma o resta sin tomar en

cuenta el signo menos fuera del paréntesis, por ejemplo.
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Figura 22. Error en los signos, en la eliminacién paréntesis precedidos por un signo negativo.
(18,5)

Se puede apreciar en la Figura 22, que el estudiante no distribuye el signo
menos en cada uno de los términos, o que simplemente el estudiante puso el signo
menos pero no coloco los paréntesis, lo cual Io condujo a una respuesta errénea.

En este tipo de errores la mayoria de los estudiantes hace caso omiso del
paréntesis como si se tratara del mismo caso cuando se encuentra un signo mas
antes del paréntesis, o simplemente quitan el paréntesis como si no estuviera
afectando a la expresion que se encuentra dentro, o en otros casos, COmo se aprecia
en la Figura 22, los estudiantes solo cambian el signo del primer término que se
encuentra dentro de los paréntesis, en cada uno de los casos anteriores, los signos
de cada uno de los términos no son los correctos al eliminar o quitar los paréntesis.

Este tipo de errores entrarian en la categoria “Error en los signos, en la
eliminacién de paréntesis precedidos por un signo negativo” de Keller et al (1940).

Este error lo cometieron aproximadamente el 15% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Error al emplear su estrategia. Aqui se encuentran aquellos errores en los cuales

aplican una estrategia de una forma inadecuada, por ejemplo.
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Figura 23. Error al emplear su estrategia. (6,3)

En la Figura 23, se puede observar que el estudiante intentd realizar este
ejercicio multiplicando los denominadores pero omitié el signo mas, con lo cual
obtiene lo mismo tanto en el numerador como en el denominador.

En esta categoria también se encuentran aquellos errores que al utilizar la
estrategia de sumar fracciones con diferente denominador, el estudiante escribe de
forma correcta los términos que van en el numerador sin embargo no escriben todos
los términos que deberian de estar en el denominador. También se encuentran
aguellos errores en donde el estudiante suma los numeradores pero multiplica los
denominadores, en este caso a los estudiantes les faltaria escribir algunos términos
en el numerador.

En la clasificacion realizada por Garcia (2010) este tipo de error entraria en la
categoria de procedimientos propios e inferencias no validas, dado que utiliza un

procedimiento no valido de una regla parcialmente recordada.

Este error lo cometieron aproximadamente el 46% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Error al reducir términos semejantes. En esta categoria se encuentran los errores
producidos por no tomar en cuenta los signos o por sumar erroneamente los

coeficientes. Un ejemplo se puede ver en la figura siguiente.

x y x2+4 y?2 ¥
10. - —— = =

x+y x-y x%-y? o RV

Figura 24. Error al reducir términos semejantes. (41,10)
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En la Figura 24 se puede ver como el estudiante intenta realizar la resta de las
primeras dos fracciones, sin embargo, al reducir los términos semejantes en el
numerador elimina unos términos, cuando éstos no se eliminaban entre si. Ademas,
también se puede ver que el estudiante realiza otro tipo de error, ya que cancela
términos en donde no se podia.

Este tipo de errores se podria deber a que los estudiantes a veces no toma en
cuenta los signos, es decir, cuando reducen los términos semejantes omiten el signo
del primer término, también podrian deberse a que muchas de las veces al estar
realizando los ejercicios, éstos los hacen lo mas rapido posible sin percatarse del
error.

En la investigacion realizada por Rico (1994) este error entraria en la categoria
de “errores técnicos” ya que podria deberse a un error de calculo. Por otro lado, para
Garcia (2010) este error entraria en la categoria de “error de calculo simple”, ya que
el estudiante se equivoca al realizar una operacién basica de donde obtiene un valor
incorrecto que se sigue utilizando sin percatarse.

Este error lo cometieron aproximadamente el 19% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

Miscelanea de errores. Es esta categoria entran los errores en los que es dificil
comprender lo que trataron de hacer los estudiantes, es decir, aun tratando de
sumar, restar, multiplicar, dividir o al combinar operaciones, no es posible saber
como obtuvieron el resultado. Algunos de estos ejemplos se pueden ver en las
Figuras 25,26,27.
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Figura 25. Miscelanea de errores. (199,5)
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Figura 26. Miscelanea de errores. (181,6)
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Figura 27. Miscelanea de errores. (24,8)

El estudiante que realizé la prueba 199, en el ejercicio 5 (véase la Figura 25),
se puede ver claramente que le quedan como resultado tres fracciones, en las cuales
es dificil saber como se obtuvieron. Mientras que en la Figura 26, no se puede saber
coémo obtuvo los términos que puso como resultado.. Por otro lado, en la Figura 27,
es dificil saber de donde obtuvo el denominador que puso como respuesta.

Los errores en esta categoria entrarian en la clasificacién con el mismo nombre
de Keller et al (1940). Este error lo cometieron aproximadamente el 31% de los

estudiantes que contestaron el cuestionario.

Error al cambiar de signo o de namero. En esta clase de errores se encuentran
aguellos en los cuales los estudiantes cambian algin signo o numero en la

realizacion del ejercicio, un ejemplo aparece enseguida.

3. R = ) L\X=Z)
(x-2)(x-3) (x~1)(*=2) (w22 ‘ 21x-2)|
_ 2dx=z)

\ 7

¥~ )(x+2)

Figura 28. Error al cambiar de signo o de nimero. (159,3)

45



En la Figura 28, se observa que el estudiante realiza correctamente todas las
operaciones, sin embargo, en el denominador de la segunda igualdad le cambia el
signo a uno de los binomios, con lo cual llega a una respuesta incorrecta. Algunos de
los errores de esta categoria entrarian en la categoria de Keller et al (1940),

“cambiando de signos arbitrariamente”.

Este error lo cometieron aproximadamente el 7% de los estudiantes que

contestaron el cuestionario.

4.2 ESTRATEGIAS

Con la intencién de llegar a otro de nuestros objetivos, en esta seccidon se
analizaran y se describirdn las estrategias que los estudiantes utilizaron para

contestar el cuestionario.

Factorizacién de uno o varios signos menos. En esta estrategia lo que hicieron es
factorizar uno o varios signos menos en el denominador para poder tener algun

elemento en comudn en los denominadores, como se puede ver en la Figura 29.

.3 il
2. ——+—=
x—4 4—x
Figura 29. Factorizacién de uno o varios signos menos. (162,2)

En esta estrategia, el estudiante se da cuenta de que el denominador de las
fracciones se parecen, solo que los signos de los denominadores son diferentes (o

estan cambiados); por lo que le cambia el signo al denominador y al numerador, con
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lo cual obtiene el mismo denominador en las fracciones que se van a sumar; ademas
esto genera que no tenga que realizar tantas operaciones y asi poder simplificar mas

facilmente el ejercicio.

Regla para sumar fracciones. Esta estrategia es la que se utiliza en aritmética, y se
emplea cuando tienen denominadores diferentes; sin embargo también se puede

emplear para resolver este tipo de fracciones.

Figura 30. Regla para sumar fracciones. (185)

En la Figura 30 se puede observar que el estudiante quien contesto el
cuestionario numero 185, sefala la estrategia que utliza para poder sumar
fracciones. Esta estrategia se esperaba que la utilizaran, ya que si no se acordaban
como sumar este tipo de fracciones al menos podian operarlas como fracciones

numeéricas.

Multiplicar por algun término a alguna fraccién del ejercicio. En esta estrategia
lo que hacen los estudiantes es multiplicar, tanto el denominador como el numerador,
por una cantidad para poder obtener el mismo denominador. Un ejemplo de como se

utilizé esta estrategia se puede ver en la Figura 31.
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Figura 31. Multiplicar por algun término a alguna fraccién del ejercicio. (180,9)

En la imagen anterior se puede observar que este estudiante suma los dos
primeros términos de la suma, pero para poder hacerlo, al segundo sumando lo
multiplica por x/x para poder obtener el mismo denominador que el primer sumando,
reduce términos semejantes, después factoriza y cancela unos términos. Después,
para poder sumar el tercer sumando, multiplica a cada fraccién (al humerador y
denominador) por el denominador de la otra fraccién, con esto puede realizar

operaciones mas sencillas y llegar al resultado.

Factorizacidén de algun elemento del denominador. En este tipo de estrategia los
estudiantes se dan cuenta de que las cuentas se simplifican si factorizan algun
término de algunos denominadores, se puede observar cémo factorizan un elemento

en la Figura 32.

XTL L wunjix-s) s

1 4 ~ A
6. P E 1N P L
| x=00-2)  (z-y)(x-2) | b)) i
1 el 3 :.lw_*.m ‘ : ot | 4 "“
-yX y2) (2—7{;&,~»\’2
10 1 " {

Figura 32. Factorizacion de algun elemento del denominador. (162,6)

Este tipo de estrategia requiere un mejor manejo del algebra, ya que para
aplicarla tuvo que cambiarle el signo a un binomio del segundo denominador, con

esto logro tener un elemento en comun entre los dos primeros denominadores, el
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cual le sirve para factorizar y hacer las fracciones mas pequefias. Dentro de los

corchetes aplica ademas la siguiente regla:

__ad+cb

C
d bd

a
—+
b

Después de realizar todo el procedimiento, el término que habia factorizado es
cancelado por un término en el numerador (no escribe todas las cuentas pero es asi
como se podria eliminar ese término). Por ultimo, lo que hizo fue cambiarle los
signos para tener (en las fracciones que quedan) el mismo denominador y hacer solo

la suma en el numerador.

Utilizar un cambio de variable. En esta estrategia se observa que para evitar hacer
todas las operaciones, los estudiantes renombran a uno o varios polinomios de otra

forma, se ve claramente como fue que lo hicieron en la Figura 33.

1 . b ¢

e i " ol x 5 i IR ————— i

3
. —F=——= = , - ~ \
x-4 x-4 X =

Figura 33. Utilizar un cambio de variable. (194,1)

Con el fin de realizar un mejor analisis de algunos de los errores y estrategias
que cometieron los estudiantes durante los ejercicios que resolvieron, se entrevisto a

algunos estudiantes que contestaron el cuestionario.

4.3 ANALISIS CUALITATIVO
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Después de haber aplicado el cuestionario propuesto para esta investigacion vy,
posteriormente, el andlisis de las respuestas dadas por los estudiantes a cada uno
de los ejercicios, se seleccionaron 6 estudiantes al azar para realizarles una
entrevista. Ademas, cabe sefalar que dichos cuestionarios se seleccionaron de
acuerdo con una estratificacion: estrato alto, estrato medio y estrato bajo. Esta

estratificacion se baso en la que propuso Filloy (1999), y se adapto para este estudio.

La estratificacion se creo a partir del nimero maximo de respuestas correctas al
resolver el cuestionario. Cabe mencionar que el nimero de ejercicios resueltos
correctamente va de 0 hasta 11, por lo que cada uno de los estratos quedd como
sigue: el estrato bajo se encuentra de 0 a 3 ejercicios correctos; el estrato medio se
encuentra de 4 a 7 ejercicios correctos; y el estrato alto se encuentra de 8 a 11
ejercicios correctos. Una vez definidos los intervalos de cada estrato, se procedi6 a
seleccionar en cada uno de los estratos a dos personas al azar, para realizarles las

entrevistas.

Se trabaj6é con una entrevista semiestructurada (Clement, 2000; Goldin, 2000;
Piaget, 2001), ya que el cuestionario (que se utilizé para la entrevista) era el mismo
para todos, sin embargo, cada uno de los estudiantes contest6 con los
conocimientos adquiridos previamente y ademas dependiendo de lo que contestaron
en cada una de las preguntas de la entrevista, se podria cambiar la siguiente
pregunta, es decir, la entrevista fue desarrollada a partir de las respuestas que dieron
los estudiantes al resolver el cuestionario y fue modificandose dependiendo de lo

gue respondieran.

Las entrevistas se realizaron individualmente y se video grabaron con el
consentimiento de cada uno de los estudiantes. Por otra parte, las entrevistas fueron
realizadas en un ambiente agradable y tranquilo, esto permitié que se les escuchara,
durante el tiempo que tardaran en responder, con paciencia para asi formular la
siguiente pregunta, sin tratar de sugerir ningun tipo de respuesta mientras se

desarrollaba la entrevista.

A fin de investigar mas acerca de los procedimientos, pero sobre todo conocer

como es que se dieron algunos de los errores realizados en el cuestionario, a
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continuacion se presentan algunos fragmentos de los dialogos de las entrevistas
entre un estudiante y el entrevistador; en donde Ei denota a cada uno de los

entrevistados, es decir:
El: es el primer estudiante entrevistado. Estrato medio.
E2: es el segundo estudiante entrevistado. Estrato medio.
E3: es el cuarto estudiante entrevistado. Estrato alto.
E4: es el quinto estudiante entrevistado. Estrato bajo
E5: es el sexto estudiante entrevistado. Estrato bajo
E6: es el séptimo estudiante entrevistado. Estrato alto.

Y el entrevistador lo denotaremos como |.

A continuacion se presenta un fragmento entre el dialogo que se tuvo durante la

entrevista entre un estudiante y el entrevistador:

I: ¢ Me podrias decir que fue lo que hiciste en el ejercicio 12?

E2: En el ejercicio 12... (Revisa el ejercicio y se toma unos segundos para pensar).
En primer lugar cambié de orden las cosas para que apareciera primero el

L. , x%—4x+1 . . . .
término donde esta g Y al mismo tiempo, bueno y después dejé el que

aparecia primero y al final dejé el de la resta, no me gusta que estén al principio
las restas.

I: ¢ Por qué no te gusta que estén al principio?

E2: Es que siento que me confunden, no sé si tenga que ver porque soy derecho o
no s€, ese menos no me gusta ahi, entonces lo dejo hasta el final, que primero

sean los positivos y al final los negativos.
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En este caso, el estudiante reagrupa los términos de izquierda a derecha,
empezando a poner los términos con signo positivo para después poner los que
tienen signo menos, aunque sélo es un término el que tiene signo negativo, para
después poder realizar la suma de los términos con signo positivo y después restarle

el término con signo negativo.

En otro caso, en un ejercicio parecido un estudiante respondid a la misma

pregunta de la siguiente forma:

I: ¢ Me podrias decir que fue lo que hiciste en el ejercicio 9?

E4: Umm... (Se toma unos segundos para pensar). Ok en el gjercicio 9, lo que hice

primero fue el primer, la primera fraccion restarla con... (Se queda pensando)
I: ¢ Restarla con qué?

E4: Bueno aqui, creo que... (Piensa unos segundos), uju primero realice ehh, sume
la segunda fraccién y la tercera fraccion [...] sumando la segunda y tercera

fraccion y ya después le restaria la primera fraccion [...]

I: Es decir, lo que realizaste fue sumar el segundo y tercer sumando y eso se lo

restaste a la primera fraccion, ¢eso fue lo que realizaste?

E4: uju, si.

En el anterior fragmento de la entrevista queda mas claro que el estudiante
restd todo lo que estaba del lado derecho del signo menos (ver el ejercicio 9 del
anexo), a lo que estaba del lado izquierdo, es decir, no pudo ver que el signo menos
solo estaba afectando al segundo término, como lo hizo E2, al darse cuenta de que

habia dos términos con signo positivo y uno con el signo negativo.

Las respuestas que los estudiantes dieron a los ejercicios de adicién de
fracciones fueron variadas, en algunas de esas respuestas los estudiantes

descomponian las fracciones. El siguiente fragmento de entrevista ilustra lo anterior.
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I: ¢ Me podrias decir que fue lo que hiciste en el ejercicio 5?

E5: uju, bueno se supone que es... es que no me acuerdo que hice, (se queda
pensando unos segundos) este... apliqué, como es fraccion este de, se divide
entre el primer termino de abajo, entre el segundo y el tercero, igual la otra

fraccion luego sumé, bueno hice la suma[...]
I: Antes de que continles, entonces ¢, cambiaste a tres fracciones?

E5: aja, si fue esa mas que nada mi idea.

En este caso, lo que realizo el estudiante fue partir cada una de las fracciones
del ejercicio 5 (ver anexo) al mismo namero de términos que tenia el denominador de
cada fraccién. De acuerdo con Matz (1980) este error es provocado porque los
estudiantes le dan el mismo tratamiento tanto al numerador como el denominador, es
decir, el estudiante no ve razon alguna para utilizar de forma diferente al
denominador y esto hace que el estudiante le dé el mismo tratamiento que el

numerador.

Por otro lado, hay estudiantes que pueden cambiar una fraccién a una suma de

forma correcta. El siguiente fragmento ilustra mejor lo anterior.

I: ¢ Me podrias decir que fue lo que hiciste en el ejercicio 9?

E2: En el ejercicio 9, aja, pues lo primero que hice fue factorizar, factoricé en el
primer miembro de la ecuacién ehhh... el numerador se factoriza y abajo también

se factoriza [...]
I ]...]
E2:[...]

I: hay cuatro términos y el ejercicio original sélo tiene tres términos (sefialandole la

igualdad siguiente del ejercicio), ¢ de donde sali6 el otro término?
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E2: si hay cuatro términos... déjame ver... uju... ahhh ya, si ya vi es que nada mas
factoricé, separé estos dos que estan aca (sefialando los dos primeros términos
de los cuatro que él puso), bueno més bien, el primer término de la ecuaciéon o

del polinomio mas bien, este (sefialando el primer numerador) lo separé en 2x2-

x? sobre x2-x y aparte el 1 sobre x?-x

En este caso, el estudiante puede descomponer una fraccién en dos fracciones
de manera correcta, sin embargo, a pesar de que realizé esto adecuadamente no le
ayud6 de mucho para llegar a la respuesta correcta, ya que después no supo qué

hacer con las fracciones que le resultaron de separar la primera fraccion.

En algunos ejercicios los estudiantes supusieron que algunos elementos de los
denominadores eran iguales, en unos casos se podria deber a que tenian el signo
contrario, sin embargo, otros suponian que los denominadores eran iguales
“‘después” de desarrollar el producto que se marcaba en los denominadores, en el

siguiente fragmento de una entrevista se nota lo anterior.

I: ¢ Me podrias explicar lo que realizaste en el ejercicio 7?

E5: En el 7... (Después de pensar unos segundos), bueno aqui... me parece que
resolvi los dos binomios de abajo, la multiplicacién (refiriéndose a los binomios

de los denominadores).
I: ¢ A qué te refieres con resolvi?

E5: Ah bueno, no seria, este hice la operacién que marcaba aqui y ya me quedaban
las siguientes fracciones y luego... me parece que quedaban los dos divisores

iguales y esos los sumé, que son los de la segunda y tercera fraccion.

I: Es decir, ¢que cuando tu hiciste las operaciones que marcaban los paréntesis te

guedaban los denominadores iguales?
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E5: Me quedaban dos fracciones con divisores iguales, fue eso, y ya en la siguiente

igualdad pues quedo ese [...]

En este caso, después de realizar el producto que se marcaba en el
denominador de la segunda y de la tercera fraccion, y a pesar de que algunos de los
binomios de los denominadores son diferentes, le dio como resultado que los
denominadores son iguales, esto podria ser por realizar de forma inadecuada el
producto y también podria haberse evitado si se hubiera percatado de que los

binomios no eran iguales.

En otro tipo de error, los estudiantes intentan factorizar un trinomio pero lo
hacen de una manera incorrecta. El fragmento siguiente de una entrevista, hara mas

claro lo anterior.

I: ¢ me podrias decir como realizaste el ejercicio5?

E4: umm... (Se toma unos segundos para pensar), ok, en el ejercicio 5, primero
factoricé el polinomio en ambos lados de la resta y luego... multipliqué igual para

sacar el factor comun y después dividi en ambos lados [...]
I: ¢ realizaste lo mismo que el ejercicio 2?
E4: Si, solo factorizando primero.
I: Y la factorizacion, ¢como la realizaste? o ¢ Como la empezaste hacer?

E4: Bueno primero veo cual es la, el... el valor que se repite, por decirlo asi, que
seria en este caso “xX” y luego encontrar dos valores que multiplicados me den el

ultimo valor y que restados o sumados me den el segundo.

En el anterior fragmento de la entrevista el estudiante explica como realizar la
factorizacién de un trinomio, pero cuando realiza dicha factorizacion no se da cuenta
de que la realizo6 erroneamente, aun cuando después deja el trinomio de la forma en
la que estaba inicialmente, es decir, multiplico el par de binomios que le quedaron al
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realizar la factorizacion, su error podria haberse evitado si se hubiera dado cuenta de

gue no le quedo lo mismo, antes y después de factorizar.

Otro tipo de errores en los cuales se podrian haberse evitado solo con revisar

paso a paso lo que hacian, serian como se muestra en el siguiente dialogo.

I: ¢ Me podrias decir lo que realizaste en el ejercicio 12?

El: Aja, pues este (sefialando el denominador de la tercera fraccion) es lo mismo
qgue la multiplicacién de (x+1)(x-1) entonces se queda como comun multiplo y el
2 también, lo multiplicaba por lo que sobrard, por lo de arriba luego hice las

restas y sumas correspondientes.

I: En la segunda igualdad ¢Coémo fue que la obtuviste? Después de esta

(sefalandole la segunda igualdad) ¢, Qué fue lo que hiciste?
ELl:[...]
I: Pero en el denominador, ahi mismo ¢ qué pasé?
E1: Umm... me comi el x?
I: ¢ A qué te refieres con “me comi”?
E1: Ahh bueno le quité el cuadrado, perdén.
I: ¢Lo quitaste?

E1l: Aj4, no lo pase de aqui para aca (sefialando)

En este caso, solo hubiera bastado checar cada uno de los pasos que realizo
para que el mismo estudiante se pudiera dar cuenta de que faltaba un elemento
importante para poder llegar a la respuesta, sin embargo, no lo hizo y eso le provoco

una respuesta errénea.

Ademas, cabe sefalar que en esta seccion no solo nos vamos a fijar en los
errores que se cometieron, sino que ademas, como en la seccidén anterior, haremos
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notar algunas de las estrategias “correctas” que tuvieron los estudiantes al resolver el
cuestionario, con el objetivo de saber como es que lo realizaron. En el siguiente

fragmento de la entrevista, un estudiante explica con qué método realizo el ejercicio.

I: ¢ Como fue que realizaste el ejercicio 97

E3: Umm... (Piensa unos segundos), ahh ya igual (refiriéndose a un ejercicio que se
le pregunto anteriormente), lo mismo, lo que hice fue que al m.c.m. de los
denominadores, lo iba dividiendo entre cada uno de los denominadores y los

multiplicaba por el numerador y al final solo hice un poco de aritmética, eso creo.

I: Me has comentado acerca del m.c.m. ¢Sabes encontrar el m.cm. con expresiones

algebraicas?

E3: No entiendo, ¢ Cémo de este tipo?

I: Si, de este tipo.

E3: Si, no. (Afirmando que si puede).

I: ¢ Podrias sacar el m.c.m. con los denominadores del ejercicio 3?

E3: El 3, ¢no importa que me tarde mucho?

I: No, pero si lo vas diciendo mientras lo haces, mejor.

E3:[...]

I ]...]

E3: [...]

I [...]

E3: Bueno yo diria que a la primera expresion como el factor x-2 es comun entre las
dos expresiones amm... bueno es obvio que el m.c.m. debe contener a ese

factor entonces solo lo que podemos hacer es multiplicar el x-3 y el x-1para

obtener el m.c.m. [...]
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En este caso, el estudiante explica la forma de cédmo encontrar el m.cm. lo cual
le podria haber ayudado para realizar de forma mas corta el ejercicio y le podria
haber ahorrado tiempo para resolver el ejercicio 3, sin embargo, no hizo el ejercicio
por este método. Ahora bien, cabe sefialar que en el fragmento de la entrevista
anterior, el estudiante menciona que realiza aritmética, cuando lo que realizé fueron

operaciones algebraicas.

Otro tipo de estrategias que utilizaron para realizar menos cuentas fue
factorizar alguno de los términos del denominador. El siguiente fragmento de
entrevista deja mas claro lo que se trata de decir con factorizar un término del

denominador.

I: Me podrias decir lo que realizaste en el ejercicio 6?

E6: En el 6... permiteme (Piensa unos segundos)... bueno pues son 3, hay 3, bueno

son 3 factores, son 3 puedo decir, son 3 amm... como lo digo, fracciones.

I: Si, son 3 fracciones.

. - 1
E6: Entonces, me di cuenta que en dos puedo sacar como factor comun Y

I: ¢, Como fue que lo sacaste si...?

E6: Por como, multiplicando y dividiendo una... es que una esta al revés? Bueno, no

es y-z precisamente, es z-y.
I: Si.
E6: Multiplicando ambos, ambos... numerador y denominador de esa fraccion por -1.
I: Y con eso ¢,qué hiciste?

E6: lo saqué como factor comun y-z, entonces, ya queda como una resta y pues el

otro lo dejé expresado como estaba

En este caso, el estudiante es capaz de reconocer que algunos de los binomios
(de los denominadores del ejercicio) se parecen, es decir, los binomios tienen signos
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diferentes, por lo cual el estudiante se ve en la necesidad de cambiarle los signos a
algunos binomios, lo que le permite tener por lo menos un binomio en comdn en los
denominadores, el cual le sirve para poder factorizarlo y ademas le sirve para reducir

operaciones.

Ademas, a cada uno de los entrevistados se les realizdé una pregunta con el fin
de saber si eran capaces de reconocer cuales de los temas vistos en algebra fueron
los que utilizaron para resolver el cuestionario, es decir, se buscaba saber si los
estudiantes eran capaces de reconocer algunos de los temas siguientes; reduccion
de términos semejantes, productos de polinomios, factorizacién, productos notables,
ley de los signos, minimo comun multiplo con expresiones algebraicas, leyes de los

exponentes, simplificacion y/o operaciones de fracciones algebraicas.

Sin embargo, la mayoria de los estudiantes no fueron capaces de reconocer
todo lo que utilizaron, esto se hara mas explicito en el siguiente fragmento de la

entrevista con un estudiante.

I: ¢Qué temas vistos en el bachillerato fueron los que utilizaste para contestar el

cuestionario?
E6: Umm... saber manejar fracciones, algebra.
I: Algebra, a que te refieres ¢ podrias ser mas especifico?

E6: Bueno me refiero a saber realizar operaciones con, que no sean numeros, letras

(haciendo una sefia de comillas con los dedos).
I: ¢a qué te refieres con letras?

E6: pues a eso, hacer operaciones que no sean con nameros, no especificamente,

saber factorizar, reducir términos, umm... que mas, pues creo que ya.
I: ¢ Eso fue todo lo que utilizaste?

E6: “mueve la cabeza diciendo si”
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En este caso nos podemos percatar de que el entrevistado solo menciona
factorizar y reduccion de términos, ademas, también dice que se debe saber manejar
fracciones y saber realizar operaciones con letras. Con lo anterior podemos notar

que el estudiante no es capaz de reconocer todo lo que utilizo.

Sin embargo, en la mayoria de los estudiantes (al menos todos los estudiantes
entrevistados) no son capaces de reconocer los temas que utilizaron para contestar

el cuestionario. Otro ejemplo es el siguiente fragmento de entrevista.

I: ¢Qué temas vistos en el bachiller fueron los que utilizaste para resolver el

cuestionario?

E2: ;Qué temas?, pues... por ejemplo, factorizacion que es lo mas obvio, este...
suma y resta de fracciones, este... ah por ejemplo, es que no me acuerdo si es
parte como de productos notables, eso de saber x2- 1 para partirlo, creo que es lo

mismo factorizacion, solo fue eso.
I: ¢ Solo eso?

E2: Si, no hay nada mas

En este otro caso, el estudiante menciona que utiliz6 la factorizacion y
productos notables. También indica que emplea suma y resta de fracciones, sin
embargo, no sélo utilizé eso, solo que como todos los alumnos entrevistados, no fue

capaz de identificar cada una de las cosas que utilizé para resolver el cuestionario.

Por otra parte, existen estudiantes que aun después de revisar, con calma y
con tiempo para contestar qué fue lo que hicieron en los ejercicios, no podian darse
cuenta de que lo que habian realizado estaba incorrecto, un ejemplo de esto es el
estudiante entrevistado E5, el cual contestd que su idea fue separar las fracciones
del ejercicio 5, para convertir cada fraccion en tres diferentes y después sumarlas
con las que tenian el mismo denominador, algunos estudiantes después de revisar

con calma (puesto que se les dio el tiempo necesario para revisar su prueba), y
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aunado con que se encontraban cursando las primeras materias de su carrera, no
fueron capaces de darse cuenta por si mismos de que no estaban respetando las

reglas, formulas, las cuales habian “aprendido” con anterioridad.
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5. CONCLUSIONES

La investigacion que se hizo para esta tesis consistié de un estudio cuantitativo
basado en un cuestionario de 14 ejercicios. Con las respuestas de los estudiantes se

hizo una clasificacion de los errores cometidos.

Posteriormente se hizo un estudio cualitativo, que consistio en la realizacion de
6 entrevistas a estudiantes que previamente habian contestado el cuestionario. Lo
anterior se hizo con el fin de conocer como es que los estudiantes hicieron los

ejercicios y asi poder conocer mas a fondo como es que justificaban sus respuestas.

5.1 CONCLUSIONES DEL ESTUDIO CUANTITATIVO

Se pudo observar que los estudiantes que ingresan a la universidad traen
consigo un pobre conocimiento del algebra, es decir, los estudiantes tienen grandes
problemas cuando intentan manipular expresiones algebraicas, ya que en muchos
de los casos los estudiantes tienden a olvidar reglas o en el peor de los casos

tienden a deformar las reglas.

Ademas, de que un gran numero de estudiantes que realizaron estos
ejercicios, los efectuaron sin considerar de que se tratan de un tipo de fracciones, es
decir, no respetaban la forma basica de sumar o restar fracciones, la cual, es
ensefiada desde la primaria en aritmética, por lo que los estudiantes pudieron haber
cometido el mismo error que los nifios hacen al inicio del aprendizaje de las

fracciones, el cual es; sumar directamente los humeradores y denominadores.

Se encontré que un gran porcentaje de estudiantes al desarrollar los ejercicios
llegaban a una respuesta parcial, sin embargo, no era la respuesta que se les pedia

y esto pudo haberse generado porque la mayoria de los estudiantes desarrollaron
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todas las multiplicaciones de los polinomios, generando una expresion demasiado

grande, la cual ya no sabian cémo reducirla.

Otro de los errores que mas se comete cuando se realizan ejercicios de
fracciones algebraicas, es la cancelacion de elementos que se encuentran tanto en
el numerador como en el denominador, en donde los estudiantes no son capaces de
reconocer que para cancelar dichos términos, éstos deben de estar en cada uno de
los términos del numerador y del denominador. Si los estudiantes pudieran ser

capaces de factorizar de forma correcta podrian darse cuenta de este error.

También se encontr6 que un gran namero de estudiantes cometian el error de
sumar los elementos que se encontraban en el numerador y denominador
directamente con los otros elementos que se encontraban en los otros numeradores

y denominadores, respectivamente.

Por otro lado, un problema que tienen los estudiantes es que cuando intentan
utilizar alguna estrategia para resolver el ejercicio (como por ejemplo, la regla para
la adicion de fracciones), es que aplican la estrategia de forma parcial o en su caso

la aplican de forma incorrecta.

Cabe mencionar que de los 273 estudiantes que contestaron el cuestionario
solo 44 de estos lo pudieron terminar, sin embargo, en la mayoria de estos casos no
llegaron ni a la mitad de las respuestas correctas. Ademas, en promedio cada uno de
los 274 estudiantes cometié 4 tipos de errores.

En cuanto a los objetivos de la investigacion, en la clasificacion que se propuso
en este trabajo se detectaron 26 tipos de errores, los cuales fueron extraidos de las
respuestas que dieron los estudiantes al contestar el cuestionario, la clasificacion

quedo de la siguiente manera:

e Procedimiento inconcluso.

e Debidos a la confusion de términos.
e Multiplicacion cruzada.

e  Omitir un término o un simbolo.

¢ Una mala interpretacion de la variable.
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e Asociacion incorrecta de productos notables.

e Combinar términos diferentes.

e Descomponer la fraccion.

e Distribuir la multiplicacion.

e En el signo, en la adicién de términos.

e Distinguir entre términos diferentes.

e Multiplicar polinomios donde la adicion esta indicada.

e En el minimo comun mdltiplo.

e Multiplicando término a término.

e Realizar la adicion donde la multiplicacion esta indicada.

e Factorizar un término.

e Hacer suma directa en el numerador y denominador.

e Factorizar término a término.

e Cancelar términos.

e Multiplicar unos polinomios.

¢ Intentar factorizar un trinomio.

e En los signos, en la eliminacion de paréntesis precedidos por un signo
negativo.

e Al emplear su estrategia.

¢ Reducir términos semejantes.

e Miscelanea de errores.

e Cambiar de signo o de numero.

Por otro lado, para nuestro segundo objetivo se encontraron cinco estrategias

que fueron utilizadas en la realizacion de los ejercicios, estas estrategias son:

e [Factorizacion de uno o varios signos.

e Regla para sumar fracciones.

e Multiplicar por algun término a alguna fraccion del ejercicio.
e Factorizacion de algun elemento del denominador.

e Ultilizar un cambio de variable.
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5.2 CONCLUSIONES DEL ANALISIS CUALITATIVO

Mediante la realizacion de este estudio pudimos darnos cuenta de que algunos
estudiantes tienen grandes problemas con el signo negativo, por ejemplo, en el
ejercicio 9 (ver anexo), algunos de los estudiantes que hicieron este ejercicio restan
todo lo que se encuentra al lado derecho del signo menos, es decir, no fueron
capaces de darse cuenta que este signo solo esté afectando a la primera fraccion y
esto ocasiona que resten todo como si tuviera paréntesis.

Sin embargo, también hay estudiantes que reacomodan los términos por los
signos. Es decir, en primer lugar ponen los términos que tienen signos positivos y
posteriormente ponen los términos que tienen signos negativos, esto lo hacen con la
intencion de efectuar la suma de los términos que tienen el mismo signo.

Existen errores que se cometieron por una mala ejecuciéon de alguna regla que
claramente identifican y que hasta la describen, porque al preguntar como lo
realizaron detallan de forma correcta, la forma en como realizan la parte en donde se
encuentra el error, pero no se dan cuenta que tuvieron una ejecucion errénea.

Otra de las cosas que nos pudimos percatar en este estudio, es que todos los
estudiantes entrevistados no fueron capaces de reconocer cuéles temas de algebra
utilizaron en la resolucién de los ejercicios, esto mismo podria estarse presentando
en la mayoria de los estudiantes que contestaron el cuestionario, por lo que
podriamos suponer que ésta es una de las razones por las cuales los estudiantes no
son capaces de realizar los ejercicios.

Sin embargo, pocos estudiantes muestran tener la suficiente madurez para
manipular a la variable cuando intenta resolver ejercicios en los cuales tienen que
echar mano de las cosas que “aprendieron” en cursos anteriores. Y esto se ve
reflejado en los estudiantes que tuvieron el estrato mas alto, ya que estos
estudiantes fueron mas capaces de darse cuenta de cual fue su error y hasta son
capaces de corregirlo en el momento que se les preguntd, ademas detallan

claramente todo el procedimiento que desarrollaron.
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Este trabajo exhibe una gran deficiencia en el aprendizaje de las matematicas,
en particular en el aprendizaje del algebra basica, esto podria deberse al bajo

aprovechamiento de esta materia en el bachillerato o por algunos otros factores.

En general, en esta investigacion nos pudimos percatar de que los estudiantes
muestran una gran dificultad cuando intentan hacer ejercicios que tienen que ver con
la adicion de fracciones, ademas de que algunos de los errores presentados en este
trabajo pueden ser la causa del bajo aprovechamiento que tienen los estudiantes en
el estudio de las mateméticas, ya que los mismos estudiantes podrian estar trayendo
consigo estos mismos errores desde que iniciaron su estudio del algebra, y que los

maestros no les dan la importancia adecuada para poder solucionar tales errores.

Por ultimo, se espera que este trabajo de investigacion sirva para tratar de
comprender de mejor manera lo que los estudiantes realizan cuando tienen que
manipular o trabajar con expresiones algebraicas, y no necesariamente nos
referimos al tipo de ejercicios que se propusieron en esta investigacion, ya que, estos
ejercicios involucraban diversos temas de algebra tales como: reduccién de términos
semejantes, leyes de los exponentes, ley de los signos, multiplicacién de polinomios,
factorizacién, productos notables, adicion de fracciones algebraicas, minimo comudn
multiplo de expresiones algebraicas, eliminacién de paréntesis precedidos de un

signo negativo.

Ademas, se pretende que los resultados de este estudio sirvan para que los
maestros de nivel medio y medio superior puedan intentar dar una solucién a los
errores que comunmente cometen los estudiantes y que de esta manera traten de
evitar estas deficiencias que se generan en el aprendizaje del algebra basica y que

siguen teniendo en sus estudios posteriores.
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ANEXO
NOMBRE:
EDAD:
CARRERA: MATRICULA

NOMBRE DE LA ESCUELA DE PROCEDENCIA:

Reduce a la minima expresion los siguientes ejercicios:

|

1
+ — =
x—4

=
NN

|

1
+ — =
4—x

i
NN

1 + 1 _
(x=2)(x-3)  (x-1)(x—2)

1 + 1 _
(x-2)(x-3)  (x-1)(2-x)

1 1
x24+3x—10 6—5x+x2

1 1 1
+ + =
x-»y-z) (@Z-y)(x-z) E-x)Y—x)
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10 + 1 ) 5
" (2r—3s)(2r+s) (2r+s)(r+s) (2r—3s)(r+s)

2X x—1 4x

8. - - =
x%2-4  x(x+2) x(x?-4)

2x%2-2x+1 «x 1
9. - + =
x2—x x—1 x+1
X y_ 4 x’+y?% _
10 - —_
x+y x-y x%2-y?
X 2 X
11.— + - = =
x~“—5x—-14 x—7 x<-9x+14
x+1 x—1 x2—4x+1 _
12. - —_
2(x—-1) 2(x+1) x2-1
2(x-3) 3x—6 4(x-1)
13.— + > - = =
X“—2X x“—3x x<-5x+6
5x+y 5x-3y 3x+3y
14. +

4x2— y2  2x245xy+2y2 2x2-3xy—-2y2%
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