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INTRODUCCION

El Algebra Lineal (AL) es una de las principales disciplinas matematicas
ensefiadas en nivel universitario, que se imparte en las carreras de matematicas,
ingenieria y otras carreras de ciencias exactas, aunque es comun que se le consi-
dere dificil de aprender a nivel formal. Algunos estudiantes se enfrentan a obstacu-
los durante el desarrollo de los procesos cognitivos y conceptuales que implican
su estudio, situacion que puede deberse al elevado grado de abstraccion de sus
temas. Siendo uno de ellos el de transformacion lineal (TL), el cual puede parecer
un concepto claro y sencillo, sin embargo, suele ser complejo para los estudiantes;
piensan que muchas funciones son lineales.

A medida que el curso de AL avanza, los estudiantes en algun momento se
confunden al pasar de R" y matrices a trabajar en un Espacio vectorial abstracto,
tienen dificultades con ejercicios donde se pide hacer demostraciones en cualquier
espacio, es decir, que lo que parecia sencillo se vuelve inesperadamente compli-
cado y abstracto. Ademas les resulta dificil captar el proceso de generalizacion,
por ejemplo, pasar de un ejemplo particular en R™ a trabajar de manera abstracta:
axiomas, definiciones, teoremas y su demostracion.

El AL es una rama de las matematicas que se considera importante en va-
rias profesiones por sus multiples aplicaciones a la solucién de muy diversos pro-
blemas, es por eso que la mayoria de las universidades contienen en sus progra-
mas al menos un curso de esta disciplina. En este contexto, la forma de ensefiar el
AL de una manera mas efectiva es obviamente un problema interesante, pues tie-
ne implicaciones en el aprendizaje de los estudiantes. El trabajo del docente es
guiar o facilitar al estudiante el acceso al mundo formal, consolidando las partes
basicas sin olvidar que el estudiante puede consultar su libro. Es imposible que el
docente explique todo, el alumno debe hacer trabajo independiente.

El principal propésito del presente trabajo fue realizar un estudio explorato-
rio de la comprensién del concepto de TL con un grupo de estudiantes para detec-
tar las dificultades de comprensién del concepto TL en un curso de AL ofrecido en
la Facultad Ciencias Fisico Matematicas de la Benemérita Universidad Autbnoma
de Puebla (FCFM- BUAP).

En nuestra opinion, tal analisis no puede realizarse si se separan tajante-
mente los conocimientos previos de cursos anteriores y los libros usados como
apoyo para impartir el curso. En nuestro caso en FCFM se imparte un curso previo
de geometria analitica y un curso de teoria de ecuaciones (ver plan 2016 FCFM-
BUAP). En todo caso se debe examinar si los alumnos tienen experiencia con



vectores en R3, de no ser asi, se recomiendan libros como “Geometria vectorial”
de Rene Benitez, “Geometria analitica moderna” de William Wooton o “Algebra
Superior’” de Humberto Cardenas que ayudaran a reforzar el conocimiento previo
de vectores y sistema de ecuaciones.

Nuestro objetivo es identificar las principales dificultades y errores que se
presentan al resolver ejercicios tipicos sobre TL basandonos en el trabajo de Ro-
driguez (2011). A partir de las dificultades encontradas y al hacer una revision de
los trabajos sobre didactica del AL, en un segundo grupo se hace una intervencion
la cual consiste en realizar una sugerencia didactica para subsanar algunos pro-
blemas de aprendizaje del concepto TL. Finalmente se comparan los resultados
de ambos grupos.

El estudio de estos problemas se llevé a cabo a través del seguimiento de
dos grupos de AL no seleccionados por ningun método. Con este trabajo busca-
mos mejorar la compresion del concepto TL mediante el disefio de una propuesta
de ensefianza que ayude a los estudiantes a relacionar conceptos mediante el
sefalamiento explicito, de cdmo a partir de ejemplos previos de espacio vectorial
se generaliza de manera axiomatica para dar la definicion de espacio vectorial y
otros conceptos, y que mas adelante al resolver ejercicios el alumno debera tener
presente que hay muchos ejemplos concretos de espacio vectorial
(R3, polinomios, matrices), donde puede aplicar las definiciones abstractas, con
pequefios cambios, y esto no lo debe confundir.

La presentacion del trabajo esta dada en dos partes. En la primera parte, se
presentan los resultados del diagndstico realizado a un primer grupo y en la se-
gunda parte la intervencion correspondiente a un segundo grupo. A continuacion,
se da una descripcion breve del contenido de los capitulos;

En el capitulo 1 Planteamiento del problema, se describe cual es el interés
de esta investigaciéon, se formula el problema, se dan a conocer los objetivos ge-
nerales y especificos de los distintos momentos de la investigacion.

Parte | (Diagndstico):

En el capitulo 2 Marco tedrico, describiremos los antecedentes, revisamos
algunos trabajos de investigacion relacionados con el aprendizaje del AL, particu-
larmente sobre el tema de la TL, centrando nuestra atencién en los obstaculos que
los alumnos manifiestan. Se presenta ademas las bases tedricas y por ultimo se
analizan algunos libros de textos propuestos para un curso de AL indicando el en-
foque didactico de cada autor.



En el capitulo 3 Método, planteamos el tipo de investigacion, la descripcion
de los participantes en cuestion, las técnicas e instrumentos de recoleccion de da-
tos, asi como el analisis de cada uno de los ejercicios propuestos y la intencién de
cada pregunta segun el instrumento.

En el capitulo 4 Analisis de resultados de los examenes, Se presenta una
clasificacion del tipo de respuesta que dan los estudiantes del grupo 1 en la apli-
cacion de los examenes, se analizan los errores y se determinan las dificultades.

En el capitulo 5 Conclusiones parciales, se muestran los resultados obteni-
dos después de analizar las soluciones de los estudiantes en los examenes y se
observa que existe un conflicto cognitivo causado por la falta de conexion entre
conceptos.

PARTE Il (Intervencion):

En el capitulo 6 Tedricas complementarias, se presenta la teoria en la que
se basa esta parte del trabajo, aprendizaje, aprendizaje significativo, comprension
y taxonomia SOLO de John Biggs (2005). Planteamos la metodologia empleada
durante la puesta en escena de la secuencia didactica.

En el capitulo 7 Metodologia, se presenta el disefio de la intervencién que
se realizé a un segundo grupo, y se describe la secuencia disefiada haciendo én-
fasis en el uso de puente cognitivo con la idea clave de aprendizaje significativo.

En el capitulo 8 Analisis y discusion de resultados, se describe el nivel de
comprension del segundo grupo usando la teoria de taxonomia SOLO y se sefia-
lan algunas dificultades que fueron observadas durante el disefio y aplicacién de la
secuencia didactica. Se explican las dificultades organizadas en cinco categorias
que describen la procedencia de estas dificultades; dos asociadas a la propia dis-
ciplina, complejidad de los objetos de las matematicas y procesos de pensamiento
matematico es decir a los procesos conceptuales del estudiante, la tercera y cuar-
ta asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los estudiantes, y la quinta
y ultima, esta asociada a la aplicacion de reglas o estrategias. Finalmente, se
comparan a los dos grupos.

En el capitulo 9 Conclusiones Generales, se comenta que algunas dificulta-
des del grupo 1 se preservan en el grupo 2 y algunas otras disminuyen, el alumno
fracasa al tratar de comprender el concepto de TL porque no capta lo invariante.
Por ello vale la pena rescatar el aprendizaje a través de los errores.



Capitulo 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El AL es considerada una de las disciplinas fundamentales en el tronco co-
mun del area de ciencias exactas, ya que por una parte cumple un rol esencial
para el desarrollo posterior de otras materias, y, por otra, es una herramienta para
resolver problemas de aplicacion.

A pesar de su relevancia, el aprendizaje del AL a nivel universitario esta con-
siderada como una experiencia frustrante para los estudiantes, ya que les resulta
una materia dificil, tanto cognitiva como conceptualmente. Algunas de las principa-
les dificultades que se presentan en los cursos de AL son: el uso del formalismo,
el agobio ante las nuevas definiciones, teoremas y demostraciones (Dorier, Ro-
bert, Robinet y Rogalski, 2000).

En lo que se refiere a las causas de las dificultades para los estudiantes se
distinguen dos: la naturaleza del AL (dificultades conceptuales) y el tipo de pen-
samiento necesario para su comprension (dificultades cognitivas). Frente a estas
dificultades proponemos para un segundo grupo “crear puentes cognitivos” para
facilitar el paso a la abstraccién (Diaz, 2010).

1.2 Formulacion del Problema

Dia a dia el docente de matematicas se enfrenta a situaciones en las que el
alumno olvida, comete errores o simplemente no posee un conocimiento previo,
sea cual sea el nivel en donde se esté desarrollando la practica docente. En el
caso de AL presentar la definicion de TL no ofrece ninguna dificultad comparado
por ejemplo al explicar la definicion formal de limite. Pero los alumnos no resuel-
ven bien los ejercicios que vienen en los libros.

Es por ello que nuestra pregunta de investigacion es la siguiente, ;Cuales
son los errores que cometen los estudiantes de la FCFM-BUAP cuando realizan
ejercicios donde hacen uso del concepto TL?

1.3 Objetivos
1.3.1 Objetivos Generales

Realizar un diagndstico en un primer grupo para identificar y analizar las difi-
cultades presentes en los estudiantes para comprender el concepto de TL y a par-
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tir de sus resultados, realizar una propuesta didactica para un curso de AL en
FCFM- BUAP para disminuir los problemas de aprendizaje del concepto TL, pero
trabajando con un segundo grupo.

Lo interesante y prioritario es determinar las acciones que deben tomarse para
resolver esta situacién o que vaya disminuyendo con el paso del tiempo. David
Ausubel propone “identificar los conocimientos previos de los estudiantes y ense-
Aar en consecuencia”.

1.3.2 Objetivos Especificos

Primer grupo:

1) Identificar los errores cometidos por los estudiantes, cuando se les formula
ejercicios tipicos y deben usar la definicion y propiedades de TL. Y a su
vez, se buscara hacer una clasificacion de los errores que cometieron los
estudiantes al resolver ejercicios.

2) Analizar libros de editoriales comerciales de AL con la finalidad de ver si fa-
vorecen el transito al pensamiento formal. Nosotros consideramos como
textos comerciales aquellos que son faciles de conseguir en las librerias y
van dirigidas a un publico amplio, en comparacién con textos para estudian-
tes de matematicas.

Segundo grupo:

3) Analizar la relevancia de ayudar al alumno a construir un puente entre la in-
formacion previa y la nueva para hacer mas eficiente el proceso de apren-
dizaje.

4) Se pretende que los alumnos vean el concepto de TL como lo invariante en
la referencia de varias representaciones, es decir, reconocer el concepto TL
al menos en dos representaciones diferentes. Tomando en cuenta que sin
teoremas no se aprecia el concepto en toda su amplitud.

Es importante que el alumno sea capaz de identificar el concepto TL en dife-
rentes espacios vectoriales para crear una mejor comprension del concepto,
asi como la posibilidad de traducir entre diferentes representaciones. Asi pues,
es necesario considerar la extension y las interacciones que tienen en cuenta
diferentes conceptos del mismo objeto, en diferentes lenguajes matematicos.



1.4 Justificacion de la Investigacion

Este trabajo surge luego de observar las dificultades que tienen los estudiantes
universitarios, como se sefiala en nuestros antecedentes, en el aprendizaje de las
definiciones y teoremas de los conceptos centrales de AL, dados de manera abs-
tracta en una presentacion formal. A nuestro juicio, es un area de especial interés,
debido fundamentalmente a tres razones:

1. Es una materia con un elevado grado de abstraccion para estudiantes que
la cursan por primera vez, ya que es uno de los pilares del algebra abstrac-
ta, lo cual provoca un elemento de especial dificultad para el estudiante:
obstaculo del formalismo (Dorier, 2000).

2. Una de las asignaturas basicas de la mayor parte de las carreras en cien-
cias, ingenierias y algunas sociales.

3. La ensefianza-aprendizaje del AL esta frecuentemente asociada a una ex-
posicion lineal donde los procesos de aprendizaje no son contemplados. En
un enfoque formal, basado en un libro de texto no hay problemas de apren-
dizaje todo transcurre en forma lineal sin problema alguno, pero es impor-
tante considerar el punto de vista de los alumnos.



PARTE |
(DIAGNOSTICO)

Capitulo 2. MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes de la Investigacion

En 1990, dada la problematica que se presentaba sobre el aprendizaje del
AL, se forma una organizacion denominada Linear Algebra Curricular Study Group
(LACSG), que realizdé un taller nacional (USA) para discutir asuntos relacionados
con los problemas de la ensefianza y aprendizaje del AL. A este taller asistieron
principalmente matematicos y representantes de otras profesiones donde se hace
uso del AL. Uno de los productos de ese taller fue un conjunto de recomendacio-
nes para mejorar el curriculo de esta materia. LACSG fue conformado por: David
Carlson, Charles R. Johnson, David C. Lay y A. Duane Porter, para mejorar el cu-
rriculo de AL. Son ellos quienes recomiendan apartarse de la abstraccion y acer-
carse a un curso mas concreto, basado en matrices (Carlson, 1997). Dicho grupo
tiene influencia en la redaccion de los libros actuales, donde se nota claramente el
enfoque hacia las aplicaciones de AL en muchas ramas de ciencias y la ingenieria.

La ensefianza del AL y, sobre todo, las dificultades de los estudiantes
cuando intentan aprender los conceptos abstractos de esta disciplina han recibido
la atencion de varios investigadores que estan trabajando sobre la didactica del
AL. Entre ellos un grupo francés integrado por Jean Luc Dorier, Aline Robert, Jac-
queline Robinet, Marc Rogalski, Michele Artigue, Marlene Alves Dias, Ghislaine
Chartier, un grupo canadiense con Anna Sierpinska y Joel Hillel, y en EEUU
Guershon Harel y Ed Dubinsky. En los estudios iniciales, se encontrdé que, en la
mayoria de las universidades, los cursos de AL no eran exitosos en términos del
aprendizaje de los alumnos (Harel, 1989; Sierpinska, Dreyfus y Hillel, 1999; Sier-
pinska, 2000). Surgié de ahi el interés por formular propuestas didacticas especifi-
cas para el AL.

Varios estudios de diagndstico dirigidos por Dorier, Robert, Robinet y Ro-
galski entre 1987 y 1994 apuntaron a un solo obstaculo bien definido, que aparece
en todas las sucesivas generaciones de estudiantes y para casi todos los modos
de ensefiar, a saber, lo que llamaron el obstaculo del formalismo. La naturaleza
abstracta del AL, los problemas con disefios didacticos y el uso de diferentes tipos
de lenguajes son algunas de las fuentes de obstaculos que se identifican en estas



investigaciones. No es sorprendente que AL sea abstracto y dificil para la mayoria
de los estudiantes.

En 1997 Dubinsky publicé un articulo donde advertia que las dificultades
que tienen los estudiantes con los conceptos de AL no pueden y no deben evitarse
concentrandose en los aspectos computacionales de esta materia y eludiendo la
abstraccion. Dubinsky sostenia que la abstraccion y el formalismo son la esencia
de las matematicas y, por tanto, se debe encontrar maneras de facilitar a los estu-
diantes experiencias agradables cuando se inician en la disciplina.

El LACSG elabor6 una serie de recomendaciones para mejorar la ensefianza

del AL en la universidad. Estas recomendaciones son las siguientes:

1. El programa y la presentacion del primer curso de algebra lineal debe res-
ponder a las necesidades de las disciplinas donde ésta se usa.

2. Los departamentos de matematicas en las universidades deberian conside-
rar hacer su primer curso de algebra lineal un curso orientado hacia las ma-
trices.

3. Los profesores deben considerar las necesidades e intereses de los estu-
diantes como aprendices.

4. Debe estimularse que los profesores usen las tecnologias en el primer cur-
so de AL.

5. Por lo menos un segundo curso en teoria de matrices/AL deberia tener una
alta prioridad en todo curriculo de matematicas.

El LACSG genero este conjunto de recomendaciones para un primer curso de
AL, tras su trabajo se celebraron numerosas reuniones nacionales (USA) sobre el
aprendizaje y ensefianza del AL, y se escribieron varios libros con base a estas
recomendaciones. Las recomendaciones de LACSG se basaron en la combina-
cion de dos fuentes principales:

1. Conocimiento basado en la investigacion de ;cdémo aprenden los estudian-
tes?, ;como se debe ensenar? y ;qué consideraciones pedagdgicas y epis-
temoldgicas estan involucradas en el aprendizaje- ensenanza del AL?

2. La experiencia que cada uno de los miembros de LACSG tenia en la ense-
Aanza de AL.

Algunos libros que contrastan con estas recomendaciones son los de edicio-
nes anteriores de libros como Serge Lang (1986 espafiol), Stephen H. Friedberg
(1982), Ray Kunze (1971).

Tomando en cuenta lo anterior concluimos que los libros “viejitos” (antes de los
90’s) siguen el esquema: Espacios vectoriales, Transformaciones lineales como
capitulos iniciales; hacen énfasis en el aprendizaje formal, igual que el programa



oficial de FCFM- BUAP, mientras que los libros recientes van dirigidos a un publico
mas amplio (después de los 90°s) que hacen mayor énfasis en las aplicaciones.
Por ello conviene establecer claramente si nos preocupamos por un sector amplio
0 exclusivamente en estudiantes de matematicas.

Los estudios que se relacionan a nuestro trabajo son los siguientes:

La investigacion de Rodriguez (2011) realizada con profesores del departa-
mento de Matematicas, explica que una de las dificultades a tener en cuenta es la
falta de interés de los estudiantes en el aprendizaje, como también el formalismo
en cada definicion que se les presenta. Tiene por objetivo realizar un diagnostico
sobre el curso AL desarrollado por la Universidad de los Andes, y a partir de este
diagnostico determinar cuales eran las principales dificultades que se presentaban
en el proceso de enseflianza y aprendizaje de dicho curso.

Una de las principales dificultades en el aprendizaje de AL tiene que ver con la
variedad de lenguajes de representacion, puntos de vista y configuracion a través
del cual pueden representar los objetos de AL. Los estudiantes tienen que distin-
guir estas diversas maneras de representar objetos de AL, pero también necesitan
traducir de uno a otro y, sin embargo, es importante no confundir los objetos con
sus diferentes representaciones. Rodriguez afirma que los estudiantes tienen difi-
cultades de tipos conceptuales; entre otras razones, el alto nivel del formalismo
empleado por el docente.

El AL abstracta supone que el alumno es capaz de usar varios lenguajes y re-
presentaciones con facilidad. Los docentes y los libros de texto se mueven entre
estos lenguajes y representaciones con fluidez, pero no se les da tiempo a los es-
tudiantes comprender las definiciones, teoremas y demostraciones en un enfoque
formal. Es un error suponer que los estudiantes comprenderan conforme pasa el
curso, sin mayores contratiempos. En realidad, la mayoria de los estudiantes no
tienen el marco cognitivo para realizar el cambio de representacion con facilidad
(Stewart, 2018). Por supuesto, los docentes y los autores de libros se mueven
entre estas representaciones y modos, de manera muy natural y rapida, sin dar
tiempo a los estudiantes para asimilar tanta informaciéon nueva (vectores en Rn,
matrices, polinomios, funciones continuas).

Otra investigacion que revisamos es la de Ulicab y Oktag (2006) realizada con
estudiantes que terminaron una licenciatura en ensefianza de las matematicas que
tiene por titulo “Transformaciones lineales en un ambiente de geometria dinamica”
la cual tiene por objetivo principal observar las conexiones que los estudiantes
desarrollan entre conceptos y su naturaleza. En su trabajo tratan de explicar por
qué los estudiantes no tienen éxito en la resolucion de problemas donde piden



determinar una TL por medio de las imagenes de los vectores de una base, ba-
sandose en la experiencia y observacién de los resultados que obtenian. Aqui, los
investigadores utilizan como marcos tedricos de referencia: El pensamiento tedrico
versus el pensamiento practico, definido por Sierpinska y el obstaculo del forma-
lismo segun Dorier y otros.

En Molina (2007), “concepciones de la transformacion lineal en contexto geo-
meétrico” se menciona que un rasgo caracteristico del AL es el alto nivel de abs-
traccidn. Lo anterior se traduce en un problema para los estudiantes (por lo menos
los considerados en la investigacion, los cuales son estudiantes que habian termi-
nado una licenciatura en ensefianza de las matematicas), ellos tienden a olvidar
dichos conceptos vistos desde un enfoque formal, como es el caso de las propie-
dades de la TL.

A pesar de la abundancia en investigacion sobre el tema de TL, no se encuen-
tran trabajos que se aboquen a los aspectos cognitivos relacionados con la TL en
estudiantes de ciencias fisico matematicas en nuestro pais, esta investigacion pre-
tende contribuir justamente en esta direccion. Los aspectos cognitivos muestran
que los estudiantes tienen dificultades para entenderla, lo cual se puede expresar
bajo la forma de mecanismos o interpretaciones personales que en muchos casos
difieren de la interpretacién que el AL pretende comunicar y, en algunos casos,
obstaculizan su entendimiento formal (Sierpinska, 1996).

Ademas, se analizaron varios libros de AL donde autores como Howard Anton
reconocen dificultades para el aprendizaje, en su prologo (quinta edicién) comenta
que:

v' Deberia de haber una transicion mas suave hacia la abstraccion: La transi-
cion de R" a espacios vectoriales generales es traumatica para casi todos
los estudiantes, de modo que ha intentado suavizarla, analizando R" en de-
talle, recalcando los conceptos geométricos subyacentes antes de proce-
der con el estudio de espacios vectoriales generales.

v Exposicién temprana de transformaciones lineales.

v' Mayor énfasis en la conceptualizacion.

Los Investigadores concluyen que cuando se recurre a aspectos geometricos y
abstractos de conceptos, se tiene que buscar un equilibrio entre ambos, para que
los estudiantes se apropien adecuadamente de los significados que involucran
dichos conceptos. También, enfatizan la importancia de considerar problemas no-
vedosos que permitan a los estudiantes poner en practica sus conocimientos ad-
quiridos, donde conceptos diferentes deberian articularse para solucionar los pro-
blemas que se les plantee.
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Tomamos como guia dichos articulos y tesis de investigacion ya que por un lado
nos brindan un enfoque muy cercano de lo que suponemos en nuestra problemati-
ca, y por otro lado nos muestran la dificultad que tienen los alumnos en el tema de
TL, sobre todo con el formalismo.

2.2Bases tedricas

2.2.1 Concepto imagen

A principios de los afos ochenta, Vinner y Tall (1981) introducen la termino-
logia concepto-imagen y concepto-definicion, estableciendo asi una diferencia en-
tre lo que un concepto matematico significa para los alumnos y la definicion del
concepto. Todos los conceptos matematicos, excepto los primitivos, tienen defini-
ciones formales. Pero un estudiante no necesariamente utiliza la definicion cuando
decide si un objeto matematico es un ejemplo o un contraejemplo del concepto, si
no, que en la mayoria de los casos, toma una decision basandose en el concepto-
imagen.

Vinner y Tall (1991) se refieren al concepto-definicion como la expresion
verbal utilizada para especificar cualquier concepto (definicion formal). Por otro
lado, mencionan que el término concepto-imagen es algo no verbal asociado en
nuestra mente con el nombre del concepto. Puede ser una representacion visual
del concepto en el caso de que tenga representaciones visuales o una coleccién
de expresiones o experiencias. Las representaciones visuales, las figuras menta-
les, las impresiones vy, las experiencias asociadas con el nombre del concepto
pueden ser traducidas verbalmente. Pero es importante recordar que las expresio-
nes verbales no son la primera cosa evocada en nuestra memoria. (Traduccién
libre)

Por ejemplo cuando escuchamos la palabra “funciéon”, podriamos asociar
con la expresion y = f(x), o bien, visualizar la grafica de una funcién, pensado en
funciones especificas tales como y = x? 0 y = sen(x), etc. Es claro que un mismo
estudiante puede reaccionar de manera diferente ante un mismo concepto en si-
tuaciones distintas. Tall y Vinner (1981) utilizan el término “imagen evocada del
concepto” para describir lo que se recuerda en un contexto dado.

La ensefianza de un concepto matematico generalmente esta dada por la
presentacion de la definicion formal y se espera que la imagen de ese concepto se
forme a partir de la misma. Es por ello, que la mayoria de los docentes, segun
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afirma Vinner (1991) tienen la creencia (casi siempre errénea) de que los estudian-
tes, ante una determinada tarea, basan su razonamiento en las definiciones forma-
les de los conceptos que han recibido de forma verbal y que sus imagenes tienen
un papel secundario. Pero las cosas no ocurren asi, durante el proceso de forma-
cion de conceptos, la relacidn entre imagen y definicién del concepto es reciproca,
teniendo en cuenta que el concepto-imagen se va llenando gradualmente, pero no
necesariamente refleja todos los aspectos del concepto-definicion. Sin embargo, lo
que esperan algunos docentes es que ese sea el esquema habitual (Figura 1),

Concepto- Definicion » Concepto- Imagen

es decir, que el concepto- imagen se forme en las mentes a partir del concepto
definicion y que esté completamente controlado por éste (Vinner, 1991). Lo que en
realidad suele ocurrir es que coexisten ambas imagenes conceptuales que, ade-
mas, pueden incluir aspectos contradictorios. Esas contradicciones solo se mani-
fiestan cuando sean recordadas por el estudiante simultaneamente.

El comportamiento deseable de complementariedad entre imagen y defini-
cion para producir una respuesta, (Vinner, 1991) seria (Figura 2):

Respuesta

Concepto- Definicion ; 2 Concepto- Imagen

Tarea

Sin embargo, es reemplazado cuando no existe una verdadera integracién entre
las imagenes conceptuales como se muestra en la Figura 3y Figura 4:
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Respuesta

Concepto- Definicion E Concepto- Imagen

Tarea

Respuesta

Concepto- Definicion -Concepto- Imagen

Tarea

La caracteristica comun a todos estos procesos ilustrados es que, reaccio-
ne como reaccione nuestro sistema de asociacion, cuando se nos plantea un pro-
blema en un contexto técnico, se supone que no debemos formular nuestra solu-
cion antes de consultar la definicion del concepto. Este es, por supuesto, el proce-
so deseable. Desafortunadamente, la practica es diferente (Figura 5), ya que lo
que realmente ocurre nos lo muestra la figura siguiente:

Respuesta

Concepto- Definicion Concepto- Imagen

Tarea
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Aqui, lo que ocurre es que el concepto-definicion existe, pero no es consul-
tado durante el proceso de resolucion de la tarea. Prevalecen los habitos del pen-
samiento intuitivo, el estudiante no es consciente de la necesidad de consultar la
definicién una y otra vez.

El conflicto entre la imagen conceptual de un concepto y la definicién de di-
cho concepto significa, en la practica, la ausencia de una verdadera comprension
del concepto, tal como se ha puesto de manifiesto en algunos trabajos de investi-
gacion.

Por lo tanto, un sujeto adquiere un concepto cuando construye una imagen
de él ya que se considera que conocer una definicién, no garantiza la comprension
de dicho concepto (Vinner, 1991).

2.2.2 Analisis de libros de AL

El docente tiene que estar consciente del papel que el libro de texto recomendado
ejerce en su clase. Es muy importante que sepa analizar y evaluar el libro que va a
utilizar y que sepa reconocer si la propuesta pedagodgica presentada en el libro
reune las condiciones esperadas para la formacion del estudiante. El libro debe,
presentar contenidos y actividades que ayuden al estudiante a alcanzar el conoci-
miento deseado. Ese conocimiento sera adquirido por medio de la compresién y la
resolucion de ejercicios, propiciado por la observacidon y por el analisis de las ta-
reas propuestas.

Como es frecuente, el docente planifica a partir de la estructura de la disci-
plina que ensefa, secuenciando los contenidos y los temas como si tuvieran igual
dificultad cada uno de ellos, pero se olvidan de los alumnos. El conocimiento que
el docente transmite en una tarea de aprendizaje debe tener una doble estructura-
cion, es decir, debe ser estructurado siguiendo el programa del curso y estructura-
do con respecto al conocimiento que posee el estudiante. Ademas de presentar y
dar clase deben pensar cdmo ayudar al alumno a estructurar su conocimiento.

La exposicion tradicional el docente se apoya en uno o varios libros, pero hay
que tener en cuenta que el alumno no comprende al mismo ritmo por ello es nece-
sario que el alumno consulte en distintos libros recomendados por el docente (ba-
sico—avanzados). En el analisis de libros debemos observar su organizacion, es-
tructura y todo lo que da sentido a su forma. Por lo tanto, es necesario identificar
los rasgos principales que orientaron a los autores en la elaboracion de sus libros.
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Los libros de AL revisados, por el objetivo del autor y por las ventajas que ofrecen
son:

1. Introduccioén al algebra lineal (tercera edicidn) por el autor Howard Antén
(1994) donde comenta que su libro hace hincapié en presentar los funda-
mentos del AL de la manera mas clara posible. El autor dice que “el aspecto
pedagogico es lo mas importante; el formalismo es secundario”. Las ideas
basicas se estudian por medio de ejemplos numéricos (mas de 200) e in-
terpretacion geométrica. Otra idea importante del autor es que el profesor
debe ir de lo familiar a lo desconocido y de lo concreto a lo abstracto; el or-
denamiento de los capitulos ha tenido en cuenta este principio entonces la
secuencia de temas que sigue el autor es la siguiente:

1) Sistema de ecuaciones lineales y matrices.

Determinantes.

Vectores en los espacios Bidimensional y tridimensional.

Espacios vectoriales

Transformaciones lineales.

Eigenvalores y eigenvectores.

Aplicaciones.

Introduccion a los métodos numéricos del algebra lineal.

0 ~NO O b WN
N N N N N N N

Ventajas del libro:

< Gran numero de ejercicios. Cada conjunto de ejercicios se inicia con pro-
blemas rutinarios de “habilidad” y progresa hacia problemas mas teoricos.

+« El tratamiento de las demostraciones varia, aquellas que son elementales y
tienen un contenido pedagdgico significativo se presentan con precision, en
forma apropiada para los alumnos. Unas cuantas demostraciones que son
mas dificiles, pero pedagdgicamente valiosas, aparecen al final de la sec-
cion y marcadas “opcional’.

Una caracteristica son las diferentes versiones del teorema resumen mismo
que se va ampliando segun se avanza (establece la relacion entre conceptos).
Hay ediciones mas recientes disponibles en inglés.

2. Linear Algebra a modern introduction (cuarta edicion) del autor David
Poole (2015). El autor comenta que desde un punto de vista pedagdgico, no
hay duda de que, para la mayoria de los alumnos, los ejemplos concretos
deben anteceder a la abstraccion. Muchos alumnos encuentran dificultad al AL
cuando el curso avanza de la realizacién (resolver sistemas de ecuaciones
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lineales, manipulacion de vectores y matrices) de calculos a lo tedrico
(espacios generadores, independencia lineal, subespacios bases y dimension).
Este libro introduce todos los conceptos clave del AL muy temprano, en un
escenario concreto, antes de volver a visitarlos con total generalidad. La
secuencia de temas que sigue el autor es la siguiente:

1) Vectores.
Sistema de ecuaciones lineales.
Matrices.
Eigenvalores y eigenvectores.
Ortogonalidad.
Espacios vectoriales.
Distancia y aproximacion.

JegrLem

EL capitulo de espacios vectoriales contiene los temas de; espacios y
subespacios vectoriales, independencia lineal y dimension, cambio de base, TL,
kenel y el rango de una TL, la matriz de una TL y aplicaciones.

Ventajas del libro:

¢ Los ejercicios en cada seccidon estan graduados y avanzan de lo rutinario a
lo desafiante.

% Aparecen ejercicios adicionales en forma de repaso al final de cada capitu-
lo.

« Existen 10 preguntas verdadero/ falso disefiadas para poner a prueba la
comprension conceptual, seguidas por 19 ejercicios de calculo y tedricos
que resumen los principales conceptos y técnicas de cada capitulo.

3. Algebra linea | (octava edicion) del autor Bernard Kolman (2006) dice que su
experiencia le ha ensefiado que los conceptos abstractos deben presentarse
de manera gradual y basarse en fundamentos firmes. Por lo tanto, comienza el
estudio del algebra lineal con el tratamiento de las matrices como simples arre-
glos de numeros que surgen de manera natural en la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales, un problema familiar para el estudiante. El autor comenta
que: “Cuando se construye una casa, lo primero que se coloca son los cimien-
tos; el estudio del algebra lineal sigue el mismo principio, cada idea abstracta
tiene como base una serie de conceptos desarrollados previamente, si alguno
de tales conceptos le resulta confuso o sencillamente incomprensible, sus co-
nocimientos seran insuficientes para entender las ideas subsecuentes”. Por lo
que, organiza los temas de su libro de la siguiente forma:

1) Ecuaciones lineales y matrices.
2) Aplicaciones de ecuaciones lineales y matrices.
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) Determinantes.

) Vectores en R™.

) Aplicacién de vectores en R? y R3(opcional).

) Espacios vectoriales reales.

) Aplicaciones de espacios vectoriales reales (opcional):
)

)

0

oo N o o b

Valores propios, vectores propios y diagonalizacion.
Aplicaciones de valores y vectores propios (opcional).
10)Transformaciones lineales y matrices.

©

Ventajas del libro:

o
*

X/
L X4

X/
L X4

» Al final de cada seccion se tiene un listado de términos clave.

En las preguntas de falso/ verdadero se pide al estudiante que justifique su
respuesta, lo que da una oportunidad adicional para exploracion y redac-
cion.

Al final de cada seccion se da un repaso acumulativo.

En el libro Algebra lineal (séptima edicion) de Stanley I. Grossman (2012)
existe un gran numero de temas de algebra lineal para una gran variedad
de estudiantes que necesitan unicamente conocimientos firmes del algebra
correspondientes a la ensefianza media superior. El autor expresa que los
estudiantes aprenden matematicas mediante ejemplos completos y claros
contiene 350 ejemplos, cada uno de los cuales incluye todos los pasos al-
gebraicos necesarios para completar la solucién. Ademas, el texto contiene
2750 ejercicios, al igual que en todos los libros de matematicas, estos cons-
tituyen la herramienta mas importante del aprendizaje, los problemas con-
servan un orden de acuerdo con su grado de dificultad y existe un equilibrio
entre la técnica y las demostraciones.
El libro contiene los temas;

1) Sistema de ecuaciones.
Vectores y matrices.
Determinantes.
Vectores en R? y R3.
Espacios vectoriales.
Espacios vectoriales con producto interno.
Transformaciones lineales.
Valores caracteristicos, vectores caracteristicos y formas candnicas.

0o ~NO oA~ WDN
N N N N N N N

Ventajas del libro:
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% Los problemas conservan un orden de acuerdo con su grado de dificultad y
existe un equilibrio entre la técnica y las demostraciones.

«» Teorema resumen, que une temas que en apariencia no tienen nada en
comun dentro del estudio de matrices y transformaciones lineales.

«» Problemas de autoevaluacion disefhados para valorar si el estudiante com-
prende las ideas basicas de cada seccion.

Los objetivos de la seccion de transformacion lineal son:

» Aprender la definicion de las transformaciones lineales, que se puede inter-
pretar como una generalizacion del concepto de funciones.

» Se estudidé el concepto de nucleo e imagen de las transformaciones linea-
les, a partir de las cuales se caracteriza su comportamiento.

» Profundizar un tipo especial de isomorfismo.

5. Algebra Lineal (primera ediciéon) de Stephen H. Friedberg, Arnold J. Insel
y Lawrence E. Spence (1982) en su libro tienen como proposito esencial
presentar cuidadosamente los principales temas del algebra lineal e ilustrar
la utilidad de la materia a través de una amplia variedad de aplicaciones.
Muestra la teoria basica de espacios vectoriales de dimensiones finitas,
subespacios, combinaciones lineales, dependencia e independencia lineal,
bases y dimensiones, asi como el desarrollo de las transformaciones linea-
les y sus relaciones con las matrices; ahi se discute el espacio vacio y el
limite de una transformacion lineal, representaciones matriciales de una
transformacién, isomorfismo y cambios de coordenadas, este libro esta di-
vidido en las siguientes secciones;

1) Espacios vectoriales

Transformaciones lineales y matrices

Operaciones elementales en matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Determinantes

Diagonalizacién

Formas canonicas

Espacios con producto interno.

Jegrserm

Ventajas del libro:

>

¢ Introduccién temprana de espacios vectoriales

¢ El libro ofrece un estudio formal y exhaustivo de los espacios vectoriales y
sus transformaciones.

+ Ejemplos con pocos detalles de solucion que ayudan al estudiante a inda-

gar por su parte y usar conocimientos que ya conoce.

L)

*0
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6. Elementary Linear Algebra (séptima edicién) de Ron Larson y David C. Fal-
vo (2013) en su libro nos muestran que tienen como objetivo resaltar los con-
ceptos clave cubiertos en cada capitulo para que sirvan como una guia para el
aprendizaje de los estudiantes, el libro es recomendable ya que fue disefiado
para ayudar a los estudiantes a desarrollar una compresion intuitiva de los
conceptos y relaciones matematicas. A continuacion, se presenta el orden que
siguen los autores en la presentacion de capitulos;

1) Sistema de ecuaciones lineales

) Matrices

) Determinantes

) Espacios vectoriales

) Espacios productos internos

) Transformaciones lineales

)

)

)

0

~N O ok WN

Eigenvalores y eigenvectores
Espacios de vector complejo
Programacion lineal
10)Métodos numéricos

© 0o

Ventajas:

% Contiene en cada capitulo un apartado de ;verdadero o falso?, ejercicio
que prueba los conocimientos de los conceptos basicos. Se les pide a los
estudiantes que den ejemplos o justificaciones para apoyar sus conclusio-
nes.

% Gréficos y énfasis geométricos: Las habilidades de visualizacion son nece-
sarios para la comprension de los conceptos matematicos y la teoria.

Los graficos acompafan ejemplos, asi como ilustraciones generadas por
computadoras.

« Al final de cada capitulo aparece un examen acumulativo que ayuda a los
estudiantes a sintetizar los conocimientos que han acumulado a lo largo del
texto, asi como a prepararse para los examenes.

El revisar algunos libros de AL nos ayudo en la creacion de nuestra se-
cuencia didactica y a entender la complejidad de ensenar AL a un amplio grupo de
alumnos. Y si bien estamos realizando un estudio en FCFM donde nos interesa un
enfoque formal, creemos que es recomendable auxiliarse de un libro de exposicion
formal, pero con variedad de ejemplos, ademas hay que tener en cuenta que la
presentacion del tema de TL abstracta y compacta se presenta en cursos posterio-
res, pero ahi la presentacion es muy breve y no tienen interés en las aplicaciones

19



entre ellos se encuentran los autores Herstein, Rotman, Fraleigh y otros del tipo
“algebra moderna”.

A través de la revision de los libros que revisamos notamos que todos ellos
toman en cuenta los mismos temas solo que cada autor sigue el orden que cree
pertinente segun su experiencia, por lo cual se recomienda que el docente selec-
cione el texto segun los temas que pretende ensefar ya sea que tome todos los
temas del mismo libro o varié dependiendo como maneje cada autor los temas en
su libro. Ademas, observamos un manejo tradicional de los conceptos de TL, con
un esquema fijo. Este se caracteriza por establecer, en primer lugar, las definicio-
nes y teoremas de AL y luego mostrar ejemplos y ejercicios practicos (aplicacion
de propiedades directas), relacionados con el concepto de TL.

Es posible, que la forma tradicional de ensefar (definicién-Teoremas- De-
mostraciones-Ejemplos-Ejercicios) y aprender haga que los estudiantes no puedan
articular las diferentes representaciones que se pueden realizar con el concepto
TL. Los conceptos matematicos son dificiles por naturaleza es por eso que el do-
cente debe ayudar a resaltar las relaciones entre lo previo y lo nuevo ayudandose
de algun libro que facilite la comprension de conceptos del AL. Por esa razon se
considera que el profesor tiene un papel muy importante dentro del aprendizaje del
AL, en la ensefianza el profesor pretende ir de lo familiar a lo desconocido, usando
ejemplos de lo concreto a lo abstracto donde los conceptos abstractos deben pre-
sentarse de manera gradual basandose en fundamentos firmes resaltando los
conceptos clave.

2.2.2.1 Comparacion de libros en el tema TL

Se decide comparar los libros anteriores de AL para poder confirmar una ven-
taja de los libros de matematicas, y es que, sin importar el lugar, las matematicas
son las mismas, algunos conceptos presentados de manera mas abstracta que
otros, pero en general las definiciones y teoremas coinciden. Como es en el caso
del curso de AL que se imparte en el nivel superior, donde el concepto de TL se
presenta como a continuacion;

1. Sean V y W espacios vectoriales (sobre F). Una funcion T:V - W se llama
transformacién lineal de V en W si para todo x, yeV' y ¢ € F tenemos que;
a) Tx+y)=Tx)+T)
b) T(cx) = cT(x)
(Friedberg, 1982, p.63)
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2. SiF:V - W es una funcién del espacio vectorial IV hacia el espacio vectorial
W, entonces F es una transformacion lineal si,
a) F(u+v) = F(u) + F(v) para todos los vectoresuy venV
b) F(ku) = kF(u) para todos los vectores u en V y todos los escalares
k.
(Anton, 1994, p.247)

3. Sea V' y W espacios vectoriales reales. Una transformacion lineal T de V en
W es una funcidn que asigna a cada vector v € VV un vector unico Tv e W'y
que satisface, para cadau y v en V y cada escalar «,

a) Tw+v)=Tu+Tv
b) T(av) = atv
(Grossman.2008, p.460)

Como se observa en las definiciones de TL no hay diferencias esenciales
en el concepto, solo varia la manera en como el autor la presenta sin embargo es
importante resaltar las caracteristicas del concepto para apoyar el aprendizaje del
estudiante. Aunque las definiciones son de distintos libros, se observa que mane-
jan los mismos conceptos como son los de espacio vectorial, funcion y las propie-
dades de suma y producto por un escalar.

La ventaja de sugerirle al estudiante varios libros de AL es que tiene la op-
cion de elegir el que mas se adapte a sus necesidades de aprendizaje, teniendo
en cuenta que sin importar el libro que utilice, el concepto TL preserva la opera-
cion debido a que el mismo resultado se produce al realizar las operaciones de
suma y producto por un escalar antes o después de aplicar la transformacion.
Aunque los mismos simbolos denotan las operaciones vectoriales en ambos, se
debe tener en cuenta que las operaciones pueden ser diferentes, como se indica
en los siguientes diagramas (Figura 6);

Suma Suma Producto Producto
enV en W por un por un

l ‘ escalarenV escalaren W

' |

T(u +v)=Tu) + T(v) T(cu) = cT(u)
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Lo que se pretende con el diagrama es que el estudiante lo tenga presente
y lo aplique en los ejercicios de los distintos libros sin importar como se le presente
el ejercicio.

Después de observar la estructura del concepto de TL, se realizé una com-
paracion de los textos anteriores enfocandonos en los tipos de ejemplos y ejerci-
cios que existen en cada uno de los libros propuestos para el curso, segun el es-
pacio vectorial (1,2,11,12), tipo de TL (3,4,5,6,7,8,9,10,13,14,15), ejemplos y ejer-
cicios que combinan diferentes conceptos de AL (16,17,18,19,20) y algunos otros
que requieren demostracion (21,22,23) como se muestra en la Tabla 1 y Tabla 2.
Los principales ejemplos y ejercicios referentes al concepto de TL que se encuen-
tran en libros de AL de autores como, Anton, Grossman, Larson, Friedberg, Kol-
man y Poole:

R™ n=>1 X X X X X
Matrices X X X X X X
T. Rotacién X X X X X

T. Cero X X X X
T. Identidad X X X X
T. Dilatacion X X

T. Contraccioén X

T. Reflexion X X X X
T. Proyeccién Ortogonal X X X X

T. Producto interior X

Polinomios X X X X
Funciones continuas X X X

T. Diferencial X X X X X
T. Integral X X X X X
T. Geométrica X X

Imagen X X X X X X
Preimagen X X

Dimension X X X X X
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Nucleo X X X X X X

Nulidad X X X X X
Rango X X X X X
Inyectividad X X X X X
Sobreyectividad X X X X X
Isomorfismos X X X X
Frecuencia de ejemplos 14 18 19 17 14 16

Por los ejemplos observados en los distintos libros notamos que el autor
Larson del libro Elementary Linear Algebra tiene gran variedad de ejemplos grafi-
cos tiene énfasis geométrico respecto a los conceptos de TL, ademas existe un
equilibrio entre teoria y practica, los ejemplos y aplicaciones son de gran apoyo
para el estudiante. Otra recomendacion de libro por la cantidad de ejemplos es el
libro de Grossman que contiene numerosos ejemplos, cada uno de los cuales in-
cluye todos los pasos algebraicos necesarios para completar la solucion.

Después de comparar los ejemplos de los distintos libros, se cree que es
oportuno analizar los ejercicios (Tabla 2) de los mismos libros para decidir qué
libro tiene equilibrio entre ejemplos y ejercicios;

R"™ n=1 X X X X X X
Matrices X X X X X X
T. Rotacién X X X X X

T. Cero X X X
T. Identidad X X X
T. Dilatacion X X

T. Contraccién X X

T. Reflexion X X X X X

T. Proyeccién Ortogonal X X X X X

T. Producto interior X
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Polinomios X X X X X

Funciones continuas X X X

T. Diferencial X X X X X
T. Integral X X X X
T. Geométrica X X X

Imagen X X X X X X
Preimagen X X X X X
Dimension X X X X X X
Nucleo X X X X X X
Nulidad X X X X
Rango X X X X X
Inyectividad X X X X X
Sobreyectividad X X X X X
Isomorfismos X X X
Frecuencia de ejercicios 16 19 21 14 17 16

Por variedad de ejercicios el libro recomendable es del autor Larson nue-
vamente, el ejercicio de ¢ verdadero o falso? Pone a prueba los conocimientos de
los conceptos basicos. Al final de cada capitulo aparece un examen acumulativo
que ayuda a los estudiantes a sintetizar los conocimientos, asi como a prepararse
para los examenes. Este libro no exige tener conocimientos previos de calculo o
analisis matematico, y se puede estudiar con la perspectiva practica, necesaria
para todo aquel interesado en desarrollar conceptos abstractos.

Vinner (1997) sefala que la solucion de los problemas detectados en el
aprendizaje y la ensefianza del AL va mas alla de la elaboracién de nuevos libros
de texto y de reformar el curriculo. Se requiere prestar atencion a los procesos de
pensamiento de los estudiantes. Las recomendaciones del grupo LAGCS influyen
en los libros de ediciones recientes porque dan énfasis al enfoque matricial por ser
apropiado para las aplicaciones.
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Capitulo 3. METODO

A pesar de que hay problemas de aprendizaje en el concepto de TL e investi-
gaciones para erradicar o disminuir este problema, sigue faltando mayor conoci-
miento del fendmeno, en especial en nuestro contexto, por lo que consideramos
conveniente abordar el problema como una investigacién exploratoria, partiendo
de la pregunta inicial que es ¢Cuales son las dificultades de los alumnos en la
FCFM-BUAP para comprender el concepto de TL?

Para ello se trabajo con un grupo de alumnos al que el docente present6 una
secuencia de temas del programa pero tratando de suavizar los problemas de una
presentacion formal. Una actividad que se les pidié a los estudiantes fue consultar
libros de AL y resolver ejercicios de la seccion de TL principalmente, después se
les aplicé un examen que tomamos del trabajo de Roa y Oktag (2008) que se
describira en la seccidn 3.2. Las respuestas de los examenes nos ayudan a detec-
tar los errores, a mostrar en porcentajes que tipo de dificultad tienen los estudian-
tes y encontrar una manera de abordarlos.

3.1 Participantes

Los estudiantes participantes (Tabla 3) fueron alumnos de 4° semestre de la
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas (FCFM) de la Benemérita Universidad
Autonoma de Puebla (BUAP) seleccionados de una manera no probabilistica la
cual no pretende que los casos sean representativos de la BUAP, la seleccion de
la muestra es por oportunidad o bien, estudiantes que se inscribieron en los cursos
de AL lo que nos proporcion6 una oportunidad extraordinaria para estudiarlos.

Participantes Cantidad de alumnos que reali-

zaron el examen

45 estudiantes (1° examen)
Curso | 40 estudiantes (2° examen)

Tabla 3. Cantidad de estudiantes que participaron

Los estudiantes participantes son estudiantes de distintas carreras que se en-
cuentran en FCFM; es decir, se aplicaron examenes a los estudiantes que estaban
estudiando las siguientes carreras:
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Matematicas
Matematicas aplicadas
Fisica,

Fisica aplicada
Actuaria

o krwnN=

Ademas, cabe sefnalar que los estudiantes ya tomaron materias previas utiles
para un curso de AL tales como: matematicas basicas, geometria analitica, calculo
diferencial, geometria analitica del espacio, teoria de ecuaciones e introduccion a
las estructuras algebraicas. Los cursos previos a AL cambian en cada universidad
y carrera concreta. En nuestra opinidn del curso previo de Teoria de ecuaciones,
permite que el curso de AL inicie con espacios vectoriales, y las transformaciones
lineales como capitulo 2 y por ello nuestro estudio exploratorio no puede aplicarse
a otras universidades.

3.2 Técnicas e Instrumentos de Recoleccion de Datos

La técnica de recoleccion de datos es mediante la aplicacion de un examen
disefiado por Roa y Okta¢ (2008) porque son ejercicios tipicos de libros de AL,
esto permitié concentrarnos en resolver ejercicios que aparecen casi en cualquier
libro de AL. Cualquier docente tendria la oportunidad de resolver algunos o dejar-
los de tarea. Sobre este material se podria juzgar la comprension de los alumnos
al analizar silograban ver la TL en distintos espacios vectoriales, observando asi
las similitudes y diferencias entre las soluciones que dan los estudiantes a los
ejercicios, con base en los resultados obtenidos al calificar los examenes del cur-
so | identificamos errores de comprensiéon del concepto TL.

Se usan dos instrumentos de recoleccion: El primero es un Instrumento de
observacion de clase, que fue utilizado para averiguar cuales son los errores que
cometen los estudiantes FCFM con el propdsito de recolectar la mayor evidencia
posible sobre lo que esta pasando en la sesion de clase (orientaciones del docen-
te, respuesta de los estudiantes, aclaracion de dudas, entre otros). La observacion
fue de tipo no participativo, ya que el observador no interactué con los estudiantes.

El segundo instrumento como se menciona anteriormente son los examenes
para el estudiante (anexo 1 y anexo 2). El propésito de este instrumento fue me-
dir la compresion de los estudiantes en los conceptos de TL mediante las respues-
tas a los ejercicios de los examenes y percibir asi el tipo de errores que cometen.
Cabe aclarar que los ejercicios de los examenes son ejercicios tipicos de los libros
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de AL que aparentemente no tienen nada en comun. Dentro de estos ejercicios
encontramos:

1. Funcioén de varias variables: Son funciones con una relacidon entre varias
variables. Invariante: suma de funciones y producto por un escalar

2. Matrices: Cualquier transformacion lineal puede representarse mediante
una matriz T(x) = Ax. Si T:M,yx; > M,,x, siendo A - M,,,,,. Invariante al
aplicar la TL: suma de matrices y producto por un escalar.

3. Polinomios: Estan constituidos por un conjunto finito de variables
y coeficientes, con las operaciones aritméticas de suma, resta y multiplica-
cion, asi como también exponentes enteros positivos. Pueden ser de una o
de varias variables. Invariante: suma de polinomios y producto por una
constante.

4. Imagen de los vectores: Sea T:V — W una transformacion lineal y consi-
deramos que V es un espacio de dimension finita, y por ende, podemos de-
cir que existen bases de dicho espacio. Sea B = {v,, ..., v} una base de V,
sobre la cual tenemos definidala TL T:V — W por:

T(v) =w,

T(v) = wy

Donde wy,...,w, € W, pero tengamos en cuenta que no necesariamente
son una base de W. Esta base puede ser candnica o fija.

5. Preimagen de los vectores: Dado un vector yeW, x eV tales que
T(x) =y ademas a,w;+ -+ aqw, =y es decir, escribimos a y como
combinacion lineal del conjunto de generadores de la imagen de
T:{wy, ..., wi}

El examen para el curso | se aplico en dos etapas, la primera etapa la resolvie-
ron en dos horas y la segunda en una hora con un total de 7 ejercicios. En la pri-
mera parte del (anexo 1) se resolvieron cuatro ejercicios, el primer ejercicio consis-
tid en 5 incisos los cuales hacen énfasis a la definiciéon y entendimiento de lo que
es una TL, en el ejercicio 2 hablamos de matrices, consta de 2 incisos donde nue-
vamente se insiste en usar la definicién de TL, el ejercicio 3 consistié en aplicar la
definicion de TL sobre polinomios como espacios vectoriales mientras que el ejer-
cicio 4 se hace uso de la parte geométrica. Se pretende que los estudiantes aso-
cien sus conocimientos previos de vectores, matrices, polinomios y geometria con
el concepto TL.
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En la segunda parte del examen (Anexo 2) del examen se resolvieron tres
ejercicios, el primero ejercicio consta de tres incisos en los cuales se aplican las
propiedades de TL, el segundo ejercicio pretende que el estudiante aplique un co-
nocimiento con mayor grado de abstraccién que es el de isomorfismo, el ejercicio
pide comparar dos espacios vectoriales asociando el concepto de isomorfismo.
Por ultimo, el tercer ejercicio es un repaso de los teoremas que abarca el concepto
de TL. El propdsito de estos ejercicios es que el estudiante vincule los nuevos co-
nocimientos de TL.

Una caracteristica de los ejercicios propuestos en el examen es que se
mueven entre 5 lenguajes (Tabla 4), con el propésito de que el estudiante note lo
invariante dentro de ellos;

Lenguaje 1. El lenguaje de los sistemas de ecuaciones lineales.

El estudiante debe dominarlo para entender las transformaciones de unos sistemas de
ecuaciones en otros que conserven el mismo conjunto de soluciones y también ciertos
algoritmos que se emplean para resolverlos, como el de Gauss-Jordan o el de elimina-
cion de Gauss.

Lenguaje 2. El lenguaje de las matrices.

El estudiante debe dominar la notaciéon de matrices y debe comprender como se reali-
zan las operaciones matriciales mas comunes: suma de matrices, multiplicacion de ma-
trices por un escalar. El sistema anterior se convierte en una ecuacién matricial.

Lenguaje 3. El lenguaje geométrico de rectas y de planos.

El estudiante debe aprender a interpretar los sistemas de ecuaciones lineales en térmi-
nos geométricos, usando conocimientos en espacios R? y R3.

Lenguaje 4. El lenguaje de los vectores

El estudiante debe comprender qué es un espacio vectorial y saber manejar su simbo-
logia El lenguaje de los espacios vectoriales es el que resulta mas abstracto para el
estudiante. Se espera de él que comprenda los conceptos subespacio vectorial, de es-
pacio generado, de independencia lineal y de base de un espacio vectorial y otros se-
mejantes.

Lenguaje 5. El lenguaje de las transformaciones lineales.

El estudiante debe saber manejar las nociones de nucleo e imagen de una TL. Ademas,
debe saber calcular su rango y su nulidad, sus valores propios y sus espacios propios.
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Capitulo 4. ANALISIS DE RESULTADOS DE LOS EXAMENES

En el presente capitulo se presenta el analisis de los errores que los estudian-
tes cometieron al intentar resolver el examen que se les aplicd. Inicialmente se
examinaron cada uno de los examenes que se estan tomando en cuenta, con el
fin de distinguir cada uno de los errores que se produjeron al contestar dicho exa-
men (Anexo 1), después se fueron clasificando de acuerdo con las caracteristicas
similares que podrian presentar en cada uno de los ejercicios o entre los demas
examenes. En la exhibicidon de tales errores se ponen imagenes las cuales pueden
servir de ejemplo para resaltar lo que se menciona de dicho error.

Posterior a la aplicacion de los exdmenes y con base en la estrategia didactica
sobre la comprension del concepto TL, se obtuvo que en el curso |, un 59% de los
estudiantes comprenden y realizan correctamente los ejercicios, mientras que el
29% tuvo dificultades para realizar o completar con éxito el examen (anexo 1),
mientras que los resultados de la segunda parte (anexo 2) nos muestran que un
63% de los estudiantes relaciona y comprende los conceptos relacionados al AL
por lo que un 23% confunde conceptos. A continuacion, se da una descripcion de
la clasificacion de los resultados de los examenes:

1. Correctos: Cuando los estudiantes aplican la estrategia correcta o realizan
todas las operaciones correctamente,

2. Incorrectos: Uso de estrategia irrelevante o poco favorable para la solucion
del ejercicio.

3. Incompleto: Cuando los estudiantes realizan todas las operaciones correc-
tamente, sin embargo, no concluyen correctamente.

4. No realizado: El estudiante no realizo el ejercicio.

Al revisar los examenes y usando la clasificacion anterior se encuentra que (Figura
7).

Curso |

M Correcto
13% i Incorrecto
10% Incompleto
No realizado
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El 87% de los estudiantes en la primera y segunda parte del examen reali-
zaron los ejercicios con solucion correcta, incorrecta e incompleta. Con un 4%
aumentan las soluciones correctas e incorrectas en el segundo grupo, sin embar-
go, disminuye un 10% los ejercicios incompletos respecto a la primera parte. La
solucion de los ejercicios es importante para observar si hay o no dificultades de
comprension, por lo tanto, es necesario analizar cuidadosamente los ejercicios
resueltos, de modo que, usando los mismos criterios de clasificacion se evalua
cada pregunta de los examenes y se presenta en tablas de frecuencia por pregun-
ta (Figura 8);

Evaluacion de preguntas( anexo 1)

la 1b 1c 1d le 2a 2b 3a 3b 3c 4a 4b
Correctas 44 39 38 23 22 29 30 27 25 18 14 6
Incorrectas 1 3 3 6 2 10 9 9 11 11 8 7
Incompletas 0 3 3 16 19 3 1 3 3 6
Sin realizar 0 0 1 0 2 3 5 6 6 10 18 23

La solucion incorrecta que tiene mayor frecuencia en los ejercicios resueltos
son: 3b y 3c con un 24.4%, estos ejercicios estan relacionados con polinomios,
cometiendo problemas de adaptacion a situaciones nuevas y a la falta de articula-
cion en el pensamiento para adaptarse a situaciones nuevas.

Con un 42.2% la frecuencia de solucion incompleta esta en el ejercicio 1e
que le pide al alumno dar con sus propias palabras la definicion de TL, con la in-
tencion de observar la coherencia entre sus argumentos de los incisos anteriores y
las caracteristicas de su definicién. Sin en cambio, se observa insuficiente manejo
de conceptos matematicos y uso de procedimientos basicos de manera inapropia-
da.

Con un 40% y 51.1% los ejercicios 4a y 4b son los que con mayor frecuen-
cia no se realizaron, estos tienen un enfoque geométrico que busca que los estu-
diantes determinen la forma de los vectores de S y su imagen bajo T(S), permitién-
donos observar la relacién que establecen entre los conjuntos presentados de
manera algebraica y su representacion geométrica.
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En la segunda parte del examen se encuentro lo siguiente (figura 9);

Figura 9. Respuestas del primer grupo

Evaluacion de preguntas ( anexo 2)
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Sin realizar

En la solucién de la segunda parte del examen encontramos que con un
47.5% la frecuencia de solucién incorrecta esta en el ejercicio 3b. Aparentemente
la dificultad del ejercicio esta en que los alumnos no tienen presente con qué tipo
de conceptos se esta trabajando ni mucho menos la relacién entre ellos, es decir,
confunden y asocian los conceptos de dimension del nucleo, imagen y dominio de
la funcién de manera inadecuada.

La solucién incompleta que tiene mayor frecuencia en los ejercicios resuel-
tos es el ejercicio 2a, que se refiere a demostrar que un polinomio con grado me-
nor o igual a 3 es isomorfo a una matriz 2 x 2. La dificultad en la solucién del ejer-
cicio esta en que los alumnos tienen ausente el concepto de isomorfismo. Otra
dificultad es que el alumno no relaciona sus conocimientos previos de TL como
inyectividad y sobreyectividad.

Con un 25% los ejercicios 2c y 3a son los que con mayor frecuencia no se
realizaron. La dificultad de los estudiantes radica en la falta de articulacion entre
conceptos y por no cumplir las condiciones necesarias minimas bajo las cuales los
procedimientos aplicados conducen a una respuesta valida.

Bajo la concepcion que los errores no constituyen solamente un obstaculo
para el aprendizaje de AL, sino que, si son previamente detectados y clasificados
pueden convertirse en elementos disparadores de un aprendizaje significativo.
Segun Socas (1997), el error debe ser considerado como la presencia en el
alumno de un esquema cognitivo inadecuado y no sélo la consecuencia de una
falta especifica de conocimiento o una distraccion. El cognitivismo sostiene que la
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mente del alumno no es una pagina en blanco: el estudiante tiene un saber ante-
rior, y estos conocimientos anteriores pueden ayudar al nuevo conocimiento
(puente cognitivo), pero a veces son un obstaculo en la formacion del mismo. En
la clasificacion de los errores que realiza Socas se encuentran: Errores que tienen
su origen en un obstaculo que surgen por el tipo de pensamiento necesario para
estudiar AL y errores que tienen su origen en ausencia de sentido del concepto
asociadas con la naturaleza de los objetos del AL. Consideramos que tanto en uno
como en otro caso hay una gran contribucion de los distintos lenguajes y sus co-
rrespondientes modos de pensamiento en AL:

I. Lenguaje geométrico: el que se usa para ilustrar las representaciones y
propiedades de los vectores en R? y R3.

II. Lenguaje aritmético: usado para describir las operaciones entre matrices,
soluciones de ecuaciones, etc., y

lll. Lenguaje algebraico abstracto: usado para formalizar y simbolizar entes
como espacios vectoriales, transformaciones lineales, etc. (Sierpinska,
1996). El alumno debe percibir que ya no se hace referencia a un espacio
vectorial concreto.

Analizando los errores que habitualmente cometen los estudiantes, encontramos
algunos factores que pueden explicar los mismos y que presentamos a continua-
cion, basandonos en el trabajo de Rodriguez (2011) cuya clasificacion de errores
es la siguiente;

Errores conceptuales:

1. ERRORES DEBIDOS A DIFICULTADES EN EL LENGUAJE: se presentan
en la utilizacion de conceptos, simbolos y vocabulario matematico, y al
efectuar el pasaje del lenguaje corriente al lenguaje matematico.

2. ERRORES DEBIDOS A UN APRENDIZAJE DEFICIENTE DE HECHOS,
DESTREZAS Y CONCEPTOS PREVIOS: son los cometidos por deficien-
cias en el manejo de algoritmos, hechos basicos, procedimientos, simbolos
y conceptos matematicos.

Errores cognitivos:

3. ERRORES DEBIDOS A ASOCIACIONES INCORRECTAS O A RIGIDEZ
DEL PENSAMIENTO: son causados por la falta de flexibilidad en el pen-
samiento para adaptarse a situaciones nuevas; comprenden los errores por
perseverancia, los errores de asociacion, los errores de interferencia, los
errores de asimilacion.

32



4. ERRORES DEBIDOS A DIFICULTADES PARA OBTENER INFORMA-
CION ESPACIAL: aparecen en la representacion espacial de una situacion
matematica o de un problema geométrico.

5. ERRORES DEBIDOS A LA APLICACION DE REGLAS O ESTRATEGIAS
IRRELEVANTES: son producidos por aplicacién de reglas o estrategias si-
milares en contenidos diferentes.

Lo que se trata de hacer a continuacion es evidenciar los procedimientos que
realizan algunos estudiantes siguiendo la anterior clasificacion de los errores.

3.1 Evidencias

Después de observar la clasificacion de los resultados de los examenes se
presentan las soluciones de los alumnos del curso |, que mostraran las deficien-
cias, tales como el tipo de error asociado a cada dificultad. A continuacién, algu-
nas de las soluciones mas interesantes a los ejercicios planteados en el curso I:

Pregunta 4 (Anexo 1). Sea T:R? —» R? una transformacion lineal definida por
T(x,y) = (x,4y)

a) Sean S = {(x,y) € R%:x% + y? = 1}. Determine la imagen de S bajo T
b) Describe en terminos geometricos S y su imagen.

Solucion:

TIPO 1: errores debidos a dificultades en el lenguaje; se presentan en la utili-
zacion de conceptos, simbolos y vocabulario matematico, y al efectuar el pasaje
del lenguaje corriente al lenguaje matematico, como se muestra en la Figura 10.

/ » ‘) f 1 h oy (netd
‘um.cn Uadt, P (N4 YO WU Imaeoy 7

) N | ¢ )
(9 \pxt\/\"‘r\u AN A
e W
N T My (W) 5 R gepimde come T ctd donde AZ(c &
- anSCor \ ) 1
|
4
) A
W Tom R Jck mo 1

33



En este tipo de ejercicio se observa que el estudiante usa inadecuadamente
el vocabulario matematico ademas de que se le dificulta el uso del lenguaje mate-
matico y cuando intenta hacerlo, lo hace de manera inadecuada.

Pregunta 3 (Anexo 2). Indique, para cada una de las siguientes

afirmaciones, si es cierta o si es falsa. Justifique su respuesta.

b)Sea L:R® — R!° una transformacion lineal definida por L(x) = Ax para
x en R®. Sinulidad(L) = 3, entonces rango(L) = 7.

Solucion:

TIPO 2: errores debidos a un aprendizaje deficiente de conceptos previos:
aquellos cometidos por;

1. Procedimientos basicos en virtud de los cuales los alumnos usan de mane-
ra inapropiada (Figura 11).

| ‘K)"",,(] vlu(\ / (‘,w, nu ]/Lv,‘v rat L) =diw , aqul

La solucion al ejercicio anterior muestra que el estudiante es consiente que de-
be ocupar un teorema e intenta ocuparlo, pero en el trayecto, lo aplica equivoca-
damente.

Pregunta 3 (Anexo 1): ;Cuales de las siguientes funciones son transformaciones

lineales?

a) T:R - P;; T(a) = a+ ax + ax? + ax3
b) T: P, - P;; T(ag + a1x + azx) = a; + 2a,x
Solucién:

2. Deficiencias en el manejo de conceptos matematicos (Figura 12):
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Figura 12. Ejemplo de un estudiante que comete un error de tipo 2

@;\ Cudles de \os gaientes Fonaones 500 Yons Lomocones
Y Avaes S o
2 —2 = o) faxtrax
o\ \\4"’1\3,‘Y(QB'u S =

En la solucion al ejercicio anterior el estudiante aplica la linealidad sobre el
Codominio, creyendo que cualquier objeto matematico lo cumple.

Pregunta 4 (Anexo 1): Sean T:R? —» R? una transformacion lineal definida

por T(x,y) = (x,4y)

a) Sean S = {(x,y) € R%: x? + y? = 1}. Determine la imagen de S bajo
T.

b) Describe en términos geométricos S y su imagen.

TIPO 3: errores debidos a asociaciones incorrectas o a rigidez del pensa-
miento; son causados por la falta de flexibilidad en el pensamiento para adaptarse
a situaciones nuevas o debidos a asociaciones incorrectas causados por la falta
de articulacién en el pensamiento para adaptarse a situaciones nuevas (Figura
13);

Figura 13. Ejemplo de solucidn de un estudiante que comete un error del tipo 3
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La solucion al ejercicio anterior es un ejemplo en el que el estudiante no se
adapta a situaciones en las que usa conocimientos de otras materias
adaptandolas a las nuevas situaciones.

Usando la misma pregunta 4 (Anexo 1), se muestran otros tipos de errores
en la solucion del problema, como se muestra en el tipo de error 4 y 5.

TIPO 4: errores debidos a dificultades para obtener informacioén espacial; apa-
recen en la representacion espacial de una situacién matematica o de un proble-
ma geomeétrico.

i.  Mala interpretacion de lo algebraico a lo geométrico (Figura 14):
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El ejercicio anterior pide describir la transformacion en términos geométricos
por lo que el error radica en que el estudiante no identifica como funciona una
transformacioén en el aspecto geométrico.

i. Deficiencia en relacionar conceptos geométricos (Figura 15).
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Figura 15. Ejemplo de un error donde se muestra la dificultad para relacionar conceptos geométricos
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La dificultad radica en que el estudiante no interpreta los conceptos geomé-
tricos, intenta comprender como funciona la TL, pero se queda en el intento.

TIPO 5: errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes;
son producidos por aplicacion de reglas o estrategias similares en contenidos dife-

rentes (Figura 16).

Figura 16. Ejemplo de solucion con un error de tipo 5
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La solucion anterior es un ejemplo de que el estudiante trata de aplicar algo
que ya hizo en ejercicios anteriores, trata de solucionar el ejercicio como si fuera
un ejercicio de encontrar imagenes o pre imagenes de vectores.

Estos ejemplos muestran que la articulacion entre representaciones no se
da de manera natural. La construccion inadecuada de un concepto se pudiera de-
ber a una carencia de articulacion entre diferentes lenguajes de representacion o
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manera en la que el estudiante comprende el concepto, causando imagenes erro-
neas del concepto-definicion. Después de evidenciar algunos resultados, mostra-
remos de manera general (porcentajes) la cantidad de estudiantes que cometen
errores del mismo tipo segun cada examen. Las tablas 5 y 6 muestran los porcen-
tajes de estudiantes en cada tipo de error.

Error Porcentaje Descripcion

Dificultades en el lenguaje que se presentan en la
utilizacion de conceptos y vocabulario matematico.
No tienen presente con qué tipo de conceptos se
esta trabajando ni mucho menos la relacién entre
ellos.

Tipo 1 5.9%

Errores debidos a un aprendizaje deficiente de
conceptos previos aquellos cometidos por defi-
ciencias en el manejo de conceptos matematicos y
Tipo 2 12.9% procedimientos basicos en virtud de los cuales los
alumnos usan de manera inapropiada férmulas o
reglas de procedimiento. Falta de fortaleza con-
ceptual en los conceptos matematicos previos.

Errores debidos a asociaciones incorrectas cau-
sados por la falta de articulacién en el pensamien-

Tipo 3 1.6% to para adaptarse a situaciones nuevas.

Errores debidos a dificultades en la representacion
espacial de una situacion matematica o de un pro-
blema geométrico. Mala interpretacion de lo alge-

Tipo 4 5.4% braico a lo geor’ne_trlco, deficiencia en relacionar
conceptos geométricos.

Uso de estrategias poco favorables para la resolu-
cion de problemas que surgen por el tipo de pen-

Tipo 5 3.2% samiento necesario para estudiar el concepto de
transformacion lineal.
Error Porcentaje Descripcion
Los estudiantes muestran dificultades al efectuar el
_ cambio del lenguaje coloquial al lenguaje matemati-
Tipo 1 4.3%

co. Los estudiantes saben que es lo requieren para
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Tipo 2

Tipo 3

Tipo 4

Tipo 5

Mediante lo analizado en las tablas anteriores se identifica que el tipo de
error que mas comenten los estudiantes en la primera parte el curso | es del tipo
conceptual mientras que en la segunda parte del examen abundan nuevamente
los errores de tipo conocimientos previos seguidos del uso inapropiado de concep-
tos, tales errores nos ayudan a elegir el tipo de teoria necesaria para fortalecer

9.6%

6.4%

0%

2.7%

algunos conceptos.

realizar el ejercicio pero no como hacerlo.

Los estudiantes cometen errores de tipo conceptual
debido a un aprendizaje deficiente de los conceptos
previos que obstaculizan el paso del aprendizaje
superficial al profundo.

Este tipo de error es debido principalmente al utilizar
conceptos incorrectamente o innecesarios para la
solucion de ejercicios y por la falta de asociacion
de conocimientos.

No se pudo observar si los alumnos cometen erro-
res de este tipo ya que ningun ejercicio de este
examen requeria el uso de informacién espacial.

Los estudiantes no analizan que estrategia de solu-
cion es la mas apta, usan estrategias de solucion
irrelevantes o simplemente la aplican incorrecta-
mente.
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Capitulo 5. CONCLUSIONES PARCIALES

Los estudiantes del primer grupo estan en un nivel basico de comprension, es-
to se sabe por la aplicacidén de examenes, y sus resultados mostrados en las ta-
blas anteriores. Al analizar las soluciones de los exdmenes se observa que existe
un conflicto cognitivo causado por la falta de conexidn entre conceptos, este con-
flicto es generado por adquirir un concepto y haber hecho una imagen inadecua-
damente, respecto a otra del mismo concepto, se crea asi un conflicto entre el
concepto previo y el nuevo, que el estudiante creia correcto; esto sucede espe-
cialmente cuando la nueva imagen amplia limites de aplicabilidad del concepto o
proporciona una versibn mas completa, generalmente por falta de comprension y
una errada interpretacion.

Ademas, se observa que las limitaciones de los alumnos respecto a la com-
prension del concepto de TL estan relacionadas, muchas veces, con la ausencia
de la nocion del concepto, el excesivo hincapié en el calculo algebraico y la falta
de articulacion entre conceptos. Las dificultades de los estudiantes para compren-
der el concepto TL se deben a su falta de flexibilidad al moverse entre lenguajes,
ya que la mayoria de los estudiantes no tienen la estructura cognitiva para realizar
el cambio.

Las dificultades anteriores nos proporcionan informacion sobre la situacion de
los estudiantes, asi que es necesaria la deteccion y analisis de las dificultades pa-
ra su utilizacién positiva en la realimentacién del proceso de ensefanza para ayu-
dar a buscar estrategias idoneas y contrastar los posibles problemas de aprendi-
zaje del concepto TL, por lo cual el docente debe buscar estrategias metodolégi-
cas para disminuir sus consecuencias. Consideramos que lo que aprende el estu-
diante esta fuertemente influenciado por la forma en la que se ensefa y por el uso
de libros de AL. En la actualidad existen muchos libros de AL con diversos enfo-
ques, estos se distinguen por ser voluminosos y con muchas aplicaciones, pero
esto no aplica a FCFM ya que el enfoque es mucho mas formal, por lo que fue
necesario evaluar el libro que se utilizé para la formacion del estudiante.

A través de los resultados obtenidos y con la idea de utilizar los errores como
oportunidades para aprender y ensefar, se estructura una intervencion (parte Il de
este documento) en un segundo grupo, disefando una secuencia didactica con la
cual se pretende aportar al analisis cognitivo del estudiante sobre el concepto TL
que ayude a tener mejores resultados durante el aprendizaje de dicho concepto.
Ademas, se considera a los examenes como el instrumento para medir y la taxo-
nomia Biggs como la medida.
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PARTE Il

(Intervencion)

En esta parte se presenta la secuencia didactica para el concepto TL en un
segundo grupo y se hace una comparacion de los resultados obtenidos de los
examenes de ambos grupos para saber si se esta abordando las dificultades de la
manera correcta o deficiente. Tomamos en cuenta la teoria taxonomia de Biggs
para medir la comprension del estudiante y la clasificacion de Rodriguez para
mostrar las dificultades. Por lo anterior nos apoyamos de otras teorias que consi-
deramos apropiadas para complementar este trabajo, las cuales se presentan en
el primer capitulo de este apartado.

Capitulo 6. TEORIAS COMPLEMENTARIAS

Es frecuente que las orientaciones curriculares insistan en que el aprendizaje
de las matematicas debe ser significativo y que para conseguirlo “Los estudiantes
deben aprender las matematicas con comprension, construyendo activamente los
nuevos conocimientos a partir de la experiencia y los conocimientos previos”
(NCTM, 2000, Principio de Aprendizaje).

6.1 Aprendizaje

El aprendizaje es un proceso de construccion, de intercambio activo entre
un sujeto que intenta conocer y una realidad a descubrir o reinventar. Todo apren-
dizaje parte de una interrogante acerca de la realidad que le plantea al individuo
un conflicto cognitivo. Podemos definir el aprendizaje como un proceso de cambio
relevante permanente en el comportamiento de una persona generado por la ex-
periencia (Feldman, 2005). En primer lugar, aprendizaje supone un cambio con-
ductual o un cambio en la capacidad conductual. En segundo lugar, dicho cambio
debe ser perdurable en el tiempo. En tercer lugar, otro criterio fundamental es que
el aprendizaje ocurre a través de la practica o de otras formas de experiencia. El
aprendizaje consiste en adquirir, procesar, comprender y, finalmente, aplicar una
informacion que nos ha sido ensenada, es decir, cuando aprendemos nos adap-
tamos a las exigencias que los contextos nos demandan.
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Segun Moreno (2006): “El aprendizaje en el campo de la matematica, se basa
en la asociacion de conceptos abstractos, que se acumulan y definen en la medida

de avance’.

Esto implica que la ensefianza de la matematica deba fijarse metas

progresivas, establecidas en funcion de un concepto concreto.

Para establecer un contexto mencionaremos teorias destacadas sobre el

aprendizaje:

1. Teorias conductistas:
El conductismo establece que el aprendizaje es un cambio en la forma de
comportamiento en funcion a los cambios del entorno. Segun esta teoria, el
aprendizaje es el resultado de la asociacién de estimulos y respuestas.

2. Teorias cognitivas:

X/
L X4

X/
L X4

Aprendizaje por descubrimiento: desarrollada por J. Bruner, atri-
buye una gran importancia a la actividad directa de los estudiantes
sobre la realidad.

Aprendizaje significativo: (D. Ausubel, J. Novak) postula que el
aprendizaje debe ser significativo no memoristico, y para ello los
nuevos conocimientos deben relacionarse con los saberes previos
que posee el alumno.

Constructivismo: Jean Piaget propone que para el aprendizaje es
necesario un desfase 6ptimo entre los esquemas que el alumno ya
posee y el nuevo conocimiento que se propone. “Cuando del objeto
de conocimiento esta alejado de los esquemas que dispone el sujeto,
este no podra atribuirle significacion alguna y el proceso de ense-
Aanza/ aprendizaje sera incapaz desembocar”.

Socio- constructivismo: basado en ideas de Vygotsky, considera
también los aprendizajes como un proceso personal de construccién
de nuevos conocimientos a partir de los saberes previos, pero inse-
parable de la situacion en la que se produce.

3. Teorias del procesamiento de la informacion:

X/
o

X/
°

Teorias del procesamiento de la informacion: influida por los es-
tudios cibernéticos, presenta una explicacion sobre los procesos in-
ternos que se producen durante el aprendizaje.

Conectivismo: Perteneciente a la era digital, explica el efecto que la
tecnologia ha tenido sobre la manera en que actualmente vivimos,
nos comunicamos y aprendemos.

Pese a que existen varias teorias sobre el aprendizaje, preferimos apoyarnos del
aprendizaje significativo en virtud de nuestra conveniencia, considerando los resul-
tados de la primera parte de la investigacién que nos muestra que existen proble-
mas de uso de conocimientos previos.
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6.1.1 Aprendizaje significativo

El aprendizaje significativo se conoce como teoria educativa y ésta fue plan-
teada por David Paul Ausubel. Esta teoria pretende darle significado al conoci-
miento de manera que el ser humano pueda asociarlo con un significado que le
permita retenerlo en la memoria a largo plazo (Bruner, 1969). Se plantea que la
estructura cognitiva comprende el conjunto de conceptos, ideas y la forma en que
estos estan organizados. Para Ausubel, el aprendizaje es personal, ya que la sig-
nificacion de este depende de los recursos cognitivos del estudiante, la principal
funcién del organizador previo es la de servir de puente entre lo que el estudiante
ya sabe y lo que él debia saber con el fin de que el nuevo material pudiera ser
aprendido de forma significativa. O sea, organizadores previos son utiles para faci-
litar el aprendizaje en la medida en que funcionan como “puentes cognitivos”.

La estructura mental se construye por medio de conceptos relacionados
que facilitan la asimilacion de nociones nuevas. Los llamados puentes cognitivos u
organizadores previos descritos por Ausubel, favorecen la asimilacion. Para crear
ese puente, el educador debe traer a la conciencia de los alumnos las ideas que
ya conocen y que se relacionan con el tema, estos pueden ser para dar concep-
tos, desterrar conceptos o activar conceptos tales como analogias, mapas concep-
tuales, organizadores previos u otras estrategias.

Ausubel propone que el aprendizaje escolar puede darse por recepcidén o por
descubrimiento como estrategia de ensefanza, y puede lograr un aprendizaje sig-
nificativo o memoristico y repetitivo. De acuerdo al aprendizaje significativo, los
nuevos conocimientos se incorporan en forma sustantiva en la estructura cogniti-
va, esto se logra cuando el estudiante relaciona los nuevos conocimientos con
los anteriormente adquiridos, pero es necesario que el estudiante se interese por
lo que se le estda mostrando, y asi adquirir las ventajas del Aprendizaje Significa-
tivo, tales como:

v Producir una retencién mas duradera de la informacion.

v Facilitar el adquirir nuevos conocimientos relacionados con los anteriores,
de forma significativa, ya que al estar claros en la estructura cognitiva se
facilita la retencién del nuevo contenido.

v" La nueva informacion al ser relacionada con la anterior, es guardada en la
memoria a largo plazo.

v El estudiante es activo, pues depende de la asimilacion de las actividades
de aprendizaje por parte de si mismo.
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Para Ausubel el aprendizaje se puede dar en dos formas: el Aprendizaje Me-
canico o Significativo. Esto dependera de la interaccién con la estructura previa
que tiene el estudiante. El aprendizaje mecanico consiste en el almacenamiento
de informacion de forma arbitraria y no se interactua con el conocimiento preexis-
tente, por otro lado, el aprendizaje puede darse por descubrimiento y por recep-
cion, sin embargo, este puede ser aprendizaje mecanico o significativo. Esto de-
pende de la estructura cognitiva previa existente.

Ausubel pretende que el estudiante no haga parte del publico, si no que por el
contrario sea protagonista en su propio proceso y esto se evidencia cuando dice
“en el aprendizaje significativo se hace énfasis en la participacion activa del estu-
diante y en la creacion de ambientes de aprendizaje que estimulen a que los estu-
diantes hagan conexiones con el material aprendido” (Ausubel, 2007), es por esto
que él afirma que para lograr un aprendizaje significativo se deben cumplir tres
condiciones:

1. Significatividad I6gica del material: es decir, que el material presentado
tenga una estructura interna organizada, que sea susceptible de dar lugar a
la construccion de significados. Los conceptos que el profesor presenta, si-
guen una secuencia logica y ordenada. Es decir, importa no sélo el conteni-
do, sino la forma en que éste es presentado.

2. Significatividad psicolégica del material: se refiere a la posibilidad de
que el alumno conecte el conocimiento presentado con los conocimientos
previos, ya incluidos en su estructura cognitiva. Los contenidos entonces
son comprensibles para el alumno. El alumno debe contener ideas incluse-
ras en su estructura cognitiva, si esto no es asi, el alumno guardara en
memoria a corto plazo la informacion para contestar un examen memorista,
olvidando después y para siempre ese contenido.

3. Actitud favorable del alumno: se sefaldé anteriormente que el hecho de
que el alumno quiera aprender no basta para que se dé el aprendizaje sig-
nificativo, pues también es necesario que pueda aprender (significacion 16-
gica y psicologica del material). Sin embargo, el aprendizaje no puede dar-
se si el alumno no quiere aprender.

El docente debe conocer los conocimientos previos del estudiante, o sea,
debe asegurarse que el contenido a presentar pueda relacionarse con las ideas
previas, ya que conocer lo que sabe el estudiante ayuda en la planificacion y para
organizar los materiales en el aula de manera logica y jerarquica, ya que no solo
importa el contenido, sino la forma en que se presenta a los estudiantes. La moti-
vacion es un factor fundamental para que el estudiante se interese por aprender;
el hecho de que el estudiante tenga actitud favorable y buena relacion con el do-
cente.
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6.2 Comprension

Wittrock (1990) entiende por comprension “una representacion estructural o
conceptual ordenada, de las relaciones entre las partes de la informacién que se
debe de aprender, y entre dicha informacion e ideas y nuestra base de conoci-
mientos y experiencia”. “Comprender algo significa asimilarlo dentro de un es-
quema adecuado” (Skemp, 1980). El grado de comprension viene determinado por
el numero y la fuerza de las conexiones (de una red de representaciones). Una
idea matematica, hecho o procedimiento se entiende completamente si esta co-
nectado con redes previas.

Richard Skemp (psicologo y matematico) analizo la diferencia entre compren-
sion relacional (saber qué) y comprension instrumental (saber hacer). Estos dos
tipos de comprension no siempre van unidos. Al preguntarse si un tipo de com-
prension es preferible al otro, Skemp concluye a favor de la comprension relacio-
nal. El conocimiento instrumental implica la aplicacion de multiples reglas en lugar
de unos pocos principios de aplicacidon general, y por tanto puede fallar en cuanto
la tarea pedida no se ajuste exactamente al patrén estandar. Para las matematicas
relacionales Skemp citas las siguientes ventajas:

1. Son mas adaptables a nuevas tareas. Al saber no sélo qué método funcio-
na sino también por qué, el nifio puede adaptar los métodos a los nuevos
problemas, mientras que si solo tiene comprension instrumental necesita
aprender un método diferente para cada nueva clase de problemas.

2. Las matematicas relacionales son mas faciles de recordar, aunque son
mas dificiles de aprender.

Para lograr la comprensiéon matematica, tenemos que responder a dos cuestio-
nes basicas:

s ¢Qué comprender? ;Cuales son los conocimientos matematicos que que-
remos que nuestros alumnos lleguen a dominar? La respuesta a estas pre-
guntas es el eje descriptivo, que indicara los aspectos o componentes de
los objetos a comprender.

s ¢ Como lograr la comprension por parte de nuestros alumnos? La respuesta
a esta pregunta es el eje procesual que indicara las fases 0 momentos ne-
cesarios para el logro de la comprensién.

Hay algunos autores que desarrollan teorias para medir la compresiéon de
conceptos, algunos autores y teorias son: Van Hiele y sus niveles de razonamien-
to geométrico, Robert Marzano en el tema de comprensién, David Tall (2002) tres
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Mundos matematicos y la Teoria APOE que trata de como se aprenden los con-
ceptos matematicos, y finalmente J. Biggs y su Taxonomia SOLO por nombrar
algunas. En nuestro caso consideramos la taxonomia SOLO como la conveniente
ya que se adapta a lo que requerimos, mas aun, cabe recalcar que a nosotros nos
interesa el dibujo: por las etapas del conocimiento y por los niveles, porque lo que
se intentd subir al nivel abstracto ayudandonos de puentes cognitivos, pero esca-
lando o subiendo por los niveles de comprension.

6.3 Taxonomia SOLO

Las investigaciones sobre el aprendizaje de los estudiantes tienen dos co-
rrientes como las mas influyentes: el constructivismo y la fenomenologia. El prime-
ro se centra sobre todo en las actividades de los estudiantes adecuados cuando
en enfoque es profundo (aprendizaje para saber y comprender) e inadecuadas
cuando conducen a un enfoque superficial (aprendizaje para aprobar). Con el mo-
delo sistémico de 3P (prondstico, proceso y producto) se estudian las tres premi-
sas basicas: qué son los estudiantes, que hacen los profesores y qué hacen los
estudiantes.

Los estudiantes que usan un enfoque de procesamiento superficial se con-
centran en memorizar los materiales de aprendizaje y no en entenderlos. Esos
estudiantes suelen sentirse motivados por recompensas, calificaciones, estanda-
res externos y por el deseo de que los demas los evaluen de manera positiva. Los
individuos que tienen un enfoque de procesamiento profundo consideran que las
actividades de aprendizaje son un medio para entender algunos conceptos o signi-
ficados subyacentes; tienden a aprender por el gusto de hacerlo y se muestran
menos preocupados por la evaluacién de su desempefo. Desde luego, la situa-
cion puede fomentar un procesamiento profundo o superficial, aunque existe evi-
dencia de que los individuos poseen la tendencia a enfocar las situaciones de
aprendizaje en formas caracteristicas (Biggs, 2001)

John Biggs (2005), basandose en la experiencia de Marton, desarrollé una
manera de medir los resultados del aprendizaje, que pondria en practica con
grandes grupos de individuos con estas premisas nacié la taxonomia SOLO
(Structure of the Observer Learning Outcome, estructura del resultado observado
del aprendizaje) que nos recuerda la importancia de prestar atencion a los resulta-
dos observables del aprendizaje.
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Biggs define los enfoques de aprendizaje como los procesos de aprendizaje
que emergen de las percepciones que tiene el alumnado acerca de las tareas
académicas, influidas por sus caracteristicas personales. En otras palabras, el en-
foque que un estudiante aplica a una tarea de aprendizaje es entendido en funcion
de sus caracteristicas personales y de las caracteristicas de la situacion especifica
en que se produce el aprendizaje (el contexto particular de aprendizaje).

La taxonomia SOLO jerarquiza cinco niveles de complejidad estructural as-
cendente (pre-estructural, uniestructural, multi-estructural, relacional y abstracto
extendido), que describen esencialmente diferentes niveles en los cuales selec-
cionamos, procesamos y comunicamos la informacién, que van desde un nivel de
insuficiencia (el estudiante no ha alcanzado el modo de funcionamiento requerido)
hacia el nivel experto, en el que lo supera.

Biggs realiza un trabajo de clasificacion que consistidé en presentar al sujeto
una serie de informaciones como, por ejemplo, un parrafo. El investigador debia
realizar una pregunta muy genérica que el alumno tenia que responder de forma
escrita. Posteriormente, dicha respuesta se puntuaria del 1 al 5 por los evaluado-
res. Las categorias de respuestas eran cinco: comenzando por el numero uno, la
pre estructural, que indica una respuesta que no esta légicamente relacionada al
conjunto de informaciones; pasando por el numero tres, la multiestructural, que
contiene partes de la informacion; y, finalizando con el numero cinco, que corres-
ponde a una respuesta abstracta extendida que tiende a ir mas alla de la informa-
cion contenida en el conjunto, con el objetivo de alcanzar una conclusién légica-
mente consistente. El siguiente esquema (Figura 17) ilustra perfectamente nuestra
concepcion, conforme se sube en la escalera el alumno es capaz de relacionar
mejor los conceptos, axiomas, definicién y teoremas.

Teorizar
Conjeturar
Formular hipétesis
Reflexionar

Comparar
Constratar
Explicar causas
Amalizar
Relacionar
Enumerar Aplicar
Describir
Hacer una tabla
Combina
Hacer algoritmos

Identificar
Realizar un
prodecimiento sencillo

PRE ESCTRUCTURAL  UNIESTRUCTURAL MULTI ESTRUCTURAL RELACIONAL ABSTRACTO AMPLIADO

€E&—— FASE — > < FASE >

CUALITATIVA CUANTITATIVA
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La taxonomia es un excelente medio para clasificar los aprendizajes esperados
desde los niveles mas concretos a los niveles mas abstractos y complejos. En teo-
ria nos ayudo a comprender una idea expresada por D. Perkins: la comprension
no es un asunto de todo o nada, sino que es gradual. Por tanto, nos permite eva-
luar la calidad del trabajo de nuestros estudiantes, en términos de su complejidad.
La complejidad es clasificada en cinco niveles:

i. Pre estructural (nivel 1): las respuestas pre estructurales son simplemente
erroneas, no hay conexion, organizacion y no tienen sentido. El estudiante
no identifica conceptos y no establece relaciones entre ellos.

ii. Uni estructural (Nivel 2): En este nivel las respuestas son el resultado de
identificar y seguir un procedimiento sencillo. El estudiante responde a lo
planteado, pero de forma limitada, raramente alcanza conclusiones; cuando
concluye acerca de algo, lo hace precipitadamente. El estudiante no identi-
fica varios conceptos a la vez e ignora las posibles incoherencias en los ar-
gumentos que sostiene.

iii.  Multi estructural (Nivel 3): La respuesta requiere el uso de la combinacion
de varios procedimientos sencillos. Reconoce diferentes conceptos, aunque
lo hace de manera aislada.

iv.  Relacional (Nivel 4): Las respuestas permiten identificar la habilidad de re-
lacionar y comparar conceptos. El estudiante enlaza e integra varios con-
ceptos de modo coherente, los detalles son enlazados a la conclusion del
ejercicio y su significado es entendido.

v. Abstracto ampliado (Nivel 5): La respuesta abarca el uso de conceptos
mas abstractos. El estudiante tiene la capacidad de generalizar la estructu-
ra mucho mas alla de la informacion presentada al momento, puede ver un
esquema teorico.

Esta forma de clasificar los resultados de aprendizaje segun el nivel de comple-
jidad, permite evaluar los resultados de aprendizaje en términos de calidad para
conocer el nivel de comprensién alcanzado. En los niveles uniestructural y multies-
tructural, corresponderian a aquella fase cuantitativa, se centra en la cobertura de
informacion, es decir, en cuanta es la informacion que logra manejar un estudian-
te, aunque con bajo nivel de profundidad. Por ultimo en el nivel relacional y
abstracto ampliado, se aprecia una fase cualitativa cuyo énfasis esta en la profun-
didad y la utilizacién de la informacion.

Para entender mejor la teoria, es recomendable ver los siguientes videos

Parte 1 https://www.youtube.com/watch?v=MKzqRPalg-I

Parte 2 https://www.youtube.com/watch?v=R7Tqgvct70pl
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Capitulo 7. METODOLOGIA
7.1Diseno de Investigacion

En esta parte del trabajo se tiene en cuenta la evaluacion de la comprension y
tipo de error de solucion respecto a los conceptos de TL de manera dependiente,
debido a que las respuestas de los estudiantes estan relacionadas con la ense-
Aanza recibida y los libros de texto usados. De manera que a partir de los resulta-
dos obtenidos en el curso |, se decide disefiar una estrategia para un segundo
grupo haciendo énfasis en el uso de puente cognitivo, es decir, se resalta la rela-
cion entre conceptos, mostrando como cada concepto abstracto, se logra definir al
olvidar las diferencias en los ejemplos concretos, considerados previamente. Bus-
cando un aprendizaje significativo que se produce cuando el alumno relaciona la
nueva informacidn con sus conocimientos previos.

Lo que primero se realizé para el segundo grupo fue seleccionar una secuencia
de temas, en el que el docente expuso los principales contenidos del AL, pero ilus-
trando los diferentes conceptos con numerosos ejemplos tipicos de libros comer-
ciales para que los alumnos pudieran comprender en base a situaciones concretas
los resultados generales, de modo que los estudiantes vincularan (puente cogniti-
vo) los materiales mas nuevos con sus conocimientos anteriores. Es recomenda-
ble que el docente de manera intencional haga observaciones de como se relacio-
nan los ejemplos concretos de un concepto de AL con la definicion abstracta del
concepto, es decir, ayudar a aislar una propiedad concreta del ejemplo.

Una vez que se aplico la secuencia didactica que se presenta en la seccion
7.2.1, se recaban datos obtenidos mediante un examen escrito, los datos recaba-
dos se analizan para saber que conceptos no comprenden o qué conocimientos le
hacen falta al estudiante para comprender el tema. La recoleccién de datos es
expresada en términos cualitativos y cuantitativos, usando los examenes descritos
en la seccion de instrumentos de recoleccion de datos y presentadas en el anexo
3 de este documento.

A partir de la recoleccion y el analisis de los datos, se trata de identificar solu-
ciones, para clasificarlas en niveles de comprensién segun la teoria de taxonomia
Biggs donde en el primer nivel se encuentran los estudiantes que no comprenden
lo que el ejercicio requiere para su solucién, es ahi, donde se trata de identificar
las dificultades presentes en el proceso de aprendizaje de los estudiantes en el
curso de AL. Después de analizar lo anterior, el siguiente paso consistié en mos-
trar los resultados obtenidos de manera cuantitativa (porcentajes) y compararlos
con el primer grupo para determinar qué tan apta en la estrategia didactica dise-
Aada.
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7.2.1 Disefo de la estrategia didactica

La estrategia didactica que consideramos apropiada se bas6 en implementar
un curso de AL haciendo énfasis en relacionar los conceptos previos y las defini-
ciones abstractas de espacio vectorial y TL. Es extremadamente dificil aislar un
solo concepto y luego comprobar si se comprende (Orton, 2003), por lo cual se
busca relacionar los nuevos conceptos con el conocimiento previo de los alumnos
(Diaz, 2010). La estrategia didactica que proponemos a continuacion esta basada
en las ideas anteriores y en los resultados del primer grupo,

1. Uso de multiples sistemas de representacién; nos permite obtener una
vision multiple de los conceptos que se introducen en el ambito del AL,
permitiendo que los alumnos adquieran las abstracciones al reconocer lo
que es comun (esencial) a muchos ejemplos particulares (Figura 18).

Figura 18. Representacion de como se pretende conservar y aplicar lo esencial

Los concpetos abstractos no me
caen del cielo
R Skemp y sus principios

Ejercicios de
demostracion

Teoria
abstracta

Conserva lo
Esencial

Ejemplos
concretos EV
Ejercicios

Puede manejar los detalles, tipicos
conservando el concepto

R los " . TRANSFORMACIONES
egreso a los "espacios LINEALES

concretos”

2. Uso de puentes cognitivos (Figura 19); segun Ausubel el uso de estos
proporciona al alumno un puente entre el conocimiento previo que posee
con el conocimiento nuevo que va a aprender, buscando articular los con-
ceptos basicos de AL. El concepto que nos sirve de puente, es la resolu-
cion de un sistema de ecuaciones por el método de Gauss, porque muchos
ejercicios requieren resolver sistemas de ecuaciones (para hallar imagenes
de una TL, como combinacion lineal de imagenes dadas)
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Figura 19. Representacion del puente cognitivo

PUENTE COGNTIVO

Conocimiento Conocimiento
Previo Nuevo

Por lo anterior se recomienda seguir la siguiente secuencia de temas que
van relacionados para llegar al concepto de TL:

I. Espacios vectoriales

ii. Subespacios

iii. Combinacién lineal

iv. Dependencia e independencia lineal
V. Base y dimension

Vi. TRANSFORMACION LINEAL

Se hace notar que la definiciéon formal de TL no incluye su efecto geomé-
trico. Harel (2000) observa que cuando la geometria se introduce antes de
que se formen los conceptos algebraicos, muchos estudiantes permanecen
en el restringido mundo de vectores geométricos y no se mueven al caso
general.

Es importante considerar algunos trabajos relacionados con el aprendizaje signifi-
cativo que nos aportan una estructura de cémo abordar el conocimiento, como lo

son:

a)

Los siete principios del aprendizaje que establece el documento de la OC-
DE titulado “The nature of learning” especificamente en el principio 7. Un
rasgo fundamental del aprendizaje es que las estructuras de conocimiento
complejo se construyan a partir de piezas mas basicas de conocimiento y
de modo jerarquico. Si estan bien construidas, estas estructuras proporcio-
nan un conocimiento que puede transferirse a situaciones nuevas.

Los Lineamientos para la aplicaciéon de las ideas en el procesamiento de
conocimientos; estos lineamientos son pasos a seguir para una mejor com-
prensidon de conceptos presentada por Annita Woolfolk (2010) los cuales se
describen a continuacién (Tabla 7):
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Contar con la atencidon de los estu-
diantes.

Ayudar a los estudiantes a separar
los detalles “ESENCIALES” de los
que no lo son y a concentrarse en la
informaciéon mas importante.

Ayudar a los estudiantes a “RELA-
CIONAR” la informacioén nueva con lo
que ya sabe.

Procurar repetir y revisar la informa-
cion.

Exponga su material en forma clara y
organizada.

Concéntrese en el significado, no en
la memorizacion.

7.3 Participantes

Relacionar el material que presenta
con los objetivos que se ensenia.

Hacer notar un punto importante, enfa-
tizando en la informacién.

Recordar la informacidn necesaria
para entender la informacion nueva.

Hacer resumen o diagrama que mues-
tre la relacion entre conceptos.

Tarea especifica que exija el uso de la
informacion nueva.

Breve repaso de las tareas.

Aplicacion frecuente de examenes
cortos.

Tener en claro el propdsito de cada
tema.

Hacer un resumen a la mitad y final
del tema.

Al ensefar conceptos nuevos, ayudar
a los estudiantes a asociarlos con
otros.

Los nuevos participantes a estudiar es un grupo de 37 estudiantes de la FCFM-
BUAP seleccionados de una manera no probabilistica, no se pretende que los ca-
sos sean representativos de la BUAP son estudiantes que se inscribieron en el
curso de AL con matriculas 2015 y 2016 que estan cursando el 4° semestre y que
tiene caracteristicas similares a los estudiantes del primer grupo.
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7.4 Técnicas e Instrumentos de Recoleccion de Datos

La técnica de recoleccion de datos es mediante la aplicacion de un examen di-
sefado por Roa y Okta¢ (2008) con algunos cambios con base en los resultados
obtenidos al calificar e identifican errores de comprension en los examenes del
curso |. El instrumento de recoleccion de datos es un examen para el estudiante
(anexo 3), el propdsito de este instrumento fue medir la comprension de los estu-
diantes en los conceptos de TL mediante las respuestas a los ejercicios de los
examenes Yy percibir asi el tipo de errores que cometen y el nivel de comprension,
usando la Taxonomia Biggs.

El examen para el curso Il (Anexo 3) consta de 8 ejercicios, algunos ejercicios
son similares a los de los examenes del curso |, solo que reordenados. La distri-
bucion es la siguiente; en el ejercicio 1, se pretende que el estudiante dé a cono-
cer como percibe el concepto de transformacion lineal. Los ejercicios 2, 3, 4, 5, 6
son los mismos que en el examen del curso |, y el ejercicio 8 es para identificar si
el estudiante sabe diferenciar entre imagen y pre imagen de una transformacién
lineal ya que el curso | presentaba dificultades al realizar este tipo de ejercicios en
clase.

Lo que tienen en comun este examen y el que presentaron los estudiantes del
primer grupo es que siguen el mismo esquema de ejercicios como lo son: ejerci-
cios con funciones de varias variables, matrices, polinomios, imagen y preimagen
de vectores usando lenguajes de: sistema de ecuaciones, vectoresy TL.

Es importante tener en cuenta el nivel de comprension que requiere cada ejer-
cicio ya que influye para determinar en qué nivel de comprension se encuentra
cada estudiante y con ayuda de la clasificacion de la teoria Biggs se clasifican las
preguntas de cada examen.
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Capitulo 8. ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

Posterior a la aplicacion de los examenes, se analizan los resultados del curso
Il usando la Taxonomia Biggs y se observa que los resultados del curso Il son mas
satisfactorios que los del curso |, con un 84% los estudiantes comprenden los con-
ceptos basicos que involucra el concepto de TL. Mientras que el 16% de los estu-
diantes tienen soluciones incorrectas (7%), incompletas (4%) o no realizaron el
ejercicio (5%). La clasificacion de los resultados de los examenes es:

1. Correctos: Cuando los estudiantes aplican la estrategia correcta o realizan
todas las operaciones correctamente,

2. Incorrectos: Uso de estrategia irrelevante o poco favorable para la solucién
del ejercicio.

3. Incompleto: Cuando los estudiantes realizan todas las operaciones

4. Correctamente, sin embargo, no concluyen correctamente.

5. No realizado: El estudiante no realizo el ejercicio.

Al revisar los examenes y usando la clasificacion anterior se evalua cada pre-
gunta del examen y se presenta en una tabla de frecuencia por pregunta (Figura
20).

Figura 20. Evaluacion de preguntas del segundo grupo

Evaluacion de preguntas ( anexo 3)

m Correctas

M Incorrectas

Incompleta

Sin realizar

Los ejercicios 2b y 8b son los que con mayor frecuencia los estudiantes tie-
nen una solucioén incorrecta (21.6%) debido a que realizan de forma inadecuada
los célculos algebraicos y no comprenden la diferencia entre imagen y preimagen,
lo que significa que no ven a la TL como una funcién. El ejercicio que con mayor
frecuencia los estudiantes no completan (32.4%) es el 7c debido a que no relacio-
nan el concepto de isomorfismo y solo comprenden la mitad de lo que pide el ejer-
cicio. Los unicos ejercicios que los estudiantes no realizaron son el 7a, 7b, 7c y 8b,
pero los de mayor frecuencia son el 7a, 7b 'y 7c con un 29.7%.
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8.1 Evidencias

Después de observar las soluciones del curso Il y clasificar los resultados
de los examenes mediante los niveles de la taxonomia Biggs, se presentan por-
centajes de los resultados por pregunta obtenidos en el examen. A continuacion,
algunas soluciones del curso |l

Pregunta 1. ; Qué es una transformacién lineal?

Observamos que un 86.48 % de los alumnos comprenden que la transfor-
macion lineal es una funcién que tiene como dominio y codominio a espacios
vectoriales (Nivel de comprensién 3), aqui un ejemplo de ello (Figura 21)

Pregunta 2. Sea f:R? - R? funcion definida por f(x,y) = (y?, x?)

a) Seanu = (1,0) y v = (0,1)

i. Determina f(u + v)

i Encuentra el vector f (i) + f (V)

ii. eson f(U+v)y f(U) + f(V) iguales?
b) i=(-20)yc=4

iv. Determinar f(cu)
V. Encuentra el vector cf (i)
Vi. ¢son f(cu) y cf (u) iguales?

c) ¢Es f una transformacion lineal? Justifica tu respuesta.

Un 94.6% de los alumnos realiza correctamente el ejercicio 2a, determinan
la suma de funciones, asi como la aplicacion de la funcion a la suma de vectores
(Nivel de comprensién 2, debido a que el ejercicio solo requiere procedimientos
simples) concluyendo satisfactoriamente, mientras que un 5.4% de los alumnos es
incapaz de realizar o terminar satisfactoriamente el ejercicio como se muestra en
la Figura 22.
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Figura 22. Ejemplo de una solucién de un estudiante
2. } ]R S )‘\1'
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Un 78.38% realiza correctamente el ejercicio 2b (nivel de comprension 2),
aplicando correctamente la funcioén. Por lo contrario un 21.62% no aplico la fun-
cion correctamente es decir, no observaron a detalle como esta definida la fun-
cion F (Figura 23)

Figura 23. Ejemplo de solucidn de un estudiante que resuelve correctamente

B) W= (2:0) y = 4
1. Deletmin a } CW)

n = T ( ) = L,' .3“\\‘
Jew)= Flaaon = Jt ARl
- " \ 1
W. Eneweolo & e r (T

{
cld= 4 F (-2 4 L0.4) L10,10),
W LSon () (Ol :)\
A\ > ; X VRV y \

C > X )1 y BIN O SO e 3 {

5 Cf > > X \

En el ejercicio 2c un 97.3% concluyen que F no es una transformacion li-
neal, algunos con una mejor interpretacién que otros como se muestra en la Figu-
ra 24. Vemos aqui un ejemplo de solucion (Nivel de comprensién 3, debido a que
describe la razén de lo que hace) de un estudiante que resuelve el ejercicio de
manera acertada;

56



Figura 24. Ejemplo de una solucidn resuelta satisfactoriamente
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El alumno A35 (Nivel de comprensién 3) concluye de la siguiente manera el
mismo ejercicio (Figura 25):

Figura 25. Otro ejemplo de solucion al ejercicio 2c

Ambas respuestas miden la comprensién de los alumnos porque toman
como casos particulares a los vectores que se proponen.

Pregunta 3. Sea g: R? - R3 funcion definida por g(x,y) = (x,3y — 2x,y)

d) Seanu=(1,1)yv =(-1,1)

iv. Determina g(u + v)

V. Encuentra el vector g(i) + g(¥)

Vi. ¢Song(u+v)y gil) + g(v) iguales?
e) U= (-20)yc=2

iv. Determinar g(cu)

V. Encuentra el vector cg (i)
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vi. ¢son g(cu) y cg(u) iguales?
f) ¢Es g una transformacion lineal? Justifica tu respuesta.

Un 97.3% de los alumnos realiza correctamente lo requerido en el ejercicio
3e, aplica sus conocimientos sobre suma de vectores para después aplicar la fun-
cion, mas aun, aplica la funcién a cada vector para después sumar las funciones,

como es el caso de alumno A20 (Nivel de compresion 2, realiza procedimientos
simples) (Figura 26);

3.d)

\vyw‘" v)=al(1:2)

V \) |

Los alumnos resuelven exitosamente el ejercicio 3d (Nivel de comprension
2), se concluye que son capaces de relacionar los conceptos de producto de un

vector por un escalar para después aplicar conocimientos sobre funciones, esto se
observa mediante la solucion (Figura 27):

&)
W) alcd = L 262,00 = a\-VOrEH, 6
V1)

En la solucién del ejercicio 3f, un 97.3% comprende que el inciso 3d y 3e son ca-

sos particulares (Nivel de comprensién 3) como se muestra en la Figura 28, lo cual

no significa que se cumpla para todo vector, entonces hacen una demostracién
mas formal
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Pregunta 4. Determine si la funcion dada es una transformacion lineal.

a) SiT:M,,(R) —» R definida como T(A) =a+b+c+d, donde A = (Ccl Z)

Un 2.7% de los estudiantes resuelve de manera errénea el ejercicio debido
a la falta de asociacion entre los conceptos que definen el concepto de transfor-
macion lineal, en un caso particular el alumno E8 sabe sumar matrices y multipli-
car por un escalar concluyendo asi que es una transformacion lineal, es decir, no
aplica la funcién, mientras que otro 2.7% de los estudiantes tiene el ejercicio in-
completo solo demuestra la linealidad sin terminar el ejercicio. El 94.6% de los es-
tudiantes determinan correctamente que la funcion proporcionada en el ejercicio 4
es una transformacion lineal, claramente se observa que los estudiantes tienen
conocimientos sobre suma de matrices y producto por un escalar, asi como la no-
cion de funcion, prueba de ello es la siguiente solucién del alumno E17 (Nivel de
comprensién 2) como se muestra en la Figura 29.
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) Sean A =/ ‘ A ar | ; ‘ M

Figura 29. Ejemplo de solucidn de un alumno que ocupa correctamente la definicion de TL usando matrices
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A continuacion, en la Figura 30 se presenta la solucién del alumno E5 (Nivel

de comprension 4, donde relaciona lo que el ejercicio le pide y lo que ha estudiado
en algun libro), mostrado que la funcion es transformacion lineal mediante el uso
de la afirmacion:

La funcion T:V — W con V y W espacios vectoriales tal que;

1.

Si T es lineal, entonces T(0) = 0

2. TeslinealsiysolosiT(ax +y) =aT(x)+T(y)paratodax,y€eVya€F.
3. T es lineal si y solo si para x4,..,x, €V y a4,..,a, € F tenemos que

T(Xi=1 aixy) = Xizq a;T(x;). (Friedberg, p.64)



Figura 30. Ejemplo de solucion de un estudiante ocupando mas recursos que la definicion
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Pregunta 5. ;Cuales de las siguientes funciones son transformaciones
lineales (justifique)?

a) T:R - P;; T(a) = a + ax + ax? + ax?
b) T: P, » P;; T(ag + a1x + a,x) = a; + 2a,x
c) Tlp(™)] = [p)]*.

La pregunta consta de tres incisos donde se hace uso de espacios vecto-
riales como el conjunto de numeros reales (R), polinomios de grado 1, 2 y 4
(P, P, y P,) se pretende que los alumnos reconozcan lo que es comun (esencial) a
muchos ejemplos particulares. Mediante las repuestas obtenidas, 5.4 % de los
estudiantes no termina o responde incorrectamente el ejercicio 5a, cayendo en el
error de que solo basta demostrar la linealidad de la funcidon. Un 94.6% tiene pre-

61



sente que para que la funcion sea transformacion lineal debe cumplir las dos pro-
piedades sefaladas en la definicion al igual que aplicar la funcién a la suma deR
asi como la suma de funciones evaluadas enR (Nivel de comprension 2), como se

muestra en la Figura 31

Referente al ejercicio 5b se nota que 91.9% de los estudiantes que realiza-
ron el examen comprenden que es lo que deben realizar para determinar si es una
transformacion lineal (Nivel de comprensién 2), es decir, demostrar las dos propie-
dades de la definicion tomando en cuenta el tipo de espacio vectorial en el que
esta definida (Figura 32), un 5.4% no comprende lo anterior pues no relacionan
conceptos previos como lo son suma de polinomios y aplicacion de la funcién, por
ultimo 2.7% no demuestran las dos propiedades solo una de ellas, lo cual es

inadecuado.
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La definicién de transformacion lineal considera dos propiedades, si alguna de
ellas falla no sera necesario demostrar la otra, mas aun se puede demostrar que
no es transformacion lineal mediante un contraejemplo. Un 10.8% de los estudian-
tes comprende que se debe demostrar dos propiedades, pero no hacen uso de
conocimientos previos como operaciones con polinomios y exponentes, ademas
de que cuando quieren demostrar la no linealidad mediante un contraejemplo no
realizan con éxito el ejercicio por falta de conocimientos previos. Un 81% de los
alumnos concluye que el ejercicio 5¢ no es una transformacién lineal, para indicar
que la funcion no es una transformacion lineal se hizo uso de distintas estrategias
de solucion, entre ellas se encuentran las siguientes:

1) Mediante la definicion del concepto (Figura 33); consiste en verificar que
una propiedad de la definicién no se cumple (Nivel de comprension 3, combi-
nan conocimientos)

2) Algunos otros alumnos prefieren hacer uso de otras maneras de demostra-
cion (Nivel 4), como lo muestra el alumno E9 en la Figura 34
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Figura 34. Solucién de un estudiante usando otros recursos de la materia

<) T Pe =Py T =(Pex)) ?

ran

3) Por contraejemplo (Nivel de comprensiéon 4) como se muestra en la figura
35:

Figura 35. Solucion de un estudiante que demuestra mediante contraejemplo

Pregunta 6. Sean U y VV espacios vectoriales sobreR y T una transformacion lineal
UenV.SiT(u;) =(-2,0)yT(uy) = (1,-3), determina:

a) T(2u,)
b) T(3u,)
c) T(2u, — 3d,)
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Las transformaciones lineales no siempre son presentadas en una forma
general, sino que también en vectores particulares como es el caso de la pregunta
6 donde se pide determinar el valor de la transformacién lineal, notando que un
97.3% comprende cémo funciona la transformacién como funcion por lo menos en
los incisos 6a y 6b (Nivel de comprension 3 que describe una propiedad del con-
cepto de transformacion lineal) tal como en la figura 36,

QU ( Y > | l\jJ

Para realizar el ejercicio 6¢ se necesitan conceptos previos tal como pro-
ducto de un vector por un escalar (Figura 37), siendo esto un obstaculo para el
13.5% de los alumnos que obtuvo un vector incorrecto por la aplicacion erronea de
conceptos previos, mientras que el 86.5% (Nivel de comprension 3) relaciona con-
ceptos de transformacion lineal y producto por un escalar.

P lou - aue

Vor  sex T livea Lo

a, a
Pregunta 7. Sea T: P; —» M, ,(R) la transformacion lineal por T[p(x)] = (ag a;)

para todo P(x) = ag + a;x + ax* + azx3 en P,
a) Demuestre que tal funcion establece un isomorfismo entre
Py y M3, (R).

b) con tus propias palabras explica porque son isomorfos
c) Da una funcion que establesca un isomorfismo entre P; y R*
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La pregunta 7 esta relacionada con el concepto de isomorfismo, aqui algunos
teoremas que se utilizaron

1-

Teorema: Una transformacion lineal T:V — W es inyectiva si y solo si Ker(T) =
{0}

Teorema: Una transformacion lineal T:V — W es invertible si y solo si es 1-1 y so-
breyectiva.

Definicion: Sea T:V — W una transformacion lineal entonces T es un isomorfismo
si T es 1-1 y sobre.

Teorema: Si dimV = dim W = n entonces una transformacion lineal T:V - W es
1-1 siy solo si es sobreyectiva.

Teorema: Sea V y W dos espacios vectoriales de dimension finita (sobre el mismo
campo de escalares). Entonces V es isomorfo a W siy solo si dim V = dimW/.

El 10.8% de los estudiantes usan estrategias irrelevantes para la demostracion
que perjudican concluir con lo requerido y un 29.7% de los estudiantes no realizan
el ejercicio por falta de conocimientos sobre isomorfismo. Un 56.8% de los estu-
diantes demuestran el isomorfismo mediante la definicion, mientras que algunos
otros prefieren hacerlo mediante la ayuda de algun teorema. La Figura 38 muestra
la solucién por definicidon, primero se demuestra que T es una transformacion li-
neal y después demuestran la inyectividad usando los teoremas anteriores (Nivel
de comprensién 3, describen).

]
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Algunos muestran solamente la inyectividad y sobreyectividad (Nivel
de compresion 4, relacionan) debido a que el ejercicio ya da por hecho que
es una transformacion lineal como se muestra en la figura 39

Figura 39. Solucion de un estudiante que ocupa las afirmaciones del enunciado
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El alumno E7 es el unico que responde como se muestra en la Figura
40, haciendo uso de otros conceptos (Nivel de comprension 4, relacionan)
que se relacionan con el concepto de isomorfismo;
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Figura 40. Solucion de un estudiante que usa concepto de otra asignatura pero que van relacionados
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Algunos otros lo demostraron mediante dimensiones (Figura 41) lo
cual muestra otro nivel de comprensién sobre el concepto (Nivel de com-

presion 5, uso de teoremas);

Figura 41. Solucion de un estudiante que hace uso de teoremas que le facilitan la demostracién
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El ejercicio 7b pide explicar porque la funcién establece un isomorfismo en-
tre el polinomio y la matriz para ello se requiere la comprension del concepto de
isomorfismo (Figura 42 y 43), el mismo 56.8% (Nivel de comprension 4, 5) que
resolvio correctamente el inciso a) corresponde al que resolvio el 7b, tal que se
presentan algunas respuestas;
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Figura 42. El estudiante usa la definicion de isomorfismo
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El 32.4% tiene incompleto el ejercicio ya que solo presentan la funcion, pero
no se dice el porqué de la eleccion de esa funcion y los mismos 29.7% que no rea-
lizaron el inciso a) y b) evidentemente tampoco realizaron el inciso c).

Un 37.8% define un isomorfismo entre un polinomio de grado 3 y R* mas
aun lo demuestran como se muestra en la figura 44

Figura 44. Solucién de un estudiante que demuestra el ejercicio usando un teorema (nivel 5 de comprensién)
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La siguiente demostracién es mediante el uso de la definicion y teoremas de iso-
morfismo (Nivel 4, relaciona y explica) como se muestra en la Figura 45,
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Figura 45. Solucion de un estudiante que relaciona conceptos
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Pregunta 8. Suponga que dada la matriz A se define una transformacion lineal
4 2 2
T:R® > R3 talque T(X)=A4X.con A= |2 3 —1] encuentre:
-1 1 2

a) Laimagen de (1,2,3).
b) La preimagen de (1,-1,1).

Un 2.7% de los estudiantes que realizan el ejercicio 8a confunde ambos términos
y 97.3% saben la diferencia entre la imagen y la preimagen, como en la Figura 46.

70



Figura 46. Solucion de un estudiante que identifica y realiza un procedimiento aparentemente sencillo (Nivel 2)
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21.6% de los estudiantes en el ejercicio 8b no aplican correctamente el método de
Gauss y 67.6% obtiene la preimagen mediante distintas formas (Figura 47 y 48)
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Figura 47. Solucion de un estudiante que usa la matriz escalonada reducida
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Figura 48. Solucion de un estudiante que usa la matriz inversa para encontrar la preimagen
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8.2 Resultados de aprendizaje

Posterior a la clasificacion de respuestas, se usa la teoria de taxonomia
SOLO (Biggs & Tang, 2007) que facilita de forma sistematica como aumenta la
complejidad de la actuacion de un estudiante cuando logra el dominio de muchas
tareas referentes al concepto de TL. El modelo muestra las distintas etapas que
componen el desarrollo de aprendizaje, llevandolo desde lo mas superficial hacia
lo mas profundo. Esta forma de clasificar los resultados de aprendizaje segun el
nivel de complejidad, permite evaluar los resultados de aprendizaje en términos de
calidad para conocer el nivel de comprensién alcanzado.

Para tratar de clasificar las respuestas a los ejercicios tomamos en cuenta
que los ejercicios correctos forman parte de la aplicacion de la teoria de taxonomia
Biggs vy los incorrectos e incompletos nos sirven para detectar las dificultades y a
partir de ello ver qué porcentaje de esos alumnos tiene dificultades y cuales son
(Tabla 8):

61% 84%

16 7%
10% 4%
13% 5%

En la tabla anterior muestra que es mas alto el porcentaje de ejercicios co-
rrectos en el curso Il y que por ende disminuyen los porcentajes en las otras op-
ciones de la clasificacion. Antes de presentar los niveles de comprension del pri-
mer y segundo grupo se presentaran los errores del segundo grupo (Tabla 9)

Error Porcentaje Descripcion

Los estudiantes cometen errores de este tipo debi-
do al uso de lenguaje habitual, el significado puede
ser comunicado por alusiéon o asociacién sin em-
bargo el lenguaje de las matematicas es mas pre-
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Tipo 1 3% ciso.

Este error es debido a un aprendizaje deficiente de
conceptos previos, cometidos por deficiencias en

Tipo 2 8% el manejo de procedimientos y conceptos mate-
maticos.

Tipo 3 0% Sin presencia de este error.

Tipo 4 0% Sin presencia de este error.

Tipo 5 0% Sin presencia de este error.

A pesar de que se trata de ayudar al estudiante mediante el disefio de una
propuesta de ensefianza, este fracasa al tratar de comprender el concepto de TL
porque no capta lo invariante en los ejercicios. En la tabla 10 se observan los
errores en %, que comenten los estudiantes del curso | (26%) y el curso Il (11%)

5.1% 3%
11.2% 8%
4% 0%
2.7% 0%
3% 0%

Aparentemente los errores del tipo 2 siguen persistiendo en el segundo
grupo, pero han disminuido un 3.2%, algo interesante es que los errores de tipo
cognitivo han desaparecido, fortaleciendo la comprensién de los estudiantes. Cabe
aclarar que los errores de tipo espacial no se pueden comparar con el segundo
grupo ya que el examen que realizaron ellos, no contenia ningun ejercicio en el
cual se podria manifestar las dificultades. Los resultados obtenidos al comparar la
tabla, contribuyen a creer que se han tomado las decisiones correctas a la hora de
elegir la secuencia didactica.

Lo importante no es solo determinar si el estudiante comprende o no los
conceptos de TL, si no, también determinar en el nivel de comprensién en el que
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se encuentran, por lo que en la tabla 11 y 12 se muestra el nivel de comprension
de ambos grupos, para que después se comparen.

Comprension Porcentaje Descripcion

Los estudiantes no logran captar el objetivo de los ejer-
cicios o recoger informacién necesaria para desarrollar
lo que el ejercicio pide. Usan estrategias irrelevantes
para la solucion de ejercicios lo que implica que no com-
prende lo que el ejercicio requiere.

Nivel 1 20%

Los estudiantes identifican conceptos basicos para la
solucién de ejercicios, realizando procedimientos senci-
llos con conceptos previos al de transformacion lineal.

Nivel 2 449% Las soluciones cumplen una parte del ejercicio, pasan
por alto otros atributos importantes es decir las solucio-
nes se quedan en terminologia, solo memorizan concep-
tos.

Nivel 3 21% Los estudiantes combinan conceptos para la solucion
de ejercicios asi como desarrollan procedimientos senci-
llos para generar otro procedimiento dando una explica-
cion del uso de la estrategia utilizada.

iv () udi iz jercici

Nivel 4 3% Los estudiantes son capaces de analizar el ejercicio
determinar que procedimiento o estrategia aplicar rela-
cionando conceptos.

Nivel 5 0% Ningun alumno alcanza este nivel debido al tipo de ejer-
cicios propuestos en el anexo 1, a lo mas que se acer-
can es a reflexionar sobre la solucion.

Comprension Porcentaje Descripcion

Las respuestas que proporcionan los alumnos ante los
ejercicios propuestos en Anexo 2 son erroneas o inexis-
tentes. No tienen conexion la respuesta con la solucion
al ejercicio. No resuelven la cuestion que el ejercicio re-
quiere.

Nivel 1 30.2%
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El resultado de los alumnos, pese a ser cierto, solo se
centra en un determinado aspecto que, por otro lado, no
tienen por qué ser relevantes. Hacen conexiones sim-
ples es decir realizan todas las operaciones correcta-
mente pero su significado no es comprendido.

Nivel 2 31.5%

En este caso los alumnos son capaces de enumerar una
serie de procedimientos correctos, pero no van mas alla
de realizar procedimientos simples obstruyendo el avan-

Nivel 3 1029 Ce para realizar procedimientos mas complejos indican-
do ademas la relacion entre datos del ejercicio y los teo-
remas que usan.

Los alumnos no solo identifican varios procedimientos
complejos, sino que también son capaces de relacionar-
los entre si. Utiliza un estilo explicativo para expresar la
solucién al ejercicio.

Nivel 4 11.7%

Es el nivel mas complejo, en él, los alumnos cumplen
con los niveles anteriores y, ademas, son capaces de ir
mas alla de lo preguntado para poder relacionarlo con
otros sistemas ajenos al ejercicio, enriqueciendo la res-
puesta. Los estudiantes hacen conexiones no solo den-
tro del area determinada, sino también con otras.

6.2%

Nivel 5

La mitad de los estudiantes del curso | en el examen 1 y 2 se encuentran dentro
del segundo nivel de comprension desarrollando un aprendizaje mas bien superfi-
cial, mientras que ninguno alcanza un nivel de comprension avanzado en el exa-
men 1, es decir, un aprendizaje profundo. Muy pocos estudiantes en el examen 2
logran encontrar el cambio conceptual hacia el nivel experto, en el que el estudian-
te alcanza el modo de funcionamiento requerido. La tabla 13 muestra los resulta-
dos del curso

Compresion Porcentaje Descripcion

El estudiante en este nivel no resuelve la cues-
tion planteada hace algunas asociaciones irrele-
vantes, no identifica conceptos y no establece
relaciones entre ellos, utiliza unicamente una
pequena cantidad de informacién disponible a lo
mucho, reproduce los contenidos memorizados.

Nivel 1 12.5%
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El estudiante responde a lo planteado en el ejer-
cicio, pero de forma limitada, apenas establece
Nivel 2 relaciones entre los conceptos de manera des-
32.9% criptiva. Cuando concluye acerca de algo, lo hace
precipitadamente seleccionando una parte de la
informacion para solucionar el ejercicio.

El estudiante utiliza dos 0 mas conjuntos de con-
ceptos normalmente llega a ordenarlos, pero no

Nivel 3 31.9% logra llegar a explicar el modo en que se relacio-
nan a la vez ignora las posibles incoherencias en
los argumentos que sostiene.

A diferencia de los estudiantes del nivel 3, en
este nivel los estudiantes relacionan los concep-
tos de un modo coherente alcanzando conclusio-
nes que responden a los conceptos disponibles,
ademas de que ofrecen algunas explicaciones
tedricas para justificar el modo de relacionar los
conceptos. Algunos estudiantes utilizan concep-
tos mas alla de la disponible.

Nivel 4 10.5%

En este nivel, el estudiante es capaz de manejar
conceptos elaborados y considera diversas hipo-
Nivel 5 7.1% tesis ofreciendo distintas explicaciones plausi-
bles, todas ella basadas en conceptos relevantes.

Un 17.6% de los estudiantes del curso Il se encuentran en la fase cualitativa
cuyo énfasis esta en la profundidad y la utilizacion de conceptos, en estos dos ul-
timos niveles se encuentra el cambio conceptual, que se refiere a la construccion
activa de aprendizajes.

Cuando un estudiante se encuentra dentro de los tres primeros niveles, in-
cluyendo el nivel pre-estructural, estaria desarrollando un aprendizaje superficial.
Por esto, cuando un estudiante logra avanzar hacia los ultimos niveles se puede
definir que esta desarrollando un aprendizaje profundo, tomando en cuenta esto,
se podria decir que la mayoria de los estudiantes del primer y segundo grupo se
encuentran dentro del aprendizaje superficial (78.5% y 67.3% respectivamente)
mientras que un minimo de estudiantes se encuentra en el aprendizaje profundo
(10.5% y 17.7%) como lo muestra en la Tabla 14;
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Tabla 14. Comparacion de niveles de compresion entre el curso | yll

Compresioén Curso | Curso ll

Nivel 1 25.1% 12.5%
Nivel 2 37.8% 32.9%
Nivel 3 15.6% 31.9%
Nivel 4 7.4% 10.6%
Nivel 5 3.1% 7.1%

La mayor parte de los estudiantes del curso | se encuentra en el segundo
nivel de comprension con un 37.8% al igual que el curso Il con un 32.9, a diferen-
cia que el curso Il tiene un 17.8% de estudiante en un aprendizaje profundo.

Se concluye que los estudiantes que no comprenden (nivel 1 de comprension)
comenten errores que tienen su origen en un obstaculo que surge por el tipo de
pensamiento necesario para estudiar AL (Error tipo 1y 2). El tipo de error que co-
meten mas los estudiantes de este trabajo es de tipo 2 debidos a un aprendizaje
deficiente y falta de fortaleza conceptual en los conceptos matematicos previos.

77



Capitulo 9. CONCLUSION GENERAL

La problematica de la comprension de los alumnos es dificil, sin embargo, en
nuestro caso indicamos que muchos autores opinan la falta de comprension se
debe al obstaculo del formalismo. Con la secuencia didactica lo que se busco fue
suavizar este problema, es decir, los alumnos perciben ejercicios en diferentes
espacios vectoriales (polinomios, matrices) como muy diferentes, no distinguen
que deben aplicar el mismo concepto de TL, en nuestro caso, unicamente cam-
bian los detalles, pues claramente matrices y polinomios operan diferente.

Por otro lado, la definicion de TL es sencilla en apariencia, con base en la ta-
xonomia SOLO podemos darnos cuenta que la comprensiéon es gradual y lo que
se persigue es relacionar un concepto como TL con otros, en nuestro caso con
teoremas, y esto constituye un objeto deseable, pues no basta con repetir la defi-
nicion. Los alumnos no aprenden al mismo ritmo de la exposicion en clase, es ne-
cesario tender puentes entre los conceptos previos y una exposicion formal, a la
que los alumnos deben acceder en vista a estudios posteriores de AL.

Como puede verse al comparar el porcentaje en nivel 3,4 y 5 el segundo grupo
mejora. Esto nos indica que hubo un efecto positivo con la estrategia didactica im-
plementada en el grupo 2. El uso de la estrategia didactica propuesta, ayudo a los
estudiantes a identificar el concepto TL en distintos espacios vectoriales debido a
que captan lo invariante en estos espacios, esto se infiere al usar la taxonomia
Biggs que nuestra el nivel de compresion de los alumno, ademas de que es impor-
tante tener en cuenta que lo que aprenden los estudiantes esta fuertemente influi-
do por la forma en que se ensefia, el alto nivel del formalismo y del lenguaje em-
pleado por el profesor en la clase representa una dificultad para que el estudiante
aprenda AL, ya que no esta familiarizado con algunos elementos como las demos-
traciones o elementos de la légica matematica y por los libros de texto que se
usan por lo que es recomendable revisar el tipo de lectura que los estudiantes del
curso estan usando.

En nuestro caso consultamos varios libros de algebra lineal y usamos los ejer-
cicios tipicos que aparecen en la seccion donde se presenta la definicién de TL,
pues la comprensién del concepto pasa por la solucion a estos ejercicios, que de
alguna manera recogen los diferentes aspectos de la definicion y toman en cuenta
diferentes espacios. Esto tiene un efecto positivo si tenemos en mente los teore-
mas que se presentan en las secciones subsecuentes.

Se observa que las dificultades que tienen los alumnos universitarios estan en
el aprendizaje de las definiciones, propiedades de estas, dadas de manera abs-
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tracta y formal en el area del AL, especificamente en las de TL. Cuando no se ha-
ce énfasis en la relacion de conceptos se provoca que no exista una articulacion
entre conceptos. Cada una de estas dificultades y otras que pueden ser presenta-
das por los estudiantes que necesitan ser conocidas por el docente, para que im-
plemente las estrategias metodoldgicas mas apropiadas para disminuir el impacto
en el aprendizaje de la matematica.

Vale la pena rescatar el aprendizaje a través de los errores. En ese sentido, se
sugiere al docente indicar dénde se encuentran errores en el procedimiento que el
estudiante sigue para resolver un ejercicio, y que sea el mismo estudiante o sus
companeros quienes descubran la naturaleza y justificacion de ese error y lo corri-
jan.
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ANEXOS
Anexo 1

TRANSFORMACIONES LINEALES

(Parte 1)

1) Sean f:R? - R? y g: R? - R3 funciones definidas por f(x,y) = (y%,x?) y g(x,y) =

(x,3y = 2x,5)
a) Seanu=(1,0)yv =(0,1)
i. Calcula (u+v)ydetermina f(u + v)
i. f(u),f(v)yencuentra el vector f(u) + f(v)

ii. Comprobando los resultados anteriores, ¢son f(u+v) y f(u)+

f(v) iguales?
b) u=(-20vyc=4
i.  Calcular cu y determinar f(cu)

ii. Calcula f(u) y encuentra el vector cf (u)

ii. Comprobando los resultados anteriores, ¢son f(cu) y cf(w)

iguales?
c) Realizar los puntos a), b) para la funcion g.
d) ¢Son fy g transformaciones lineales? Justifica tu respuesta.
e) ¢ Que es una transformacion lineal?

2) Determine si la funcion dada es una transformacion lineal:

a) T:M;,(R) — R definida como T(4) =a+b +c+d, donde A = (Z Z)

b) Demostrar que la funcion siguiente, no es transformacion lineal, donde;

T:M,,(R) - R definida como T(4) = a?, donde 4 = (Z Z)

3) ¢ Cuales de las siguientes funciones son transformaciones lineales?
c) T:R-P;;T(a) = a+ax + ax? + ax3
d) T:P, » P;; T(ag + a1x + ayx) = a; + 2a,x
e) T:P, = Py; T[p(x)] = [p(0)]?
4) Sean T:R? - R? una transformacion lineal definida por T(x,y) = (x, 4y)
c) Sean S = {(x,y) € R%: x? + y? = 1}. Determine la imagen de S bajo T.

d) Describe en términos geométricos S y su imagen.
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Anexo 2

1.

TRANSFORMACIONES LINEALES(Parte 2)

Sean U y V espacios vectoriales sobre el mismo K y T una
transformacion lineal U en V. Si T(u;) =(-2,0) y T(u,) = (1,-3),
determina:

a) T(2uy)

b) T(3u,)

c) T(2uy —3uy)

a, a
Sea T: P; —» M,,(R) la transformacion lineal por T[p(x)] = (ag a;) para

todo P(x) = ay + a;x + a,x + azx en P;.

a) Demuestre que tal funcion establece un isomorfismo entre
Py M3, (R).

b) Con tus propias palabras explica porque son isomorfos.

c) Da una funcion que establesca un isomorfismo entre P; y R*.

Indique, para cada una de las siguientes afirmaciones, si es cierta o si

es falsa. Justifique su respuesta.

a) Sea L:R"™ - R™ una transformacion lineal definida por L(x) = Ax.
Entonces L es sobre si y solo si det(4) # 0

b) Sea L:R® - R° una transformacion lineal definida por L(x) = Ax
para x en R®. Sinulidad(L) = 3, entonces rango(L) = 7.

c) Si L:R™ - R" una transformacion lineal definida por L(x) = Ax para

x en R™. Entonces A es sigular si y solo si nucleo(L) = {0y}
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Anexo 3

TRANSFORMACIONES LINEALES

¢, Que es una transformacion lineal?

2. Sea f:R? > R? funcion definida por f(x,y) = (y?,x?)

a)Seanu = (1,00 yv = (0,1)
iv.  Determina f (i + )
v.  Encuentra el vector f (1) + f (V)
vi. ¢son f(U+v)y f@)+ f(¥) iguales?
f) u=(-20yc=4
iv.  Determinar f(cu)
v.  Encuentra el vector cf (i)
vi.  ¢gson f(cu) y cf (i) iguales?
g) ¢Es f una transformacion lineal? Justifica tu respuesta.

3. Sea g:R? - R3 funcion definida por g(x,y) = (x,3y — 2x,y)

h) Seanu = (1,1)y v =(-11)
vii.  Determina g(u + v)
viii.  Encuentra el vector g(u) + g(v)
iX. ¢song(u+v)yg)+ g(@)iguales?
) Uu=(-20yc=2
vii.  Determinar g(cu)
vii.  Encuentra el vector cg(u)
iX. ¢son g(cu)y cg(u) iguales?
i) ¢Es g una transformacion lineal? Justifica tu respuesta.
Determine si la funcion dada es una transformacion lineal (justifique):
b) SiT:M,,(R) — R definida como T(4) =a+b +c+d, donde 4 = (Ccl b).

d
¢ Cuales de las siguientes funciones son transformaciones lineales (justifique)?

d) T:R- P;;T(a) = a+ ax + ax? + ax3
e) T:P, —» P;; T(ap + a1x + azx) = a; + 2a,x
f) T:P, - Py; T[p(x0)] = [p()]*.
Sean U y V espacios vectoriales sobreR y T una transformacion lineal U en V. Si
T(uy) = (-2,0) y T(uy) = (1,-3), determina:
d) T(21;)
e) T(3uy)
f) T(2u, —3uy)
Sea T:P; » M,,(R) la transformacion lineal por T[p(x)] = (Zg Z;) para todo
P(x) = ap + a;x + azx? + azx> en P5.
d) Demuestre que tal funcion establece un isomorfismo entre P; y M, ,(R).
e) con tus propias palabras explica porque son isomorfos

f) Da una funcion que establesca un isomorfismo entre P; y R*
Suponga que dada la matriz A se define una transofrmacion lineal T:R3 - R3 tal

4 2 2
que T(X)=A4X.con A= 1|2 3 —1] encuentre:
-1 1 2

c) Laimagen de (1,2,3).
d) La preimagen de (1,-1,1).
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Las siguientes tablas muestran la clasificacion de nivel de comprension por estudiantes

mediante la teoria Biggs

Anexo 4

1,2
1,2
1,2
1,2
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2
23
1,2,3
1,2,3
2
2
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23

AN AN AN AN AN AN N ~ N AN AN AN AN AN N N N N N N N N N N N N
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1,2,3
2,3
2,3
2,3
1,2,3
1,2
2,3
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Curso | (12 parte)

N

1,2,5

N

1,2,4,5

5

N
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Curso | (22 parte))
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-1 2 3 2 2 3 2 2 3 3 4 2 2 2 4 4 4 2 0 1234
- 2 2 2 2 2 2 212 3311100 0 2 3 1,2,3
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Curso Il
Anexo 5

A continuacion, se presenta la clasificacién del tipo de error que cometen los estu-

diantes en este trabajo.
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Clasificacion de errores de segundo examen para el curso I:



o

o

1,3

o

o

o

o

o

o

o

o

o

23

o

o

1,3

o

o

2,35

o

o

o

o

o

1,2,3

2

o

1,3,5

5

o

o

1,2,5

5

o

1,2,3

3

o

o

23

o

o

2,3

o

93



2,35

o

o

1,5

o

o

o

o

o

o

o

o
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