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Introduccion

Como suele ocurrir en Matematicas, la abstraccion y la creacién de nuevas
teorias, comienza con sustitucidon de ciertas condiciones, o bien, con hipdtesis
mas débiles. Asi, en cuanto a las estructuras algebraicas, debe resultar natural
cuestionar si, al reemplazar una igualdad por un isomorfismo, se obtendran
resultados interesantes. En esta tesis se estudian nuevas clases de anillos y
moédulos que fueron introducidos por Zahra Nazemian y Alberto Facchini
en su articulo “Modules with chain conditions up to isomorphism” [1], las
cuales, buscan generalizar los conceptos de médulos artinianos, neterianos
y simples. Se dice que un R-médulo M es isoneteriano si dada cualquier
cadena ascendente A; < A, < A3 < --. de submddulos de M, existe n € N
tal que para toda i > n, A; = A,. Dualmente, M es isoartiniano si dada
cualquier cadena descendente A; > Ay > A; > --- de subméddulos de M,
existe n € N tal que para toda i > n, A; = A,. Por dltimo, M es un R-mddulo
isosimple si M # 0y M es isomorfo a todos sus submodulos no cero. El
objetivo es establecer las diferencias y similitudes entre la teoria cldsica y los
nuevos conceptos. Por ejemplo, se sabe que un R-mddulo M es neteriano si
y s0lo si, todo conjunto no vacio de submdédulos de M admite un elemento
maximo y, dualmente, M es un R-modulo artiniano si y sélo si, todo conjunto
no vacio de submoddulos de M, admite un elemento minimo. Se demuestran
resultados andlogos para mdédulos isoneterianos e isoartinianos. Se dice que
R es un anillo isoartiniano derecho si Ry es isoartiniano, dualmente, R es
isoneteriano derecho si Ry es isoneteriano. Un famoso teorema de Hopkins
[2, Teorema 15.20] establece que un anillo artiniano derecho es neteriano
derecho. En aras de pronunciar el interés en estos nuevos conceptos, se
presenta un ejemplo de un anillo isoartiniano derecho que no es isoneteriano

derecho. En el primer capitulo se enuncian las definiciones y resultados mas
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elementales de las clases de anillos utilizadas. En el segundo capitulo, se traza
una ruta tedrica corta y comprensiva entre los conceptos mas elementales y
estos nuevos objetos de la teoria de R-modulos, terminando con una seccion
dedicada a la discusion de resultados sobre moddulos uniformes, dimension
uniforme, modulos Hopfianos y Dedekind-finitos que son cruciales para la
comprension de algunas demostraciones de propiedades sobre estas nuevas
clases de médulos. En el quinto capitulo se estudian los moédulos isoartinia-
nos, isoneterianos e isosimples y sus distintas caracteristicas. Se observa el
comportamiento de sus submddulos, asi como condiciones suficientes para
garantizar la cerradura bajo sumas directas. Mds aun, se estudian los en-
domorfismos de un moédulo isosimple para comprender la estructura de su
anillo de endomorfismos. Finalmente, se incluye un apéndice con algunas

proposiciones que son de utilidad para facilitar la lectura trabajo.

Capitulo 1 Introduccion



Preliminares de Teoria de

Anillos

2.1 Definiciones Basicas

Definicion 2.1.
Un anillo es una estructura (R, +, -,0), donde R es un conjunto no vacio, + y

- son operaciones binarias en R tales que:

= (R,+,0) es un grupo abeliano.
m . es asociativa.

» . se distribuye sobre + a izquierda y derecha.

Observacion.
Naturalmente, + es llamada suma de Ry - multiplicacion de R. Como suele ser
costumbre, la yuxtaposicion de elementos de R, indicard multiplicacién y, por

simplicidad, nos referiremos a (R, +, -,0) como R.

Definiciéon 2.2.
Sea R un anillo.

1. Diremos que R es conmutativo si - es conmutativa.

2. Diremos que R es anillo con uno si existe 1 € R tal que (R,-,1) es un

monoide.
Definicion 2.3.
Sea R un anillo con uno.

1. Sear € R, diremos que r tiene inverso multiplicativo izquierdo si existe

x € R tal que xr = 1.
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2. Sea r € R, diremos que r tiene inverso multiplicativo derecho si existe
y € Rtal que ry = 1.
3. Sea r € R, diremos que r es una unidad si tiene inverso multiplicativo

izquierdo e inverso multiplicativo derecho.

Notacion.
Adaptaremos la siguiente notacion para el conjunto de unidades de un anillo:

R* = {r € R | r es unidad}.

Definicion 2.4.

Sea R un anillo con uno.

1. Diremos que R es un anillo con division si todo elemento no cero de R

tiene inverso multiplicativo.

2. Diremos que R es un campo si es conmutativoy R\ {0} = R*.

Convencion.

En el desarrollo subsecuente de esta tesis, todos los anillos tienen uno.

Definicion 2.5.

Sean R un anillo e I C R tal que (I,+,0) es un subgrupo de (R, +,0).

1. Diremos que I es un ideal izquierdo de R si RI = {ra |r € R,a € I} C

1, es decir; I absorbe productos por izquierda.

2. Diremos que [ es un ideal derecho de R si IR = {ar |r € R,a € I} C

I,es decir, I absorbe productos por derecha.

3. Diremos que I es un ideal bilateral (o simplemente ideal) de R si I es un

ideal izquierdo y derecho.

Sean R un anillo y a € R. Es muy sencillo verificar que Ra = {ra | r € R} es

un ideal izquierdo de Ry aR = {ar | r € R} es un ideal derecho de R.

Definicion 2.6.

Sean R un anilloy a € R.

1. Alideal Ra lo llamaremos ideal principal izquierdo generado por a.

Capitulo 2 Preliminares de Teoria de Anillos



2. Alideal aR lo llamaremos ideal principal derecho generado por a.

Observacion.

Si R es conmutativo, Ra = aR.

Notacion.
Si R es un anillo conmutativo, denotaremos el ideal principal generado por a

como (a).

Definicion 2.7.
Sean R un anillo e I un ideal izquierdo de R. Diremos que I es un ideal

izquierdo mdximo de R si:

» | #R.

» Para todo ideal izquierdo J C R, si I C J, entonces J =106 J = R.

Observacion.
Notemos que la definicion de ideales mdximos “tiene lado”, es decir, también
existen ideales derechos mdximos e ideales bilaterales mdximos; la definicion de

éstos ultimos es andloga a la definicion anterior.

Definicion 2.8.
Sean R un anillo conmutativoy P un ideal de R. Diremos que P es un ideal

primo de R, si:

= P#+R.

» Para todos a,b € R tales que ab € P, se tiene que a € P b € P.

Lema 2.9.
Sea R un anillo con uno. Todo ideal izquierdo (derecho) propio, estd contenido

en un ideal izquierdo (derecho) mdximo.

Demostracion

Sea J un ideal izquierdo propio de R y consideremos I' = {I C R |
I es un ideal izquierdo propio de Rtal que J C /}. Notemos que I' # &, pues
J € T'. Sea C una cadena en I" y consideremos | C. Claramente, |J C' es una

cota superior de C'. Luego, C es una cadena de ideales propios de R que

2.1 Definiciones Basicas

5
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contienen a .J, de donde, |JC' es un ideal propio de R que contiene a J.
Asi, por el Lema de Zorn, I" admite un elemento maximo P, que es el ideal

deseado. [ |

Capitulo 2 Preliminares de Teoria de Anillos



2.2 Anillos Von Neumann Regulares y

Dominios de Ideales Principales

Definicion 2.10.

Sean R un anilloy r € R.

= Diremos que r es un divisor izquierdo del cero, si existe x € R\ {0} tal
que rx = 0.

= Diremos que r es un divisor derecho del cero, si existe v € R\ {0} tal
que xr = 0.

= Diremos que r es un divisor del cero, si es divisor izquierdo del cero 6

divisor derecho del cero.

Definicion 2.11.
Sea D un anillo. Diremos que D es un dominio si 0 es el tinico divisor del
cero en D y diremos que D es un dominio entero, si D es un dominio y es

conmutativo.

Definicion 2.12.

Sea D un dominio.

1. Diremos que D es un dominio de ideales principales izquierdos (DIPI)
si todo ideal izquierdo de D, es un ideal principal izquierdo.
2. Diremos que D es un dominio de ideales principales derechos (DIPD)

si todo ideal derecho de D, es un ideal principal derecho.

Definicion 2.13.
Sea R un anillo. Diremos que R es Von Neumann regular (VNR) si para cada

a € R, existe x € R tal que a = aza.

Observacion.
Notemos que la nocion de ser VNR “no tiene lado", pues la definicion es la misma

para derecha e izquierda.

2.2 Anillos Von Neumann Regulares y Dominios de Ideales Principales
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Proposicion 2.14.

Sea R un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. R es Von Nuemann regular.

2. Todo ideal principal izquierdo (derecho) de R es generado por un elemento

idempotente.

Demostracion

Basta demostrar la equivalencia para ideales principales izquierdos, ya que la
demostracion para ideales principales derechos, es simétrica.

1= 2]

Sea Ra un ideal principal izquierdo de R. Como R es VNR, existe x € R
tal que a = aza. Luego, notemos que (za)(ra) = (z)(ara) = xa, de modo
que e = za es un elemento idempodente de R. Es claro que, como ¢ = za,
entonces e € Ra, en consecuencia Re C Ra; ademds, notemos que, como
ae = axa = a, entonces a € Re, asi Ra C Re. Por lo tanto Ra = Re.

2 = 1]

Sea a € Ry consideremos Ra. Por hipétesis, existe e € R idempotente tal
que Ra = Re, luego a = re'y e = ya para algunos =,y € R. Finalmente,

aya = ae = re? = xe = a. |

Definicion 2.15.
Sea R un dominio. Diremos que R es un dominio de Ore derecho si para todo

x,y € R, existen r,s € R tales que xr = ys # 0

Observacion.

Simétricamente se establece la definicion de dominio de Ore izquierdo.

Capitulo 2 Preliminares de Teoria de Anillos



Preliminares de Teoria de
R-Modulos

3.1 Definiciones Basicas

Definicion 3.1.

Sea R un anillo. Diremos que M es un R-mddulo izquierdo si:

1. M es un grupo abeliano.
2. Existe una operacion (ley de composicion externa) - : R x M — M que
satisface las siguientes condiciones:
a) Para todas ri,ry € Ry toda x € M, (rira) - x = ri(ry - ).
b) Paratodas ri,mo € Rytodax € M, (ri+1mr3)-x =11 -+ 71y 2.
c) Paratodar € Rytoda xi,29 € M, r- (1 + x3) =721+ 7 - 2o

d) Paratodax € M, 1p-x = x.

Recordemos que, dado un grupo abeliano M, End(M) = {f : M — M |
f es un morfismo de grupos} es un anillo con uno al considerar la suma y

producto naturales (suma y composicién de funciones).

Definicion 3.2.
Sean R un anillo y M un grupo abeliano. Una Representacion de R es un

morfismo de anillos, p : R — End(M).

Observacion.
Sean M un grupo abeliano y R un anillo. Para cada r € Ry x € M definimos
pr . M — M, definida por x — r - x, donde - es una funcion que satisface

las condiciones de la Definicion 3.1. Observemos que, por la condicién (a), para



cada r € R, p, € End(M). Consideremos p : R — End(M) definida por
r — p, ¥ notemos que, por las condiciones (b), (¢)y (d), p es un morfismo de

anillos. Por lo tanto, p es una representacion de R.

Definicion 3.3.
Sea R un anillo. Diremos que (M, p) es un R-médulo izquierdo si:
1. M es un grupo abeliano.

2. p: R — End(M), definida por r — p,, donde p,(x) = r - z, es una

representacion de R.

Observacion.

Simétricamente se define el concepto de R-mddulo derecho.

Definicion 3.4.
Sean Ry S anillos. Diremos que M es R-S-bimddulo (o simplemente R-S-mddulo)
si M es un R-mddulo izquierdoy M es un S-mddulo tal que para toda r € R,

toda s € Sy todam € M, r(ms) = (rm)s.

Notacion.
Denotaremos a los R-médulos derechos por My, a los R-moddulos izquierdos por

rM y a los R-S-mddulos por rMs.

10 Capitulo 3 Preliminares de Teoria de R-Mddulos



3.2 Submaddulos

Definiciéon 3.5.

Sean M un R-mddulo izquierdoy @ #+ N C M.

1. Diremos que N es un submodulo de M si, con la suma y ley de composi-
cion externa heredadas por M, N es un R-Mddulo izquierdo.
2. Si N C M, es un submddulo de M, diremos que N es un submddulo

propio de M.

Si M es un R-mddulo izquierdo, es muy sencillo comprobar que {0} y M son

submodulos de M.

Notacion.
A la relacion “N es un submddulo de M” la denotaremos como N < M y a la
relacién “N es un submddulo propio de M” como N < M. Al submdédulo {0} lo

denotaremos simplemente como 0.

Proposicion 3.6.
Sea M un R-mdédulo izquierdoy @ #+ N C M, entonces, las siguientes afirma-

ciones son equivalentes.

1. N < M.
2. N es un subgrupo de M y para todasr € Ry m € N, rm € N.

3. Para todas m,my,my € Nyr € R, mi +mo € Nyrm € N.

Es muy sencillo verificar que si M es un R-moédulo izquierdo y m € M,
entonces Rm = {rm | r € R} es un submoédulo de M. Simétricamente, si
M es un R-moédulo derecho y m € M, entonces mR = {mr | r € R}, es un

submodulo de M.

Definicién 3.7.
Sea M un R-mddulo izquierdo y m € M. Al submddulo Rm le llamaremos

submodulo ciclico generado por m.

3.2 Submddulos

11
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Definicion 3.8.

Sea M un R-mddulo izquierdo.

1. Diremos que M es ciclico si existe my € M tal que M = Rm,,.

2. Diremos que M es simple si 0 #* M y para todo N < M, N =0, ¢
N = M. Es decir, 0 y M son los tinicos submddulos de M.

3. Sea N < M, diremos que N es un submdédulo minimo en M si, 0 # N y
para todo L < M tal que L < N, se tiene que L = 0.

4. Sea N < M, diremos que N es un submodulo mdximo en M si, N # M

ypara todo L < M tal que N < L, se tiene que L = M.

Lema 3.9.
Sea M un R-mdédulo izquierdo. M es simple siy solo si, para toda m € M \ {0},
Rm = M.

Demostracion

(=]

Sean M un R-mddulo simple y m € M\ {0}. Observemos que m = 1m € Rm,
de donde Rm # 0, pero M es simple, por lo tanto Rm = M.

(<]

Sean M un R-moédulo tal que para toda m € M \ {0}, Rm = My 0 #
N < M.Seam € N\ {0}, entonces Rm = M, pero Rm < N, por lo tanto
N =M. ]

Lema 3.10.
Sea M un R-médulo izquierdoy {N, < M | A € A} una familia de submddulos

de M, entonces (| N, es un submaddulo de M.
AEA

Demostracion

Sean my,ms € () N,, entonces, para toda A € A, m,my,my € N,. Como
AEA

cada N, es un submodulo de M, m; +my, € N, de donde m; +my € () N,.
AEA

Andlogamente se comprueba que sir € Ry m € () N,, entonces rm €
AEA

N N,. Porlo tanto, N N, < M. |
AEA AEA

Capitulo 3 Preliminares de Teoria de R-Mddulos



Corolario 3.11.
Sea M un R-médulo izquierdoy {N, < M | A € A} una familia de submddulos

de M. Entonces () N, es el mayor submddulo de M contenido en cada N,
AEA

Demostracion
Es claro que, para toda A € A, | N, C N,. Ahora, si A es un submédulo

AeA

de M tal que, paratoda A € A, A< Nyy | Ny C A, entonces A C (| N,
AEA AEA

pues es subconjunto de cada uno de los miembros de la interseccion. Pero,

N N, C A, entonces A = () N,. [ |
AEA AEA

Lema 3.12.

Sean M un R-mddulo izquierdoy X C M, entonces

{iTﬂHHGR,x@-GX,nEN} SiX #£ O
=1

0 SiX =g

es un submadulo de M.

Demostracion
Si X = @, el resultado es inmediato. Supongamos que X # &.

i) Sea © € X. Observemos que, por la forma de definir A, se tiene que
(—Dz,z € A,asix+ (—z) =0 € A.

T

n m
it) Sean ay, ay € A, entonces a; = > rx; Y as = Y 1,2, €N consecuencia,
i=1 =1

a1+ as = ilrimi—{— ir;x; =i +...+rnxn+7°/1x/1 +...—|—7";nx;n € A.
= =
iit) Seanr € Ry Enjl r;x; = a € A, entonces
=
ra =ryr rx; =r(re+ ...+ rae,) = r(re) +.or(rpz,) = (rr)a +
et (rrp)z, € Al

Por lo tanto, A es un submoédulo de M. [ |

Definicion 3.13.
Sea M un R-médulo izquierdo. Al submddulo definido en el lema anterior le

llamaremos submddulo generado por X y lo denotaremos por (X]|.

3.2 Submddulos
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Proposicion 3.14.
Sea M un R-mddulo izquierdoy X C M, entonces (X] es el menor submddulo

de M que contiene a X. Mds atin, (X|=N{A< M| X C A}.

Demostracion

Observemos que si X = &, entonces (X] = 0y las afirmaciones son evidentes.
Supongamos que X # & y observemos que, para toda z € X : 1z € (X],
de donde X C (X]. Sea N < M tal que X C N, entonces, todas las sumas
finitas de los elementos de la forma r;x; con z; € X, r; € R son elementos de
N, de donde (X]| < N. Luego, como X C (X], entonces X C N. De modo
que (X] es, en efecto, el menor de los submédulos de M que contienen a X.
Ahora, veamos la igualdad.

[C] Recordemos que (X]y N{A < M | X C A} son submddulos de M.
Ademas, es claro que X estd contenido en N{A < M | X C A}, pues estd
contenido en cada uno de sus elementos. Asi (X] <N{A < M | X C A}.
[D] Como X C (X]y (X] < M, entonces (X] € {A < M | X C A}, de
donde, (X]CN{A< M | X C A} |

Notacion.
Si M es un R-mddulo izquierdo y X C M, utilizaremos sin distincion las

notaciones (X]y RX.

Observacion.
Si M es un R-mddulo derecho y X C M, al submddulo generado por X lo
denotaremos por [X) y su definicion es simétrica. Por otro lado, si M es un

R-S-médulo y (X| C M, el submddulo generado por X se define como

{iﬁ'l’isi’TiGR,xiEX,SiES,HEN} SiX 4o

0 siX =g
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Definiciéon 3.15.

Sea M un R-mddulo izquierdo.

1. Diremos que X C M es un conjunto generador de M si M = (X]|.

2. Diremos que M es finitamente generado si existe un subconjunto finito
X C M, tal que (X] = M.

3. Diremos que X C M es libre si para todo subconjunto finito de X,
{z1,...,z,}, se cumple que Enj r;x; = 0 con r; € R, se tiene que para toda
ie{l,....,n}, r;=0. -

4. Diremos que X C M es una base de M si X es libre y genera a M.

Observacion.
Si M es un R-mddulo izquierdo con conjunto generador X, entonces dado
m € M existen x1,...x, € X yry,...,r, € Rtalesque m = rixy + ...+ r,z,,

pero puede que estos no sean unicos y que n no seda fijo.

Definicion 3.16.

Sean M un R-mddulo izquierdo, X C M un conjunto generador de M y

m € M. Diremos que m admite una representacion esencialmente tinica

con elementos de X si, dadas dos representaciones m = §:1 Tl = §:1 iz, con
= =

ri,7i € Ryx; € X parai € {1,...,n} y x; # x; para i # j, se tiene que para

todai e {l,...,n}, ri=rl.

Teorema 3.17.
Sea M un R-mddulo izquierdo con conjunto generador X, entonces X es una
base para M si y sélo si, todo elemento de M admite una representacion

esencialmente unica con elementos de X.

Demostracion

[=]
n n n

Supongamos que m = Y. r;z; = ». rix;, entonces, Y. (r; — r})x; = 0. Como
=1 =1 =1

X es libre, entonces para toda ¢ € {1,...,n},r; — r; = 0. Por lo tanto, para

todaie {1,...,n},r =1l

3.2 Submddulos
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[<]
Como X es un conjunto generador de M, basta demostrar que X es libre.

Sean {zy,...,2,} € X yr; € Rconi € {1,...,n}, tales que fjlmci = 0.
=

Observemos que 0 = Enjl 0-z;, de donde, il riL; = il 0-z;. Asi, como m admite

representacion esencli_almente Unica, pe:;a toda i ZE_ {1,...,n},;,=0. N

Lema 3.18.

Sean M un R-médulo izquierdoy {A; < M | i € I} una familia de submddulos

de M, entonces,

i€ I’

{Z a; | a; € A, I'Q]ﬁnito} sil #£
-

el 0 sil =0
Demostracion

Si I = &, el resultado es inmediato. Supongamos que [ # &.
[C]

il i

i=1 i€l
donde, existen 4;,...,4;, tales que para toda j € {1,...,n} : z; € A;,.

n
Sea x € <U Ai], entonces x = Y. rx;conx; € U A, € Ryn € N, de
in
Notemos que, como cada A;; < M, entonces cada sumando r;z; € A;;. Por lo

tanto, z € { Sa;|la; € A, I'C T ﬁnito}.
iel’

[2]

Seax € {ZP a; | a; € A;, I' C I finito ¢, entonces existe I’ C [ finito tal que

T = Z}, a; Z(fon a; € A; para toda ¢ € I'. Asi poniendo cada z; como 1 - z;, se

tienéeque x tiene una representacion como sumas finitas de elementos de los

A;. Por lo tanto, = € (U Ai]. |
i€l
Definicion 3.19.

Sean M un R-mddulo izquierdo y {A; | i € I} una familia de submddulos de

M. Definimos la suma de los submddulos A; como Y- A; = (U A;l.
el el

Proposicién 3.20.

Sean M un R-mddulo izquierdo y N < M, entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:
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1. N es submddulo mdximo de M.

2. Para todo m € M \ {0}, si m ¢ N, entonces M = Rm + A.

Demostracion

1= 2]

Seam € M \ {0} tal que m ¢ A, entonces, A < A+ Rm, pero A es un
submoddulo maximo de M, en consecuencia, A + Rm = M.

2 = 1]

Supongamos que existe B < M tal que A < B, luego existe m € B tal que
m ¢ A. Notemos que m # 0 ya que 0 € A, se sigue que A + Rm = M, pero
Rm < By A < B, entonces M = Rm + A < B, de donde M = By por lo

tanto A es maximo. [ |

Proposicion 3.21.
Sea M un R-mddulo izquierdo. Si M es finitamente generado, entonces todo

submddulo propio de M estd contenido en un submoédulo mdximo de M.

Demostracion

Sea {m4,...,m;} C M un conjunto generador de M y sea N < M. Consi-
deremos ® = {A| N < A < M}. Observemos que ¢ # &, pues N € &. Es
claro que (®,C) es un copo. Sea {4; | j € J} =T' C ® una cadena en ¢
y pongamos C' = |J A;. Por construccion, C' es cota superior de I'. Vamos
a demostrar que ]Ce JE ®, es decir, N < C < M. Como N < A; para todo
j € J, entonces N C C. Ahora, notemos que C < M, pues si my,my € C
existen A; ,A;, € I' tales que m; € A; y my € Aj,, luego, como I" es una
cadena, m; + my € A;, UA;, C C. Por otro lado, sean r € Ry m € C. Como
m € C, m = a; € Aj para algin j € Jycomo A; < M, rm € Aj, de
donde, rm € C. Por lo tanto, C < M y N < C. Luego, supongamos que
C = M, entonces {m,,...,m;} C C, en consecuencia, existe A; € I, tal
que {my,...,m} C A, se sigue que M = ({my,...,m;}] < A;, de donde,
A; = M, lo cual es una contradiccién, pues A; < M. Por lo tanto, C' € I es
una cota superior de I'. Asi, por el Lema de Zorn, existe D elemento maximo

en ¢. Finalmente, veamos que D es submddulo mdximo de M. Sea L < M

tal que D < L, como N < D, entonces N < L < M, lo cual implica que

3.2 Submddulos
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L € dy D < L, en consecuencia D = L. Por lo tanto, D es un submddulo

maximo de M que contiene a N. |

Corolario 3.22.
Si M es un R-mddulo izquierdo finitamente generado diferente de 0, entonces

M admite un submddulo mdximo.

Demostracion

Aplicando la proposicion anterior con N = 0 se sigue el resultado. |

Lema 3.23.
Sea M un R-mddulo izquierdo. M es finitamente generado si y sdlo si, para

toda familia {A; | i € I} de submddulos de M tal que M = Y A,, existe una

i€l
subfamilia finita {A; |ie€ I'} C{A;|ie€ l}talque M = Y A,
iel’
Demostracion
[=]
Supongamos que M es finitamente generado, entonces existe X = {z1,...,x,}

subconjunto de M, tal que (X| = M. Sea {A; | i € I} una familia de sub-

moédulos de M tal que M = Y A;, entonces, para cada j € {1,...,n}, existe
il
I; C [ finito, tal que z; = g aj,, cona;, € Aj. Seal' = | 1Ij. Es claro que
i€l Jj=
I’ es finito y ademas, M = (X| < ¥ A,.
i€l
(<]
La demostracidén se sigue inmediatamente de M = > Rm. |
meM

Definicion 3.24.

Sea M un R-mddulo izquierdo, diremos que M es finitamente cogenerado si
para cada familia {A; < M | i € I} de submddulos de M, tal que N A; = 0,
existe I’ C [ finito, tal que g/ A;=0. -~
Proposicion 3.25 (Ley Modular).

Sean M un R-mddulo izquierdo y A, B,C' < M tales que B < C, entonces

(A+B)NC=(ANnC)+(BNC)=(ANnC)+B.

Demostracion

[C]
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Seace (A+ B)NC,entoncesc € C'yc=a+b, paraalgunosa € Aybe B.
Luego,a =c—be Aycomo B < (C,c—be Cenconsecuencia,a € ANC'y
be B.Porlotantoa+be (ANC)+ B.

=

Sead € (ANC) + B, entonces d = a + b para algunosa € ANCybe€ B,
ycomo B < (C,setieneb € C,luegoa+be Cya+be A+ B, es decir,
a+be(A+B)NC. |

Definicion 3.26.
Sean M un R-mddulo izquierdo y {N,}ic; una familia de submddulos de M.
Diremos que M es la suma directa interna de la familia {B;};c;, lo cual

denotaremos por M = @ B;, si se cumplen las siguientes dos condiciones
i€l
1. M =75 B,
il
2. Paratodai€ I, B, > B;=0.
Jen{i}
Definicion 3.27.

Sea M un R-mddulo izquierdo.

1. Diremos que N; < M es sumando directo de M si existe Ny < M tal
que M = N, @ No.
2. Diremos que M es inescindible si los tnicos sumandos directos son 0y

M.

3. Diremos que M semisimple si todo submddulo de M es un sumando

directo.

Proposicion 3.28.
Sea M un R-mddulo izquierdoy N < M. El conjunto &l = {m+ N | m € M}

es un R-mddulo izquierdo con las siguientes operaciones.
1. Para todas my,mg € M, (my + N)+ (mq + N) = (my +ms) + N.

2. Paratodar € Rytodam € M, r(m+ N) =rm+ N.

Definicion 3.29.
Sean M un R-modulo izquierdo y N < M. Definimos el modulo cociente (o

mddulo factor) de M con N como & = {m+ N | m € M}.

3.2 Submddulos
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Observacion.

Sea R un anillo e I un ideal bilateral de R. Al igual que con los R-mddulos,
podemos construir el cociente ¥, de manera completamente andloga. En [3,
Seccion 3.2] el lector puede encontrar informacion sobre los morfismos de anillos

Y, en particular, sobre el epimorfismo candnico de anillos v : R —— R/I .

Lema 3.30.
Sean R un anillo e I un ideal bilateral de R. M es un (R/I)-mddulo izquierdo

siy solo si, M es un R-mddulo izquierdo tal que IM = 0.

Demostracion

(=]

Sea M un R/I-mdédulo izquierdo, entonces existe p : R/I — End(M) repre-
sentacion de R/I. Consideremos el epimorfismo candnico de anillos

v: R~ R/I ynotemos que pv: R — End(M), es una representacién
de R, asi M es un R-moddulo. Ademads, observemos que Ker v = I, en conse-
cuencia, sir € I, v(r) = 0, de donde p (v(r)) = 0, es decir, para toda m € M,
rm = 0. Por lo tanto /M = 0.

(<]

Sea M un R-modulo anulado por / y sean rq,r, € R tales que r; = ry mdd I,
entonces r; — o € 1. Luego, sim € M, (r; —ry) m = 0, es decir, rym = rom.
De modo que la ley de composicién externa dada por (r + ) m = rm estd

bien definida. Por lo tanto, M es un R/I-mddulo. |
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3.3 Morfismos de R-moddulos

Definicion 3.31.
Sean M y N R-mddulos izquierdos y f : M — N una funcion. Diremos que f
es un morfismo de R-mddulos izquierdos si, para todas m,, my € M y todas

r1,72 € R, f (rimy +ramg) = 11 f(my) + raf(ma).

Observacion.

Simétricamente se define el concepto de morfismo de R-mddulos derechos.

Notacion.

Sea f : M — N un morfismo de R-mddulos izquierdos. Al referirnos a la
imagen de f, emplearemos sin distincion las notaciones Im fy f[M]. Si A < M,
f[A], denotard la imagen de A bajo f. Si B < N, f~![B] denotard la preimagen
de B bajo f.

Lema 3.32.
Sean M y N R-moddulos izquierdos, A < M, B < Ny f: M — N un
morfismo de R-mddulos izquierdos, entonces f[A] < Ny f~'[B] < M.

Definicion 3.33.
Sea f: M — N un morfismo de R-mddulos izquierdos. Definimos el kernel

(o nticleo) de f como Ker f = f71[0] = {x € M | f(x) = 0}.

Observacion.
Es muy sencillo verificar que la composicién de morfismos de R-mddulos izquier-

dos es un morfismo de R-mddulos izquierdos.

Definicion 3.34.

Sean M y N R-mddulos izquierdos. Definimos los siguientes conjuntos:
Hompg (M, N) ={f: M — N | fes morfismo de R-mddulos izquierdos}.
Endr(M) ={f: M — M| fes morfismo de R-mddulos izquierdos}.

3.3 Morfismos de R-mddulos
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Observacion.
Simétricamente, si M es un R-mddulo derecho, podemos definir el conjunto
Endgr(M) = {f : M — M | fes morfismo de R-mddulos derechos}. En cual-

quier caso, (End(M), +, o) es un anillo no conmutativo con uno.

Definicion 3.35.

Sea f : M — N un morfismo de R-mddulos izquierdos.

1. Diremos que f es un monomorfismo si se puede cancelar por la izquierda,
es decir, para todo ¢y, go € Hompg(A, M), fg1 = fgo implica que g1 = go.

2. Diremos que f es un epimorfismo si se puede cancelar por la derecha, es
decir, para todo ¢, go € Homg(N,C), g1f = gof implica que g1 = go.

3. Diremos que f es un bimorfismo si es monomorfismo y epimorfismo.

4. Diremos que [ es un isomorfismo si es invertible, es decir, existe g €

Hompg(N, M) tal que gf =1y y fg = 1n.

Teorema 3.36.

Sea f un morfismo de R-mddulos izquierdos, entonces:

1. f es monomorfismo siy sdlo si, es inyectiva.

2. f es epimorfismo si y solo si, es suprayectiva.

3. [ es isomorfismo si y solo si, es biyectiva, siy solo si, es bimorfismo.
Demostracion

Ver [3, Teorema 3.1.5]. [ |

Notacion.

Sea f: M — N un morfismo de R-mddulos izquierdos.

= Si f es monomorfismo, escribiremos f: M »—— N .
= Si f es epimorfismo, escribiremos f: M ——» N .
= Si f es isomorfismo, escribiremos f: M »——» N .
Definicion 3.37.
Sean M y N R-mddulos izquierdos. Diremos que M y N son isomorfos (o que

N es una copia de M), si existe un isomorfismo f : M »—— N y en dicho

caso, escribiremos M = N.
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Observacion.

[{1aS2

La relacion de ser isomorfo es una relacion de equivalencia en la clase de

todos los R-modulos izquierdos R-M od.

Lema 3.38.

Sea f: M — N un morfismo de R-mddulos izquierdos, entonces:

1. f es monomorfismo siy solo si Ker f = 0.
2. Si A< M, entonces f~'[f [A]] = A+ Ker f.
3. Si B < N, entonces f[f~'[B]] = BNIm f.

Ademds, si g : N —» M’, entonces:

1. Kergf = f~![Kerg].

2. Imgf =g[Im f].

Demostracion

Ver [3, Lema 3.1.8]. [ |

Proposicion 3.39.

Sean f: M — Ny g: N — L morfismos de R-mddulos izquierdos.

1. Si fy g son monomorfismos, gf es monomorfismo.
2. Si fy g son epimorfismos, gf es epimorfismo.
3. Si fy g son isomorfismos, gf es isomorfismo.
4. Si gf es monomorfismo, f es monomorfismo.

5. Si gf es epimorfismo, g es epimorfismo.

Definicion 3.40.
Sean M un R-mddulo izquierdo y N < M. Al epimorfismo v : M ~— %

definido por m — m + N le llamaremos epimorfismo candnico.

Teorema 3.41. [Primer Teorema de Isomorfismos]

Si f : M — N un morfismo de R-mddulos izquierdos, entonces existe un

M
Ker f

monomorfismo f : »—— N talque f = fv, es decir, tenemos el siguiente

tridngulo conmutativo.
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f

M
R
v ////A
O
\?(/
M

Ker f

Mds aun, f es isomorfismo siy solo si f es epimorfismo.

Demostracion

Consideremos f : %rf — N definida por f (m + Ker f) = f(m).

(i) Veamos que f es funcién.

Sean mq,my € M tales que m; + Ker f = my + Ker f, entonces m; — my €
Ker f es decir, existe x € Ker f tal que m; — my, = x, de donde m; = my + .
En consecuencia f (m, + Ker f) = f(m1) = f(mg +2) = f(me) + f(z) =
f(ma) +0 = f (mg + Ker f).

(i4) Veamos que f es un morfismo de R-médulos.

Seanmi,my € M yry,ry € R, entoncesf((r1m1 + Ker f) + (romg + Ker f)) =
f((r1m1 + roms) + Ker f) = f (rymy + ramy) = *. Pero f es morfismo de R-
modulos, de donde x = ry f(mq)+r2f(ms) = rf (my + Ker f)—l—er (mg + Ker f).
(i4i) Veamos que f es monomorfismo.

Sean my,my € M tales que f(my+ Ker f) = f(my+ Ker f), entonces,
f(my +Ker f) — f (mg+ Ker f) = 0, de donde, f ((m; —ms) + Ker f) = 0.
En consecuencia, f(m; — msy) = 0, es decir, m; — ms € Ker f. Por lo tanto,
my + Ker f = my + Ker f.

(iv) Veamos que f = fuv.

Sim € M, entonces v(m) = m~+Ker f, de donde, f (v(m)) = f (m + Ker f) =
f(m).

Finalmente, observemos que f es isomorfismo si ysélosi,Im f =Im f = N,

lo cual ocurre si y sélo si f es epimorfismo. |
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Teorema 3.42. [Tercer Teorema de Isomorfismos]

Sea A un R-médulo izquierdo y C < B < A, entonces, 4 = (A/C) / (B/C).

B =

Demostracion

Consideremos los epimorfismos canénicos v; : A — % y

vy i & — (A/C)/(B/C) . Luego, por la Proposicién 3.39, vyv; también

es epimorfismo. Asi, por el Primer Teorema de Isomorfismos, —4— =

> Kerwvavq
(A/C) / (B/C). Después, por el Lema 3.38, Ker vyv; = vy ' [Ker vp] = vy [g} =
vy v [B]] = B+ Kerv, = B+ C = B. u

Lema 3.43.
Sean f : A — B,g: B — Myh: A — M morfismos de R-mddulos

izquierdos tales que el siguiente tridngulo es conmutativo.

A / sy B

M

Es decir; h = gf, entonces, Im f + Kerg = g *[Im h] y Im f N Ker g = f[Ker hJ.

Demostracion

(2) Veamos que Im f + Ker g = g [Im A].

Como h = gf, entonces Imh = Imgf = g[Im f], de donde g~ '[Imh] =
9 ' g [Im f]] = Im f + Ker g.

(2) Veamos que Im f N Ker g = f[Ker h].

Como h = gf, entonces Kerh = Kergf = f~![Kerg|, de donde f[Kerh] =
f1f " Kerg]) = Im f NKerg. .

3.3 Morfismos de R-mddulos
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Corolario 3.44.
Sean f : A — B,g: B — Myh: A — M morfismos de R-mddulos

izquierdos tales que h = gf.

1. Si h es epimorfismo, entonces Im [ + Ker g = B.
2. Si h es monomorfismo, entonces Im f N Ker g = 0.

3. Si h es isomorfismo, entonces B = Im f & Ker g.

Demostracion

Se sigue del lema anterior. |

Definicion 3.45.

Sea f: M — N un morfismo de R-mddulos izquierdos.

= Si f es un monomorfismo, diremos que f se escinde si Im f es un sumando
directo de N.
= Si f es un epimorfismo, diremos que f se escinde si Ker f es un sumando

directo de M.

Lema 3.46.
Sean f : A — B un monomorfismo de R-mddulosy g : B — C' un epimorfis-

mo de R-mddulos.

1. f se escinde siy sdlo si, es invertible a izquierda.

2. g se escinde siy solo si, es invertible a derecha.

Demostracion

Ver [3, Corolario 3.4.11]. [ |
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3.4 Sucesiones Exactas Cortas

Definicion 3.47.

Sea n > 3 un numero natural. Sean M, ..., M, R-mddulos izquierdos y

fi + M; — M, morfismos. Consideremos la sucesion C : M, N M, LN
Iy M,,. Diremos que la sucesion C es exacta si, para toda i € {2,...,n—1},

Im fi,1 = Ker fz

Observacion.

Es sencillo comprobar que, si f : 0 — M es un morfismo de R-mddulos, enton-
ces Im f = 0. Simétricamente, si f : M — 0, es un morfismo de R-mddulos,
entonces Ker f = M . En virtud de lo anterior, si el dominio o codominio de
alguno de los morfismos de una sucesion exacta es el modulo cero, no etiqueta-

remos el morfismo.

Definicion 3.48.
Diremos que una sucesion exacta C es una sucesion exacta corta si es de la

forma C: 0 —s M, —25 My —5 My — 0.
Definicion 3.49.

= Diremos que una sucesion exacta corta es del tipo C; si es de la forma
0—>Kerf—i>Mi>Imfﬂ0,dondef:M—>Nesunmorﬁsmo
de R-mddulos.

= Diremos que una sucesion exacta corta es del tipo C, si es de la forma

0—>N—i>ML>%—>O, donde M es un R-mdduloy N < M.

Lema 3.50.

Toda sucesion exacta corta es, hasta isomorfismo, del tipo C, y del tipo Cs.

Demostracion

SeaC:0 — M; -5 M, v, Ms; — 0 una sucesion exacta corta.

(1)

Por la observacion a la Definiciéon 3.47, M3 = Im ), es decir, 1) es epimorfismo.

Simétricamente, 0 = Ker ¢, es decir, ¢ es monomorfismo, de donde, M; =
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Im ¢, pero Im ¢ = Ker ¢, en consecuencia, Ker ¢) = M;. De modo que, hasta
isomorfismo, C es del tipo C;.

(2)

Sea N = Kervy < M. Por el Primer Teorema de Isomorfismos, Im ) = %,
de modo que C también puede ser considerada, hasta isomorfismo, como del

tipo C,. |

28 Capitulo 3 Preliminares de Teoria de R-Mddulos



3.5 Productos y Coproductos

Sea {A, | A € A} una familia no vacia de conjuntos no vacios y consideremos
su producto cartesiano [[ Ay = {f: A — U Ay | VA €A, f(\) € A}, el
AEA AEA

cual, por el Axioma de Eleccién, es no vacio.

Notacidn.
Sean f € [l Axy v € A. Diremos que f(y) = a, € A, es la v-ésima
AEA

componente de f. Ademds adoptaremos la notacion f = (ay).

Proposicién 3.51.

Sea {M, | A € A} una familia de R-mddulos izquierdos y consideremos el

conjunto producto cartesiano [[ My ={f:A— U M, |VX €A, f(\) € M)}
AEA

AEA
junto con las operaciones definidas a continuacion:

m Si (a)\) , (b/\) S )\HA M,, entonces (CL)\) + (b/\) = (CL/\ + bA)
€

m Sire€ Ry (a)) € Tl M,, entonces r - (ay) = (r - ay).
A€A
Entonces ( [T My, +, > es un R-mddulo izquierdo.
A€A
Definicién 3.52.
Sea {M, | A € A} una familia de R-mddulos izquierdos. Diremos que [] M), es
AEA
el médulo producto directo de la familia { M) | A € A}.
Definicion 3.53.
Sean {M, | A € A} una familia de R—mddulos izquierdos y f € T[] M,.
AEA
Definimos el soporte def como Sop(f) = {A € A | f(\) # 0}.

Proposicion 3.54.

Sean {M, | A € A} una familia de R—mddulos izquierdos y consideremos
[I My ={f € Il M| Sop(f)es finito}, entonces [I M, < [I M,.

AEA XEA AEA AEA
Demostracion

() Primero, notemos que Sop [(0)] = @ y & es finito, entonces 0 € [[ M,.
AEA
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(i7) Sean (a,), (b)) € I M,, entonces Sop [(ax)] ¥ Sop [(b,)] son finitos. Lue-
go, de la definicion déel/; suma en el producto directo, tenemos la igualdad
Sop [(ax) + (ba)] = Sop [(ax + by)] = {X € A | a) + by # 0}. Afirmamos que
Sop [(ax + by)] € Sop [(ax)] U Sop [(by)]. En efecto, si v € Sop [(ax + by)], en-
tonces a., + b, # 0, de donde a,, # 0 6 b, # 0, asi, v € Sop [(ax)] U Sop [(by)].
Ademds, como la unién de conjuntos finitos es un conjunto finito, Sop [(a,)]U
Sop [(by)] es finito. Por lo tanto (ay) + (b)) € I M,.

(iit) Seanr € Ry (ay) € 11 M,. Aﬁrmamosﬁée Sop [(rax)] € Sop [(ay)]. En
efecto, siy € Sop [(ray)], eAnet/:)nces ra, # 0, de donde a, # 0, en consecuencia,
v € Sop [(ay)]. Asi, como Sop [(a,)] es finito, Sop [(ra,)] también lo es. Por lo

tanto, r(ay) € 11 M,. |
A€A

Definicion 3.55.

Sea {M, | A € A} una familia de R-mddulos izquierdos. Diremos que @ M), =

AEA
I My < [I M, es la Suma Directa Externa (o coproducto) de la familia
AEA XEA
{M, | X € A}
Observacion.
Si A es finito, [I My = ] M,.
XEA AEA

Definicién 3.56.
Sean {M, | A € A} una familia de R-mddulos izquierdos y v € A. Definimos

los siguientes morfismos:

1. El morfismo m, : [l My — M,, dado por (a,) — a. es llamado
XA

proyeccion sobre la y-ésima componente.

2. Elmorfismo ., : M, — IIxea M), dado por a, — (a.), donde

Ay, SLA=7

(@y)(A) = {
0 SLA# 7y

es llamado inclusion de la v-ésima componente en el coproducto.
3. Elmorfismo i : 11 My — [I M,, dado por (a,) — (ay) es llamado la
AEA

AEA
Inclusidn del coproducto en el producto.
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Lema 3.57.

Sean {M, | A\ € A} una familia de R-mddulos izquierdosy 7,0 € A, entonces

1. 7,y m, - i son epimorfismos.
2. 1,y i1, son monomorfismos.

1MW’ 51(5:7
3. 7T5'Z-L-y:

0 STy #£ 7y
Teorema 3.58.
Sea {M, | A € A} una familia de R-mddulos izquierdos, entonces [ M, =

AEA

@ M;, donde, para toda \ € A, M} es un submddulo de ][ M, tal que
AEA AEA
M} = M,. Es decir, la suma directa externa de una familia de R-mddulos, no es

mds que una suma directa interna de copias de los elementos de la familia.

Demostracion
: ;L .
Sea 7 € A, como ., es un monomorfismo, M = ¢, [M,] es una copia de

M,, tal que M < ]I M,, en consecuencia, > M; < [ M,. Ahora veamos

AEA AEA AEA

que [I M, C > M. Sea 0 # (a)) € II M,, entonces Sop [(a,)] es finito,
AEA AEA AEA

digamos Sop [(ax)] = {A1, ..., A\n}. Asi, en la notacién de la Definicién 3.56,

tenemos que (ay) = (ax,) + -+ (ax,) = (ax) + -+, (an,) € X M.
AEA

Por lo tanto, [[ M, = > Mj,. Finalmente, veamos que la suma es directa.

Sea (ay) € MEEA > ?\flz, entonces (ay) = (as) ¥ (an) = (ay,) + -+ (ar,),

donde, para todoAjAe\{?i, ...,n}, \; # §, en consecuencia, ay, = --- =ay, =0

y asi (ay) = 0. Por lo tanto, [ M, = @ M. [ ]
AEA AEA

Observacion.

El teorema anterior justifica el por qué le llamamos “suma directa externa” al

coproducto.

3.5 Productos y Coproductos

31



32

Teorema 3.59. [Propiedad Universal del Producto]

Si {M, | A € A} es una familia de R-mddulos izquierdos, entonces, el producto
directo ] M, tiene la siguiente propiedad universal: Para todo R-moddulo
izquierdi)e?\f Y para toda familia de morfismos {fy : N — M, | A € A}, existe
un unico morfismo f : N — A1;[/\ M, tal que, para toda A\ € A, el siguiente

diagrama conmuta:

N
i \AJ

i M,
| %

[T M,

NEA

Demostracion

Sean N un R-mddulo izquierdoy {f\ : N — M, | A € A} una familia de
morfismos.

[Existencia]

Consideremos f : N — [] M, definida por x — (f\(x)). Veamos que

AEA
f es una funcién. Sean x1,z, € N tales que x; = x,, entonces, para toda

A €A, fa(xy) = fa(ze), de donde (fy (1)) = (fi (z2)), es decir f(x1) = f(x2).
Ahora, veamos que es morfismo de R-mddulos. Sean ry,75 € Ry 1,29 €
N, entonces f (rizy + rox2) = (fr (rzr +1r222)) = (rifa (@) +1r2fa (22) =
r1(fx (x1)) + 7o (fa (x2)) = rif(x1) + rof (z2). Luego, veamos que 7, f = f.
Sean A € Ay z € N, entonces (7, f) (z) = m\ (f () = m\ (fx (z)) = fal2).
[Unicidad]

Supongamos que existe otro morfismo g : N — [[ M, tal que, para

toda A € A, m\g = f,. Sea z € N, entonces g(x) ;GE[L',\) € HAM,\, asi
AE
fax) = mg(x) =m\ ((x))) = x5, de donde (z)) = (fi (2)) = f(x). |
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Teorema 3.60. [Propiedad Universal del Coproducto]

Si{M, | A € A} es una familia de R-mddulos izquierdos, entonces, el coproducto
[1 M, tiene la siguiente propiedad universal: Para todo R-moddulo izquierdo N

;/eﬁara toda familia de morfismos { f\ : My — N}, existe un tinico morfismo

f: 1I My — N tal que, para toda A € A, el siguiente diagrama conmuta:

NEA
N
/:\ N
l
l
f | M A
: /
|
|
I L)
|
[T M,
AEA
Demostracion

La demostracion es dual a la del teorema anterior considerando el morfismo

f: 11 My — N, definido por (ay) — X £, (a,). ]
AEA ~v€Sopl(ay)]

Definicion 3.61.

Sean {M; | i € I}, {N; | i € I} familias de R-mddulos izquierdos y { f; : M; —

N; | © € I} una familia de morfismos. Definimos los siguientes morfismos:

1. II fi : 11 M; — I N,, dado por (a;) — (fi(a;)) es llamado Morfismo
i€’ el ier
Producto Directo.

2. & fi: ® M, — @ N, dado por (a;) — (fi(a;)), es lamado Morfismo
iel " el iel
Suma Directa.
Proposicion 3.62.
Sean {M; |i € I}, {N; | i € I} familias de R-mddulos izquierdosy {f; : M; —

N, | i € I} una familia de morfismos, entonces:

1. TI f; es monomorfismo si y solo si, @ f; es monomorfismo, si y solo si,
iel il
para toda i € I, f; es monomorfismo.
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2. HI fi es epimorfismo si y solo si, @I fi es epimorfismo, si y solo si, para
1€ 1€
toda i € I, f; es epimorfismo.

3. HI fi es isomorfismo si y solo si, 691 fi es isomorfismo, si y solo si, para
1€ 1€
toda i € I, f; es isomorfismo.

Demostracion

Se sigue de la cuidadosa aplicacién de las definiciones anteriores. |
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3.6 Pullback y Pushout de R-modulos

Una de las construcciones mds importantes en la teoria de mddulos es la in-
corporacién no trivial de dos morfismos de R-médulos con el mismo dominio,

g:A— By f:A— M en un cuadrado conmutativo de la forma

A J sy B

fl lﬁ

M s N
(0

de tal manera que cualquier otra “completacién conmutativa” del cuadrado,
pueda ser factorizada a través de [ y . Naturalmente, la incorporacién
de dos morfismos de R-mddulos con el mismo codominio en un cuadrado

conmutativo con la misma “universalidad”, es de igual importancia.

Definicion 3.63.

1. Sean f : A — By g: A — M morfismos de R-mddulos izquierdos.
Diremos que el par («, ) es un pushout del par (g, f) si, para cada par de
morfismos (¢/, 3'), cona' : M — X, §' : B — X, tales que, o/g = /' f,

existe un unico morfismo § : N — X tal que, o/ = day ' = 63, es decir

B
hﬁ
N

el siguiente diagrama es conmutativo:

|

M

f
T
R

«
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2. Sean f : B — Ny g: M — N morfismos de R-mddulos izquierdos.

Diremos que el par (¢, \) es un pullback del par (g, f) si, para cada
par de morfismos (¢',\'), con ¢ : Y — M, N : Y — B, tales que
g = [N, existe un tinico morfismo 7 : Y — A tal que, ¢’ = o1y

N = A7, es decir; el siguiente diagrama es conmutativo:

A/

g A
A— > B
wh hf‘
M — N

Observacion.

Se puede verificar que el pullback y el pushout son tinicos hasta isomorfismo.
Proposicion 3.64.

1. Sean f : A — By g: A — M morfismos de R-mddulos izquierdos.

Sean U = {(g(a),—f (a)) € M ® B | a € A}, N = M2 y consideremos
las los morfismos « : M — N, definido por m — (m,0) + U y
B : B — N, definido por b — (0, b) 4+ U. Entonces, («, ) es un pushout
de (g, f).

. Sean f: B — Ny g: M — N morfismos de R-mddulos izquierdos.

Sea A = {(my,my) € M & B | g(my) = f(ma)} y consideremos las
restricciones de las proyecciones ¢ : A — M, dada por (my, mg) — my
¥y A: A — B, dada por (my, my) — my. Entonces, (¢, \) es un pullback

de (g, f)-

Demostracion

(1) Esta demostracién se encuentra en [3, Teorema 4.7.3 (1)] y es muy
similar a la que escribiremos a continuacién.

(2) Por construccién de A, es claro que gy = fA. Luego, sean ¢’ : Y — M

y N : Y — B morfismos de R-mddulos izquierdos tales que g¢' = fN.
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Debemos demostrar que existe un inico morfismo 7 que haga conmutar el
diagrama de la definicién anterior.

Existencia

Consideremos 7 : Y — A, definida por y — (¢’ (y), N’ (y)). Es claro que 7
es morfismo de R-mddulos. Ahora, veamos que N = Aty ¢’ = p7.Seay € Y,
entonces (A7) (y) = A ((¢' (y), N (y))) = N(y). Simétricamente se comprueba
que (A7) (y) = ¢'(y).

Unicidad

Supongamos que existe 71 : ¥ — A tal que N = A1y y ¢’ = ¢r1. Sea
y € Y, entonces (7 —7y) (y) = (my, m2) € A. Luego, por definicién de ¢,
tenemos que m; = ¢ (1 —71) (y)) = ¢ (7 (y)) — v (11 (v)) = ¢'(y) — ¢'(y) =
0. Simétricamente, por definicién de ), se sigue que m, = 0, de donde

(tr—7) =0, esdecir, 7 = 7. [ |

Proposicién 3.65.

1. Sean f: A — By g: A — M morfismos de R-mddulos izquierdos y
sea (o, 8) un pushout de (g, f).
a) Si f es monomorfismo (epimorfismo), o es monomorfismo (epimor-
fismo).
b) Si g es monomorfismo (epimorfismo), /3 es monomorfismo (epimor-
fismo).
c) Si f es monomorfismo, entonces el monomorfismo « se escinde si y
solo si, existe k : B — M tal que, g = K f.
2. Sean f: B— Ny g: M — N morfismos de R-mddulos izquierdos y
sea (v, A) un pullback de (g, f).
a) Si f es monomorfismo (epimorfismo), entonces  es monomorfismo
(epimorfismo).
b) Si g es monomorfismo (epimorfismo), entonces \ es monomorfismo
(epimorfismo).
c) Si g es epimorfismo, el epimorfismo A se escinde, siy solo si, existe

k: M — B tal que, f = gk.
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Demostracion

1(a), 1(b),2(a) y 2(b) se siguen de la aplicacién de las definiciones de mono-
morfismo, epimorfismo, pushout y pullback. Demostraremos 1(c), pues 2(c)
se sigue dualmente.

(=]

Por 2(b), si g es un monomorfismo, « es monomorfismo. Supongamos que «
se escinde, es decir N = Ima@® N,. Sean op = ™ : M »—— Ima lares-
triccion al codominio de o, 7 : N —— Im« la proyeccion de N sobre Im «
y consideremos k = g 'mf3. Sea a € A, entonces (kf) (a) = [aalwﬁf} (a) =
lag'mag) (a) = ag'7 (9 (a) ,0) + U) = ag* (g (a) + U) = g (a).

(<]

Supongamos que existe Kk : B — M tal que g = kf. Seae : N — M
definida por (m, b) + U — m + k(b). Notemos que ¢ estd bien definida, pues
si(g(a),—f(a)) € U, entonces €((g (a), —f (a)) + U) = g(a) + £ (= (a)) =
g(a)—k (f (a)) = g(a)—g(a) = 0. Mds aun, es claro que ¢ es un morfismo, pues
r lo es. Finalmente, observemos que ea(m) = € ((m,0) + U) = m + k(0) = m,

es decir, e« = 1,;. Asi, por el Lema 3.46, « se escinde. [ |

Corolario 3.66.
Sea (¢, \) un pullback de (g, f). Si fy g son isomorfismos, entonces ¢ y «

también son isomorfismos.

Demostracion

Se sigue inmediatamente de la proposicion anterior. |
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3.7 Moddulos Inyectivos y Proyectivos

Definicion 3.67.
Sean M un R-mddulo izquierdoy N < M.

1. Diremos que N es un submddulo superfluo en M (o simplemente su-
perfluo) si, para todo A < M tal que N + A = M, se tiene que A = M.
Denotaremos este hecho por N < M.

2. Diremos que N es un submodulo esencial en M (o simplemente esencial)
si, para todo A < M tal que N N A = 0, se tiene que A = 0. Denotaremos

este hecho por A <. M.

Observacion.

Sean M un R-mddulo izquierdoy N < M, entonces:

N < M siy solo si, para todo A < M se tiene que N + A < M.
n A <, M siysolo si, para todo 0 # A < M se tiene que AN N # 0.

Los submddulos superfluos son propios.

Los submodulos esenciales son no cero.

Definicion 3.68.

Sea o : M — N un morfismo de R—mddulos izquierdos.

1. Diremos que « es un morfismo superfluo si Ker o < M.

2. Diremos que « es morfismo esencial si Im o <., M.

Teorema 3.69.

Las siguientes proposiciones son equivalentes para un R—mddulo I.

1. Todo monomorfismo £ : I — B, se escinde.

2. Para todo monomorfismo f : A »—— B y para todo morfismo g : A —
I, existe un morfismo « : B — I tal que g = kf. Es decir, el siguiente

diagrama conmuta:
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A »
"

s

Z
S
I

Demostracion

1= 2]

Supongamos que todo monomorfismo con dominio / se escinde y sean
f: A»— B un monomorfismoy g : A — I un morfismo. Sea («, (3)
un pushout de (g, f). Por 1 de la Proposicién 3.65 tenemos que, como f es
monomorfismo, o también es monomorfismo. Mds atin, por hipotesis, « se

escinde, de donde, existe x : B — I, tal que g = kf.

A / sy B

g /<; B
L

I - s N

2 = 1]
Sea ¢ : I — B un monomorfismo y consideremos el isomorfismo 1; : [ »—— [ .
Por hipdtesis existe  : B — [ tal que es siguiente tridngulo es conmutati-

Vo:
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» > B
17
K
¥ o
1
Es decir, 1; = k. Asi, por el Lema 3.46, £ se escinde. |

Definicion 3.70.
Sea I un R-mddulo, diremos que I es inyectivo, si satisface las condiciones del

teorema anterior.

Definicion 3.71.
Sea M un R-mddulo izquierdo. Diremos que (n, E (M)) es una cdpsula inyec-
tivade M, sin: M »—— E(M) es un monomorfismo esencial y F(M) es

inyectivo.

Lema 3.72.

Una cdpsula inyectiva de un R-mddulo simple, es inescindible.

Demostracion

Ver [3, Corolario 6.63 (a)]. [ |

Teorema 3.73.

Las siguientes proposiciones son equivalentes para un R-mddulo izquierdo P.

1. Todo epimorfismo ( : B — P, se escinde.

2. Para todo epimorfismo (5 : B — C'y para todo morfismo v : P — C' existe
un morfismo A\ : P — B tal que S\ = 1), es decir; el siguiente diagrama

conmuta
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Demostraciéon
Se sigue dualmente a la demostracién del Teorema 3.69 usando 2 de la

Proposicién 3.65. |

Definicion 3.74.
Sea P un R-mddulo izquierdo. Diremos que P es proyectivo si satisface las

condiciones del teorema anterior.

Observacion.
Si M es un R-mddulos izquierdo inyectivo (proyectivo) y N = M, entonces N

es inyectivo (proyectivo). Ver [3, Corolario 5.3.3].

Teorema 3.75.

Sean {I\ | A € A} y {P\ | A € A} familias de R-mddulos izquierdos.

1. I = ]I I, es inyectivo siy solo si, para cada \ € A, I, es inyectivo.

AEA
2. P= @ P\6 P = ]I P, esproyectivo siy solo si, para cada \ € A, P, es
AEA AEA
proyectivo.
Demostracion
1. [=]

Supongamos que [ = ][] I, es inyectivo. Sean A € A, f: A »—— B un
AEA

monomorfismo y g, : A — [, un morfismo. Como / es inyectivo, existe un

morfismo x : B — I, tal que xf = i1)\g,, es decir, el siguiente diagrama es

conmutativo.
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Ahora, consideremos la proyeccién 7, : I —— [, y recordemos que
7T)\ZL)\ = 1])\. Sea K) = Tk Yy notemos que g, = 1[Ag)\ = (WAZL)\)QA =

7 (Ltagn) = makf = ki f, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo.

Ay > B
" I4
7
s
s
g)\ Ve /7
s 7
4 7
.7 7
7 7
s
Kk 7
A T
7
- s
7 /
s
' //
A // ,
LL>\ s 7/
e s R
~ e 4
)% 7
/
/
7
7
/
7
7
/
UPN ’
7
v

Por lo tanto, I, es inyectivo.

1. [<]

Supongamos que, para cada A € A, I, es inyectivo. Sean f : A »—— B un
monomorfismo y g : A — I un morfismo. Por hipdtesis, para cada A € A,
existe un morfismo «, : B — I, tal que 7,9 = k) f. Ahora, por la Propiedad

Universal del Producto, existe un tinico morfismo « : B — I tal que, para
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toda A\ € A, m\k = k). En consecuencia, paratoda A € A, m g = k) f = m\kf,

es decir, m\g = m\kf. Asi, por la unicidad de «, se tiene que g = K f.

2. [&]
En virtud de la observacion a la Definicion 3.74 y del Teorema 3.58, basta
demostrar la equivalencia para el coproducto. Asi, la demostracién se sigue

dualmente a la equivalencia anterior. [

Teorema 3.76.
Un R-mddulo izquierdo M es proyectivo siy solo si es isomorfo a un sumando

directo de un maodulo libre.

Demostracion

Ver [3, Teorema 5.4.1]. [ |
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3.8 Moddulos Artinianos y Neterianos

Definicion 3.77.

Sea M un R-mddulo izquierdo.

1. Diremos que M es neteriano si, para toda cadena ascendente A, < Ay <
Az < --- de submddulos de M, existe n € N tal que, para toda i > n,
A, = A,.

2. Diremos que M es artiniano si, para toda cadena descendente A, > Ay >
Az > --- de submddulos de M, existe n € N tal que, para toda i > n,
A; = A,

Observacion. Simétricamente se definen los R-mddulos neterianos y artinianos

derechos.

Definicion 3.78.

Sea R un anillo.

= Diremos que R es artiniano derecho (izquierdo) si Ry (rR) es artiniano.

= Diremos que R es neteriano derecho (izquierdo) si Rr (rR) es neteriano.

Teorema 3.79.
Sean M un R-mddulo izquierdoy A < M, entonces, las siguientes proposiciones

son equivalentes:

» ) es artiniano.
- A M . .
Y 71 son artinianos.
» Toda familia no vacia de submédulos de M admite un elemento minimo.

» Todo mddulo cociente de M es finitamente cogenerado.

Demostracion

Ver [3, Teorema 6.1.2]. [ |

Teorema 3.80.
Sean M un R-moédulo izquierdoy A < M, entonces, las siguientes proposiciones

son equivalentes:
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M es neteriano.

= Ay 2 son neterianos.

Toda familia no vacia de submddulos de M admite un elemento mdximo.

Todo submaddulo de M es finitamente generado.

Demostracion

Ver [3, Teorema 6.1.2]. [ |

Corolario 3.81.
La clase de R-mddulos artinianos y la clase de R-mddulos neterianos son

cerradas bajo sumas directas finitas.

Demostracion

Ver [3, Corolario 6.1.3]. [ |

Lema 3.82.
Sean M un R-mddulo neterianoy f € Endr(M), entonces f es isomorfismo si

y solo si es epimorfismo.

Demostracion

Sean M un R-mddulo neteriano y f € Endg(M). Supongamos que f es epi-
morfismo y consideremos la cadena ascendente Ker f < Ker f? < Ker f3 <
.-+ de submddulos de M. Como M es neteriano, existe n € N tal que para
toda ¢ > n, Ker f* = Ker f™. En particular, se cumple que Ker f* = Ker f?".
Afirmamos que Ker f* NIm f* = 0. En efecto, sea x € Ker f* NIm f", enton-
ces f"(x) = 0y existe y € M tal que x = f"(y). Luego, 0 = f"(x) = f?"(y),
de donde y € Ker f?" = Ker f", es decir x = f"(y) = 0. Finalmente, como
f es epimorfismo, Im f” = M, en consecuencia, Ker f* = 0. Por lo tanto,

Ker f = 0, de donde, f es isomorfismo. |
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3.9 Dimension de Krull

La dimensién de Krull de un R-médulo M se define como la desviacion de la
reticula de submoédulos de M, vista como conjunto parcialmente ordenado.
En el apéndice encontrara una seccion dedicada al estudio de la desviacion
de un copo para facilitar la comprension de los conceptos y resultados de

esta seccion.

Definicion 3.83.

Sea M un R-mddulo izquierdo y §(M) la reticula de submddulos de M. Si
existe o = dev (0 (M)), definimos la dimension de Krull de M como el niimero
ordinal a y escribimos Kdim (M) = «a. Si §(M) no tiene desviacidn, diremos que

M no tiene dimension de Krull.

Teorema 3.84.

Sea M un R-Mddulo izquierdo, entonces:

1. Kdim(M) = —1siysélosi M = 0.
2. Kdim(M) = 0siy sdlo si M es artiniano y no cero.
3. Si Kdim(M) =ay N < M, entonces existe § = Kdim(N)y 8 < a.

4. Si M es neteriano, entonces M tiene dimension de Krull.

Demostracion
Se siguen inmediatamente de las Definiciones 6.2, 6.4 y las Proposiciones

6.6, 6.7 y 6.9 incluidas en el apéndice. [

Observacidn.
Si M y N son R-mddulos isomorfos, entonces Kdim(M) = Kdim(N), pues
(M) y §(N) son copos isomorfos.

Proposicion 3.85.

Sean M un R-mddulo izquierdoy N < M, entonces, Kdim (M) existe si y solo
st Kdim(N) y Kdim(2}) existen y, en dicho caso

Kdim(M) = mayor{Kdim(N), Kdim (£)}.
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Demostracion

(=]

Supongamos que existe Kdim()/). Observemos que §(N) y ¢ (%) son subco-
pos de (M), asi, por la Proposicion 6.7, Kdim (V) y Kdim (%) existen y son
menores o iguales que Kdim(M), de donde, mayor{Kdim(NV), Kdim (%)} <
Kdim(M).

[<] [Por induccidn transfinita]

Supongamos que N y 2. tienen dimensién de Krull y sea v = mayor{Kdim(XV),
Kdim (%)} Vamos a demostrar, por induccién transfinita sobre «, que
Kdim(M) < «. Observemos que el caso o« = —1 es trivial. Supongamos
que Kdim(M) < j3, para todo ordinal 5 < . Sea Ag > A; > Ay > --- una
cadena descendente de submddulos de M. Por demostrar que Kdim(M) < a,
es decir, para casi toda i, Kdim (ﬁ) < «. Observemos los siguientes hechos.
(1)

AogNN > A NN > AsNN > ---, es una cadena descendente de submddulos
de N, de donde, para casi toda i, Kdim ( AiNN ) < Kdim(NV).

A,H.lﬂN
(2)
ActN > AEN > A2EN > ... es una cadena de submédulos de ¥, de donde,
A¢+N
. . . A;+N ko . N . M ’
para casi toda ¢, Kdim (7‘41_+1 +N) = Kdim | 57—+ | < Kdim ( N). Aqui la
N

igualdad marcada con “x”, es consecuencia del Tercer Teorema de Isomorfis-

mos.
Consideremos el epimorfismo o : -2 A+N_ - definido por
p L Ait1 Aip1+N p
A A 11 l 1 _ Ain(Ai41+N)
a; + A1 — a; + (Ai11 + N). Es sencillo calcular que Ker ¢ = B W
Por otro lado, consideremos el epimorfismo ¢ : A, N N Ai”(ﬁfii”f )

definido por a; — a; + A;;1. De nuevo, es sencillo verificar que, Kervy =
A;x1 N N. Asi, por el Primer Teorema de Isomorfismos, tenemos el siguiente

tridngulo conmutativo.
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A, NN > ¥ y AiN(Ai41+N)

Aip1+N
e
. /////
//// w
?’/
A;NN
Ai+1ﬂN

ANN YA P A4N
A 1NN A Aip1+N

Por lo anterior, tenemos que C : 0 —» — 0, es
una sucesion exacta corta. Asi, por el Lema 3.50, C es, hasta isomorfismo, del
tipo0 — N Ly M -2 % — 0. Finalmente, como la dimension de Krull
es invariante bajo isomorfismo, por lo anterior, es posible aplicar la hipétesis
inductiva y, usando (1) y (2), tenemos que para casi todo 7,

A; A;NN Ai+ N
Kdim (Ai—:-l> = mayor{Kdim (A;lmﬁN) , Kdim (ri_)}

< «

Por lo tanto, Kdim(M) < a. [

Definicion 3.86.

Sea M # 0 un R-mddulo izquierdo y o un niimero ordinal.

1. Diremos que M es a-critico si Kdim(M) = ay para todo N < M con
N #0, Kdim (%) < o

2. Diremos que M es critico si es a-critico para algiin ordinal o

Ejemplo 3.87.

rM es un R-mddulo simple siy sélo si, pM es O-critico.

Observacion.
Es muy sencillo comprobar que la propiedad de ser a-critico se preserva bajo

isomorfismo.
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Lema 3.88.
Sea M un R-mddulo izquierdo. Si M es a-critico, entonces todo submddulo no

cero de M, también es a-critico.

Demostracion

Sean M un R-médulo a-critico y 0 7é N < M.

(1) Sea 0 # N; < N, entonces —1 < 2%, de donde Kdlm( ) < Kdim (%)
Luego, como M es a-critico, Kd1m( ) < . Asi, Kdlm( ) < .

(2) Como M es a-critico, Kdim ( ) < «. Luego, por la Proposicién 3.85,

a = mayor{Kdim(N), Kdim (ﬁ)}, en consecuencia, Kdim (N) = a.

Por lo tanto, N es «-critico. |

Teorema 3.89.
Todo R-mddulo izquierdo no cero con dimension de Krull admite un submddulo

critico.

Demostracion [Por contradiccion]

Presentaremos la demostracién en tres partes. Primero, elegiremos un médu-
lo. Luego haremos observaciones sobre los submddulos del médulo encontra-
do en la primer parte. Finalmente, construiremos la contradiccion.

(1)

Supongamos que la clase S, de los R-mddulos no cero con dimension de
Krull tales que no admiten submddulos criticos, es no vacia. Sea Sk la clase
de todos los niimeros ordinales §3, tales que 5 = Kdim(N), para algin N € S.
Es claro que Sk # @, en virtud de que S # @. Como la clase de todos los
ordinales es bien ordenada por “<", existe & = menor Si. Sea M € S tal que
a = Kdim(M). Notemos que « > 0, pues M # 0.

(2)

Por el Teorema 3.84, todo submodulo no cero de M tiene dimension de Krull
menor o igual que a. Sin embargo, por construccidn de «, todo submodulo
no cero de M tiene dimensién de Krull exactamente «, pues de lo contrario,
M tendria un submodulo con dimension de Krull estrictamente menor que «,
de donde, por la propiedad de « de ser el menor de su clase, M admitiria un

submadulo critico, lo cual es absurdo. En consecuencia, todo submodulo no
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cero de M tiene dimension de Krull o y no admite submddulos criticos.

(3)

Definimos, recursivamente, la siguiente cadena descendente de submodu-
los de M: Sea M, = M. Si M, # 0 ha sido definido, por la parte (2),
Kdim(M,) = o'y M,, no admite submddulos criticos. En particular M,, no

es a-critico. En consecuencia, existe M, ., < M, con M,,; # 0, tal que

Kdim ( MMi 1) = «. En conclusiéon, hemos construido la cadena descenden-

te M = My > M; > My > --- de submoddulos de M tal que, para toda

1 € N, Kdim ( MM+1) = a, de donde Kdim(M) > «, lo cual es una contradic-

cion. [ |
Definiciéon 3.90.

Diremos que un R-modulo izquierdo M es monomorfo si paratodo 0 # N < M

y todo morfismo f : N — M, f es cero o un monomorfismo.

Lema 3.91.

Todo R-mddulo izquierdo a-critico M, es monomorfo.

Demostracion[Por contradiccion]
Sea M un R-mddulo a-critico. Sean 0 # N < My f: N — M un morfismo

no cero. Supongamos que Ker f # 0. Por el primer teorema de isomorfismos,

Kg 7 = Im f. Luego, como M es a-critico, por el Lema 3.88, NV también lo es,
de donde Kdim (%ﬁ) < a. En consecuencia, Kdim (Im f) = Kdim (Kg f) <

«, lo cual es absurdo, pues Im f < M, también es «-critico. Por lo tanto, M

es monomorfo. [ |

Definicion 3.92.
Diremos que un R-mddulo izquierdo M es compresible si todos sus submddulos

no cero, contienen una copia de M.

Observacion.
Simétricamente se definen los conceptos de R-mddulo compresible derecho y

R-mddulo monomorfo derecho.
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Proposicion 3.93.
Sea M un R-mddulo monomorfo derecho, entonces, Endg(M) es un dominio
Ore derecho si y solo si, la interseccion de cada par de submoddulos de M,

isomorfos a M, contiene una copia de M.

Demostracién

(=]

Sean f,g € Endgr(M) \ {0}. Como M es monomorfo, f y g son mono-
morfismos, de donde, f[M] = C = g[M]. Por hipétesis, existen h,k €
Endg(M) tales que fh = gk # 0. De nuevo, como h y k son monomor-
fismos, fh[M] = gk[M] = M. Finalmente, es claro que fh[M]| C f[M]y que
fhIM] = gk[M] C g[M]. Por lo tanto, M = fh[M] C f[M]nN g[M].

<]

Sean f,g € Endg(M) \ {0}. Como M es monomorfo, f y g son monomorfis-
mos. Por hipétesis, existe h € Endz(M)\{0} tal que N = h[M] C f[M]|Ng[M],
de donde f[f'[N]] = NN f[M] = Nyglg ' [N]] = NnNg[M] = N. Para
demostrar que Endg(M) es Ore derecho, debemos hallar j, k£ € Endgz (M),
tales que fj = gk # 0. Para mostrar la existencia de dichos morfismos, utiliza-
remos la técnica del pullback. Sean f' = f;-1n) Y ¢’ = gjg-1;n] Y consideremos

los siguientes diagramas.

fHN] g~ [N]
If’ g
M y»— N M s»— N

h h

Para completar los cuadrados conmutativos, sean A = {(z1,22) € M @
JHN] | h(z1) = f'(22)}, @ = T4 Y ¢ = maja, donde m; es la proyeccion
de M @ f~![N] sobre f~![N]y =, es la proyeccién de M @ f~'[N] sobre M,
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entonces (¢, «) es un pullback de (h, f'). Simétricamente, si B = {(y1,42) €
M @ g YN] | h(y1) = ¢'(y2)}, B es la restriccién a B de la proyeccién de
M & g'[N] sobre g~!'[N] y ¢ es la restricciéon a B de la proyeccion de
M @ g~'[N] sobre M, entonces (¢, 3) es un pullback de (h, ¢'). Mas adn, por
el Corolario 3.66, como h, f' y ¢’ son isomorfismos, «, ¢, 3 y ¢ también lo

son. Asi, tenemos los siguientes diagramas conmutativos.

¥

¥
¥
¥

Sean j = ap 'y k = B¢~L. Afirmamos que f'j = ¢'k. En efecto, seam € M,
como ¢ es un isomorfismo, es invertible, de donde ¢ ~!(m) = m + z, para
algiin x € f~![N]. Luego, como « es la restriccion de la proyeccion sobre la
segunda entrada, a (m + =) = x. Después, por definicién de A, f'(z) = h(m).
En conclusion, f'j(m) = h(m). Este procedimiento se puede observar en el

siguiente diagrama.

L

A »——— f7'N]
ot 7 f! f
M » s IV

Simétricamente, tenemos el siguiente diagrama.

3.9 Dimension de Krull

53



54

T

B »—— g '[N]
P! ¥ g’ g’
M » s IV

Asi, f'j(m) = ¢'k(m), de donde, f’j = ¢'k. Finalmente, veamos que fj = gk.
Sea m € M, entonces j(m) € f~'[N], de donde, f'(j(m)) = f(j(m)).
Simétricamente, k(m) € g '[N], entonces, ¢’ (k(m)) = g (k(m)). Luego,
como f'j = ¢'k, se sigue que fj(m) = f'j(m) = ¢'k(m) = gk(m). Por lo
tanto, fj = gk # 0, es decir, Endg(M) es Ore derecho. |

Corolario 3.94.
El anillo de endomorfismos de un R-mddulo derecho, monomorfo y compresible

M es un dominio Ore derecho.

Demostracion

Sea M un R-mdédulo monomorfo y compresible. Sean A, B < M tales que
A= M = B. Como M es compresible, AN B contiene una copia de M. Asi,
por el lema anterior, como M es monomorfo, Endg(M) es un dominio Ore

derecho. [ |

Lema 3.95.
Un R-mddulo derecho, compresible y con dimension de Krull, es critico y su

anillo de endomorfismos es un dominio Ore derecho.

Demostracion

Sea M un R-mddulo compresible y con dimensién de Krull. Por el Teorema
3.89, M admite un submédulo critico N, digamos, con dimension de Krull a.
Por otro lado, como M es compresible, existe N; < N tal que M = N,;. Luego,

como N; < N y N es a-critico, por el Lema 3.88, N; también es a-critico
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y asi, M es a-critico. Finalmente como M es critico, por el Lema 3.91, M
es monomorfo. Asi, por el corolario anterior, Endg (M) es un dominio Ore

derecho. [ |

Corolario 3.96.
Sea M un R-mddulo derecho tal que 6(M) \ {0} es isomorfo a a°®, para
algtin ordinal con forma normal de Cantor o = w™nq + - - - + w'tny, entonces

Kdim(M) = ). Mds atin, si M es \;- critico, o = w™.

Demostracion

Se sigue del Lema 6.11. Ver [4, Seccién 6.2.22]. [ |
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3.10 Algunos Resultados Auxiliares

Definicion 3.97.
Sea M un R-mddulo. Diremos que M es uniforme si todo submddulo de M es
esencial en M, es decir, si la interseccion de todo par de submddulos no cero, es

no cero.

Proposicion 3.98.
Si M es un R-Moddulo neteriano, entonces todo submodulo de M contiene un

submddulo uniforme.

Demostracion

Como M es neteriano, entonces todos sus submddulos son finitamente gene-
rados, de modo que basta probar la proposicién para los submddulos ciclicos.
Sea xz € M \ {0} y consideremos el submddulo Rz # 0. Como M es nete-
riano, Rx < M también lo es. Ahora, consideremos la siguiente familia de

submoddulos de Rz.

I' = {N < Rz | N interseca trivialmente a otro submddulo de Rz}

= {N < Rz | existe L < Rx talque LN N =0}

Como Rz es neteriano, I' admite un elemento C-mdaximo, digamos K. Obser-
vemos que, por definicién de K, existe U < Rz, tal que U N K = 0.
Afirmamos que U es un submodulo uniforme de Rz.

En efecto: Supongamos, con el fin de obtener una contradicciéon, que exis-
ten A, B < U tales que AN B = 0. Notemos que, como A < U, entonces
KNA<KnNU = 0. Por lo anterior, podemos formar K & A. Luego, conside-
remos (K @ A) N B:

re(KBANB = z=y+a=byecK, ac A, beB
= y=b—ace KNU=0
= a=b=x€ANB=0
= (K@A)NB=0
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En consecuencia, (K @ A) € I, lo cual es absurdo, pues K < (K & A)y K es
un elemento C-maximo de I'. Por lo tanto, U es un submoddulo uniforme de

Rzx. [ |

Lema 3.99.

Si M es un R-mddulo izquierdo uniformey N = M, entonces N es uniforme.

Demostracion

Sean M un R-Moédulo uniforme y N un R-Mdédulo tal que M = N. Sea
a: M »—— N unisomorfismo y sean 0 # A, B < N, entonces

0+# a'[A],a ! [B] < M. Luego, como M es uniforme,

0#£a[AlNa ' [B]=a ' [AN B.

Finalmente, como « es isomorfismo y 0 # o~ [A N BJ, entonces

0+# afa"'[AN B]] = AN B. Por lo tanto, N es uniforme. |

Definicién 3.100.
Sea M un R-mddulo y n € N. Diremos que M tiene dimension uniforme n si
existe V <., M tal que V es la suma directa de n submddulos uniformes. A este

hecho lo denotaremos por Udim (M) = n.

Observacion.
Si para toda n € N, M no tiene dimension uniforme n, diremos que M tiene

dimension uniforme infinita y escribimos Udim (M) = oc.

Lema 3.101.
Sea M un R-mddulo. M tiene dimension uniforme infinita si y solo si, M

contiene una suma directa infinita de submaodulos no cero.

Demostracion

Ver [5, Proposicién 6.4]. [ |

Definicion 3.102.
Sea M un R-mddulo izquierdo. Diremos que M es hopfiano si todo epimorfismo

w: M »—— M es un isomorfismo.

Observacion.

En virtud del Lema 3.82, todo R-mddulo neteriano r M, es hopfiano.
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Definicién 3.103.
Sea M un R-mddulo. Diremos que M es Dedekind-finito si, dado un R-mddulo
N tal que M = M & N, se tiene que N = 0.

Lema 3.104.
Sea M un R-mddulo tal que todo epimorfismo ¢ : M »—— M se escinde. M

es hopfiano si y solo si es Dedekind-finito.

Demostracion

Ver [6, Ejercicio 1.8]. [ |

Corolario 3.105.

Sea M un R-mddulo proyectivo. M es hopfiano siy solo si, es Dedekind-finito.

Demostracion

Como M es proyectivo, todo epimorfismo con codominio M se escinde. W
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Algunas Clases

Especiales de Anillos

4.1 V-anillos y Von Neumann

Regularidad

Definicion 4.1.
Sean R un anillo conmutativoy S C R, diremos que S es un conjunto multi-

plicativo si:

mlcS

» Para todos a,b € S, ab € S

Sean M un R-médulo y S un conjunto multiplicativo de R. Considere la
relacién “~” en M x S definida por (my,s;) ~ (mag, s2) si 'y sélo si existe
u € S tal que u (syms — somq) = 0. Tras una sencilla verificacién de rutina,

se comprueba que “~” es una relacién de equivalencia.

Notacion.
Sea (m,s) € M x S. A la clase de equivalencia determinada por (m,s), la

denotaremos como [%] y escribiremos S™'M = {[%} |me M,s e S}

Lema 4.2.

Sean R un anillo conmutativo, M un R-mddulo izquierdo y S un conjunto

multiplicativo de R. Si definimos la suma y la ley de composicion externa
51 52 5152

en S™1M como {m] + {m] = [w] ya [%} = {%}, respectivamente,

entonces S~ M es un R-mddulo izquierdo.
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Lema 4.3.
Sean R un anillo conmutativoy P un ideal primo de R, entonces S = R\ P es

un conjunto multiplicativo.

Demostracion

Como P es un ideal primo, P C R, de donde 1 € S. Luego, sean a,b € S,
como P es un ideal primo, si ab € P, entonces a € P 6 b € P, pero ambos
casos son absurdos, pues a,b € S = R\ P. Por lo tanto, S es un conjunto

multiplicativo. |

Observacion.

Es sencillo comprobar que un ideal mdximo de un anillo conmutativo, es primo.

Definicion 4.4.

Sean R un anillo conmutativo, M un R-mddulo izquierdo y P un ideal mdximo
(o primo) de Ry S = R\ P. Definimos la localizacion de M respecto a P
como el R-médulo Mp = S~ M.

Teorema 4.5.
Sean R un anillo conmutativo y M un R-mddulo izquierdo, entonces M = 0 si

y s6lo st, para todo P ideal mdximo de R, Mp = 0.

Demostracion

(=]

Es evidente.

[<=][Por contradiccién]

Supongamos que Mp = 0, para todo P ideal maximo de Ry que M # 0. Sea
m € M \ {0} y consideremos Ann(m) = {r € R | rm = 0}. Notemos que,
como m # 0, entonces 1 ¢ Ann(m), de modo que es un ideal propio. Asi, por
el Lema 2.9, existe P ideal madximo de R tal que Ann(m) C P. Ahora, por
hipétesis, Mp = 0, en particular [%} = m , €N consecuencia, existe u € R\ P
tal que, 0 = u(1-m —1-0) = um, de donde u € Ann(m), lo cual es una

contradiccion. ]
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Definicion 4.6.
Sea R un anillo. Diremos que R es un V-anillo izquierdo (derecho) si todo

R-mddulo izquierdo (derecho) simple, es inyectivo.

Teorema 4.7. [Teorema de Kaplansky]

Sea R un anillo conmutativo. R es V-anillo siy solo si, es Von Neumann regular.

Demostracion

Ver [7, Teorema 2.1.9]. [ |

Teorema 4.8. [8, Teorema 2.13]
Sea R un anillo conmutativo, entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes.

1. R es Von Neumann Regular.

2. Todo R-Mddulo inescindible, es simple.

Demostracion

1= 2]

Sea M # 0 un R-Mddulo inescindible. Como M ## 0, por el teorema anterior,
existe un ideal maximo P, tal que la localizaciéon Mp # 0. Seaa € Py
consideremos Ra < P.Como R es VNR, por la Proposicion 2.14, existe e, € R
elemento idempotente tal que Re, = Ra < P. Notemos que, 1 —¢, ¢ P, pues
de lo contrario 1 = ¢, + (1 — ¢,) € P, lo cual es absurdo.

Veamos que M (1 —e¢,) # 0. En efecto: Supongamos que (1 — ¢,) anula a

M yseam € M\ {0}. Como Mp # 0y 1—e, ¢ P, podemos considerar

la clase [ﬁ}, la cudl es distinta de 0 = m, pues m # 0. Luego, notemos
que: [11—7;] (1—e,) = [mgl__ei“)} = [1_0%} = 0. Asi, Mp = 0, lo cual es una
contradiccion.

Ahora, veamos que Me, ® M (1 —e,) = M. En efecto: Sea m € M, entonces
m = me, +m (1l —e,), de modo que M = Me, + M (1 — e,).

Luego, sea m € Me, N M (1 — e,), entonces existen m;, my € M tales que
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m=my (1 —e,) ym=mae,, luego:

my (1 —e,) = mae,
= My = Mae, + mie, = (Mg +my) e,
= m=[(ma+my)e] (1 —e,)

= m=(mg+my) (e, (1 —¢,))=0

Es decir, Me, " M (1 —¢,) = 0. Por lo tanto, Me, ® M (1 —e,) = M. De lo
anterior, tenemos que Me, ® M (1 —e,) = M yque M (1 —e,) # 0, pero M
es inescindible, de donde Me, = 0.

Finalmente, P = > Ra = ). Re,, de modo que PM = 0. Asi, por el Lema
3.30 M es un R/L}E’}-%Médulgei como P es mdximo, R/P es un campo, de
donde M es semisimple, pero por hipétesis, M es inescindible, por lo tanto,

M es simple.

2 = 1]

Sea M un R-médulo simple y consideremos la cdpsula inyectiva de M,
(n, E(M)). Como M es simple, por el Lema 3.72, E(M) es inescindible, asi,
por hipétesis, E(M ) es simple. Luego, recordemos que 7 es un monomorfismo
esencial, es decir, n[M] <. E(M), pero E(M) es simple, de donde n[M] =
E(M). En consecuencia, 7 es un isomorfismo, de modo que M es inyectivo.
En conclusion, R es V-anillo. Finalmente, por el Teorema de Kaplansky, R es

Von Neumann Regular. |
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4.2 Anillos Triangulares

Lema 4.9.
Sean Ry S anillos, pkMgs un bimddulo y consideremos el siguiente conjunto de

matrices:

T m
T:{ |r€R,mEM,s€S}.
0 s

Entonces, (T,+,-), donde “+”y “” son la suma y multiplicacidn usuales de

matrices, es un anillo.

Demostracion

Calculos de rutina conducen a la verificacién de todas las propiedades, salvo

la asociatividad del producto. Sean (5 %' ), (¢ "o ), (¢ & ) € T. Entonces:
reomy| (T2 M2 r3 ms rire 1My +mysa | [Tr3 M3

0 s 0 s 0 s3 0 5189 0 s3

(Tl’l“g) T3 (7“17"2) ms + (T’lmg + m182) S3
O (5182) S3

71 (rors) 11 (remg) + 11 (mass) + mySass

1ES

O S1 (8283)

_ T my ToT3 7T9M3 + MaS3
0 S1 0 59853

- noomy _ ro Mg T3 Ms

- 0 S1 i 0 S9 0 S3

w,”
S

Aqui, la igualdad marcada con “x”, esta dada por la definiciéon de bimodulo.
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Definicion 4.10.
Sean Ry S anillos, pMs un bimddulo, definimos el anillo triangular, o anillo

de matrices triangulares, como

R M r
:{ |7"€R,m€]\/[,s€5’}.
0o S 0 s
Observacion.

Es sencillo verificar que, en la notacion de la definicion anterior, los conjuntos
(B0, (%) y (3 2) son subgrupos aditivos de (£ ). Ademds, es fdcil conven-
cersede quer — (£9), s — (8%)ym — () son isomorfismos de grupos
aditivos. Ast, al considerar al anillo triangular como un grupo, este contiene
copias isomorfas de R, M y S. Mds atn, es fdcil comprobar que,

(§%)=(68) @)D 3) dedonde (§4)=RSMSS.

Notacion.

En virtud de la observacion anterior, adaptaremos la siguiente notacion:

R=(§0), M=)y S=(0%)

En términos de la descomposicién que aparece en la observacién anterior, es

posible describir la multiplicacién en (£ %) con la siguiente tabla.

=

© o =®m |~
o o o=
n £ Z2|wn

La tabla se lee de la siguiente manera: La multiplicaciéon por izquierda
se determina leyendo de la tabla de “arriba hacia abajo”, mientras que la

multiplicacién por derecha se determina leyendo de “izquierda a derecha”.
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Proposicion 4.11.

Sea T un anillo triangular, entonces:

= R es un ideal izquierdo de T, M es un ideal bilateral de Ty S es un ideal
derecho de T.
» R @® M es un ideal bilateral de T tal que R@M =Sy Mo S esun ideal

bilateral de T tal que Wes = R.

Demostracion

Observemos que, por la tabla anterior, es inmediato que R es un ideal iz-
quierdo, S un ideal derecho y que M, R® M y M @ S son ideales bilaterales.
Ahora, veamos que - = S.

REBM

Primero, notemos que R & M = (£ 4'), luego, consideremos la funciion

T

Y gem — 9 definida por (%) + (§ 1) = (§7). Observemos que,
i (3 0) + (F4) = (%7%) + (§ ), entonces (™" 570 ) € (§), de

donde, s; = s,. Asi, «y esta bien definida. Ademas. por construccion de v, es

claro que es aditiva, productiva y suprayectiva. Finalmente:

Kery = {(6%)+(69) v (%) +(5%)) =0}

El cual es el cero del dominio. Por lo tanto, v es un isomorfismo. Simétrica-
mente, se comprueba que 5 : M@S — R, definida por

(07%)+ (M) — (59), es un isomorfismo de anillos. n

Observacion.
Usando la definicion y haciendo cdlculos de rutina, es muy sencillo comprobar

que, (§ ') es un R-mddulo izquierdo y (8 %) es un S-médulo derecho.

Una de las mayores virtudes de los anillos triangulares es el buen comporta-

miento de sus ideales, como lo establece la siguiente proposicion.

4.2 Anillos Triangulares
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Proposicion 4.12.

Sea T un anillo triangular.

1. I es un ideal izquierdo de T siy solo si, [ = I, & I, donde I es un ideal

izquierdo de S e Iy es un submddulo de r (R ® M) tal que M I, C I.

2. J es un ideal derecho de T siy solo si, J = J, & Jo, donde J; es un ideal
derecho de Ry J, es un submddulo de (M & S) tal que JyM C Js.

3. K es un ideal bilateral de T siy solo si, K = K; & Ky & K,, donde K, es
un ideal bilateral de R, K, es un ideal bilateral de S'y K, es un submdédulo

de R Msg, tales que K1 M + MKy C K.

Demostracion

1.[=]

Sean [ un ideal izquierdo de T'y (%) € I, entonces ({9)(o7) = (00F) Yy
(O(0™%) =(§9), también son elementos de I. Sean I; = I[N (R® M) e
I, =1INS, entonces I = I, & I,. Ademas, es muy sencillo comprobar que /; es
un submddulo de i (R @& M) e I, es un ideal izquierdo de S. Luego, tenemos
que, MI, = M (INS) CInMC IN(R® M) = I, es decit, M I, C I;. Aqui,
la contencién marcada con “x”, estd dada por lo siguiente: Como [ es un
ideal izquierdo de 7', M1 C [. Por otro lado, M (I N S) C MS C M, ademas,
M({INS)CMICI,dedonde M (INS)CINM.

[<]
Sean /; un submédulo de i (R @ M) e I, un ideal izquierdo de R y con-
sideremos I; @ I,. Sean (7)) € Ty (7 ™)+ (3%) € I, + I, enton-

ces (52)[(57%) + (§.2)) = (75 75") + (§5") = ». Por otro lado, como

!

(%

(7o' ") € I, ademds, por hipétesis, M I, C I;, de donde * € I;. Por lo tanto

m') € I e I; es un submédulo de y (R @ M), tenemos que r(75" ') =

T (I, ® 1) C I & I, es decir, I; © I, es un ideal izquierdo de 7.

2.

Esta demostracion es simétrica a 1.
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3.[=]

Sea K un ideal bilateral de 7. Si (7 ) € K, entonces (7 )(8) = (59),
BNG™) =00y (§7) = (57) = [(53)+ (§2)], también son elementos
de K, Asi, poniendo K1 = INR, Ko = KNMy Ky, = KNS, tenemos
que K = K; & Ky @ K,. De nuevo, la verificacién de que K; es un ideal
bilateral de R, K, es un ideal bilateral de S y K, es un submodulo de
rMs, son simples calculos de rutina. Finalmente, si (;3)()") € KiM y
(5m2)(§ %) € MK,, entonces, como K; es ideal de Ry K, es un ideal de
S, tenemos que (§5)(9"2 ) + (92)(6 o) = (5™ {™*) € L. Por lo tanto,

LM+ MI, C K.

[<]

Sean K un ideal bilateral R, K, un ideal bilateral de S y K, un submodulo
de pMs. Sean ({'7) € Ty x = (U0 + (") +(§1) € K1 @ Ky @ Ko,
entonces (57 )+ = ("5 0)+ (§750) + (§7%2) = (67) + (3740) € Ko y asf,
(6F)*x € K1 & Ky ® K. Por lo tanto, T' (K, & Ky ® Ks) C Ky & Ky @ Kos.

Simétricamete, se demuestra que K; & K, & K5 es un ideal derecho. W
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4.3 Anillos de Valuacidon Discreta

Definicion 4.13.
Si R es un anillo conmutativo con exactamente un ideal mdximo M, diremos

que R es un anillo local.

Lema 4.14.
Sean R un anillo conmutativo y M # R un ideal tal que todo elemento de

R\ M es unidad de R, entonces R es local y M es el tinico ideal mdximo.

Demostracion

Sea [ un ideal propio de R. Como I es un ideal propio, I no contiene unidades,
en consecuencia, (R\ M) NI = (), es decir I C M. Esto es, M contiene a
todo ideal propio de R, de modo que M es el mayor de los ideales propios

de R. [ |

Definicion 4.15.
Sean K un campo y R un subanillo de K. Diremos que R es un anillo de

valuacién de K siparacadaa € K, a € Réa™' € R.

Ejemplo
Si p es un numero primo el anillo Z,) = {” | n,m € Z,p 1 b}, es un anillo de

valuacion de Q.

Definicion 4.16.
Sea K un campo. Una valuacidn discreta en K es una funcién suprayectiva
v: K — Z U {oc}, donde, para toda r € Z, r < oo, de tal manera que, para

cada =,y € K, se cumplen las siguientes propiedades:
1. v(z) =oc0siysdlosi, =0
2. v(zy) =v(z)+v(y)
3. v(x +y) > menor{v(x),v(y)}

Proposicion 4.17.
Sean K un campo y v una valuacién discreta en K. El conjunto V = {a € K |

v(a) > 0} es un anillo de valuacion de K.
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Demostracion

Primero, notemos los siguientes hechos:

1. Por definicién, v(0) = co > 0, de donde 0 € V.

2. Sia € K\ {0}, entonces v(a) = v(1-a) = v(1) + v(a), en consecuencia,
v(l) =0,dedonde 1 € V.

3.0=v(1) =v((-1)-(-1)) = v(—1) + v(—1), entonces v(—1) = 0, de
donde —1 € V.

4. Sia € K\ 0, entonces v(—a) = v(—1) + v(a) = v(a), en consecuencia,
v(—a) =v(a).

5. Sia € K\ {0}, entonces 0 = v(1) = v(a-a™') = v(a) +v(a™t), en

consecuencia v(a~!) = —v(a).

Ahora, para ver que V' es un anillo con las operaciones heredadas de K,
basta demostrar la cerradura de la suma y el producto, pues el resto de las
propiedades, o son heredadas por K, o se encuentran en las primeras cuatro

propiedades de la lista anterior.

= Seana,b € V, entonces v(a),v(b) > 0.Luego, v(a+b) > menor{v(a),v(b)} >

0, esdecir,a +bec V.
= Sean a,b € V, entonces v(a),v(b) > 0. Luego v(a - b) = v(a) +v(b) > 0,

esdecira-beV.

Finalmente, veamos que V' es un anillo de valuacién de K. Sea a € K \ {0},
sia ¢ V, entonces v(a) < 0, v(a™') = —v(a) > 0. Es decir, a=* € V. Por lo

tanto, V' es un anillo de valuacién de K. [ ]

Definicion 4.18.
Sea K un campo y v una valuacion discreta en K. Al anillo de valuacion
V ={a € K | v(a) > 0} le llamaremos anillo de valuacion discreta (AVD)

de K, respecto a v.

Lema 4.19.
Sean K un campo, v una valuacion discreta en K y V el AVD de K respecto a v,

entonces, a € V es unidad de V, siy sélo si v(a) = 0.
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Demostracion

(=]

Si a,a”! € V, entonces v(a),v(a™!) > 0. Luego, como v(a™!) = —v(a), se
sigue que v(a) = 0.

[«<]

Supongamos que v(a) = 0, entonces v(a~') =0, de donde a™! € V. |

Proposicion 4.20.
Sean K un campo y V un AVD de K, entonces V es un anillo local con ideal

mdximo M = {a €V |v(a) > 1}

Demostracion

La demostracién de que M es un ideal de V' es clara. Asi, basta demostrar
que M es maximo y V local. Por el Lema 4.19, tenemos que V* = {a €
K | v(a) =0} =V \ M, de donde, todo elemento de V' \ M es unidad de
V. Finalmente, por el Lema 4.14, V es un anillo local con ideal maximo

M. |

Observacion.
Si K esun campoy V es un AV D de K respecto a una valuacion discreta v,

entonces, por suprayectividad de v, existe t € V tal que v(t) = 1.

Definicion 4.21.

Sea V unAVD y t € V. Diremos que t es un elemento uniformador si, v(t) = 1.

Proposicion 4.22.
Sean V un AVD y t € V un elemento uniformador; entonces, t genera al ideal

mdximo M.

Demostracion

(1) € M]

Como v(t) = 1, entonces (t) es un ideal propio de V. Luego, como M es el
Unico ideal maximo, (¢) C (M).

(M C (2)]

Sea a € M, entonces v(a) > 1. Asi, v(at™) = v(a) —v(t) > 1 -1 = 0,
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de donde at™! € V. Luego, a = (at™')t, es decir, a € (¢). Por lo tanto
M C (t). |

Corolario 4.23.

Si V es un AVD, entonces, el ideal mdximo M, es un ideal principal de V.

Proposicion 4.24.
Sean V un AVD con ideal mdximo M y t un elemento uniformador de V. Si

t' € V es tal que M = (t'), entonces t' es un elemento uniformador de V.

Demostracion

Supongamos que M = (t). Como t es uniformador, entonces ¢t € M, de
modo que existe a € V tal que t = at’. Luego, 1 = v(t) = v (at’) = v(a) +v(t').
Siv(t') > 1, entonces v(a) = 1 —v(t') < 0, lo cual es absurdo, pues a € V.

Por lo tanto v(t') = 1. |

Corolario 4.25.
Sean V un AVD y t € V, entonces t es un elemento uniformador si y sélo si,

M = (t).

Proposicion 4.26.
Sean K un campo, V un AVD de K y t un elemento uniformador de V, entonces
todo elemento a € K \ {0} admite una representacion unica a = ut", donde u

es unidadde V y n € Z.

Demostracion

Primero, recordemos que v es morfismo de grupos abelianos, en consecuencia,
sib e K\ {0}, entonces v(b") = nv(b). Ahora, sean a € K \ {0} y n = v(a),
entonces v(at™") = v(a) — nv(t) = v(a) —n = v(a) — v(a) = 0, de donde
at™"™ € V*. Asi, tomando u = at™", tenemos que a = ut".

Por otro lado, para demostrar la unicidad de dicha representacién, su-
pongamos que a = uit" = uot™, entonces v(uit"™) = v(ust™), de donde
v(ur) + no(t) = v(ug) + mo(t), en consecuencia, n = m. Luego u t" = ust",

asi t" = u; 'ust™, es decir u; 'us = 1. Por lo tanto, n = m y u; = us. [ ]

Lema 4.27.

Sean V un AVD y a,b € V, entonces v(a) < v(b) siy sélo si, b € (a).
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Demostracion

(=]

Sean a,b € V tales que v(a) < v(b), entonces v(b) — v(a) > 0. Equivalente-
mente, v(ba~') > 0, esto es, ba~! € V. Por lo tanto, b = (ba')a € (a).

(<]

Sib € (a), entonces, existe ¢ € V tal que b = ca, luego v(b) = v(c) + v(a) >
v(a). u

Proposicion 4.28.
Sean V' un AVD con elemento uniformador t e ideal mdximo M = (t), entonces,

todo ideal no cero de V es de la forma M™ = (t"), donde n € N U {0}.

Demostracion

Sea I # 0 un ideal de V/, entonces la imagen de 7 \ {0} bajo la valuacién
v,v[I\ {0} ={k €e NU{0} | Kk =wv(a),a € I\ {0}}, es un subconjunto no
vacié de NU {0}, de modo que admite un elemento menor, digamos n. Sea
a, € I\ {0} tal que v(a,) = n. Afirmamos que I = M". En efecto:

M C ]

Por la Proposicion 4.26, existe u € V*, tal que a,, = ut", entonces t" = u"'a,,
de modo que ¢" € [. Por lo tanto, M" = (") C I.

[I € M"]

Sea b € I, por la elecciéon de a,, se tiene que n = v(t") = v(a,) < v(b), asi,

por el Lema 4.27, b € (¢*). Por lo tanto, I C M" |

Proposicion 4.29.
Sean K un campoy V un AVD de K.
1. V es un dominio entero.
2. K es el campo de cocientes de V.
Demostracion
1. Sean a,b € V tales que ab = 0, entonces co = v(ab) = v(a) + v(b). En
consecuencia, v(a) = oo 6 v(b) = co. Por lo tanto, a = 06 b = 0.

2. Primero, notemos que, en virtud de que VV C K, basta demostrar que,

para todo elemento a € K \ {0}, existe b € V' \ {0} tal que ab € V. Pues
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de ser asi, poniendo r = ab, tenemos que ; = rb~! = a € K. Es decir,
todo elemento de K \ {0}, puede ser expresado como el cociente de
elementos de V. Asi, sea a € K\ {0}. Como V es de valuacion, entonces

acVbda'teV.SiaeV, entoncesaa € V.Siaa ' =1€V.

Proposicion 4.30.
Sean K un campo y V un AVD de K, entonces, los submddulos de v Ky (es decir,
los V-submddulos de K) estdn completamente ordenados por la contencidn de

conjuntos.

Demostracion

Sean N, M V-sumbmoddulos de K. Supongamos que N ¢ M, entonces
N\ M # (). Notemos que N \ M # {0}, pues de lo contrario, 0 ¢ M, lo cual
es absurdo. Asi, seana € (N \ M)\ {0} yb € M. Veamos que b € N. Sib =0,
trivialmente b € N. Si b # 0, consideremos ba~!. Como V es de valuacién,
ba=t € Véab !t € V.Siab™! € V, entonces a = (ab™1)b € M, lo cual es
una contradiccién, pues a € N \ M. En consecuencia, ba~! € V, de donde

b= (ba~')a € N Por lo tanto, M C N. |

Lema 4.31.
Sean K un campo, V un AVD de K y t un elemento uniformador de V, entonces

K= U Vit

nez
Demostracion
Sea K’ = |J Vt". Es claro que K’ C K, asi que demostraremos la otra
contenciéni1€Z
Seax € K\{0}.Como V esde valuacién,z € V627! € V.Siz € V, entonces
r e Vt' C K'.Siz™! € V, por la Proposicion 4.26, existen u € V*y j > 0

tales que 2! = ut’, entonces x = u~ 't 7. Porlotantox € V& C K’. N

Teorema 4.32.
Sean K un campo, V un AVD de K y t un elemento uniformador de V. Si M es
un V-submddulo de K, entonces M =00 M =K 6 M =Vt",conn € Z.
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Demostracion

Sea M un V-submddulo propio y no cero de K. Afirmamos que existe m €
Z tal que M C V™. En efecto: Supongamos, con el fin de obtener una
contradiccion, que para toda n € Z, Vt" C M. Asi, por el lema anterior,
K= LGJZ Vit C M, de donde K = M, lo cual contradice la hipétesis de que

M es propio. Luego, sea m € Z con dicha propiedad. Tenemos los siguientes

dos casos:

1. Sim > 0, M es un ideal de V/, asi, por la Proposicién 4.28, existe j > m
tal que M = Vt/.
2. Sim < 0, entonces M = Mt™™ C (Vt™)t~™ =V, de donde M es un

ideal de V. Por un razonamiento idéntico al de 1., se tiene el resultado.

Corolario 4.33.
Si t es un elemento uniformador de V, entonces Vit > Vi? > Vi3 > ... es una
cadena infinita y estrictamente descendente de V-submddulos de K. De donde,

K no es artiniano como V-maddulo.

Demostracion

Sea t un elemento uniformador de V.

» Siz € V', entonces existe r € V tal que x = rt'*!, en consecuencia,
r=(rt)t' e Vt'.

= Supongamos, con el fin de obtener una contradiccion, que existe j € N
tal que Vtj = Vt/*1. Consideremos 1 -t/ € Vt/. Como Vtj = V',
existe r € V tal que #/ = rt/*1. En consecuencia, v (/) = v (rt/*1), es

decir j = v(r) + (j + 1), de donde v(r) = —1, es decir, » ¢ V, lo cual es

absurdo.
Por lo tanto Vit > Vi? > V3 > ... es una cadena infinita y estrictamente
descendente de V-submddulos de K. |
Corolario 4.34.

Todos los V-submddulos propios y no cero de K, son isomorfos.
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Demostracion
La funcién a : Vt" — V™, definida por at™ — at™ es un isomorfismo de

V-médulos. [ |

Lema 4.35.
Sean D un dominioy K # D el campo de cocientes de D, entonces, K no es

neteriano como D-mddulo.

Demostracion
Como D # F, D no es un campo, pues I’ es el menor de los campos en

el cual es posible encajar a D. Asi, existe d € D tal que d ¢ D*, de donde

1

o> conn € N.

1 € F\ D. Luego, consideremos la familia de D-médulos D

= Veamos que paratodai € N, D3; C D-A+: Siz € D, existe r € D tal

que x = r+ = = entonces xd’ = r, asi xd'*! = rd, en consecuencia,

d di>

T = df% € Ddi—il.

= Veamos que las contenciones son propias: Supongamos, con el fin de
obtener una contradiccion, que existe ; € N tal que D% = de—ﬂl.
Entonces, existe ¢ € D tal que ¢4 = ', de donde cd’*! = d’, pero D

es dominio, en consecuencia cd = 1, es decir, ¢ € D*, lo cual es absurdo.

Asi, DX C D4 C D4 C --- es una cadena infinita y estrictamente ascenden-

te de submoddulos de K. Por lo tanto, p K no es neteriano. [ ]

Corolario 4.36.
Sean K un campo y V un AVD de K, entonces, K no es neteriano como V-

madulo.

Demostracion
Por la Proposicién 4.29, K es el campo de cocientes de V. Por el lema anterior,

K no es neteriano como V-modulo. [ |

Observacion.
Sean K un campoy V un AVD de K. De todos los resultados obtenidos en esta

seccion, es importante resaltar los siguientes tres hechos:

1. K no es artiniano como V-mddulo.

4.3 Anillos de Valuacion Discreta
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2. K no es neteriano como V-mddulo.

3. Todos los V-submddulos propios y no cero de K, son isomorfos entre si.
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Moddulos isoartinianos,

Isoneterianos e isosimples

5.1 Definiciones y Primeros Resultados

Una pregunta que deberfa resultar bastante natural en Algebra es ¢qué pasa si
sustituimos esa igualdad por un isomorfismo?. En esta tesis, siguiendo a Zahra
Nazemian y Alberto Facchini en [1], estudiamos moédulos con condiciones de
cadena hasta isomorfismo, es decir, en los conceptos de mdédulos neteriano,
artiniano y simple, sustituimos la igualdad de las condiciones de cadena por

un isomorfismo.

Definiciéon 5.1.

Sea M un R-Moddulo izquierdo.

1. Diremos que una cadena ascendente A; < Ay < A3 < --- de submddulos
de M se estaciona hasta Isomorfismo siy solo si, existe n € N tal que
para cada i > n, se tiene que A; = A,.

2. Diremos que una cadena descendente A; > Ay > A3 > --- de submddulos
de M se estaciona hasta Isomorfismo siy solo si, existe n € N tal que

para cada i > n, se tiene que A; = A,.

Definicion 5.2.

Sea M un R-Moddulo izquierdo.

1. Diremos que M es Isoneteriano siy solo si, toda cadena ascendente A; <
Ay < Az < --- de submddulos de M, se estaciona hasta isomorfismo.
2. Diremos que M es Isoartiniano si y solo si, toda cadena descendente A; >

Ay > Az > ... de submddulos de M, se estaciona hasta isomorfismo.
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3. Diremos que M es Isosimple si y solo si, M # 0y M es isomorfo a todos

sus submadulos no cero.

Observacion.

» Simétricamente se definen los conceptos de R-mddulos isoneterianos, iso-
artinianos e isosimples derechos.

» Fs muy sencillo verificar que si M es un mddulo neteriano, artiniano o
simple, entonces M es un mddulo isoneteriano, isoartiniano o isosimple,
respectivamente.

= Andlogamente al caso cldsico, si M es isosimple, entonces M es isoarti-
niano e isoneteriano.

= Fs claro que las propiedades de ser isoneteriano y ser isoartiniano, son

heredadas por submddulos.

A continuacion, presentaremos un ejemplo sencillo y continuaremos con
el desarrollo de la teoria, pues los siguientes resultados nos proveeran de

ejemplos mas elaborados e interesantes.

Ejemplo 5.3.
Pese a su sencillez, el modulo Z7 presenta una serie de propiedades interesantes

con respecto a las definiciones anteriores.

= Sin # 0 es un numero entero, entonces la funcion « : Z — nZ, definida
por z —— nz, es un isomorfismo de Z-Mddulos, de modo que Zj es
isomorfo a todos sus subddulos no cero, por lo tanto, es isosimple.

= Como Zg es neteriano (isosimple), entonces es isoneteriano.

= Como Zgz es isosimple, entonces es isoartiniano. Si embargo, recordemos

que 7z no es artiniano, de modo que es isoartiniano y no artiniano.
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Definicion 5.4.

Sean M un R-Mddulo izquierdo y I" una familia no vacia de submddulos de M.

1. Siexiste Ay € I' con la propiedad [si A € I y Ay < A ,entonces A = Ay,
diremos que Ay es un elemento isomdximo de I" y que " admite un
elemento isomdximo.

2. Siexiste Ay € I' con la propiedad [si A € 'y A < Ay ,entonces A = Ay,
diremos que A, es un elemento isominimo de I" y que I" admite un

elemento isominimo.

Teorema 5.5.

Sea M un R-Mddulo izquierdo.

1. M es isoneteriano siy solo si toda familia no vacia de submddulos de M,

admite un elemento isomdximo.

2. M es isoartiniano siy solo si toda familia no vacia de submddulos de M,

admite un elemento isominimo.

Demostracion

Probaremos la equivalencia 1, la equivalencia 2 se sigue dualmente.

[=] [Por contradiccion]

Supongamos que M es isoneteriano y sea I' una familia no vacia de submddu-
los de M que no admite elemento isomdaximo. Primero observemos que, como
" # (), por el Axioma de Eleccion, existe una funcién f : P (T') \ {0} — T tal
que, para cada A € P(I')\ {0}, f (A) € A. Luego, como I" no admite isomaxi-
mo, entonces, para cada A € ', el conjunto Ay = {A' € T | A< A yA¥ A’}
es no vacio. Asi, paracada A € T, f (A4) € A4, es decir, para cada A € T,
podemos elegir A’ € I' con la propiedad [A <AyAZ A’]. Finalmente,
sea Ay € T fijo, por lo anterior, podemos formar la cadena ascendente
Ag < Ay < (AE))/ < ---, la cual contiene una infinidad de miembros no iso-
morfos, pero esto contradice el hecho de que M es isoneteriano. Por lo tanto,
toda familia no vacia de submddulos de M, admite un elemento isomaximo.
<]

Supongamos que cualquier familia no vacia de submddulos de M admite un

5.1 Definiciones y Primeros Resultados
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elemento isomaximo y sea A; < A, < A3 < --- una cadena ascendente de
submddulos de M. Consideremos la familia I' = {A; | i = 1,2,3,...}, por
hipdtesis, existe A, € I' tal que para todo A; € I con A, < A;, se tiene que
A; = A,. Equivalentemente, existe £ € N tal que, para toda i > k, A; = Ay.

Por lo tanto, M es isoneteriano. [ |

Proposicion 5.6.

Sea M un R-Mddulo izquierdo no cero.

1. Si M es isoartiniano, entonces M contiene un submddulo isosimple.

2. Si M es isoneteriano y no es simple, entonces M contiene un submddulo
propio y no cero N, tal que N es isomorfo a todos los submodulos propios

de M que lo contienen.

Demostracion

[1]

Sea M un R-Moddulo isoartiniano y consideremos la familia no vacia I' =
{A < M | A# 0}. Por el teorema anterior, I' admite un elemento isominimo,
esto es, existe N < M tal que N # 0y paratodo(0 # L < N, N = L, es decir,
N < M es isosimple.

[2]

Sea M un R-Mddulo isoneteriano y no simple y consideremos la familia no
vacial' = {A < M | A # 0}. Por el teorema anterior, I" admite un elemento
isoméaximo, esto es, existe N < M tal que N # 0y paratodo N < L < M,
N = L, es decir, N es isomorfo a todo submdédulo propio de M que lo

contenga. |

Proposicion 5.7.
Sea M un R-Mddulo izquierdo. Si M es isosimple, entonces M es ciclico, nete-

riano y uniforme.

Demostracion
Sean M un R-Mdédulo isosimple y m € M\{0}, entonces Rm es un submoédulo
no cero de M, de donde M = Rm, de modo que M es ciclico.

Ma4ds aun, como para todo A < M con A # 0, se tiene que A = M, entonces

Capitulo 5 Mddulos isoartinianos, isoneterianos e isosimples



todo submoddulo no cero de M también es ciclico. De lo anterior, se sigue
que todo submddulo de M es finitamente generado, en consecuencia, por el
Teorema 3.80, M es neteriano.

Luego, por la Proposiciéon 3.98, como M es neteriano, todo submddulo
no cero de M, contiene un submoddulo uniforme. Finalmente, como M es
isosimple y, por el Lema 3.99 , la propiedad de ser uniforme es invariante

bajo isomorfismo, M es uniforme. [

5.1 Definiciones y Primeros Resultados
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5.2 Condiciones Bajo las Cuales

Equivalen Simple e Isosimple

Como observamos justo después de la definicién de mddulos isosimples, todo
R-Mddulo simple, es isosimple; de modo que, una pregunta natural es ¢bajo
qué condiciones los conceptos son equivalentes?

A continuacién, presentaremos un par de proposiciones que responden a

dicha pregunta.

Proposicion 5.8.
Si M un R-Mddulo izquierdo. Si M es isosimple, entonces, M es simple siy solo

si, M es artiniano, siy solo si, M contiene un submaodulo simple.

Demostracion

1= 2]

Si M es simple, es artiniano.

2 = 1]

Supongamos que M es artiniano y consideremos la familia
'={A<M|0< A< M}.Observemos que I" # (), pues M € T'. Luego,
como M es artiniano, existe Ay € I' elemento C-minimo. Ademads, como
M es isosimple, existe « : Ay »—— M isomorfismo. Sea 0 < B < M,
entonces o ! [B] € T'ya~! [B] < Ay, pero Ay es elemento C-minimo de T, de
modo que o~ ! [B] = Ay, o equivalentemente M = B. Por lo tanto, el unico
submodulo no cero de M, es M, es decir, M es simple.

1< 3]

Recordemos que la propiedad de ser simple es invariante bajo isomorfismo,

de modo que M es simple si y sélo si contiene un submoédulo simple. W

Recordemos que un anillo es semiartiniano (izquierdo) si, todo R-mddulo no
cero rp M, tiene soclo no cero, es decir, Soc(M) = > {A < M | A es simple} #
0.
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Proposicion 5.9.
Sea R un anillo semiartiniano. Si M es un R-Mddulo isosimple, entonces M es

simple.

Demostracion

Primero observemos que, como M es isosimple, M # 0. Luego, como M es
semiartiniano, entonces Soc (M) # 0. De modo que el conjunto {A < M |
A es simple} # (), es decir, existe A < M simple. Finalmente, como M es

isosimple, M =2 A', por lo tanto, M es simple. [

Teorema 5.10.
Sean R un anillo conmutativo Von Nuemann Regular y M un R-Mddulo izquier-

do. Si M es isosimple, entonces M es simple.

Demostracion
Sea M un R-Moddulo isosimple. Por la Proposicion 5.7, M es uniforme, en
consecuencia M es inescindible. Luego, como R es V.N.R. y M es inescindible,

por el Teorema 4.8, M es simple. [

Es importante comentar que aun no se cuenta con suficiente informacién
sobre la cerradura de las clases de mddulos isoartinianos, isoneterianos e
isosimples bajo sumas directas. Sin embargo, como veremos a continuacion,
podemos responder la pregunta {qué tipo de mdédulo hay que sumarle a un
modulo isoneteriano (isoartiniano) para que la suma directa sea isoneteriano

(isoartiniano).

Teorema 5.11.
Sean N un R-Mddulo isoneteriano (isoartiniano) y M un R-Mddulo proyectivo

e isosimple, entonces N & M es isoneteriano (isoartiniano).

Demostraciéon

Presentaremos la demostracion para el caso isoneteriano, pues el caso isoarti-
niano se sigue dualmente.

SeaT), < T, < Ty < ... una cadena ascendente de submodulos de N & M.

Paracadai=1,2,3,..., consideremos la restriccion (y correstriccion)

5.2 Condiciones Bajo las Cuales Equivalen Simple e Isosimple
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Imp; |
pi = 7TMT- v

7

T; — Imp; . Notemos que, para cada i = 1,2,3,...,
Imp; < M, el cual es isosimple, de modo que Imp; = 0 6 Imp; = M. Si
Im p; = 0, entonces es trivialmente proyectivo. Por otro lado, si Imp; = M,
en virtud de que la propiedad de ser proyectivo se preserva bajo isomor-
fismo, Im p; es proyectivo. En cualquier caso, p; se escinde, es decir, existe
g; . Imp; »—— T; inversa derecha de p;. Asi, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo.

Ds

Im p;

Asi, por el Corolario 3.44, como ly,,,, es un isomorfismo, tenemos que
T; = Kerp; ® Imp,. Ahora, como 77 < T, < T3 < --- es una cadena as-
cendente de submoddulos de N & M, por construccién de p;, tenemos que
Ker p; < Kerpy < Kerps < --- es una cadena ascendente de submddulos de
N, el cual es isoneteriano, en consecuencia, existe j € N tal que para toda
i > j, Kerp; = Kerp;. Luego, tenemos los siguientes dos casos.

[Caso 1]

Supongamos que para toda ¢ = 1,2,3,..., Imp; = 0, entonces para toda
1=1,2,3,..., Ime; = 0. En consecuencia, lacadena T} <71y, < T3 < ---, se
simplifica a la cadena Ker p; < Kerp, < Kerps < ---, la cual, por lo anterior,
se estabiliza hasta isomorfismo.

[Caso 2]

Supongamos que existe £ € N tal que Imp, = M. Seaa: M »—— Impy
un isomorfismo y consideremos la correstriccion e, [™¢ : Impp »— Imey, ,

de modo que M = Im ¢, y en consecuencia T, = Ker p, ®Im e, = Ker p, & M.
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[Afirmacion]

Si existe k € N tal que Im p, = M, entonces, para toda i > k, Im p; = M.

En efecto. Supongamos que ocurre lo contrario, es decir, existe iy > k tal
que Imp,;, 2 M. Como M es isosimple, entonces Im p;, = 0, en consecuencia,
la relacién T}, < T;, implica la relacién Ker p; & Ime;, < Kerp;,. Aplicando
pi, €n la relacién anterior, obtenemos que Ime;, < 0, asi M = Ime, = 0. De
donde M = 0, lo cual es absurdo, pues M es isosimple.

Finalmente, si ky = menor {k € N | Im p;, = M}, entonces, para toda i < ko,
Imp, = 0. Finalmente, sea n = mayor {j, ko }, entonces, para toda i > n,

tenemos que T; = Ker p; & M. Por lo tanto, N & M es isoneteriano. [ |
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5.3 Anillos Isoartinianos e Isoneterianos

Algunas de las propiedades y ejemplos mas interesantes de los conceptos
de isoartiniano e isoneteriano se encuentran al dotar a los anillos de dichos

conceptos.

Definicion 5.12.

Sea R un anillo.

1. Diremos que R es isoneteriano izquierdo (derecho), si pR es isonete-

riano (si Rp es isoneteriano).

2. Diremos que R es isoartiniano izquierdo (derecho), si rR es isoarti-

niano (si Ry es isoartiniano).

Proposicién 5.13.

Sea D un dominio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. D es un DIPI.
2. pD es isosimple.

3. D es isoartiniano izquierdo.

Demostracion

1= 2]

Sean D un DIPI y Da un ideal izquierdo. Consideremos la funcion

¥ : D — Da definida por d — da. Veamos que v es isomorfismo de D-

Moddulos.

1. Es claro que v esta bien definida y es suprayectiva.

2. Sean d, d,,d, € D, entonces

Y (d((di+do)) = (d(di + do)) a = dip(dy) + dip(da).
De modo que v es morfismo de D-Méddulos.
3. Kerpy={deD|y(d)=0}={de D |da=0} =x
Ahora, como D es un dominio, no contiene divisores del cero, asi x = 0.

De modo que v es monomorfismo.
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Por lo tanto, p D es isosimple.

2 = 1]

Supongamos que pD es isosimple. Por la Proposicién 3.98, todo submodulo
de pD es ciclico, es decir, todo ideal izquierdo de D, es principal. Por lo tanto,
D es un DIPL

2 = 3]

Supongamos que p D es isosimple, entonces p D es isoartiniano, es decir D
es isoartiniano izquierdo.

[3 = 2]

Supongamos que D es isoartiniano izquierdo, entonces, por el Teorema
5.5, existe L. < D isosimple. Sea a € L\ {0} y consideremos Da < L.
Como L es isosimple, existe « : Da »—— L isomorfismo. Por otro lado,
consideremos el isomorfismo ¢ definidoen [1 = 2],asivo®): D »=— L

es un isomorfismo. Por lo tanto D es isosimple. |

El siguiente teorema serd una herramienta de mucha utilidad en la gene-
racion de ejemplos mas interesantes (en anillos) de las propiedades de ser

isoartiniano e isoneteriano.

Teorema 5.14.

Sean R, S anillos y p Ms un bimédulo.

1. Elanillo T = (£ %), es isoneteriano izquierdo (respectivamente, isoarti-
niano izquierdo), siy solo si, los mddulos g (R & M)y sS, son isoneteria-
nos (respectivamente, isoartinianos).

2. Elanillo T = (£ ), es isoneteriano derecho (respectivamente, isoarti-
niano derecho), siy solo si, los médulos (M @ S) 4y R, son isoneterianos

(respectivamente, isoartinianos).

Demostraciéon

Se hard la demostracion para el caso isoneteriano izquierdo, pues el caso
isoartiniano izquierdo se sigue dualmente. El caso isoneteriano derecho se
obtiene simétricamente al caso isoneteriano izquierdo, haciendo las sustitu-

ciones adecuadas y usando 2. de la Proposicién 4.12.

5.3 Anillos Isoartinianos e Isoneterianos
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(=]

Supongamos que 7' es isoneteriano izquierdo. Sea A; < A; < A3 < ---
una cadena ascendente de submddulos de ¢.S. Por 1. de la Proposicion 4.12,
tenemos que 0 + A; < 0+ A; < 0+ A3 < ---, es una cadena ascenden-
te de ideales izquierdos de T, asi, existe n € N, tal que para toda ¢ > n,
0+ A; = 0+ A, es decir, para toda i > n, A; = A,. Por lo tanto, ¢S es
isoneteriano. Simétricamente se demuestra que g (R & M), es isoneteriano.
(<]

Supongamos que r (R @& M) y ¢S son isoneterianos. Sea I} < I, < [3 < ---
una cadena ascendente de ideales izquierdos de 7'. Por 1. de la Proposicion
4.12, paracada j =1,2,3,..., [; = H; @ K, donde K es un ideal izquierdo
de Sy H; es un submddulo de z (R @& M), tal que K;M < H,.

Ahora, sea g : T > S la proyeccidn candnica y notemos que, para cada
i=1,2,3,..., mg[l;] = K;. Luego, como gS es isoneteriano, al considerar la
cadena K; < Ky < K3 < ---, existe |l € N tal que paratodai > [, K; = K.
Similarmente, sea wrgy : T —— R @ M la proyeccidn candnica, y obser-
vemos que para cada j = 1,2,3...., mren [[;] = H,. En consecuencia, si
consideramos la cadena H; < H; < H; < ---, existe m € N tal que para
toda i > m, H; = H,,. Finalmente, sea n = mayor {m, [}, entonces, para toda
i>n, K; 2 K,y H; £ H,, en consecuencia, H; & K; = H, & K,. Por lo

tanto, 7' es isoneteriano. |

Ejemplo 5.15.

Recordemos que el Z-mddulo Z,~ es artiniano derecho, de donde Z,~ es iso-
artiniano derecho. Luego, como Zjz es isosimple y proyectivo, por el Teorema
5.11, tenemos que Zy,~ @ Z es isoartiniano derecho, ast, por el teorema anterior,

T = (% ZPZ‘X’ ) es isoartiniano derecho.

Ejemplo 5.16.

Sean K un campoy V un AVD de K. Por la observacion al corolario 4.36, v K
no es neteriano ni artiniano, pero todos los submaodulos propios y no cero de y K,
son isomorfos entre si, de modo que y K es isoartiniano e isoneteriano. Ademads,

el anillo T = ('} &) es isoartiniano izquierdo.
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5.4 Otros Resultados Importantes

Proposicién 5.17.
Si M un R-mddulo izquierdo, uniserial e isosimple, entonces existe un isomor-

fismo de orden entre (6(M))” y w*, donde A\ = Kdim(M).

Demostraciéon

Sea M un R-moédulo uniserial e isosimple. Como M es isosimple, por la
Proposicién 5.7, M es neteriano. Asi, como M es uniserial y neteriano,
(6(M))? es un conjunto bien ordenado, de donde, existe un isomorfismo de
orden entre (§(M))” y algtin ordinal . Equivalentemente, o« es isomorfo
(como copo) a 6(M). Sea w*'n; + - -- + wn,; la Forma Normal de Cantor
de «, por el Corolario 3.96 Kdim(M) = \;. Por otro lado, como M tiene
dimension de Krull, por el Teorema 3.89, admite un submodulo critico, pero
es isosimple, de modo que M es en si mismo, critico. En particular, M es

\;-critico. De nuevo, por el Corolario 3.96, a = w™. [ |

Teorema 5.18.
Todo R-mddulo isoartiniano M, contiene un submddulo esencial que es la suma

directa de mddulos isosimples.

Demostracion

Sea (2 el conjunto de todas las familias de submddulos isosimples de M cuya
suma es directa. Observemos que, como M es isoartiniano, por la Proposicion
5.6, existe S < M isosimple, de modo que {S} € 2 # &. Sea C una cadena
en (2 y consideremos |JC. Es claro que |JC es una cota superior de C, mas
aun, si / es un conjunto de indices para |JC, tenemos que, para toda j € I,
SiN > = 0, pues cada elemento de C tiene dicha propiedad y estdn
encaﬁé\éél}dos. Asi, por el Lema de Zorn, existe W = {S) | A € A} familia
maxima. Veamos que S = @ S\ <. M. Supongamos lo contrario, es decir,
existe 0 # A < M tal que § EA\A = 0. Como M es isoartiniano, A también lo
es, de modo que existe A’ < A isosimple. Como A’ < Ay AN S = 0, tenemos

que A'N S = 0. En consecuencia, W U {A’} es una familia de submdédulos

5.4 Otros Resultados Importantes
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isosimples de M cuya suma es directa y contiene propiamente a W, pero esto
es una contradiccidn, pues W es una familia mdxima con dicha propiedad.

Por lo tanto S <., M. |

Proposicion 5.19.
Sea M un R-mddulo isoartiniano finitamente generado. Si M = M @ N para

algun R-mddulo N, entonces N es neteriano.

Demostracion

Supongamos que N no es neteriano, entonces, existe N; < N que no es
finitamente generado. Luego, como M = M & N, existe K; < M tal que
K; =2 M & N;. Notemos que K no es finitamente generado. Luego, como
Ki = M@ Ny, existe Ky, < K tal que Ky = M. Después, como Ky = M =
M@ N existe K3 < M tal que K3 = M @ N,, de nuevo K3 no es finitamente
generado. Continuando de esta manera, obtenemos una cadena descendente
M > K, > Ky > K3 > --- de submoddulos de M, donde:

M, sijes par

M & N,, sijesimpar

Como M es isoartiniano, existe n € N tal que paratodai > n, K; = K, y

tenemos los siguientes dos casos.

= Sin es par, entonces M = K, = K,;1 =& M& Ny, lo cual es una
contradiccion, pues M es finitamente generado.
= Sin es impar, similarmente tenemos que, M PN, = K, = K, .1 = M,

lo cual es absurdo.

En consecuencia, todo submdédulo de NV es finitamente generado. Por lo tanto

N es neteriano. u
Un famoso teorema de Hopkins [2, Teorema 15.20] establece que un anillo

artiniano derecho es neteriano derecho. De modo que conviene preguntarse si

esta implicacidn se preserva con los conceptos de isoartiniano e isoneteriano.
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Como veremos a continuacion, la respuesta es negativa.

Teorema 5.20.

Todo R-mddulo isoneteriano M, tiene dimension uniforme finita.

Demostracion[Por contradiccion]

Sea M un R-mdédulo isoneteriano y supongamos que Udim(M) = oo, en-
tonces, por el Lema 3.101, M contiene una suma directa infinita de sub-
moédulos no cero, digamos @1 M; < M. Por el Axioma de Eleccion, para
cada i € N, podemos elegirl6 #+ a; € M;. Luego, como M es isoneteriano,

(o)
@ Ra; < M, también es isoneteriano. Consideremos la cadena ascendente
=1

oo
Ra; < Ra; @ Ray < --- de submddulos de @ Ra;, entonces, existe n € N tal
=1

que Ray & --- & Ra, = Ra, & --- & Ra,, ® Ra,1.

[Afirmacion]
Existe j; € {1,...,n} tal que Ra;, no es neteriano. En efecto: Supongamos lo
contrario, es decir, que para toda j € {1,...,n}, Ra; es neteriano, entonces

n
@ Ra; es neteriano. Por otro lado, es claro que cada Ra; es proyectivo, asi,
=1

n n
por el Teorema 3.75 @ Ra; es proyectivo. En consecuencia, @ Ra; es hop-
i—=1 =1

! n
fiano y proyectivo. Luego, por el Corolario 3.105, @1 Ra; es Dedekind-finito,
i
de donde Ra,,; = 0, lo cual es absurdo, pues a,, .1 # 0.
Sea b; = a;, y observemos que ' % X Ra; < M es isoneteriano, asi, por un
1=n-+
argumento idéntico al anterior, existe j, > n + 1 tal que Ra;, no es neteriano.
Sea b, = a;,. Continuando recursivamente con este proceso, conseguimos
una sucesion by, by, ... de elementos de M tal que, %1 Rb; es isoneteriano
=
pero cada Rb; no es neteriano.
Finalmente, para cada i € N, sea K; un submddulo de Rb; que no sea finita-
mente generado y consideremos la siguiente cadena ascendente de submodu-

los de @RblK1SRblSRbl@KQSRbl@RbQSRbl@RbQ@KgS
=1

12

o0

Como @ Rb; es isoneteriano, existe nog € N tal que Rb; & --- & Rb,,
i=1

Rby ® --- ® Rb,, ® K,,+1, lo cual es una contradiccion, pues K, i no es

finitamente generado. [

5.4 Otros Resultados Importantes
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Ejemplo 5.21.

Sean K un campo y V un espacio vectorial sobre K con dimension numerable
y sea R = (X ¥). Por la Proposicién 4.12, todo ideal derecho de R es de la
forma I = J; ® Jo, donde J; es un ideal derecho de K (J; = 06 J; = K)
yJo < (Ve K), tal que V< J,. Ast, los ideales de R son R o copias de
submddulos de (V @ K),.. Sea Iy > I, > I3 > --- una cadena descendente
infinita de ideales distintos de R. Al ser distintos, para toda i € N, J;, = 0,
es decir, todos son copias de submddulos de (V & K'),.. Notemos que todos los
miembros de la cadena tienen dimension numerable, pues pues si alguno tuviera
dimension finita, la cadena terminaria. Ast, todos los elementos de la cadena son
subespacios vectoriales con dimensién numerable de (V & K),., de donde, todos
son isomorfos como K-mddulos y por lo tanto, como R-mddulos. Finalmente,
como Vj, tiene dimension numerable, Udim (V') = oo, de donde Udim(R) = .
Por lo tanto, R no es isoneteriano. En conclusion, R es isoartiniano y no es

isoneteriano.

Capitulo 5 Mddulos isoartinianos, isoneterianos e isosimples



5.5 El Anillo de Endomorfismos de un

Modulo Isosimple

En esta seccion, todos los R-mddulos son derechos. Recordemos que si M y
N son R-moédulos simples, entonces, para todo f € Hompg (M, N), se tiene
que f es el morfismo cero o un isomorfismo. Asi, el Lema de Schur [9, 20.6,
pag. 168], establece que el anillo de endomorfismos de un médulo simple, es
un anillo con divisién. Con este lema en mente, esta seccion esta dedicada
a la estructura del anillo de endomorfismos de un moédulo isosimple y al

estudio de sus ideales principales.

Lema 5.22.
Todo endomorfismo no cero, ¢ : M — M de un R-mddulo isosimple, es

monomorfismo.

Demostracion

Sean M un R-mddulo isosimple y f € Endz(M) con f # 0, entonces
fIM] = M. Sea ¢ : f[M] »— M un isomorfismo y consideremos el
epimorfismo f//IM . M ——— f[M] , entonces pf/M € Endz(M) es un
epimorfismo. Ahora, por la Proposicién 5.7, como M es isosimple, entonces
es neteriano. Asi, por el Lema 3.82, ¢ fI/I™] es un isomorfismo. Finalmente,

por la Proposicién 3.39, Ker(fI/IM]) = 0, por lo tanto, Ker(f) = 0. u

Proposicion 5.23.

El anillo de endomorfismos de un R-mddulo isosimple es un dominio.

Demostracion

Sean M un R-mddulo isosimple y f,g € Endgr(M) tales que fg = 0. Su-
pongamos que f, g # 0. Por el lema anterior, f y ¢ son monomorfismos, en
consecuencia fg es monomorfismo, de donde Ker fg = 0, pero fg = 0, asi
M = Ker fg = 0, lo cual es una contradiccion, pues M es isosimple. Por lo

tanto, f =06 g = 0, es decir, Endg(M) es un dominio. [ |

5.5 El Anillo de Endomorfismos de un Mddulo Isosimple
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Teorema 5.24.
Si M es un R-mddulo isosimple, entonces M es critico y su anillo de endomorfis-

mos es un dominio Ore derecho.

Demostracion

Sea M un R-médulo isosimple. Notemos que M es compresible, pues M es
isomorfo a todos los submoddulos no cero de N, de modo que todo submdédulo
no cero de M, contiene una copia de M. Ademads, por la Proposiciéon 5.7, M
es neteriano y en consecuencia, admite dimensién de Krull. Asi, por el Lema

3.95, M es critico y Endg(M) es un dominio Ore derecho. |

Sea My un R-mdédulo isosimple derecho y consideremos las siguientes nota-
ciones: Frp = Endg(M), es el anillo de endomorfismos de My considerado
como Endg(M)-mddulo. §(Mg) es la reticula de submédulos de Mg, 6(Eg)
es la reticula de ideales derechos de End(Mpg) y 6,(EE) es el conjunto par-

cialmente ordenado de los ideales principales derechos de E.

Proposicion 5.25.

Sea My un R-mddulo isosimple, entonces, 6,(Eg)y d(Mg) son copos isomorfos.

Demostracion

Sea My un R-mdédulo isosimple derecho y consideremos la relacién

® : 0,(Eg) — §(Mpg) definida por fE — f[Mg].

(1) Veamos que ® es funcion.

Sean f,g € Eg tales que fFE = gFE. Debemos demostrar que f[M] = g[M].
Como f € gF, existe h € E tal que f = gh. Sea = € f[M], entonces existe
y € M tal que x = f(y) = (gh)(y) = g (h(y)), de donde, = € g[M], es decir,
f[M] < g[M]. Como g € fE, simétricamente se demuestra que g[M]| < f[M].
Por lo tanto, ® es funcién.

(2) Notemos que ¢ es un morfismo de copos, pues por (1), si fE < gF,
entonces f[M] < g[M].

(3) Veamos que P es suprayectiva.

Sea N < M, si N = 0, entonces ¢ (0F) =0 = N.Si N # 0, como M es iso-

simple, existe un isomorfismo f: M »—— N . Consideremos la inclusion,
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i: N — M ynotemos que if : M »—— M es un endomorfismo de M
con imagen N. Por lo tanto, ¢ (ifE) = (if)[M] = N.

(4) Veamos que @ es inyectiva. Primero, notemos que la proposicion
(P(fE)=P(gF) = fE = gF) es equivalente a la proposicion

((fE) < ®(gE) = JE < gE) A (®(fE) > B(¢E) = [E > gE)].

Basta demostrar el primer miembro de la conjuncién anterior, pues el segun-
do miembro se obtiene simétricamente. Sean f, g € E tales que f[M] < g[M].
Si f = 0, trivialmente se tiene que fF < gF. Si f # 0, se sigue que
0 # f[M] < g[M], de donde g # 0. Ahora, por el Lema 5.22, f, g son mono-
morfismos, asi f' = fM . M »—— fIM] yg = g™ . M »—— g[M)]
son isomorfismos. Mds aun, consideremos las inclusiones, i, : f[M] — M,
Qg g[M] — M eis: f[M] — g[M], entonces f =i, f’, g = isg € i = igis.
En consecuencia, (¢/) "isf' € Eyg [(g’)_1 igf/:| = isg' (¢) Visf = dgisf =
i1f" = f.Porlo tanto, f € gFE. |

Corolario 5.26.

El conjunto parcialmente ordenado de los ideales principales derechos del anillo
de endomorfismos de un R-mddulo isosimple es una reticula modular neteriana.
Demostracion

Sea My un R-mddulo isosimple. Por la Proposicion 5.7, M es neteriano, de
donde §(Mpg) es una reticula modular neteriana. Luego, por la proposicion
anterior, 0,( Er)y d(M)R son copos isomorfos, de donde, §,(Eg)y §(M)R son

reticulas isomorfas. Por lo tanto, 0,(Eg) es una reticula modular neteriana. W

5.5 El Anillo de Endomorfismos de un Mddulo Isosimple
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Apéndice

6.1 Desviacion de un Copo

Definiciéon 6.1.

Sea A un conjunto parcialmente ordenado (copo).

1. Sean a,b € A con b < a. Definimos el Cociente de a por b como
g ={r € A|b<x<a}, es decir, el intervalo [b, al.
2. Sea ay > a; > as > --- una cadena descendente de elementos de A,

4 conie€{0,1,2,...}.

a1’

definimos los Cocientes de la Cadena como

Definicion 6.2.
Sea o = —1 o un numero ordinal. Definimos, por recursion transfinita, la Clase

D,, de la siguiente manera:

1. Para o = —1, D_; es la clase de los copos triviales, es decir, los conjuntos

singulares.

2. Si « es un ordinal y la clase Dy ha sido definida para todo f < a,
definimos D, como la clase de todos los copos A, tales que:

a) A¢ U DB.

B<a
b) Para toda cadena descendente ay > a; > ay > --- de elementos de

A, existe n € N, tal que para toda i > n, a‘_ﬁ'l € U Da.
T B<O{

Observacion.
La propiedad descrita en b) de la parte 2 de la definicion anterior se puede leer

como “todos, salvo una cantidad finita de los cocientes de la cadena, pertenecen

a la union de las clases anteriores”, o bien “Para casi toda i, a‘?il € U Dg”
T
B<a

Lema 6.3.

Si a, 5 son numeros ordinales con « # 3, entonces D, N D = .
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Demostracion [Por Contradiccidn]
Sin pérdida de generalidad, supongamos que o < 5. Supongamos que existe
A e D, N Dg. Luego, como A € Dg, entonces, para todo ordinal v < §, A ¢

U D.,, enparticular A¢ U D,,lo cual es absurdo, pues A D,. N
v<B y<a+1l

Definicion 6.4.
Sea A un copo. Si existe o ntimero ordinal tal que A € D,, diremos que A tiene

Desviacion « y escribiremos dev(A) = c

Observacion.
Sea A un copo. Supongamos que A cumple la propiedad b) de la parte 2 de la
Definicion 6.2, pero no necesariamente cumple la propiedad a). En dicho caso,

A puede pertenecer a alguna clase Dg, con 5 < a, de modo que dev(A) < a.

Observacion.
Notemos que un copo A puede no tener desviacion, es decir, para todo « niimero
ordinal, A ¢ D,. En [10, Ejemplo 7.3] se demuestra que R con el orden usual,

no tiene desviacion.

Definicion 6.5.

Sea A un copo.

1. Diremos que A es Artiniano si, para toda cadena descendente ay > a; >
ay > --- de elementos de A, existe n € N tal que, para toda i > n,
a; = ay,.

2. Diremos que A es Neteriano si, para toda cadena ascendente ay < a; <
ay < --- de elementos de A, existe n € N tal que, para toda i > n,

a; = Qp,.

Proposicion 6.6.

Sea A un copo, entonces, dev(A) = 0 siy sdlo si, A es artiniano y no trivial.

Demostracion
[=]
Supongamos que dev(A) = 0, es decir A € Dy. Sea ag > a; > as > -+ una

cadena descendente de elementos de A. Como A € D,, existe n € N tal que
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para toda i > n, afjl € D_,, esto es, para toda i > n, afil €s un conjunto
singular. Por lo tanto, A es artiniano.

[<]

Supongamos que A es artiniano y no trivial. Como A es no trivial, A ¢ D_;.
Sea ag > a; > ay > --- una cadena descendente de elementos de A, como A

es artiniano, existe n € N tal que, para toda ¢ > n, a; = a;,1, €n consecuencia,

para toda i > n, ‘“1 € D_4. Por lo tanto, dev(A) = 0. [ |

i

Proposicion 6.7.
Sean A un copo con dev(A) = o, y B C A. Entonces B tiene desviacion, digamos

dev(b) = p. Mds aun, < c

Demostracion [Por induccion transfinita sobre o]

(—1) Sidev(A) = —1, entonces A y B son copos triviales.

(0) Si dev(A) = 0, entonces A es artiniano, de donde B es artiniano y
dev(B) = 0.

(o) Supongamos que la afirmacion es verdadera para todo ordinal v < a.
Sea A un copo con dev(A) = aysea B C A.Siby > b > by >--- esuna
cadena descendente de elementos de B, entonces los factores de la cadena
en B, son subcopos de los factores de la cadena en A, es decir, para toda
i € NU{0}, [aiy1,ail5 C [aiy1,ai],. Ahora, como dev(A) = «, existe n € N,
tal que para toda i > n, dev ([a;+1,a;],) < «. Asi, por hipétesis inductiva,
dev ([ait1, ai]lg) < dev ([ait1,a;] ), en consecuencia, dev ([a;41,ai]5) < «, de

donde dev(B) < a. [

Lema 6.8.
Todo copo neteriano es subcopo de un copo neteriano con elemento mayor y

elemento menor.

Demostracion
Sea A un copo neteriano. Definimos A = A U {0, 1}, donde 0 y 1 son tales

que, paratodo a € A,0 < aya < 1. Es claro que A es neteriano. |

Observacion.

Al igual que con mddulos neterianos, es posible demostrar (aplicando el Lema

6.1 Desviacién de un Copo
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de Zorn), que todo subcopo no vacio de un copo neteriano, admite un elemento

mdximo.

Proposicion 6.9.

Todo copo neteriano tiene desviacion.

Demostracion [Por contradiccion]
Por el lema anterior, basta demostrar este hecho para copos neterianos con
elemento mayor y elemento menor. Supongamos que existe un copo neteriano
A, con elemento mayor 1 y elemento menor 0, tal que A no tiene desviacion.
Sea B = {a € A| X no tiene desviacién}. Notemos que 0 € B, pues A = ; no
tiene desviacidon, de modo que B # @. Sea b un elemento maximo de B, el
cual existe por la observacién anterior. Sea ov = sup{dev ( ) |a € A a> b},
el cual existe en virtud de que b es elemento maximo de B. Sea ag > a; >9>
- una cadena descendente de elementos de ;. Tenemos los siguientes dos
casos:
(1) Si existe n € N tal que a,, = b, es claro que para toda i > n, a; = b, pues
la cadena es descendente y b es el elemento menor de ;. Asi, para toda i > n,
dev (ﬁ) = —1, de donde, dev ( ) < 0. Lo cual es absurdo, pues ; no tiene

desviacion.

(2) Siparatodan €N, a,

J

+1) < dev( ) < «. En consecuencia, dev (%) <

J

la Proposicién 6.7, dev (

a + 1, lo cual es una contradiccion, pues 3 L no tiene desviacion.

Sea o # 0 un ordinal y consideremos a°? (el conjunto parcialmente ordenado
que resulta de invertir el orden en «). Al ser ordinal, « es bien ordenado por

€., de modo que a°? es un copo neteriano, asi que tiene desviacion.

Lema 6.10.

Todo ordinal o # 0 admite una representacion unica de la forma
a=wMng+---+whn, dondeny,...ny € Ny \; > \y > --- > )\, son niimeros
ordinales, ya sean finitos o infinitos. A dicha representacion le llamaremos

Forma Normal de Cantor de o.
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Demostracion

[11, Teorema 2, 14.19, pag. 323] [ |

Lema 6.11.
Sea o > 1 un ordinal con forma normal de Cantor w*'n, + - - - +w™n,, entonces

dev (aP) = A;.

Demostracion

[10, Teorema 7.7] [ |

6.1 Desviacion de un Copo 101
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