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1
Introducción

Como suele ocurrir en Matemáticas, la abstracción y la creación de nuevas

teorías, comienza con sustitución de ciertas condiciones, o bien, con hipótesis

más débiles. Así, en cuanto a las estructuras algebraicas, debe resultar natural

cuestionar si, al reemplazar una igualdad por un isomorfismo, se obtendrán

resultados interesantes. En esta tesis se estudian nuevas clases de anillos y

módulos que fueron introducidos por Zahra Nazemian y Alberto Facchini

en su artículo “Modules with chain conditions up to isomorphism” [1], las

cuales, buscan generalizar los conceptos de módulos artinianos, neterianos

y simples. Se dice que un R-módulo M es isoneteriano si dada cualquier

cadena ascendente A1 ≤ A2 ≤ A3 ≤ · · · de submódulos de M , existe n ∈ N

tal que para toda i ≥ n, Ai ∼= An. Dualmente, M es isoartiniano si dada

cualquier cadena descendente A1 ≥ A2 ≥ A3 ≥ · · · de submódulos de M ,

existe n ∈ N tal que para toda i ≥ n, Ai ∼= An. Por último, M es un R-módulo

isosimple si M 6= 0 y M es isomorfo a todos sus submódulos no cero. El

objetivo es establecer las diferencias y similitudes entre la teoría clásica y los

nuevos conceptos. Por ejemplo, se sabe que un R-módulo M es neteriano si

y sólo si, todo conjunto no vacío de submódulos de M admite un elemento

máximo y, dualmente, M es un R-módulo artiniano si y sólo si, todo conjunto

no vacío de submódulos de M , admite un elemento mínimo. Se demuestran

resultados análogos para módulos isoneterianos e isoartinianos. Se dice que

R es un anillo isoartiniano derecho si RR es isoartiniano, dualmente, R es

isoneteriano derecho si RR es isoneteriano. Un famoso teorema de Hopkins

[2, Teorema 15.20] establece que un anillo artiniano derecho es neteriano

derecho. En aras de pronunciar el interés en estos nuevos conceptos, se

presenta un ejemplo de un anillo isoartiniano derecho que no es isoneteriano

derecho. En el primer capítulo se enuncian las definiciones y resultados más
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elementales de las clases de anillos utilizadas. En el segundo capítulo, se traza

una ruta teórica corta y comprensiva entre los conceptos más elementales y

estos nuevos objetos de la teoría de R-módulos, terminando con una sección

dedicada a la discusión de resultados sobre módulos uniformes, dimensión

uniforme, módulos Hopfianos y Dedekind-finitos que son cruciales para la

comprensión de algunas demostraciones de propiedades sobre estas nuevas

clases de módulos. En el quinto capítulo se estudian los módulos isoartinia-

nos, isoneterianos e isosimples y sus distintas características. Se observa el

comportamiento de sus submódulos, así como condiciones suficientes para

garantizar la cerradura bajo sumas directas. Más aún, se estudian los en-

domorfismos de un módulo isosimple para comprender la estructura de su

anillo de endomorfismos. Finalmente, se incluye un apéndice con algunas

proposiciones que son de utilidad para facilitar la lectura trabajo.

2 Capítulo 1 Introducción



2
Preliminares de Teoría de

Anillos

2.1 Definiciones Básicas

Definición 2.1.

Un anillo es una estructura (R,+, · , 0), donde R es un conjunto no vacío, + y

· son operaciones binarias en R tales que:

(R,+, 0) es un grupo abeliano.

· es asociativa.

· se distribuye sobre + a izquierda y derecha.

Observación.

Naturalmente, + es llamada suma de R y · multiplicación de R. Como suele ser

costumbre, la yuxtaposición de elementos de R, indicará multiplicación y, por

simplicidad, nos referiremos a (R,+, · , 0) como R.

Definición 2.2.

Sea R un anillo.

1. Diremos que R es conmutativo si · es conmutativa.

2. Diremos que R es anillo con uno si existe 1 ∈ R tal que (R, ·, 1) es un

monoide.

Definición 2.3.

Sea R un anillo con uno.

1. Sea r ∈ R, diremos que r tiene inverso multiplicativo izquierdo si existe

x ∈ R tal que xr = 1.
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2. Sea r ∈ R, diremos que r tiene inverso multiplicativo derecho si existe

y ∈ R tal que ry = 1.

3. Sea r ∈ R, diremos que r es una unidad si tiene inverso multiplicativo

izquierdo e inverso multiplicativo derecho.

Notación.

Adaptaremos la siguiente notación para el conjunto de unidades de un anillo:

R∗ = {r ∈ R | r es unidad}.

Definición 2.4.

Sea R un anillo con uno.

1. Diremos que R es un anillo con división si todo elemento no cero de R

tiene inverso multiplicativo.

2. Diremos que R es un campo si es conmutativo y R \ {0} = R∗.

Convención.

En el desarrollo subsecuente de esta tesis, todos los anillos tienen uno.

Definición 2.5.

Sean R un anillo e I ⊆ R tal que (I,+, 0) es un subgrupo de (R,+, 0).

1. Diremos que I es un ideal izquierdo de R si RI = {ra | r ∈ R, a ∈ I} ⊆

I, es decir, I absorbe productos por izquierda.

2. Diremos que I es un ideal derecho de R si IR = {ar | r ∈ R, a ∈ I} ⊆

I,es decir, I absorbe productos por derecha.

3. Diremos que I es un ideal bilateral (o simplemente ideal) de R si I es un

ideal izquierdo y derecho.

Sean R un anillo y a ∈ R. Es muy sencillo verificar que Ra = {ra | r ∈ R} es

un ideal izquierdo de R y aR = {ar | r ∈ R} es un ideal derecho de R.

Definición 2.6.

Sean R un anillo y a ∈ R.

1. Al ideal Ra lo llamaremos ideal principal izquierdo generado por a.

4 Capítulo 2 Preliminares de Teoría de Anillos



2. Al ideal aR lo llamaremos ideal principal derecho generado por a.

Observación.

Si R es conmutativo, Ra = aR.

Notación.

Si R es un anillo conmutativo, denotaremos el ideal principal generado por a

como (a).

Definición 2.7.

Sean R un anillo e I un ideal izquierdo de R. Diremos que I es un ideal

izquierdo máximo de R si:

I 6= R.

Para todo ideal izquierdo J ⊆ R, si I ⊆ J , entonces J = I ó J = R.

Observación.

Notemos que la definición de ideales máximos “tiene lado”, es decir, también

existen ideales derechos máximos e ideales bilaterales máximos; la definición de

éstos últimos es análoga a la definición anterior.

Definición 2.8.

Sean R un anillo conmutativo y P un ideal de R. Diremos que P es un ideal

primo de R, si:

P 6= R.

Para todos a, b ∈ R tales que ab ∈ P , se tiene que a ∈ P ó b ∈ P .

Lema 2.9.

Sea R un anillo con uno. Todo ideal izquierdo (derecho) propio, está contenido

en un ideal izquierdo (derecho) máximo.

Demostración

Sea J un ideal izquierdo propio de R y consideremos Γ = {I ⊆ R |

I es un ideal izquierdo propio deR tal que J ⊆ I}. Notemos que Γ 6= ∅, pues

J ∈ Γ. Sea C una cadena en Γ y consideremos
⋃
C. Claramente,

⋃
C es una

cota superior de C. Luego, C es una cadena de ideales propios de R que

2.1 Definiciones Básicas 5



contienen a J , de donde,
⋃
C es un ideal propio de R que contiene a J .

Así, por el Lema de Zorn, Γ admite un elemento máximo P , que es el ideal

deseado. �

6 Capítulo 2 Preliminares de Teoría de Anillos



2.2 Anillos Von Neumann Regulares y

Dominios de Ideales Principales

Definición 2.10.

Sean R un anillo y r ∈ R.

Diremos que r es un divisor izquierdo del cero, si existe x ∈ R \ {0} tal

que rx = 0.

Diremos que r es un divisor derecho del cero, si existe x ∈ R \ {0} tal

que xr = 0.

Diremos que r es un divisor del cero, si es divisor izquierdo del cero ó

divisor derecho del cero.

Definición 2.11.

Sea D un anillo. Diremos que D es un dominio si 0 es el único divisor del

cero en D y diremos que D es un dominio entero, si D es un dominio y es

conmutativo.

Definición 2.12.

Sea D un dominio.

1. Diremos que D es un dominio de ideales principales izquierdos (DIPI)

si todo ideal izquierdo de D, es un ideal principal izquierdo.

2. Diremos que D es un dominio de ideales principales derechos (DIPD)

si todo ideal derecho de D, es un ideal principal derecho.

Definición 2.13.

Sea R un anillo. Diremos que R es Von Neumann regular (VNR) si para cada

a ∈ R, existe x ∈ R tal que a = axa.

Observación.

Notemos que la noción de ser VNR ”no tiene lado", pues la definición es la misma

para derecha e izquierda.

2.2 Anillos Von Neumann Regulares y Dominios de Ideales Principales 7



Proposición 2.14.

Sea R un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. R es Von Nuemann regular.

2. Todo ideal principal izquierdo (derecho) de R es generado por un elemento

idempotente.

Demostración

Basta demostrar la equivalencia para ideales principales izquierdos, ya que la

demostración para ideales principales derechos, es simétrica.

[1⇒ 2]

Sea Ra un ideal principal izquierdo de R. Como R es VNR, existe x ∈ R

tal que a = axa. Luego, notemos que (xa)(xa) = (x)(axa) = xa, de modo

que e = xa es un elemento idempodente de R. Es claro que, como e = xa,

entonces e ∈ Ra, en consecuencia Re ⊆ Ra; además, notemos que, como

ae = axa = a, entonces a ∈ Re, así Ra ⊆ Re. Por lo tanto Ra = Re.

[2⇒ 1]

Sea a ∈ R y consideremos Ra. Por hipótesis, existe e ∈ R idempotente tal

que Ra = Re, luego a = xe y e = ya para algunos x, y ∈ R. Finalmente,

aya = ae = xe2 = xe = a. �

Definición 2.15.

Sea R un dominio. Diremos que R es un dominio de Ore derecho si para todo

x, y ∈ R, existen r, s ∈ R tales que xr = ys 6= 0

Observación.

Simétricamente se establece la definición de dominio de Ore izquierdo.

8 Capítulo 2 Preliminares de Teoría de Anillos



3Preliminares de Teoría de

R-Módulos

3.1 Definiciones Básicas

Definición 3.1.

Sea R un anillo. Diremos que M es un R-módulo izquierdo si:

1. M es un grupo abeliano.

2. Existe una operación (ley de composición externa) · : R×M −→M que

satisface las siguientes condiciones:

a) Para todas r1, r2 ∈ R y toda x ∈M , (r1r2) · x = r1(r2 · x).

b) Para todas r1, r2 ∈ R y toda x ∈M , (r1 + r2) · x = r1 · x+ r2 · x.

c) Para toda r ∈ R y toda x1, x2 ∈M , r · (x1 + x2) = r · x1 + r · x2.

d) Para toda x ∈M , 1R · x = x.

Recordemos que, dado un grupo abeliano M , End(M) = {f : M → M |

f es un morfismo de grupos} es un anillo con uno al considerar la suma y

producto naturales (suma y composición de funciones).

Definición 3.2.

Sean R un anillo y M un grupo abeliano. Una Representación de R es un

morfismo de anillos, ρ : R −→ End(M).

Observación.

Sean M un grupo abeliano y R un anillo. Para cada r ∈ R y x ∈M definimos

ρr : M −→ M , definida por x 7−→ r · x, donde · es una función que satisface

las condiciones de la Definición 3.1. Observemos que, por la condición (a), para
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cada r ∈ R, ρr ∈ End(M). Consideremos ρ : R −→ End(M) definida por

r 7−→ ρr y notemos que, por las condiciones (b), (c) y (d), ρ es un morfismo de

anillos. Por lo tanto, ρ es una representación de R.

Definición 3.3.

Sea R un anillo. Diremos que (M,ρ) es un R-módulo izquierdo si:

1. M es un grupo abeliano.

2. ρ : R −→ End(M), definida por r 7−→ ρr, donde ρr(x) = r · x, es una

representación de R.

Observación.

Simétricamente se define el concepto de R-módulo derecho.

Definición 3.4.

SeanR y S anillos. Diremos queM esR-S-bimódulo (o simplementeR-S-módulo)

si M es un R-módulo izquierdo y M es un S-módulo tal que para toda r ∈ R,

toda s ∈ S y toda m ∈M , r(ms) = (rm)s.

Notación.

Denotaremos a los R-módulos derechos por MR, a los R-módulos izquierdos por

RM y a los R-S-módulos por RMS.

10 Capítulo 3 Preliminares de Teoría de R-Módulos



3.2 Submódulos

Definición 3.5.

Sean M un R-módulo izquierdo y ∅ 6= N ⊆M .

1. Diremos que N es un submódulo de M si, con la suma y ley de composi-

ción externa heredadas por M , N es un R-Módulo izquierdo.

2. Si N ( M , es un submódulo de M , diremos que N es un submódulo

propio de M .

Si M es un R-módulo izquierdo, es muy sencillo comprobar que {0} y M son

submódulos de M .

Notación.

A la relación “N es un submódulo de M” la denotaremos como N ≤M y a la

relación “N es un submódulo propio de M” como N �M . Al submódulo {0} lo

denotaremos simplemente como 0.

Proposición 3.6.

Sea M un R-módulo izquierdo y ∅ 6= N ⊆M , entonces, las siguientes afirma-

ciones son equivalentes.

1. N ≤M .

2. N es un subgrupo de M y para todas r ∈ R y m ∈ N , rm ∈ N .

3. Para todas m,m1,m2 ∈ N y r ∈ R, m1 +m2 ∈ N y rm ∈ N .

Es muy sencillo verificar que si M es un R-módulo izquierdo y m ∈ M ,

entonces Rm = {rm | r ∈ R} es un submódulo de M . Simétricamente, si

M es un R-módulo derecho y m ∈ M , entonces mR = {mr | r ∈ R}, es un

submódulo de M .

Definición 3.7.

Sea M un R-módulo izquierdo y m ∈ M . Al submódulo Rm le llamaremos

submódulo cíclico generado por m.

3.2 Submódulos 11



Definición 3.8.

Sea M un R-módulo izquierdo.

1. Diremos que M es cíclico si existe m0 ∈M tal que M = Rm0.

2. Diremos que M es simple si 0 6= M y para todo N ≤ M , N = 0, ó

N = M . Es decir, 0 y M son los únicos submódulos de M .

3. Sea N ≤M , diremos que N es un submódulo mínimo en M si, 0 6= N y

para todo L ≤M tal que L � N , se tiene que L = 0.

4. Sea N ≤M , diremos que N es un submódulo máximo en M si, N 6= M

y para todo L ≤M tal que N � L, se tiene que L = M .

Lema 3.9.

Sea M un R-módulo izquierdo. M es simple si y sólo si, para toda m ∈M \ {0},

Rm = M .

Demostración

[⇒]

Sean M un R-módulo simple y m ∈M \{0}. Observemos que m = 1m ∈ Rm,

de donde Rm 6= 0, pero M es simple, por lo tanto Rm = M .

[⇐]

Sean M un R-módulo tal que para toda m ∈ M \ {0}, Rm = M y 0 6=

N ≤ M . Sea m ∈ N \ {0}, entonces Rm = M , pero Rm ≤ N , por lo tanto

N = M . �

Lema 3.10.

Sea M un R-módulo izquierdo y {Nλ ≤M | λ ∈ Λ} una familia de submódulos

de M , entonces
⋂
λ∈Λ

Nλ es un submódulo de M .

Demostración

Sean m1,m2 ∈
⋂
λ∈Λ

Nλ, entonces, para toda λ ∈ Λ, m,m1,m2 ∈ Nλ. Como

cada Nλ es un submódulo de M , m1 +m2 ∈ Nλ, de donde m1 +m2 ∈
⋂
λ∈Λ

Nλ.

Análogamente se comprueba que si r ∈ R y m ∈ ⋂
λ∈Λ

Nλ, entonces rm ∈⋂
λ∈Λ

Nλ. Por lo tanto,
⋂
λ∈Λ

Nλ ≤M . �
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Corolario 3.11.

Sea M un R-módulo izquierdo y {Nλ ≤M | λ ∈ Λ} una familia de submódulos

de M . Entonces
⋂
λ∈Λ

Nλ es el mayor submódulo de M contenido en cada Nλ.

Demostración

Es claro que, para toda λ ∈ Λ,
⋂
λ∈Λ

Nλ ⊆ Nλ. Ahora, si A es un submódulo

de M tal que, para toda λ ∈ Λ, A ≤ Nλ y
⋂
λ∈Λ

Nλ ⊆ A, entonces A ⊆ ⋂
λ∈Λ

Nλ,

pues es subconjunto de cada uno de los miembros de la intersección. Pero,⋂
λ∈Λ

Nλ ⊆ A, entonces A = ⋂
λ∈Λ

Nλ. �

Lema 3.12.

Sean M un R-módulo izquierdo y X ⊆M , entonces

A =


{

n∑
i=1

rixi | ri ∈ R, xi ∈ X,n ∈ N
}

si X 6= ∅

0 si X = ∅

es un submódulo de M .

Demostración

Si X = ∅, el resultado es inmediato. Supongamos que X 6= ∅.

i) Sea x ∈ X. Observemos que, por la forma de definir A, se tiene que

(−1)x, x ∈ A, así x+ (−x) = 0 ∈ A.

ii) Sean a1, a2 ∈ A, entonces a1 =
n∑
i=1

rixi y a2 =
m∑
i=1

r
′
ix
′
i, en consecuencia,

a1 + a2 =
n∑
i=1

rixi +
m∑
i=1

r
′
ix
′
i = r1x1 + . . .+ rnxn + r

′
1x
′
1 + . . .+ r

′
mx

′
m ∈ A.

iii) Sean r ∈ R y
n∑
i=1

rixi = a ∈ A, entonces

ra = r
∑n
i=1 rixi = r(r1x1 + . . . + rnxn) = r(r1x1) + . . . r(rnxn) = (rr1)x1 +

. . .+ (rrn)xn ∈ A.

Por lo tanto, A es un submódulo de M . �

Definición 3.13.

Sea M un R-módulo izquierdo. Al submódulo definido en el lema anterior le

llamaremos submódulo generado por X y lo denotaremos por (X].
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Proposición 3.14.

Sea M un R-módulo izquierdo y X ⊆M , entonces (X] es el menor submódulo

de M que contiene a X. Más aún, (X] = ⋂{A ≤M | X ⊆ A}.

Demostración

Observemos que si X = ∅, entonces (X] = 0 y las afirmaciones son evidentes.

Supongamos que X 6= ∅ y observemos que, para toda x ∈ X : 1x ∈ (X],

de donde X ⊆ (X]. Sea N ≤ M tal que X ⊆ N , entonces, todas las sumas

finitas de los elementos de la forma rixi con xi ∈ X, ri ∈ R son elementos de

N , de donde (X] ≤ N . Luego, como X ⊆ (X], entonces X ⊆ N . De modo

que (X] es, en efecto, el menor de los submódulos de M que contienen a X.

Ahora, veamos la igualdad.

[⊆] Recordemos que (X] y
⋂{A ≤ M | X ⊆ A} son submódulos de M .

Además, es claro que X está contenido en
⋂{A ≤ M | X ⊆ A}, pues está

contenido en cada uno de sus elementos. Así (X] ≤ ⋂{A ≤M | X ⊆ A}.

[⊇] Como X ⊆ (X] y (X] ≤ M , entonces (X] ∈ {A ≤ M | X ⊆ A}, de

donde, (X] ⊆ ⋂{A ≤M | X ⊆ A}. �

Notación.

Si M es un R-módulo izquierdo y X ⊆ M , utilizaremos sin distinción las

notaciones (X] y RX.

Observación.

Si M es un R-módulo derecho y X ⊆ M , al submódulo generado por X lo

denotaremos por [X) y su definición es simétrica. Por otro lado, si M es un

R-S-módulo y (X] ⊆M , el submódulo generado por X se define como

RXS = (X) =


{

n∑
i=1

rixisi | ri ∈ R, xi ∈ X, si ∈ S, n ∈ N
}

si X 6= ∅

0 si X = ∅
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Definición 3.15.

Sea M un R-módulo izquierdo.

1. Diremos que X ⊆M es un conjunto generador de M si M = (X].

2. Diremos que M es finitamente generado si existe un subconjunto finito

X ⊆M , tal que (X] = M .

3. Diremos que X ⊆ M es libre si para todo subconjunto finito de X,

{x1, . . . , xn}, se cumple que
n∑
i=1

rixi = 0 con ri ∈ R, se tiene que para toda

i ∈ {1, . . . , n}, ri = 0.

4. Diremos que X ⊆M es una base de M si X es libre y genera a M .

Observación.

Si M es un R-módulo izquierdo con conjunto generador X, entonces dado

m ∈M existen x1, . . . xn ∈ X y r1, . . . , rn ∈ R tales que m = r1x1 + . . .+ rnxn,

pero puede que estos no sean únicos y que n no sea fijo.

Definición 3.16.

Sean M un R-módulo izquierdo, X ⊆ M un conjunto generador de M y

m ∈ M . Diremos que m admite una representación esencialmente única

con elementos de X si, dadas dos representaciones m =
n∑
i=1

rixi =
n∑
i=1

r′ixi, con

ri, r
′
i ∈ R, xi ∈ X para i ∈ {1, . . . , n} y xi 6= xj para i 6= j, se tiene que para

toda i ∈ {1, . . . , n}, ri = r′i.

Teorema 3.17.

Sea M un R-módulo izquierdo con conjunto generador X, entonces X es una

base para M si y sólo si, todo elemento de M admite una representación

esencialmente única con elementos de X.

Demostración

[⇒]

Supongamos que m =
n∑
i=1

rixi =
n∑
i=1

r′ixi, entonces,
n∑
i=1

(ri − r′i)xi = 0. Como

X es libre, entonces para toda i ∈ {1, . . . , n}, ri − r′i = 0. Por lo tanto, para

toda i ∈ {1, . . . , n}, ri = r′i.
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[⇐]

Como X es un conjunto generador de M , basta demostrar que X es libre.

Sean {x1, . . . , xn} ⊆ X y ri ∈ R con i ∈ {1, . . . , n}, tales que
n∑
i=1

rixi = 0.

Observemos que 0 =
n∑
i=1

0·xi, de donde,
n∑
i=1

rixi =
n∑
i=1

0·xi. Así, comom admite

representación esencialmente única, para toda i ∈ {1, . . . , n}, ri = 0. �

Lema 3.18.

Sean M un R-módulo izquierdo y {Ai ≤M | i ∈ I} una familia de submódulos

de M , entonces,

(⋃
i∈I
Ai

]
=


{ ∑
i∈ I′

ai | ai ∈ Ai, I ′ ⊆ I finito
}

si I 6= ∅

0 si I = ∅

Demostración

Si I = ∅, el resultado es inmediato. Supongamos que I 6= ∅.

[⊆]

Sea x ∈
(⋃
i∈I
Ai

]
, entonces x =

n∑
i=1

rixi con xi ∈
⋃
i∈I
Ai, ri ∈ R y n ∈ N, de

donde, existen Ai1 , . . . , Ain tales que para toda j ∈ {1, . . . , n} : xi ∈ Aij .

Notemos que, como cada Aij ≤M , entonces cada sumando rixi ∈ Aij . Por lo

tanto, x ∈
{∑
i∈I′

ai | ai ∈ Ai, I ′ ⊆ I finito
}

.

[⊇]

Sea x ∈
{∑
i∈I′

ai | ai ∈ Ai, I ′ ⊆ I finito
}

, entonces existe I ′ ⊆ I finito tal que

x = ∑
i∈I′

ai con ai ∈ Ai para toda i ∈ I ′. Así poniendo cada xi como 1 · xi, se

tiene que x tiene una representación como sumas finitas de elementos de los

Ai. Por lo tanto, x ∈
(⋃
i∈I
Ai

]
. �

Definición 3.19.

Sean M un R-módulo izquierdo y {Ai | i ∈ I} una familia de submódulos de

M . Definimos la suma de los submódulos Ai como
∑
i∈I
Ai = (⋃

i∈I
Ai].

Proposición 3.20.

Sean M un R-módulo izquierdo y N �M , entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:

16 Capítulo 3 Preliminares de Teoría de R-Módulos



1. N es submódulo máximo de M .

2. Para todo m ∈M \ {0}, si m /∈ N , entonces M = Rm+ A.

Demostración

[1⇒ 2]

Sea m ∈ M \ {0} tal que m 6∈ A, entonces, A � A + Rm, pero A es un

submódulo máximo de M , en consecuencia, A+Rm = M .

[2⇒ 1]

Supongamos que existe B ≤ M tal que A � B, luego existe m ∈ B tal que

m 6∈ A. Notemos que m 6= 0 ya que 0 ∈ A, se sigue que A+ Rm = M , pero

Rm ≤ B y A � B, entonces M = Rm + A ≤ B, de donde M = B y por lo

tanto A es máximo. �

Proposición 3.21.

Sea M un R-módulo izquierdo. Si M es finitamente generado, entonces todo

submódulo propio de M está contenido en un submódulo máximo de M .

Demostración

Sea {m1, . . . ,mt} ⊆ M un conjunto generador de M y sea N � M . Consi-

deremos Φ = {A | N ≤ A � M}. Observemos que Φ 6= ∅, pues N ∈ Φ. Es

claro que (Φ,⊆) es un copo. Sea {Aj | j ∈ J} = Γ ⊆ Φ una cadena en Φ

y pongamos C = ⋃
j∈J

Aj. Por construcción, C es cota superior de Γ. Vamos

a demostrar que C ∈ Φ, es decir, N ≤ C � M . Como N ≤ Aj para todo

j ∈ J , entonces N ⊆ C. Ahora, notemos que C ≤ M , pues si m1,m2 ∈ C

existen Aj1 , Aj2 ∈ Γ tales que m1 ∈ Aj1 y m2 ∈ Aj2, luego, como Γ es una

cadena, m1 +m2 ∈ Aj1
⋃
Aj2 ⊆ C. Por otro lado, sean r ∈ R y m ∈ C. Como

m ∈ C, m = aj ∈ Aj para algún j ∈ J y como Aj ≤ M , rm ∈ Aj, de

donde, rm ∈ C. Por lo tanto, C ≤ M y N ≤ C. Luego, supongamos que

C = M , entonces {m1, . . . ,mt} ⊆ C, en consecuencia, existe Aj ∈ Γ, tal

que {m1, . . . ,mt} ⊆ Aj, se sigue que M = ({m1, . . . ,mt}] ≤ Aj, de donde,

Aj = M , lo cual es una contradicción, pues Aj �M . Por lo tanto, C ∈ Γ es

una cota superior de Γ. Así, por el Lema de Zorn, existe D elemento máximo

en Φ. Finalmente, veamos que D es submódulo máximo de M . Sea L �M

tal que D ≤ L, como N ≤ D, entonces N ≤ L � M , lo cual implica que
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L ∈ Φ y D ≤ L, en consecuencia D = L. Por lo tanto, D es un submódulo

máximo de M que contiene a N . �

Corolario 3.22.

Si M es un R-módulo izquierdo finitamente generado diferente de 0, entonces

M admite un submódulo máximo.

Demostración

Aplicando la proposición anterior con N = 0 se sigue el resultado. �

Lema 3.23.

Sea M un R-módulo izquierdo. M es finitamente generado si y sólo si, para

toda familia {Ai | i ∈ I} de submódulos de M tal que M = ∑
i∈I
Ai, existe una

subfamilia finita {Ai | i ∈ I ′} ⊂ {Ai | i ∈ I} tal que M = ∑
i∈I′

Ai.

Demostración

[⇒]

Supongamos queM es finitamente generado, entonces existeX = {x1, . . . , xn}

subconjunto de M , tal que (X] = M . Sea {Ai | i ∈ I} una familia de sub-

módulos de M tal que M = ∑
i∈I
Ai, entonces, para cada j ∈ {1, . . . , n}, existe

Ij ⊆ I finito, tal que xj = ∑
i∈Ij

aji, con aji ∈ Aji. Sea I ′ =
n⋃
j=1

Ij. Es claro que

I ′ es finito y además, M = (X] ≤ ∑
i∈I′

Ai.

[⇐]

La demostración se sigue inmediatamente de M = ∑
m∈M

Rm. �

Definición 3.24.

Sea M un R-módulo izquierdo, diremos que M es finitamente cogenerado si

para cada familia {Ai ≤ M | i ∈ I} de submódulos de M , tal que
⋂
i∈I
Ai = 0,

existe I ′ ⊆ I finito, tal que
⋂
i∈I′

Ai = 0.

Proposición 3.25 (Ley Modular).

Sean M un R-módulo izquierdo y A,B,C ≤ M tales que B ≤ C, entonces

(A+B) ∩ C = (A ∩ C) + (B ∩ C) = (A ∩ C) +B.

Demostración

[⊆]
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Sea c ∈ (A+B) ∩C, entonces c ∈ C y c = a+ b, para algunos a ∈ A y b ∈ B.

Luego, a = c− b ∈ A y como B ≤ C, c− b ∈ C en consecuencia, a ∈ A ∩ C y

b ∈ B. Por lo tanto a+ b ∈ (A ∩ C) +B.

[⊇]

Sea d ∈ (A ∩ C) + B, entonces d = a + b para algunos a ∈ A ∩ C y b ∈ B,

y como B ≤ C, se tiene b ∈ C, luego a + b ∈ C y a + b ∈ A + B, es decir,

a+ b ∈ (A+B) ∩ C. �

Definición 3.26.

Sean M un R-módulo izquierdo y {Ni}i∈I una familia de submódulos de M .

Diremos que M es la suma directa interna de la familia {Bi}i∈I , lo cual

denotaremos por M = ⊕
i∈I
Bi, si se cumplen las siguientes dos condiciones

1. M = ∑
i∈I
Bi.

2. Para toda i ∈ I, Bi
⋂ ∑
j∈I\{i}

Bj = 0.

Definición 3.27.

Sea M un R-módulo izquierdo.

1. Diremos que N1 ≤ M es sumando directo de M si existe N2 ≤ M tal

que M = N1
⊕
N2.

2. Diremos que M es inescindible si los únicos sumandos directos son 0 y

M .

3. Diremos que M semisimple si todo submódulo de M es un sumando

directo.

Proposición 3.28.

Sea M un R-módulo izquierdo y N ≤M . El conjunto M
N

= {m+N | m ∈M}

es un R-módulo izquierdo con las siguientes operaciones.

1. Para todas m1,m2 ∈M , (m1 +N) + (m1 +N) = (m1 +m2) +N .

2. Para toda r ∈ R y toda m ∈M , r(m+N) = rm+N .

Definición 3.29.

Sean M un R-módulo izquierdo y N ≤ M . Definimos el módulo cociente (o

módulo factor) de M con N como M
N

= {m+N | m ∈M}.
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Observación.

Sea R un anillo e I un ideal bilateral de R. Al igual que con los R-módulos,

podemos construir el cociente R
I
, de manera completamente análoga. En [3,

Sección 3.2] el lector puede encontrar información sobre los morfismos de anillos

y, en particular, sobre el epimorfismo canónico de anillos ν : R R/I .

Lema 3.30.

Sean R un anillo e I un ideal bilateral de R. M es un (R/I)-módulo izquierdo

si y sólo si, M es un R-módulo izquierdo tal que IM = 0.

Demostración

[⇒]

Sea M un R/I-módulo izquierdo, entonces existe ρ : R/I −→ End(M) repre-

sentación de R/I. Consideremos el epimorfismo canónico de anillos

ν : R R/I y notemos que ρν : R −→ End(M), es una representación

de R, así M es un R-módulo. Además, observemos que Ker ν = I, en conse-

cuencia, si r ∈ I, ν(r) = 0, de donde ρ (ν(r)) = 0, es decir, para toda m ∈M ,

rm = 0. Por lo tanto IM = 0.

[⇐]

Sea M un R-módulo anulado por I y sean r1, r2 ∈ R tales que r1 ≡ r2 mód I,

entonces r1 − r2 ∈ I. Luego, si m ∈M , (r1 − r2)m = 0, es decir, r1m = r2m.

De modo que la ley de composición externa dada por (r + I)m = rm está

bien definida. Por lo tanto, M es un R/I-módulo. �
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3.3 Morfismos de R-módulos

Definición 3.31.

Sean M y N R-módulos izquierdos y f : M −→ N una función. Diremos que f

es un morfismo de R-módulos izquierdos si, para todas m1,m2 ∈M y todas

r1, r2 ∈ R, f (r1m1 + r2m2) = r1f(m1) + r2f(m2).

Observación.

Simétricamente se define el concepto de morfismo de R-módulos derechos.

Notación.

Sea f : M −→ N un morfismo de R-módulos izquierdos. Al referirnos a la

imagen de f , emplearemos sin distinción las notaciones Im f y f [M ]. Si A ≤M ,

f [A], denotará la imagen de A bajo f . Si B ≤ N , f−1[B] denotará la preimagen

de B bajo f .

Lema 3.32.

Sean M y N R-módulos izquierdos, A ≤ M , B ≤ N y f : M −→ N un

morfismo de R-módulos izquierdos, entonces f [A] ≤ N y f−1[B] ≤M .

Definición 3.33.

Sea f : M −→ N un morfismo de R-módulos izquierdos. Definimos el kernel

(o núcleo) de f como Ker f = f−1[0] = {x ∈M | f(x) = 0}.

Observación.

Es muy sencillo verificar que la composición de morfismos de R-módulos izquier-

dos es un morfismo de R-módulos izquierdos.

Definición 3.34.

Sean M y N R-módulos izquierdos. Definimos los siguientes conjuntos:

HomR (M,N) = {f : M → N | f es morfismo deR-módulos izquierdos}.

EndR(M) = {f : M →M | f es morfismo deR-módulos izquierdos}.
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Observación.

Simétricamente, si M es un R-módulo derecho, podemos definir el conjunto

EndR(M) = {f : M → M | f es morfismo deR-módulos derechos}. En cual-

quier caso, (End(M),+, ◦) es un anillo no conmutativo con uno.

Definición 3.35.

Sea f : M −→ N un morfismo de R-módulos izquierdos.

1. Diremos que f es un monomorfismo si se puede cancelar por la izquierda,

es decir, para todo g1, g2 ∈ HomR(A,M), fg1 = fg2 implica que g1 = g2.

2. Diremos que f es un epimorfismo si se puede cancelar por la derecha, es

decir, para todo g1, g2 ∈ HomR(N,C), g1f = g2f implica que g1 = g2.

3. Diremos que f es un bimorfismo si es monomorfismo y epimorfismo.

4. Diremos que f es un isomorfismo si es invertible, es decir, existe g ∈

HomR(N,M) tal que gf = 1M y fg = 1N .

Teorema 3.36.

Sea f un morfismo de R-módulos izquierdos, entonces:

1. f es monomorfismo si y sólo si, es inyectiva.

2. f es epimorfismo si y sólo si, es suprayectiva.

3. f es isomorfismo si y sólo si, es biyectiva, si y sólo si, es bimorfismo.

Demostración

Ver [3, Teorema 3.1.5]. �

Notación.

Sea f : M −→ N un morfismo de R-módulos izquierdos.

Si f es monomorfismo, escribiremos f : M N .

Si f es epimorfismo, escribiremos f : M N .

Si f es isomorfismo, escribiremos f : M N .

Definición 3.37.

Sean M y N R-módulos izquierdos. Diremos que M y N son isomorfos (o que

N es una copia de M), si existe un isomorfismo f : M N y en dicho

caso, escribiremos M ∼= N .
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Observación.

La relación de ser isomorfo “∼=” es una relación de equivalencia en la clase de

todos los R-módulos izquierdos R-Mod.

Lema 3.38.

Sea f : M −→ N un morfismo de R-módulos izquierdos, entonces:

1. f es monomorfismo si y sólo si Ker f = 0.

2. Si A ≤M , entonces f−1 [f [A]] = A+ Ker f .

3. Si B ≤ N , entonces f [f−1 [B]] = B ∩ Im f .

Además, si g : N −→M ′, entonces:

1. Ker gf = f−1 [Ker g].

2. Im gf = g [Im f ].

Demostración

Ver [3, Lema 3.1.8]. �

Proposición 3.39.

Sean f : M −→ N y g : N −→ L morfismos de R-módulos izquierdos.

1. Si f y g son monomorfismos, gf es monomorfismo.

2. Si f y g son epimorfismos, gf es epimorfismo.

3. Si f y g son isomorfismos, gf es isomorfismo.

4. Si gf es monomorfismo, f es monomorfismo.

5. Si gf es epimorfismo, g es epimorfismo.

Definición 3.40.

Sean M un R-módulo izquierdo y N ≤ M . Al epimorfismo v : M M
N

definido por m 7−→ m+N le llamaremos epimorfismo canónico.

Teorema 3.41. [Primer Teorema de Isomorfismos]

Si f : M −→ N un morfismo de R-módulos izquierdos, entonces existe un

monomorfismo f̂ : M
Ker f N tal que f = f̂v, es decir, tenemos el siguiente

triángulo conmutativo.
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M N

M
Ker f

f

v
f̂

Más aún, f̂ es isomorfismo si y sólo si f es epimorfismo.

Demostración

Consideremos f̂ : M
Ker f −→ N definida por f̂ (m+ Ker f) = f(m).

(i) Veamos que f̂ es función.

Sean m1,m2 ∈ M tales que m1 + Ker f = m2 + Ker f , entonces m1 −m2 ∈

Ker f es decir, existe x ∈ Ker f tal que m1 −m2 = x, de donde m1 = m2 + x.

En consecuencia f̂ (m1 + Ker f) = f(m1) = f(m2 + x) = f(m2) + f(x) =

f(m2) + 0 = f̂ (m2 + Ker f).

(ii) Veamos que f̂ es un morfismo de R-módulos.

Seanm1,m2 ∈M y r1, r2 ∈ R, entonces f̂ ((r1m1 + Ker f) + (r2m2 + Ker f)) =

f̂ ((r1m1 + r2m2) + Ker f) = f (r1m1 + r2m2) = ∗. Pero f es morfismo de R-

módulos, de donde ∗ = r1f(m1)+r2f(m2) = r1f̂ (m1 + Ker f)+r2f̂ (m2 + Ker f).

(iii) Veamos que f̂ es monomorfismo.

Sean m1,m2 ∈ M tales que f̂ (m1 + Ker f) = f̂ (m2 + Ker f), entonces,

f̂ (m1 + Ker f) − f̂ (m2 + Ker f) = 0, de donde, f̂ ((m1 −m2) + Ker f) = 0.

En consecuencia, f(m1 −m2) = 0, es decir, m1 −m2 ∈ Ker f . Por lo tanto,

m1 + Ker f = m2 + Ker f .

(iv) Veamos que f = f̂v.

Sim ∈M , entonces v(m) = m+Ker f , de donde, f̂ (v(m)) = f̂ (m+ Ker f) =

f(m).

Finalmente, observemos que f̂ es isomorfismo si y sólo si, Im f = Im f̂ = N ,

lo cual ocurre si y sólo si f es epimorfismo. �
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Teorema 3.42. [Tercer Teorema de Isomorfismos]

Sea A un R-módulo izquierdo y C ≤ B ≤ A, entonces, A
B
∼= (A/C) / (B/C).

Demostración

Consideremos los epimorfismos canónicos v1 : A A
C

y

v2 : A
C

(A/C) / (B/C) . Luego, por la Proposición 3.39, v2v1 también

es epimorfismo. Así, por el Primer Teorema de Isomorfismos, A
Ker v2v1

∼=

(A/C) / (B/C). Después, por el Lema 3.38, Ker v2v1 = v−1
1 [Ker v2] = v−1

1

[
B
C

]
=

v−1
1 [v1 [B]] = B + Ker v1 = B + C = B. �

Lema 3.43.

Sean f : A −→ B, g : B −→ M y h : A −→ M morfismos de R-módulos

izquierdos tales que el siguiente triángulo es conmutativo.

A B

M

h

f

g

Es decir, h = gf , entonces, Im f + Ker g = g−1[Im h] y Im f ∩Ker g = f [Kerh].

Demostración

(i) Veamos que Im f + Ker g = g−1[Im h].

Como h = gf , entonces Im h = Im gf = g[Im f ], de donde g−1[Im h] =

g−1 [g [Im f ]] = Im f + Ker g.

(i) Veamos que Im f ∩Ker g = f [Kerh].

Como h = gf , entonces Kerh = Ker gf = f−1[Ker g], de donde f [Kerh] =

f [f−1 [Ker g]] = Im f ∩Ker g. �
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Corolario 3.44.

Sean f : A −→ B, g : B −→ M y h : A −→ M morfismos de R-módulos

izquierdos tales que h = gf .

1. Si h es epimorfismo, entonces Im f + Ker g = B.

2. Si h es monomorfismo, entonces Im f ∩Ker g = 0.

3. Si h es isomorfismo, entonces B = Im f ⊕Ker g.

Demostración

Se sigue del lema anterior. �

Definición 3.45.

Sea f : M −→ N un morfismo de R-módulos izquierdos.

Si f es un monomorfismo, diremos que f se escinde si Im f es un sumando

directo de N .

Si f es un epimorfismo, diremos que f se escinde si Ker f es un sumando

directo de M .

Lema 3.46.

Sean f : A −→ B un monomorfismo de R-módulos y g : B −→ C un epimorfis-

mo de R-módulos.

1. f se escinde si y sólo si, es invertible a izquierda.

2. g se escinde si y sólo si, es invertible a derecha.

Demostración

Ver [3, Corolario 3.4.11]. �
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3.4 Sucesiones Exactas Cortas

Definición 3.47.

Sea n ≥ 3 un número natural. Sean M1, . . . ,Mn R-módulos izquierdos y

fi : Mi −→ Mi+1 morfismos. Consideremos la sucesión C : M1
f1−→ M2

f2−→

· · · fn−1−→Mn. Diremos que la sucesión C es exacta si, para toda i ∈ {2, . . . , n−1},

Im fi−1 = Ker fi.

Observación.

Es sencillo comprobar que, si f : 0 −→M es un morfismo de R-módulos, enton-

ces Im f = 0. Simétricamente, si f : M −→ 0, es un morfismo de R-módulos,

entonces Ker f = M . En virtud de lo anterior, si el dominio o codominio de

alguno de los morfismos de una sucesión exacta es el modulo cero, no etiqueta-

remos el morfismo.

Definición 3.48.

Diremos que una sucesión exacta C es una sucesión exacta corta si es de la

forma C : 0 −→M1
ϕ−→M2

ψ−→M3 −→ 0.

Definición 3.49.

Diremos que una sucesión exacta corta es del tipo C1 si es de la forma

0 −→ Ker f i−→M
f−→ Im f −→ 0, donde f : M −→ N es un morfismo

de R-módulos.

Diremos que una sucesión exacta corta es del tipo C2 si es de la forma

0 −→ N
i−→M

v−→ M
N
−→ 0, donde M es un R-módulo y N ≤M .

Lema 3.50.

Toda sucesión exacta corta es, hasta isomorfismo, del tipo C1 y del tipo C2.

Demostración

Sea C : 0 −→M1
ϕ−→M2

ψ−→M3 −→ 0 una sucesión exacta corta.

(1)

Por la observación a la Definición 3.47, M3 = Imψ, es decir, ψ es epimorfismo.

Simétricamente, 0 = Kerϕ, es decir, ϕ es monomorfismo, de donde, M1 ∼=

3.4 Sucesiones Exactas Cortas 27



Imϕ, pero Imϕ = Kerψ, en consecuencia, Kerψ ∼= M1. De modo que, hasta

isomorfismo, C es del tipo C1.

(2)

Sea N = Kerψ ≤ M2. Por el Primer Teorema de Isomorfismos, Imψ ∼= M2
N

,

de modo que C también puede ser considerada, hasta isomorfismo, como del

tipo C2. �
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3.5 Productos y Coproductos

Sea {Aλ | λ ∈ Λ} una familia no vacía de conjuntos no vacíos y consideremos

su producto cartesiano
∏
λ∈Λ

Aλ = {f : Λ → ⋃
λ∈Λ

Aλ | ∀λ ∈ Λ, f(λ) ∈ Aλ}, el

cual, por el Axioma de Elección, es no vacío.

Notación.

Sean f ∈ ∏
λ∈Λ

Aλ y γ ∈ Λ. Diremos que f(γ) = aγ ∈ Aγ es la γ-ésima

componente de f . Además adoptaremos la notación f = (aλ).

Proposición 3.51.

Sea {Mλ | λ ∈ Λ} una familia de R-módulos izquierdos y consideremos el

conjunto producto cartesiano
∏
λ∈Λ

Mλ = {f : Λ→ ⋃
λ∈Λ

Mλ | ∀λ ∈ Λ, f(λ) ∈Mλ}

junto con las operaciones definidas a continuación:

Si (aλ) , (bλ) ∈
∏
λ∈Λ

Mλ, entonces (aλ) + (bλ) = (aλ + bλ).

Si r ∈ R y (aλ) ∈
∏
λ∈Λ

Mλ, entonces r · (aλ) = (r · aλ).

Entonces
( ∏
λ∈Λ

Mλ,+, ·
)

es un R-módulo izquierdo.

Definición 3.52.

Sea {Mλ | λ ∈ Λ} una familia de R-módulos izquierdos. Diremos que
∏
λ∈Λ

Mλ es

el módulo producto directo de la familia {Mλ | λ ∈ Λ}.

Definición 3.53.

Sean {Mλ | λ ∈ Λ} una familia de R−módulos izquierdos y f ∈ ∏
λ∈Λ

Mλ.

Definimos el soporte def como Sop(f) = {λ ∈ Λ | f(λ) 6= 0}.

Proposición 3.54.

Sean {Mλ | λ ∈ Λ} una familia de R−módulos izquierdos y consideremos∐
λ∈Λ

Mλ = {f ∈ ∏
λ∈Λ

Mλ | Sop(f) es finito}, entonces
∐
λ∈Λ

Mλ ≤
∏
λ∈Λ

Mλ.

Demostración

(i) Primero, notemos que Sop [(0)] = ∅ y ∅ es finito, entonces 0 ∈ ∐
λ∈Λ

Mλ.
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(ii) Sean (aλ), (bλ) ∈
∐
λ∈Λ

Mλ, entonces Sop [(aλ)] y Sop [(bλ)] son finitos. Lue-

go, de la definición de la suma en el producto directo, tenemos la igualdad

Sop [(aλ) + (bλ)] = Sop [(aλ + bλ)] = {λ ∈ Λ | aλ + bλ 6= 0}. Afirmamos que

Sop [(aλ + bλ)] ⊆ Sop [(aλ)] ∪ Sop [(bλ)]. En efecto, si γ ∈ Sop [(aλ + bλ)], en-

tonces aγ + bγ 6= 0, de donde aγ 6= 0 ó bγ 6= 0, así, γ ∈ Sop [(aλ)] ∪ Sop [(bλ)].

Además, como la unión de conjuntos finitos es un conjunto finito, Sop [(aλ)]∪

Sop [(bλ)] es finito. Por lo tanto (aλ) + (bλ) ∈
∐
λ∈Λ

Mλ.

(iii) Sean r ∈ R y (aλ) ∈
∐
λ∈Λ

Mλ. Afirmamos que Sop [(raλ)] ⊆ Sop [(aλ)]. En

efecto, si γ ∈ Sop [(raλ)], entonces raγ 6= 0, de donde aγ 6= 0, en consecuencia,

γ ∈ Sop [(aλ)]. Así, como Sop [(aλ)] es finito, Sop [(raλ)] también lo es. Por lo

tanto, r(aλ) ∈
∐
λ∈Λ

Mλ. �

Definición 3.55.

Sea {Mλ | λ ∈ Λ} una familia de R-módulos izquierdos. Diremos que
⊕
λ∈Λ

Mλ =∐
λ∈Λ

Mλ ≤
∏
λ∈Λ

Mλ es la Suma Directa Externa (o coproducto) de la familia

{Mλ | λ ∈ Λ}.

Observación.

Si Λ es finito,
∐
λ∈Λ

Mλ = ∏
λ∈Λ

Mλ.

Definición 3.56.

Sean {Mλ | λ ∈ Λ} una familia de R-módulos izquierdos y γ ∈ Λ. Definimos

los siguientes morfismos:

1. El morfismo πγ : ∏
λ∈Λ

Mλ −→ Mγ, dado por (aλ) 7−→ aγ es llamado

proyección sobre la γ-ésima componente.

2. El morfismo ιγ : Mγ −→
∐
λ∈ΛMλ, dado por aγ 7−→ (āγ), donde

(āγ)(λ) =


aγ, si λ = γ

0 si λ 6= γ

es llamado inclusión de la γ-ésima componente en el coproducto.

3. El morfismo ι̂ : ∐
λ∈Λ

Mλ −→
∏
λ∈Λ

Mλ, dado por (aλ) 7−→ (aλ) es llamado la

Inclusión del coproducto en el producto.

30 Capítulo 3 Preliminares de Teoría de R-Módulos



Lema 3.57.

Sean {Mλ | λ ∈ Λ} una familia de R-módulos izquierdos y γ, δ ∈ Λ, entonces

1. πγ y πγ · ι̂ son epimorfismos.

2. ιγ y ι̂ · ιγ son monomorfismos.

3. πδ · ι̂ · ιγ =


1Mγ , si δ = γ

0 si δ 6= γ

Teorema 3.58.

Sea {Mλ | λ ∈ Λ} una familia de R-módulos izquierdos, entonces
∐
λ∈Λ

Mλ =⊕
λ∈Λ

M ′
λ, donde, para toda λ ∈ Λ, M ′

λ es un submódulo de
∐
λ∈Λ

Mλ tal que

M ′
λ
∼= Mλ. Es decir, la suma directa externa de una familia de R-módulos, no es

más que una suma directa interna de copias de los elementos de la familia.

Demostración

Sea γ ∈ Λ, como ιγ es un monomorfismo, M ′
γ = ιγ [Mγ] es una copia de

Mγ, tal que M ′
γ ≤

∐
λ∈Λ

Mλ, en consecuencia,
∑
λ∈Λ

M ′
λ ≤

∐
λ∈Λ

Mλ. Ahora veamos

que
∐
λ∈Λ

Mλ ⊆
∑
λ∈Λ

M ′
λ. Sea 0 6= (aλ) ∈

∐
λ∈Λ

Mλ, entonces Sop [(aλ)] es finito,

digamos Sop [(aλ)] = {λ1, . . . , λn}. Así, en la notación de la Definición 3.56,

tenemos que (aλ) = (āλ1) + · · ·+ (āλn) = ιλ1 (aλ1) + · · ·+ ιλn (aλn) ∈ ∑
λ∈Λ

M ′
λ.

Por lo tanto,
∐
λ∈Λ

Mλ = ∑
λ∈Λ

M ′
λ. Finalmente, veamos que la suma es directa.

Sea (aλ) ∈M ′
δ

⋂ ∑
λ∈Λ\{δ}

M ′
λ, entonces (aλ) = (āδ) y (aλ) = (āλ1) + · · ·+ (āλn),

donde, para todo i ∈ {1, . . . , n}, λi 6= δ, en consecuencia, āλ1 = · · · = āλn = 0

y así (aλ) = 0. Por lo tanto,
∐
λ∈Λ

Mλ = ⊕
λ∈Λ

M ′
λ. �

Observación.

El teorema anterior justifica el por qué le llamamos “suma directa externa” al

coproducto.
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Teorema 3.59. [Propiedad Universal del Producto]

Si {Mλ | λ ∈ Λ} es una familia de R-módulos izquierdos, entonces, el producto

directo
∏
λ∈Λ

Mλ tiene la siguiente propiedad universal: Para todo R-módulo

izquierdo N y para toda familia de morfismos {fλ : N −→Mλ | λ ∈ Λ}, existe

un único morfismo f : N −→ ∏
λ∈Λ

Mλ tal que, para toda λ ∈ Λ, el siguiente

diagrama conmuta:

N

Mλ

∏
λ∈Λ

Mλ

fλ

f

πλ

Demostración

Sean N un R-módulo izquierdo y {fλ : N → Mλ | λ ∈ Λ} una familia de

morfismos.

[Existencia]

Consideremos f : N −→ ∏
λ∈Λ

Mλ definida por x 7−→ (fλ (x)). Veamos que

f es una función. Sean x1, x2 ∈ N tales que x1 = x2, entonces, para toda

λ ∈ Λ, fλ(x1) = fλ(x2), de donde (fλ (x1)) = (fλ (x2)), es decir f(x1) = f(x2).

Ahora, veamos que es morfismo de R-módulos. Sean r1, r2 ∈ R y x1, x2 ∈

N , entonces f (r1x1 + r2x2) = (fλ (r1x1 + r2x2)) = (r1fλ (x1) + r2fλ (x2)) =

r1 (fλ (x1)) + r2 (fλ (x2)) = r1f(x1) + r2f(x2). Luego, veamos que πλf = fλ.

Sean λ ∈ Λ y x ∈ N , entonces (πλf) (x) = πλ (f (x)) = πλ (fλ (x)) = fλ(x).

[Unicidad]

Supongamos que existe otro morfismo g : N −→ ∏
λ∈Λ

Mλ tal que, para

toda λ ∈ Λ, πλg = fλ. Sea x ∈ N , entonces g(x) = (xλ) ∈
∏
λ∈Λ

Mλ, así

fλ(x) = πλg(x) = πλ ((xλ)) = xλ, de donde (xλ) = (fλ (x)) = f(x). �
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Teorema 3.60. [Propiedad Universal del Coproducto]

Si {Mλ | λ ∈ Λ} es una familia de R-módulos izquierdos, entonces, el coproducto∐
λ∈Λ

Mλ tiene la siguiente propiedad universal: Para todo R-módulo izquierdo N

y para toda familia de morfismos {fλ : Mλ −→ N}, existe un único morfismo

f : ∐
λ∈Λ

Mλ −→ N tal que, para toda λ ∈ Λ, el siguiente diagrama conmuta:

N

Mλ

∐
λ∈Λ

Mλ

ιλ

fλ

f

Demostración

La demostración es dual a la del teorema anterior considerando el morfismo

f : ∐
λ∈Λ

Mλ −→ N , definido por (aλ) 7−→
∑

γ∈Sop[(aλ)]
fγ (aγ). �

Definición 3.61.

Sean {Mi | i ∈ I}, {Ni | i ∈ I} familias de R-módulos izquierdos y {fi : Mi →

Ni | i ∈ I} una familia de morfismos. Definimos los siguientes morfismos:

1.
∏
i∈I
fi : ∏

i∈I
Mi −→

∏
i∈I
Ni, dado por (ai) 7−→ (fi(ai)) es llamado Morfismo

Producto Directo.

2.
⊕
i∈I
fi : ⊕

i∈I
Mi −→

⊕
i∈I
Ni, dado por (ai) 7−→ (fi(ai)), es llamado Morfismo

Suma Directa.

Proposición 3.62.

Sean {Mi | i ∈ I}, {Ni | i ∈ I} familias de R-módulos izquierdos y {fi : Mi →

Ni | i ∈ I} una familia de morfismos, entonces:

1.
∏
i∈I
fi es monomorfismo si y sólo si,

⊕
i∈I
fi es monomorfismo, si y sólo si,

para toda i ∈ I, fi es monomorfismo.
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2.
∏
i∈I
fi es epimorfismo si y sólo si,

⊕
i∈I
fi es epimorfismo, si y sólo si, para

toda i ∈ I, fi es epimorfismo.

3.
∏
i∈I
fi es isomorfismo si y sólo si,

⊕
i∈I
fi es isomorfismo, si y sólo si, para

toda i ∈ I, fi es isomorfismo.

Demostración

Se sigue de la cuidadosa aplicación de las definiciones anteriores. �

34 Capítulo 3 Preliminares de Teoría de R-Módulos



3.6 Pullback y Pushout de R-módulos

Una de las construcciones más importantes en la teoría de módulos es la in-

corporación no trivial de dos morfismos de R-módulos con el mismo dominio,

g : A −→ B y f : A −→M en un cuadrado conmutativo de la forma

A B

M N

g

f β

ψ

de tal manera que cualquier otra “completación conmutativa” del cuadrado,

pueda ser factorizada a través de β y ψ. Naturalmente, la incorporación

de dos morfismos de R-módulos con el mismo codominio en un cuadrado

conmutativo con la misma “universalidad”, es de igual importancia.

Definición 3.63.

1. Sean f : A −→ B y g : A −→ M morfismos de R-módulos izquierdos.

Diremos que el par (α, β) es un pushout del par (g, f) si, para cada par de

morfismos (α′, β′), con α′ : M −→ X, β′ : B −→ X, tales que, α′g = β′f ,

existe un único morfismo δ : N −→ X tal que, α′ = δα y β′ = δβ, es decir,

el siguiente diagrama es conmutativo:

A B

M N

X

f

g β
β′

α

α′

δ
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2. Sean f : B −→ N y g : M −→ N morfismos de R-módulos izquierdos.

Diremos que el par (ϕ, λ) es un pullback del par (g, f) si, para cada

par de morfismos (ϕ′, λ′), con ϕ′ : Y −→ M , λ′ : Y −→ B, tales que

gϕ′ = fλ′, existe un único morfismo τ : Y −→ A tal que, ϕ′ = ϕτ y

λ′ = λτ , es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

Y

A B

M N

λ′

ϕ′

τ

λ

ϕ f

g

Observación.

Se puede verificar que el pullback y el pushout son únicos hasta isomorfismo.

Proposición 3.64.

1. Sean f : A −→ B y g : A −→ M morfismos de R-módulos izquierdos.

Sean U = {(g (a) ,−f (a)) ∈M ⊕B | a ∈ A}, N = M⊕N
U

y consideremos

las los morfismos α : M −→ N , definido por m 7−→ (m, 0) + U y

β : B −→ N , definido por b 7−→ (0, b)+U . Entonces, (α, β) es un pushout

de (g, f).

2. Sean f : B −→ N y g : M −→ N morfismos de R-módulos izquierdos.

Sea A = {(m1,m2) ∈ M ⊕ B | g(m1) = f(m2)} y consideremos las

restricciones de las proyecciones ϕ : A −→M , dada por (m1,m2) 7−→ m1

y λ : A −→ B, dada por (m1,m2) 7−→ m2. Entonces, (ϕ, λ) es un pullback

de (g, f).

Demostración

(1) Esta demostración se encuentra en [3, Teorema 4.7.3 (1)] y es muy

similar a la que escribiremos a continuación.

(2) Por construcción de A, es claro que gϕ = fλ. Luego, sean ϕ′ : Y −→ M

y λ′ : Y −→ B morfismos de R-módulos izquierdos tales que gϕ′ = fλ′.
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Debemos demostrar que existe un único morfismo τ que haga conmutar el

diagrama de la definición anterior.

Existencia

Consideremos τ : Y −→ A, definida por y 7−→ (ϕ′ (y) , λ′ (y)). Es claro que τ

es morfismo de R-módulos. Ahora, veamos que λ′ = λτ y ϕ′ = ϕτ . Sea y ∈ Y ,

entonces (λτ) (y) = λ ((ϕ′ (y) , λ′ (y))) = λ′(y). Simétricamente se comprueba

que (λτ) (y) = ϕ′(y).

Unicidad

Supongamos que existe τ1 : Y −→ A tal que λ′ = λτ1 y ϕ′ = ϕτ1. Sea

y ∈ Y , entonces (τ − τ1) (y) = (m1,m2) ∈ A. Luego, por definición de ϕ,

tenemos que m1 = ϕ ((τ − τ1) (y)) = ϕ (τ (y)) − ϕ (τ1 (y)) = ϕ′(y) − ϕ′(y) =

0. Simétricamente, por definición de λ, se sigue que m2 = 0, de donde

(τ − τ1) = 0, es decir, τ = τ1. �

Proposición 3.65.

1. Sean f : A −→ B y g : A −→ M morfismos de R-módulos izquierdos y

sea (α, β) un pushout de (g, f).

a) Si f es monomorfismo (epimorfismo), α es monomorfismo (epimor-

fismo).

b) Si g es monomorfismo (epimorfismo), β es monomorfismo (epimor-

fismo).

c) Si f es monomorfismo, entonces el monomorfismo α se escinde si y

sólo si, existe κ : B −→M tal que, g = κf .

2. Sean f : B −→ N y g : M −→ N morfismos de R-módulos izquierdos y

sea (ϕ, λ) un pullback de (g, f).

a) Si f es monomorfismo (epimorfismo), entonces ϕ es monomorfismo

(epimorfismo).

b) Si g es monomorfismo (epimorfismo), entonces λ es monomorfismo

(epimorfismo).

c) Si g es epimorfismo, el epimorfismo λ se escinde, si y sólo si, existe

κ : M −→ B tal que, f = gκ.
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Demostración

1(a), 1(b), 2(a) y 2(b) se siguen de la aplicación de las definiciones de mono-

morfismo, epimorfismo, pushout y pullback. Demostraremos 1(c), pues 2(c)

se sigue dualmente.

[⇒]

Por 2(b), si g es un monomorfismo, α es monomorfismo. Supongamos que α

se escinde, es decir N = Imα⊕N0. Sean α0 = α|Imα : M Imα la res-

tricción al codominio de α, π : N Imα la proyección de N sobre Imα

y consideremos κ = α−1
0 πβ. Sea a ∈ A, entonces (κf) (a) =

[
α−1

0 πβf
]

(a) =[
α−1

0 παg
]

(a) = α−1
0 π ((g (a) , 0) + U) = α−1

0 (g (a) + U) = g (a).

[⇐]

Supongamos que existe κ : B −→ M tal que g = κf . Sea ε : N −→ M

definida por (m, b) +U 7−→ m+ κ(b). Notemos que ε está bien definida, pues

si (g (a) ,−f (a)) ∈ U , entonces ε ((g (a) ,−f (a)) + U) = g(a) + κ (−f (a)) =

g(a)−κ (f (a)) = g(a)−g(a) = 0. Más aún, es claro que ε es un morfismo, pues

κ lo es. Finalmente, observemos que εα(m) = ε ((m, 0) + U) = m+ κ(0) = m,

es decir, εα = 1M . Así, por el Lema 3.46, α se escinde. �

Corolario 3.66.

Sea (ϕ, λ) un pullback de (g, f). Si f y g son isomorfismos, entonces ϕ y α

también son isomorfismos.

Demostración

Se sigue inmediatamente de la proposición anterior. �
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3.7 Módulos Inyectivos y Proyectivos

Definición 3.67.

Sean M un R-módulo izquierdo y N ≤M .

1. Diremos que N es un submódulo superfluo en M (o simplemente su-

perfluo) si, para todo A ≤ M tal que N + A = M , se tiene que A = M .

Denotaremos este hecho por N �M .

2. Diremos queN es un submódulo esencial enM (o simplemente esencial)

si, para todo A ≤M tal que N ∩A = 0, se tiene que A = 0. Denotaremos

este hecho por A ≤es M .

Observación.

Sean M un R-módulo izquierdo y N ≤M , entonces:

N �M si y sólo si, para todo A �M se tiene que N + A �M .

A ≤es M si y sólo si, para todo 0 6= A ≤M se tiene que A ∩N 6= 0.

Los submódulos superfluos son propios.

Los submódulos esenciales son no cero.

Definición 3.68.

Sea α : M → N un morfismo de R−módulos izquierdos.

1. Diremos que α es un morfismo superfluo si Kerα�M .

2. Diremos que α es morfismo esencial si Imα ≤es M .

Teorema 3.69.

Las siguientes proposiciones son equivalentes para un R−módulo I.

1. Todo monomorfismo ξ : I → B, se escinde.

2. Para todo monomorfismo f : A B y para todo morfismo g : A→

I, existe un morfismo κ : B → I tal que g = κf . Es decir, el siguiente

diagrama conmuta:
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A B

I

f

g
κ

Demostración

[1⇒ 2]

Supongamos que todo monomorfismo con dominio I se escinde y sean

f : A B un monomorfismo y g : A → I un morfismo. Sea (α, β)

un pushout de (g, f). Por 1 de la Proposición 3.65 tenemos que, como f es

monomorfismo, α también es monomorfismo. Más aún, por hipótesis, α se

escinde, de donde, existe κ : B −→ I, tal que g = κf .

A B

I N

f

g β
κ

α

[2⇒ 1]

Sea ξ : I −→ B un monomorfismo y consideremos el isomorfismo 1I : I I .

Por hipótesis existe κ : B −→ I tal que es siguiente triángulo es conmutati-

vo:
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I B

I

ξ

1I κ

Es decir, 1I = ξκ. Así, por el Lema 3.46, ξ se escinde. �

Definición 3.70.

Sea I un R-módulo, diremos que I es inyectivo, si satisface las condiciones del

teorema anterior.

Definición 3.71.

Sea M un R-módulo izquierdo. Diremos que (η, E (M)) es una cápsula inyec-

tiva de M , si η : M E(M) es un monomorfismo esencial y E(M) es

inyectivo.

Lema 3.72.

Una cápsula inyectiva de un R-módulo simple, es inescindible.

Demostración

Ver [3, Corolario 6.63 (a)]. �

Teorema 3.73.

Las siguientes proposiciones son equivalentes para un R-módulo izquierdo P .

1. Todo epimorfismo ζ : B → P , se escinde.

2. Para todo epimorfismo β : B → C y para todo morfismo ψ : P → C existe

un morfismo λ : P → B tal que βλ = ψ, es decir, el siguiente diagrama

conmuta
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P

B C

ψ
λ

β

Demostración

Se sigue dualmente a la demostración del Teorema 3.69 usando 2 de la

Proposición 3.65. �

Definición 3.74.

Sea P un R-módulo izquierdo. Diremos que P es proyectivo si satisface las

condiciones del teorema anterior.

Observación.

Si M es un R-módulos izquierdo inyectivo (proyectivo) y N ∼= M , entonces N

es inyectivo (proyectivo). Ver [3, Corolario 5.3.3].

Teorema 3.75.

Sean {Iλ | λ ∈ Λ} y {Pλ | λ ∈ Λ} familias de R-módulos izquierdos.

1. I = ∏
λ∈Λ

Iλ es inyectivo si y sólo si, para cada λ ∈ Λ, Iλ es inyectivo.

2. P = ⊕
λ∈Λ

Pλ ó P = ∐
λ∈Λ

Pλ es proyectivo si y sólo si, para cada λ ∈ Λ, Pλ es

proyectivo.

Demostración

1. [⇒]

Supongamos que I = ∏
λ∈Λ

Iλ es inyectivo. Sean λ ∈ Λ, f : A B un

monomorfismo y gλ : A −→ Iλ un morfismo. Como I es inyectivo, existe un

morfismo κ : B −→ I, tal que κf = ι̂ιλgλ, es decir, el siguiente diagrama es

conmutativo.
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A B

Iλ

I

f

gλ

κ

ι̂ιλ

Ahora, consideremos la proyección πλ : I Iλ y recordemos que

πλι̂ιλ = 1Iλ. Sea κλ = πλκ y notemos que gλ = 1Iλgλ = (πλι̂ιλ) gλ =

πλ (ι̂ιλgλ) = πλκf = κλf , es decir, el siguiente diagrama es conmutativo.

A B

Iλ

I

Iλ

f

gλ

κ

κλ
ι̂ιλ

πλ

Por lo tanto, Iλ es inyectivo.

1. [⇐]

Supongamos que, para cada λ ∈ Λ, Iλ es inyectivo. Sean f : A B un

monomorfismo y g : A −→ I un morfismo. Por hipótesis, para cada λ ∈ Λ,

existe un morfismo κλ : B −→ Iλ, tal que πλg = κλf . Ahora, por la Propiedad

Universal del Producto, existe un único morfismo κ : B −→ I tal que, para
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toda λ ∈ Λ, πλκ = κλ. En consecuencia, para toda λ ∈ Λ, πλg = κλf = πλκf ,

es decir, πλg = πλκf . Así, por la unicidad de κ, se tiene que g = κf .

A B

I

Iλ

g

f

κ

κλ

πλ

2. [⇔]

En virtud de la observación a la Definición 3.74 y del Teorema 3.58, basta

demostrar la equivalencia para el coproducto. Así, la demostración se sigue

dualmente a la equivalencia anterior. �

Teorema 3.76.

Un R-módulo izquierdo M es proyectivo si y sólo si es isomorfo a un sumando

directo de un módulo libre.

Demostración

Ver [3, Teorema 5.4.1]. �
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3.8 Módulos Artinianos y Neterianos

Definición 3.77.

Sea M un R-módulo izquierdo.

1. Diremos que M es neteriano si, para toda cadena ascendente A1 ≤ A2 ≤

A3 ≤ · · · de submódulos de M , existe n ∈ N tal que, para toda i ≥ n,

Ai = An.

2. Diremos que M es artiniano si, para toda cadena descendente A1 ≥ A2 ≥

A3 ≥ · · · de submódulos de M , existe n ∈ N tal que, para toda i ≥ n,

Ai = An.

Observación. Simétricamente se definen los R-módulos neterianos y artinianos

derechos.

Definición 3.78.

Sea R un anillo.

Diremos que R es artiniano derecho (izquierdo) si RR (RR) es artiniano.

Diremos que R es neteriano derecho (izquierdo) si RR (RR) es neteriano.

Teorema 3.79.

Sean M un R-módulo izquierdo y A ≤M , entonces, las siguientes proposiciones

son equivalentes:

M es artiniano.

A y M
A

son artinianos.

Toda familia no vacía de submódulos de M admite un elemento mínimo.

Todo módulo cociente de M es finitamente cogenerado.

Demostración

Ver [3, Teorema 6.1.2]. �

Teorema 3.80.

Sean M un R-módulo izquierdo y A ≤M , entonces, las siguientes proposiciones

son equivalentes:
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M es neteriano.

A y M
A

son neterianos.

Toda familia no vacía de submódulos de M admite un elemento máximo.

Todo submódulo de M es finitamente generado.

Demostración

Ver [3, Teorema 6.1.2]. �

Corolario 3.81.

La clase de R-módulos artinianos y la clase de R-módulos neterianos son

cerradas bajo sumas directas finitas.

Demostración

Ver [3, Corolario 6.1.3]. �

Lema 3.82.

Sean M un R-módulo neteriano y f ∈ EndR(M), entonces f es isomorfismo si

y sólo si es epimorfismo.

Demostración

Sean M un R-módulo neteriano y f ∈ EndR(M). Supongamos que f es epi-

morfismo y consideremos la cadena ascendente Ker f ≤ Ker f 2 ≤ Ker f 3 ≤

· · · de submódulos de M . Como M es neteriano, existe n ∈ N tal que para

toda i ≥ n, Ker f i = Ker fn. En particular, se cumple que Ker fn = Ker f 2n.

Afirmamos que Ker fn ∩ Im fn = 0. En efecto, sea x ∈ Ker fn ∩ Im fn, enton-

ces fn(x) = 0 y existe y ∈ M tal que x = fn(y). Luego, 0 = fn(x) = f 2n(y),

de donde y ∈ Ker f 2n = Ker fn, es decir x = fn(y) = 0. Finalmente, como

f es epimorfismo, Im fn = M , en consecuencia, Ker fn = 0. Por lo tanto,

Ker f = 0, de donde, f es isomorfismo. �
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3.9 Dimensión de Krull

La dimensión de Krull de un R-módulo M se define como la desviación de la

retícula de submódulos de M , vista como conjunto parcialmente ordenado.

En el apéndice encontrará una sección dedicada al estudio de la desviación

de un copo para facilitar la comprensión de los conceptos y resultados de

esta sección.

Definición 3.83.

Sea M un R-módulo izquierdo y δ(M) la retícula de submódulos de M . Si

existe α = dev (δ (M)), definimos la dimensión de Krull de M como el número

ordinal α y escribimos Kdim(M) = α. Si δ(M) no tiene desviación, diremos que

M no tiene dimensión de Krull.

Teorema 3.84.

Sea M un R-Módulo izquierdo, entonces:

1. Kdim(M) = −1 si y sólo si M = 0.

2. Kdim(M) = 0 si y sólo si M es artiniano y no cero.

3. Si Kdim(M) = α y N ≤M , entonces existe β = Kdim(N) y β ≤ α.

4. Si M es neteriano, entonces M tiene dimensión de Krull.

Demostración

Se siguen inmediatamente de las Definiciones 6.2, 6.4 y las Proposiciones

6.6, 6.7 y 6.9 incluidas en el apéndice. �

Observación.

Si M y N son R-módulos isomorfos, entonces Kdim(M) = Kdim(N), pues

δ(M) y δ(N) son copos isomorfos.

Proposición 3.85.

Sean M un R-módulo izquierdo y N ≤M , entonces, Kdim(M) existe si y sólo

si Kdim(N) y Kdim(M
N

) existen y, en dicho caso

Kdim(M) = mayor{Kdim(N),Kdim
(
M
N

)
}.
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Demostración

[⇒]

Supongamos que existe Kdim(M). Observemos que δ(N) y δ
(
M
N

)
son subco-

pos de δ(M), así, por la Proposición 6.7, Kdim(N) y Kdim
(
M
N

)
existen y son

menores o iguales que Kdim(M), de donde, mayor{Kdim(N),Kdim
(
M
N

)
} ≤

Kdim(M).

[⇐] [Por inducción transfinita]

Supongamos queN y M
N

tienen dimensión de Krull y sea α = mayor{Kdim(N),

Kdim
(
M
N

)
}. Vamos a demostrar, por inducción transfinita sobre α, que

Kdim(M) ≤ α. Observemos que el caso α = −1 es trivial. Supongamos

que Kdim(M) ≤ β, para todo ordinal β < α. Sea A0 ≥ A1 ≥ A2 ≥ · · · una

cadena descendente de submódulos de M . Por demostrar que Kdim(M) ≤ α,

es decir, para casi toda i, Kdim
(

Ai
Ai+1

)
< α. Observemos los siguientes hechos.

(1)

A0∩N ≥ A1∩N ≥ A2∩N ≥ · · · , es una cadena descendente de submódulos

de N , de donde, para casi toda i, Kdim
(

Ai∩N
Ai+1∩N

)
< Kdim(N).

(2)
A0+N
N
≥ A1+N

N
≥ A2+N

N
≥ · · · es una cadena de submódulos de M

N
, de donde,

para casi toda i, Kdim
(

Ai+N
Ai+1+N

) ∗= Kdim

 Ai+N
N

Ai+1+N
N

 < Kdim
(
M
N

)
. Aquí la

igualdad marcada con “∗”, es consecuencia del Tercer Teorema de Isomorfis-

mos.

Consideremos el epimorfismo ϕ : Ai
Ai+1

Ai+N
Ai+1+N , definido por

ai + Ai+1 7−→ ai + (Ai+1 +N). Es sencillo calcular que Kerϕ = Ai∩(Ai+1+N)
Ai+1

.

Por otro lado, consideremos el epimorfismo ψ : Ai ∩N Ai∩(Ai+1+N)
Ai+1

,

definido por ai 7−→ ai + Ai+1. De nuevo, es sencillo verificar que, Kerψ =

Ai+1 ∩N . Así, por el Primer Teorema de Isomorfismos, tenemos el siguiente

triángulo conmutativo.
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Ai ∩N Ai∩(Ai+1+N)
Ai+1+N

Ai∩N
Ai+1∩N

ψ

v

ψ̂

Por lo anterior, tenemos que C : 0 −→ Ai∩N
Ai+1∩N

ψ̂−→ Ai
Ai+1

ϕ−→ Ai+N
Ai+1+N −→ 0, es

una sucesión exacta corta. Así, por el Lema 3.50, C es, hasta isomorfismo, del

tipo 0 −→ N
i−→ M

v−→ M
N
−→ 0. Finalmente, como la dimensión de Krull

es invariante bajo isomorfismo, por lo anterior, es posible aplicar la hipótesis

inductiva y, usando (1) y (2), tenemos que para casi todo i,

Kdim
(
Ai
Ai+1

)
= mayor{Kdim

(
Ai ∩N
Ai+1 ∩N

)
,Kdim

(
Ai +N

Ai+1 +N

)
}

< α

Por lo tanto, Kdim(M) ≤ α. �

Definición 3.86.

Sea M 6= 0 un R-módulo izquierdo y α un número ordinal.

1. Diremos que M es α-crítico si Kdim(M) = α y para todo N ≤ M con

N 6= 0, Kdim
(
M
N

)
< α.

2. Diremos que M es crítico si es α-crítico para algún ordinal α.

Ejemplo 3.87.

RM es un R-módulo simple si y sólo si, RM es 0-crítico.

Observación.

Es muy sencillo comprobar que la propiedad de ser α-crítico se preserva bajo

isomorfismo.
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Lema 3.88.

Sea M un R-módulo izquierdo. Si M es α-crítico, entonces todo submódulo no

cero de M , también es α-crítico.

Demostración

Sean M un R-módulo α-crítico y 0 6= N ≤M .

(1) Sea 0 6= N1 ≤ N , entonces N
N1
≤ M

N1
, de donde Kdim

(
N
N1

)
≤ Kdim

(
M
N1

)
.

Luego, como M es α-crítico, Kdim
(
M
N1

)
< α. Así, Kdim

(
N
N1

)
< α.

(2) Como M es α-crítico, Kdim
(
M
N

)
< α. Luego, por la Proposición 3.85,

α = mayor{Kdim(N),Kdim
(
M
N

)
}, en consecuencia, Kdim (N) = α.

Por lo tanto, N es α-crítico. �

Teorema 3.89.

Todo R-módulo izquierdo no cero con dimensión de Krull admite un submódulo

crítico.

Demostración [Por contradicción]

Presentaremos la demostración en tres partes. Primero, elegiremos un módu-

lo. Luego haremos observaciones sobre los submódulos del módulo encontra-

do en la primer parte. Finalmente, construiremos la contradicción.

(1)

Supongamos que la clase S, de los R-módulos no cero con dimensión de

Krull tales que no admiten submódulos críticos, es no vacía. Sea SK la clase

de todos los números ordinales β, tales que β = Kdim(N), para algún N ∈ S.

Es claro que SK 6= ∅, en virtud de que S 6= ∅. Como la clase de todos los

ordinales es bien ordenada por “<", existe α = menorSK . Sea M ∈ S tal que

α = Kdim(M). Notemos que α ≥ 0, pues M 6= 0.

(2)

Por el Teorema 3.84, todo submódulo no cero de M tiene dimensión de Krull

menor o igual que α. Sin embargo, por construcción de α, todo submódulo

no cero de M tiene dimensión de Krull exactamente α, pues de lo contrario,

M tendría un submódulo con dimensión de Krull estrictamente menor que α,

de donde, por la propiedad de α de ser el menor de su clase, M admitiría un

submódulo crítico, lo cual es absurdo. En consecuencia, todo submódulo no
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cero de M tiene dimensión de Krull α y no admite submódulos críticos.

(3)

Definimos, recursivamente, la siguiente cadena descendente de submódu-

los de M : Sea M0 = M . Si Mn 6= 0 ha sido definido, por la parte (2),

Kdim(Mn) = α y Mn no admite submódulos críticos. En particular Mn no

es α-crítico. En consecuencia, existe Mn+1 ≤ Mn con Mn+1 6= 0, tal que

Kdim
(

Mn

Mn+1

)
= α. En conclusión, hemos construido la cadena descenden-

te M = M0 ≥ M1 ≥ M2 ≥ · · · de submódulos de M tal que, para toda

i ∈ N, Kdim
(

Mi

Mi+1

)
= α, de donde Kdim(M) > α, lo cual es una contradic-

ción. �

Definición 3.90.

Diremos que unR-módulo izquierdoM es monomorfo si para todo 0 6= N ≤M

y todo morfismo f : N →M , f es cero o un monomorfismo.

Lema 3.91.

Todo R-módulo izquierdo α-crítico M , es monomorfo.

Demostración[Por contradicción]

Sea M un R-módulo α-crítico. Sean 0 6= N ≤M y f : N →M un morfismo

no cero. Supongamos que Ker f 6= 0. Por el primer teorema de isomorfismos,
N

Ker f
∼= Im f . Luego, como M es α-crítico, por el Lema 3.88, N también lo es,

de donde Kdim
(

N
Ker f

)
< α. En consecuencia, Kdim (Im f) = Kdim

(
N

Ker f

)
<

α, lo cual es absurdo, pues Im f ≤M , también es α-crítico. Por lo tanto, M

es monomorfo. �

Definición 3.92.

Diremos que un R-módulo izquierdo M es compresible si todos sus submódulos

no cero, contienen una copia de M .

Observación.

Simétricamente se definen los conceptos de R-módulo compresible derecho y

R-módulo monomorfo derecho.
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Proposición 3.93.

Sea M un R-módulo monomorfo derecho, entonces, EndR(M) es un dominio

Ore derecho si y sólo si, la intersección de cada par de submódulos de M ,

isomorfos a M , contiene una copia de M .

Demostración

[⇒]

Sean f, g ∈ EndR(M) \ {0}. Como M es monomorfo, f y g son mono-

morfismos, de donde, f [M ] ∼= C ∼= g[M ]. Por hipótesis, existen h, k ∈

EndR(M) tales que fh = gk 6= 0. De nuevo, como h y k son monomor-

fismos, fh[M ] = gk[M ] ∼= M . Finalmente, es claro que fh[M ] ⊆ f [M ] y que

fh[M ] = gk[M ] ⊆ g[M ]. Por lo tanto, M ∼= fh[M ] ⊆ f [M ] ∩ g[M ].

[⇐]

Sean f, g ∈ EndR(M) \ {0}. Como M es monomorfo, f y g son monomorfis-

mos. Por hipótesis, existe h ∈ EndR(M)\{0} tal queN = h[M ] ⊆ f [M ]∩g[M ],

de donde f [f−1 [N ]] = N ∩ f [M ] = N y g [g−1 [N ]] = N ∩ g[M ] = N . Para

demostrar que EndR(M) es Ore derecho, debemos hallar j, k ∈ EndR(M),

tales que fj = gk 6= 0. Para mostrar la existencia de dichos morfismos, utiliza-

remos la técnica del pullback. Sean f ′ = f|f−1[N ] y g′ = g|g−1[N ] y consideremos

los siguientes diagramas.

f−1[N ]

M N

f ′

h

g−1[N ]

M N

g′

h

Para completar los cuadrados conmutativos, sean A = {(x1, x2) ∈ M ⊕

f−1[N ] | h(x1) = f ′(x2)}, α = π1|A y ϕ = π2|A, donde π1 es la proyección

de M ⊕ f−1[N ] sobre f−1[N ] y π2 es la proyección de M ⊕ f−1[N ] sobre M ,
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entonces (ϕ, α) es un pullback de (h, f ′). Simétricamente, si B = {(y1, y2) ∈

M ⊕ g−1[N ] | h(y1) = g′(y2)}, β es la restricción a B de la proyección de

M ⊕ g−1[N ] sobre g−1[N ] y ψ es la restricción a B de la proyección de

M ⊕ g−1[N ] sobre M , entonces (ψ, β) es un pullback de (h, g′). Más aún, por

el Corolario 3.66, como h, f ′ y g′ son isomorfismos, α, ϕ, β y ψ también lo

son. Así, tenemos los siguientes diagramas conmutativos.

A f−1[N ]

M N

α

ϕ f ′

h

B g−1[N ]

M N

β

ψ g′

h

Sean j = αϕ−1 y k = βψ−1. Afirmamos que f ′j = g′k. En efecto, sea m ∈M ,

como ϕ es un isomorfismo, es invertible, de donde ϕ−1(m) = m + x, para

algún x ∈ f−1[N ]. Luego, como α es la restricción de la proyección sobre la

segunda entrada, α (m+ x) = x. Después, por definición de A, f ′(x) = h(m).

En conclusión, f ′j(m) = h(m). Este procedimiento se puede observar en el

siguiente diagrama.

m+ x A f−1[N ] x

m M N f ′(x) = h(m)

α

α

ϕ f ′ f ′ϕ−1

h

Simétricamente, tenemos el siguiente diagrama.
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m+ y B g−1[N ] y

m M N g′(y) = h(m)

β

β

ψ g′ g′ψ−1

h

Así, f ′j(m) = g′k(m), de donde, f ′j = g′k. Finalmente, veamos que fj = gk.

Sea m ∈ M , entonces j(m) ∈ f−1[N ], de donde, f ′ (j (m)) = f (j (m)).

Simétricamente, k(m) ∈ g−1[N ], entonces, g′ (k (m)) = g (k (m)). Luego,

como f ′j = g′k, se sigue que fj(m) = f ′j(m) = g′k(m) = gk(m). Por lo

tanto, fj = gk 6= 0, es decir, EndR(M) es Ore derecho. �

Corolario 3.94.

El anillo de endomorfismos de un R-módulo derecho, monomorfo y compresible

M es un dominio Ore derecho.

Demostración

Sea M un R-módulo monomorfo y compresible. Sean A,B ≤ M tales que

A ∼= M ∼= B. Como M es compresible, A ∩B contiene una copia de M . Así,

por el lema anterior, como M es monomorfo, EndR(M) es un dominio Ore

derecho. �

Lema 3.95.

Un R-módulo derecho, compresible y con dimensión de Krull, es crítico y su

anillo de endomorfismos es un dominio Ore derecho.

Demostración

Sea M un R-módulo compresible y con dimensión de Krull. Por el Teorema

3.89, M admite un submódulo crítico N , digamos, con dimensión de Krull α.

Por otro lado, como M es compresible, existe N1 ≤ N tal que M ∼= N1. Luego,

como N1 ≤ N y N es α-crítico, por el Lema 3.88, N1 también es α-crítico
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y así, M es α-crítico. Finalmente como M es crítico, por el Lema 3.91, M

es monomorfo. Así, por el corolario anterior, EndR(M) es un dominio Ore

derecho. �

Corolario 3.96.

Sea M un R-módulo derecho tal que δ(M) \ {0} es isomorfo a αop, para

algún ordinal con forma normal de Cantor α = ωλ1n1 + · · ·+ ωλtnt, entonces

Kdim(M) = λ1. Más aún, si M es λ1- crítico, α = ωλ1.

Demostración

Se sigue del Lema 6.11. Ver [4, Sección 6.2.22]. �
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3.10 Algunos Resultados Auxiliares

Definición 3.97.

Sea M un R-módulo. Diremos que M es uniforme si todo submódulo de M es

esencial en M , es decir, si la intersección de todo par de submódulos no cero, es

no cero.

Proposición 3.98.

Si M es un R-Módulo neteriano, entonces todo submódulo de M contiene un

submódulo uniforme.

Demostración

Como M es neteriano, entonces todos sus submódulos son finitamente gene-

rados, de modo que basta probar la proposición para los submódulos cíclicos.

Sea x ∈ M \ {0} y consideremos el submódulo Rx 6= 0. Como M es nete-

riano, Rx ≤ M también lo es. Ahora, consideremos la siguiente familia de

submódulos de Rx.

Γ = {N ≤ Rx | N interseca trivialmente a otro submódulo deRx}

= {N ≤ Rx | existeL ≤ Rx tal que L ∩N = 0}

Como Rx es neteriano, Γ admite un elemento ⊆-máximo, digamos K. Obser-

vemos que, por definición de K, existe U ≤ Rx, tal que U ∩K = 0.

Afirmamos que U es un submódulo uniforme de Rx.

En efecto: Supongamos, con el fin de obtener una contradicción, que exis-

ten A,B ≤ U tales que A ∩ B = 0. Notemos que, como A ≤ U , entonces

K ∩A ≤ K ∩ U = 0. Por lo anterior, podemos formar K ⊕A. Luego, conside-

remos (K ⊕ A) ∩B:

x ∈ (K ⊕ A) ∩B ⇒ x = y + a = b, y ∈ K, a ∈ A, b ∈ B

⇒ y = b− a ∈ K ∩ U = 0

⇒ a = b = x ∈ A ∩B = 0

⇒ (K ⊕ A) ∩B = 0
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En consecuencia, (K ⊕ A) ∈ Γ, lo cual es absurdo, pues K � (K ⊕ A) y K es

un elemento ⊆-máximo de Γ. Por lo tanto, U es un submódulo uniforme de

Rx. �

Lema 3.99.

Si M es un R-módulo izquierdo uniforme y N ∼= M , entonces N es uniforme.

Demostración

Sean M un R-Módulo uniforme y N un R-Módulo tal que M ∼= N . Sea

α : M N un isomorfismo y sean 0 6= A,B ≤ N , entonces

0 6= α−1 [A] , α−1 [B] ≤M . Luego, como M es uniforme,

0 6= α−1 [A]⋂α−1 [B] = α−1 [A ∩B].

Finalmente, como α es isomorfismo y 0 6= α−1 [A ∩B], entonces

0 6= α [α−1 [A ∩B]] = A ∩B. Por lo tanto, N es uniforme. �

Definición 3.100.

Sea M un R-módulo y n ∈ N. Diremos que M tiene dimensión uniforme n si

existe V ≤es M tal que V es la suma directa de n submódulos uniformes. A este

hecho lo denotaremos por Udim(M) = n.

Observación.

Si para toda n ∈ N, M no tiene dimensión uniforme n, diremos que M tiene

dimensión uniforme infinita y escribimos Udim(M) =∞.

Lema 3.101.

Sea M un R-módulo. M tiene dimensión uniforme infinita si y sólo si, M

contiene una suma directa infinita de submódulos no cero.

Demostración

Ver [5, Proposición 6.4]. �

Definición 3.102.

Sea M un R-módulo izquierdo. Diremos que M es hopfiano si todo epimorfismo

ϕ : M M es un isomorfismo.

Observación.

En virtud del Lema 3.82, todo R-módulo neteriano RM , es hopfiano.
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Definición 3.103.

Sea M un R-módulo. Diremos que M es Dedekind-finito si, dado un R-módulo

N tal que M ∼= M ⊕N , se tiene que N = 0.

Lema 3.104.

Sea M un R-módulo tal que todo epimorfismo ϕ : M M se escinde. M

es hopfiano si y sólo si es Dedekind-finito.

Demostración

Ver [6, Ejercicio 1.8]. �

Corolario 3.105.

Sea M un R-módulo proyectivo. M es hopfiano si y sólo si, es Dedekind-finito.

Demostración

ComoM es proyectivo, todo epimorfismo con codominioM se escinde. �
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4Algunas Clases

Especiales de Anillos

4.1 V-anillos y Von Neumann

Regularidad

Definición 4.1.

Sean R un anillo conmutativo y S ⊆ R, diremos que S es un conjunto multi-

plicativo si:

1 ∈ S

Para todos a, b ∈ S, ab ∈ S

Sean M un R-módulo y S un conjunto multiplicativo de R. Considere la

relación “'” en M × S definida por (m1, s1) ' (m2, s2) si y sólo si existe

u ∈ S tal que u (s1m2 − s2m1) = 0. Tras una sencilla verificación de rutina,

se comprueba que “'” es una relación de equivalencia.

Notación.

Sea (m, s) ∈ M × S. A la clase de equivalencia determinada por (m, s), la

denotaremos como
[
m
s

]
y escribiremos S−1M = {

[
m
s

]
| m ∈M, s ∈ S}.

Lema 4.2.

Sean R un anillo conmutativo, M un R-módulo izquierdo y S un conjunto

multiplicativo de R. Si definimos la suma y la ley de composición externa

en S−1M como
[
m1
s1

]
+
[
m2
s2

]
=
[
s2m1+s1m2

s1s2

]
y a

[
m
s

]
=
[
am
s

]
, respectivamente,

entonces S−1M es un R-módulo izquierdo.
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Lema 4.3.

Sean R un anillo conmutativo y P un ideal primo de R, entonces S = R \ P es

un conjunto multiplicativo.

Demostración

Como P es un ideal primo, P ( R, de donde 1 ∈ S. Luego, sean a, b ∈ S,

como P es un ideal primo, si ab ∈ P , entonces a ∈ P ó b ∈ P , pero ambos

casos son absurdos, pues a, b ∈ S = R \ P . Por lo tanto, S es un conjunto

multiplicativo. �

Observación.

Es sencillo comprobar que un ideal máximo de un anillo conmutativo, es primo.

Definición 4.4.

Sean R un anillo conmutativo, M un R-módulo izquierdo y P un ideal máximo

(o primo) de R y S = R \ P . Definimos la localización de M respecto a P

como el R-módulo MP = S−1M .

Teorema 4.5.

Sean R un anillo conmutativo y M un R-módulo izquierdo, entonces M = 0 si

y sólo sí, para todo P ideal máximo de R, MP = 0.

Demostración

[⇒]

Es evidente.

[⇐][Por contradicción]

Supongamos que MP = 0, para todo P ideal máximo de R y que M 6= 0. Sea

m ∈ M \ {0} y consideremos Ann(m) = {r ∈ R | rm = 0}. Notemos que,

como m 6= 0, entonces 1 /∈ Ann(m), de modo que es un ideal propio. Así, por

el Lema 2.9, existe P ideal máximo de R tal que Ann(m) ⊆ P . Ahora, por

hipótesis, MP = 0, en particular
[
m
1

]
=
[

0
1

]
, en consecuencia, existe u ∈ R \P

tal que, 0 = u (1 ·m− 1 · 0) = um, de donde u ∈ Ann(m), lo cual es una

contradicción. �
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Definición 4.6.

Sea R un anillo. Diremos que R es un V -anillo izquierdo (derecho) si todo

R-módulo izquierdo (derecho) simple, es inyectivo.

Teorema 4.7. [Teorema de Kaplansky]

Sea R un anillo conmutativo. R es V -anillo si y sólo si, es Von Neumann regular.

Demostración

Ver [7, Teorema 2.1.9]. �

Teorema 4.8. [8, Teorema 2.13]

Sea R un anillo conmutativo, entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes.

1. R es Von Neumann Regular.

2. Todo R-Módulo inescindible, es simple.

Demostración

[1⇒ 2]

Sea M 6= 0 un R-Módulo inescindible. Como M 6= 0, por el teorema anterior,

existe un ideal máximo P , tal que la localización MP 6= 0. Sea a ∈ P y

consideremos Ra ≤ P . Como R es VNR, por la Proposición 2.14, existe ea ∈ R

elemento idempotente tal que Rea = Ra ≤ P . Notemos que, 1− ea /∈ P , pues

de lo contrario 1 = ea + (1− ea) ∈ P , lo cual es absurdo.

Veamos que M (1− ea) 6= 0. En efecto: Supongamos que (1− ea) anula a

M y sea m ∈ M \ {0}. Como MP 6= 0 y 1 − ea /∈ P , podemos considerar

la clase
[

m
1−ea

]
, la cuál es distinta de 0 =

[
0
1

]
, pues m 6= 0. Luego, notemos

que:
[

m
1−ea

]
(1− ea) =

[
m(1−ea)

1−ea

]
=
[

0
1−ea

]
= 0̄. Así, MP = 0, lo cual es una

contradicción.

Ahora, veamos que Mea ⊕M (1− ea) = M . En efecto: Sea m ∈M , entonces

m = mea +m (1− ea), de modo que M = Mea +M (1− ea).

Luego, sea m ∈ Mea ∩M (1− ea), entonces existen m1,m2 ∈ M tales que
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m = m1 (1− ea) y m = m2ea, luego:

m1 (1− ea) = m2ea

⇒ m1 = m2ea +m1ea = (m2 +m1) ea

⇒ m = [(m2 +m1) ea] (1− ea)

⇒ m = (m2 +m1) (ea (1− ea)) = 0

Es decir, Mea ∩M (1− ea) = 0. Por lo tanto, Mea ⊕M (1− ea) = M . De lo

anterior, tenemos que Mea ⊕M (1− ea) = M y que M (1− ea) 6= 0, pero M

es inescindible, de donde Mea = 0.

Finalmente, P = ∑
a∈R

Ra = ∑
a∈R

Rea, de modo que PM = 0. Así, por el Lema

3.30 M es un R/P -Módulo y, como P es máximo, R/P es un campo, de

donde M es semisimple, pero por hipótesis, M es inescindible, por lo tanto,

M es simple.

[2⇒ 1]

Sea M un R-módulo simple y consideremos la cápsula inyectiva de M ,

(η, E(M)). Como M es simple, por el Lema 3.72, E(M) es inescindible, así,

por hipótesis, E(M) es simple. Luego, recordemos que η es un monomorfismo

esencial, es decir, η[M ] ≤es E(M), pero E(M) es simple, de donde η[M ] =

E(M). En consecuencia, η es un isomorfismo, de modo que M es inyectivo.

En conclusión, R es V -anillo. Finalmente, por el Teorema de Kaplansky, R es

Von Neumann Regular. �
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4.2 Anillos Triangulares

Lema 4.9.

Sean R y S anillos, RMS un bimódulo y consideremos el siguiente conjunto de

matrices:

T =
{r m

0 s

 | r ∈ R,m ∈M, s ∈ S
}
.

Entonces, (T,+, ·), donde “+” y “·” son la suma y multiplicación usuales de

matrices, es un anillo.

Demostración

Cálculos de rutina conducen a la verificación de todas las propiedades, salvo

la asociatividad del producto. Sean ( r1 m1
0 s1 ), ( r2 m2

0 s2 ), ( r3 m3
0 s3 ) ∈ T . Entonces:


r1 m1

0 s1


r2 m2

0 s2



r3 m3

0 s3

 =

r1r2 r1m1 +m1s2

0 s1s2


r3 m3

0 s3



=

(r1r2) r3 (r1r2)m3 + (r1m2 +m1s2) s3

0 (s1s2) s3


∗=

r1 (r2r3) r1 (r2m3) + r1 (m2s3) +m1s2s3

0 s1 (s2s3)



=

r1 m1

0 s1


r2r3 r2m3 +m2s3

0 s2s3



=

r1 m1

0 s1



r2 m2

0 s2


r3 m3

0 s3




Aquí, la igualdad marcada con “∗”, está dada por la definición de bímodulo.

�
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Definición 4.10.

Sean R y S anillos, RMS un bimódulo, definimos el anillo triangular, o anillo

de matrices triangulares, como

R M

0 S

 =
{r m

0 s

 | r ∈ R,m ∈M, s ∈ S
}
.

Observación.

Es sencillo verificar que, en la notación de la definición anterior, los conjuntos

( R 0
0 0 ), ( 0 M

0 0 ) y ( 0 0
0 S ) son subgrupos aditivos de ( R M

0 S ). Además, es fácil conven-

cerse de que r 7−→ ( R 0
0 0 ), s 7−→ ( 0 0

0 s ) y m 7−→ ( 0 m
0 0 ) son isomorfismos de grupos

aditivos. Así, al considerar al anillo triangular como un grupo, este contiene

copias isomorfas de R,M y S. Más aún, es fácil comprobar que,

( R M
0 S ) = ( R 0

0 0 )⊕( 0 M
0 0 )⊕( 0 0

0 S ), de donde ( R M
0 S ) ∼= R⊕M ⊕ S.

Notación.

En virtud de la observación anterior, adaptaremos la siguiente notación:

R = ( R 0
0 0 ), M = ( 0 M

0 0 ) y S = ( 0 0
0 S ).

En términos de la descomposición que aparece en la observación anterior, es

posible describir la multiplicación en ( R M
0 S ) con la siguiente tabla.

· R M S

R R 0 M

M 0 0 M

S 0 0 S

La tabla se lee de la siguiente manera: La multiplicación por izquierda

se determina leyendo de la tabla de “arriba hacia abajo”, mientras que la

multiplicación por derecha se determina leyendo de “izquierda a derecha”.
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Proposición 4.11.

Sea T un anillo triangular, entonces:

R es un ideal izquierdo de T , M es un ideal bilateral de T y S es un ideal

derecho de T .

R ⊕M es un ideal bilateral de T tal que T
R⊕M

∼= S y M ⊕ S es un ideal

bilateral de T tal que T
M⊕S

∼= R.

Demostración

Observemos que, por la tabla anterior, es inmediato que R es un ideal iz-

quierdo, S un ideal derecho y que M , R⊕M y M ⊕ S son ideales bilaterales.

Ahora, veamos que T
R⊕M

∼= S.

Primero, notemos que R ⊕ M = ( R M
0 0 ), luego, consideremos la funciíon

γ : T
R⊕M −→ S, definida por ( r m0 s ) + ( R M

0 0 ) 7−→ ( 0 0
0 s ). Observemos que,

si ( r1 m1
0 s1 ) + ( R M

0 0 ) = ( r2 m2
0 s2 ) + ( R M

0 0 ), entonces
(
r1−r2 m1−m2

0 s1−s2

)
∈ ( R M

0 0 ), de

donde, s1 = s2. Así, γ está bien definida. Además. por construcción de γ, es

claro que es aditiva, productiva y suprayectiva. Finalmente:

Ker γ = {( r m0 s ) + ( R M
0 0 ) | γ (( r m0 s ) + ( R M

0 0 )) = 0}

= {( r m0 s ) + ( R M
0 0 ) | s = 0}

= ( R M
0 0 )

El cual es el cero del dominio. Por lo tanto, γ es un isomorfismo. Simétrica-

mente, se comprueba que β : T
M⊕S −→ R, definida por

( r m0 s ) + ( 0 M
0 S ) 7−→ ( r 0

0 0 ), es un isomorfismo de anillos. �

Observación.

Usando la definición y haciendo cálculos de rutina, es muy sencillo comprobar

que, ( R M
0 0 ) es un R-módulo izquierdo y ( 0 M

0 S ) es un S-módulo derecho.

Una de las mayores virtudes de los anillos triangulares es el buen comporta-

miento de sus ideales, como lo establece la siguiente proposición.
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Proposición 4.12.

Sea T un anillo triangular.

1. I es un ideal izquierdo de T si y sólo si, I = I1 ⊕ I2, donde I2 es un ideal

izquierdo de S e I1 es un submódulo de R (R⊕M) tal que MI2 ⊆ I1.

2. J es un ideal derecho de T si y sólo si, J = J1 ⊕ J2, donde J1 es un ideal

derecho de R y J2 es un submódulo de (M ⊕ S)S tal que J1M ⊆ J2.

3. K es un ideal bilateral de T si y sólo si, K = K1 ⊕K0 ⊕K2, donde K1 es

un ideal bilateral de R, K2 es un ideal bilateral de S y K0 es un submódulo

de RMS, tales que K1M +MK2 ⊆ K0.

Demostración

1.[⇒]

Sean I un ideal izquierdo de T y ( r m0 s ) ∈ I, entonces ( 1 0
0 0 )( r m0 s ) = ( r m0 0 ) y

( 0 0
0 1 )( r m0 s ) = ( 0 0

0 s ), también son elementos de I. Sean I1 = I ∩ (R⊕M) e

I2 = I∩S, entonces I = I1⊕I2. Además, es muy sencillo comprobar que I1 es

un submódulo de R (R⊕M) e I2 es un ideal izquierdo de S. Luego, tenemos

que, MI2 = M (I ∩ S)
∗
⊆ I ∩M ⊆ I ∩ (R⊕M) = I1, es decir, MI2 ⊆ I1. Aquí,

la contención marcada con “∗”, está dada por lo siguiente: Como I es un

ideal izquierdo de T , MI ⊆ I. Por otro lado, M (I ∩ S) ⊆MS ⊆M , además,

M (I ∩ S) ⊆MI ⊆ I, de donde M (I ∩ S) ⊆ I ∩M .

[⇐]

Sean I1 un submódulo de R (R⊕M) e I2 un ideal izquierdo de R y con-

sideremos I1 ⊕ I2. Sean ( r m0 s ) ∈ T y ( r′ m′0 s ) + ( 0 0
0 s′′ ) ∈ I1 + I2, enton-

ces ( r m0 s ) [( r′ m′0 0 ) + ( 0 0
0 s′′ )] = ( rr′ rm′0 0 ) + ( 0 ms′′

0 0 ) = ∗. Por otro lado, como

( r′ m′0 0 ) ∈ I1 e I1 es un submódulo de R (R⊕M), tenemos que r( r=r′ m′0 0 ) =

( rr′ rm′0 0 ) ∈ I1, además, por hipótesis, MI2 ⊆ I1, de donde ∗ ∈ I1. Por lo tanto

T (I1 ⊕ I2) ⊆ I1 ⊕ I2, es decir, I1 ⊕ I2 es un ideal izquierdo de T .

2.

Esta demostración es simétrica a 1.
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3.[⇒]

Sea K un ideal bilateral de T . Si ( r m0 s ) ∈ K, entonces ( r m0 s )( 1 0
0 0 ) = ( r 0

0 0 ),

( 0 0
0 1 )( r m0 s ) = ( 0 0

0 s ) y ( 0 m
0 0 ) = ( r m0 s )− [( r 0

0 0 ) + ( 0 0
0 s )], también son elementos

de K, Así, poniendo K1 = I ∩ R, K0 = K ∩ M y K2 = K ∩ S, tenemos

que K = K1 ⊕ K0 ⊕ K2. De nuevo, la verificación de que K1 es un ideal

bilateral de R, K2 es un ideal bilateral de S y K0 es un submódulo de

RMS, son simples cálculos de rutina. Finalmente, si ( r 0
0 0 )( 0 m1

0 0 ) ∈ K1M y

( 0 m2
0 0 )( 0 0

0 s2 ) ∈ MK2, entonces, como K1 es ideal de R y K2 es un ideal de

S, tenemos que ( r 0
0 0 )( 0 m1

0 0 ) + ( 0 m2
0 0 )( 0 0

0 s2 ) = ( 0 rm1+m2s
0 0 ) ∈ I0. Por lo tanto,

I1M +MI2 ⊆ K0.

[⇐]

Sean K1 un ideal bilateral R, K2 un ideal bilateral de S y K0 un submódulo

de RMS. Sean ( r m0 s ) ∈ T y ∗ = ( r1 0
0 0 ) + ( 0 m0

0 0 ) + ( 0 m
0 s2 ) ∈ K1 ⊕ K0 ⊕ K2,

entonces ( r m0 s )∗ = ( rr1 0
0 0 ) + ( 0 rm0

0 0 ) +
(

0 ms2
0 ss2

)
= ( r r1

0 0 ) + ( 0 rm0
0 0 ) ∈ K0 y así,

( r m0 s )∗ ∈ K1 ⊕ K0 ⊕ K2. Por lo tanto, T (K1 ⊕K0 ⊕K2) ⊆ K1 ⊕ K0 ⊕ K2.

Simétricamete, se demuestra que K1 ⊕K0 ⊕K2 es un ideal derecho. �

4.2 Anillos Triangulares 67



4.3 Anillos de Valuación Discreta

Definición 4.13.

Si R es un anillo conmutativo con exactamente un ideal máximoM, diremos

que R es un anillo local.

Lema 4.14.

Sean R un anillo conmutativo y M 6= R un ideal tal que todo elemento de

R \M es unidad de R, entonces R es local yM es el único ideal máximo.

Demostración

Sea I un ideal propio deR. Como I es un ideal propio, I no contiene unidades,

en consecuencia, (R \M) ∩ I = ∅, es decir I ⊆ M. Esto es,M contiene a

todo ideal propio de R, de modo queM es el mayor de los ideales propios

de R. �

Definición 4.15.

Sean K un campo y R un subanillo de K. Diremos que R es un anillo de

valuación de K si para cada a ∈ K, a ∈ R ó a−1 ∈ R.

Ejemplo

Si p es un número primo el anillo Z(p) = { n
m
| n,m ∈ Z, p - b}, es un anillo de

valuación de Q.

Definición 4.16.

Sea K un campo. Una valuación discreta en K es una función suprayectiva

v : K −→ Z ∪ {∞}, donde, para toda r ∈ Z, r <∞, de tal manera que, para

cada x, y ∈ K, se cumplen las siguientes propiedades:

1. v(x) =∞ si y sólo si, x = 0

2. v(xy) = v(x) + v(y)

3. v(x+ y) ≥ menor{v(x), v(y)}

Proposición 4.17.

Sean K un campo y v una valuación discreta en K. El conjunto V = {a ∈ K |

v(a) ≥ 0} es un anillo de valuación de K.
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Demostración

Primero, notemos los siguientes hechos:

1. Por definición, v(0) =∞ > 0, de donde 0 ∈ V .

2. Si a ∈ K \ {0}, entonces v(a) = v(1 · a) = v(1) + v(a), en consecuencia,

v(1) = 0, de donde 1 ∈ V .

3. 0 = v(1) = v ((−1) · (−1)) = v(−1) + v(−1), entonces v(−1) = 0, de

donde −1 ∈ V .

4. Si a ∈ K \ 0, entonces v(−a) = v(−1) + v(a) = v(a), en consecuencia,

v(−a) = v(a).

5. Si a ∈ K \ {0}, entonces 0 = v(1) = v (a · a−1) = v(a) + v(a−1), en

consecuencia v(a−1) = −v(a).

Ahora, para ver que V es un anillo con las operaciones heredadas de K,

basta demostrar la cerradura de la suma y el producto, pues el resto de las

propiedades, o son heredadas por K, o se encuentran en las primeras cuatro

propiedades de la lista anterior.

Sean a, b ∈ V , entonces v(a), v(b) ≥ 0. Luego, v(a+b) ≥ menor{v(a), v(b)} ≥

0, es decir, a+ b ∈ V .

Sean a, b ∈ V , entonces v(a), v(b) ≥ 0. Luego v(a · b) = v(a) + v(b) ≥ 0,

es decir a · b ∈ V .

Finalmente, veamos que V es un anillo de valuación de K. Sea a ∈ K \ {0},

si a /∈ V , entonces v(a) < 0, v(a−1) = −v(a) > 0. Es decir, a−1 ∈ V . Por lo

tanto, V es un anillo de valuación de K. �

Definición 4.18.

Sea K un campo y v una valuación discreta en K. Al anillo de valuación

V = {a ∈ K | v(a) ≥ 0} le llamaremos anillo de valuación discreta (AVD)

de K, respecto a v.

Lema 4.19.

Sean K un campo, v una valuación discreta en K y V el AVD de K respecto a v,

entonces, a ∈ V es unidad de V , si y sólo si v(a) = 0.
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Demostración

[⇒]

Si a, a−1 ∈ V , entonces v(a), v(a−1) ≥ 0. Luego, como v(a−1) = −v(a), se

sigue que v(a) = 0.

[⇐]

Supongamos que v(a) = 0, entonces v(a−1) = 0, de donde a−1 ∈ V . �

Proposición 4.20.

Sean K un campo y V un AVD de K, entonces V es un anillo local con ideal

máximoM = {a ∈ V | v(a) ≥ 1}.

Demostración

La demostración de queM es un ideal de V es clara. Así, basta demostrar

que M es máximo y V local. Por el Lema 4.19, tenemos que V ∗ = {a ∈

K | v(a) = 0} = V \M, de donde, todo elemento de V \M es unidad de

V . Finalmente, por el Lema 4.14, V es un anillo local con ideal máximo

M. �

Observación.

Si K es un campo y V es un AVD de K respecto a una valuación discreta v,

entonces, por suprayectividad de v, existe t ∈ V tal que v(t) = 1.

Definición 4.21.

Sea V un AVD y t ∈ V . Diremos que t es un elemento uniformador si, v(t) = 1.

Proposición 4.22.

Sean V un AVD y t ∈ V un elemento uniformador, entonces, t genera al ideal

máximoM.

Demostración

[(t) ⊆M]

Como v(t) = 1, entonces (t) es un ideal propio de V . Luego, comoM es el

único ideal máximo, (t) ⊆ (M).

[M⊆ (t)]

Sea a ∈ M, entonces v(a) ≥ 1. Así, v(at−1) = v(a) − v(t) ≥ 1 − 1 = 0,
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de donde at−1 ∈ V . Luego, a = (at−1) t, es decir, a ∈ (t). Por lo tanto

M⊆ (t). �

Corolario 4.23.

Si V es un AVD, entonces, el ideal máximoM, es un ideal principal de V .

Proposición 4.24.

Sean V un AVD con ideal máximoM y t un elemento uniformador de V . Si

t′ ∈ V es tal queM = (t′), entonces t′ es un elemento uniformador de V .

Demostración

Supongamos que M = (t′). Como t es uniformador, entonces t ∈ M, de

modo que existe a ∈ V tal que t = at′. Luego, 1 = v(t) = v (at′) = v(a) +v(t′).

Si v(t′) > 1, entonces v(a) = 1 − v(t′) < 0, lo cual es absurdo, pues a ∈ V .

Por lo tanto v(t′) = 1. �

Corolario 4.25.

Sean V un AVD y t ∈ V , entonces t es un elemento uniformador si y sólo si,

M = (t).

Proposición 4.26.

Sean K un campo, V un AVD de K y t un elemento uniformador de V , entonces

todo elemento a ∈ K \ {0} admite una representación única a = utn, donde u

es unidad de V y n ∈ Z.

Demostración

Primero, recordemos que v es morfismo de grupos abelianos, en consecuencia,

si b ∈ K \ {0}, entonces v(bn) = nv(b). Ahora, sean a ∈ K \ {0} y n = v(a),

entonces v(at−n) = v(a) − nv(t) = v(a) − n = v(a) − v(a) = 0, de donde

at−n ∈ V ∗. Así, tomando u = at−n, tenemos que a = utn.

Por otro lado, para demostrar la unicidad de dicha representación, su-

pongamos que a = u1t
n = u2t

m, entonces v(u1t
n) = v(u2t

m), de donde

v(u1) + nv(t) = v(u2) + mv(t), en consecuencia, n = m. Luego u1t
n = u2t

n,

así tn = u−1
1 u2t

n, es decir u−1
1 u2 = 1. Por lo tanto, n = m y u1 = u2. �

Lema 4.27.

Sean V un AVD y a, b ∈ V , entonces v(a) ≤ v(b) si y sólo si, b ∈ (a).
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Demostración

[⇒]

Sean a, b ∈ V tales que v(a) ≤ v(b), entonces v(b) − v(a) ≥ 0. Equivalente-

mente, v(ba−1) ≥ 0, esto es, ba−1 ∈ V . Por lo tanto, b = (ba−1)a ∈ (a).

[⇐]

Si b ∈ (a), entonces, existe c ∈ V tal que b = ca, luego v(b) = v(c) + v(a) ≥

v(a). �

Proposición 4.28.

Sean V un AVD con elemento uniformador t e ideal máximoM = (t), entonces,

todo ideal no cero de V es de la formaMn = (tn), donde n ∈ N ∪ {0}.

Demostración

Sea I 6= 0 un ideal de V , entonces la imagen de I \ {0} bajo la valuación

v, v [I \ {0}] = {k ∈ N ∪ {0} | k = v(a), a ∈ I \ {0}}, es un subconjunto no

vació de N ∪ {0}, de modo que admite un elemento menor, digamos n. Sea

an ∈ I \ {0} tal que v(an) = n. Afirmamos que I =Mn. En efecto:

[Mn ⊆ I]

Por la Proposición 4.26, existe u ∈ V ∗, tal que an = utn, entonces tn = u−1an,

de modo que tn ∈ I. Por lo tanto,Mn = (tn) ⊆ I.

[I ⊆Mn]

Sea b ∈ I, por la elección de an, se tiene que n = v(tn) = v(an) ≤ v(b), así,

por el Lema 4.27, b ∈ (tn). Por lo tanto, I ⊆Mn �

Proposición 4.29.

Sean K un campo y V un AVD de K.

1. V es un dominio entero.

2. K es el campo de cocientes de V .

Demostración

1. Sean a, b ∈ V tales que ab = 0, entonces∞ = v(ab) = v(a) + v(b). En

consecuencia, v(a) =∞ ó v(b) =∞. Por lo tanto, a = 0 ó b = 0.

2. Primero, notemos que, en virtud de que V ⊆ K, basta demostrar que,

para todo elemento a ∈ K \ {0}, existe b ∈ V \ {0} tal que ab ∈ V . Pues
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de ser así, poniendo r = ab, tenemos que r
b

= rb−1 = a ∈ K. Es decir,

todo elemento de K \ {0}, puede ser expresado como el cociente de

elementos de V . Así, sea a ∈ K \{0}. Como V es de valuación, entonces

a ∈ V ó a−1 ∈ V . Si a ∈ V , entonces aa ∈ V . Si aa−1 = 1 ∈ V .

�

Proposición 4.30.

Sean K un campo y V un AVD de K, entonces, los submódulos de VKV (es decir,

los V -submódulos de K) están completamente ordenados por la contención de

conjuntos.

Demostración

Sean N,M V -sumbmódulos de K. Supongamos que N 6⊆ M , entonces

N \M 6= ∅. Notemos que N \M 6= {0}, pues de lo contrario, 0 /∈M , lo cual

es absurdo. Así, sean a ∈ (N \M) \ {0} y b ∈M . Veamos que b ∈ N . Si b = 0,

trivialmente b ∈ N . Si b 6= 0, consideremos ba−1. Como V es de valuación,

ba−1 ∈ V ó ab−1 ∈ V . Si ab−1 ∈ V , entonces a = (ab−1)b ∈ M , lo cual es

una contradicción, pues a ∈ N \M . En consecuencia, ba−1 ∈ V , de donde

b = (ba−1)a ∈ N Por lo tanto, M ⊆ N . �

Lema 4.31.

Sean K un campo, V un AVD de K y t un elemento uniformador de V , entonces

K = ⋃
n∈Z

V tn.

Demostración

Sea K ′ = ⋃
n∈Z

V tn. Es claro que K ′ ⊆ K, así que demostraremos la otra

contención.

Sea x ∈ K\{0}. Como V es de valuación, x ∈ V ó x−1 ∈ V . Si x ∈ V , entonces

x ∈ V t0 ⊆ K ′. Si x−1 ∈ V , por la Proposición 4.26, existen u ∈ V ∗ y j ≥ 0

tales que x−1 = utj, entonces x = u−1t−j. Por lo tanto x ∈ V tj ⊆ K ′. �

Teorema 4.32.

Sean K un campo, V un AVD de K y t un elemento uniformador de V . Si M es

un V -submódulo de K, entonces M = 0 ó M = K ó M = V tn, con n ∈ Z.
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Demostración

Sea M un V -submódulo propio y no cero de K. Afirmamos que existe m ∈

Z tal que M ⊆ V tm. En efecto: Supongamos, con el fin de obtener una

contradicción, que para toda n ∈ Z, V tn ⊆ M . Así, por el lema anterior,

K = ⋃
n∈Z

V tn ⊆M , de donde K = M , lo cual contradice la hipótesis de que

M es propio. Luego, sea m ∈ Z con dicha propiedad. Tenemos los siguientes

dos casos:

1. Si m ≥ 0, M es un ideal de V , así, por la Proposición 4.28, existe j ≥ m

tal que M = V tj.

2. Si m < 0, entonces M = Mt−m ⊆ (V tm) t−m = V , de donde M es un

ideal de V . Por un razonamiento idéntico al de 1., se tiene el resultado.

�

Corolario 4.33.

Si t es un elemento uniformador de V , entonces V t 
 V t2 
 V t3 
 · · · es una

cadena infinita y estrictamente descendente de V -submódulos de K. De donde,

K no es artiniano como V -módulo.

Demostración

Sea t un elemento uniformador de V .

Si x ∈ V ti+1, entonces existe r ∈ V tal que x = rti+1, en consecuencia,

x = (rt) ti ∈ V ti.

Supongamos, con el fin de obtener una contradicción, que existe j ∈ N

tal que V tj = V tj+1. Consideremos 1 · tj ∈ V tj. Como V tj = V tj+1,

existe r ∈ V tal que tj = rtj+1. En consecuencia, v (tj) = v (rtj+1), es

decir j = v(r) + (j + 1), de donde v(r) = −1, es decir, r /∈ V , lo cual es

absurdo.

Por lo tanto V t 
 V t2 
 V t3 
 · · · es una cadena infinita y estrictamente

descendente de V -submódulos de K. �

Corolario 4.34.

Todos los V -submódulos propios y no cero de K, son isomorfos.
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Demostración

La función α : V tn −→ V tm, definida por atn 7−→ atm es un isomorfismo de

V -módulos. �

Lema 4.35.

Sean D un dominio y K 6= D el campo de cocientes de D, entonces, K no es

neteriano como D-módulo.

Demostración

Como D 6= F , D no es un campo, pues F es el menor de los campos en

el cual es posible encajar a D. Así, existe d ∈ D tal que d /∈ D∗, de donde
1
d
∈ F \D. Luego, consideremos la familia de D-módulos D 1

dn
, con n ∈ N.

Veamos que para toda i ∈ N, D 1
di
⊆ D 1

di+1 : Si x ∈ D 1
di

, existe r ∈ D tal

que x = r 1
di

= r
di

, entonces xdi = r, así xdi+1 = rd, en consecuencia,

x = rd
di+1 ∈ D 1

di+1 .

Veamos que las contenciones son propias: Supongamos, con el fin de

obtener una contradicción, que existe j ∈ N tal que D 1
dj

= D 1
dj+1 .

Entonces, existe c ∈ D tal que c 1
dj

= 1
dj+1 , de donde cdj+1 = di, pero D

es dominio, en consecuencia cd = 1, es decir, c ∈ D∗, lo cual es absurdo.

Así, D 1
d
( D 1

d2 ( D 1
d3 ( · · · es una cadena infinita y estrictamente ascenden-

te de submódulos de K. Por lo tanto, DK no es neteriano. �

Corolario 4.36.

Sean K un campo y V un AVD de K, entonces, K no es neteriano como V -

módulo.

Demostración

Por la Proposición 4.29, K es el campo de cocientes de V . Por el lema anterior,

K no es neteriano como V -módulo. �

Observación.

Sean K un campo y V un AVD de K. De todos los resultados obtenidos en esta

sección, es importante resaltar los siguientes tres hechos:

1. K no es artiniano como V -módulo.

4.3 Anillos de Valuación Discreta 75



2. K no es neteriano como V -módulo.

3. Todos los V -submódulos propios y no cero de K, son isomorfos entre sí.

76 Capítulo 4 Algunas Clases Especiales de Anillos



5Módulos isoartinianos,

isoneterianos e isosimples

5.1 Definiciones y Primeros Resultados

Una pregunta que debería resultar bastante natural en Álgebra es ¿qué pasa si

sustituimos esa igualdad por un isomorfismo?. En esta tesis, siguiendo a Zahra

Nazemian y Alberto Facchini en [1], estudiamos módulos con condiciones de

cadena hasta isomorfismo, es decir, en los conceptos de módulos neteriano,

artiniano y simple, sustituimos la igualdad de las condiciones de cadena por

un isomorfismo.

Definición 5.1.

Sea M un R-Módulo izquierdo.

1. Diremos que una cadena ascendente A1 ≤ A2 ≤ A3 ≤ · · · de submódulos

de M se estaciona hasta Isomorfismo si y sólo si, existe n ∈ N tal que

para cada i ≥ n, se tiene que Ai ∼= An.

2. Diremos que una cadena descendente A1 ≥ A2 ≥ A3 ≥ · · · de submódulos

de M se estaciona hasta Isomorfismo si y sólo si, existe n ∈ N tal que

para cada i ≥ n, se tiene que Ai ∼= An.

Definición 5.2.

Sea M un R-Módulo izquierdo.

1. Diremos que M es Isoneteriano si y sólo si, toda cadena ascendente A1 ≤

A2 ≤ A3 ≤ · · · de submódulos de M , se estaciona hasta isomorfismo.

2. Diremos que M es Isoartiniano si y sólo si, toda cadena descendente A1 ≥

A2 ≥ A3 ≥ . . . de submódulos de M , se estaciona hasta isomorfismo.
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3. Diremos que M es Isosimple si y sólo si, M 6= 0 y M es isomorfo a todos

sus submódulos no cero.

Observación.

Simétricamente se definen los conceptos de R-módulos isoneterianos, iso-

artinianos e isosimples derechos.

Es muy sencillo verificar que si M es un módulo neteriano, artiniano o

simple, entonces M es un módulo isoneteriano, isoartiniano o isosimple,

respectivamente.

Análogamente al caso clásico, si M es isosimple, entonces M es isoarti-

niano e isoneteriano.

Es claro que las propiedades de ser isoneteriano y ser isoartiniano, son

heredadas por submódulos.

A continuación, presentaremos un ejemplo sencillo y continuaremos con

el desarrollo de la teoría, pues los siguientes resultados nos proveerán de

ejemplos más elaborados e interesantes.

Ejemplo 5.3.

Pese a su sencillez, el módulo ZZ presenta una serie de propiedades interesantes

con respecto a las definiciones anteriores.

Si n 6= 0 es un número entero, entonces la función α : Z −→ nZ, definida

por z 7−→ nz, es un isomorfismo de Z-Módulos, de modo que ZZ es

isomorfo a todos sus subódulos no cero, por lo tanto, es isosimple.

Como ZZ es neteriano (isosimple), entonces es isoneteriano.

Como ZZ es isosimple, entonces es isoartiniano. Si embargo, recordemos

que ZZ no es artiniano, de modo que es isoartiniano y no artiniano.
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Definición 5.4.

Sean M un R-Módulo izquierdo y Γ una familia no vacía de submódulos de M .

1. Si existe A0 ∈ Γ con la propiedad [siA ∈ Γ yA0 ≤ A , entoncesA ∼= A0],

diremos que A0 es un elemento isomáximo de Γ y que Γ admite un

elemento isomáximo.

2. Si existe A0 ∈ Γ con la propiedad [siA ∈ Γ yA ≤ A0 , entoncesA ∼= A0],

diremos que A0 es un elemento isomínimo de Γ y que Γ admite un

elemento isomínimo.

Teorema 5.5.

Sea M un R-Módulo izquierdo.

1. M es isoneteriano si y sólo si toda familia no vacía de submódulos de M ,

admite un elemento isomáximo.

2. M es isoartiniano si y sólo si toda familia no vacía de submódulos de M ,

admite un elemento isomínimo.

Demostración

Probaremos la equivalencia 1, la equivalencia 2 se sigue dualmente.

[⇒] [Por contradicción]

Supongamos que M es isoneteriano y sea Γ una familia no vacía de submódu-

los de M que no admite elemento isomáximo. Primero observemos que, como

Γ 6= ∅, por el Axioma de Elección, existe una función f : P (Γ) \ {∅} → Γ tal

que, para cada A ∈ P(Γ) \ {∅}, f (A) ∈ A. Luego, como Γ no admite isomáxi-

mo, entonces, para cada A ∈ Γ, el conjunto AA = {A′ ∈ Γ | A < A
′ yA 6∼= A

′}

es no vacío. Así, para cada A ∈ Γ, f (AA) ∈ AA, es decir, para cada A ∈ Γ,

podemos elegir A′ ∈ Γ con la propiedad
[
A < A

′ yA 6∼= A
′
]
. Finalmente,

sea A0 ∈ Γ fijo, por lo anterior, podemos formar la cadena ascendente

A0 < A
′
0 <

(
A
′
0

)′
< · · · , la cual contiene una infinidad de miembros no iso-

morfos, pero esto contradice el hecho de que M es isoneteriano. Por lo tanto,

toda familia no vacía de submódulos de M , admite un elemento isomáximo.

[⇐]

Supongamos que cualquier familia no vacía de submódulos de M admite un
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elemento isomáximo y sea A1 ≤ A2 ≤ A3 ≤ · · · una cadena ascendente de

submódulos de M . Consideremos la familia Γ = {Ai | i = 1, 2, 3, . . . }, por

hipótesis, existe Ak ∈ Γ tal que para todo Ai ∈ Γ con Ak ≤ Ai, se tiene que

Ai ∼= Ak. Equivalentemente, existe k ∈ N tal que, para toda i ≥ k, Ai ∼= Ak.

Por lo tanto, M es isoneteriano. �

Proposición 5.6.

Sea M un R-Módulo izquierdo no cero.

1. Si M es isoartiniano, entonces M contiene un submódulo isosimple.

2. Si M es isoneteriano y no es simple, entonces M contiene un submódulo

propio y no cero N , tal que N es isomorfo a todos los submódulos propios

de M que lo contienen.

Demostración

[1]

Sea M un R-Módulo isoartiniano y consideremos la familia no vacía Γ =

{A ≤M | A 6= 0}. Por el teorema anterior, Γ admite un elemento isomínimo,

esto es, existe N ≤M tal que N 6= 0 y para todo 0 6= L ≤ N , N ∼= L, es decir,

N ≤M es isosimple.

[2]

Sea M un R-Módulo isoneteriano y no simple y consideremos la familia no

vacía Γ = {A �M | A 6= 0}. Por el teorema anterior, Γ admite un elemento

isomáximo, esto es, existe N � M tal que N 6= 0 y para todo N ≤ L � M ,

N ∼= L, es decir, N es isomorfo a todo submódulo propio de M que lo

contenga. �

Proposición 5.7.

Sea M un R-Módulo izquierdo. Si M es isosimple, entonces M es cíclico, nete-

riano y uniforme.

Demostración

SeanM unR-Módulo isosimple ym ∈M\{0}, entoncesRm es un submódulo

no cero de M , de donde M ∼= Rm, de modo que M es cíclico.

Más aún, como para todo A ≤M con A 6= 0, se tiene que A ∼= M , entonces
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todo submódulo no cero de M también es cíclico. De lo anterior, se sigue

que todo submódulo de M es finitamente generado, en consecuencia, por el

Teorema 3.80, M es neteriano.

Luego, por la Proposición 3.98, como M es neteriano, todo submódulo

no cero de M , contiene un submódulo uniforme. Finalmente, como M es

isosimple y, por el Lema 3.99 , la propiedad de ser uniforme es invariante

bajo isomorfismo, M es uniforme. �
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5.2 Condiciones Bajo las Cuales

Equivalen Simple e Isosimple

Como observamos justo después de la definición de módulos isosimples, todo

R-Módulo simple, es isosimple; de modo que, una pregunta natural es ¿bajo

qué condiciones los conceptos son equivalentes?

A continuación, presentaremos un par de proposiciones que responden a

dicha pregunta.

Proposición 5.8.

Si M un R-Módulo izquierdo. Si M es isosimple, entonces, M es simple si y sólo

si, M es artiniano, si y sólo si, M contiene un submódulo simple.

Demostración

[1⇒ 2]

Si M es simple, es artiniano.

[2⇒ 1]

Supongamos que M es artiniano y consideremos la familia

Γ = {A ≤ M | 0 � A ≤ M}. Observemos que Γ 6= ∅, pues M ∈ Γ. Luego,

como M es artiniano, existe A0 ∈ Γ elemento ⊆-mínimo. Además, como

M es isosimple, existe α : A0 M isomorfismo. Sea 0 � B ≤ M ,

entonces α−1 [B] ∈ Γ y α−1 [B] ≤ A0, pero A0 es elemento ⊆-mínimo de Γ, de

modo que α−1 [B] = A0, o equivalentemente M = B. Por lo tanto, el único

submódulo no cero de M , es M , es decir, M es simple.

[1⇔ 3]

Recordemos que la propiedad de ser simple es invariante bajo isomorfismo,

de modo que M es simple si y sólo si contiene un submódulo simple. �

Recordemos que un anillo es semiartiniano (izquierdo) si, todo R-módulo no

cero RM , tiene soclo no cero, es decir, Soc(M) = ∑{A ≤M | A es simple} 6=

0.
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Proposición 5.9.

Sea R un anillo semiartiniano. Si M es un R-Módulo isosimple, entonces M es

simple.

Demostración

Primero observemos que, como M es isosimple, M 6= 0. Luego, como M es

semiartiniano, entonces Soc (M) 6= 0. De modo que el conjunto {A ≤ M |

A es simple} 6= ∅, es decir, existe A′ ≤ M simple. Finalmente, como M es

isosimple, M ∼= A
′, por lo tanto, M es simple. �

Teorema 5.10.

Sean R un anillo conmutativo Von Nuemann Regular y M un R-Módulo izquier-

do. Si M es isosimple, entonces M es simple.

Demostración

Sea M un R-Módulo isosimple. Por la Proposición 5.7, M es uniforme, en

consecuencia M es inescindible. Luego, como R es V.N.R. y M es inescindible,

por el Teorema 4.8, M es simple. �

Es importante comentar que aún no se cuenta con suficiente información

sobre la cerradura de las clases de módulos isoartinianos, isoneterianos e

isosimples bajo sumas directas. Sin embargo, como veremos a continuación,

podemos responder la pregunta ¿qué tipo de módulo hay que sumarle a un

módulo isoneteriano (isoartiniano) para que la suma directa sea isoneteriano

(isoartiniano).

Teorema 5.11.

Sean N un R-Módulo isoneteriano (isoartiniano) y M un R-Módulo proyectivo

e isosimple, entonces N ⊕M es isoneteriano (isoartiniano).

Demostración

Presentaremos la demostración para el caso isoneteriano, pues el caso isoarti-

niano se sigue dualmente.

Sea T1 ≤ T2 ≤ T3 ≤ · · · una cadena ascendente de submódulos de N ⊕M .

Para cada i = 1, 2, 3, . . . , consideremos la restricción (y correstricción)
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pi = πM |Im pi
Ti

: Ti Im pi . Notemos que, para cada i = 1, 2, 3, . . . ,

Im pi ≤ M , el cual es isosimple, de modo que Im pi = 0 ó Im pi ∼= M . Si

Im pi = 0, entonces es trivialmente proyectivo. Por otro lado, si Im pi ∼= M ,

en virtud de que la propiedad de ser proyectivo se preserva bajo isomor-

fismo, Im pi es proyectivo. En cualquier caso, pi se escinde, es decir, existe

εi : Im pi Ti inversa derecha de pi. Así, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo.

Im pi Ti

Im pi

1Im pi

εi

pi

Así, por el Corolario 3.44, como 1Im pi es un isomorfismo, tenemos que

Ti = Ker pi ⊕ Im pi. Ahora, como T1 ≤ T2 ≤ T3 ≤ · · · es una cadena as-

cendente de submódulos de N ⊕M , por construcción de pi, tenemos que

Ker p1 ≤ Ker p2 ≤ Ker p3 ≤ · · · es una cadena ascendente de submódulos de

N , el cual es isoneteriano, en consecuencia, existe j ∈ N tal que para toda

i ≥ j, Ker pi ∼= Ker pj. Luego, tenemos los siguientes dos casos.

[Caso 1]

Supongamos que para toda i = 1, 2, 3, . . . , Im pi = 0, entonces para toda

i = 1, 2, 3, . . . , Im εi = 0. En consecuencia, la cadena T1 ≤ T2 ≤ T3 ≤ · · · , se

simplifica a la cadena Ker p1 ≤ Ker p2 ≤ Ker p3 ≤ · · · , la cual, por lo anterior,

se estabiliza hasta isomorfismo.

[Caso 2]

Supongamos que existe k ∈ N tal que Im pk ∼= M . Sea α : M Im pk

un isomorfismo y consideremos la correstricción εk|Im εk : Im pk Im εk ,

de modo que M ∼= Im εk y en consecuencia Tk = Ker pk⊕Im εk ∼= Ker pk⊕M .
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[Afirmación]

Si existe k ∈ N tal que Im pk ∼= M , entonces, para toda i ≥ k, Im pi ∼= M .

En efecto. Supongamos que ocurre lo contrario, es decir, existe i0 ≥ k tal

que Im pi0 6∼= M . Como M es isosimple, entonces Im pi0 = 0, en consecuencia,

la relación Tk ≤ Ti0 implica la relación Ker pk ⊕ Im εk ≤ Ker pi0. Aplicando

pi0 en la relación anterior, obtenemos que Im εk ≤ 0, así M ∼= Im εk = 0. De

donde M = 0, lo cual es absurdo, pues M es isosimple.

Finalmente, si k0 = menor {k ∈ N | Im pk ∼= M}, entonces, para toda i < k0,

Im pk = 0. Finalmente, sea n = mayor {j, k0}, entonces, para toda i ≥ n,

tenemos que Ti ∼= Ker pi ⊕M . Por lo tanto, N ⊕M es isoneteriano. �
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5.3 Anillos Isoartinianos e Isoneterianos

Algunas de las propiedades y ejemplos más interesantes de los conceptos

de isoartiniano e isoneteriano se encuentran al dotar a los anillos de dichos

conceptos.

Definición 5.12.

Sea R un anillo.

1. Diremos que R es isoneteriano izquierdo (derecho), si RR es isonete-

riano (si RR es isoneteriano).

2. Diremos que R es isoartiniano izquierdo (derecho), si RR es isoarti-

niano (si RR es isoartiniano).

Proposición 5.13.

Sea D un dominio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. D es un DIPI.

2. DD es isosimple.

3. D es isoartiniano izquierdo.

Demostración

[1⇒ 2]

Sean D un DIPI y Da un ideal izquierdo. Consideremos la función

ψ : D −→ Da definida por d 7→ da. Veamos que ψ es isomorfismo de D-

Módulos.

1. Es claro que ψ está bien definida y es suprayectiva.

2. Sean d, d1, d2 ∈ D, entonces

ψ (d (( d1 + d2)) = (d (d1 + d2)) a = dψ(d1) + dψ(d2).

De modo que ψ es morfismo de D-Módulos.

3. Kerψ = {d ∈ D | ψ(d) = 0} = {d ∈ D | da = 0} = ∗

Ahora, como D es un dominio, no contiene divisores del cero, así ∗ = 0.

De modo que ψ es monomorfismo.
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Por lo tanto, DD es isosimple.

[2⇒ 1]

Supongamos que DD es isosimple. Por la Proposición 3.98, todo submódulo

de DD es cíclico, es decir, todo ideal izquierdo de D, es principal. Por lo tanto,

D es un DIPI.

[2⇒ 3]

Supongamos que DD es isosimple, entonces DD es isoartiniano, es decir D

es isoartiniano izquierdo.

[3⇒ 2]

Supongamos que D es isoartiniano izquierdo, entonces, por el Teorema

5.5, existe L ≤ D isosimple. Sea a ∈ L \ {0} y consideremos Da ≤ L.

Como L es isosimple, existe α : Da L isomorfismo. Por otro lado,

consideremos el isomorfismo ψ definido en [1⇒ 2], así α ◦ ψ : D L

es un isomorfismo. Por lo tanto D es isosimple. �

El siguiente teorema será una herramienta de mucha utilidad en la gene-

ración de ejemplos más interesantes (en anillos) de las propiedades de ser

isoartiniano e isoneteriano.

Teorema 5.14.

Sean R, S anillos y RMS un bimódulo.

1. El anillo T = ( R M
0 S ), es isoneteriano izquierdo (respectivamente, isoarti-

niano izquierdo), si y sólo si, los módulos R (R⊕M) y SS, son isoneteria-

nos (respectivamente, isoartinianos).

2. El anillo T = ( R M
0 S ), es isoneteriano derecho (respectivamente, isoarti-

niano derecho), si y sólo si, los módulos (M ⊕ S)S y RR, son isoneterianos

(respectivamente, isoartinianos).

Demostración

Se hará la demostración para el caso isoneteriano izquierdo, pues el caso

isoartiniano izquierdo se sigue dualmente. El caso isoneteriano derecho se

obtiene simétricamente al caso isoneteriano izquierdo, haciendo las sustitu-

ciones adecuadas y usando 2. de la Proposición 4.12.
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[⇒]

Supongamos que T es isoneteriano izquierdo. Sea A1 ≤ A2 ≤ A3 ≤ · · ·

una cadena ascendente de submódulos de SS. Por 1. de la Proposición 4.12,

tenemos que 0 + A1 ≤ 0 + A2 ≤ 0 + A3 ≤ · · · , es una cadena ascenden-

te de ideales izquierdos de T , así, existe n ∈ N, tal que para toda i ≥ n,

0 + Ai ∼= 0 + An, es decir, para toda i ≥ n, Ai ∼= An. Por lo tanto, SS es

isoneteriano. Simétricamente se demuestra que R (R⊕M), es isoneteriano.

[⇐]

Supongamos que R (R⊕M) y SS son isoneterianos. Sea I1 ≤ I2 ≤ I3 ≤ · · ·

una cadena ascendente de ideales izquierdos de T . Por 1. de la Proposición

4.12, para cada j = 1, 2, 3, . . . , Ij = Hj ⊕Kj, donde Kj es un ideal izquierdo

de S y Hj es un submódulo de R (R⊕M), tal que KjM ≤ Hj.

Ahora, sea πS : T S la proyección canónica y notemos que, para cada

i = 1, 2, 3, . . . , πS [Ij] = Kj. Luego, como SS es isoneteriano, al considerar la

cadena K1 ≤ K2 ≤ K3 ≤ · · · , existe l ∈ N tal que para toda i ≥ l, Ki
∼= Kl.

Similarmente, sea πR⊕M : T R⊕M la proyección canónica, y obser-

vemos que para cada j = 1, 2, 3. . . . , πR⊕M [Ij] = Hj. En consecuencia, si

consideramos la cadena Hj ≤ Hj ≤ Hj ≤ · · · , existe m ∈ N tal que para

toda i ≥ m, Hi
∼= Hm. Finalmente, sea n = mayor {m, l}, entonces, para toda

i ≥ n, Ki
∼= Kn y Hi

∼= Hn, en consecuencia, Hi ⊕ Ki
∼= Hn ⊕ Kn. Por lo

tanto, T es isoneteriano. �

Ejemplo 5.15.

Recordemos que el Z-módulo Zp∞ es artiniano derecho, de donde Zp∞ es iso-

artiniano derecho. Luego, como ZZ es isosimple y proyectivo, por el Teorema

5.11, tenemos que Zp∞ ⊕ Z es isoartiniano derecho, así, por el teorema anterior,

T =
(
Z Zp∞
0 Z

)
es isoartiniano derecho.

Ejemplo 5.16.

Sean K un campo y V un AVD de K. Por la observación al corolario 4.36, VK

no es neteriano ni artiniano, pero todos los submódulos propios y no cero de VK,

son isomorfos entre sí, de modo que VK es isoartiniano e isoneteriano. Además,

el anillo T = ( V K
0 V ) es isoartiniano izquierdo.
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5.4 Otros Resultados Importantes

Proposición 5.17.

Si M un R-módulo izquierdo, uniserial e isosimple, entonces existe un isomor-

fismo de orden entre (δ(M))op y ωλ, donde λ = Kdim(M).

Demostración

Sea M un R-módulo uniserial e isosimple. Como M es isosimple, por la

Proposición 5.7, M es neteriano. Así, como M es uniserial y neteriano,

(δ(M))op es un conjunto bien ordenado, de donde, existe un isomorfismo de

orden entre (δ(M))op y algún ordinal α. Equivalentemente, αop es isomorfo

(como copo) a δ(M). Sea ωλ1n1 + · · · + ωλtnt la Forma Normal de Cantor

de α, por el Corolario 3.96 Kdim(M) = λ1. Por otro lado, como M tiene

dimensión de Krull, por el Teorema 3.89, admite un submódulo crítico, pero

es isosimple, de modo que M es en sí mismo, crítico. En particular, M es

λ1-crítico. De nuevo, por el Corolario 3.96, α = ωλ1. �

Teorema 5.18.

Todo R-módulo isoartiniano M , contiene un submódulo esencial que es la suma

directa de módulos isosimples.

Demostración

Sea Ω el conjunto de todas las familias de submódulos isosimples de M cuya

suma es directa. Observemos que, como M es isoartiniano, por la Proposición

5.6, existe S ≤M isosimple, de modo que {S} ∈ Ω 6= ∅. Sea C una cadena

en Ω y consideremos
⋃ C. Es claro que

⋃ C es una cota superior de C, más

aún, si I es un conjunto de índices para
⋃ C, tenemos que, para toda j ∈ I,

Sj
⋂ ∑
i∈I\{j}

= 0, pues cada elemento de C tiene dicha propiedad y están

encadenados. Así, por el Lema de Zorn, existe W = {Sλ | λ ∈ Λ} familia

máxima. Veamos que S = ⊕
λ∈Λ

Sλ ≤es M . Supongamos lo contrario, es decir,

existe 0 6= A ≤M tal que S ∩ A = 0. Como M es isoartiniano, A también lo

es, de modo que existe A′ ≤ A isosimple. Como A′ ≤ A y A∩ S = 0, tenemos

que A′ ∩ S = 0. En consecuencia, W ∪ {A′} es una familia de submódulos
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isosimples de M cuya suma es directa y contiene propiamente a W , pero esto

es una contradicción, pues W es una familia máxima con dicha propiedad.

Por lo tanto S ≤es M . �

Proposición 5.19.

Sea M un R-módulo isoartiniano finitamente generado. Si M ∼= M
⊕
N para

algún R-módulo N , entonces N es neteriano.

Demostración

Supongamos que N no es neteriano, entonces, existe N1 ≤ N que no es

finitamente generado. Luego, como M ∼= M ⊕ N , existe K1 ≤ M tal que

K1 ∼= M
⊕
N1. Notemos que K1 no es finitamente generado. Luego, como

K1 ∼= M
⊕
N1, existe K2 ≤ K1 tal que K2 ∼= M . Después, como K2 ∼= M ∼=

M
⊕
N existe K3 ≤M tal que K3 ∼= M

⊕
N1, de nuevo K3 no es finitamente

generado. Continuando de esta manera, obtenemos una cadena descendente

M ≥ K1 ≥ K2 ≥ K3 ≥ · · · de submódulos de M , donde:

Kj
∼=


M, si j es par

M
⊕
N1, si j es impar

Como M es isoartiniano, existe n ∈ N tal que para toda i ≥ n, Ki
∼= Kn y

tenemos los siguientes dos casos.

Si n es par, entonces M ∼= Kn
∼= Kn+1 ∼= M

⊕
N1, lo cual es una

contradicción, pues M es finitamente generado.

Si n es impar, similarmente tenemos que, M
⊕
N1 ∼= Kn

∼= Kn+1 ∼= M ,

lo cual es absurdo.

En consecuencia, todo submódulo de N es finitamente generado. Por lo tanto

N es neteriano. �

Un famoso teorema de Hopkins [2, Teorema 15.20] establece que un anillo

artiniano derecho es neteriano derecho. De modo que conviene preguntarse si

esta implicación se preserva con los conceptos de isoartiniano e isoneteriano.
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Como veremos a continuación, la respuesta es negativa.

Teorema 5.20.

Todo R-módulo isoneteriano M , tiene dimensión uniforme finita.

Demostración[Por contradicción]

Sea M un R-módulo isoneteriano y supongamos que Udim(M) = ∞, en-

tonces, por el Lema 3.101, M contiene una suma directa infinita de sub-

módulos no cero, digamos
∞⊕
i=1

Mi ≤ M . Por el Axioma de Elección, para

cada i ∈ N, podemos elegir 0 6= ai ∈ Mi. Luego, como M es isoneteriano,
∞⊕
i=1

Rai ≤M , también es isoneteriano. Consideremos la cadena ascendente

Ra1 ≤ Ra1 ⊕Ra2 ≤ · · · de submódulos de
∞⊕
i=1

Rai, entonces, existe n ∈ N tal

que Ra1 ⊕ · · · ⊕Ran ∼= Ra1 ⊕ · · · ⊕Ran ⊕Ran+1.

[Afirmación]

Existe j1 ∈ {1, . . . , n} tal que Raj1 no es neteriano. En efecto: Supongamos lo

contrario, es decir, que para toda j ∈ {1, . . . , n}, Raj es neteriano, entonces
n⊕
i=1

Rai es neteriano. Por otro lado, es claro que cada Raj es proyectivo, así,

por el Teorema 3.75
n⊕
i=1

Rai es proyectivo. En consecuencia,
n⊕
i=1

Rai es hop-

fiano y proyectivo. Luego, por el Corolario 3.105,
n⊕
i=1

Rai es Dedekind-finito,

de donde Ran+1 = 0, lo cual es absurdo, pues an+1 6= 0.

Sea b1 = aj1 y observemos que
∞⊕

i=n+1
Rai ≤ M es isoneteriano, así, por un

argumento idéntico al anterior, existe j2 ≥ n+ 1 tal que Raj2 no es neteriano.

Sea b2 = aj2. Continuando recursivamente con este proceso, conseguimos

una sucesión b1, b2, . . . de elementos de M tal que,
∞⊕
i=1

Rbi es isoneteriano

pero cada Rbi no es neteriano.

Finalmente, para cada i ∈ N, sea Ki un submódulo de Rbi que no sea finita-

mente generado y consideremos la siguiente cadena ascendente de submódu-

los de
∞⊕
i=1

Rbi: K1 ≤ Rb1 ≤ Rb1 ⊕K2 ≤ Rb1 ⊕ Rb2 ≤ Rb1 ⊕ Rb2 ⊕K3 ≤ · · · .

Como
∞⊕
i=1

Rbi es isoneteriano, existe n0 ∈ N tal que Rb1 ⊕ · · · ⊕ Rbn0
∼=

Rb1 ⊕ · · · ⊕ Rbn0 ⊕ Kn0+1, lo cual es una contradicción, pues Kn0+1 no es

finitamente generado. �
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Ejemplo 5.21.

Sean K un campo y V un espacio vectorial sobre K con dimensión numerable

y sea R = (K V
0 K ). Por la Proposición 4.12, todo ideal derecho de R es de la

forma I = J1 ⊕ J2, donde J1 es un ideal derecho de K (J1 = 0 ó J1 = K)

y J2 ≤ (V ⊕K)K tal que V ≤ J2. Así, los ideales de R son R o copias de

submódulos de (V ⊕K)K . Sea I1 
 I2 
 I3 
 · · · una cadena descendente

infinita de ideales distintos de R. Al ser distintos, para toda i ∈ N, J1i = 0,

es decir, todos son copias de submódulos de (V ⊕K)K . Notemos que todos los

miembros de la cadena tienen dimensión numerable, pues pues si alguno tuviera

dimensión finita, la cadena terminaría. Así, todos los elementos de la cadena son

subespacios vectoriales con dimensión numerable de (V ⊕K)K , de donde, todos

son isomorfos como K-módulos y por lo tanto, como R-módulos. Finalmente,

como Vk tiene dimensión numerable, Udim(V ) =∞, de donde Udim(R) =∞.

Por lo tanto, R no es isoneteriano. En conclusión, R es isoartiniano y no es

isoneteriano.

92 Capítulo 5 Módulos isoartinianos, isoneterianos e isosimples



5.5 El Anillo de Endomorfismos de un

Módulo Isosimple

En esta sección, todos los R-módulos son derechos. Recordemos que si M y

N son R-módulos simples, entonces, para todo f ∈ HomR (M,N), se tiene

que f es el morfismo cero o un isomorfismo. Así, el Lema de Schur [9, 20.6,

pag. 168], establece que el anillo de endomorfismos de un módulo simple, es

un anillo con división. Con este lema en mente, esta sección está dedicada

a la estructura del anillo de endomorfismos de un módulo isosimple y al

estudio de sus ideales principales.

Lema 5.22.

Todo endomorfismo no cero, ϕ : M −→ M de un R-módulo isosimple, es

monomorfismo.

Demostración

Sean M un R-módulo isosimple y f ∈ EndR(M) con f 6≡ 0, entonces

f [M ] ∼= M . Sea ϕ : f [M ] M un isomorfismo y consideremos el

epimorfismo f |f [M ] : M f [M ] , entonces ϕf |f [M ] ∈ EndR(M) es un

epimorfismo. Ahora, por la Proposición 5.7, como M es isosimple, entonces

es neteriano. Así, por el Lema 3.82, ϕf |f [M ] es un isomorfismo. Finalmente,

por la Proposición 3.39, Ker(f |f [M ]) = 0, por lo tanto, Ker(f) = 0. �

Proposición 5.23.

El anillo de endomorfismos de un R-módulo isosimple es un dominio.

Demostración

Sean M un R-módulo isosimple y f, g ∈ EndR(M) tales que fg = 0. Su-

pongamos que f, g 6= 0. Por el lema anterior, f y g son monomorfismos, en

consecuencia fg es monomorfismo, de donde Ker fg = 0, pero fg = 0, así

M = Ker fg = 0, lo cual es una contradicción, pues M es isosimple. Por lo

tanto, f = 0 ó g = 0, es decir, EndR(M) es un dominio. �
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Teorema 5.24.

Si M es un R-módulo isosimple, entonces M es crítico y su anillo de endomorfis-

mos es un dominio Ore derecho.

Demostración

Sea M un R-módulo isosimple. Notemos que M es compresible, pues M es

isomorfo a todos los submódulos no cero de N , de modo que todo submódulo

no cero de M , contiene una copia de M . Además, por la Proposición 5.7, M

es neteriano y en consecuencia, admite dimensión de Krull. Así, por el Lema

3.95, M es crítico y EndR(M) es un dominio Ore derecho. �

Sea MR un R-módulo isosimple derecho y consideremos las siguientes nota-

ciones: EE = EndR(M), es el anillo de endomorfismos de MR considerado

como EndR(M)-módulo. δ(MR) es la retícula de submódulos de MR, δ(EE)

es la retícula de ideales derechos de End(MR) y δp(EE) es el conjunto par-

cialmente ordenado de los ideales principales derechos de EE.

Proposición 5.25.

Sea MR un R-módulo isosimple, entonces, δp(EE) y δ(MR) son copos isomorfos.

Demostración

Sea MR un R-módulo isosimple derecho y consideremos la relación

Φ : δp(EE) −→ δ(MR) definida por fE 7−→ f [MR].

(1) Veamos que Φ es función.

Sean f, g ∈ EE tales que fE = gE. Debemos demostrar que f [M ] = g[M ].

Como f ∈ gE, existe h ∈ E tal que f = gh. Sea x ∈ f [M ], entonces existe

y ∈ M tal que x = f(y) = (gh)(y) = g (h (y)), de donde, x ∈ g[M ], es decir,

f [M ] ≤ g[M ]. Como g ∈ fE, simétricamente se demuestra que g[M ] ≤ f [M ].

Por lo tanto, Φ es función.

(2) Notemos que Φ es un morfismo de copos, pues por (1), si fE ≤ gE,

entonces f [M ] ≤ g[M ].

(3) Veamos que Φ es suprayectiva.

Sea N ≤ M , si N = 0, entonces Φ (0E) = 0 = N . Si N 6= 0, como M es iso-

simple, existe un isomorfismo f : M N . Consideremos la inclusión,
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i : N ↪−→ M y notemos que if : M M es un endomorfismo de M

con imagen N . Por lo tanto, Φ (ifE) = (if)[M ] = N .

(4) Veamos que Φ es inyectiva. Primero, notemos que la proposición

(Φ(fE) = Φ(gE)⇒ fE = gE) es equivalente a la proposición

[(Φ(fE) ≤ Φ(gE)⇒ fE ≤ gE) ∧ (Φ(fE) ≥ Φ(gE)⇒ fE ≥ gE)].

Basta demostrar el primer miembro de la conjunción anterior, pues el segun-

do miembro se obtiene simétricamente. Sean f, g ∈ E tales que f [M ] ≤ g[M ].

Si f = 0, trivialmente se tiene que fE ≤ gE. Si f 6= 0, se sigue que

0 6= f [M ] ≤ g[M ], de donde g 6= 0. Ahora, por el Lema 5.22, f, g son mono-

morfismos, así f ′ = f |f [M ] : M f [M ] y g′ = g|g[M ] : M g[M ]

son isomorfismos. Más aún, consideremos las inclusiones, i1 : f [M ] ↪−→M ,

i2 : g[M ] ↪−→M e i3 : f [M ] ↪−→ g[M ], entonces f = i1f
′, g = i2g

′ e i1 = i2i3.

En consecuencia, (g′)−1 i3f
′ ∈ E y g

[
(g′)−1 i3f

′
]

= i2g
′ (g′)−1 i3f

′ = i2i3f
′ =

i1f
′ = f . Por lo tanto, f ∈ gE. �

Corolario 5.26.

El conjunto parcialmente ordenado de los ideales principales derechos del anillo

de endomorfismos de un R-módulo isosimple es una retícula modular neteriana.

Demostración

Sea MR un R-módulo isosimple. Por la Proposición 5.7, M es neteriano, de

donde δ(MR) es una retícula modular neteriana. Luego, por la proposición

anterior, δp(EE) y δ(M)R son copos isomorfos, de donde, δp(EE) y δ(M)R son

retículas isomorfas. Por lo tanto, δp(EE) es una retícula modular neteriana. �
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6Apéndice

6.1 Desviación de un Copo

Definición 6.1.

Sea A un conjunto parcialmente ordenado (copo).

1. Sean a, b ∈ A con b ≤ a. Definimos el Cociente de a por b como
a
b

= {x ∈ A | b ≤ x ≤ a}, es decir, el intervalo [b, a].

2. Sea a0 ≥ a1 ≥ a2 ≥ · · · una cadena descendente de elementos de A,

definimos los Cocientes de la Cadena como ai
ai+1

, con i ∈ {0, 1, 2, . . . }.

Definición 6.2.

Sea α = −1 o un número ordinal. Definimos, por recursión transfinita, la Clase

Dα de la siguiente manera:

1. Para α = −1, D−1 es la clase de los copos triviales, es decir, los conjuntos

singulares.

2. Si α es un ordinal y la clase Dβ ha sido definida para todo β < α,

definimos Dα como la clase de todos los copos A, tales que:

a) A /∈ ⋃
β<α

Dβ.

b) Para toda cadena descendente a0 ≥ a1 ≥ a2 ≥ · · · de elementos de

A, existe n ∈ N, tal que para toda i ≥ n, ai
ai+1
∈ ⋃

β<α
Dβ.

Observación.

La propiedad descrita en b) de la parte 2 de la definición anterior se puede leer

como “todos, salvo una cantidad finita de los cocientes de la cadena, pertenecen

a la unión de las clases anteriores”, o bien “Para casi toda i, ai
ai+1
∈ ⋃

β<α
Dβ”.

Lema 6.3.

Si α, β son números ordinales con α 6= β, entonces Dα ∩Dβ = ∅.
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Demostración [Por Contradicción]

Sin pérdida de generalidad, supongamos que α < β. Supongamos que existe

A ∈ Dα ∩Dβ. Luego, como A ∈ Dβ, entonces, para todo ordinal γ < β, A /∈⋃
γ<β

Dγ, en particular A /∈ ⋃
γ<α+1

Dγ, lo cual es absurdo, pues A ∈ Dα. �

Definición 6.4.

Sea A un copo. Si existe α número ordinal tal que A ∈ Dα, diremos que A tiene

Desviación α y escribiremos dev(A) = α.

Observación.

Sea A un copo. Supongamos que A cumple la propiedad b) de la parte 2 de la

Definición 6.2, pero no necesariamente cumple la propiedad a). En dicho caso,

A puede pertenecer a alguna clase Dβ, con β < α, de modo que dev(A) ≤ α.

Observación.

Notemos que un copo A puede no tener desviación, es decir, para todo α número

ordinal, A /∈ Dα. En [10, Ejemplo 7.3] se demuestra que R con el orden usual,

no tiene desviación.

Definición 6.5.

Sea A un copo.

1. Diremos que A es Artiniano si, para toda cadena descendente a0 ≥ a1 ≥

a2 ≥ · · · de elementos de A, existe n ∈ N tal que, para toda i ≥ n,

ai = an.

2. Diremos que A es Neteriano si, para toda cadena ascendente a0 ≤ a1 ≤

a2 ≤ · · · de elementos de A, existe n ∈ N tal que, para toda i ≥ n,

ai = an.

Proposición 6.6.

Sea A un copo, entonces, dev(A) = 0 si y sólo si, A es artiniano y no trivial.

Demostración

[⇒]

Supongamos que dev(A) = 0, es decir A ∈ D0. Sea a0 ≥ a1 ≥ a2 ≥ · · · una

cadena descendente de elementos de A. Como A ∈ D0, existe n ∈ N tal que
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para toda i ≥ n, ai
ai+1
∈ D−1, esto es, para toda i ≥ n, ai

ai+1
es un conjunto

singular. Por lo tanto, A es artiniano.

[⇐]

Supongamos que A es artiniano y no trivial. Como A es no trivial, A /∈ D−1.

Sea a0 ≥ a1 ≥ a2 ≥ · · · una cadena descendente de elementos de A, como A

es artiniano, existe n ∈ N tal que, para toda i ≥ n, ai = ai+1, en consecuencia,

para toda i ≥ n, ai
ai+1
∈ D−1. Por lo tanto, dev(A) = 0. �

Proposición 6.7.

Sean A un copo con dev(A) = α, y B ⊆ A. Entonces B tiene desviación, digamos

dev(b) = β. Más aún, β ≤ α.

Demostración [Por inducción transfinita sobre α]

(−1) Si dev(A) = −1, entonces A y B son copos triviales.

(0) Si dev(A) = 0, entonces A es artiniano, de donde B es artiniano y

dev(B) = 0.

(α) Supongamos que la afirmación es verdadera para todo ordinal γ < α.

Sea A un copo con dev(A) = α y sea B ⊆ A. Si b0 ≥ b1 ≥ b2 ≥ · · · es una

cadena descendente de elementos de B, entonces los factores de la cadena

en B, son subcopos de los factores de la cadena en A, es decir, para toda

i ∈ N ∪ {0}, [ai+1, ai]B ⊆ [ai+1, ai]A. Ahora, como dev(A) = α, existe n ∈ N,

tal que para toda i ≥ n, dev ([ai+1, ai]A) < α. Así, por hipótesis inductiva,

dev ([ai+1, ai]B) ≤ dev ([ai+1, ai]A), en consecuencia, dev ([ai+1, ai]B) < α, de

donde dev(B) ≤ α. �

Lema 6.8.

Todo copo neteriano es subcopo de un copo neteriano con elemento mayor y

elemento menor.

Demostración

Sea A un copo neteriano. Definimos Ā = A ∪ {0, 1}, donde 0 y 1 son tales

que, para todo a ∈ A, 0 ≤ a y a ≤ 1. Es claro que Ā es neteriano. �

Observación.

Al igual que con módulos neterianos, es posible demostrar (aplicando el Lema
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de Zorn), que todo subcopo no vacío de un copo neteriano, admite un elemento

máximo.

Proposición 6.9.

Todo copo neteriano tiene desviación.

Demostración [Por contradicción]

Por el lema anterior, basta demostrar este hecho para copos neterianos con

elemento mayor y elemento menor. Supongamos que existe un copo neteriano

A, con elemento mayor 1 y elemento menor 0, tal que A no tiene desviación.

Sea B = {a ∈ A | 1
a

no tiene desviación}. Notemos que 0 ∈ B, pues A = 1
0 no

tiene desviación, de modo que B 6= ∅. Sea b un elemento máximo de B, el

cual existe por la observación anterior. Sea α = sup{dev
(

1
a

)
| a ∈ A, a > b},

el cual existe en virtud de que b es elemento máximo de B. Sea a0 ≥ a1 ≥2≥

· · · una cadena descendente de elementos de 1
b
. Tenemos los siguientes dos

casos:

(1) Si existe n ∈ N tal que an = b, es claro que para toda i ≥ n, ai = b, pues

la cadena es descendente y b es el elemento menor de 1
b
. Así, para toda i ≥ n,

dev
(

ai
ai+1

)
= −1, de donde, dev

(
1
b

)
≤ 0. Lo cual es absurdo, pues 1

b
no tiene

desviación.

(2) Si para toda n ∈ N, an > b, entonces para toda i ∈ N, ai
ai+1
⊆ 1

ai+1
, así, por

la Proposición 6.7, dev
(

ai
ai+1

)
≤ dev

(
1

ai+1

)
≤ α. En consecuencia, dev

(
1
b

)
≤

α + 1, lo cual es una contradicción, pues 1
b

no tiene desviación. �

Sea α 6= 0 un ordinal y consideremos αop (el conjunto parcialmente ordenado

que resulta de invertir el orden en α). Al ser ordinal, α es bien ordenado por

∈α, de modo que αop es un copo neteriano, así que tiene desviación.

Lema 6.10.

Todo ordinal α 6= 0 admite una representación única de la forma

α = ωλ1n1 + · · ·+ωλtnt, donde n1, . . . nt ∈ N y λ1 > λ2 > · · · > λt son números

ordinales, ya sean finitos o infinitos. A dicha representación le llamaremos

Forma Normal de Cantor de α.
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Demostración

[11, Teorema 2, 14.19, pag. 323] �

Lema 6.11.

Sea α > 1 un ordinal con forma normal de Cantor ωλ1n1 + · · ·+ωλtnt, entonces

dev (αop) = λ1.

Demostración

[10, Teorema 7.7] �

6.1 Desviación de un Copo 101





Bibliografía

[1]A. Facchini y Z. Nazemian, “Modules with chain conditions up to isomorp-

hism”, Journal of Algebra, vol. 453, págs. 578-601, 2016 (vid. págs. 1,

77).

[2]F. W. Anderson y K. R. Fuller, Rings and Categories of Modules. New York,

NY: Springer New York, 1992, vol. 13 (vid. págs. 1, 90).

[3]F. Kasch y D. A. R. Wallace, Modules and rings: A translation of Moduln

und Ringe / German text by F. Kasch ; translation and editing by D.A.R.

Wallace, ép. L.M.S. monographs, 0076-0560. New York y London: Aca-

demic Press, 1982, vol. no.17 (vid. págs. 20, 22, 23, 26, 36, 41, 42,

44-46).

[4]J. C. McConnell, J. C. Robson y L. Small, Noncommutative Noetherian

rings, ép. Graduate studies in mathematics. Providence, R.I.: American

Mathematical Society, 2000, vol. v. 30 (vid. pág. 55).

[5]T. Y. Lam, Lectures on Modules and Rings, ép. Graduate Texts in Mathe-

matics. New York, NY: Springer, 1999, vol. 189 (vid. pág. 57).

[6]T. Y. Lam, Exercises in modules and rings, ép. Problem books in mathe-

matics. New York: Springer, 2007 (vid. pág. 58).

[7]B. N. Flores, “Algunas caracterizaciones de anillos MAX”, Tesis de Li-

cenciatura, Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, Puebla, Pue.,

2018 (vid. pág. 61).

103



[8]F. Couchot, “Modules with RD-Composition Series over a Commutative

Ring”, Communications in Algebra, vol. 31, n.o 7, págs. 3171-3194, 2003

(vid. pág. 61).

[9]R. Wisbauer, Foundations of Module and Ring Theory. Routledge, 2018

(vid. pág. 93).

[10]A. Facchini, Module theory: Endomorphism rings and direct sum decompo-

sitions in some classes of modules, Reprint of the 1998 ed., ép. Modern

Birkhäuser Classics. Basel: Birkhäuser, 2010 (vid. págs. 98, 101).
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