Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas

Propuesta de modificacion metodologica QSAR

Tesis presentada al
Colegio de Matematicas
como requisito parcial para la obtencion del titulo de
LICENCIADO EN MATEMATICAS
por

Eduardo Hernandez Montero

asesorado por

Dr. Andrés Fraguela Collar
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP

Dr. Thomas R. F. Scior Jung
Facultad de Ciencias Quimicas, BUAP

Puebla Pue.
I



II

Enero de 2012



Agradezco a:
mi familia por todo el apoyo;
mi director y codirector de tesis por permitirme trabajar con ellos;

Jorge Lozano Aponte, licenciado en Farmacia y colaborador indispensable
para el desarrollo de este trabajo, por el apoyo y las atenciones académicas
prestadas;

la Dra. Lidia Aurora Herndndez Rebollar y los doctores Alexander Grebenikov
y José Jacobo Oliveros Oliveros por tomarse aceptar ser parte del jurado para
la defensa de esta tesis, por la amabilidad y atencion con que lo hicieron;

la Dra. Lucia Cervantes, el Mto. en ciencias Julio E. Poisot y el Dr. Mario
Aurelio Rodriguez por el apoyo académico y personal durante mi formaciéon
bésica en matematicas;

todos los buenos amigos con los que tengo el gusto de contar y colaborar, en
y para lo que considero impotante;

...todos, porque con lo poco que conoci de mi en los tropiezos que tuve durante
el desarrollo de este trabajo, estoy convencido de que no fue facil permanecer
ahi. Gracias.






Indice general

2.

Introducciéon X1
1. Metodologia QSAR 1
1.1. Analisis QSAR . . . . . . oL 1
1.1.1. Alcances y limitaciones . . . .. ... ... ... ... .. ... . 8
1.1.2. Sobre las reacciones quimicas . . . . . . . . . .. ... 18
1.2. Formulaciéon matematica . . . . . . . .. ... oL Lo 21
1.2.1. Inhibicién y energia libre . . . . .. ... ... 0. 25
1.3. Métodos de ajuste de pardmetros . . . . . . . .. ... 32
1.3.1. Definiciones y herramienta béasica . . . . . . . ... ... ... ... 32
1.3.2. Minimos Cuadrados Ordinarios, MCO . . . ... ... ... .... 36
1.4. Regresiom lineal . . . . . . . . . . . e 41
1.4.1. Sobre ajuste en los modelos de regresion . . . . . ... ... 43
1.4.2. Hipétesis de linealidad . . . . . . ... .. ... . 0. 47
Propuesta de modificacién metodologica 57
2.1. Actividad vectorial . . . . ... Lo 60
2.1.1. Por qué no es suficiente AG . . . . ... ... L. 62
2.1.2. Eficiencia . . . . . ... 70
2.2. Modelos locales . . . . . . . .. e 71
2.2.1. El problema sin restricciones . . . . . .. ... ... L. 75
2.2.2. El problema con restricciones . . . . .. .. ... 76
2.2.3. Eleccién de farmacos con actividades 6éptimas a partir de modelos
QSAR . . e 79
2.3. Ajuste QSAR . . .. 83
2.3.1. Regresion lineal frente a regularizacion . . . . . . . . ... ... 85
2.3.2. La hipoétesis de linealidad QSAR . . . . .. .. ... ... ... 90
24, Resumen. . . . .. .. oo e e e 92
2.5. Estudio de caso, familia y descriptores . . . . . . .. ... ... 94
2.5.1. Losmodelos QSAR . . . . . . . . ... 99
2.5.2. Regresion lineal maltiple . . . . . . .. . ... oL 100



VI

INDICE GENERAL

A. Familias moleculares QSAR

Al

A2

Breve clasificacion . . . . . . ...
A.1.1. Familias determinadas por un receptor o una estructura base . . .

A.1.2. Familias determinadas por propiedades de su funcion de actividad
A.1.3. Familias determinadas por restricciones sobre los descriptores se-

leccionados para el analisis . . . . . .. ... ... ...,
Descriptores, relaciones naturales y necesarias . . . . . . . ... ... ...
A.2.1. Descriptores constitucionales , Grupos 1y 2 . . . . .. ... .. ..
A.2.2. Conectividad, Grupo 2 . . . . . . . . ...
A.2.3. Funciones del conjunto de cargas, Grupo3 . . ... ... .. ...

A.2.4. Refractividad Molar y Aproximacion de Moriguchi del coeficiente

de particion, Grupo 4 . . . . ... Lo



Indice de tablas

2.1.
2.2.

2.3.

24.

A.l.

Descriptores preseleccionados para el analisis QSAR de la familia Z.
Conjunto muestral =y, conformado por dieciocho elementos de la familia
de moléculas de interés. . . . . . . ... L L
Méxima cantidad de variables de prediccién para cada componente de
actividad respecto de un nivel de confianza especifico para la prueba de
hipétesis de linealidad. . . . . . . .. ... oL
Seleccién de conjuntos para posibles modelos QSAR, criterio R? y activi-
dad mualtiple. . . . . . ..

Tabulacion de volimenes de van der Wals. Datos extraidos de [32]

VII






Indice de figuras

1.1.
1.2.

1.3.

2.1.

2.2.

2.3.

A.l.

Representacion esquematica del proceso metodologico QSAR. . . . . . ..
Grafico de la forma general de cuatro funciones de actividad biologica
pertenecientes a distintos tipos de actividad. . . . . . . .. ... ... ...
Representacion grafica de IC50 . . . . . . . ... ... ... .. ...

Grafico generado con una modificacién del modelo de inhibicién enzimética
en la libreria de Net Logo, version 4.1.3 (ver [37] y [26]) . . . . .. .. ..
Ejemplo de posibles comportamientos de la concentracién como funcion
del tiempo para una mediciéon de actividad dada. . . . . . ... ... ...
Grafos 2D y 3D de la estructura base, R indica el lugar del sustituyente. .

Ejemplo de compuesto en con estructura base aislada. . . . . .. ... ..

IX






Introduccion

Para aclarar algunas nociones basicas al lector, recordamos que un farmaco o medica-
mento es una sustancia que es introducida en un organismo y produce un efecto ter-
apéutico, entre los objetivos de la farmacologia se encuentra, por supuesto, el diseno de
nuevos farmacos eficientes en el combate de padecimientos y enfermedades especificas.

El diseno in silico de compuestos es, el diseno con herramientas de computo de com-
puestos quimicos tedricos con sintesis viable, que se espera puedan ser empleados posteri-
ormente en el tratamiento de las enfermedades que motivan su creacién. La importancia
del cambio de escala y el correcto uso de las herramientas tebricas de la matemaética, que-
da de manifiesto cuando se realiza un disenno molecular in silico, esperando que una vez
que sea sintetizada la molécula teorica, ésta logre producir el efecto terapéutico deseado.

El presente texto es el resultado de la colaboracién con los especialistas en farma-
cologia Dr. Thomas Scior y C.M. Lic. Jorge Lozano Aponte, en un esfuerzo que inicial-
mente tuvo por principal objetivo, realizar conjuntamente una cuidadosa revision de una
de las metodologias méas empleadas en la investigacion y disenio in silico de compuestos,
que se proponen como candidatos para convertirse en nuevos medicamentos.

Conforme avanzabamos en el desarrollo de nuestro trabajo, poco a poco entendimos
que el primer objetivo planteado era demasiado ambicioso y general, que los objetos y
métodos de estudio de la farmacologia de los que nos ocupamos, son ejemplos de feno-
menos en los que se estudian diversos procesos fisicos, quimicos y biolégicos relacionados
entre si, que ocurren en escalas considerablemente distintas y para los cuales el cam-
bio entre una escala y otra es un aspecto que debe considerarse con méas cuidado en la
metodologia de investigacion.

Primero hay que pasar de una escala hasta cierto punto atémica, a una escala molecu-
lar en donde existen propiedades y caracteristicas de una molécula que en lo individual no
observan los dtomos que la conforman, en un segundo momento se transita a una escala
en la que el “ligando” (compuesto quimico que es candidato a farmaco) intaractia, por
ejemplo, con una enzima intracelular, es decir, una escala donde la interaccién observada
es del tipo molécula-célula, el nivel siguiente es en el que la interacciéon de interés ocurre
entre una molécula y un érgano o sistema de un organismo biolégico complejo y, por ul-
timo, la interaccién que se observa es entre un organismo complejo y una concentracion
muy pequena de un compuesto quimico ;Céomo poder anticipar en alguna de estas escalas
los valores de mediciones relevantes de las posibles interacciones del ligando?

Observando con atenciéon, una molécula diseiada in silico no es mas que una repre-
sentacion tridimensional de un arreglo de A&tomos de uno o mas elementos quimicos, que
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XI1 INTRODUCCION

mantienen relaciones de proximidad espacial mediante la presencia de enlaces covalentes
entre ellos; como obtener informaciéon, conociendo sélo el disefio in silico, sobre el efecto
que una cierta dosis tendré en un organismo. La respuesta no es trivial, al grado en que
ain no existe un procedimiento general y estandarizado de diseno que siempre permi-
ta disponer de medicamentos lo mas eficientes posibles, que ademéas no causen efectos
secundarios no deseados y su costo de produccién sea minimo, entre otras cosas.

Una de las respuestas que la farmacologia ha dado, es la metodologia que aqui estudi-
amos, propia de la farmacologia y referenciada con las siglas en ingles QSAR (Quatntita-
tive Structure-Activity Relationships); tiene sus origenes hace aproximadamente 60 afios,
desde entonces ha estado sujeta a un constante desarrollo, simplificaciones e hipotesis a
priori sobre la forma de interaccion de los candidatos a nuevos medicamentos.

Desde ahora comentamos al lector que existe una diferencia importante entre
metodologia y analisis QSAR, el analisis es una de las partes medulares de la metodologia,
pero de ninguna forma es equivalente a ella. Un anélisis QSAR es una sucesion de méto-
dos estadisticos y ajuste de parametros para el analisis de datos sobre un conjunto de
mediciones tanto de las caracteristicas estructurales y fisicoquimicas del ligando, asi como
de la actividad o respuesta biolégica observada en el sistema.

La principal simplificacion a partir de la que se realizan los analisis QSAR, proviene
de la dificultad de realizar mediciones experimentales de lo que se conoce como activi-
dad biolbgica, el tipo de mediciones para esos analisis se dice que se realizan in vitro:
a nivel de laboratorio y como consecuencia de la observacién del cambio en los estados
termodinamicos de un sistema inmerso en un medio solvente (M), en el que los tnicos
compuestos presentes son el ligando , el “receptor celular” (biomolécula en el organismo
con la que debe interactuar el ligando), y los necesarios para medir una respuesta biolog-
ica de interés, de tal forma que el sistema sea “simple” en términos termodinédmicos y
consecuentemente las reacciones quimicas que se producen en él lo sean también.

El medio solvente M es una simplificaciéon de las miltiples fases de un sistema bi-
ologico, por lo general la actividad se encuentra expresada en funcion de la concentracion
de ligando en un estado determinado del sistema. La forma en que se entiende actual-
mente la actividad biologica, con apoyo de la termodinamica, es la diferencia observada
en la energia libre de Gibbs, al pasar de un estado en el que entre ligando y receptor
no existen interacciones, al estado en que se ha formado el complejo ligando-receptor, en
una concentracién especifica que se requiera para los fines particulares de investigacion
(ver [5]).

El conjunto muestral de moléculas con las que se realiza el analisis, debe garantizar ser
un subconjunto propio de la familia quimica de compuestos organicos, sintetizables, que
queda determinada por la afinidad no nula con el receptor o blanco biolégico previamente
especificado para el analisis.

Un analisis QSAR incluye la seleccion de las caracteristicas estructurales mensurables
y estadisticamente significantes, utilizando métodos como analisis factorial o de compo-
nentes principales, la reduccién en la cantidad de las caracteristicas seleccionadas, un
ajuste por minimos cuadrados de un modelo general y la validacion experimental del
mismo (ver [17] y [24]).

En afios recientes Scior T. expuso en [24] una revision critica de los analisis QSAR,
sobre los cuidados especiales que deben procurarse a este tipo de trabajos para evitar
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incurrir en errores graves de procedimiento; ocasionados por una sobre valoraciéon de los
procesos estadisticos, en ausencia de informacion sobre las propiedades fisicoquimicas de
los compuestos; o enraizados en una significativa debilidad de la hipdtesis de linealidad
sobre la que, por lo general, se sustenta un anéalisis QSAR.

Scior T., senala que los no despreciables errores en las predicciones de los modelos
QSAR pueden tener su origen en errores cometidos durante el proceso de selecciéon de los
descriptores utilizados, asi como su cantidad; no obstante, en la validacién de modelos
lineales se han observado graves fallos predictivos pese a que tales procedimientos previos
sean confiables.

Observando el fenémeno que busca describir un modelo QSAR y las ocasiones en que
estos modelos presentan fallos graves en sus predicciones, conjeturamos que tales errores
pueden residir principalmente en: modelos incompletos o insuficientes del fenémeno que
describen (insuficiencia de parametros), o una falsa premisa de dependencia lineal de la
respuesta como funcion de un conjunto de descriptores propios de una familia especifica de
ligandos. Las hipotesis que sustentan su desarrollo pueden ser una excesiva simplificacién
del problema, por lo que en cada analisis QSAR es necesario verificarlas o modificarlas
de forma pertinente.

Por otro lado, las ecuaciones de la termodindmica exhiben a la energia libre de Gibbs,
a temperatura constante, como una combinacién lineal de dos componentes energéticas
de las que pueden realizarse mediciones experimentales, entalpia y entropia; sin embargo,
este hecho no es considerado en el momento de realizar los ajustes del modelo general,
siendo tal omisién una posible causa de modelos poco congruentes con el fendémeno real,
Scior T. sugiere revisar a detalle.

A grandes rasgos, la metodologia QSAR puede dividirse en cuatro etapas fundamen-
tales:

= Propuesta de modelos generales: modelacién matematica de las relaciones rele-
vantes para la farmacologia, entre fen6menos que ocurren a escalas distintas del
proceso biofisicoquimico que un medicamento desencadena para producir un efecto
terapéutico.

= Analisis QSAR: obtencién de datos experimentales que permitan ajustar los paré-
metros de los modelos generales para una familia especifica de ligandos.

= Optimizacion: procesos de busqueda de los ligandos que, de acuerdo con el modelo
particular que resulte del ajuste de parametros y criterios adicionales de seleccién,
sean los “mejores candidatos a farmacos”.

= Validacién y valoracién de resultados: proceso de revisién teérica y experimental
de los resultados del analisis QSAR y la optimizacion de sus modelos.

Conforme avanzabamos en el desarrollo de nuestro trabajo, se hizo claro que el objeti-
vo principal propuesto de origen era sumamente general y se encontraba fuera del alcance
de una tesis de licenciatura. Poco a poco logramos acotar nuestro campo de trabajo hasta
llegar a lo que aqui ofrecemos al lector.
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Nuestro interés se localiza solo en la etapa del analisis QSAR y desde un enfoque
relativamente tradicional, para el cual los modelos que se proponen son de caracter lo-
cal y tipo lineal. Nos interesan la herramienta y las premisas del ajuste de parametros
para el modelo matematico que un anélisis QSAR busca construir, para poder realizar
predicciones sobre la respuesta bioldgica que produciran moléculas que aiin no han sido
probadas experimentalmente.

Como ya hemos dicho, el trabajo que se presenta no es de carécter general, nos concen-
tramos en analisis QSAR en los que la actividad biolégica se entiende como la inhibicién
del efecto catalitico de una enzima sobre su “sustrato natural”’, también conocido como
ligando enddgeno.

El enfoque y la mayoria de las propuestas de modificaciéon que se presentan pueden ser
extendidas, con el debido cuidado, a diversos tipos de farmacos; sin embargo, el desarrollo
que presentamos estéd motivado y enfocado a farmacos que actian inhibiendo algin tipo
de actividad enzimética intracelular, es decir, fArmacos que interactiian con enzimas en
el interior de una célula, los antibiéticos por lo regular son de este tipo de farmacos.

Lograr modelos matematicos confiables es una de las necesidades précticas de la
farmacologia, ya que las pruebas experimentales tienen un muy elevado coste econémico
y la demanda de medicamentos eficientes, con precios asequibles para el ptublico en general
es un tema ineludible hoy dia.

La metodologia de investigacion QSAR alcanza ya un periodo de vida de alrededor de
50 anos, con una popularidad que se refleja en los millares de publicaciones académicas
referentes a modelos QSAR para diversas familias de farmacos, pero hay un problema,
son minimas las publicaciones que emplean definiciones estadarizadas que permitan car-
acterizar y evaluar formalmente esta metodologia.

En general no se ha evaluado la forma de utilizar la herramienta matematica mas
empleada para pasar del analisis a los modelos QSAR, regresion lineal maltiple (RLM),
tampoco existen definiciones claras y un criterio o una forma estandarizada de llegar a
criterios de optimalidad que permitan discriminar qué farmaco es mejor en un conjunto
de ellos.

En aproximadamente medio siglo de analisis QSAR, los cientos de casos particulares
ha desembocado en igualmente cientos de definiciones de descriptores de naturaleza dis-
tinta, corresponden a enfoques distintos de representacién de una molécula como un
objeto matemético, corresponden a distintas teorias fisicas y quimicas que han evolu-
cionado con el paso del tiempo. La acentuada heterogeneidad de los casos particulares
QSAR supone para todos un esfuerzo adicional para lograr una comunicaciéon efectiva
entre las distintas disciplinas. Por lo regular las definiciones y desarrollo de resultados
en matematicas suelen observar una relacién inversa: tanto mas general, menos amigable
para el lector.



Capitulo 1

Metodologia QSAR

En las secciones correspondientes se emplean objetos y resultados propios de las
teorfas de algebra lineal, estadistica y probabilidad, la mayoria de ellos s6lo cuentan
con una presentaciéon de notacién en este texto por ser herramientas basicas de amplia
difusion. Se sugiere el libro de S. H. Friedberg et dl. [8] al lector interesado en los detalles
de las demostraciones y definiciones aqui omitidos de algebra lineal, el libro de T. Apostol
[1] para analisis matematico, y los libros de J. S. Rosenthal. et dl. [21] y Hoog [13] en lo
referente a probabilidad y estadistica.

La metodologia que aqui estudiamos, propia de la farmacologia para el diseno in silico
de nuevos medicamentos, se fundamenta en premisas empiricas que por lo general en la
literatura se formulan haciendo uso de términos como medible o mensurable, cercania,
proximidad, relacién o funcién; sin embargo, el significado de palabras como estas no
necesariamente estd dado por una rigurosa definicién matematica, tener esto en mente es
importante para el primer acercamiento, con este tema, del lector acostumbrado a textos
especializados en matematicas.

Tan pronto como nos sea posible, dedicaremos atenciéon y cuidado en brindar defini-
ciones formales, nuestro objetivo, lograr transmitir al lector con formacién bésica en
matemaéticas, la importancia de la modelacién en el proceso metodolégico de investi-
gacion, toda vez que este involucre el uso de herramienta propia de la matematica.

1.1. Introduccién a los analisis QSAR

Un medicamento o farmaco es una molécula que al ser introducida en un sistema bi-
ologico produce un efecto terapéutico en el tratamiento clinico de enfermedades o padec-
imientos especificos, dicho efecto terapéutico es causado por la interacciéon quimica entre
el farmaco y biomoléculas (Estructuras proteicas, pueden ser intracelulares o no, de alto
peso molecular, como receptores celulares, enzimas y diferentes tipos de proteinas entre
otros) presentes en los seres vivos. El sitio activo de estas biomoléculas, es la region donde
ocurre la interaccion Farmaco-Receptor (conocida como ligando-receptor en el desarrollo
de farmacos) y consiste en interacciones quimicas débiles entre ambas entidades.

1



CAPITULO 1. METODOLOGIA QSAR

Cuando una molécula arbitraria ¢ es introducida en un sistema biologico, se llama
“blanco biologico” a cualquier subestructura del sistema para la cual no sea nula la
probabilidad de interacciéon quimica con .

El blanco biolégico de una molécula puede no existir y cuando lo hace no es necesari-
amente tnico, todo dependera del sistema en el que sea introducido; sin embargo, cuando
se encuentra dado el sistema, de forma que ¢ tenga por lo menos un blanco biologico,
y para un observador el interés farmacolégico se centre en la interacciéon entre ¢ y sélo
uno de sus posibles blancos, entonces éste tltimo se conoce como “receptor molecular” o
simplemente como “receptor”, en tanto que ¢ se denomina como “ligando”.

La afinidad de un ligando con su receptor es la probabilidad de que, al encontrarse
espacialmente muy préximos entre si, observen una interacciéon quimica. Uno de los req-
uisitos y propiedades de los receptores es la “especificidad”, propiedad que les permite
distinguir entre una molécula y otra para interactuar de forma selectiva y sélo producir
los efectos biologicos esperados.

L y R son usualmente las notaciones empleadas en la literatura para referirse respec-
tivamente a un ligando y su receptor; sin embargo, emplearemos las notaciones £ y ‘R,
para evitar posibles confusiones con las también comunes notaciones para transforma-
cion lineal (L), coeficiente de determinacion estadistica (R), la relacion general entre dos
elementos de un conjunto (aRb) y lo que posteriormente se definird como un sustituyente
molecular (R).

Cuando se estudia un receptor molecular en particular y una familia, =, de ligados
con alta afinidad y especificidad respecto de dicho receptor, se conoce por “descriptor
molecular”, simplemente “descriptor” en un contexto adecuado, a toda funcién que ponga
en correspondencia a cada ligando de la dicha familia con un valor real caracteristico del
ligando para una propiedad de la familia =. Ejemplos de descriptores moleculares son el
peso molecular, la carga promedio, el maximo orden entre los vértices del grafo molecular,
etcétera.

Para una pareja dada de ligando y receptor, la “actividad biologica del ligando”,
o simplemente “actividad” cuando por contexto no exista ambigiiedad, es un escalar
en funciéon de una caracteristica del ligando, de la que puedan obtenerse mediciones
experimentales en el sistema en que se observa su interaccién con el receptor.

La diferencia entre un descriptor molecular y la actividad biolégica, radica en la de-
pendencia de la interacciéon entre ligando y receptor, a diferencia de la actividad biologica,
un descriptor molecular no depende del receptor, del sistema ni de la cantidad en la que
se le observe, depende de una propiedad que sélo tiene sentido en una escala molecular.

Es comtin que en la literatura sean empleados los términos “actividad ” y “respuesta”
como sinénimos; no obstante, haremos aqui una distincion entre ellos. De nuevo, para una
pareja de ligando y receptor, la “la respuesta biologica causada por el ligando”, sera una
caracteristica bioldgica cuantitativa de un estado determinado del sistema en el que se
observe la interaccién entre ligando y receptor, caracteristica definida por una propiedad
biologica cuya observacion sea de interés para la farmacologia. Como antes, toda vez
que sea posible el término “respuesta ” reemplazara a ‘respuesta biolégica causada por el
ligando”.

Otro concepto basico del que nos ocuparemos posteriormente es el “efecto terapéuti-
co””, por ahora aceptaremos que es un concepto que no necesita definicion, que depende

2



1.1. ANALISIS QSAR

del tiempo, el ligando como medicamento y el cambio de alguna forma observable del es-
tado de salud de un organismo. Aceptamos también, dicho en forma burda, que el efecto
terapéutico es “parcialmente comparable” para cualesquiera dos medicamentos que com-
baten la misma enfermedad mediante los mismos mecanismos; es decir, que partiendo del
efecto terapéutico, es posible inducir una relaciéon de orden parcial en el conjunto de to-
dos los medicamentos existentes con tales caracteristicas, de tal forma que dicha relacién
de orden se congruente con las nociones médicas y farmacologicas que en la practica dan
sentido a la frase “el medicamento a es mejor que el medicamento b”.

En adelante, nos referiremos indistintamente a la interacciéon quimica entre un ligando
y su blanco biolégico pro, interaccién ligando-receptor o nociones relacionadas con la
conformacién del complejo ligando-receptor.

La discriminacion que hacemos entre actividad, respuesta y efecto se relaciona con la
naturaleza de las propiedades que se observan, la distincion es de caracter epistemolégico
y en virtud de las propiedades emergentes ! asociadas con el cambio de escala fisica
e incremento en la complejidad del sistema biolégico en el que ocurre la interaccién
ligando-receptor.

El desarrollo de nuevos farmacos esté relacionado con sistemas bioldgicos de una
gran complejidad en los que se observa, entre otras cosas, miltiples estructuras y fases,
presencia de anticuerpos y mecanismos especificos de transporte. Es por este motivo que
en general tener una medicién confiable a nivel celular o molecular de la actividad o la
respuesta biologica no es una tarea facil.

Las mediciones experimentales in vitro de la actividad biologica (llamadas bioensayos
in vitro) se llevan a cabo en sistemas biologicos que intentan imitar las condiciones en
las que se lleva a cabo la interaccion ligando-receptor, y en los cuales, se conoce y se
puede variar la concentracién de cada uno. Se realizan asi para poder observar de forma
aislada la interaccion entre ligando y receptor para la conformacién del complejo ligando-
Receptor, con la mayor cantidad posible de propiedades termodindmicas constantes y
descartando la interaccion del ligando (compuesto a prueba) con otros blancos biolégicos
presentes en los seres vivos. El medio solvente es una imitacion simplificada del medio
acuoso de un sistema biologico en el cual se llevan a cabo los procesos quimicos (o
metabolicos).

Cuando se desea comparar la la actividad, respuesta o efecto de un farmaco respecto
de otro (de un ligando respecto de otro), o se desea observar la respuesta de un com-
puesto que se presenta como un posible nuevo medicamento, las primeras mediciones
experimentales se realizan a nivel de laboratorio, en sistemas por mucho mas simples
que preservan la mayor cantidad de propiedades fundamentales del sistema biologico que
realmente importa. Se realizan bioensayos de naturaleza més compleja en la etapa final
de la valoraciéon de un compuesto, disenado in silico, para determinar su viabilidad co-
mo medicamento, donde el sistema en el que se estudia la interacciéon del farmaco es un
organismo biologico (bioensayos in vivo), es justamente en estos experimentos en donde
adquiere significado la frase “observacion del efecto terapéutico”.

La expresion de la actividad puede referirse en términos de si existe o no una respuesta
biolégica o en términos de la dosis requerida para obtener dicha respuesta. De acuerdo

IPara clarificar el significado de “propiedad emergente de un sistema complejo”, se sugiere el libro de
divulgacion [23], lectura asequible y comprensible para un lector con conocimiento basico en matematicas.
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con esto, existen dos tipos de datos biologicos: los que determinan la dosis para una
respuesta fija (DRF) o los que determinan la respuesta para una dosis fija (RDF). Los
mas adecuados considerados en la literatura especializada para establecer las relaciones
estructura-actividad son los primeros, entre los cuales se encuentra la concentracién de
inhibicién de la actividad al 50 por ciento, IC5q, del inglés 50 % inhibitory concentration.
Las razones para tal eleccidon son simples, las concentraciones iniciales de los compuestos,
principalmente del ligando, siempre son variables de control, a diferencia de la actividad,
la respuesta y el efecto, ademas, por lo regular, con relaciéon a la actividad lo tnico
que experimentalmente puede medires in vitro, es la concentracién del ligando que no
interactua quimicamente con el receptor ni con los organismos suceptibles de este tipo
de bioensayo (células).

El valor que toma IC5y depende en general de lo que signifique la respuesta en un
conjunto de bioensayos, lo cierto es que en la es la forma usual y estandarizada para
definir a la actividad.

La metodologia precursora de la que aqui estudiamos data de la primera mitad del
siglo XX, basada en lo que entonces se defini6 como “Relaciéon Estructura-Actividad”, que
se establece cuando un conjunto de propiedades de una serie de compuestos explica su
actividad, respuesta o efecto. Para finales de la década de 1950 no existia una distincién
entre actividad, respuesta y efecto en las metodologias que estudiaban las relaciones
Estructura-Actividad, y es de esa forma que aqui entenderemos a una metodologia de
ese tipo.

Al realizar bioensayos para cada elemento de una familia de compuestos, en siste-
mas como los descritos recientemente, las mediciones pueden realizarse garantizando
concentraciones constantes del medio solvente y el receptor respecto de la molécula a
prueba, bioensayos in vitro, la experiencia empirica bajo estas condiciones es que existen
medicamentos que requieren una mayor concentracién para producir la misma actividad,
respuesta efecto que otros.

Si las unicas variantes en las realizaciones de las mediciones son el ligando y la con-
centracion del mismo, entonces es claro que la diferencia entre las mediciones, en estos
casos, solo puede depender de las diferencias entre las caracteristicas propias de cada
una de las moléculas respecto de propiedades moleculares que resulten relevantes para la
interaccion con el receptor.

La garantia de existencia e identificacién de las propiedades que resultan relevantes
para la formacion del complejo ligando-receptor representan ya un problema importante
para la farmacologia. Puede llegar a ser un dolor de cabeza la simple identificacién de una
propiedad y como es que, individualmente o de forma coordinada con otras propiedades,
se relaciona con la respuesta bioldgica.

En el desarrollo de nuevos farmacos es primordial entender cuél es la relacion entre la
actividad de un ligando y sus propiedades estructurales (Relacion Estructura-Actividad,
SAR por sus siglas en ingles Structure-Activity Relationships), si se logra comprender
esta relacién, entones es posible intentar desarrollar in silico una molécula con sintesis
viable y realizar una prediccion del comportamiento que observara la actividad biolégica,
sin necesidad de una gran inversiéon en bioensayos con pobres resultados. La aceptacion
axiomatica de la existencia de relaciones Estructura-Actividad es uno de los principios
de la medicina convencional, por lo que en realidad no es necesario profundizar en ello.
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A principios de la década de 1960 Hansch propuso lo que hoy se conoce como los
primeros intentos en el desarrollo de una metodologia de analisis de relaciones cuantita-
tivas entre descriptores moleculares y actividad biologica, esta metodologia asi como los
modelos matematicos que se desprenden de ella se identifican en la literatura por sus si-
glas en inglés QSAR (Quantitative Structure-Activity Relationships). Entre las primeras
publicaciones en que se postula la existencia este tipo de relaciones cuantitativas destacan
las realizadas por A. Crum Brown y T. Frazer, entre 1968 y 1969.

De forma anéloga, cualquier metodologia en que las relaciones estudiadas por la far-
macologia sean entre propiedades tanto cualitativas como cuantitativas es referida por
las siglas en inglés SAR.

En los primeros anos los modelos de los analisis que antecedieron a lo que hoy se
entiende por un analisis QSAR adolecieron de suficiente formalidad matemética, no se
daban definiciones o procedimientos que caracterizaran adecuadamente, tanto a f como
a ¢; entre los avances logrados durante casi cinco décadas de desarrollo se encuentra
una forma, suficientemente general, de entender a la respuesta biologica a través de la
termodinamica en el caso de bioensayos in vitro.

La metodologia QSAR consiste, grosso modo, en elegir un compuesto probado en la
practica como medicamento (fArmaco o estructura base, scaffold para la literatura en
inglés) y considerar conjuntos de moléculas o compuestos organicos para las cuales la
composicion estructural del farmaco base sea una subestructura en la composicion de
cada una de las moléculas dadas; de forma que, en un sentido conveniente, pueda decirse
que las composiciones estructurales de todas ellas son “suficientemente parecidas” entre
si, como para que el comportamiento de la respuesta pueda explicarse como un cambio
de escala (multiplo por un escalar) de una funcion de la actividad.

El principio fundamental en la construccion de un modelo matematico de este tipo
de fenémenos biofisicoquimicos es que existen la actividad y respuesta biologica, que la
constituciéon como las propiedades biofisicoquimicas que se observan son mensurables o
cuantificables de alguna forma y existe una relacién funcional del tipo

f(z) = ¢; (1.1)

donde para un natural n, x es es un vector en R™ que almacena las mediciones de la
constitucion y las propiedades fisicoquimicas del ligando, mientras que ¢ es el valor de
medicién asociado a la actividad o la respuesta. Se espera que al realizar mediciones
experimentales suficientes sea posible identificar y obtener aproximaciones de f.

Hoy dia, una gran cantidad de analisis y métodos de la farmacologia se concentran en
entender y describir lo mejor posible las relaciones cuantitativas entre los descriptores y
la actividad o la respuesta de un conjunto de moléculas con un receptor comun. Sera de
nuestra competencia un caso particular y parte del proceso de este tipo de metodologia,
la revision del anélisis QSAR, el conjunto de herramientas y procesos que comienzan en
la seleccion de un conjunto de descriptores y concluyen en la determinacion de un modelo
lineal que explica a la actividad como funcién de tales descriptores moleculares.

La figura 1.1 ilustra a grandes rasgos la estructura ciclica que involucra la totalidad
del proceso metodolégico QSAR .

En la metodologia QSAR se dice que un compuesto organico es candidato a fdrmaco

5



CAPITULO 1. METODOLOGIA QSAR

..............
.....
ay
.....
e,
.
-
.
.

_______
aut
.t
iae
.
x
.
o
.
o
.

ProblemaQSAR \ - "
Definiciony
Formulacion

Bioensayo
Invivo

Valoracion

: Bioensayo s

invitre esultados

¥~ Analisis Bioensayo
QSAR Invitro

Sintesis
de
compuestos

Modelo
QSAR

Disefio de
compuestos
In silico

Optimizacion
Modelo
QSAR

-
e

/ —_—— - > Sub procesos opcionales

................ » Valoraciones no satisfactorias

Figura 1.1: Representacion esquematica del proceso metodologico QSAR.



1.1. ANALISIS QSAR

o medicamento si se tienen pocas dudas de que sea posible que llegue a ser empleado
como medicamento, por su alta probabilidad de causar un efecto terapéutico deseado al
interactuar con el receptor que se ha elegido para realizar el anéalisis.

Lo que un anélisis QSAR exige como minimo para trabajar con los resultados de
bioensayos de un conjunto muestral de moléculas, es que compartan una subestructura
molecular comun, que estructuralmente difieran entre si s6lo por uno o por pocos susti-
tuyentes en la estructura base. La razon para ello es garantizar que no se perderé afinidad
ni especificidad por parte del receptor con cada miembro de la familia de ligandos. Es-
tas pequenas diferencias entre ligandos permite inferir que comparten el mismo blanco
biomolecular y que es similar su forma de interaccién con el mismo.

Un conjunto de compuestos seleccionados de esta forma es lo que por ahora podemos
considerar como una familia molecular determinada por el receptor y la estructura base.
El desarrollo detallado de lo que entenderemos por familia de moléculas para un analisis
QSAR se encuentra contenido en el apéndice A.

Consideramos importante recalcar que, la primara hipotesis basica de un analisis
QSAR es, que el efecto la actividad, respuesta y terapéutico o farmacologico que un
medicamento causa son de alguna forma caracteristicas comparables, al igual que lo que
se entiende por estructura constitucional de un compuesto quimico y que, tanto en el
conjunto de todos los posibles compuestos organicos como en el conjunto de todos los
posibles efectos causados por alguno de ellos, pueden inducirse nociones de proximidad
que modelan adecuadamente al fenémeno real.

La premisa restante, no menos importante, es que el efecto farmacologico de un com-
puesto organico se encuentra en funcién de las propiedades del compuesto, entre las que
se cuentan todas las derivadas de su estructura constitucional y propiedades fisicoquimi-
cas, donde, para una familia de compuestos, se espera que pequenas diferencias en las
caracteristicas de los elementos produzcan diferencias observables en las caracteristicas
cuantitativas relevantes de la actividad o respuesta®, dicho de otra forma, para cada
familia de compuestos organicos la funciéon referida es de alguna forma continua.

Los conceptos clave de la metodologia QSAR, ademés de algunos ya comentados, son
actividad, eficacia, potencia, eficiencia, respuesta y efecto; conceptos que en ese
orden se encadenan para lograr formular la hipotesis de que, para los farmacos es posible
establecer una secuencia de cambio de escalas espaciales que explique las relaciones esen-
ciales que son el principio de la medicina convencional, relaciones que explican el como
es que concentraciones de compuestos, de orden entre pico y micro molar®, son capaces
de producir cambios significativamente distinguibles en una escala tan distinta como lo
es aquella en la que se observan los signos y sintomas de una persona afectada por un
padecimiento clinico.

En la siguiente seccién presentaremos definiciones formales, por ahora solo comen-
tamos al lector que la eficacia puede entenderse como la maxima actividad que puede
lograr un farmaco, dentro de un umbral de tolerancia que no resulte en efectos negativos
en el organismo final; la potencia se relaciona con la cantidad minima de farmaco que se

2 Actividad y respuesta biologica en general no son equivalentes salvo que asi se les defina en un caso
particular, o cuando como en una interaccién molecular se pierde la nocién de respuesta.

31uM/L =1 x 10~%Mol/L, unidad micromolar;
1pM/L =1 x 10~*2Mol/L, unidad picomolar.
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requiere para lograr una actividad deseada;la eficiencia, por otro lado, es un concepto de
naturaleza cinética, que refleja en algin sentido cuan rapido es un farmaco para lograr
una actividad especifica.

Con lo dicho hasta ahora, es claro que el objetivo de la metodologia QSAR es lograr
el disefio in silico de candidatos a farmaco para los cuales puedan realizarse predicciones
confiables sobre propiedades cuantitativas relevantes para el efecto terapéutico.

Como se comento6 en el apartado introductorio de este texto, la metodologia QSAR se
divide en cuatro etapas bésicas: modelacién matematica, analisis QSAR, optimizacion de
los modelos QSAR que resulten del andlisis y la validacion y valoracion de de resultados
tedricos y experimentales. En el presente capitulo nos concentraremos en explicar la
importancia de no trivializar la etapa de modelacion, observaciones y propuestas de
ligeras modificaciones metodolégicas para los anélisis QSAR de un tipo particular y, la
importancia de un claro vinculo entre estas dos etapas.

1.1.1. Alcances y limitaciones

El conjunto de moléculas con las que en la ultima parte de este trabajo se realiza un
analisis QSAR, con pequefios cambios en la metodologia, corresponde a una familia de
posibles medicamentos en el tratamiento de la tuberculosis, con la dihidrofolato reductasa
(DHFR) por receptor comtin y estudiadas por Seydel et dl. en [6]. El motivo principal es
que el receptor es una enzima que ha sido aislada, para la cual es posible considerar una
actividad biologica en funcién de un potencial termodinamico, energia libre de Gibbs,
debido a que las interacciones entre un ligando y el receptor pueden ser observadas de
forma aislada.

En estos casos la actividad, respuesta y el efecto se relacionan con la inhibicion de la
funcién enzimatica en el organismo, derivada de la ocupacion de los sitios activos en el
receptor por el ligando. Nos concentraremos en atender a los analisis QSAR en los que, la
actividad se observa en una reaccién quimica con una cinética que se deriva del esquema
simple propuesto en 1913 por L. Michaelis y M. L. Menten para una reaccién con una
enzima por catalizador, que simultaneamente es inhibida por la presencia del ligando.

Los bioensayos

En adelante nos concentraremos en bioensayos in vitro, principalmente en aquellos en
los que el sistema observado consta soélo del medio solvente 9 (con volumen constante), el
receptor PR (en concentracion inicial también constante) y el ligando £ en concentracion
inicial como variable controlada. Para estos bioensayos en el medio no existen compuestos
o sustancias afines al ligando o receptor. Diremos que el sistema observado en estas
pruebas experimentales es del tipo (90, £,R).

Con menor detalle también llegamos a considerar bioensayos en los que, a un sistema
(M1, £,9R) se incorpora una concentracion del sustrato natural del receptor, constante
respecto de las concentraciones de ligando. Estos bioensayos corresponden a simplifica-
ciones de los sistemas biolégicos en los que ocurre la accién enzimatica que se desea
inhibir. En estos casos el medio debe incluir todos aquellos compuestos que son necesar-
ios para la actividad enzimética, coenzimas por ejemplo. La forma general en que nos
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referiremos a los sistemas observados en este tipo de bioensayos es (9, £,R,2).

Comentaremos también algunas caracteristicas de bioensayos in vitro poco mas com-
plejos que los anteriores, en tal caso sera sélo como una herramienta para explicar, me-
diante un ejemplo, la relevancia de la modelacién matemaética en la primera etapa de la
metodologia QSAR y su relacion con el resto de las etapas restantes, asi como con la
propuesta de modificacién metodologica de los analisis QSAR relativa a la naturaleza de
la actividad biolégica.

En muchas ocasiones, para el tipo de analisis QSAR que atenderemos aqui, el receptor
es una proteina intracelular que no esta en contacto con el farmaco sino hasta que éste
es capaz de traspasar la membrana celular, reaccionando con el receptor tan rapido y en
la mayor cantidad que su afinidad se lo permita, después de lo cual causara un efecto
funcional en la célula, dependiendo de la funcién especifica que realice la enzima receptora
y el efecto que cause el farmaco. Este escenario es el que en dltima instancia importa,
sobre todo el cambio observable en la actividad o funcién de la célula. Conviene pues
ejemplificar esto.

Detallaremos en extenso tres ejemplos de bioensayos que estan estrechamente rela-
cionados, ejemplos en los que nos apoyaremos para mostrar como es que la modelacién
matematica permite simplificar y expresar las relaciones entre observables en escalas
distintas de un sistema biolégico.

Como usuario final, el efecto terapéutico que se espera de un antibiético’ tras las
formacion del complejo ligando-receptor es por ejemplo:

1. Inhibicién de la divisién celular, cuando el antibidtico inhibe el crecimiento de los
gérmenes. Antibioticos que observan este efecto se conocen como bacteriostéticos;

2. muerte celular. En este caso se dice que el antibiético es bactericida;

3. efecto mixto, antibiotico bacteriostatico y bactericida.

Dicho en términos mas generales, lo que se espera de un antibiético es que afecte la
dindmica de la cantidad de individuos de la bacteria patogena con respecto del tiempo ¢
y en pro de la salud del organismo hospedero.

Por otro lado, es sabido que existen distintos tipos de patdgenos bacterianos que,
para nuestros fines, pueden diferenciarse en los siguientes aspectos: la forma de interac-
cion entre ligando y patogeno en una escala molécula-célula, si se ven afectados o no por
un ligando especifico y por la dindmica de sus poblaciones en idénticas condiciones con-
troladas, es decir, por el tipo de comportamiento que puede observarse en un bioensayo
in vitro en una escala molécula-célula.

Por lo anterior notamos que, desde una perspectiva muy simple y colara sobre los
criterios bésicos de comparacién bajo los que se juzgara si un farmaco es mejor que
otro, la perspectiva de un consumidor final (médico o paciente), el tipo de bioensayos en
los que estos criterios pueden tener sentido, es cuando el sistema que se observa es uno
como el que se observa una interaccion aislada entre una concentraciéon de ligando y una
poblacion de del patogeno bacteriano.

4Las moléculas con las que trabajaremos en el estudio de caso son candidatos a antibiéticos.
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Hasta aqui, hemos esbozado criterios de comparacion de farmacos y un tipo de bioen-
sayo relevante, ahora detallaremos esto como un ejemplo.

Ejemplo 1. La forma in vitro usual de establecer una medida de la respuesta celular ante
la accion del compuesto es colocando en varias cajas de Petri (o matraces) distintas con-
centraciones del compuesto a prueba en una solucion adecuada para la especie del agente
patdgeno, con una profundidad de acuerdo a los estindares correspondientes, posterior-
mente en cada una de ellas se inocula idéntica concentracion del patdgeno, debe existir
por lo menos una muestra en la que el compuesto se encuentre en una concentracion
nula, dicha muestra se conoce como muestra patron.

De nuevo, de acuerdo con protocolos y estindares para cada especie de patdgeno, se
establece un rango de tiempo durante el cual se permite crecer a la poblacion en presencia
del ligando; transcurrido dicho intervalo de tiempo se estima el drea de la superficie que
en cada muestra ocupa la poblacion del patdgeno.

En este tipo de pruebas experimentales, respecto del ligando, lo unico que puede ob-
servarse como medicion indirecta de su interaccion con el receptor intracelular es la
concentracion libre, es decir, para este ejemplo, la concentracion del ligando que no ha
cruzado la membrana celular de alguno de los individuos que conforman la poblacion del
patogeno. Para estos bioensayos, se reporta o la actividad del ligando como la “medicion
de la concentracion libre es una medicion indirecta de la cantidad de receptores inhibidos
por el ligando en el momento de la medicion, que no es necesariamente suficiente para
la valoracion del ligando como farmaco.

Para antibidticos con pruebas como las anteriores, una muestra de cultivo observa
una respuesta bioldgica al 1000 %, o € [0,1], cuando el drea de la superficie ocupada
por el patdgeno al cabo del intervalo de tiempo, A, corresponde al 100(1 — ) % del drea
ocupada en la muestra patron, Ay, bajo las mismas condiciones, es decir, cuando ocurre
A= (1 — Oé)Ao.

Por comodidad en la notacion y convenciones en el uso de porcentajes, suele consid-
erarse a « en el intervalo [0, 100], sustituir la relacion A = (1—a)Ag por A = (1—155) Ao
y decir solamente “respuesta al o %”. Er rango de o quedard usualmente definido aqui por
contexto, no siendo en adelante necesario hacer constantes aclaraciones de notacion, para
los términos y conceptos que se deriven de esta eleccion de representacion notacional.

Debemos recordar dos aspectos relevantes, que existen errores de medicion tanto para
las concentraciones de ligando, para el tamano de la poblacion inicial inoculada y para
el drea ocupada por el patégeno; ademds, una bacteria es un ser vivo con mecanismos
bioquimicos para la conservacion de su propia salud, lo que significa que, para un valor
dado de a, la concentracion del ligando que causa una respuesta al a % no tiene por qué
ser unica en general, tampoco tiene por que serlo la concentracion libre del ligando en el
momento en que se mide la respuesta.

En este tipo de pruebas es comin que se reporten como resultado de las mismas alguno
de los siguientes datos experimentales:

1. Concentracion inicial o dosis al 50 %, denotada aqui por Csg: promedio de un con-
jJunto de valores de las concentraciones iniciales muestrales que, bajo criterios es-
tandarizados, son aquellas para las que se obsrvaron las repuestas mds prorimas al
50%, no siempre se reporta.
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2. Concentracion de inhibicion al 50 %, denotado en general en la literatura por I1Csg
(siglas del ingés para 50 % inhibitory concentration): promedio del conjunto de val-
ores muestrales de la concentracion libre de ligando en los bioensayos correspondi-
entes al conjunto de valores de la concentracion inicial que define a Csg, stempre
se reporta.

3. actividad al 50 %: la evaluacion en IC5y de una funcion uno a uno, conocida,
incluso puede ser la identidad, es decir, en ocaciones ICsq se considera directamente
como el valor de actividad del ligando.

Pese a que la notacion no lo exhibe explicitamente, Csg e ICsg son valores en funcion
del volumen del medio, el ligando y la poblacion inicial de patdgeno que es inoculada.

Para que en un andlisis QSAR y una familia de ligandos sean comparables los dis-
tintos valores de la actividad o la dosis al 50 %, respecto del ligando, debe garantizarse
que en lo posile las mediciones de la respuesta en los mailtiples bioensayos se realicen
en condiciones idénticas, lo qu incluye condiciones de presion, temperatura, equipo de
medicion, medio solvente, volumen del medio solvente, poblacion inicial de patogeno in-
oculada, punto o puntos de inhoculacion en el medio, intervalos de tiempo entre distintos
momentos de interés y demds condiciones experimentales relevantes; incluyendo el dia
en que se realizan las pruebas y al personal de laboratorio que realice la medicion.

Las razones de las exigencias anteriores son en realidad muy simples: el patdgeno
es un organismo unicelular, escala biologica en que los mecanismos de comunicacion
genética entre individuos observan comportamientos tanto lineales como horizontales, es
fundamental el cuidado que debe tenerse, para garantizar que son lo mds parecidas entre
si las caracteristicas bioldgicas de las distintas poblaciones de patégeno que participan en
cada bioensayo.

El tipo de bioensayos como los recién descritos, son hasta cierto comunes en la real-
izacion de anélisis QSAR, y es también comtn que para estos anéalisis se considere solo
un criterio de comparaciéon entre entre farmacos, usualmente es ICsg, ya sea por sim-
plificacién metodolégica o porque es el tnico valor reportado por los laboratorios que
realizan los bioensayos.

Continuando con lo que se puede esperar del efecto terapéutico que se desea observar
para un antibi6tico, no solo se espera un efecto con respecto a si el medicamento es capaz
de erradicar una poblacién bacteriana en un organismo hospedero, la rapidez con la que
lo haga también es un factor relevante. En la practica, de los nuevos medicamentos se
espera que actiien lo mas rapido y con la mayor contundencia que sea posible, de otra
forma se corre un riesgo elevado que el nuevo farmaco tenga un corto periodo de vida 1util
como medicamento, derivado del desarrollo de mecanismos maés eficientes de respuesta
al farmaco por parte de los patogenos que se ven afectados por el mismo. En el caso
de enfermedades contagiosas, un farmaco capaz de producir un efecto terapéutico en
un paciente enfermo no garantiza contribuir en la reducciéon de contagios si demora en
demasiado en producir el efecto esperado.

En general, la velocidad con la que un medicamento acttia es tan relevante como la
potencia con que lo hace. Significa que el comportamiento de la velocidad con la que
un farmaco actia es también un criterio de comparacion entre medicamentos, criterio
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CAPITULO 1. METODOLOGIA QSAR

que, de acuerdo con las necesidades especificas de atencion de una enfermedad, debe
considerarse conjuntamente con la potencia del farmaco.

Desde ahora, ya deberia existir sospecha sobre los alcances de resultados la capacidad
predictiva de modelos QSAR que se desprenden de analisis de la misma metodologia en
los que soélo se considera un valor tnico tipo de actividad para ajustar pardmetros de un
modelo lineal, trataremos de explicarnos mas claramente.

Hemos aceptado que, por lo menos en bioensayos como los descritos en el ejemplo 1,
la respuesta biologica depende principalmente de la inhibicion del receptor intracelular
causada por el ligando, es decir, de la cantidad de receptores con sitio activo ocupado
por una molécula de ligando, en el interior de cada individuo por supuesto, y la forma
en que esa ocupacion por individuo se refleja en la dinamica de la poblacion.

Para un conjunto de bioensayos realizados para una familia de ligandos, =, de forma
que en cada prueba experimental las tinicas variables sean el ligando, como elemento de
=, y la dosis o concentracién inicial del ligando, aceptamos que la respuesta en cada una
de las muestras depende de dichas variables del ligando y la dosis del mismo.

Vamos a suponer también, de forma tedrica, que en idénticas condiciones experimen-
tales la respuesta es una funcion bien definida respecto del estado inicial de observacion,
es decir, no es posible obtener dos valores distintos de la respuesta biolégica para cua-
lesquiera dos bioensayos distintos pero realizados bajo condiciones idénticas. En particu-
lar, la respuesta sera, con esta hipdtesis, una funcién bien definida respecto del ligando,
la dosis y el tiempo de observaciéon como variables.

A partir de aqui comenzaremos a utilizar un lenguaje mas propio de la matemaética,
para clarificar la intencién y el desarrollo de las distintas secciones de este texto.

Continuando en el marco de referencia del ejemplo 1 y recuperando la esencia de la
ecuacion (1.1), E denotara como hasta ahora y en adelante a una familia de ligandos a
estudiar mediante la metodologia QSAR, £ un elemento de =, D a la dosis o concentracion
inicial de ligando, P a la poblacion del patégeno respecto del tiempo (P) y ¢ denotaré la
variable temporal (Zy el instante inicial de observacion, ¢; el instante de medicion de la
respuesta y At =t — tg).

Si ¢ denota en general a la funcion de actividad o de la respuesta de interés para un
analisis QSAR, para ser consistentes con la nocion de inhibicion de la respuesta, entonces
para un bioensayo definimos la respuesta observada como 1 — AA; a mayor area ocupada
por el patégeno menor la inhibicién del crecimiento de la poblacion, es decir, ¢ = «, una
respuesta ¢ sera en estos casos equivalente a una inhibicién inhibicién de la respuesta al
¢ %. Sustituyendo a ¢ por 1 — A/Ag y a x por (z, Py, D, At) en (1.1), entonces se tiene
la siguiente relacion:

flz, Py, D,At) =1— A (1.2)
Ao

Recordamos al lector con formaciéon no matemaética, que si f es una funcién, no
necesariamente uno a uno y sobreyectiva, la imagen inversa de f para el valor ¢, f~1(¢),
es el conjunto de elementos en el dominio de f que son transformados en ¢ bajo la accién
de f, en otras palabras, f~1(¢) es el conjunto de todos los  para los que se satisface
la ecuacion f(z) = ¢. La imagen inversa en general no tiene por que ser un valor Gnico
y tampoco tiene que existir, el ejemplo cléasico de ello es la funcion real de variable real
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1.1. ANALISIS QSAR

definida por la expresion f(z) = 22 (f~1(1) = —1,1, f~1(=1) = 0). Solamente cuando
la funcién es biyectiva, solo entonces f~! denota a la funcién inversa de f.

La primera observacion es que tanto Csg como ICxq son variables no controladas que
no necesariamente pueden considerarse como mediciones equivalentes como criterios de
comparacion en la eleccion de los “mejores” farmacos en una familia de ellos. Un analisis
de actividad QSAR en el que no se incluyan parejas de valores IC5y y Csg es facilmente
cuestionable sobre la confianza que puede depositarse en sus criterios de comparacion y
optimizacion de farmacos probados en este tipo de bioensayos.

Para explicar lo anterior, pedimos al lector que se permita el lujo de no pensar en las
limitaciones tecnologicas o los millones de posibles variables biofisicoquimicas que pueden
citarse para descartar un posible escenario idéneo como el que vamos a presentar. Lo que
haremos, es ubicarnos en un experimento idealizado que sera el mejor de los casos en
los que podriamos situarnos para una analisis QSAR, para evidenciar que ain en tales
condiciones, hay razones suficientes para sospechar de modelos QSAR que sustenten todo
su desarrollo en reportes incompletos de laboratorio.

En el tipo de bioensayos expuestos en el ejemplo 1 supondremos momentaneamente
que la funcion de actividad se comporta bastante bien, al grado en que la concentraciéon
libre del ligando en el momento de realizar la mediciéon experimental de la respuesta,
Clg, es inversamente proporcional a la dosis Dg, es decir, para cada ligando, £, en una
familia estudiada, existe un valor real k¢ mayor que 0 y menor que 1, tal que:

keDg = Cls.

Supondremos también, que no se comete error de medicion alguno y que en el conjunto
conjunto de bioensayos, se observo para cada ligando una muestra en la que la dosis inicial
logr6 una exacta inhibicion de la actividad al 50 %. Se infiere que k¢ corresponde a la
fracciéon de la dosis inicial que observa una interaccién con la poblaciéon del patégeno en
el instante en que se mide la respuesta, como k¢ es constante para cada ligando, significa
que hemos aceptado también que dosis distintas producen valores distintos de ICj5g, y
que para cada valor del mismo existe un tnico valor de Cyg para el que, como funciones
del ligando, IC5y y Csg se relacionan como sigue:

k2050(£) = 1050(2).

Ahora, como en la préctica las familias de ligandos son finitas, desde que es finita
la cantidad de elementos quimicos conocidos y las moléculas no tienen pesos infinitos;
entonces, podemos construir un mejor escenario todavia, uno en el que la familia estu-
diada tiene exactamente m miembros y que como funcién del ligando, el vector = que se
observa en la ecuacion (1.1) es distinto par cada miembro de la familia de ligandos.

Lo dicho anteriormete puede ser mejorado atn, nos permitimos suponer ademas, por
decirlo de algiin modo, que la respuesta que se observa en el momento de la medicién no
tiene memoria de todo el proceso biolégico, que depende tnica y proporcionalmente de la
cantidad de moléculas del receptor que, en el momento de la observaciéon, se encuentran
en interacciéon quimica con el ligando, en el interior de alguna de las células que conforman
la poblacion del patogeno.

13
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En este punto punto atin tenemos una situacién biolégica que nos incomoda pero que
aun podemos despreciar. Ocurre que experimentalmente sélo puede medirse la cantidad
de ligando en el exterior de la célula, pero eso no significa que la cantidad de restante
de ligando se encuentre en el interior de la célula, todo depende de los mecanismos de
absorcion y expulsion de la membrana celular. Sin perder la esenia del fenémeno, vamos
a suponer que membrana tiene grosor nulo, es decir, que si una molécula del ligando no
se encuentra en el exterior de todas las moléculas de la poblacién del patégeno, entonces
se encuentra en el interior de alguna de ellas, sin puntos medios.

Pues bien, con lo dicho hasta aqui, la forma de expresarlo en una ecuacién es como
sigue.

Si {£€1,..., £} es la familia completa de ligandos a estudiar®, denotaremos por x; al
vector que alberga las caracteristicas cuantitativas relevantes del ligando £;, i =1,...,m
y por ¢; a la respectiva medicion de la respuesta. Nuestras hipdtesis para el caso ideal
dicen que existe un real A que no depende de la dosis ni el ligando, tal que la ecuacién
(1.1) se reescribe como:

(1—ke)AC50 = M(C50(L) — IC50(L;))

Obviando la dependencia del ligando,

A1 — k)Cso = ¢. (1.3)

Pues bien, evidente en este caso, la ecuacion (1.3), atn si es conocido ¢ y Csg, tiene
dos grados de libertad correspondientes a A y k, donde k es dependiente de de IC5 y
C50. Lo que significa, es que si queremos identificar de forma tnica a A, atn en el mejor
de los casos se requiere de dos mediciones experimentales para hacerlo.

Mas atun y con toda franqueza, conocer el valor de IC5y puede considerarse incluso
irrelevante si no se conocen C50 o una condicion equivalente e independiente de IC50.
Atn en el mejor de los casos no parece tener mucho sentido comparar entre dos farmacos
para saber cuél producird una mayor inhibicién de la respuesta si el Gnico parametro de
comparacion es equivalente a comparar considerando s6lo a IC's5y como valor de actividad.

Resumiendo un poco, un valor pequeno de ICsg hablaré en estos caso de un buen
farmaco solo si observa también un muy pequeiio de Cj5¢ de otro modo, significa que
la velocidad promedio de accién del farmaco al 50 por ciento requiera de una pequena
cantidad de medicamento, es decir, el medicamento es mas potente en este caso. Por
otro lado, atn en el marco de los antibi6ticos y principalmente de antituberculosos, un
valor elevado de C5g, para un valor pequeno de 1C5q, habla de un antibiético no deseable,
requiere mayores cantidades de medicamento para producir la misma velocidad promedio
de inhibicién al 50 % del crecimiento poblacional del patogeno.

En le transcurrir de estas paginas se vera poco a poco que incluso en una escala
molecular la situaciéon es la misma para el caso idéneo en analisis donde los bioensayos

5m es un natural que se considera tan grande como sea necesario.
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in vitro se realizan para sistemas en los que puede observarse una interaccién del tipo
molécula-molécula. El argumento es muy simple, en estos analisis el receptor es una macro
molécula en comparaciéon con el ligando, la modulacion e idealizacion del problema es
equivalente cuando no necesariamente se acepta que el el sitio activo en el receptor es
inico. Luego, el caso que consideraremos, aunque se detallard con mas cuidado, es un
caso particular.

Analisis QSAR como un problema inverso: modelacion matematica, clasifi-
cacion de familias moleculares y necesidad de regularizacion.

En esta seccion continuaremos explotando al ejemplo 1 y la ecuacion (1.2) como parte
de la revision metodologica QSAR, evidenciando problemas sobre el posible mal uso de
las herramientas estadisticas y aquellas que en general la matematica propone con total
conocimiento de sus limitaciones.

Ya hemos supuesto que para cada cuarteta (£, D, At) existe un tnico valor de f,
dado que A es constante, significa que también A esta bien definida como funcion; sin
embargo, en ningtin momento hemos dicho algo acerca del posible comportamiento del
area como funcion de la dosis y/o el tiempo, toda vez que se fije al ligando £.

En la practica no se conocen los valores exactos del tiempo, de la dosis, del area y en
general tampoco de los descriptores moleculares. Si tildamos cada variable para la que es
casi seguro que solo puede conocerse con errores de mediciéon, una formulacion de (1.2)
que refleje de mejor forma la situacion real de los anélisis QSAR es como sigue:

f($,P0,D,At) =1- i
Ao
A
f(z,Py,D,At) =~ 1— —
Ao
f(z,Py,D,At) ~ 1 — A € (1.4)
Ao

donde o
e = f(z,P,D,At) — f(z, P, D, At).

Hasta ahora, restringido al ejemplo que estamos desarrollando, de la relacion en (1.2)
se sigue que entre las hipotesis fundamentales de un analisis QSAR, se supone que con
suficientes mediciones experimentales es posible identificar plenamente, o al menos sufi-
cientemente a f, es decir, el problema se centra en como aproximar al funcional f (ver
sec.1.3 y [1]), si son conocidas las relaciones:

flz,Py,D,At) = ¢
f(z,Py,D,At) ~ ¢
f(@ Po,D,At) =~ ¢+6¢,60=¢— ¢

f(xi, Po, De iy Ate) = ey (1.5)
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donde £ es elemento de indices que indican la cantidad de bioensayos realizados para
cada ligando con el propésito de lograr reportar 1C50 y C50.

Una primera limitarte, que no podemos dejar pasar, es que entre las dificultades que
plantea la metodologia QSAR es la cantidad de informacion de la que puede disponerse,
realizar grandes cantidades de bioensayos para una misma familia de compuestos, es algo
que en el diario acontecer de la farmacologia no se observa con la frecuencia con que
nos gustaria, y en muchos casos, ni siquiera con la que se necesitaria para utilizar con
seguridad herramientas estadisticas como lo es la regresion lineal multiple, herramienta
por demas utilizada en los analisis QSAR.

El problema QSAR como se plantea en (1.5) es lo que se conoce como un problema
inverso, con perturbaciones tanto en los datos de entrada como en los de salida.

Como hemos esbozado antes, si bien no exigimos un escenario idéneo, lo minimo que
necesitamos para poder utilizar con tranquilidad la mayoria de métodos estadisticos y
herramientas del anéalisis con la poca informacién experimental que puede obtenerse es
que, el problema QSAR sea una ejemplo de lo que se conoce como un problema inverso
bien planteado, es decir:

1. Ademas de estar bien definida, f debe ser una relacion uno a uno, de forma que
se posible restringir su dominio de una forma adecuada y garantizar que existe su
funcioén inversa f_q;

2. el error de aproximaciéon debe depender de forma continua del error de medicion
en los datos, es decir, que f~! se una funcién continua. Este requisito sélo dice
que errores pequenos de mediciéon devuelven errores pequenos de aproximacion. Es
incluso preferible si es derivable.

La continuidad de f~! se requiere por lo siguiente. Pensemos en ¢ como una funcién
que conocemos explicitamente y cuyo dominio es la familia = como un conjunto arbitrario
de objetos, esto es algo que si ocurre, simplemente porque existe un protocolo que nos
indica como es que deben ser realizadas las mediciones de actividad.

Luego vamos a considerar que por la delicadeza del proceso se han extremado pre-
cauciones, logrando que por

1. forma en que esta definida ¢,

2. la forma en que desde la farmacologia y la matemética se define a la familia = (ver
apéndice A),

3. y el cuidado de los especialistas en la eleccién del conjunto de moléculas que se
envian a un laboratorio para realizar los bioensayos correspondientes;

entonces, si se se entrega una medicion experimental, con poca dificultad puede conocerse
de que elemento en la de moléculas sometidas a bioensayos, dicho en otras palabras, que
si Zg es el conjunto muestral de elementos de =, restringiendo el dominio de ¢ a = existe
y es conocida funcién inversa ¢—!.

Por otro lado, el hecho de que en el lenguaje técnico se reporten valores experimentales
que se digan suficientemente pequenos como para que las mediciones sean significativa-
mente distinguibles, no habla de que todo el proceso se lleva a cabo de forma que como
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funcién ¢! también existe en proximidades adecuadas de cada uno de los elementos en
el conjunto =, en “vecindades suficientemente pequenas’.

Lo que acabamos de pedir es razonable no solo desde el punto de vista de la mateméati-
ca, es en realidad una formulacion de los cuidados que Scior T. enfatiza en [24] y que se
encuentran en las diversas publicaciones descriptivas de la metodologia QSAR.

Después, si dx modela el error de medicion cometido para las caracteristicas cuanti-
tativas de un ligando y d¢ de forma anéloga para la mediciéon de la respuesta, para un
error d¢ suficientemente pequeno se cumple que

flz) = ¢+ 00

implica que, pensando en la continuidad usual en los espacios R™, existe un real posi-
tivo & para el que se satisface, por la continuidad de f~! en un problema bien planteado:

FHo+09) 0 <a < fHo+3d¢) — 5

donde ¢ se tiende a 0 cuando el error §¢ lo hace.

Que se pida la continuidad de la funcién inversa de f en un problema bien planteado
sblo quiere decir que, por lo menos localmente, para los elementos de la familia muestral,
podemos recuperar aproximaciones tan buenas como se quiera de f~!, siempre que se
garantice que el error de medicién se pueda hacer tan pequeno como sea necesario.

Se sabe que bajo las condiciones pedidas en un problema bien planteado se obliga a
f a ser continua, asi, un problema bien planteado nos dice que locamente, en vecindades
de la de las moléculas en la muestra, podemos recuperar a f~': conociendo esto, existe
ya muchisimo trabajo hecho en matematicas para recuperar localmente a f siendo su
funcién inversa conocida. Ejemplos claros y accesibles son los resultados conocidos como
“teorema de la funciéon implicita” y “teorema de la funcion inversa” (ver [1]).

Tristemente, como explica Hansen con mas detalle en [10], un problema inverso bien
planteado es dificil de encontrar. Incluso si el problema es teéricamente bien planteado,
ocurre que para fines précticos no lo es desde el punto de vista de las aproximaciones
numérica, donde no siempre es posible hacer tan pequeno como se desee el error de
medicion. El caso de los analisis QSAR es un ejemplo de ello.

Ahora, es posible abordar el problema de distints formas, lo ideal seria disponer de
un modelo global, dependiente de una minima cantidad de parametros que describa la
relacion cuantitativa entre descriptores y actividad o respuesta, pero no es en general el
caso. La forma en que trabajaremos aqui es como usualmente se hace, de forma local,
para dominios de diametro relativamente pequeno sobre los cuales sea aceptable hacer
aproximaciones lineales, por simplicidad.

Nuestro problema ahora, es que particularmente para los analisis QSAR, disponer
cuantiosos conjuntos maestrales de datos no es algo que ocurra a menudo, entre otras
cosas porque no la sintesis y los bioensayos suelen tener costos elevados.

En el ejemplo la actividad puede entenderse como una medida en un sentido formal
o como una medicion (valor real resultado de un bioensayo) relacionada con la afinidad,
con la cinética de la conformacion y disociaciéon del compuesto ligando-receptor. Lo usual
es considerar funciones del cociente velocidad de conformacidn/velocidad de disociacion,
constante de proporcionalidad que se conoce como constante de equilibrio de la reaccién.
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Pasando a la eficacia del compuesto, para el ejemplo, es una forma de medir la ca-
pacidad del ligando de producir una diferencia entre las propiedades fisicoquimicas del
receptor y el complejo ligando-receptor que resulte relevante y se refleje en la respuesta
biolégica. Para los antibioticos esté relacionada con la forma de medir individualmente
la inhibicién de las funciones vitales de la célula, cuando se entiende que los receptores
en ella estan en constante interacciéon con moléculas de ligando.

La eficacia, explica Pazos en [22], tiene dos enfoques, el mas simple es el ocupacional,
establece que la eficacia intrinseca de un ligando es una propiedad comun y cuantificable
de las moléculas del ligando que puede ser caracterizada por una constante, €, y tal que
si Act es la actividad del ligando, entonces la potencia « se encuentra en funcion del
producto e€Act, en otras palabras, la potencia observada de la inhibicién causada por el
farmaco se encuentra en funciéon de un valor proporcional a la actividad. La eficacia es
desde este enfoque una funcion real dependiente del ligando, por lo que es comparable
en el sentido usual en el conjunto de reales.

El otro enfoque de la eficacia corresponde al enfoque operacional, que de forma muy
general explicaremos como una variacion del enfoque ocupacional en el que la € no es un
escalar sino un objeto bien definido en un conjunto totalmente ordenado, como funcién
del ligando y la actividad como funciéon de medida, la modificacién que se hace en relacion
a la potencia es que ahora estara en funcion de la el ligando, le actividad y la eficiencia. Si
desde este enfoque la eficacia entre dos ligados es comparable en algtin sentido dependera
del conjunto en el que se le encuentre y el orden definido en éste.

Nuestro trabajo se cine principalmente a la actividad de los ligandos, la eficacia y la
respuesta celular son temas que no abordaremos, supondremos como caso ideal que son
conocidas. La respuesta se entendera como un tipo particular de actividad comprendido
en la definicién 1.2.2.

1.1.2. Sobre las reacciones quimicas

Las reacciones quimicas en condiciones controladas se entienden también como un
sistema termodinamico, entre los primeros requisitos que debemos cubrir para dar sentido
a nuestro trabajo, es considerar sistemas termodinamicos que resulten de incorporar
una concentracion del sustrato natural o ligando enddgeno del receptor en un sistema

(1, £,R), sistemas (M, £,R,2A).

El ligando endogeno es un compuesto presente en el organismo con alta afinidad con el
receptor, la interacciéon entre ligando endogeno y receptor debe ser una pieza fundamental
de alguna funcién celular. El receptor sera una enzima especializada, por lo regular el
catalizador de la reaccién quimica mediante la que se transforma el sustrato natural en
un producto vital para la célula.

La formas principales reacciones quimicas que estudiaremos tendran por tanto ecua-
ciones quimicas de la forma:
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L+R = LN (1.6)

A+R = AR - R+ P (1.7)

DU S (1.8)

En una reaccién quimica en la que intervengan los compuestos C, ..., Cy,, Cx 41, ..., Ch,
de forma que se corresponda con la ecuacién quimica:

ke
Cl++Cm‘j m+1+"'cn;
ka

se conoce a las constantes k. y kg como “constante de conformacion” y “constante de
disociacion” de la reacciéon, respectivamente.

En las ecuaciones quimicas (1.6)-(1.8), las constantes ki1, k3, ks y k¢ son constantes
de conformacion de la correspondiente reacciéon; mientras que ks y k4 son constantes de
disociacion. Cuando en una secciéon o bloque trabajemos con sélo con una ecuacién con
la forma de (1.6) y por contexto no existe lugar a confusion, emplearemos las notaciones
k. vy kq de forma sistematica.

Las ecuaciones (1.7)-(1.8) se estudiaran de forma independiente y acoplada segin
convenga. Partimos de suponer que el receptor ha sido aislado con éxito, permitiendo
observar el tipo de reacciones que describimos.

En general utilizaremos la notacion []op para referirnos a la concentracion inicial del
compuesto o complejo quimico que se encuentre se coloque entre los corchetes. Como ya
se menciono, consideraremos solo bioensayos en los que [£R], = [ANR] = [P] = 0.

Respecto al tipo de la funcion de actividad biologica (ver detalles de formalidad en la
seccion 1.2), serd la concentracion libre de £ en el momento ¢, que se entiende como la
cantidad de moles por unidad de volumen de ligando que no participan en la formacién
del complejo £R, simplemente una forma de referirse a [£] cuando se requiera enfatizar
su relevancia, la concentracion activa del ligando es simplemente [£], — [£].

La funcién de respuesta seréd para este tipo de sistemas la concentraciéon del complejo
LR, [£R], Cuando el sitio activo en el receptor sea dnico, ocurre que la funcion de
respuesta coincide con la concentraciéon activa de ligando, no se pierda de vista que tal
afirmacion no es verdadera si un receptor puede observar una reaccion quimica con dos
o mas moléculas de ligando.

Cuando en el sistema de interés sea posible que en algin momento no sea nula la
concentracion del producto de la reaccién enzimatica (9 en la ecuacion (1.8)), entonces el
efecto se entendera como el comportamiento de dicha concentracion respecto de cualquier
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variable temporal, fisica, quimica o biologica que observe cambios respecto de variaciones
en la concentracion de ligando, [£].

Los bioensayos se realizan garantizando condiciones que permitan el completo estudio
de la reaccién, entre las que se incluye que se verifique la ley de acciéon de masas:

La velocidad a la que ocurre una reaccion quimica en el instante de tiem-
po t es directamente proporcional al producto algebraico de potencias de las
sustancias reaccionantes en ese instante.

Y también el principio de independencia:

Si en un sistema transcurren simultdneamente varias reacciones quimicas,
entonces cada una de ellas es independiente del resto y su velocidad se evalia
usando la Ley de Accion de Masas

La unidad de medida para la concentraciéon de una sustancia es mol por unidad de
volumen y todas las potencias referidas por la ley de acciéon de masas seran en este caso
idénticamente 1.

La forma convencional para denotar concentraciones molares es mediante corchetes
cuadrados, [£;] denota la concentracion de ligando en el sistema en el instante ¢, por
simplicidad de notacién se omitiré la dependencia del tiempo en la notacién, como ya lo
hemos hecho en péarrafos anteriores, salvo que sea necesaria.

Hemos aceptado sitio activo inico por cada receptor, entonces en cualquier instante
de tiempo se satisfacen las igualdades:

[eR] = [g], - [£];
[RR] = [Ap — [A - ¥
] = Ry — [€]o — B+ [€] + [A] + [F]. (1.9)

Que las concentraciones de tres de los seis compuestos involucrados en las reacciones
se expresen como combinaciones lineales de los tres concentraciones restantes, aunado a
una formulacion de la ley de acciéon de masas y el principio de independencia para las
reacciones en las ecuaciones (1.7)-(1.8), desde un enfoque cinético permite describir el
comportamiento de las concentraciones de los compuestos en cada instante mediante un
sistema de ecuaciones diferenciales (ver [7]):

W ke, o - (1.10)
b 9] (19, — [y — (2 + (€] + 120 + (]

B 20, — (20— (90 + ka9 (L11)
s 20 (19— [, — (2, + €] + (20 + ()

B ko, — 20— 9D — ka9 (112)
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El sistema de ecuaciones (1.10)-(1.12) describe cualquiera de las ecuaciones (1.6)-(1.8)
de forma aislada o acoplada, basta con hacer 0 las variables y parametros adecuados.

Se sabe de la quimica y la matemética que los sistemas descritos tienden a un equilibrio
quimico, a un estado en el que las concentraciones de cada uno de los compuestos que
intervienen permanecen constantes, los tipos de actividad y respuesta para los analisis
QSAR dependeran en estos casos de dicho estado de equilibrio, denotaremos por [-], g8
la concentraciéon del compuesto quimico entre corchetes en el estado de equs8ilibrio del
sistema en el que se le observe.

De forma analoga a lo expuesto en relacion al ejemplo 1, para bioensayos en los que
se observe un sistema (9, £,R), diremos que un ligando observa una inhibicion de la
respuesta al 100a %, « en el intervalo [0, 1], si se verifica la relacion:

%],

=1y,

Para estos bioensayos, IC,, denotara a la minima concentraciéon libre de ligando que
se observa en un estado de equilibrio caracterizado por una inhibicién de la respuesta
al 100« %; siendo C, la dosis o conccentracion inicial de ligando para la cual se observa
una inhibicién de la respuesta al 100« % (definicion 1.2.5).

Nuestro objetivo es hacer una revision de la obtenciéon de pardmetros para modelos
QSAR, las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales tampoco se abordara,
figuran en estas paginas porque los parametros o conjuntos de ellos que caracterizan a
estos sistemas deben ser el resultado de un analisis QSAR, estamos, por el momento, mas
interesados entre la relacién que guardan los parametros que definen un modelo QSAR
que en las soluciones de las ecuaciones diferenciales. Una argumentacion méas detallada
serd presentada en cuanto se presenten las definiciones y acuerdos de notacion suficientes.

1.2. Formulaciéon matematica

El objetivo de esta seccién y el texto en general no es un exhaustivo desarrollo ni
revision de la teoria termodinamica. Presentaremos al lector las definiciones conceptuales
y de notacién necesarias para la lectura de este trabajo. Los detalles teéricos referentes
a los objetos y conceptos fisicos pueden consultarse en cualquier texto pensado para la
ensenianza de la termodinamica, por ejemplo [11].

Nuestra intencion en esta secciéon lograr transmitir al lector con formacién en biologia
o quimica el objetivo y la relevancia y profundidad, conceptual como metodolégica, que
involucra una analisis QSAR, incluso cuando se suponen relaciones lineales entre valores
relevantes y se emplean herramientas de ajuste de parametros como regresion lineal
multiple.

Queremos mostrar la importancia de conocer como es que el poco cuidado con el que
se manejan herramientas matemaéticas en una investigacién puede implicar fallos graves
tanto en los resultados numeéricos como en la lectura de los mismos. También queremos
mostrar como es que las propias hipotesis de una metodologia como QSAR conllevan
algunas definiciones naturales de actividad.
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CAPITULO 1. METODOLOGIA QSAR

Haremos uso, sin demostracién ni enunciaciéon, de resultados sumamente conocidos
del algebra lineal en dimensién no finita, geometria y topologia. Nos basaremos en defini-
ciones y nociones en la mayoria de los casos de caracter elemental, se recomienda al lector
el libro de [16] para definiciones de espacio vectorial topolédgico en el sentido en que lo
utilizaremos aqui, cualquier libro sobre espacios de Hilbert es también una alternativa.

Como usualmente se hace en la literatura matematica, (R™, B(R™)) denotara al espa-
cio mensurable que resulta de dotar al espacio euclidiano R™ de la o-algebra de Borel, [3].
Para este trabajo un sistema termodinamico (Esp, B(Esp)) formalmente se entendera
como un subespacio de (R™, B(R™)), en el que el espacio de estados Esp es una region
acotada de R".

Por la naturaleza de los anéalisis QSAR, no es dificil argumentar que cualquier de-
scriptor molecular es un funcional acotado, con un espacio normado de dimensién finita
sobre el campo de los racionales y en el cual se satisface la desigualdad del paralelogramo.
Un elemento de un espacio de Hilbert incluso (L?(€2), © una region acotada de R™).

Lo anterior se justifica en tanto, independientemente del descriptor que sea consider-
ado como funcién definida en el espacio fisico, lo que aceptamos dicho espacio, al menos
en el que nos movemos cotidianamente, es que puede ser modelado geométricamente con
los primeros cuatro postulados de Euclides, mismos que Hilbert expres6 como sistema
axiomético en alrededor de la primera mitad del siglo pasado. Es decir, es un espacio
donde existen las nociones de punto, recta, congruencia, semejanza y angulo.

Ademas de las nociones geométricas todos habitualmente recurrimos a nociones de
continuidad. Se sabe de los cursos de geometria que como sistemas axiomaéticos, la ge-
ometria euclidiana y la de Riemman son sistemas categoricos, es decir, que es suficiente
con estudiar uno de sus modelos para entender lo que ocurre en cualquier otro modelo
de la misma geometria.

Asi, cualquier caracteristica es una funcion del tipo conjunto-punto, que pone en
correspondencia a conjuntos de un espacio normado de dimensién finita con un conjunto
arbitrario al que se conoce como conjunto de caracteristicas, que en el caso de los analisis
QSAR, es el campo sobre el que se define el espacio fisico como espacio vectorial. En el
mismo sentido fisico, los descriptores son funcionales acotados.

En este trabajo diremos que una funcién de respuesta es una funcion de actividad
donde el sistema que la caracteriza corresponde a aquel en que se realizan un bioensayo, in
vitro o in vivo, en los que el observable de interés corresponde a una caracteristica biol6g-
ica del sistema. Desde este punto de vista actividad y respuesta parten de una definicién
comun pero son conceptualmente ajenas. Definidas asi, las funciones de “actividad” como
las de “respuesta”, son también funcionales definidas sobre el mismo espacio fisico. El
tiempo siempre puede considerarse como una dimensién adicional donde cualquier car-
acteristica para uno de los subespacios que lo conforman es nula para cualquier conjunto
y cualquier caracteristica del espacio fisico.

Con la introduccion dada, vamos a denotar a £ como el espacio de funcionales acotados
que van del espacio fisico al conjunto de numeros racionales o reales, segiin convenga.

Consideremos a = como una familia de moléculas o candidatos a farmaco, que desde
el punto de vista de la farmacologia interactian con un receptor comun, con mecanismos
fisicoquimicos similares y producen respuestas comparables.

El problema basico de la metodologia QSAR puede presentarse como sigue:
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1.2. FORMULACION MATEMATICA

La respuesta (r) y la actividad (¢) son elementos de &, y para una familia
quimica de moléculas E existen f en &, fr : Im(f) — R y un descriptor
molecular x, tales que f, f. y x son funciones acotadas, funciones de me-
dida casi siempre (aracteristica mensurable respecto de la o-dlgebra de Borel
inducida por la norma en el dominio), que para el conjunto de moléculas =
satisfacen:

f(z(€) = é(c);
fr(o(z(c)) = r(<); (1.13)
fe(r(z(€))) = ¥ (1.14)

para cada molécula ¢ en =, donde y denota un valor o conjunto de valores
asociados al afecto terapéutico y f. es una funcion que queda definida por la
tercera ecuacion en 1.14.

El objetivo de la metodologia QSAR es, como ya se ha dicho, recuperar informacion
sobre f. partiendo de conocer aproximaciones de los valores que toman z y ¢ para un
conjunto muestral de moléculas, Zy C =, que son sometidas a bioensayos.

Digamos que Zg = {s1,..vSm}, {2(c1) = 21,.,2(6m) = Tm} v {d(c1) =
@1y ey D(Sm) = dm}. Nos concentraremos en el analisis QSAR que queda caracteriza-
do por so6lo los la primera ecuaciéon en 1.14, un problema inversos con la formulacién
siguiente.

fl) = ¢
(@) Gir i=1,..,m; (1.15)

Q

donde [-] indica una aproximacion del valor real. Implicitamente aceptamos que errores
pequenos en las mediciones de los descriptores causan pequenos errores bajo la evaluacién
de f, de forma que siguen siendo buenas aproximaciones de valores de mediciones con
pequenos errores de ¢.

En este problema es que centraremos esta primera revision de la metodologia QSAR,
que completaremos con la sugerencia de entender a la actividad también como un
vector y no como un escalar.

La hipotesis de linealidad QSAR, afirma que para los intereses que persigue la far-
macologia, f(x) es un funcional lineal para familias determinadas por su estructura base
y solo un sustituyente (ver A), es decir, que para los farmacos base, la actividad de los
candidatos a farmacos que se deriven de él por un sustituyente es esencialmente una
caracteristica molecular en una escala distinta.

Bajo estas hipotesis es que, en la literatura especializada, la principal herramienta
de los analisis QSAR es la regresion lineal multiple (RLM), si ninguna de las car-
acteristicas moleculares conocidas explican linealmente a la actividad de la familia de
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compuestos, entonces se buscan las combinaciones lineales de descriptores linealmente
independientes para aproximar al descriptor mediante una base conveniente de un sube-
spacio del espacio de descriptores. Dedicaremos un poco de tiempo a esto en secciones
posteriores.

Definiciones

Cualquier sistema termodinédmico considerado en este texto, salvo explicita excepcion,
estaré determinado por la energia total del sistema, el volumen del mismo y la cantidad,
en moles, de cada uno de los compuestos quimicos en él presentes.

En lo tocante a los compuestos quimicos presentes en el sistema, estaran limitados,
como ya se ha establecido, a un ligando £, un sustrato 2, la enzima R (receptor para £
y ligando endégeno de 21) y al compuesto 9, el producto de la reaccion enzima-sustrato.

En los sistemas considerados se entiende que tanto el ligando y el ligando end6geno
compiten por ocupar el sitio activo de la enzima, siendo éste el mecanismo de inhibicién
de la accién enzimética. Toda vez que exista interacciéon quimica entre una molécula del
receptor y una del ligando, ninguna molécula del ligando endégeno podré ser transfor-
mada en una molécula del producto por la enzima ocupada. Salvo excepciones indicadas,
el sitio activo en el receptor es tnico y no existe afinidad entre ligandos; no es posible
la existencia de un complejo quimico constituido por moléculas del ligando y el sustrato
natural del receptor, ni por ligandos en la misma familia molecular del analisis QSAR.

Trabajaremos principalmente en dos tipos de sistemas que quedan determinados por
su espacio de estados, ambos considerados inmersos en el mismo medio solvente 9t:
sistemas (91, £,9R), con espacio de estados

(U,V,Ng, Noz, Ner);

y los sistemas (9, £, 9%, 2l), con espacio de estados respectivo:

(U,V,Ng, Ny, No, Nesw, Naw, Nop).

U denota la energia total del sistema, V' el volumen del sistema, Ng la cantidad de
moles de ligando y analogamente la notacién para las componentes restantes, que denotan
la cantidad de moles del resto de los compuestos quimicos en el sistema.

Definicion 1.2.1. Cuando se considera a un conjunto arbitrario de moléculas, digamos
E, y una propiedad p observable en cada uno de los elementos de Z, la funcién z,, : & — R
se llama descriptor molecular, si para cualesquiera ¢; y <o elementos de = se cumple que
Zp(s1) = xp(s2) si y solamente si ¢; y 2 observan la misma caracteristica respecto de la
propiedad p.

Definicion 1.2.2. Para un conjunto de ligandos =, con afinidad quimica con un receptor
comin, y para el espacio de estados, Esp,de un sistema como los recién denotados,
definimos de forma general la actividad o respuesta biol6gica como una funcién real de
la siguiente forma:

Act : Ex Esp” — R?, n,q € N,
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ogica

% de la Actividad Bio

Concentracion en unidades micro molares

Figura 1.2: Grafico de la forma general de cuatro funciones de actividad biologica
pertenecientes a distintos tipos de actividad.

tal que Act(£, Eg) es constante respecto de £; dado un vector de dimension n, S =
(S1,...,8n), de posibles valores de entropia para el sistema y Eg = (E1,...E,) € Esp™ de
forma que para cada E;, j =1, ...,n, es nula la coordenada correspondiente a la cantidad
de moles de ligando, mientras que S; es el correspondiente valor de entropia.

1.2.1. Concentraciones de inhibicién y Energia libre de Gibbs

Dependiendo de la definiciéon de la actividad y respuesta biologica la concentracion de
inhibicion IC5g se define generalizando la definicién dada para el ejemplo de antibidticos
presentado en la seccién 1.1.1, poniendo un poco de cuidado en la posibilidad de no
inyectividad de la funcién de actividad.

En primer lugar nos ocuparemos de funciones de actividad con dominio de la forma
E X Esp, donde Esp = R}, con n = 2 o n = 5, un estado del sistema en general sera
denotado por E. El tipo particular de la funcién de actividad se desprende del hecho de
que las funciones de actividad usuales para la farmacologia dependen de un estado inicial
y un estado final, como es el caso de las concentraciones de inhibicion.

En general se entiende por estado inicial de un sistema el estado en que se encuentran
las coordenadas distintas de la entropia en el instante en que comienza la observacién
de dicho sistema, mientras el estado final del sistema se caracteriza como el estado que
guardan el mismo conjunto de coordenadas al haber transcurrido un periodo de tiempo
At desde el momento tg.

Para nuestros fines, un estado inicial F; de un sistema (9, £, R) o (M, £, R, A) se
entendera como un conjunto de condiciones iniciales para el sistema de ecuaciones difer-
enciales (1.10)-(1.11)-(1.12); es decir, valores dados para las cantidades Ng, Ny y Npy
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en el tiempo ty en que se inicia la observaciéon de la reacciéon. Un estado final del sis-
tema, Fy, serd un estado asequible a partir de las condiciones iniciales dadas y que serd
determinado por el observador.

Volviendo al ejemplo de los bioensayos de actividad celular para antibidticos, el estado
inicial es aquel en que se inocula una bacteria en una solucién con una concentracién
especifica de ligando, el estado final en tales pruebas es aquel que se observa transcurrido
un lapso de tiempo estandarizado después de inoculada la cepa.

Para el tipo de reacciones quimicas que aqui competen, el estado inicial para una
familia de ligados se entendera como aquél de completa disociacion, Nem = Ngopx =
Ny = 0. El estado final sera el de equilibrio.

Ahora daremos las definiciones que manejaremos de “intensidad de la actividad” o
“porcentaje de inhibicién”, “concentracién inicial de inhibicién” y “concentracion de in-
hibicién en un porcentaje o”.

Definicion 1.2.3. Sea, = una familia quimica, Fsp; el conjunto de todos los posibles
estados iniciales para un sistema (9, £,R) o (M, £,R,2A) con £ € =, Ef el estado
final del sistema, dependiente en estos sistemas solo del estado inicial y la constante de
equilibrio, y Act : = x Esp; — R una funcién de actividad dada.

Para = se define un estado patrén inicial, £, como aquel observado en el sistema
caracterizado por £ y tal que Ng¢ = Negy = 0, de otra forma, un estado patron inicial se
entendera como el estado inicial de un sistema en total ausencia de ligando.

Se define

Qact : =X Espp — R

(£7E1) —s 11— Act(L£,Ey¢)

Act(L,Ep) "

La funcion s se dird la funcion de inhibicion inducida por la funcién de actividad
Act, la notacién ag reemplazara por comodidad a as.:(£, F;) cuando por contexto no
sea necesario especificar a la funciéon Act y el estado inicial.

Definicion 1.2.4. En el marco de la definiciéon 1.2.3, para un escalar dado « definimos
el conjunto de estados iniciales de inhibicién con potencia « para el ligando £ como

€o(L) = {E; € Esp; : aact(£, E;) = a}.

Se define ademas la restriccion de €, (£) respecto de una cantidad inicial de receptores
dada, N o, como el conjunto de elementos de €, (£) para los que se verifica Ny = N o,
dicha restriccion quedara denotada por €, ny ,(£)-

Por dltimo, s6lo para efectos de notacién emplearemos [-]; para referirnos a la con-
centracion del compuesto entre corchetes en el estado E. Dado el conjunto €, ny, ,(£), se
definen respectivamente a los conjuntos de concentraciones iniciales y de concentraciones
con infima potencia de inhibicién « como:

Q:Ot(‘g) = {['Q]Ez B e 6Otl,Nf)ft,o (‘8)7 ap = Oé}
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j@a(S) = {[’Q]Ef (E; e eaLNm,o(S)ﬂ a2 a}'

Las notaciones € y J€ no hacen referencia a la dependencia que cada uno de estos
conjuntos guarda con la cantidad inicial de receptores por no ser en general necesaria
una alusion explicita, el contexto seréd siempre suficiente en este texto.

Ahora, estamos en condiciones de definir una concentracion inicial con porcentaje de
inhibicion « respecto de una cantidad inicial de receptores en el sistema.

Definicion 1.2.5. Dada una familia de ligandos =, una funcién de actividad Act, una
cantidad inicial de de receptores N, o y un escalar o tales que €,(£) es no vacio para
cada £ en =, entonces definimos la concentraciéon inicial con potencia de inhibicién «
como la funcién:

CaZE — R+

Bajo las mismas condiciones y siempre que J€,(£) es no vacio para cada £ en Z,
entonces se define también la concentracion de inhibicion con factor a como

ICh:E — Ry
£ — inf(JC.(L)).

Por definicion hemos pedido que el estado final se encuentre en funcién del estado
inicial, pero en general no se conoce relacion explicita entre Cy, e IC,,.

Lo importante de las definiciones anteriores es que pueden aplicarse a cualquier anali-
sis QSAR con minimos cambios y que, bajo la definicion que hemos dado de funcion
de actividad, la actividad y la respuesta biolégica, son casos particulares que enfatizan
el tipo de mediciones experimentales si se observa una interaccién entre sélo dos tipos
de moléculas sintetizadas o aisladas, o si se observa la interaccién de un ligando con su
receptor en una forma no aislada (en el interior de una bacteria por ejemplo).

La forma en que se define la actividad y su comportamiento cualitativo en general
depende del tipo de reacciones quimicas que se observen. En la figura 1.2 se encuentra una
representacion grafica del comportamiento cualitativo que en la farmacologia se observa
para distintas definiciones de la actividad.

Nos interesaran principalmente tres tipos de magnitudes estrechamente relacionadas,
son ambas funciones de una restricciéon particular de la misma funcién de actividad de
acuerdo con nuestra definicion general, dos de ellas son IC5q y Csg.

En la practica la forma y los errores involucrados en la generacion de valores experi-
mentales de C,, e IC, hacen de estos datos variables aleatorias para cada porcentaje de
inhibicién «. Una hipoétesis adicional, es que cuentan con distribuciones de probabilidad
simétrica tales que, para cualquier r > 0, la medida de probabilidad de (x — r,z + r)
decrece conforme x se aleja de la respectiva esperanza. Asi, por fines précticos no se hace
distinciéon entre la esperanza de cada variable aleatoria y las definiciones de IC,, y C,.

En la quimica se reconoce que ligandos distintos pueden corresponder a tipos signi-
ficativamente distintos de actividad biologica pese a existir s6lo pequenas diferencias en
la probabilidad que tienen de interaccionar con R bajo condiciones iguales en el sistema
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Figura 1.3: Representacion grafica de IC50

antes de ser incorporados los ligandos; con esto nos referimos a que, incluso para dos
ligandos £1 y £9, el comportamiento cualitativo de IC,(£1) y IC,(£2), como funciones
de «, puede ser significativamente distinto pese a que entre el par de moléculas sean
consideradas pequenas las diferencias tanto constitucionales como fisicoquimicas. En la
figura 1.2 se muestra un ejemplo grafico de cuatro diferentes tipos de comportamiento
de la inhibicién como funcién de la concentracion.

El objetivo final de estos modelos es brindar herramientas en el diseno de medica-
mentos eficientes, que logren efectos farmacologicos deseados; informacién mas completa
sobre esto podria incluir conjuntos de datos mas nutridos, sobre el tiempo y distintos
porcentajes de inhibicién; aunque, como se ha dicho, no es siempre posible. Lo mas comin
para considerar a un compuesto como un candidato a farmaco es esperar una reduccion
cuando menos del 50 % y de ahi que sea este estado el que se considera como deseable
(ver fig. 1.5).

Antes de continuar debemos hacer una observacién sobre los descriptores moleculares.
De acuerdo con nuestra definicion, la constante de equilibrio en cualquiera de los sistemas
considerados; asi como la afinidad, actividad y eficacia de un ligando respecto de su
receptor son descriptores moleculares; esto significa que no estamos entendiendo a un
descriptor como un observable de una molécula como sistema termodinamico aislado.

Los descriptores moleculares bajo nuestra definiciéon son s6lo variables que se encuen-
tran en funcién de una molécula entendida como un sistema termodinamico, un grafo, una
matriz, un conjunto de matrices, un objeto fisico, etcétera. Respecto de ello, hacemos una
aclaracion: cuando usemos el término “descriptor” nos referiremos a una caracteristica
molecular, una funcién real que no depende del receptor; si un compuesto tiene multiples
receptores posibles, el valor del descriptor para el compuesto es siempre el mismo inde-
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pendientemente del receptor con el que se le observe interactuar y las condiciones en las
que lo hagan.

Denotaremos por = a una familia de moléculas orgéanicas, mientras que se empleara el
simbolo = para representar al conjunto de todas las moléculas orgénicas y s se reservara
para una molécula organica en general.

Sobre la energia libre de Gibbs

El segundo tipo de actividad que motiva nuestro quehacer es la energia libre de Gibbs
G, una propiedad de los sistemas termodindmicos que es la energia isotérmicamente
utilizable para producir trabajo. Si consideramos como estado inicial del sistema el de
total disociaciéon y como estado final aquel en que se ha alcanzado el equilibrio quimico
con una inhibicién de la actividad al 100a %, entonces la diferencia de energia libre de
Gibbs de un estado a otro, AG, proporciona informacion sobre la espontaneidad de la
reaccion.

Ocurre que ICy, y AG se encuentran relacionados de forma que cualquiera de ellos
puede expresarse como funciéon del otro, relacion que J. S. Tokarski y A. J. Hopfinger
muestran en [31]:794. La relacion anterior depende también de la concentracion disponible
del receptor y la potencia observada, particularmente en el caso de IC5g la forma de esta
relacion es muy ttil y sencilla.

Para reacciones reversibles a temperatura y presion constantes, sistemas (901, £,R),
y sobre todo en las concentraciones tan pequenas como las que se utilizan experimental-
mente (micromolar, 107¢ mol/1), una de las relaciones mas importantes para los anlisis
QSAR es la diferencia observada en la energia libre de Gibbs del sistema respeto de un
estado inicial de total disociacion y el estado de equilibrio como estado final:

AG = —KT1 ey ) (1.16)
- EL ML, ) '

donde K es la constante de los gases, T' la temperatura del sistema, en unidades absolutas
o Kelvins, y las concentraciones en el argumento del logaritmo corresponden al estado
de equilibrio del sistema. Una explicacién detallada de esta relacién puede consultarse
en [19].

Valores negativos de AG indican que el sistema realizé trabajo a partir de energia
interna, significando que la reacciéon ocurrié de forma espontanea; por otro lado, valores
positivos de la diferencia en la energia libre de Gibbs nos dicen que la reaccién espontanea
ocurre en realidad en la direccién opuesta, cuando se intercambian los estados inicial y
final; implica que debe realizarse trabajo externo para lograr ir de un estado a otro.

Para la farmacologia son de gran utilidad los ligandos que observan valores negativos
y de la mayor magnitud posible para el cambio en la energia libre, en tanto menor sea esta
variacion mayor seré la eficiencia de un farmaco. En este punto es importante recordar
que la medicion de AG no se entiende como una variable que dependa del tiempo. Dos
compuestos con el mismo valor negativo para AG lograran una reaccién espontanea en
el sistema, no obstante pueden ser distintos los tiempos minimos en que uno y otro
compuesto producen que el respectivo sistema alcance el mismo estado deseable. De esta
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CAPITULO 1. METODOLOGIA QSAR

forma, para los analisis QSAR un segundo tipo de actividad es la medicion de AG para
cada ligando especifico en un sistema (90, £, R).

En el tipo de analisis en el que nos concentramos se conoce una relaciéon entre los dos
tipos de actividad IC, y AG. Veremos que para cada sistema o reaccion determinada
por el par de ecuaciones quimicas (1.7) y (1.6), o simplemente por (1.6), en el estado de
equilibrio los valores IC, y ag dependen del total de ligando disponible en el sistema,
de [£],, y de los parametros k1 y k2 en la ecuacion diferencial (1.10); AG sera por tanto
una funcién de dichos parametros.

Para un estado inicial E; considerando a v =1 — [R]_ /[R], con [R], = [R], . Por
la unicidad del sitio activo se tiene la relacién

[ER] = [R], — [R] = (1 - ) [Ry;

asi que, al sustituir [€R] y [R] por (1 — ) [R], v a [RA], en (1.16) se llega a:

11—«
—KTIn <Oé[£]eq>

= KT (m([s]eq) S (X - 1)) . (1.17)

(67

AG

La diferencia en la energia libre de Gibbs entre el estado final y el inicial, AG, es
una variable real que depende de la concentraciéon libre de ligando en el estado final y
el correspondiente porcentaje de inhibicion «. Consideraremos por tanto a la energia
libre como una funcién de actividad para el espacio de estados con sentido fisico y sus
correspondientes estados finales de equilibrio, en este sentido (1.17) nos dice que:

AG =KT (ln(IC’a) — ln(é — 1)) . (1.18)

Por convencion, si xg y = son elemento de un espacio métrico con distancia no acotada
relativo a un observador x es una aproximaciéon de xg, entonces se dice que el error
cometido en la aproximaciéon de xg mediante z es de orden p, siempre que p sea el
minimo natural que verifica la pertenencia de x a la bola centrada en zy y radio 107; esta
convencion es el motivo por el que lo usual en la literatura es reescribir en términos de
logio la relacion existente entre IC,, y AG, ambas como funciones del estado inicial.

Dado « en (0, 1] se define el indice de inhibicion al 100a % como pIC, =log((ICq).
Se sigue de (1.18), que para un « dado y una familia de molecular para la que IC,, se
encuentre bien definido:

AG = KTIn(10) (pICa —logy, (; - 1)) ; (1.19)

en particular
AG =In(10)KTpICs9, v =1/2.
30



1.2. FORMULACION MATEMATICA

Es claro que por su definiciéon IC, como la potencia de inhibiciéon son funciones de
actividad toda vez que sea dado el conjunto de estados iniciales (o finales) para un anéalisis
QSAR. Por otro lado, la ecuacion (1.16) establece que AG también es una funciéon de
actividad. La relevancia de (1.19) radica justamente en la relacion que exhibe entre las
funciones y conceptos relevantes que son reportados por las laboratorios como resultado
de los bioensayos realizados a un conjunto de moléculas.

La potencia de inhibicién tiene sentido para una analisis QSAR arbitrario y en re-
alidad, lo més comin es que en un anélisis se conozca a pICso(£) como la actividad de
£, (1.16) nos dice que para sistemas (9, £,R) es 1 la correlacion estadistica entre la
actividad de un ligando y el cambio de la energia libre de Gibbs en el sistema al pasar de
una estado de total disociacion a un estado de equilibrio para un estado inicial adecuado.

Suele no hacerse distincion entre AG y pICsq en el proceso de buscar combinaciones
lineales de descriptores que expliquen la actividad, desde que para £ en condiciones
adecuadas se satisface Cor(AG,pIC,) = 1. Seran indistintos para nosotros también
cuando se haga referencia a la actividad de un ligando.

De lo dicho en este bloque comentamos al lector que en un analisis QSAR donde los
tipos bésicos de funciones de actividad para sistemas (91, £,R) o (9, £, R, 2A) son:

R]:Ex Esp — Ry

B s i, (1.20)
a:E ?S,E;?])) : 15[;] (. B); (1.21)
Coi® Z():E;Z)? _ Igi[m](g,m; 122

o= ?E?g)? : I}Kga[m](s,Eﬁ 129

AG:Ex Esp — Ry (1.24)

£, E) — In(10)KTpICs.

Como se verd mas adelante, en los sistemas aqui considerados, existe una relacion
uno a uno entre IC, y C, siempre que ambos valores se encuentren bien definidos; més
que eso, bajo tales condiciones y dado un conjunto de estados iniciales existe un tnico
E; tal que C, = [£] g, implicando un relacion biyectiva entre los estados inicial y final.

C, sera entonces, dados [R], y Vj el volumen en que se encuentra contenido el sistema,
la concentracion inicial de ligando que logra un estado de equilibrio en el que el ligando
ocupa una fraccion « de los receptores disponibles. IC, y C, quedaran determinados
por el conjunto de estados iniciales que se elija.

En este punto el lector merece una disculpa por lo rebuscado de las definiciones ante-
riores, la forma en que aqui se enuncian es consecuencia de la incapacidad del autor en lo-
grar explicar de forma sencilla y suficientemente general, lo que en diversas publicaciones
de analisis QSAR se entiende por la respuesta biologica, la actividad y particularmente
por concentraciéon de inhibicién al 50 %.
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CAPITULO 1. METODOLOGIA QSAR

Por lo general los analisis QSAR se clasifican de acuerdo con la naturaleza de los
descriptores moleculares involucrados en el anélisis; sin embargo, distinguiendo entre
un descriptor molecular como una funciéon de una molécula arbitraria de ligando, y la
actividad como una funcion dependiente de la interacciéon de una concentracion de ligando
en un sistema biolégico, entonces es pertinente preguntarse si deberiamos considerar
nuevas clasificaciones de acuerdo con la naturaleza de la funcion de actividad, mas alla
de la que se hace para la familias moleculares en el apéndice A en donde es una premisa
que un analisis QSAR responde adecuadamente a las necesidades de investigacion.

1.3. Meétodos de ajuste de parametros

A lo largo de las siguientes paginas trabajaremos en espacios vectoriales con producto
interior como los espacios euclidianos R™ y los espacios de funciones funciones LP. En
esta seccion se presentan definiciones para las que se requiere establecer una notacion
comin de notacién que permita el objetivo de la comunicacién. Se prescinde aqui de
definiciones como la de espacio vectorial, producto interior y funcién entre otras.

1.3.1. Definiciones y herramienta béasica

Conforme al uso regular de notaciéon en la literatura matematica, se denotara por
M, xn(R) al espacio vectorial de matrices de orden m x n sobre el campo R y con
componentes en el mismo. Si X es una matriz real de orden m x n [X|;;, ¢ = 1,...,m
y j =1,...,n, denotaré la ij—ésima componente de la matriz X; [X];. y [X].; seran sus
respectivas i—ésima fila y j—ésima columna.

Siempre que sea empleada una letra latina mayuscula sera para denotar un elemento
de M,,xn(R), y si no existe otra especificacion particular, la respectiva letra mintiscula
con subindice ij también se empleara para denotar a la ij-ésima componente de dicha
matriz, con subindice j para la j—ésima columna de la matriz y con subindice i- para
la i—ésima fila; por ejemplo, si X € M, xn(R), entonces z;; = [X]ij, @i = [X]i ¥
CL’j = [X}J

La suma y producto matriciales que se emplearan, asi como el producto de un vector
por un escalar, seran los usuales salvo excepciones indicadas:

Definicioén 1.3.1. Sean m,n y p naturales arbitrarios, X; y X5 elementos de M,, x,(R),
X3 una matriz que pertenece a M, x,(R) y A un escalar en R. Se definen

I. Producto por un escalar
)\Xl (S Man(R) tal que [AXl]” = )\[Xl]ij;

II. Suma matricial
X1+ Xo € Myxn(R) tal que [Xy + Xolij = [Xi]ij + [Xa]ij

11I. Producto matricial
Xi0X3=X1X5€ mep(R) tal que [Xl +X2]ij = Zzzl[Xl]ik[XQ]kj'
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1.3. METODOS DE AJUSTE DE PARAMETROS

Los elementos de los espacios R™ seran considerados como vectores columna, matrices
de orden n x 1, con lo que, bajo el producto matricial usual, el producto interior que
utilizaremos en estos espacios sera también el usual, es decir, si x, y son elementos de R"™,
entonces el producto interior < x,y > queda caracterizado por el producto matricial z'y.

Dos vectores son ortogonales entre si siempre y cuando su producto interior sea nulo,
un conjunto de vectores se dice que es ortogonal si sus elementos son ortogonales dos
a dos, si cualesquiera dos vectores que se elijan en él son ortogonales siempre que sean
distintos entre si.

Sin importar la dimension de un espacio vectorial con producto interior, (V, < -, - >),
emplearemos de forma sistematica la notacion ||-|| para referirnos a la norma euclidiana,
también conocida como la norma usual en los espacios que trabajaremos:

Definicién 1.3.2 (Norma euclidiana). Sea R, el conjunto de ntimeros reales no neg-
ativos, (V, < -,- >) un espacio vectorial con producto interior < -,- >, sobre el campo
K = (R 6 C). La norma euclidiana en V' se define como la funcioén ||-|| con el espacio V
por dominio, Ry como conjunto de llegada y definida por

2]l = || (@) =< @,z >*, Yz eV,

En un espacio vectorial con producto interior y norma inducida por el mismo, un
conjunto de vectores es ortonormal si es un conjunto ortogonal y la norma de cualquiera
de sus elementos es 1.

Una matriz X de orden m X n y componentes reales se dice ortogonal si sus columnas
como vectores forman un conjunto ortogonal, X se dird ortonormal o unitaria si sus
columnas forman un conjunto ortonormal.

Para cualquier conjunto propio de R™, Q, gen(€2) denotara al subespacio vectorial
generado por 2, el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de elementos
de Q. Recordamos al lector un espacio vectorial V' se dice de dimension finita si existe
un conjunto de vectores finito linealmente independiente que genere al espacio. La car-
dinalidad del conjunto 3 es la dimension del espacio y se dice que 8 es una base para el
espacio V. Se sabe que la dimensién es tnica pero 8 no lo es.

Una funciéon L : R™ — R™ se dird una transformacion lineal si

L(Az1 4+ x2) = AL(z1) + L(z2), cualesquiera que sean los vectores x1 y x2 en
R"™ y el escalar A.

Si la transformacion L es lineal, con dominio y contra dominio como antes, entonces
el nicleo de L es el conjunto {x € R™ : L(z) = 0}.

Cuando V' y W son espacios vectoriales sobre el mismo campo K, L es una transfor-
macion lineal de V en W, 8 = {f1,..., Bn} es una base para V 'y v = {71, ..., 7n} lo es
para W, entonces siempre existe una tnica matriz X de orden m X n y con componentes
en K tal que L(3;) = Y i%, x;;7. Dadas las bases 8 y v la relacion entre X y L es
biunivoca y por ello se dice que X es la matriz asociada a la transformacién lineal L y
bise versa, en ambos casos respecto de las bases dadas.

Cuando X es conocida L se denota por Ly, notacion que presupone bases dadas y
conocidas; mientras que cuando es L quien se conoce, entonces X es denotada por [L]g
En el caso particular del los espacios V = R"™ y W = R™ la notacién Lx presupondra
las respectivas bases candnicas toda vez que sea empleada.
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Optimizacion de campos escalares

Una funciéon f : Dom(f) € R®™ — R™ suele conocerse como funcional o campo
escalar si m = 1, campo vectorial si m > 1 y operador cuando su dominio y contra
dominio coinciden, m = n. Cuando f es una transformacién lineal se usan los términos
funcional y operador lineal.

Como en la mayoria de los libros de calculo y analisis matematico Jy(x) se referira,
siempre que tenga sentido, a la matriz jacobiana de f en x, emplearemos simplemente
J para simplificar la notaciéon siempre que sea posible; C! y C? seran los conjuntos
de campos vectoriales continuamente y dos veces continuamente diferenciables sobre su
dominio.

Para el caso particular de los campos escalares en C' o C? denotaremos por V f(x)
al gradiente de f en x y por V2f(z) a la matriz hessiana de f (jacobiana del gradiente
de f como campo vectorial) en el punto z. Por el resto de la seccién f se empleara para
referirse a un campo escalar en C! y en algunas ocasiones en C?.

Consideremos el problema general de optimizacion, con 2 C R™,

79{ min f(x)

x € Q.

Es un problema que de forma recurrente se presenta cuando se requiere identificar un
modelo matemaético del que se presume su forma general, en dependencia de parametros
escalares sujetos a restricciones que en la practica le den sentido o viabilidad al modelo. El
estudio del problema P ha dado importantes y utiles resultados en los que posteriormente
Nnos apoyaremos.

En lo sucesivo usaremos int (Q2), Q y fr (Q) para denotar el interior, clausura y
frontera de (2.

Definicién 1.3.3. Un vector d € R™ es una direccién tangente positiva de 2 C R™ en el
punto xg € Q, si y solo si existe g > 0 y una funcién E : (0,¢9) — R™ tal que

x(e) = xg+ ed + E(G) S Q; Ve € (0? 60)
m 29—
es0t €

Si E = 0 d se dir4 una direccion factible. Cuando E esta definida sobre (—e€g,€g) v
@ — 0 cuando € — 0, entonces d serd una direcciéon tangente.
KT(Q,z9), F(,z0) y K(Q,z0) seran, respectivamente, los conjuntos de direcciones

tangentes positivas, factibles y tangentes.

Los conjuntos KT (Q,xzq), F(Q,2z0) vy K(£,x0), son todos conos y es inmediato que
cualquier direccién tangente o factible es también una direccidén tangente positiva, es
decir, F(Q,.’Eo) - K+(Qa xO) y K(anO) - K+(Qa ‘TO)‘

Definicién 1.3.4. Un punto xg € © es un minimo local del problema P si existe una
vecindad B(zg,r), r > 0, tal que.
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f(zo) < f(z), Vz € QN B(zp,r).

Diremos que zg es un minimo local estricto cuando la desigualdad sea estricta y
T # xo. Serd un minimo global si la desigualdad se cumple para cada elemento de €2,
r = 00.

En el caso correspondiente x se dird un maximo si se satisface la desigualdad contraria
(=)
Teorema 1.3.1 (Condiciones necesarias de primer orden). Si f € C* y zg es un minimo
local del problema P, entonces

Vf(z0)d > 0, Vd € KT(Q, a0).

Corolario 1.3.2. 1. Sid es una direccion tangente, entonces d y (—d) son direcciones
tangentes positivas y se tiene que

Vf(zo)d =0, Vd € K(Q,x0);
2. Si xoint (Q), entonces KT (Q,z0) = K(Q,z0) = F(Q,20) = R"™ y por lo tanto
vVf=o0.

Teorema 1.3.3 (Condiciones necesarias de segundo orden). Si f € C? y x¢ es un
minimo local del problema P, entonces

1. Vf(l‘o)d >0,Vd e K+(Q,IEO),’
2. Para toda direccion factible d tal que V f(xg)d = 0 se tiene que
d'V2 f(xo)d > 0.
Definicién 1.3.5 (conjunto convexo). Un subconjunto de R?, €2, es convexo si y solo si

para cada escalar A € (0,1) y cualesquiera x1, 2 elementos de 2 el vector Az + (1 — )z
también es un elemento de €.

Teorema 1.3.4 (Caracterizacion de las direcciones factibles de un conjunto convexo).
Sea 2 C R™ un conjunto convero y x un elemento de 2, entonces
FQz)={deR":JyeQ,IA>0:d=Ay—2)}.

Definicién 1.3.6 (funcién convexa). Sea € un subconjunto convexo de R™. Una funcién
f: 9 — R se dice conveza si para todo x1, 22 € Qy A € [0,1] se cumple que:

FQz1 + (1= AN)x2) < Af(x2) + (1 = A) f(2).

Teorema 1.3.5 (Condiciones suficientes para el caso convexo del problema P). Si f € C*
es una funcion conveza en el conjunto convero Q2 C R™, entonces todo punto xg € ) que
verifique la condicion de primer orden

Vf(xo)d >0, Vd € F(Q,xo)
es un minimo global de f en Q.
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Teorema 1.3.6 (Condiciones suficientes de segundo orden para el problema P). Si
f € C?% Q es un conjunto convexo y se cumplen las siguientes condiciones

1. Vf(io)d Z O, Vd € F(Q,IEQ),‘
2. V2f(xo) es semidefinida positiva en una vecindad B(xg,7), r > 0, de xg.

Entonces xg es un minimo local de f en Q.

Respecto de los teorema de optimizaciéon que necesitaremos mas adelante, s6lo resta
presentar un teorema de primer orden y suficiencia que emplearemos en casos particulares
en que h € C*(R",R™), g € C}(R",RP) y el conjunto de restricciones es de la siguiente
forma:

Qgn={z€R":h(z) =0, g(z) <0}.

Definicién 1.3.7. El punto xy € €, ) es un punto regular si es linealmente independiente
el conjunto de vectores gradiente

donde
J(mO) = {.7 € [iv "'7p} Igj(iﬂo) = 0}

El conjunto J(xo) se conoce como conjunto de indices activos.

Teorema 1.3.7 (Karush-Kuhn-Tucker). Sea z¢ un punto de minimo y regular del prob-
lema de optimizacion que resulta de sustituir Q por Qp, 4 en P; entonces, la condicion
necesaria de primer orden, teorema 1.3.1, es equivalente a que existen escalares pu; € R,
i=1,...,m, A\; >0, j = J(x0), tales que:

Vf(xo) + Z/J@Vhi(.%'o) + Z)\ngp(xo) =0.

i=1 i=1

1.3.2. Minimos Cuadrados Ordinarios, MCO

Uno de los aspectos de la metodologia QSAR es la identificacion o aproximacion de
parametros tnicos en un modelo general que explique el comportamiento de una muestra
de mediciones de un observable realizadas para un fenémeno de interés. Dicho con mayor
formalidad, sean:

1. Q un subconjunto propio del espacio euclidiano R™. Este conjunto se entiende como
el rango de una variable, la j-ésima componente de los vectores en () se dira la j-
ésima variable independiente (variable predictora o de prediccion).

2. A un subconjunto de R* para el que cada elemento en A se denomina como un
vector de parametros, cada componente de un vector de pardmetros es en si mismo
un parametro.
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A cualquier familia de funciones de la forma F = {f : @ x A — R} se le conoce como
una familia paramétrica de funcionales con dominio comun 2 y espacio de parametros
A.

Supongamos que y es una variable para la cual existe un vector de parametros de-
sconocido, Ag, tal que y = f(x; Ag), con x € , y que se conocen m mediciones con error de
Y1, ---, Ym, correspondientes a respectivos m elementos de €2, x1, ..., Z,,. Cualquier método
matematico que resuelva el problema de hallar alguna aproximaciéon de Ay a partir de
esta informacién se conoce como un método de ajuste de parametros.

Para resolver un problema como el recién descrito debe elegirse (con el suficiente
cuidado de atender a las caracteristicas propias de la familia de funciones, el dominio
comun) el espacio de parametros y por supuesto los restantes objetos matematicos que
sean vitales para la formulacién y desarrollo de cada método. En particular, los métodos
que por ahora nos conciernen (por ser un recurso en el desarrollo del texto) parten de
una enunciaciéon como un problema de optimizacién en espacios euclidianos.

Con cada conjunto dado de vectores en €2 ocurre que cada una de las funciones en F
induce una funcién con variable independiente corriendo en A y rango en R™, a saber:

A fx(A) = (F(@1,A), ooy [ (@, M)

donde X es la matriz de orden m X n con los vectores ¢, ..., xf como sus respectivas
filas.

El método de ajuste de pardmetros por minimos cuadrados ordinarios, MCO, es
la base para muchos otros y consiste en minimizar de forma conjunta, respecto de A,
la distancia entre la imagen de f(z;,\) y la respectiva medicion y;, i = 1,...,m, que
significa: A € A es una solucion al problema de ajuste de pardmetros bajo el método de
MCO si es la solucion del problema de optimizacion:

A= miny ||l fx(N) = yll;
Yy = (yl» "‘7ym)t7 A€ A. (125)

Un problema de ajuste de parametros que se resuelve por minimos cuadrados en
general no tiene garantia de existencia de una solucién, de solucién tnica ni de que er-
rores pequenos de computo o medicién generen diferencias pequenas entre la solucion
calculada y el vector real de parametros Ag. El método general requiere en muchos casos
modificaciones que permitan un buen planteamiento del problema: existencia de solu-
cion tunica que depende de forma continua de los errores en los datos, las mediciones
correspondientes a las componentes de y.

Por las hipotesis fundamentales de los analisis QSAR el método de ajuste de parame-
tros por MCO es de gran relevancia para este tipo de analisis de la farmacologia, cuando
F es justamente el espacio dual de R™. Es entonces pertinente invertir algunas lineas en
detallar la forma de resolucion para este caso particular del método de MCO.

Para distinguir este caso adoptaremos la notaciéon a para un vector arbitrario de
parametros. El espacio de parametros se considera como el mismo R™ y cada funcién en
F queda caracterizada por la regla de asociacion:

flx;a) = z'a, ©€Q, acR™
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Luego, el primer requisito es que X en M,,x,(R) tenga rango completo para garan-
tizar la existencia y unicidad de la solucion. El problema (1.25) se reformula como

ap = mingern {||Xa —yl} . (1.26)

Lo primero es observar que para un par arbitrario de vectores u,v en R" y X € [0, 1]
se verifica la relacién

[X(Au+ (1 =No) =yl = [AXu+ (1 =)Xv =y — (1= )|
= [AMXu =)+ (1 =N =9yl

la desigualdad triangular aplicada al extremo derecho de esta cadena de igualdades prueba
que el campo escalar cuya regla de asociacion estd dada por || Xa — y||, con variable a,
es una funcion convexa ( def 1.3.6).

El espacio euclidiano de dimensién n es por supuesto convexo; se concluye de lo
anterior que (1.26) es un problema de optimizacion convexo y por ello tiene solucion y
es Unica (ver secc. 1.3.1). Para encontrar tal solucion basta con hallar un punto en el
espacio que verifique condiciones suficientes de optimalidad de primer orden.

La siguiente observacion es que el problema (1.26) es equivalente a

o = Minecrn {HXa—yHQ}; (1.27)

por lo que sustituira en adelante al problema (1.26).
Continuando con la determinacién del elemento en el espacio del dominio que verifique
las condiciones de primer orden requeridas se tiene:

d|Xa—y|?
Sar = 22 Zfﬂz‘jaj —Yi| Tik

|
[N}
(]
8
<.
8
5.
S
<.
I
ngt
8
-,
&

es decir,
VXa -yl =2 (X' Xa— X'y);

cuando ag es solucion del problema (1.26) V || Xag — y||” se anula. La implicacion inmedi-
ata es que la solucion ag es la solucion del sistema de ecuaciones normales® que en su
forma matricial queda expresado como

X'Xa = X"y. (1.28)

Por otro lado, un resultado conocido (ver [8])es el siguiente

6Por ser R” un espacio de producto interior sobre el campo R se sabe que la matriz adjunta (conjugada
transpuesta) de A € M (R)mxn, A*, coincide con la matriz transpuesta de A, A'. Ademaés el producto
matricial AA* es una matriz normal.
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1.3. METODOS DE AJUSTE DE PARAMETROS

Teorema 1.3.8 (Descomposicion matricial en valores singulares). En el espacio vectorial
M sn(R) con el producto matricial usual, si A € My, «xn(R) es una matriz de rango r
con valores singulares o1 > 02 > ... > 0, y % es la matriz de orden m X n definida por

o 0,801 =7<r
t 0, en otro caso.

Entonces, existen matrices unitarias U € M(R)xm y V € M(R),xn tales que

A=UxV"

Se conoce a esta factorizacion como la descomposicion en valores singulares (DV'S)
de A. Los vectores uq, ..., um que constituyen las columnas de U se conocen como vec-
tores singulares izquierdos de A; andlogamente los vectores vy, ...v, correspondientes a
las columnas de V' se dirdn los vectores singulares derechos de A.

Si UXV?! esla DVS de X se sigue que X! = VX!U?, sustituyendo a X y X? por sus
DV S’s en (1.28) el sistema de ecuaciones normales se reescribe como

(VEUHYUSVYa = (VEISV e = VEIUty;

pero X tiene rango completo, n, y por ello ¥/ = VX!XV? es invertible.
Si e;; es la matriz cuadrada de orden n para la cual la ij-ésima componente tiene
valor 1 y es la tinica no nula, entonces ¥/ = XY = 2;21 ajzejj, implicando:

(Xtx)"t=vy-tvt (1.29)

Entendiendo a e;; en el espacio adecuado se verifican las igualdades:

(xtx)'vetut = v Z%ejj Ut

j=1"7
n
1
= —VejjUt;
E:O..
j=1"7

de donde se desprende la caracterizaciéon de la solucién al problema de optimizacién
(1.27)

L
a =Y fvj . (1.30)
j=1 "7

Ajuste de funcionales lineales por MCO, un problema inverso mal planteado

El problema de optimizacién que se detalld en la primera parte de esta seccién suele
emplearse para la eleccion de un elemento en la familia de modelos lineales {za : © € R™},
con vector de parametros a, que de forma uniforme explique lo mejor posible el compor-
tamiento de un conjunto de mediciones realizadas, vector y, de un fenémeno que se
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CAPITULO 1. METODOLOGIA QSAR

presupone guarda una relacién aproximadamente lineal determinada por el vector de
pardmetros a y los posibles valores tomados por la variable x.

En la practica un error es inherente a cualquier medicién de un observable en un
fenémeno real que se estudia, y por lo regular s6lo se puede conocer una cota para su
magnitud; a este tipo de error se le conoce como “error de mediciéon” o mas generalmente
como una “perturbacién en los datos reales”. Dependiendo de las particularidades de un
ajuste por minimos cuadrados, pequenas perturbaciones en el vector de datos y puede
resultar en la eleccién de un modelo que diste considerablemente de la solucién real en
la norma de interés.

Sea UXV! la DV S de X y consideremos el caso en que § = y + dy, donde dy es
la perturbacién sobre el dato real, en tal caso, pretendiendo resolver el problema (1.26)
empleando una aproximacién de los datos reales, se sustituye y por ¢ en la ecuacion
(1.30) para llegar a una estimacion ag de la solucién real:

n t~ n t n t

— uy uj u0y
agy = —v; = —v; + V;

o o

j=1 7 j=1 7 j=1 7
noot
utdy
= ap+ L v, (1.31)
: gj
Jj=1

y por lo tanto, desde que U y V son matrices unitarias, se satisface la relacion

n

B ufoy " (ubdy 2
||a0 - a0|| = Z o Vil = Z o . (1.32)
j

j=1 j=1

Asi, por lar relacion del orden en las magnitudes de los valores singulares se verifican
las relaciones

2 2

Nl

IN

1 n ~ n utéy
L[5 (utayy? lao — dofl = ( )
g1 —) gj

Jj=1 J

2
n

< L > (utdy)®

on \ o

Como ya se ha dicho, ajustar un modelo lineal por minimos cuadrados es un proble-
ma con solucién tinica y ademas, de acuerdo con la tltima cadena de desigualdades, la
solucién depende de forma continua de los datos de mediciéon; sin embargo, la cantidad
de calculos a realizar para resolverlo hace que en la mayoria de los casos sea necesario em-
plear métodos numéricos que en la implementaciéon computacional no siempre garantizan
tal continuidad.

Si ocurre que los valores singulares de la matriz que determina el sistema homogéneo
son casi nulos 0 muy pequenos en comparacion con ||dyl||, entonces puede ocurrir que
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1.4. REGRESION LINEAL

el computo de la solucién aproximada con perturbaciéon en los datos no sea una buena
aproximacion o que para efectos de computo el rango de X sea menor que n, como puede
apreciarse en (1.33). Cuando este es el caso, se dice que la matriz X esta mal condicionada,
siendo imprescindible regularizar el problema, que significa reformularlo en un problema
equivalente que atin numéricamente dependa continuamente de los datos.

1.4. Regresion lineal Miiltiple

El tema del problema de regresion lineal puede consultarse en casi cualquier libro de
estadistica, en cada texto suelen encontrarse demostraciones de los resultados béasicos de
acuerdo a la intencién y los objetivos de cada autor. No seréd ésta una excepcién.

Lo més comun es que las demostraciones y formulacién de resultados se base en lo que
se conoce como una descomposicion QR de una matriz. Esto ocurre porque tal descom-
posicion tiene la ventaja de simplificar los calculos numeéricos permitiendo algoritmos
maés robustos y eficientes para las aplicaciones de esta herramienta estadistica.

El objetivo ahora es distinto, las aplicaciones para las que hacemos todo esto in-
cluye preselecciones de variables independientes que resulten en conjuntos relativamente
pequenos de ellos y exigencias de investigacion que permiten el lujo de no hacer de la
velocidad computo una prioridad, siempre que se garantice el uso de software que utilice
algoritmos confiables respecto de los problemas de optimizacion que deben resolverse
numéricamente y sean inherentes al problema de regresion lineal multiple.

El desarrollo de esta seccion corresponde a la necesidad de un criterio para la de-
terminacion le la mayor cantidad de grados de libertad que que sean posibles para una
ecuacion lineal que resultante de un anéalisis QSAR, que garantice una varianza aceptable
para los coeficientes de tal ecuacion, como estadisticos de los coeficientes reales.

En una amplia cantidad de publicaciones sobre métodos QSAR se sugiere que de
forma general debe observarse una relacion de por lo menos tres a uno entre dichos
grados de libertad y la cantidad de moléculas sometidos a bioensayos, estos criterios son
de caracter muy general, pese a que la estadistica y la teoria de problemas inversos ya
consideran formas de aprovechar toda la informaciéon disponible.

Conocer informacioén sobre la acotacion de la varianza del error de medicién y la propia
matriz de datos de los descriptores moleculares son por si mismos datos relevantes, que
pueden incluirse en el problema de regresiéon con poca dificultad. Tal formulacién es en
realidad la consecuencia de ver el problema de regresiéon desde la perspectiva de la teoria
de problemas inversos discretos, para estos topicos se sugiere al lector el libro de Hansen
[10]. Esta formulacion justamente la que se desprende de la que ya se ha empleado para
expresar la solucién al problema de ajuste de pardmetros por MCO.

El criterio de seleccién de descriptores estd basado en el estadistico szus, comin
en la literatura, y pertenece los criterios de tipo paso a paso. Es una forma en que
puede generalizarse la hipotesis de linealidad a espacios de dimension infinita, espacios
de Hilbert, resultando en la prueba formal de la que tiene cambiar a la solucién usual de
los problemas de regresion por aquella que se conoce como la solucion de Tikhonov.

Un resultado comiin en la literatura es que por la naturaleza del problema de inves-
tigacion que representa la metodologia QSAR para la farmacologia, es posible establecer

41



CAPITULO 1. METODOLOGIA QSAR

un primer criterio de determinaciéon de la cantidad maxima de variables independientes
de un modelo derivado de una prueba débil de hipdtesis de linealidad, criterio que sera
preferible siempre que se disponga de conjuntos muestrales pequenos, esto cuando se
supone normalidad para el problema de regresion, que no es poco usual en la practica.

Se expondra como es que bajo las condiciones de los analisis QSAR la solucion de
Tikhonov maximiza la bondad de ajuste siempre que las mediciones de los descriptores
y los de actividad sean, desde el punto de vista estadistico, estimadores no sesgados de
los respectivos valores reales; sin embargo, cuando por cualquier motivo deba recurrirse
a la solucion tradicional de problema de regresion lineal multiple, RLM, entonces es
que se propone una definicién de sobre ajuste de pardmetros que respecto de la relacion
entre cantidad de descriptores, n, y tamano de muestra, m, sblo esté condicionada por
la relacién n < m.

Suponiendo normalidad en el problema de regresion, para la determinacion de la
relacion entre n y m bastara con la prueba de hipotesis mencionada en parrafos anteriores.

Consideremos el caso en que ai,as, ..., a, son pardmetros desconocidos y se dispone
de datos muestrales y;, z;1, 2, ..., Tin, para ¢ = 1,...,m, donde y; es una medicién u
observacion de la variable y dado que 1 = x;1, ..., T, = Zj,. En esta situacién una forma
de estimar el vector de parametros, a = (a1, ..., a )%, es mediante un ajuste por minimos
cuadrados ordinarios con solucion a = (ay, ..., a, )"

Por comodidad en la notacion, y por considerar suficiente una advertencia para evitar
confusiones posteriores, emplearemos las notaciones ¥, 1, ..., ,, de forma indistinta para
referirnos a las variables descritas, y a los vectores en R™ con componentes correspondi-
entes a una ordenacion particular de una muestra de tamano m de la respectiva variable:
¥ = (Y1,-,ym)' y X es la matriz de orden m x n con T;; por tj-ésima componente y
descomposicién en valores singulares X = UXV?.

Por (1.30), el estadistico del vector de parametros esta dado por

El conjunto de vectores (y;; 2;.) = (Yi, Ti1, ---, Tin) seréa considerado como una muestra
independientemente del modelo lineal que por hipétesis describe al fenémeno observado
del vector y, es decir, cada fila de la matriz X junto con su respectiva medicion de y
asociada a dicha fila constituiran una muestra de tamano uno del fenémeno de interés,
independiente de las filas y mediciones restantes.

Se sigue que a es un estadistico no sesgado con matriz de covarianza dependiente de
o y las caracteristicas de X como lo muestra el siguiente teorema (ver [21]).

Teorema 1.4.1. Denotando por ¢;j a la ij-ésima componente de la matriz (X'X)™*
para X, Y y a descritos con anterioridad; entonces

I E@|X) = a;
II. CO’U((@Z',&J‘)‘X) = 0'2Cij.

Si X es de rango completo y los vectores (y;, Ti1, ..., Tim) SO observaciones indepen-
dientes.
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1.4. REGRESION LINEAL

Denotando por C' a (X*X)~! se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.4.2. Six = (x1,...,z,) es un vector de variables aleatorias, entonces

Var(ayzy + - ann| X) = 0%(@1, 0oy ) C (21, o0y 7).

Es comtn que para el analisis estadistico de variables aleatorias se desconozcan pa-
rametros como la media y la varianza de las mismas, por lo que se requieren estadisticos
que las aproximen con una alta probabilidad, preferentemente estadisticos no sesgados;
los modelos de regresion lineal y =~ a1z + - - - a,x, no son la excepciéon. Un Estimador
no sesgado de o se presenta a continuacion.

Teorema 1.4.3. Si (y;, i1, ..., Tin) son observaciones independientes del modelo de re-
gresion lineal para i =1,....,m, var(y|X) = o, y s* se define por

1 - ~1112
st = gt - x|
m-—n
entonces,

E(s*|X) = o>

A menudo también existe un término independiente en el modelo lineal que se desea
ajustar al conjunto de mediciones, en estos casos todos los teoremas y corolarios pre-
sentados en las secciones anteriores se verifican sin modificaciéon alguna. Lo convencional
en la literatura es considerar a una de las variables x; o x, como la constante idéntica-
mente 1. En adelante serdn estos modelos lineales los que se trabajaran, por comodidad
asumiremos x,, = 1, salvo excepciones debidamente indicadas.

1.4.1. Sobre ajuste en los modelos de regresion

El problema de regresion lineal, como se ha expuesto, consiste en resolver un problema
de ajuste de parametros por MCO, donde la soluciéon del ajuste es una observaciéon
(muestra de tamano 1) de un estadistico del vector de parametros a.

Un estadistico es una funcion de la muestra de una variable aleatoria de interés, es en
si mismo una variable aleatoria que se espera aglutine en un dato informaciéon relevante
almacenada implicitamente en la muestra. Cuando se estiman paréametros de una variable
estocéstica mediante un estadistico se espera que éste observe un buen comportamiento
que haga confiable la estimacion del pardmetro que interesa aproximar. Inherentes a un
estadistico existen dos magnitudes que evaltian que tan confiable es el estadistico, sesgo y
varianza. Considerando estos valores y sus relaciones cualitativas se consigue informacion
relevante sobre el comportamiento de un estadistico.

Si el sesgo es grande y la varianza es significativamente menor que éste, entonces la
probabilidad de aproximar satisfactoriamente al parametro empleando el correspondiente
estadistico es significativamente baja, de modo que no seria prudente confiar la aproxi-
macion a ese estadistico. En estos casos se dice que existe escaso ajuste’ por parte del
estadistico.

Tlowfitting, en la literatura en inglés
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El estadistico tampoco es bueno si su varianza es muy grande pese a tener un sesgo
pequeno respecto del parametro que estima. En este caso la ley de los grandes niimeros
nos garantiza una buena aproximacion pero siempre y cuando pueda disponerse de una
muestra suficientemente grande del estadistico, ello resulta poco 1til en la practica. Se
dice que existe “sobre-ajuste’® en un estadistico si presenta un sesgo pequeiio y varianza
significativamente elevada. N

En general, si ¢ es un parametro y ¢ es un estadistico de ¢, suele definirse como el
indice de bondad de ajuste como E(||¢—¢||?) +Var(||¢ — ¢||?). Entre menor sea el indice
de bondad de ajuste se dice que el estadistico tiene una mejor bondad de ajuste.

Para los problemas de regresion lineal que trabajamos aqui, la hipdtesis de que el
error de medicién tiene una distribucién con media 0 conduce a estimadores no sesgados
(teorema 1.4.1) del vector de parametros, de lo que debemos ocuparnos entonces, es de
proporcionar argumentos que respalden una varianza lo més pequena posible para el
estadistico de regresion obtenido por MCO. Para tales fines disponemos de un corolario
del teorema 1.4.1 y es la descomposicién en valores singulares de una matriz.

Corolario 1.4.4. Bajo las hipdtesis del teorema 1.4.1 se verifica la relacion de orden

0'2 g

— <Var(a;) < —. (1.33)

2 2
o os

[

Demostracion. Por el teorema 1.4.1:

~ 2 .
Var(a;) = o”cjj;
mientras que por el teorema de descomposiciéon en valores singulares se satisface la
igualdad
g ngk .
CJ] = ?, ] =1..,N
k=1 J
donde o es la varianza de 0y en el problema de regresion, c;; es el j-ésimo elemento
en la diagonal de (X!X) ™!, X =UX VteslaDVSde X yo—12>--- > o, son los
valores singulares de X.
El resultado se sigue de las relaciones o1 > --- > o, y el hecho de que cada vector
singular derecho es unitario. O

El corolario (1.4.4) es consistente con el planteamiento de problema inverso, puesto
que si X es, por ejemplo, una matriz ortonormal entonce X¢X es la matriz identidad de
orden n X n y por lo tanto todos sus valores singulares son la unidad real, significando que
una varianza pequena en los datos de medicién produce una varianza del mismo orden
en cada uno de los estadisticos que estiman los parametros dados por a.

Casi para terminar con este bloque, resalta que la existencia de sobre-ajuste por
parte del vector que resuelve el problema de regresion lineal, conforme al corolario 1.4.4,
depende del buen condicionamiento de la matriz X asi como de la varianza del error de
medicién.

8 overfitting, en la literatura en inglés.
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Salvo en un primer curso de estadistica es poco comiin encontrar situaciones en las que
la varianza teérica del error de medicién, o2, se conozca; fenémeno que nos indica que,
tanto el sesgo como la varianza de un estadistico de regresion, dependeran también de los
valores de las mismas caracteristicas para el estadistico que sea utilizado para aproximar
a o2. Normalmente la eleccién es s? debido a que es no sesgado, siendo entonces la
varianza de s2 el tnico valor adicional que debe tomarse en cuenta para prevenir un error
por sobre estimacion de los parametros.

En ocasiones, existe informacion adicional sobre el error de medicién dy en un prob-
lema de regresion, siendo una hipdtesis su buen comportamiento estadistico, es decir, el
error de medicién tiene un comportamiento simétrico alrededor de su media de tal suerte
que su distribucién de probabilidad puede considerarse indistinguible de una distribucién
normal con media 0 y varianza o?; por ejemplo, en el caso de los anélisis QSAR, esta es
una hipétesis que serd considerada pues los laboratorios que realizan las mediciones de
interés asf lo garantizan.

Para nosotros, en consecuencia, un problema de regresiéon lineal considerara desde
ahora la hipoétesis de normalidad en el error de medicion, a saber:

La distribucién de probabilidad de y, condicionada por los valores de las

variables de prediccién x1, ..., x, , €s normal con parametros Z;.lzl a;r;y o?,
. n

dicho de otra forma, (N(}_i_, a;z;, a?)).

De la inclusiéon de normalidad para el error de mediciéon se desprenden resultados
adicionales (ver [21]) que nos permitiran decir algo méas sobre como evitar el sobre-ajuste
del estadistico s2, y por consiguiente sobre la posible sobre estimacion en la aproximacion
de los parametros del problema de regresion.

Teorema 1.4.5. Si la distribucion condicional de y dado x4, ...,x, = es N(ajx1+---+
T, 02), & = (T1,..2,), a = (ai,...,a,); y los vectores y y a asi como las matrices X
y C son las ya descritas, entonces

I. a; ~ N(ai, 0'20”‘),'
. az' ~ N(ax', o?(zCxt));

ur. (m— n)f—z ~x%2(m —n), y es es independiente respecto de a;

donde S? es la variable aleatoria condicionada a los valores de X y vy que modela los

valores que puede tomar s2.

Corolario 1.4.6.

I L%;) ~t(m —n);

(a—a)x -~ o
Trwes t(m —n).
Recordamos también una célebres desigualdad
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Teorema 1.4.7 (Desigualdad de Chebychev). Sea Z una variable aleatoria arbitraria
con media pz y varianza oz. Si A > 0, entonces
0z
P17~z 2 3) < 52.
Supongamos ahora que € > 0; utilizando el teorema 1.4.5 (consecuencia de la recién
incluida condicion de normalidad en el error de medicion) y la desigualdad de Chabychev,
se obtiene:

(1.34)
52 €
P(s?~a%>¢) = P ((m—n)|a2 -1/ > (m—n)02>
2(m —n)o* 20!
(m—n)2e2  (m—n)e’ (1.35)

La desigualdad (1.35) es una relacion ttil. Volviendo al problema de sobre-ajuste
de parametros y recuperando la acotacion para los parametros del ajuste por MCO
expuesta en (1.4.4); entonces, (1.35) ofrece informacion cualitativa sobre la relacion que
debe verificarse, para la diferencia entre la cantidad de muestras y la de variables de
prediccion empleadas.

Para que el estadistico s? pueda ser considerado como una buena aproximacion del
valor teérico de o2, siendo posible recuperar, con cierto nivel de confianza (1 — ), acota-
ciones para la varianza de los parametros ajustados que brinden informacion cuantitativa
acerca del sobre-ajuste de los mismos:

204
m—-mn > —.
e

Se sigue que, si el orden del valor teérico de la varianza del error de mediciéon puede
ser considerado como el orden de una buena aproximacion de dicha varianza; entonces, la
confianza en que s2 es un buen estadistico recaeré en la diferencia m — n. Par € = /202
se satisface, por (1.35):

1

m—n’

P(|52—U2\ 26) <

que bajo estas condiciones prueba, por implicacion directa del corolario (1.4.4) y si
A > 0 es un escalar que acota superiormente a o:

2 2 2 2

§°— 2\ s 2\ 1

P <f < Var(ay) < ”) >1- j=lim (136)
01 On m—-—n

Si bien el valor real de 02 es un dato desconocido, no necesariamente lo es el orden de

su magnitud; dependiendo de la naturaleza del observable y su medicién pueden existir

acotaciones conocidas de su varianza. Ejemplo de ello es nuestro caso. Recordemos que
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hemos supuesto que en un analisis QSAR la aleatoriedad corresponde al error de medicion
de la actividad biolégica, por la hipétesis de linealidad; entonces o2 es un valor cuyo orden
es menor que la unidad y tal acotacion es garantizada por los laboratorios que realizan
las mediciones experimentales en observacion de los respectivos criterios de calidad. El
escalar A seré para nosotros un valor menor que el final estudio de caso.

1.4.2. Hipotesis de linealidad

Los resultados del problema de regresion lineal miltiple se garantizan siempre y cuan-
do se satisfagan las hipotesis principales de este método estadistico pero, como saber si
las hipotesis realmente se verifican.

Validar un modelo de regresion lineal puede hacerse si existe informacion determin-
ista o estadistica sobre el fenomeno que se modela, cuando se hacen analisis QSAR la
validacion es de caracter estadistico.

Pensemos en que el observable y depende de las variables x1, ..., x, de tal forma que
existe un funcional f, en el espacio euclidiano de dimensién n, que cumple con la condicién
f(z) =y, donde & = (z1,...,x,). Por lo general el funcional como modelo matemético
del observable solo tiene sentido en la realidad para un subconjunto acotado 2 C R" y
cuando f es una funcién acotada, es este el caso en que trabajaremos.

La propiedad de ser acotados del conjunto €2 y del funcional f son suficientes para
garantizar que cualquier potencia positiva del valor absoluto de f es de Lesbegue inte-
grable en Q y, por lo tanto, existe un tnico vector ag en R™ que caracteriza al funcional
lineal que, en la norma uniforme, mejor aproxime a f sobre €2, es decir,

supsers {[[abe — y||} < supsern {[la’ — y||}, Va,z € £.

Si 0y = f(z) — abx, entonces es inmediato que y = alz + dy. Por lo general se tiene
poca o nula informacién respecto al comportamiento de f, tampoco de los valores de
las componentes del vector de parametros ag; asi que decidimos, entonces, que dy sera
una variable aleatoria definida en €2, con media u, = f(z) — afz y varianza o. Hay
que recalcar que cualquier error de mediciéon, cometido al momento de calcular el valor
de un estado del observable y, se incluye implicitamente en la variable dy; el error de
medicién aun es considerado como una variable aleatoria independiente de las variables
de prediccion, con distribucién normal y media 0.

Nuevamente llegamos a una formulacién estadistica de un problema de ajuste de pa-
rametros, la tnica diferencia es que la esperanza condicionada de y no es una combinacion
lineal de los valores dados para las componentes de la variable vectorial . La mecénica
del ajuste de parametros por MCO que se ha desarrollado con anterioridad no se ve al-
terada en lo més minimo; dada una matriz de datos de las variables, para las respectivas
m muestras del observable y, el estadistico a se se obtiene sin modificacién metodologica
alguna.

Lo ideal seria poder ser capaces de rechazar la hipétesis nula en una prueba como la
siguiente:

Hi: y = abx contra Hy: y # alyx;
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no obstante, al ser tan general la prueba y suponer que Hj es verdadera, se convierte
en una tarea muy complicada encontrar un estadistico que ofrezca tutiles acotaciones para
la medida de probabilidad de la region de rechazo. Ademés, con la prueba de hipotesis
formulada asi el propio estadistico de prueba no es evidente, sera conveniente encontrar
una prueba asequible en su tratamiento.

Una forma de atacar el problema es debilitar la prueba al intercambiar las hipdtesis
entre ellas (Hy y Hy), buscando posteriormente una prueba equivalente que resuelva
nuestro problema de la elecciéon del estadistico de prueba. La hipotesis nula sera entonces
la dependencia lineal:

Hi:y # abx contra Hy: y = alz.

En una prueba de hipdtesis, con region de rechazo T, la regla de decision bajo la cual
se acepta o no la hipdtesis alternativa H; es como sigue:

Si el estadistico de prueba es elemento de la regién de rechazo I', con proba-
bilidad «; entonces se rechaza la hipdtesis nula Hy (se acepta H; con un nivel
de confianza 1 — «).

El intercambio que hemos realizado entre las hipotesis de la prueba sobre linealidad
ha ocurrido en virtud de que la anterior regla de decisién es equivalente a su proposicion
contrarreciproca:

Si Hy no es rechazada (no se acepta H; con un nivel de confianza 1 — «),
entonces el estadistico de prueba es elemento de la region de rechazo I'¢, con
probabilidad 1 — a.

Al cambiar la prueba, cambiamos una condicién estadistica suficiente para validar la
hipétesis de linealidad por una condicién necesaria; la condicién estadistica de suficiencia
es ahora sobre la hip6tesis de no linealidad, caracteristica de la prueba que no debemos
olvidar. Si la evidencia estadistica no permite rechazar la hipdtesis nula no significa que
pueda aceptarse la dependencia lineal de y respecto de las variables de prediccion. Con
una alegoria coloquial, decimos que liberar por insuficiencia de pruebas a una persona
indiciada como presunto culpable de un delito no significa que sea inocente, solo significa
que no fue posible hallar las pruebas suficientes para probar su culpabilidad.

Antes de continuar enunciaremos algunos resultados que nos seran de utilidad (ver

[21]).
Teorema 1.4.8. Para modelos de regresion lineal con término independiente no nulo se
verifica Gy =7 — z;:ll a;T; y

2

Z(yl — y)Q = Z (&1 (Qjﬂ — fg) 44 &n—l(zi(n_l) - T(n—l)))

+

m
- - 2
(?Ji —ai1xy + -+ anﬂvin) ;
i=1

donde § denota la media muestral del vector y.
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1.4. REGRESION LINEAL

Lema 1.4.9. Sean | un natural menor que n y a € R™ el vector de coeficientes de un
modelo de regresion lineal con término independiente no nulo. Si a1 = -+ = a; = 0,
i’ € R es el vector de coeficientes correspondiente al modelo de regresion lineal con
variables de prediccion xiy1, ..., Ty, para el mismo grupo de muestras yYi, ..., Ym, Y

E(y|X) = Bi41 = arp121 + - + anTy;

entonces se satisface la relacion de orden

EN _ . _ 2
(al(l‘il —T1) o Ano1(Ti 1) — x(nfl))) >

i=1

o _ . _ 2
(a2+1(xi(l+1) —Tip1) + o0+ a%_l(ffi(n—l) - fU(n—1))) .

=1

2

De forma conjuntan el teorema (1.4.8) y el lema (1.4.9) son una advertencia y no deben
pasarse por alto al momento de intentar explicar el comportamiento o la tendencia de un
fenomeno. Incluir en un modelo de regresion variables que no expliquen de forma lineal
el comportamiento de la tendencia de y, al fijarse los valores del resto de las variables
de prediccion, puede mejorar el ajuste por minimos cuadrados, mejorando la correlacién
estadistica pese a que no exista una correlacion real entre el modelo de regresion y el
observable de interés.

El lema 1.4.9 se presenta, como se ha hecho, para enfatizar el cuidado que merece
la seleccién de adecuadas variables de descripcion en la regresion lineal; sin embargo, la
desigualdad que guarda su consecuente es valida en un sentido mas general, atn cuando
a las primeras [ variables independientes correspondan coeficientes no nulos en el modelo
de regresion. El caso general de dicho lema serd necesario mas adelante asi que nos
detendremos un poco en ello.

Primero, por teorema 1.4.8 la desigualdad que sostiene el lema 1.4.9 es equivalente a

1X5a — dy||* < | Xda' — sy||”;

desigualdad que en general tiene sentido, no importando si en el problema de regresiéon
lineal el término independiente es nulo, para esta magnitud enunciamos los resultados
siguientes.

Lema 1.4.10. Sean X una matriz real de orden m x n y rango completo, M®) la matriz
de orden m X k, con k < n, tal que las columnas de M®) son las primeras k columnas

de M en el mismo orden, § € R™ y SEC(z1,...,xk) = ||gj—X(k)ELkH2, donde a* es la
solucion por MCO al problema de ajuste de pardmetros

XW®g ~ Y.

Entonces SEC(x1,...,x5) > SEC(z1,...,x1), siempre que j < k.
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Demostracion. Primero, trabajaremos de forma equivalente con las transformaciones lin-
eales Ly, k = 1,...,n, asociadas respectivamente con las matrices X *) en los espacios
adecuados. Es claro que Ly, es una exencion de L; al subespacio Dom(Ly), toda vez que
j sea menor o igual que k. Por otro lado, por la forma en que se define el problema de
ajuste de pardmetros por MCO es inmediato que

~ ~ 2 -
|5 — Li@)||” < 17 - Li(@)|*,  Va € Dom(Ly);
el lema se prueba simplemente notando que a’ € Dom(L;) C Dom(Ly). O

Lema 1.4.11. Sean V y W dos espacios vectoriales de producto interior sobre el campo
de los niimeros reales y dimension finita n y m respectivamente, m >n. Si L:V — W
es lineal e inyectiva con valores singulares positivos o1 > - -+ > op; entonces;

on =min{|[L(z)| :z €V, |z =1} y o1 =maz{|[L(z)|: 2z €V, |z] =1}
Demostracion. Sean uy, ..., u,, € W los vectores singulares izquierdos de L y vy, ..., v, €
W los respectivos vectores singulares derechos. Por definicién de la norma euclidiana y

por las propiedades de los espacios de producto interior (proceso de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt, ver [8])tenemos, para z € V,

2

m m
2 2
IL@)* = |LOQ<vz>w)| = <vjz > |L(v)]
j=1 j=1
n n
= Z<vj,x>20]2||uj|| :Z<Uj,.'1}>20']2~.
j=1 j=1

Del hecho de que los valores singulares decrecen respecto de su subindice se infiere

n

n
(allzl)? = 0n Y <wie >*< | L(@)|* < 01 < w2 >*= (oulla])*.
j=1 j=1

El resultado se logra evidenciando que ||uq]| = --- = |Ju;|| = 1 y que ||L(w;)|| = o;
parai=1,...,m. O

Corolario 1.4.12. Para los objetos y bajo las mismas premisas que en el antecedente del
lema 1.4.10; si USV? es la descomposicion en valores singulares de X y UF L ®E Y (k)¢
lo es respectivamente para X(k), entonces

ng) > o) > O'](Ck) t=1,.,5k=1,...,n.

paiy p— )

Demostracion. La prueba es una consecuencia del lema 1.4.11 y del hecho de que, para
k > j la transformacion lineal asociada a X*) es una extension o prolongacion de la
respectiva transformacion asociada a X (9. O
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Continuando, los términos

SCR(SEl, ceey xnfl) = Z (afl(‘ril - XZ) + -+ C~Ln71(xi(n—1) - Y~(n—1)))2
i=1

m
SEC(QL‘l, ey -Tn—l) = Z (yi — a1+ + &nl‘in)Q
i=1
del teorema (1.4.8) se conocen respectivamente como suma de cuadrados de regresion
y suma de errores cuadrados. Son expresiones empleadas en la validacion del modelo de
regresion lineal como se vera.
En probabilidad que la correlaciéon de dos variables aleatorias sea 1 es equivalente
a que una es la traslacién de un multiplo escalar de la otra, es decir, alrededor de sus
respectivas medias el comportamiento de una es exactamente el mismo que un multiplo
escalar de la otra; es por esto que la hipotesis de linealidad de los modelos de regresiéon
lineal es equivalente a que la correlaciéon del modelo con la variable de interés, \/p, es
justamente 1.
El coeficiente de determinacién del modelo de regresion con término independiente
no nulo se define por

2 SCR(z1,...Tp—1) _q_ SEC(x1,...,Ty)
Y (vi — ) S (vi — )

Puede probarse que el coeficiente de determinacion de un modelo de regresion lineal
multiple, con término independiente no nulo, es un buen estimador del cuadrado del
coeficiente de correlacion estadistica entre el modelo obtenido por un ajuste de mini-
mos cuadrados y el vector de observaciones y, asi la validacién del modelo a partir de
pruebas de hipotesis sobre la correlacion estadistica podria hacerse utilizando a R? como
estadistico de p, sin perder de vista sus limitaciones inherentes.

Del teorema (1.4.8) se aprecia que el coeficiente de determinacion es un valor positivo
no mayor que 1 cuando se considera a una variable predictora como constante en el modelo
de regresion lineal. El coeficiente de determinaciéon guarda una relaciéon inversa con la
suma de errores cuadrados y es idéntico a 1 si y solamente si SEC(X4,...X,,—1) = 0; por
lo tanto el coeficiente de determinacién R? también suele usarse para la validacion del
modelo de regresion, validando el modelo para valores de R? suficientemente © préximos
a la unidad.

Como funcion de la cantidad de variables empleadas para describir el comportamiento
del observable y, el estadistico R? es mon6tono no decreciente como consecuencia del
lema 1.4.10, lo que puede contribuir a validar un modelo con variables que realmente no
explican el comportamiento de y.

Para mejorar este estadistico es de uso corriente el coeficiente de correlacion ajustado

R

9La suficiencia en la proximidad de R? con 1 depende de las caracteristicas propias del fenémeno que
se modela.
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(m — 1)SEC(z1,...,2p)

R, =1- s
(m —n)ly =7l

ajus

(1.37)

Esta modificacion en el coeficiente de determinacion garantiza que el nuevo estadistico
es 1 si y solamente si R? lo es también, logrando ademas que al considerar una variable de
predicciéon adicional en un modelo de regresion, el coeficiente de determinacién ajustado
incremente sélo si

E _
SEC(x1,...,wn_1) — SEC(z1, ..., 20) > SEC(@1, .0 Tno1)

m-—n
La observacion obligada sobre este nuevo estadistico sera sobre la diferencia entre el

coeficiente de determinacion y éste:

n—1SEC(x1,....,2,)

0 < R? — R%ajus = —
m=n |y =17

aqui es muy clara la desventaja de la regresion lineal.

Para garantizar buenos ajustes y confianza en el coeficiente de determinacién usual
es necesaria una gran cantidad de muestras para lograr asegurar que este coeficiente
refleje informacion real sobre la correlaciéon entre las variables de prediccién y la variable
dependiente.

Por otro lado, cuando las variables de prediccion empleadas reflejan informacion rel-
evante sobre la correlacién y ésta sea elevada, entonces la diferencia entres R? y R?ajus
serd pequena, significando que el error de medicién es significativamente menor que la
varianza de la variable independiente. El coeficiente de determinacion ajustado no nece-
sariamente es monétono pero si es siempre menor o igual que el coeficiente de correlacion
estadistic. Esto es una ventaja debido a que, en cualquier prueba de hipdtesis como la
que pronto ocupara nuestra atencion, si la hipétesis nula R? < pg es rechazada, entonces
una prueba con un mayor nivel de confianza se obtiene si en el criterio de rechazo se
sustituye a R? por jous.

Para una muestra de tamano m y n variables de predicciéon, n < m, incluido el
término independiente no nulo cuando sea el caso, y tales que Rﬁjus sea una funcién no
decreciente de los modelos con 1, ...,n variables, entonces

n—1
SEC(ZL'l) 7SEC(£ZZ1,...,£C7L) == (SEC(JJl,...,IEj) 7SEC(I1,...,I]'+1))
Jj=1
n—1
> SEC(z1,...,x5) > 0;
= MY

de esto se sigue que, sumando SEC(z1, ..., z,) en cada eslabon de la anterior cadena
de desigualdades y por la relacion de orden que establece el lema 1.4.10,
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n
SEC ey T
; m—j
j=1
n 1
> SEC(x1,...,2n) Z g
j=1
m—1 1
Z SEC(xl,,xn) -
j=m—n J
m—1 1
= SEC(xh...wn)/ —dt
j=m—n t
m—1
= SEC(xl,...,xn)ln( > ; (1.38)
m—n
atendiendo s6lo a la relacién que guardan los extremos de la cadena de relaciones, y
multiplicando por la In (%) se obtiene

> SEC(x1,...,xpn), n>1, m > n. (1.39)

In (=)

Esta acotacion revela informacion valiosa sobre el coeficiente de correlacion ajustado.
El logaritmo natural diverge cuando su argumento tiende a oo y para cualquier natural
N es cierto que ZZ:}L > N so6lo cuando m > Nr—1. Significa que, en un proceso en el que
se crean modelos nuevos de regresion a partir de incluir en cada paso una nueva variable
de descripcion a un conjunto de variables empleado en el paso anterior, SEC (1, ..., Z,)
eventualmente se vuelve casi nulo.

Con todo lo hasta ahora dicho sobre el coeficiente de correlacion ajustada vemos que
es una opcion del estadistico de prueba que necesitdbamos para la hipotesis de linealidad.
La prueba queda como sigue

H, : pg < p contra Hy: pg > p;

para un valor de pg significativamente proximo a 1, empleando el estadistico
de prueba RZ2;, .y con una region de rechazo {R2;,, < po}.

De acuerdo con nuestro planteamiento, dy tiene media condicional u, = f(z) — af
y varianza o; ademas, implicitamente consideramos el error de medicioén en el funcional
f, por lo tanto, suponer verdadera la hipotesis nula ahora se traduce en suponer que
las hipotesis del problema de regresion lineal se satisfacen, es decir, media idénticamente
nula (independiente de las variables de prediccion) y varianza pequeia.

En adelante supondremos verdadera la hipotesis Hy : y = Z?Zl ao; ;.

Lema 1.4.13 (Tamafio de muestra). Sean (y;, Ti1,Zin), ¢ = 1, ...,m, una muestra inde-
pendiente del problema de regresion, y; > y; si 1 > j. Siy es una variable acotada y el
diametro de su rango estd acotado superiormente por X > 0 ; entonces, para la prueba de
hipdtesis
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Hi : pg < p contra Hy: pg > p;

con estadistico de prueba R2 ajus y region de rechazo RR = {R?
de rechazo tiene probabilidad menor que «, entonces

< p}, si la region

ajus

3myao? .
2)\2(2m -1 -p)’

m —

donde x, > 0 es el escalar tal que P(w > xo) = @, con w ~ X%mfn)'

Demostracion. Primero,

2
ly =9lnl” = Z(?J =3 (Z Yi — )
i=1 1,=1 k=1
4 2 m )
T o2 Z Zy’ e | < —5Q (m—i)
=1 \k<i
AN '~
= W Z 2 (1.40)
i=1
pero,
m‘l(i)g _2m -1 +3(m—1)° +(m—1) _m(m—1)2m 1)
G .

Sustituyendo en (1.40) y tomando inversos se logra la relacion

1 3m
(1.41)
ly — 7w ? 2)\2( - D@2m—1)
Por otro lado, si definimos s = %
2
s
0 > PR <p)=Pl-5<p=PE>0-psd) (L&)
y
2 (- p)s?
= P((m—n)a2 > (m—n)T ;
donde, por el teorema 1.4.5, (m — n);—z ~ X(2m—n)' Por lo tanto
(1-p)s,

(m - TL) ) > Xas

que empleando la primera parte de esta demostraciéon implica la conclusion de la
prueba:
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a 2 -1 a 2
(m—n) > 27 ___ (m = xac 5 (1.43)
(A=p)sy  (L=p)ly —ylnl
S 3myao?
- 222(2m—1)(1 - p)
O

El lema 1.4.13 nos dice que la diferencia entre el tamano de la muestra y la cantidad
de variables de descripcion, empleadas para la prueba de hipotesis de linealidad, guardan
una relacién inversa con el cuadrado del diametro del rango de la variable dependiente. Lo
cierto es, que el radio de dicho conjunto no puede ser menor que el radio del conjunto de
muestras de la variable y; luego, es evidente que una seleccién de muestras sréa preferible
entre mayor sea el diametro del conjunto {yi,...,yn}. Razonando como lo hemos hecho
el reciente resultado nos otorga un criterio estadistico util:

Relaciéon entre el tamano de muestra y la cantidad de variables de
prediccion para la prueba de hipétesis de linealidad.

Bajo el marco de referencia del lema 1.4.13, si Ay = max; j<m|yi — yj| ¥
oo > o; la relacién

3)(&03
— >7
TN

garantiza una la adecuada realizaciéon de la prueba de hipotesis:
H, : pg < p contra Hy: pg > p.

Tenemos ahora una nueva restriccion sobre la diferencia entre el tamafio de la muestra
v la cantidad de variables de prediccion empleadas para resolver el problema de regresion,
siempre que en lo posible se quiera respaldar un poco la hipétesis de linealidad empleando
el coeficiente de determinacién ajustado.

Es importante notar que que en el consecuente del lema 1.4.13 es posible es posible,
empleando tablas de distribuciéon normal, determinar el minimo valor « para el cuél no
puede rechazarse una la hipotesis nula para una muestra dada y un valor conocido de
n, 1 < n < m, con esto y en el caso de los anéalisis QSAR en que la seleccién previa
de descriptores hecha por especialistas resulte en un conjunto de descriptores atin mayor
que el tamano de la muestra; se tiene entonces, un proceso de seleccién de desccripotres
en una segunda etapa, que nos interesa ahora.

De acuerdo con el criterio presentado para la seleccion del tamano de muestra puede
partirse de la determinacién de un valor maximo para n, digamos N4z, luego:

= Para un valor dado para p y ag una cota conocida para «, elegir los conjuntos de
descriptores para los que no pueda rechazarse la hipotesis débil de linealidad que
trabajamos en esta seccién;
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= despreciar todos aquellos para los que si existe un subconjunto de ellos para el que
tampoco se rechaza la hipotesis nula en la prueba de linealidad, pero que observan
un valor mayor de R,;,s respecto en comparacion con el conjunto que los contiene;

» por altimo, elegir aquellos en que los valores propios de la matriz X *) muestren
una maés rapida convergencia a 0, o los que SEC(x1,...x);) observe también una
convergencia a 0 méas rapida conforme a la ecuacion (1.39).

Proceder de esta forma en una segunda etapa es una forma de buscar que el problema
de regresion sea bien planteado, o en su defecto un primer intento por garantizar que
se cumplen las condiciones que son necesarias para poder llevar a cabo un proceso de
ajuste de parametros desde la teoria de regularizacion, particularmente mediante lo que se
conoce como solucién de Tikhonov y que posteriormente comentaremos con méas detalle.

El resultado, en cualquier caso, es que se logren modelos mas confiables en general,
siempre que no se rechace Hy. Todo con criterios y herramientas conocidos por la estadis-
tica desde hace 50 anos por lo menos, criterios y proceso de selecciéon que aprovechan
toda la informacién disponible en pro de mejores resultados con poca informacion exper-
imental disponible.
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Capitulo 2

Propuesta de modificacion
metodologica

Sometiendo a escrutinio a la metodologia QSAR resalta el caracter reduccionista de
la misma, las definiciones presentadas en esta seccién resaltan el hecho de que una de las
posibles causas del fracaso de un anélisis QSAR, con relaciéon a la capacidad predictiva
de sus modelos, seria inherente a la incompatibilidad entre la funcion de actividad (o
respuesta biologica) dada y premisas metodolégicas radicalmente reduccionistas.

Un analisis QSAR en si mismo esté caracterizado no s6lo por el sistema que observa,
también depende de lo que se desea observar en él y el objetivo por el que se hace, es cierto
que IC, es el valor que en cualquier analisis de este tipo se reporta; sin embargo, depende
de la funcién de actividad. En el caso en que los bioensayos son pruebas de actividad in
vitro y en forma asilada la interaccion entre el receptor, su sustrato natural y el ligando,
ocurre que la tnica forma estandarizada de comparar la eficacia entre ligandos es, por
las relaciones expuestas, AG.

En el diseno de farmacos, en general no suele ser AG el tnico criterio que se emplea
para decir que un farmaco es més eficaz que otro, en muchas ocasiones el criterio de
comparacion no esté siquiera relacionado con el efecto terapéutico de los ligandos, incluso
si para multiples funciones de actividad, incluida AG, para dos farmacos en la misma
familia, uno de ellos observa valores de actividad apenas significativamente mejores que
el farmaco restante pero el costo econémico de la sintesis es sustancialmente mayor para
el primero, entonces el criterio de comparaciéon es muy simple, el mejor compuesto es
aquel que tenga un menor costo de produccién.

Por otro lado, también ocurre que el criterio de comparaciéon si se relaciona con el
efecto terapéutico pero no depende exclusivamente de una analisis QSAR sino de maéas
de un conjunto de ellos, por ejemplo, en el caso de los antibi6ticos, suelen usarse para
ellos dos tipos de bioensayos in vitro de los que se obtienen mediciones independientes
de IC5y que brindan informacion sobre el efecto terapéutico que se espera de la familia
de ligandos. El primer tipo de actividad es AG, mientras que otro tipo de funcion de
actividad es el area, A, de la superficie de la solucién en la caja de Petri ocupada por
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una poblacién de bacterias en presencia de una concentracion libre de ligando al cabo de
un lapso de tiempo determinado.

Existe una relaciéon entre estos dos tipos de actividad, como lo es que la eficacia de
un ligando como reflejo del efecto terapéutico no puede inferirse s6lo de las observaciones
que se hagan en el sistema (91, £,R,2A), en términos biologicos como es bien sabido la
clave aqui es la membrana celular, que para la farmacologia so6lo indica que la relacién
entre las funciones de actividad AG y A estd mediada por un proceso de absorciéon que
no depende del receptor sino de la célula que lo sintetiza como parte de sus procesos
vitales, el metabolismo por supuesto, y en general cada una de las partes de dicha célula
que reacciona en presencia del ligando y que afecta significativamente la interaccion entre
el ligando y su blanco.

No debemos perder de vista que en el caso de antibidticos y desde la perspectiva
de un consumidor, un buen farmaco es eficiente y potencia como medicamento (actia
rapido sobre su blanco biologico y requiere de dosis pequenas para lograr el objetivo
terapéutico), porque se sabe qué si el medicamento no erradica suficientemente rapido el
agente patdgeno, entonces éste puede desarrollar resistencia al farmaco y causar efectos
no deseados.

Lo cierto es que esa potencia depende de la rapidez con que una concentracién pro-
duzca la muerte de una célula y vuelva a estar disponible en el exterior para atacar a
una célula distinta, es decir, la potencia esta relacionada con AG en general, puesto que
en realidad la potencia para la funcion A esta relacionada con las potencias de multiples
analisis QSAR en sistemas (901, £, R).

Debemos prestar atencion en que la definicion de IC,, atiende a que, en general, en un
bioensayo in vitro o in vivo, nunca es posible observar directamente la interaccién entre
un ligando y su receptor ya que, incluso en sistemas (9, £, R), un ligando es una micro-
molécula mientras que los receptores bioldgicos son en general proteinas, macromoléculas
en las que no es posible distinguir experimentalmente entre un receptor no ocupado por
el ligando y uno que si lo esta.

Si aceptamos que la forma de crecimiento radial del area ocupada por la bacteria en
el bioensayo determina la forma de interaccién entre la concentracién del ligando y la
frontera; entonces, los protocolos y estandares de la farmacologia obligan a que cualquier
definicion de actividad, respuesta, eficacia o potencia, en los bioensayos con funcion de
actividad A, tiene por caracteristica depender de las cantidades Ng, Ne,, Nm,, Na, ¥
cada una de las parejas (kc, kq), en funcion de la presion, no necesariamente constante,
que caracterizan a las familias de ecuaciones diferenciales que, por la ley de acciéon de
masas, describen la dindmica de las concentraciones de los compuestos quimicos en los
sistemas del tipo (9, Re, £) y (M, R, 2A), donde la membrana celular es el primer blanco
comun de la familia de ligandos y R es el blanco biologico intracelular ultimo.

Por lo anterior parece sensato invertir tiempo en una forma de relacionar ambas
funciones de actividad.

Un primer intento de modelacion seria pensar en la célula como el sistema en el que
se observa interactuar al ligando y receptor, que en el interior de la célula son constantes
presion y temperatura. pensar que el farmaco puede inocularse directamente en el interior
de la célula en un momento dado y que no existe actividad de la membrana celular, es
decir, ningin compuesto entra o sale de la célula.
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En un modelo tan simple, y por tratarse de antibitticos, el principal efecto esperado
de la accion del farmaco es la muerte celular, pero no sélo se busca un farmaco que logre
dicho efecto con la menor concentracién posible del medicamento, se busca un farmaco
que, ademas de matar a un individuo del agente patogeno con concentraciones bajas, lo
haga rapido.

Lo menos que queremos es que el farmaco demore demasiado tiempo como para
permitir que la bacteria tenga la oportunidad de comenzar a desarrollar resistencia al
farmaco y sobre todo, queremos que no tenga la oportunidad de interactuar con otro
individuo en un posesos de transmisiéon genética horizontal.

El criterio de eficiencia en este caso esta relacionado entonces con la velocidad con la
que el farmaco comienza el proceso de inhibicién enziméatica y con el periodo de tiempo
de vida del complejo ligando-receptor, el criterio debe reflejar en un primer momento
una constante de la mayor magnitud posible y un constante de disociacién pequena, por
ejemplo.

Aqui, la funcién de respuesta biologica debe ser una caracteristica mensurable de la
célula que refleje el cambio en la propiedad cualitativa enmarcada en la frase “El individuo
del agente patégeno permanece con vida”, y que pueda expresarse como una funcion de
la actividad del ligando, en funcion de la concentraciéon del complejo £9R.

Lo que se ha observado es que el comportamiento cualitativo e incluso cuantitativo
de la actividad de lligando y la respuesta del blanco biolégico es sensible a la magni-
tud de gradientes de calor, temperatura y distintos tipos de variables termodindmicas
relacionadas con la energia interna del complejo £9R.

Para este tipo de analisis QSAR se supone que el proceso de muerte celular no involu-
cra cambios de presion o temperatura, la célula no muere por causas mecéanicas, también
hemos supuesto que la temperatura puede considerarse constante durante el periodo de
observacion, lo que podemos formular como hipotesis es que que, la vida celular es sen-
sible respecto de cambios en la magnitud del gradiente de la entalpia de la célula como
sistema.

Aceptando la hipotesis QSAR de linealidad, un segundo tipo de actividad, indepen-
diente al cambio en la energia libre de Gibbs del sistema (9, £R,2A), es el cambio en
la entalpia de dicho sistema. Lo que estamos diciendo es que AH se presenta como una
opcion de actividad para este analisis, en el que escalando el comportamiento del poten-
cial termodinamico dH del sistema que se observa in vitro, puede explicarse el cambio
de la respuesta biologica o el efecto terapéutico respecto del bioensayo in vivo, en el que
la célula es el sistema de interés.

Supondremos por un momento que se conocen ya un modelo general basado en lo
anterior y que conocemos cada uno de los parametros que se requieren para la mod-
ulacion, excepto las constantes k. y kq para el sistema (9, £,9R); entonces la primera
complicacién es que estariamos ante la necesidad de resolver un problema de condiciones
iniciales para recuperar una aproximacion de tales parametros. Significa todo esto que si
queremos lograr mejores criterios de comparaciéon entre moléculas respecto de su efecto
terapéutico y realizando la menor cantidad de andlisis QSAR posibles, entonce reque-
rimos una funcién de actividad con rango de dimensiéon 2 por lo menos, dicho de otro
modo, es necesario robustecer las funciones de actividad tradicionales.

Un radical reduccionismo, complementado con una incompleta descripciéon termod-
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indmica y cinética, que seran desarrolladas en las secciones 2.2 y 2.1, repercute en la
confianza que que puede depositarse en los resultados de un analisis QSAR atn cuando
se tuviesen los cuidados necesarios para determinar la pertinencia de los mismos. Esto en
la literatura puede apreciarse en el hecho de que la correlacion estadistica minima que se
exige a un modelo QSAR respecto de los datos reales, para considerar como viable dicho
modelo, por lo regular no excede al 60 %.

Nuestro trabajo se centrara en presentar ligeras y sencillas modificaciones a los anali-
sis QSAR aceptando sus hipotesis fundamentales de linealidad de la actividad, en una
version debilitada, respecto de las caracteristicas moleculares mensurables de una familia
de ligandos. Funciones de actividad méas complejas estan fuera de los alcances de este
trabajo y se mencionan sélo porque hemos considerado que es importante hacerlo y ten-
erlo en cuenta con el fin de observar la debida diligencia y responsabilidad en el uso de
la herramienta matematica.

2.1. Actividad vectorial para un analisis QSAR

Los analisis QSAR recuperan la esencia de la ecuacion (1.1) desglosandola ademas en
un conjunto de premisas aceptadas a priori que determinan la forma general del modelo
que explica las relaciones cuantitativas entre actividad y descriptores moleculares:

Para cada familia de compuestos = existe una cantidad finita de descriptores
Z1,...Tn, ¥ un vector a en el espacio euclidiano R™ tal que la respuesta de
£ puede aproximarse, con un error aceptable, por el operador lineal definido
por el producto interior de a con el vector formado por las correspondientes
mediciones 1 (£), ..., Tn, (£). La ecuacion 1.1 se re formula como sigue

f(x1, . ny) = a1@1+, .0y + b. (2.1)

Para los modelos QSAR se acepta ademaés, que compuestos con estructuras “parecidas”
producen respuestas con comportamiento cualitativo parecido, esto es entre otras cosas
lo que define a una familia de moléculas de acuerdo con la definicién que T. Scior comenta
en su critica (ver [24]).

Por ahora ignoraremos la hipotesis de linealidad de los analisis QSAR. Por el tipo
de sistemas aceptaremos, solamente y por ahora, la hipotesis de que para una familia
molecular QSAR existe una funcién que pone en correspondencia a cada molécula en ella
con el valor de su actividad. Si aceptamos este hecho implicitamente estamos aceptando
que cualquier cambio cualitativo o cuantitativo entre el comportamiento de cualquier
observable entre los sistemas que define cada receptor queda en funcion del conjunto de
moléculas.

Desde el momento en que se decide ver a una reaccién como un sistema termodinémi-
co se sigue que un analisis exitoso debe resultar en modelos que expliquen el compor-
tamiento de la mayor cantidad de caracteristicas relevantes para la farmacologia y, en

el mismo sentido, comparables entre elementos de familias de sistemas termodinamicos',

1Forma de entender familias de reacciones quimicas de pendientes de un complejo variable en las
condiciones iniciales de la reaccion.
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con definicion por comprension dependiente de una familia de ligandos = y con alguna
de las dos formas siguientes:

{(M, £, RN): €=}

{(M, LR, : £ e}

Por simplicidad aceptaremos que, durante el periodo en que se realizan las mediciones
de actividad, es nula o despreciable la velocidad a la que el producto B se transforma
de nuevo en un ligando endogeno. Esto es algo que se observa en la préactica y por ello
tal simplificacién no significa una cambio en el tipo de analisis QSAR estudiado. Hecho
esto, del sistema de ecuaciones diferenciales con que se ha caracterizado la cinética de
las reacciones quimicas se infiere que, en el estado de equilibrio, las concentraciones del
receptor, el ligando y el complejo ligando-receptor son idénticas al estado de equilibrio
del correspondiente sistema (90, £,R). Sera entonces suficiente con estudiar solo el caso
de los sistemas mas simples.

En un sistema a temperatura y presiéon constantes, como en el que son probados
las moléculas de un analisis QSAR, se sabe por los resultados en termodinamica que la
diferencia en la energia libre de Gibbs de un estado a otro, puede ser expresada como
una combinacion lineal de las respectivas diferencias de entalpia, AH, y entropia, AS,
como sigue:

AG = AH — TAS; (2.2)

donde T es la temperatura del sistema.

La entalpia puede comprenderse como el contenido calorifico en el sistema, valores
negativos indican un mayor contenido calorifico en el estado inicial que en el final, la
magnitud de AH en este caso indica la cantidad de calor que es transferida al medio por la
conformacion del complejo ligando-receptor (reaccion exotérmica). Valores positivos por
otra parte indican que la transiciéon de un estado al otro implic6 que el nuevo compuesto
LR requiriese absorber calor del medio 9t para su conformacion, (reacciéon endotérmica).

La entropia, por otro lado, establece una medicién de la cantidad de energia isotérmi-
camente no utilizable por unidad de temperatura, en un proceso irreversible, por ejemplo,
la diferencia de entropia seré siempre positiva, no necesariamente asi para procesos re-
versibles.

La espontaneidad de una reaccion, es decir, el signo negativo de AG no es equivalente
a que la reaccién sea exotérmica pese a que pueda parecer asi cuando la magnitud del
valor de TAG sea significativamente menor que la magnitud, con signo negativo, de
AH. Con esto, cabe mencionar que la energia libre de Gibbs por si misma parece omitir
informacién relevante sobre el fenémeno de la conformacién del complejo ligandos y
receptores, informacion cualitativa que como se expone en la seccién A puede resultar
util para definir criterios mas detallados de lo que se entenderé por una familia molecular
QSAR o simplemente para la comparacion de eficacia, potencia y eficiencia entre dos
farmacos.
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2.1.1. Por qué no es suficiente AG

Primero, para un sistema (9, £,9R) el espacio de estados es un subconjunto de R3,
con coordenadas de la forma

(S,V,Ng, Nz, Nem);

donde S y V corresponden respectivamente a la entropia y al volumen del sistema.
Pero, es claro que las relaciones presentadas en (1.9), para las concentraciones de los
distintos compuestos quimicos del sistema, se cumplen también cuando se sustituye la
concentraciéon del respectivo compuesto por la cantidad de moles del mismo:

Nesw = Ngo— Ng;
Nosw = Nao — No — Ny;
Nyy = Nwpyo— Ngo— Nao+ Ne + Ny + N; (2.3)

denotando por Ne oy Nego a las cantidades iniciales” de ligando y receptor respectiva-
mente.
Las coordenadas de los estados del sistema son entonces de la forma:

(S,V,Ngo— Nem, Nswo — Nem, New).

Por ultimo, el volumen V también puede aproximarse mediante una transformaciéon
afin dependiente solo de Neag. Si ve, vz v Vesz denotan al respectivo volumen molecular
de ligando, receptor y el complejo ligando-receptor, y €y, como funcion de ¢ modela un
error de aproximacion, entonces

V =veNe 4+ vg Ny + vesg Neg + €y (2.4)
=VUNegn +veNe g+ vmNayo + ev;

Con V = Ve — Vg — VsR.

Asi, si ey es despreciable o depende de S 'y N, el espacio de estados de un sistema
(M, £,R) se encuentra contenido en un subespacio de dimension 2, pues sus coordenadas,
para fines précticos, son de la forma

(S,vNesw + veNe o + vy Noro + €v, Neo — Nes, Nor o — Nem, Nem).

Luego, una funcién de actividad en estos casos tendra por rango a una pareja de
caracteristicas termodinamicas del sistema que sean linealmente independientes, lo que
bastara para buscar modelos matematicos que recuperen informacién relevante del efecto
terapéutico que causara un ligando en el organismo final, la intencién claro estéa es lograr
criterios de seleccion de buenos farmacos haciendo la menor cantidad de analisis QSAR
posibles. si esto se logra entonces tendra sentido hablar de optimizar los modelos QSAR.

2Se considera al mol como unidad de medida.
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Sobre la informacion no apreciable en los anélisis tradicionales trabajaremos con dos
tipos distintos de ella: la propiedad en una reacciéon de ser exotérmica y la relacionada con
la cinética de la reacciéon, que se desprende de la ley de accién de masas. El motivo de ello
existen ya protocolos y métodos confiables para la obtencién de valores experimentales.

Sobre la cinética de la reaccién

En principio se ha dicho que para estudiar la actividad biologica de un ligando con
su blanco biolégico, experimentalmente se estudia el sistema (91, £, R) a temperatura y
presion constantes; ademas de lo cudl se procuran las condiciones que permitan observar
una reaccion reversible de primer orden (ver [33]), con representacion esqueméatica

ke
L+R = L£R;
kq

en donde k. y k4 son constantes desconocidas relacionadas con la velocidad a la que
ocurre la reaccién en la respectiva direccion, es decir, son las constantes de proporcional-
idad que caracterizan la formulacion de la ley de acciéon de masas en su formulaciéon como
una ecuacion diferencial no lineal [7], a saber:

d[ER]
dt

En realidad, la ecuacién diferencial es un modelo continuo que extrapola un fenémeno
en el que puede ocurrir que el espacio de estados no sea continuo bajo las condiciones
dadas (rango no conexo de las funciones de concentracion). La apreciacion de ello es muy
simple, cualquier concentracion es de la forma &, donde n la medida de una caracteristica
observable particular para una componente de interés en el sistema y N es la medida
de una segunda caracteristica observable de interés para la totalidad del sistema, incluso
par la totalidad del sistema, es evidente que la continuidad de la concentracién %, en
funcion de cualesquiera otras variables, dependera del comportamiento que observen el
numerador como el denominador en el cociente que la define.

La medicion experimental de AG se lleva acabo cuando la concentracion de [£9] deja
de ser monotona creciente y simultaneamente se observa un porcentaje de inhibicion de
actividad deseado, es decir, c; = C, y en el momento en que el sistema se encuentra en
equilibrio u oscilando alrededor del mismo. La intencién es recuperar las concentraciones
que caracterizan a la solucion de equilibrio 2.5), la forma de obtencion de AG consiste
en tomar la media aritmética de una serie de mediciones de [£] cuando el sistema se
encuentra en las condiciones descritas. La dificultad y elevados costos de cada medicién
de [£] conlleva una pequena cantidad de ellas, tres por lo regular.

De lo anterior se desprende que en la practica no debe esperarse que en algiin momento
el sistema realmente se encuentre en equilibrio, lo que se espera y observa en general es
que a partir de un tiempo determinado de comenzar la reacciéon el estado del sistema
oscile al rededor de la solucion de equilibrio de para la ecuacion (2.5).

En la figura 2.1 se presenta el resultado de una simulaciéon computacional sobre el
comportamiento de las concentraciones de los distintos compuestos en un bioensayo como
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los que se reportan en [6]; donde se observa la interaccion de concentraciones de ligando y
receptor hasta que la reaccion alcanza el equilibrio, por dltimo se anade una concentracion
especifica del sustrato natural y se observa la actividad enzimética.

Concentraciones
568 M Ligando

1 ’/_/—f—’_ﬂr B complejo LR
|

[t = [E sustrata
It r B complejo SR
f’/ B Producto

|“|u_.,+-. 1 7
L) 1 fr" N_Jl
by -4 2 M, A

ﬂ."HHr.\v\y'L\"M“u‘-‘hd oy e Tt o e

0 tiempao 503

Figura 2.1: Grafico generado con una modificacién del modelo de inhibicién enzimatica
en la libreria de Net Logo, version 4.1.3 (ver [37] y [26])

Las mediciones deben realizarse con el suficiente cuidado para lograr una distribuciéon
del error inherente a ellas que observe una distribucion de tendencia central en le valor
real de la concentracion tedrica de equilibrio, sélo de esta forma adquiere validez reportar
un promedio aritmético como medicién de la actividad.

Por comodidad haremos un breve cambio de notacion: ¢ = [€R] yv ¢ = [£R]o
mientras que ¢; = [£]; y c2 = [R], denotaran las concentraciones iniciales de ligando y
receptor, en ese orden; pese a que la notacion no lo exhibe, ¢ depende de la pareja (£,t)
para una familia de ligados con receptor comun.

Retomando las relaciones de igualdad entre las concentraciones expuestas en (1.9) y
la ecuacién quimica (2.5), definimos k., = Z—; y por la ecuacion (2.5). La reaccion estara

1. . d
en equilibrio cuandod—f =
0 = ke(cr —@)(c2 — @) — kao
= kc(¢2 - (cl +c—2+ ke_ql)éb + 6162);

las soluciones de la ecuaciéon cuadratica, por formula general estan dadas por
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ko(er + co + k;zl) + \/(cl +co + kgql)2 —4ecicy
5 )

Ocurre que (¢1 +c2 + k;ql)Q —4cieg = (c1 —c2)? + k;ql (c1+ca+ ke’ql)7 motivo por el
que algebraicamente ¢, puede tener dos soluciones reales, aunque sélo una de ellas tiene
sentido fisico. ¢ + ¢o + k;} es mayor que cualquiera de las concentraciones iniciales de
ligando y receptor, la concentracién del complejo £R es menor o igual que cualquiera de
ellas, asi que

¢eq =

kc(Cl —+ co + k(:ql) — \/(Cl + co + k;ll)Z —4cico

Peq = 5 . (2.6)

Bajo las hipotesis que hemos aceptado, principalmente la unicidad delo sitio activo
en el receptor, siempre que sean conocidos los valores de ¢; ¢s y la concentracién libre de
ligando en el estado de equilibrio, entonces es posible tener una mediciéon de ¢.,. Luego,
dado que en el estado de equilibrio se satisface

En el equilibrio de la reaccion se satisface:

k‘c(C1 - ¢eq)(02 - ¢eq) = kd¢eq§

equivalente a:

k. ¢eq

e :
kd (Cl - ¢eq)(c2 - ¢eq)
de donde se infiere que también se conoce, bajo las condiciones dadas , una medicién de
keg.
En funcion de c¢1, c2 y ¢eq, definimos

a = 1+ ¢

b= 26+ /(e +er+ ki) — deres.

En las condiciones en que estamos trabajando debemos notar que c¢; es justamente
C, para algn o, en tanto que ¢4 es una funcién de c;, c2 e IC,.

Los valores a y b pueden ser entendidos entonces como funciones del vector
(Co, ICy, [R],), de la pareja (Cy,IC,) cuando, como en nuestro caso, la concentracion
inicial de receptor se supone constante para cada uno de los bioensayos que se realicen
para una familia de moléculas. Se sigue que (2.6) se reescribe como

a(Cu, IC )k + kg = b(Cu, IC,). (2.7)

Por otro lado, por la relacion expuesta en (1.16), en el estado de equilibrio también
se verifica la relacion:

AG = —KTIn(key);
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donde K es la constante de los gases y keqg = Z—;
Tomando en cuanta esta relacion entre la energia libre de Gibbs y los parametros de
la ecuacion diferencial que estamos atendiendo, notamos que:

ke = e~ KT k. (2.8)

La energia libre de Gibbs por si misma no nos ofrece informacién sobre la velocidad
a de la reaccion para dos farmacos que observen actividades muy semejantes, so6lo brinda
una relacion de proporcionalidad entre las constantes de conformaciéon y disociacion,
ke v kq. Para dos ligandos con actividad semejante una analisis QSAR tradicional no
permitiria saber cuél de ellos se aproxima més rapido al estado de equilibrio o que tan
amplia se espera que sea la oscilaciéon alrededor de tal estado.

Uno de los fallos reportados para los anélisis tradicionales puede radicar aqui, al
realizar ligeras modificaciones a una estructura base se espera que en general la ac-
tividad cambie preservando propiedades cualitativas relevantes, como en este caso las
caracteristicas de la cinética para la reacciéon quimica. En la figura 2.2 se muestra el com-
portamiento de la concentraciéon ¢ para un valor de actividad fijo y distintas velocidades
de conformacion.

AG=-10,¢,=c,=05

014 ;
,//""/"4
4ol s N
/'/"‘
7
=
o b 7
. Ve
§ coer A 1
g /
=: 7
g o5k / — k=08 |
3 — k=9
7 1
/ — k=T
Ly / |
004 / e
e 7
& —— k5
oozH / —
f
/
o | | | | | | | | |
0 02 04 06 08 i 12 14 ig 18 2

Figura 2.2: Ejemplo de posibles comportamientos de la concentracion como funciéon del
tiempo para una medicién de actividad dada.

Para el caso de la cinética de nuevo encontramos que solo el valor de AG no es
suficiente para explicar el comportamiento de la reacciéon respecto del tiempo.

De las relaciones de igualdad expresadas en las ecuaciones (2.7) y (ec:relacion k1-k1-
DG@G), es claro que no es necesario invertir en pruebas experimentales adicionales para
entender no so6lo la espontaneidad de una reaccién sino también los pardmetros que de-
terminan sus velocidad de conformacion y disociacion, es suficiente con pedir reportes
detallados de cada bioensayo realizado por un laboratorio para poder determinar aprox-
imaciones de los valores k. y kg4, sin recurrir a herramienta mateméatica distinta a la
contenida aqui para la realizacién de una anélisis QSAR.
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Por ejemplo, si se realizan m, con m > 1, bioensayos y se registran las mediciones
A1y ooy G Y l~)17 ...7l~)m, correspondientes a la relacion en (2.7); entonces, para recuperar
aproximaciones de los valores de las constantes e conformacion y disociacion se requiere
resolver el problema inverso:

a1 b

1 1
. ke '\ _ :
- ( kg ) i
Q1 bim,

Este es un punto muy importante, sucede que los laboratorios reportan datos insufi-
cientes, en general las concentraciones inicial y final se miden con errores, al igual que la
concentracion inicial, los laboratorios suelen no reportar ni siquiera la forma en que se
estim6 el valor de pIC5g o si se realizo algin proceso de regularizacion de regularizacion
para reducir el sesgo y la varianza de los errores de medicion.

En [7] y [22] se muestra como es que después de todo, las constantes de equilibrio
y la concentracion inicial de receptor, pueden ser calculadas resolviendo un problema
de ajuste de parametros para una funcion lineal, justo el problema que atendemos aqui
como problema inverso.

La solucién inmediata, solicitar informacion detallada a los laboratorios que realizan
los bioensayos in wvitro y resolver recuperar la medicion de Csg y pICsg resolviendo el
problema de regularizacion para el ajuste de pardmetros, tal y como se hace aqui con los
datos de actividad y los descriptores moleculares.

De nuevo dos posibilidades, formular criterios para una familia la caracterizacion de
una familia QSAR en términos de k. y kg 0 establecer una nueva exigencia para la eleccion
de descriptores moleculares, lo que significa que puede elegirse como actividad vectorial:

(Cq, ICY,);

con « un escalar dado conforme a las necesidades de investigacion.

Un conjunto de descriptores que resulte de un analisis QSAR de actividad vectorial,
para el que se garanticen modelos que expliquen el comportamiento de cada una de
las componentes de actividad (Cy, IC,), es entonces un conjunto de descriptores que
explica el comportamiento de cualquier actividad relevante que pueda definirse para
tales sistemas.

Sobre la transferencia de calor

Consideremos dos moléculas distintas en la misma familia de un anéalisis QSAR con
respectivas mediciones de actividades AG; y AG», y supongamos también que se observa
la relacion AG; = AGs, bajo el entendido de temperatura y presion constante para el
sistema durante la reaccién, la implicacién inmediata es:

AHy; =TAS; + AG,.

La grafica de la ecuacion anterior, con coordenadas (ASy, AHs), es una recta con
pendiente T' que intersecta a los ejes en (0, AG1) y (—AG1,0), esto significa que dado
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un compuesto con una medicién de actividad de AG puede observar posibles compor-
tamientos cualitativos distintos que dependeran del cuadrante en el que se encuentre
(AH,AG).

Como se ha dicho ya por lo general se trabaja con compuestos que observan valores
negativos para AG, en estos casos, para una diferencia de entropia positiva la reaccion
puede ser endotérmica o exotérmica. Intuitivamente esto nos dice que si un conjunto
de descriptores moleculares explica el cambio en la energia libre de Gibbs y so6lo eso,
realmente no puede esperarse demasiado respecto de posibles predicciones de eficacia o
respuesta celular, pese a que estadisticamente proporcione un modelo confiable.

Que dos ligandos puedan observar la misma medicién de AG y comportamientos ter-
modinamicos significativamente distintos no es algo que deba tomarse a la ligera pues para
una analisis QSAR no se consideran los mecanismos que permiten al farmaco traspasar
la membrana celular ni cémo es que el compuesto afectara a los procesos metabolicos de
una célula, mismos que por supuesto importan para determinar la eficacia del farmaco y
que se relacionan directamente con la cinética y todas las variables termodinamicas de
la reaccién quimica de conformacion y disociacion del compuesto ligando-receptor.

Ante esto tenemos al parecer dos alternativas, considerar una clasificaciéon adicional
de familia QSAR que dependa del sentido en que ocurre la transferencia de calor, o
bien exigimos a los descriptores moleculares que ademéas de explicar la actividad usual
expliquen el valor de AH como una funcion adicional de actividad, con lo que estamos
entonces ante lo que sera un analisis de actividad vectorial, donde la actividad ya no sera
entendida como una funcioén escalar, sino como una funcién vectorial:

(AG, AH).

Relacion entre (AG,AH) y (kc,kq)

Distinguiremos por V' a volumen del sistema (901, £.9R), y por V"’ al volumen en el que
se encuentran contenido el sistema. En general, para cualquier sistema termodinamico se
también se satisface (ver [11]), la siguiente relacion entre los potenciales termodinamicos
dU, dH y dV:

dU = dH + PdV.

Es posible realizar pruebas experimentales para obtener una medicién del calor de
conformacion AH, a presiéon constante, en un bioensayo para un sistema (9, £,9R), in-
clusos existen a la fecha distintas herramientas de computo que permiten realizar pruebas
in silico. El cambio de én la entalpia del sistema de un estado de total disociacién al estado
de equilibrio sera para nosotros una constante

Recordamos que en (2.4) expresamos la relacion

V =UNgx +veNeo+ vmNao + €v;

se sigue:
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d(N & d([L Qo
ﬂ = v (£%+V):1/Vl ([}+VV)
dt dt dt
d(¢+ %) dp  dey
_ / vV _ A
= Vg v <dt v
de
2 -1 \4
= kl((b _(Cl+62+keq )¢+6102)+m.
Por lo tanto,
dU 9 1 €y dH
T P(k1(¢° — (c1 + 2 + ko )o + crca) +duV’) =g

y con ello, integrando respecto de ¢ en el intervalo [tg, 1], donde ¢; es cualquier instante
en que el sistema se encuentre en equilibrio:

€
AU = P(92, — (e1 + 2) 82, + cr0adeq) + Poyha = AH — 5.

La informacion relevante en la ecuacion (2.9) es que, cuando en un bioensayo sean
conocidos los valores de ci, ¢ y tres mediciones adecuadas de ¢, como de AH, se
sigue que mediante la regularizaciéon de un problema inverso mal planteado de ajuste de
parametros para un funcional lineal, de R3 en R, sera posible recuperar aproximaciones
numeéricas de las constantes de conformaciéon y disociacion, asi como del cambio en la
energia interna del sistema.

De nuevo, reportes detallados de cada bioensayo realizado por un laboratorio son
necesarios para lograr informacion termodinamica y cinética completa de una reaccion.

La ventaja de que tienen los reportes detallados para la investigaciéon son multiples,
por ejemplo, si para cada bioensayo se reportan las tres mediciones que se realizan de la
concentracion libre de ligando en el estado de equilibrio, ya hemos visto que es suficiente
para plantear tener aproximaciones de los principales parametros cinéticos y las magni-
tudes termodinamicas. Por lo que si se realizan con sumo cuidado los bioensayos, entonces
es posible tener una prediccion de las concentraciones de inhibicion al 50 %, abriendo la
posibilidad de aprobechar el resto de los bioensayos en un rango de concentraciones mas
proximo a las de inhibiciéon al 50 %, logrando asi informacion estadistica mas util.

Si ademés se hace eso para cada bioensayo, al final, con m bioensayos realizados
se dispone de un conjunto de m vectores de la forma (k., kq, AG, AS, AH) para cada
molécula probada, con lo que para la muestra puede observarse el comportamiento de
cualquier parametro cinético u observable termodindmico que pueda resultar relevante
para el disenio in silico de nuevos farmacos.

Lo importante es que como se ha expuesto, es preferible conocer toda la informacion
sobe las mediciones y los posibles errores cometidos que conocer so6lo el valor de ICj5yg.
Conocer esta informacién es el punto clave y de partida para lograr determinar el tipo
de herramienta matemética que mas conviene para cada analisis QSAR.

Se concluye que (AG, AH) es una medicion indirecta de (k¢, kq) y por ello es que
dedicaremos lo que resta de estas paginas a la pareja de actividad (AG, AH). Ademas
de presentarse la energia y sus componentes como posibles respuestas biologicas.
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2.1.2. Eficiencia

Hemos comentado que las velocidades de conformacién y disociaciéon importan en
todo esto. Las constantes de conformaciéon y disociacion son entonces parametros rele-
vantes que si bien no son por si mismas equivalentes a la respuesta o el efecto, si son
importantes en la determinaciéon de criterios de optimalidad que permitan distinguir un
mejor candidato a farmaco en una familia molecular QSAR.

Uno de los objetivos de este trabajo era lograr proponer un modelo lineal QSAR
resultante un analisis que incluyera las propuestas de modificaciones a la metodologia
tradicional, objetivo no alcanzado entre otras razones por la no existencia de criterios de
comparacion suficientemente estandarizados o que justifiquen una relaciéon con la nocién
de orden respecto del lo que en cada caso particular se entiende por efecto bioldgico.

Por ahora nos limitaremos a proponer una definiciéon de un tipo de funcion de activi-
dad que, desde el punto de vista tedrico es lo que buscamos como criterio de optimalidad
en un analisis QSAR.

Para una funciéon de actividad arbitraria Act, definimos

» Baet, como la funcion que pone en correspondencia a cada elemento en el conjunto
de posibles estados iniciales de Act con el infimo tiempo que se requiere par ir
del estado inicial correspondiente estado final, caracterizados para la funcion de
actividad Act. 8 se dira la funcion de rapidez inducida por Act.

= 1404, como la funcion que pone en correspondencia a cada elemento en el dominio
de Act, FE, y un instante de tiempo t, con la variable aleatoria que, definida sobre
dicho estado e instante, modela el tiempo de vida de una unidad del complejo £,
tact se dird la funcion de esperanza de vida del complejo £58 inducida por la funciéon
de actividad Act.

El tinico criterio que en la practica distingue un anélisis QSAR como base de compara-
cion entre distintos ligandos es la potencia, que para los anélisis tradicionales significa
que para ligandos distintos en estados iniciales iguales, el mejor farmaco es aquel que
logre una mayor inhibicién de la actividad enzimatica, equivalente a valores negativos
de la mayor magnitud de la mediciéon de AG. En un analisis de actividad multiple tal
criterio no es suficiente.

Solo en el caso de la familia de ligandos que que utilizamos como ejemplo de analisis
con actividad miltiple, una familia de candidatos a medicamentos para el tratamiento
de tuberculosis, la forma en que se observa que interactuan los ligandos con su receptor
durante el periodo de observacién involucra una elevada esperanza de vida del complejo
ligando-receptor y una agil conformacion del mismo. Es decir, valores pequenos de la
constante de disociacién y grandes para la constante de conformacion; es por este ejemplo
que hemos definido a ta¢t v Bace como lo hemos hecho.

Lo que pudimos rescatar de la forma en que se busca mejorar los fArmacos es que
deben procurarse tales criterios de optimalidad para lograr una metodologia robusta y
completa. La forma tedrica que proponemos aqui es mediante funciones de eficiencia.

Toda funcién, f.r;, que ponga en correspondencia a la terna (aAct, BAct, Lact) con
un conjunto parcialmente ordenado se dird una funcién de eficiencia si es tal que la
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nocion de orden en el rango de f.r; es consistente con la nociéon de orden para el efecto
terapéutico de los compuestos.

Determinar una funcién de eficiencia para un analisis QSAR es en si mismo una
labor de investigacién y modelacioén no trivial y que no es muy atendida en general. Sin
embargo, es justamente una funcién de este tipo la que de forma implicita caracteriza
a los criterios de optimalidad para distinguir los mejores candidatos a farmacos en la
debida etapa del proceso.

Decir que la eficiencia de los farmacos importa es equivalente a decir que ademés de
lo que hagan en el organismo, nos interesa que lo hagan en los mejores tiempos y formas
posibles. Una observacion al margen del trabajo, no relacionar a un farmaco mas que con
su actividad en la forma tradicional es uno de los tantos puntos débiles de la metodologia

QSAR.

2.2. Modelos locales basados en la relacion AG = AH —
TAS

Conforme a la notacion y formulaciéon general en que hemos presentado nuestro prob-
lema, la hipotesis QSAR tradicional se reescribe como:

Hipétesis de linealidad tradicional®

Existe A € A C R" tal que AG = \z; implicando

]__:{ f:OxA — ]Rt ‘AcR"}.
Nz) — Nz

En un analisis tradicional se acepta que existe un funcional lineal que asocia a cada
elemento de Q y en el rango de vector de descriptores el valor real de la diferencia de
energia libre que le corresponde; sin embargo, no nos dice algo sobre el comportamiento
de la entalpia o la entropia para los elementos de la familia molecular, pese a que existen
hoy dia métodos experimentales que permiten obtener mediciones independientes tanto
de la entalpfa como de la energia libre de Gibbs para familias moleculares como las
que aqui importan, garantizando mediciones de la entropia toda vez que se conoce la
temperatura del sistema en (2.2).

Omitir la informacion disponible sobre mediciones de entalpia (consecuentemente de
entropia) en un anélisis tradicional, desde el punto de vista de la matematica, es una
forma de pasar por alto una advertencia sobre un modelo general que no es congruente
con la naturaleza real del problema.

Para hacer asequible lo anterior incluiremos premisas adicionales, que posteriormente
seran retomadas para presentar una version ligeramente modificada del problema QSAR.

Volviendo a la formulacion general de F sea g(x) = f(z, A), A constante, tal que AG =
g toda vez que el argumento de g corresponda a un vector de descriptores moleculares. De
la formulacion tradicional preservaremos que para cada elemento de F sus proyecciones
sobre € y A sean continuamente derivables en el respectivo interior de su dominio.

3Recordar que AG y los elementos de Q estan en funcién de la familia molecular Z.
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La hipotesis tradicional, implicitamente afirma que existe un funcional continua-
mente diferenciable en un conjunto abierto que contiene a cada uno de los vectores
de descriptores moleculares de una familia estudiada, respetando esto, extenderemos
esta hipotesis a las componentes de la energia libre, suponiendo que el comportamien-
to de las componentes de la energia libre respecto de los descriptores que la explican
es en lo individual de la misma naturaleza. Con otras palabras, que existen descrip-
tores 1, ..., Tp, ..., Tptq, ---, Tn ¥ funcionales continuamente diferenciables, h y s, definidos
con el mismo dominio que ¢ (inducido por los vectores de descriptores moleculares
x = (x1,...7,)?) y tales que el comportamiento de la entalpfa se explica s6lo por cambio
en los descriptores con subindices de 1 a p—1 y de ¢ a n, mientras que la entropia queda
explicada por los descriptores con subindices de p a n:

dh

52, = 0, st i=pp+1,..,q9—1; (2.10)
d

&2 0, st ©<p.

5562‘

En lo tocante a AH, como un descriptor en si mismo, aceptaremos que también existe
un elemento h en la familia paramétrica de funcionales Fg = {h, : @ — R|y € I' C R?}
tal que AH = h cuando el argumento de h sea el vector de descriptores de un elemento de
la familia =, donde I" es un conjunto de vectores de pardmetros que definen a la familia.
El conjunto €2 contiene al rango de un vector de descriptores de los que depende el cambio
en la entalpia para la familia molecular. Lo tnico que se exige a §2 es que sea la clausura
de un conjunto abierto y conexo que contenga al rango de los vectores de descriptores que
lo definen, y que no incluyan a AG, AH ni a AS entre tales descriptores. Analogamente
se define a la familia de funcionales Fg, a la que pertenece s.

Estamos aceptando que para cada punto en el rango de los respectivos vectores de
descriptores para la energia libre y la entalpia existe una vecindad de él y funcionales
continuamente diferenciables en cada una de estas vecindades, que explican el compor-
tamiento de las deferencias de energia en funcion de los valores que tomen los descriptores
moleculares correspondientes.

Un analisis QSAR tradicional no contempla la existencia de F3, por consiguiente
tampoco las caracteristicas minimas que deba observar. Por simplicidad s6lo vamos a
extrapolar a esta familia de parametros las caracteristicas de diferenciabilidad continua
que hemos establecido para g con el fin de debilitar la hipotesis tradicional de linealidad.
Aceptamos que es suave, no sélo continuo, el cambio que producen en la deferencia de
entalpia pequenas diferencias en las propiedades estructurales y fisicoquimicas de un
compuesto.

Ahora, apelando a la formula de Taylor de primer grado, las nuevas condiciones del
problema permiten expresar las relaciones

glzo+d) = h(zo+d)—Ts(xo+d); (2.11)
h(zo + d)) (Vh(xo))'d + h(xo) + o(zo,d); (2.12)
s(zo+d)) = (Vs(zo))'d+ s(zo) + o(zo,d); (2.13)
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donde xy y x pertenecen simultaneamente a 2 o Qg en el caso correspondiente, con

xo fijo,d=a— 20 y O(ﬁ[\d) tiene a 0 cuando ||d|| lo hace.

No debemos perder de vista que la hipotesis tradicional de linealidad es un caso
particular de la ecuacion (2.11), cuando o(x, -) es idénticamente nula en (2.13) y (2.13),
en este caso el término independiente del modelo lineal queda determinado por g(zg) —
Vg(zo)tzo. Las ecuaciones (2.11), (2.12) y (2.13) son por tanto una generalizacion y
extension del enfoque tradicional QSAR.

Como se aclarara en breve, las modificaciones que hemos hecho no requieren de her-
ramientas matematicas o tedricas distintas a las que hasta ahora hemos empleado, lo
inico que hemos hecho es limitar el estudio de un analisis QSAR a familias con menos
moléculas, esto con la intencién de mostrar cémo es que los fallos significativos en las
predicciones de los modelos QSAR puede relacionarse con la poca pertinencia de sus
hipoétesis.

Recordemos que el gradiente de una funcién derivable en el punto zq es el vector de
derivadas parciales de dicha funcién, asi por comodidad en la notaciéon denotaremos a
Vh(zo) por a'y a Vs(zg) por b.

Ahora, AH tiene un rango acotado pues la transferencia de calor de un estado a
otro no puede ser mayor que la energia total del sistema, y como ya se expuso con
anterioridad AG también es una magnitud acotada, de esto se sigue que o(xg,d) tiene
un rango acotado en (2.12) y (2.13).

Para ser consistentes con la lo desarrollado en la secciéon 1.1, vamos a aleatorizar a
o(xo,d), es decir, por no tener informacion sobre su comportamiento en una vecindad de
xo; entendiendo de esta forma a o(z, d) podemos decir que es una variable aleatoria con
media y varianza finita, desde que es acotada. Continuando con las ventajas de entender
a la variable del error de la féormula de Taylor en términos de teoria de probabilidad,
los respectivos errores de medicion experimental de las componentes seran considerados
implicitamente en el error de medicion, lo que significa que la caracteristica de convergen-
cia del cociente o(xg,d)/ ||d|| es remplazada por su version estocastica E[o(xq, d)|d]/ ||d]l,
donde suponemos que los errores de medicion tienen media 0. Asi, o(xg, d) se convertira
en una perturbaciéon en los datos reales.

Para terminar los ajustes de notacién, debido a la independencia en las mediciones
de AG y AH es necesario hacer explicita la diferencia entre las funciones de error, se
sustituira o(zg, d) por —6AH para en (2.12) y por —0AS en (2.13), logrando, al sustituir
d por (x — xg), reescribir estas ecuaciones como:

AG = g(x)+0AG = (h—Ts)(z) + (JAH — TSAS) (2.14)
= (a—Tb)"(x — z0) + g(w0);
AH = h(z))+0AH = a'(z — x0) + h(zo). (2.15)

Como puede notarse, en general a y b son vectores desconocidos, si deseamos hacer
predicciones locales sobre lo que ocurre con la actividad del ligando y la el cambio de
entalpia del sistema en el paso de un estado a otro (inhibiciéon al 0% y 50 %) alrededor de
xo; entonces son a y b variables cuyos rangos caracterizan a los conjuntos de parametros
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de dos familias paramétricas de funcionales lineles. Se tiene entonces un problema de
auste de parametros para un sistema de ecuaciénes parcialmente acoplado.

Con esta formulacion, cada ecuacion por separado plantea un problema de ajustes de
parametros para modelos QSAR tradicionales, dos problemas de regresion lineal miltiple
con término independiente no nulo. Lo Gnico inusual en (2.15) es que el anélisis seria para
determinar relaciones cuantitativas entre un conjunto de descriptores moleculares, y la
actividad vista como una medida relativa a cudn endotérmica o exotérmica es la reaccién
de conformacion de enlaces entre ligando y receptor, AH.

Una lectura oportuna de la relacion (2.2), es que la relacion existente entre las AG,
AH y AS en un sistema isotérmico es quien dotaré simultaneamente de un sentido fisico,
y por lo tanto real, a la ecuacion (2.14).

Resolver nuestro problema QSAR en esta etapa radica en encontrar los parametros
para el sistema de ecuaciones:

(a —Tb) (x —x9) = A:G — g(zo) (2.16)
(a)'(x —x0) = AH — h(zo);

que es, de nuevo, un problema de ajuste de pardmetros del mismo tipo que un el que
el usualmente llevado a cabo en los analisis QSAR, solo que se ha trasladado el origen
del sistema de referencias al vector de descriptores moleculares de xg. Se traducira, como
se explicara en breve, en un problema de optimizaciéon con restricciones que dependeran
de los fines y las condiciones bajo las que se realice un anélisis QSAR, asi como de la
relacion entre p, ¢ y n en el juego de ecuaciones (2.10).

Denotaremos por Z¢ = {1, ..., } a un subconjunto de la familia molecular Z, con
m > n (desigualdad estricta que es consecuencia de la traslacion del origen a z¢); X sera
la matriz real de orden m X n y rango completo con el vector transpuesto de descriptores
moleculares de ¢; como i-ésima fila, § el vector de mediciones experimentales de AG para
los elementos de Zg v Z el vector anilogo de mediciones experimentales de AH.

Con todo esto, estimar los valores de las componentes de a y b en el sistema (2.16) se
resuelve como un problema de ajuste de parametros por MCO, con o sin restricciones:

p [ min fla;b) = | X(a—Tb) — gl* + | Xa— 2|
0 (a;b) € T.

La notacion (a;b) hace referencia al vector( Z > = (A1, ey G, b1, -y )L

Veremos que en el caso mas sencillo, cuando no existe informacién alguna que ayude
a clasificar a los descriptores que explican el comportamiento de cada componente y
los que noj; entonces, lo que hemos hecho aqui es incluir una condicién mas para tener
mayor certeza de que al menos localemente se cumpla la condiciéon de linealidad y que
tal linealidad sea consistente con ele fenomeno real y no sea sélo una forzada seleccion
de descriptores con alta correlaciéon estadistica pero no real.
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2.2.1. El problema sin restricciones

Hemos aclarado que esta nueva formulacion es una generalizacion y exencién de un
analisis QSAR tradicional, que se trabaja localmente; sin embargo, la formulacion y la
manera en que ajustaremos los pardmetros no se ve afectada cuando se verifican las
condiciones de linealidad para un conjunto de mayor didmetro que sea una vecindad de
Zg, incluso si tal premisa se extrapola al comportamiento de AH.

Habiendo realizado la anterior aclaraciéon y considerando el caso en que para un
conjunto de descriptores moleculares no es posible saber cuales de ellos no afectan el
comportamiento de la entalpia y cuales de ellos no influyen en los cambios observados
en la entropia, es decir, cuando en 2.10 ninguna derivada parcial puede garantizarse que
sea idénticamente nula como funcién del vector de descriptores moleculares, en tal caso
el problema P, se transforma en el problema de optimizacién sin restricciones

. 12 <2

p, 4 min fla;b) = [[X(a = Tb) —g||" + [ Xa - 2|
(a;b) € T = R2";

siendo un problema puramente convexo, bastado asi con verificar que se cumplan las

condiciones de optimalidad de primer orden en un punto para implicar que es un minimo
global del problema. Primero

d m n m
% = 2 Z Z 2zikwija; + Tapwjby] + szk (Ui + Z); (2.17)
k 1 i
i=1 j=1 i=1
d m n m ~
' i=1 j=1 i=1

Si Vf =0, cambiando el orden de las sumatorias en el primer sumando a la derecha
de las relaciones anteriores, se sigue que a y b son soluciones del problema P; si

X'X(@a—-Tbh) = X'y .
X'X(2a—-Tb) = X'(j+2)

que al restar la primera a la segunda ecuacién implica

|
"
A

XX (a—Tb)
{ X'Xa = X'z (2.18)
Por lo tanto
b= )X () (2.19)
a = (X'X)"'X'z

Recordando que a—Tb es justamente el gradiente de g en el punto x, lo que se obtiene
en (2.18) es un juego parcialmente acoplado de las ecuaciones normales que por separado
determinan la identificacién de pardmetros por MCO de lo que pueden considerarse
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dos analisis QSAR tradicionales: el primero con AG como actividad mientras que en el
segundo la actividad se entiende como la medicién de AH.

Es claro que esta formulacién puede abordarse desde la misma perspectiva que los
analisis QSAR usuales, validando los modelos resultantes haciendo uso de toda la her-
ramienta desarrollada para el problema de regresion lineal multiple con una ventaja
adicional respecto de la correlacion estadistica. Partiendo de (2.19) tenemos que a — Tb
coincide con el ajuste de parametros del anélisis tradicional

a—Tb=(X'X)"'X';

mientras, localmente, buenas estimaciones de los gradientes de h y s implican buenas
estimaciones del gradiente de g, sin que el reciproco sea cierto en general:

V9= @~ T0)|| = 160 — aTv < |1dall + 15T (2.20)

relacién en que se reemplaza la norma por la varianza para el casos estadistico.

Después de todo vemos en 2.19 que para nuestra modificaciéon, cualquier modelo
en el que la actividad depende de n descriptores, para ser considerado como aceptable
debe garantizar que esos mismos descriptores expliquen con el mismo o mayor nivel de
confianza el comportamiento de la entalpia.

Pese a que la herramienta necesaria para desarrollar un anélisis QSAR que considere
simultaneamente mediciones de “dos tipos de actividad” (AG y AH) no difiere de aquella
que se elige un enfoque tradicional, lo que se pone de manifiesto aqui, es que atn bajo
premisas mucho mas débiles como la linealidad a nivel local, la congruencia de un modelo
QSAR con el fenémeno real no es verosimil, si un conjunto de descriptores no es capaz
de explicar cada uno de los observables de interés en el sistema al menos en una vecindad
de una un ligando con afinidad probada.

En adelante a este tipo de anélisis QSAR lo referiremos como una analisis con activi-
dad vectorial, por el hecho de que es un anélisis que entiende a la actividad como el par
de mediciones experimentales (AG, AH), en lugar de solo la primera componente.

Un anAlisis con actividad vectorial es, como en el caso de un analisis tradicional, un
problema inverso mal planeado que depende por supuesto del condicionamiento de la
matriz Xt X; por ahora, elegir atacarlo con regresiéon lineal multiple o alguna técnica de
regularizaciéon dependera de las necesidades y el criterio de quien realice el analisis, esta
eleccion estara sujeta por lo regular a la cantidad de muestras de las que se disponga.
Ante una cantidad escasa de muestras, regularizar el problema seria la mejor opcion,
siempre que se factible; como ejemplo, regularizar el problema utilizando el método de
Tikhonov requiere que la condiciéon discreta de Picard se verifique para ambos sistemas
en (2.18).

2.2.2. El problema con restricciones

Entre mayor la cantidad de informacion relevante que pueda ser incorporada en un
analisis QSAR, mejor. Por conocimiento empirico, hipotesis del investigador, analisis es-
tadisticos de componentes principales o cualquier otra forma, un anéalisis QSAR puede
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incluir restricciones como las expuestas en (2.10), este tipo de restricciones pueden gener-
arse a partir de un analisis convencional, si se observa un coeficiente de determinacién
wa—us significativo y con esos mismos descriptores se realiza segundo andlisis con AH
o AS como valor de actividad. La existencia de valores significativamente proximos a
0 para componentes de a o b son una forma de establecer las restricciones comentadas,
de tal suerte que del problema Py deriva un nuevo problema de optimizacién para la

identificacion de parametros:

min  f(a;b) = | X(a —Tb) = g|* + || Xa - 2|
ap=---=aqg—1 =0,
((L;b)EP: (a,b) b1:---=bp_1:0,
0<p<qg<n

P

Recalcamos que en el problema Ps, tal como se exhibe, no es considerado el error de
medicién o perturbacion alguna en los datos; sera incluida posteriormente.

En esta ocasion, el conjunto sobre el que se restringe la optimizacion es un subespacio
vectorial, siendo el problema nuevamente un problema puramente convexo. Se garantiza
una solucién tnica si se verifican condiciones de optimalidad de primer orden.

Por ser I' un subespacio, adicionalmente se verifica que coinciden los conos de direc-
ciones factibles, tangentes y tangentes positivas con el mismo I', y el punto (a;b) € T
serd el minimo que buscamos siempre que d'V f(a;b) > 0 para cualquier d elemento de
I'. En realidad este problema no difiere sustancialmente del problema sin restricciones,
al notarlo podemos ahorrarnos un largo desarrollo algebraico.

En primer lugar, para dos conjuntos de reales no negativos se satisface que el min-
imo del conjunto suma es la suma de los minimos en los respectivos conjuntos, de esta
forma, y por corresponder f a un sistema semi acoplado, podemos resolver el problema
P2 minimizando cada una de las normas al cuadrado en los sumandos de f de forma
independiente, comenzando por || Xa — z||, y sustituyendo el valor de a en el sumando
restante.

Tanto Xa como Xb son transformaciones lineales cuando a y b son variables vecto-
riales, como X es de rango completo, entonces Xa es el vector en el dominio que, como
combinacion lineal de los vectores columna de X, tiene por respectivos coeficientes a las
componentes de a, analogamente para Xb y b. Por tal motivo resolver el problema Ps
consiste en encontrar las proyecciones ortogonales de y y z sobre el rango de dos transfor-
maciones lineales, que se distinguen entre si por las restricciones dadas por I'; pero por
lo que recién hemos comentado, una restriccién del tipo a; = 0 es equivalente a suprimir
esa componente de a y lo mismo para la j-ésima columna de X, es decir, restringiendo
el dominio de la transformacién de R”™ a R"~!; de igual forma para una restriccion del
tipO bj =0.

Para concluir esta seccion, sea X1 la matriz que resulta de cambiar la columna j-
ésima de Xpor el vector nulo si una de las restricciones dadas por I' es a; = 0, X ) sera
la matriz analoga que resulte de atender a las restricciones tocantes a b; @’ y o’ seran
los vectores que resulten de hacer nulas en a y b las componentes sujetas a restricciones
de la forma a; = 0 y b; = 0. El problema P, muta en dos problemas secuenciados sin
restricciones secuenciados:
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2 2
ming || XMa' — zH = MiNg Tt } X -1V - yH :

que por las secciones previas sabemos que es equivalente a

o = (XWX =1 x Dt i ’ XO((xWtxO)=1x O, _ 7p/y — yH2 ;

con lo que se resuelve

o = (XWtxM)—1xWt, (2.21)
Ty = (X(2)tX(2))*1x(2)t(y_X(2)((X(l)tx(l))*lx(l)tz)
(X(Q)tx(Q))—lx(Q)ty _ (X(l)tX(l))—lX(l)tZ_

Al introducir la perturbacién en los datos y y z, la relacion de desigualdad expuesta
en (2.20) se conservara. La eleccion de la herramienta que se utilizarda para franquear
los problemas de los errores de medicién, métodos de regularizacién o el problema de
regresion, dependeran nuevamente de la eleccion de quién realice el analisis y por supuesto
de que en cada etapa los sistemas verifiquen las condiciones minimos necesarias de cada
método.

A modo de comentario, en un analisis QSAR con doble actividad las hipotesis son
de caracter local y del tipo deterministas en primera instancia, pese a que el error de
medicién en los datos garantice una distribucién normal, el error en la formula de Taylor
no tiene por que observar una distribucién de este tipo, atin bajo el supuesto de que los
elementos de la familia molecular que conforman la muestra correspondan a un muestreo
simple sin restricciones con distribucién uniforme.

La regresion lineal pierde terreno en estos casos frente a la regularizacion del problema,
esta ultima nos brinda acotaciones del error que dependen sélo de conocer cotas iniciales
para el error en la formula de Taylor y el error de medicién; cuando el error de medicion
corresponde a una variable aleatoria con distribucién normal, con varianza o, entonces
una acotaciéon de +3c0 puede considerarse una cota del error e medicién, mientras que
para el error de la formula de Taylor debe disponerse de mas informacién proporcionada
por una especialista en farmacologia o informacion estadistica en su defecto.

Con esto queda claro qué un anélisis QSAR con actividad vectorial, como lo hemos
propuesto, no difiere significativamente de un analisis tradicional en el manejo de los
datos, difieren en dos aspectos importantes:

I Una anélisis con actividad vectorial, o miltiple, se sustenta en premisas méas débiles
garantizadas so6lo en ” pequenos entornos” de una estructura base, como compuesto
determinado por un grafo orientado geométricamente, lo que lo hace congruente con
las posibles condiciones reales del fenomeno y con familias determinadas por una
estructura base y con s6lo un susttituyente que se procure suficientemente pequeno.
Es mas facil argumentar en favor de las hipotesis de un anélisis con doble actividad
que en defensa de la hipo6tesis tradicional de linealidad.
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11 Cualquier buen modelo QSAR de actividad vectorial como el aqui expuesto incluye
una ecuaciéon que en si misma es un buen modelo para el anélisis tradicional, realizado
con los mismos datos. La afirmacién reciproca no es necesariamente cierta, dado un
buen modelo tradicional, al emplear los mismos descriptores y conjunto muestral
para explicar el comportamiento en el cambio de entalpia, no se infiere en general
que el modelo que se obtenga de este “seguno tipo de actividad” observe una alta
correlacion estadistica entre sus predicciones y los datos reales.

2.2.3. Elecciéon de farmacos con actividades 6ptimas a partir de
modelos QSAR

Hasta ahora hemos atendido a la general del modelo QSAR (lineal, con actividad
vectorial, de caracter local e incluyendo el tipo de familias moleculares sobre el que
tendra sentido), determinar la forma en que se validara como un buen modelo QSAR y
el problema de la determinaciéon de los pardmetros para un caso particular; lo que resta
ahora antes de pasar al estudio de caso es una breve explicacion sobre por qué la forma
general el modelo, en este caso, también influye en la determinaciéon de descriptores que
correspondan a moléculas en la familia de interés con actividad 6ptima o con la mejora
actividad posible.

Proponer coeficientes para el modelo lineal QSAR asi como la determinacion de los
compuestos que logren una respuesta Optima se reduce a resolver problemas de opti-
mizacion, por tratarse de un fenémeno fisicoquimico el que se modela, deben existir
restricciones a las que debe sujetarse el proceso de optimizacion, toda vez que se desee
reducir la posibilidad de errores de estimacion. Tales restricciones quedaran determinadas
por la elecciéon de la familia molecular =.

En la forma tradicional o con actividad miltiple, un modelo de actividad QSAR es
un funcional lineal determinado por el gradiente Vg o por el par de gradientes (Vg, Vh)
(ecuaciones 2.11, 2.12 y 2.13). Por otro lado, sabemos que entre menor sea el valor de
AG para un miembro de la familia sera considerado como un mejor farmaco, de donde
el objetivo en cualquiera de los dos analisis es minimizar al funcional Vg(zo)(x — xo),
donde x es el vector de descriptores, pero como g se ha definido en un conjunto abierto
que contiene al rango del vector de descriptores, entonces el problema a resolver ahora
es

P ming (a—Tb)'x
AG s.a. x € x(E)

Es aqui donde el problema de opimizaciéon se complicaréd dependiendo de los descrip-
tores, independientemente de si el anélisis es tradicional o no. Se coment6 ya, que las
familias QSAR pueden ser de distintos tipos dependiendo de la informacién adicional
disponible, en la mayoria de los casos, incluyendo lo que delante nos aguarda, las familias
moleculares seran determinadas por un receptor, estructura base, su funcion de actividad
y restricciones sobre los descriptores, en esta etapa el problema de optimizacién no re-
sultara tan sencillo como hasta ahora lo habfan sido los problemas con que nos habfamos
encontrado.
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En el mejor de los caso los descriptores elegidos son continuos (momentos de inercia
o la carga total, entre otros) y el conjunto x(Z) resulta ser un poliedro; en este caso sera
un problema de programacion lineal. No obstante, si entre los descriptores elegidos se
encuentran algunos que solo tomen valores en conjuntos numerables (cantidad de atomos
de cierto tipo o el peso molecular entre otros ), entonces habra que recurrir a teorias
como programacion entera y afines.

La diferencia entre un anélisis tradicional y uno de actividad multiple en esta etapa,
es que el problema Pag en general no ofrece garantia de solucién tnica, el conjunto de
soluciones depende por supuesto de de la eleccién de la familia molecular.

En un analisis tradicional, una vez resuelto el problema Pa¢g, no existe un segundo
criterio que permita comparar las posibles soluciones y elegir la mejor. En un anélisis
de actividad multiple, en cambio, el segundo criterio existirad y dependera del funcional
lineal a’(z — o).

Sabemos ya que la espontaneidad de una reaccion entre ligando y receptor no sig-
nifica que dicha reaccién se exotérmica, la relaciéon entre una reaccién exotérmica y su
espntaneidad a temperatura y presion constantes dependera de la relaciéon entre el com-
portamiento de la entropia respecto de la entalpia.

En un farmaco es deseable que, dicho burdamente, la reaccién mediante la cual forma
un enlace quimico con su receptor sea lo méas exotérmica posible, dicho de otra forma, es
deseable que la transferencia de calor del medio al nuevo compuesto se minimo o que el
calor transferido del nuevo compuesto en su conformacion al medio sea méaxima.

Con la notacién que estamos manejando, un segundo criterio de comparaciéon entre
farmacos es AH, la molécula ¢; se dird un mejor farmaco respecto de la entalpia que el
farmaco ¢3, ambos en la misma familia, si la medicién de AH es significativamente menor
para ¢; que para <.

Resumiendo un poco, cada componente de la actividad multiple del analisis QSAR
determina un criterio de comparacion, teniendo con ello 4 posibles formas de comparacion
de actividad entre farmacos, incluyendo el criterio usual. Un buen modelo QSAR con
actividad vectorial, uno confiable, permite realizar estimaciones bajo cualquiera de los
criterios de optimalidad mencionados.

Criterio usual de comparacién de actividad

Continuando en la toénica de los anélisis tradicionales, el criterio usual se refleja en
el problema Pag. No es dificil probar que dos moléculas en la misma familia observan
la misma medicion de AG, si la diferencia entre sus vectores de descriptores yace en el
subespacio para el que el gradiente de g en xy es un vector ortoganoal.

La prueba es como sigue, sean ¢; y ¢2 moleculas en =, con respectivos vectores de
descriptores x; y 22 en x(Z2); entonces , por la relacion en (2.11), se verifica

AG,, = (a—Tb)"(z1 — m0) + g(z0), AGq, = (a—Tb) (z2 — o) + g(z0);

por lo que, sus mediciones respecto de la energia libre de Gibbs son iguales sblo su
diferencia es nula, equivalente a
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0 = (a—Tb)"(x2 — o) + g(wo) — [(a = Tb)" (w1 — o) + g(0)]
= (a—Tb)"(xo —x1) = (a — Tb)'wy — (a — Th)x;.

Otra forma de decirlo es que las mediciones de la energia libre son iguales para dos
moléculas en la misma familia, si zo pertenece al hiperplano resultante de aplicar la
traslacion caracterizada por x; al subespacio, &,,, con vector normal en la direccién del
gradiente de g en zy.

El conjunto z(Z) es un conjunto compacto, cerrado y acotado en R™, la imagen del
funcional lineal también es por lo tanto un compacto en R y se sigue que el problema
Pac tiene solucion; digamos sin pérdida de generalidad que T es una solucién arbitraria
del problema, entonces el conjunto soluciéon de dicho problema seré:

Priorizando el criterio usual de comparacién entre actividades moleculares y cuan-
do [ + &,,]Nz(E) se no vacio, un analisis de actividad vectorial permite realizar un
segundo proceso de seleccion mediante el problema

P ming a'x
AT sa. zeli+6,,]Nx(E)

Aplicando los criterios de comparacion de forma secuenciada, primero respecto de la
energia libre de Gibbs y luego respecto de la entelpia de ser necesario, no se garantiza
alin una soluciéon dnica pero se reduce el conjunto solucién. Por un argumento anélogo
al que se empleo para determinar el conjunto solucién del problema Pag, se llega a que
el el conjunto solucién del problema Py es

[‘iH + GHJ«'O] ﬂ ['i + 610] ﬂl‘(E),

donde Gz, es el subespacio con vector normal en la direccién del gradiente de h en xg
y Z es una soluciéon arbitraria del problema Py .

Otros criterios de comparaciéon

Este apartado incluye a modo de comentario extenso y desde un ladico punto de vista
mateméatico que no tiene motivos conocidos por el autor para afirmar que se corresponde
con una situacién real, es por el momento una simple exploracién de las posible situa-
ciones (reales 0 no) que motivarian distintas formas de entender el concepto de un buen
medicamento; situaciones que bien podrian ser resultas sin mayor complicacién teoérica
que la de uso corriente en los analisis QSAR.

Un modelo de actividad multiple permite considerar situaciones més alla de la espon-
taneidad de la reaccion entre receptor y ligando para entender un buen farmaco, por
ejemplo, si en un momento determinado el investigador decide que para los efectos que
se espera produzca el farmaco es més importante el comportamiento de la transferencia
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de calor entre el medio y el nuevo compuesto; suponiendo un escenario como este, la for-
ma en que se buscarian las moléculas con mejor actividad serfa invirtiendo la secuencia
en que se realizan los procesos de optimizaciéon del apartado anterior inmediato; mini-
mizando primero al funcional a‘z sobre el rango de los descriptores y después, sobre el
conjunto solucién resultante, minimizar al funcional (a — Tb)'z.

Otro criterio que al autor considera sensato, con su minima formacion en farmacologia
y s6lo por los comentarios de quienes le auxiliaron en lo tocante a esa area, es que un
farmaco observe un comportamiento equilibrado, que en lo que podriamos llamar una
evaluacion conjunta de las actividades en un anéalisis multiple, (AG y AH), se minimicen
ambas de forma coordinada.

En adelante denotaremos por (Pg, ), con d un vector de dimension n y Q un sub-
conjunto del espacié euclidiano con la misma dimensién, al problema de optimizacién

. atx
d s.aa. zeQ '’

Siempre que (Pg, 2) tenga solucién no vacia #(d,w) denotara una soluciéon arbitraria
y 6(d, ) sera el subespacio con vector normal en la direccion de d.

Ahora, volvido a los criterios de comparacion, un buen farmaco sujeto a una evaluacion
conjunta de las actividades involucradas se harfa resolviendo el problema (P(,—73), 2(Z)).
Mientras que un farmaco “ideéneo” seria todo ¢ elemento de la familia molecular con
vector de descriptores z(¢), tal que

2(s) € [Z(az) + S(azE)) ﬂ [Z(a—Tb2(2) T Sla-Thr(=)))] ﬂx(E).

Dicho con menos notacién, un farmaco “idéneo”, si existe, sera aquel que sea solucion
de los problemas, (P, 2(Z)) y (Pa—1p), ©(£)). Redundando un poco, un farmaco “idéneo”
serad aquel que sea considerado con actividad 6ptima para cada uno de los tres criterios que
hasta ahora hemos definido: evaluacién conjunta, priorizando la medicién de la energia
libre de Gibbs o priorizando la medicién de entalpia.

Un modelo QSAR con actividad multiple tiene el potencial de ampliar los criterios de
comparacion que permiten decidir si un farmaco puede decirse mejor que otro. Contando
al criterio usual hemo descrito ya los cuatro criterios de comparaciéon que podrian intere-
sarnos en nuestre inmediato quehacer; aunque cada pareja del conjunto {AG, AH, AS},
procediendo como antes, brinda tres criterios adicionales, suponiendo claro que siempre
se preferird minimizar la entalpia y la energia libre, maximizando asi la entropfia.

Cuando no siempre se quiera minimizar la energia libre o la entalpia, entonces cada
una de las parejas que pueden ser consideradas como parejas de actividad proporciona
7 criterios de comparacion adicionales, dependiendo de que componente quiera maxi-
mizarse, cual minimizarse y de la forma en que se prioricen. En total, de forma teorica e
irrestricta un analisis QSAR de actividad miltiple proporciona un total de 21 criterios de
comparacion; pero s6lo nos interesaré el tradicional y si acaso un criterio de comparacion
conjunta.

Lo que no debemos olvidar es que cada proceso de optimizacién arrastra errores de
ajuste que proceden de la perturbacion en los datos originales, al resolver los problemas
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de determinacion de descriptores 6éptimos no debe olvidarse revisar que tan sensible es
la solucién respecto de los errores de ajuste.

2.3. Problema QSAR de ajuste de parametros

Las mediciones de la energia libre de enlace de Gibbs se realizan de forma independi-
ente, de tal suerte que el error de medicién sea pequeno y que el promedio aritmético de
las mediciones pueda hacerse teéricamente tan préximo como se desee al valor real del
observable, siempre que se realicen una cantidad suficiente de mediciones del mismo esta-
do del sistema. Pensar en los errores de medicién o perturbaciéon en los datos muestrales
como variables aleatorias idéntica e independientemente distribuidas con valor esperado
cero y varianza pequena, es el punto de partida en la biisqueda de relaciones cuantitativas
entres mediciones de actividad y el valor de los descriptores moleculares.

Bajo estas condiciones y tomando en cuenta que la parte medular de un analisis
QSAR seré, la determinacion de la transformacion afin f (funcional lineal mas una con-
stante), definida en una vecindad, €2, comtn al rango de los descriptores {z1,...x,}
que globalmente explique lo mejor posible el comportamiento la actividad biolégica
de la familia molecular a la que pertenece la muestra como funciéon de los descrip-
tores moleculares, dado que la tnica informacién conocida es el conjunto de mediciones
{(z;(si),5:) i =1,...,m, j=1,...,n} G1,...,5n es el conjunto muestral de moléculas
para el analisis y ¢; es la medicién experimental de la actividad biolégica de ;.

Denotaremos por y a la variable de la respuesta biolégica de una familia de moléculas,
y empleando la notacion [ = [] + d[] para indicar un dato con un error para la variable
por la que sea sustituido el par de corchetes, donde [] denota al dato real y ¢[] al error
de medicion.

También definimos § = (§1, ..., ¥m ), Tij = ;(Xi), T = (1,...,Zs) y por X ala matriz
de orden m x n tal que [X];j = x;; como antes. Luego entonces una forma de abordar el
problema, que se detallaré posteriormente, es como el problema de optimizacion

min HXa—yH2
P 1. { s.a. a€R™;

con a el vector que caracteriza al la transformacion afin. Las definiciones y detalles
formales sobre los objetos y resultados teéricos de los que en este bloque se hace uso, se
detallan en 1.3 y pueden ser consultados en cualquiera de los libros del area de estadistica
en las referencias de este trabajo, en lo relacionado con regularizaciéon y soluciéon de
Tikhonov se sugiere consultar el libro de Hansen [10] como principal referencia de nuestro
quehacer y los libros de Tikhonov et. dl. para el lector con mayor interés interés en el
desarrollo original de la teoria de regularizacion: [27], [28] y [29].

Conocer los datos exactos de actividad de cada molécula en la muestra seria lo ideal;
pero tal cosa en la préctica nunca ocurre, incluso para los descriptores moleculares re-
queriremos una clasificacion que atienda a la naturaleza del proceso mediante el cual se
obtienen los datos para el analisis.

Los descriptores moleculares pueden ser de diversos tipos, alguno de ellos pueden ser
determinados sin errores de mediciéon para cada molécula, como los descriptores consti-
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tucionales o los topolégicos como cantidades de atomos de cierto elemento o cantidad de
diversos tipos de enlaces ¢ o 7; pero, también existe una gran cantidad de descriptores
cuyos valores también deben ser calculados de forma experimental o mediante aproxima-
ciones teoricas mediante el uso de herramientas de computo.

Expondremos a continuacién céomo es que la presencia de descriptores con errores
de medicion en el conjunto {z1,...xz,} debe ser considerada al momento de elegir la
metodologia para el ajuste de parametros.

Lo usual en los analisis QSAR es resolver el problema de optimizacién como un
problema de regresion lineal miltiple, la hipotesis de independencia entre las variables
aleatorias implica que la medida de probabilidad condicional de y dadas 27, ..., Z,, coincide
con la medida de probabilidad de g, que significa E[§|z1,...,x,) ~ N(y = Z;l ajrj,o? =
05 + 22;1 JJZ), con lo que se dispone de las condiciones suficientes para realizar un ajuste
de parametros mediante el método estadistico de regresion lineal multiple, toda vez que
como hipoétesis basica se verifique lo siguiente:

La variable aleatoria de actividad y tiene esperanza y varianza condicionadas
por las variables de prediccion x1, X2, ..., Tn,de forma que:

E(y|z1, ..., xn) = a121 + a2 + - - - + apy
Var(y|lzy,...,xn) = 0.

Entonces, el ajuste se obtiene de determinar el vector a = (as,...,a,)" que minimiza
Hbea

‘ respecto de a; verificando:

adj(XtX)
det(XtX)

Las observaciones anteriores nos dicen que jamés nos encontraremos ante una
situacion idonea para la recuperacion exacta de cada una de las componentes del vector
de parametros del problema, pero que dependiendo de la selecciéon de descriptores que
hagamos tendremos variaciones metodologicas que no pueden ser pasadas por alto, aten-
deremos primero el caso en que el conjunto de descriptores para él ajuste de pardmetros
puede ser en general obtenido sin error de medicién alguno.

La regresion lineal miiltiple es una de las herramientas méas empleadas en los para
determinar los parametros de un modelo lineal en los analisis QSAR tradicionales. Esta
herramienta tiene mucha potencia estadistica por la generalidad de su planteamiento; sin
embargo, las debilidades en ella se presentan en problemas para los cuales se dispone de
un poco més de informacion, lo que usualmente se plantearia como un problema de regre-
sién, ante nueva informacion la mejor forma de abordar el problema puede ser mediante
herramientas de programacioén lineal, programacion entera o técnicas de regularizacion.
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2.3. AJUSTE QSAR

El problema de regresion lineal es un ejemplo de lo que se conoce como un problema
inverso, que dependiendo de sus particularidades puede clasificarse como mal plantea-
do, es decir, que errores pequenos en las mediciones llegan a implicar errores graves de
aproximacion, haciendo poco confiables los modelos o requiriendo una gran cantidad de
mediciones para alcanzar un ajuste confiable.

La principal ventaja de la regresion lineal es que la informacion previa que se necesita
sobre la naturaleza del observable es menor, siendo posible abordar una mayor canti-
dad de situaciones en las que, con un tono coloquial, puede decirse que el investigador
incursiona casi a ciegas. Pero, el amplio horizonte de aplicacién de los modelos de re-
gresion lineal tiene un costo fijado sobre la confianza que puede depositarse en ellos: a
mayor confiabilidad del modelo, mayor la cantidad minima necesaria de las mediciones
del observable.

La pertinencia de los modelos de regresion lineal, en su forma corriente, dependeré
entonces de las posibilidades reales del investigador de realizar la suficiente cantidad de
mediciones, de acuerdo con sus exigencias de precision en las predicciones de los modelos,
aunque en general el problema de ajuste de cuadrados por minimos cuadrados ordinarios
se presenta de forma natural lo que se conoce como un problema de regularizacion tipo
Tihonov.

2.3.1. Regresion lineal frente a regularizacion

El problema de fondo que buscamos resolver es hallar un funcional lineal en R™ que en
un sentido conveniente sea lo suficientemente parecido al funcional de actividad biologica
como funcién del vector de descriptores moleculares, en otras palabras

(%, I/l ) denota el subespacio normado sobre R en el que el conjunto de
vectores es el conjunto de funcionales definidos en €2 y con rango acotado
en el sentio usual; mientras que y : @ C R™ — R serd acotada y medible
respecto de la o-algebra de Borel restringida a su dominio.

El problema de identificacién de parametros que requiere soluciéon es deter-
minar el vector @ que que caracteriza al funcional lineal, f;, que resuelve

, 2
’ sa a€R"”

toda vez que la tnica informacion dada es la matriz de datos con error X y

el vector de mediciones con .

Bajo las condiciones establecidas no es facil brindar garantia de resolver el problema
P2. Lo usual es tratar de obtener una muestra de valores de y para valores conocidos de
x y restringir el dominio del funcional a una vecindad comin a los a los vectores de la
muestra de la variable independiente, con el fin de garantizar que restringido al nuevo
dominio las muestras brindan suficiente informacién global del comportamiento de y, de
esta forma el problema P1 brinda aproximaciones locales dependiendo de quién sea la
matriz de datos X.
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CAPITULO 2. PROPUESTA DE MODIFICACION METODOLOGICA

En un problema QSAR existen descriptores moleculares que por su naturaleza no
pueden ser evaluados de forma exacta para una molécula dada, ejemplos de ello son el
volumen molecular, la refractividad molar y descriptores relacionados con la distribuciéon
molecular de cargas entre otros.

Que los descriptores moleculares puedan ser dados con errores de medicién significa
que en general no tendremos un problema de regresion lineal multiple de la forma usual.
Hemos visto que la solucion del problema de optimizacion por M CO, método empleado
en los problemas de regresion lineal, depende del buen condicionamiento de la matriz
de datos, y la matriz de datos como hemos dicho, en general se conoce con errores de
medicién, mismos que no pueden ser ignorados cuando la matriz est4 mal condicionada.
Atenderemos este problema primero desde un punto de vista estadistico y después desde
uno determinista que surge de la natural acotacion de la funcién de actividad, factor que
no es considerado en los problemas de regresion usuales.

Antes de continuar haremos algunas aclaraciones de notacién para esta seccion.
X € My,unR, Q y 0y serdn como antes; se entiende 6.X; como la variable aleatoria que
denota el error de medicién que se comete para el j-ésimo descriptor, §.X;; corresponde
al error cometido al calcular el valor del j—ésimo descriptor para la i-ésima molécula en
la muestra.

Las variables aleatorias {0y, 6X1,...0X,,} se consideraran con distribuciones indepen-
dientes dos a dos. Nuevamente reservamos j y o2 para denotar la media y varianza de dy,
mientras que, andlogamente p; se empleara para referirnos a la esperanza de § X;, mien-
tras que por haber reservado a lo largo de este trabajo las la notacion o; para referirnos
a valores singulares de una matriz, entonces ocuparemos la notacion (; para referirnos a
la varianza de §.X;.

Proposicién 2.3.1. Dados, ©,21.,...,xm. € X CR", X y § , se satisface

& = o - 1)|

B (la'a - y(2)1*| X.7)

=

2
+ ‘diag( )(IH + o?

donde 1 se entiende como el vector de la dimencion adecuada con cada coordenada igual
a 1 (equivalente 1, en ese caso), a es un vector arbitrario en R™, p es la matriz con

tily, por j-ésima columna y 5: (C1y e Cn)t

Demostracion. Primero,

2
[ Xa—yl

. 2
HXa—g]—i—(Sy —(5XaH

- HXa - yH2 +16Xa - 8y|* - 2(Xa— )" (§Xa — by)

- 2
|Xa 3]+ 1oxal® + oy)* (2.22)

—2 ((5Xa)t(5y +Xa—7)— 0y Xa+ 5y§) )
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2.3. AJUSTE QSAR

Pensando en las filas de X como vectores elegidos en 2 C R"™ de forma aleatoria e
independiente tanto de y como de cualquiera de los posible errores de medicion cometidos,
nos interesa la esperanza condicionada por X y ¢ en el extremo izquierdo de (2.22); pero,

m n m
B(l6Xal*|1X.5) = Y3 @EEAIX.G) + Y ajanB G 6l X.5)
i=1 j=1

i=1 j#k

o (|diag(@al + (02

E(Ioyl?1X.5) = S E@2IX,§) = m(o® + i)
=1
E(0X6y|X,§) = ZZ E(62:;| X, 9)E(6:| X, §) = mu(ita);

m

Z aia]— Z .’EkZE(5xzk|X7 g)

15=1 k=1

= (1tXa) (ﬁta);

E((Xa)'(6Xa)|X,5) =

Ms

7

X,.a)E(y;| X, 5) = p(1Xa);

&
/

b

IS
N—
=
S

|

Il
[

.
Il
-

a; i E(Sxii| X, §) = (1'9)(fia);

o

>

=

b

N

Il
.MS
NE

s
I
—

<.
Il
-

E(j'oy|X,5) = By X,9) = p(1'9);

uMg

Retomando los extremos en (2.22) y por la linealidad de la esperanza matematica,
para cada terna X € M, x,(R), a € R" y y € R™, se verifica
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B (|Xa-y|?1X.5)

= || Xa—73 ’ +m ( diag(g?)aH2 + (ﬁta)2> +m(o? + u?)

+2 (=mp(jita) - (1" Xa)(ia) + (1 Ka) + (1'9)(i'a) — p(1'5))

= | Xa—g| —2(p+ia)l (Xa—g)

+m ((d'a)® = 2u(p® — i'a)) +m <Hdiag(5)aH2 + 02)

~ 2 ~
= [%a=a| - 260+ #an* (Xa = 5) + miu+ 'a)?

+m ("dz‘ag(f)aH2 + a2>

- 2 L2
= HXa — g — 1" — ﬁta)H +m (Hdiag(()aH + 02>

Por tltimo, para ¢ = 1, ..., m sabemos que:

B (la'a - y(@)?|X.7)

1 .
—ZE(|xf,afyi|2’X,gj>
m
i=1
1 2o -
—E (|Xa—y|?|X.7)

m

Terminando asi la prueba. O

La proposiciéon 2.3.1 ofrece informacién valiosa que comentaremos en extenso, lo
primero es que en general no podemos resolver el problema P1 de forma directa; pero, si
condicionamos el problema respecto de los errores de medicién para la matriz de datos
y las mediciones de actividad, entonces podemos fijarnos en:

- 2 o2
D3 min L H(X —pa—(g— 1t,u)H + Hdz’ag(()a” + 02
sa acR"

para buscar una forma de hallar, conociendo so6lo los datos con error, al vector a que
brinde una minima acotacion del valor esperado de la variable | Xa —y H2

Entre lo que debemos resaltar, es que dado el vector de mediciones § y la matriz X ,
la, solucién del problema P3 no depende de m ni de o2 y por ello, denotando por u, al
vector unitario en la direcciéon de a, es equivalente al problema

2
2
lall”-

P 4. { min H(X —pa—(j - 1%)“2 + Hdiag(f)ua
sa a€R™
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2.3. AJUSTE QSAR

En el mejor de los casos podemos suponer que los errores de medicién tanto para las
variables independientes como para la variable independiente son bien comportados, el
valor esperado de los errores de medicion es nulo y las varianzas son pequenas; ain en
este escenario correspondiente a hipotesis méas débiles que las del problema de regresiéon
lineal, se advierte que no es suficiente minimizar respecto de a al funcional que se define
Xa— Y

Hasta ahora hemos supuesto que a puede ser cualquier vector en el espacio R™, pero
hemos comentado con insistencia que el valor de la variable independiente es acotado,
digamos |y(z)| < 7 para cualquier z en (2, la restriccion inmediata que debe considerarse
antes de resolver el problema P4 es (7f.a)? < ~2.

Ahora, definiendo

por

r:R®* — R™
r(a) — Xa—7ly, (2.23)

se llega a que el problema por resolver es

P 5. { min H(X —wa—(y- ltu)H2 + ’ diag(()ua
sa a€Qr={a€eR":r(a) <0,}.

2
2
[lal

Ya hemos aclarado que valores pequenos de m son preferibles, al menos para hallar
una acotacién mas pequeiia del valor esperado de |z'a —y(z)|, con x corriendo sobre €, y
cuando sélo nos interesa encontrar una buena aproximacién de la solucién del problema
P1, independientemente de si la variable independiente y es en una norma adecuada muy
semejante a un funcional lineal o no.

También es cierto que estamos interesados en lograr una solucién tinica para la aprox-
imacion pues el problema originar es un problema de optimizaciéon puramente convexo;
es decir, tiene soluciéon unica. Para atacar nuestro problema de ajuste buscamos una
combinaciéon para m y la selecciéon de filas de para X que hagan de dicha matriz una
cuadrada de rango completo, m = n.

Con las condiciones recién exigidas para X y sabiendo que Vr; = 2(z t;.a)z;., se
sigue de inmediato que el conjunto de vectores gradiente Vry(a), .., Vr,(a) es siempre
linealmente independiente, sin importar quién sea a, y por ende, cualquier soluciéon de
P5 es un punto regular de €2,.; ademaés, el conjunto de indices activos es no vacio sélo
cuando a satisface (zta)? = ~2.

El teorema 1.3.7 nos garantiza en este caso que cualquier solucion de P5, ag, existen
escalares no negativos y no todos nulos \i,...\, tales que ag es la solucion tunica del
problema de optimizacién puramente convexo:

~ 2 . 2
min {|(X = wya— G- 1) +||diag(C)ua|" a)”
P 6. +(Xt()~(a—71n))2
sa a€R™;
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CAPITULO 2. PROPUESTA DE MODIFICACION METODOLOGICA

X= (A1, .o An)-
Por otro lado, si a,b € Q, y k € [0, 1], entonces

128 (1 = N)a + Ab)| < (1 — N)|xtal + Az'b| < k;

es decir, P5 es puramente convexo, y por ello existe un tinico vector A que hace equiva-
lentes a P5 yP6.
Definiendo

—

X2 = | diag(Cyua

2 vt Y
+ (/\t(Xua - mln))Qv

llegamos a que, en general, el problema de optimizacion a resolver es de la forma:

2

. - (51t 2 2

o min H(X wa— (g 1M)H +)\af||a||
sa a€ R"™.

2.3.2. La hipétesis de linealidad QSAR

Uno de los objetivos de cualquier analisis de farmacologia del tipo QSAR o afines, es
lograr observar de forma aislada cémo interacttia un grupo de farmacos con respecto a un
receptor comun, la intenciéon es explicar el comportamiento de la funcion de actividad o
de la respuesta biologica observada a partir de las tinicas variables posibles en el sistema,
que se desprenden del ligando como variable en los sistemas termodindmicos observados.

Se espera de la actividad o la respuesta biologica, como funciones acotadas, que si
los mecanismos de integracion entre el grupo de ligados y el receptor pueden consider-
arse que son los mismos, entonces la principal hipotesis de una anélisis QSAR, en un
nivel fundamental, es que la actividad y la respuesta se encuentran en funcion de las
caracteristicas mensurables de ese grupo de compuestos.

Sabemos que tanto la respuesta como los descriptores moleculares y la respuesta
biologica son todas funciones reales acotadas, una hipotesis adicional de nuestro analisis
sera que cada descriptor y funcion de actividad con las que se trabaje sean elementos de
un espacio de Hilbert.

Lo que tenemos hasta ahora es una generalizacion de la hipotesis de linealidad de una
analisis QSAR. Si aceptamos cada una de las premisas anteriores, lo que se hace en un
analisis de este tipo es utilizar un conjunto muestral de ligandos para los que se realizan
mediciones de actividad o respuesta, a partir de los cuales se utiliza toda la herramienta
tedrica disponible para buscar entre los cientos de descriptores moleculares conocidos,
solo aquellos que pueden ser calculados sin pruebas experimentales, entre aquellos se
busca después conjuntos linealmente independientes que pertenezca una base del espacio,
digamos, {x1,xa, ..., T, ...} para la cual, al ser ortonormalizada por el procesos de Gram-
Schmidt (ver [8]) y resultar en {x 1,...}, el término general de la serie de Fourier de la
funcion de actividad converja lo més rapido posible a 0:

o
Act = Z <z j,Act >z ;.
i=1
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2.3. AJUSTE QSAR

Nuestra intencion al generalizar la hipotesis de linealidad de un analisis QSAR es
la de tener un marco de referencia que nos permita utilizar distintas herramientas de
regularizaciéon que ayuden en el proceso de disenar nuevos medicamentos, con esta gen-
eralizacion pretendemos dar un sentido fisico a los coeficientes de los modelos lineales
QSAR. Ahora, mediante un cambio de base los coeficientes del modelo lineal son de la
forma a; j =<z 5, Act >.

Formulado asi, aceptamos que los coeficientes del modelo miden una dependencia
entre la actividad y los descriptores moleculares que esta sujeta a una nociéon de angulo
entre vectores, una lectura informal pero clarificarte de esto es:

. <.’L'J_’j,ACt> . al,j
< Act,Act > < Act, Act >’

cos(L(Act,x 1 j))

En general no pedimos que el didmetro del rango de los descriptores 1, o, ... se anule
conforme j tiende a oo, significa que desde que la respuesta y la actividad son acotadas,
entonces el valor absoluto de los coeficientes en el término general de la serie de Fourier
converge a 0, sin depender del ligando, de otra forma:

|a;(£)]

. , V€ e B
J

— 0

—r 0
t

n u;y .2

., —=w; es la solucion

J=1 o

exacta del problema, sin errores de medicién, P1, entonces debe satisfacerse la condicién

de Picard:

Para nuestro problema de optimizacion significa que si ag = Y

El valor |u§\ converge a 0 més rapido que o, a partir de un cierto natural j.

Una forma metodologica de seleccionar descriptores que respalde esto es aquella con-
sistente con una seleccion del tipo paso a paso, donde el criterio de selecciéon sea un
incremento en el estadistico Rijus, que como ya se ha expuesto, corresponde a una se-
leccién que en oo converge a la soluciéon real de la actividad, consistente con la hipotesis
de linealidad QSAR en general.

Lo anterior se sigue de hipotesis QSAR debilitadas, significa que es pertinente para un
analisis QSAR en general. Son condiciones necesarias para poder llevar a cabo procesos
de regularizacion que como hemos visto se sugieren de una forma natural ante esta
formulacion.

Solucion de Tikhonov

Para un analisis QSAR, entre los requerimientos minimos esté el hecho de que tanto
las mediciones del valor de los descriptores como de los respectivos datos de actividad sean
confiables, que los errores de medicién sean bien comportados. Partimos de confiar en
que los procedimientos para las mediciones son los méas adecuados y que los instrumentos
involucrados en las mediciones se encontraban en 6ptimas condiciones.

Por otro lado dada la matriz X , es decir, dado el vector 5, la relacién entre a y
es uno a uno, con esto en mente nos permitimos una simplificacién de notacion:

)‘a,ze_ia

A=A

a,zeta"

91



CAPITULO 2. PROPUESTA DE MODIFICACION METODOLOGICA

Volviendo al problema, P7, la forma que aqui sugerimos como alternativa para abor-
darlos es mediante lo que se conoce como solucion regularizada tipo Tikhonov. Comienza
con suponer que A es un valor dado, denominado pardmetro de regularizacion, con lo que
el primer paso es resolver el problema

2
R
sa a€R".

Tomando en cuenta que es un problema convexo basta con verificar condiciones de
optimalidad de primer orden y por la linealidad del operador de derivacién no es dificil ver
la solucion se obtiene de forma analoga a como se infirieron las ecuaciones normales para
el problema sin el segundo sumando, la solucién de Tikhonov, dependiente del parametro
de regularizacion, es:

n t
u;y
ax = g Yj—=—Uy;
- gj
=1

donde 1, ..., ¢, son los filtros de Tikhonov, que dependen de los valores singulares de
X, &1,...,0,, y se definen por:

~2
9

TGN
J

El proceso de regularizacion en este caso depende del criterio que se elija para deter-
minar el mejor valor del parametro A. Algunos criterios pueden consultarse en el libro
de Hansen [10], en donde ademas se detalla el motivo por el que la es importante para
la pertinencia de la soluciéon de Tikhonov que se observe la condicién de Picard, que
en el caso discreto, como los que atendemos, implica necesariamente que el valor esper-
ado y(z), dada la matriz de datos sin perturbacion X, sea una combinacion lineal de
los las componentes de z, es decir, que se verifique la primera hipotesis del problema
de regresion, sin la hipotesis de que y dada X sea una variable aleatoria de tendencia
central.

Para nosotros es suficiente por ahora con justificar el por qué se sugiere también en
este trabajo resolver el problema de ajuste de parametros como una de regularizacién
con solucién tipo Tikhonov, lo importante es que esta soluciéon minimiza el error de sobre
estimaciéon de pardmetros y permite hacerlo sin preocuparse por “disponer de demasiadas
muestras de bioensayos con respecto a la cantidad de descriptores que sean empleados
para un analisis QSAR.

2.4. Resumen

La parte formal de revision de la metodologia QSAR, para familias de ligandos cuya
funcién sea la inhibicion de algun tipo de actividad enzimética, termina aqui, s6lo con
un resumen de una sugerencia de pasos metodolégicos:
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2.4. RESUMEN

1. Identificar con claridad el tipo de familia que se estudia, para saber si es o no
pertinente un anéalisis QSAR;

2. definir con formalidad una funcion de actividad y/o de respuesta;
3. proponer modelos sobre la relaciéon entre respuesta y actividad;

4. proponer explicita y formalmente una funcion de eficiencia, que sea un criterio de
optimalidad y comparacién entre ligandos;

5. realizar una cuidadosa seleccién inicial de descriptores para el analisis QSAR, se-
leccibn realizada por una especialista en farmacologia o campos afines, la finalidad
es evitar sesgos estadisticos;

6. realizar una anélisis QSAR de actividad multiple si es necesario para determinar
de forma tinica a la funcién de eficiencia;

7. identificar lo mejor posible el conjunto de restricciones sobre el que se optimizara
la funcion de eficiencia;

8. optimizar la eficiencia en la familia de candidatos a farmacos,

9. realizar el esto de los procesos y pasos de la metodologia QSAR.

Para una analisis de actividad multiple en particular, si la primera selecciéon de de-
scriproes es suficiente, es decir, si resulta en un conjunto de descriptores menor o igual que
la cantidad de moléculas probadas en bioensayos, menos una molécula que seré a donde
se trasladara el origen del espacio en que se obtengan los parametros del modelo lineal,
entonces se propone abordar el problema como un problema de regularizacién, con solu-
cion tipo Tikhonov, siempre que exista confianza o evidencia suficiente de que se satisface
la condicion discreta de Picard y que los errores de medicion son bien comportados.

Si no es suficiente, pero cuando menos los errores de medicién son variables aleatorias
de tendencia central, entonces se sugiere realizar una segunda selecciéon de descriptores
mediante un proceso de tipo paso a paso, donde los criterios de selecciéon sean:

2

= observacion de incremento en el estadistico R, ; (hipotesis de linealidad en el paso

al 00);

= g, >= 1, donde o, es el méas pequeno de los valores singulares de la matriz de datos
del problema de regresion, de acuerdo con lo cual se verifica que la varianza del
estadistico de pardmetros seré proporcional a la cantidad de muestras y la varianza
del error de medicion de la actividad (ver 1.31).

Si ademaés se supone normalidad en los errores si mediciéon de la actividad, entonces
se puede elegir la relacion entre la cantidad de muestras y la cantidad de descriptores
mediante la determinaciéon arbitraria de parametros para la confianza en la prueba de
hipotesis de linealidad presentada en este trabajo.
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Figura 2.3: Grafos 2D y 3D de la estructura base, R indica el lugar del sustituyente.

2.5. Familia molecular y la seleccién de descriptores
para estudio de caso

Por motivos de titulacion hemos colocado aqui un ejemple de lo que recién hemos
sugerido, con datos reales de un juego de dieciocho moléculas, pero en el trabajo con
especialistas de farmacologia se han detectado pequefias inconsistencias o insuficiencias
en los datos experimentales que hacen de esta seccion sb6lo un ejemplo académico y no
un resultado cientifico atin, a la fecha estos datos se encuentran bajo revision.

Con relacion a la seccion anterior, vamos a trabajar con una familia de antibioticos con
una funcién de actividad para la que existe una concentracion que logra una inhibicion
al 100 % de la actividad del receptor, la estructura base es la que se muestra en la figura
2.3,el conjunto de descriptores resultado de una previa seleccidén por especialistas en
farmacologia se presenta en la tabla 2.1. Para el desarrollo de este trabajo las definiciones
de los descriptores moleculares son las contenida en [30] y [32].

Teniendo receptor comiin, estructura base, restricciones para la funcion de actividad y
una seleccion previa de descriptores, el siguiente paso es buscar las restricciones naturales
y adicionales de los descriptores para la caracterizacion del conjunto de restricciones €.

Atendemos brevemente a esto porque en dicha buisqueda requerimos evitar en lo posi-
ble las dependencias lineales entre descriptores, si somos capaces de identificar a ciencia
cierta la parecencia de ese tipo de relaciones entre los descriptores; entonces, seremos ca-
paces de aprovechar nuestra capacidad de computo en la revisién de una mayor cantidad
de posibles modelos entre los que pueden ser propuestos con m datos muestrales y una
cantidad menor de variables de prediccion que la cantidad de descriptores previamente
seleccionados.

Las primeras restricciones que se imponen sobre el conjunto de descriptores y que no
se infieren de la descripciéon de los mismos, son aquellas que dependen de la informacion
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2.5. ESTUDIO DE CASO, FAMILIA Y DESCRIPTORES

Desccriptor | Simbolo | Descripsion

T nC No. de atomos de carbono.

To nH No. de atomos de hidrogeno.

T3 nN No. de atomos de nitrégeno.

Ty nO No. de atomos de oxigeno.

s nS No. de atomos de azufre.

Te nBr No. de a4tomos de bromo.

T7 nkF No. de atomos de Fluor.

g nAT No. total de atomos.

Ty nHAcc No. de &atomos aceptores para puentes de
hidrégeno (N, O, F).

T10 Sv Suma de los volimenes atémicos de van der
Waals.

T11 NBT Numero de enlaces totales.

T12 nBO No. de enlaces no de hidrégeno.

T13 nBM No. de enlaces multiples.

14 RBN No. de enlaces rotables.

T15 nAB No. de enlaces arométicos.

T16 qpmax Méxima carga positiva.

17 qnmax Maxima carga negativa (Valor absoluto de la
minima carga negativa).

18 Qpos Carga total positiva.

T19 Qneg Carga total negativa (valor absoluto de la
suma de las cargas negativas).

o0 Qmean | Media del valor absoluto de las cargas.

T91 Q2 Carga cuadrada total (sumatoria de los
cuadrados de las cargas).

T PSA Area de la superficie polar .

To3 MLOGP | Coeficiente de particién, octanol-agua, de
Moriguchi.

To4 MR Refractividad molar.

Toy n Indice de refractividad molar.

Tabla 2.1: Descriptores preseleccionados para el anélisis QSAR de la familia =.
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adicional de la que se dispone, que en conjunto se conocen como regla Lipinski (Ro5)
en el diseno de nuevos compuestos bioactivos o también llamada la regla del ntimero 5;
indica que una sustancia podria tener problemas de permeabilidad celular si viola o no
cumple mas de uno de los siguientes requerimientos:

1.
2.

4.

Peso molecular (PM) menor a 500 g/mol;

namero de donadores de enlace de hidrogeno (nOHNH ) menor o igual a 5 (suma
de -OH y -NH en la molécula);

Numero de aceptores de enlace de hidrogeno (nON) menor o igual a 10 (suma de
-O y -N en la molécula);

Log P calculado (C log P) menor a 5.

Otras reglas adicionales consideran a los siguientes pardmetros como criterios de se-
leccion de sustancias con potencial actividad biolégica:

Log P o coeficiente de particion, es un parametro que mide la hidrofobicidad de la
molécula. La hidrofobicidad afecta la absorciéon, la biodisponibilidad, las interac-
ciones hidrofobas del farmaco y el receptor, el metabolismo, asi como la toxicidad.
Este debe de estar entre -0.4 y 5.6, en promedio en 2.52. Este criterio reemplazara
para nosotros a la cuarta condiciéon de la regla de Lipinski.

TPSA (Area Polar Molecular Superficial), es un parametro usado en las propieda-
des del transporte del farmaco, el area polar superficial es definida por la suma de
las superficies de los 4tomos polares (oxigeno, nitrogeno e hidrogenos unidos a estos
atomos) en la molécula. Para la absorcion oral los valores normales se encuentran
entre 100 y 150 A. Para atravesar la barrera hematoencefalica debe ser menor o
igual a 90 A.

Peso Molecular, debe de estar entre 160 y 480 uma, y en promedio 357 uma.
Nuamero de atomos, entre 20 y 70 atomos, y en promedio 48.

Numero de enlaces rotables, este parametro topologico simplemente es una medida
de flexibilidad molecular. Se ha demostrado ser un parametro muy util para la
biodisponibilidad oral de los farmacos. Deben de presentar entre 2 y 8 enlaces
rotables.

Ntumero de anillos,entre 1 y 4 anillos.

Refractividad Molar, descripciéon del tamafio molecular y la tendencia a participar
en interacciones de dispersion. Los valores aceptados se encuentran entre 40 y 130,
en promedio 97.

La previa seleccion de descriptores corresponde a la primera reduccién de posibles
descriptores para el modelo realizada por especialistas de farmacologia de acuerdo con
criterios relacionados con los conocimientos empiricos y estadisticos de en su area de
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especialidad. Atun es un conjunto que requiere ser reducido para lograr una matriz de
datos de rango completo, condicion necesaria, no suficiente, para que exista solucion tnica
del problema de optimizacién que consiste en encontrar una aproximacion por minimos
cuadrados de los vector a y b en el modelo QSAR, caracterizado por la ecuacion (2.1).

Los descriptores preseleccionados seran clasificados por su naturaleza, las relaciones
entre ellos reran exploradas en bloques de descriptores basados en tal clasificaciéon:

Grupo 1. Combinaciones lineales de las cantidades de a&tomos de cierto tipo presentes en
la molécula, descriptores de z1 a x11;

Grupo 2. Combinaciones lineales de las cantidades de enlaces covalentes de cierto tipo
presentes en la molécula, descriptores de x12 a x15;

Grupo 3. Funciones escalares cuyo argumento es el conjunto de cargas de una molécula,
generado por el método de Gasteiger y Marsili (ver definicion A.2.1), descrip-
tores de 16 a x29;

Grupo 4. Parametrizaciones de propiedades fisico-quimicas, descriptores a3 y x25.

Las relaciones mas simples y directas que existen entre el conjunto de descriptores de
la preseleccion son:
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v, € N, k=1,.,6,10,..,14;

0 = 3+ 323+ 26 + xymod(2)

rg = E Tk

1<k<7
9 = XT3+ x4
Tio = E VT

1<k<6
T2 = T12 — T2
T4 = 11 — T2 —Teg — T13
rig = T19

21‘18

20 = -

Zkgﬁ Lk
T24 =

—>——— ) DPiTk
(235 +1)p kzg

0 < 2z —w2+x3+ 305 — 26 — 7 — 20,1 + To,2 — To,3 — 3To,5 + To,6 + To,7
xg < max{rs(s) :¢ € Ep}
xrg > 20
T9 < 10
2z11 > 2[xo,10 + Z (ok — mk)] — 2
1<k<7
2011 < 2x00 + Z eVi(zox — k)
1<k<T
T4 > 2
218 < To1 Z Tk
\/ k<7
Too < T16
To0 = —X17
Too < 150
Too > 100
T93 < 5,6
x23 2> —04
Tog < 130
To4 > 40
Nad wa < 500
k<6
Na) wpz, > 160
h<6 98
nOHNH < 5
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en donde wy, es el peso en gramos de cada tipo de atomo y N4 es el namero de
Avogadro. Las restricciones sobre la cantidad de anillo ni sobre los donadores para la
formacion de puentes de hidrogeno figuran en las relaciones anteriores. Los detalle de la
inferencia de las relaciones anteriores se encuentran disponibles al lector en el apéndice
A.2.

Con las relaciones de igualdad se pone de manifiesto que cada uno de los descriptores
con los que hemos trabajado se encuentran en funciéon de los descriptores en el conjunto

{5171, Z2,T3,T4,T5,T6, l’7,$10,$1271’14,115,171679317,120,11721,9322,124};

Este conjunto es entonces lo que se conoce como una base de descriptores molecu-
lares®.

Siempre que sea posible, en el caso de los descriptores que son combinaciones lineales
de los elementos de la base de descriptores, sobrara un anélisis estadistico de indepen-
dencia lineal de variables cuando se proceda a resolver el problema de regresion.

Las relaciones expuestas que son sintetizadas en esta seccion seran las que determi-
naran el conjunto de restricciones para cualquier tipo de anéalisis QSAR que realicemos,
en la etapa correspondiente a la optimizacion de los modelos lineales que sean propuestos
para explicar el comportamiento local de las componentes de la energia libre.

2.5.1. Los modelos QSAR

El conjunto muestral de moléculas sobre las que se realizaron las mediciones experi-
mentales de actividad se encuentran listadas en la tabla 2.2.

Nombre id mol

Nombre id mol

base So

ke1308 <10
ﬁzg; 2 kc1310 o
kel34 S kel311 GC12
kC136 < kC1314 G13
ke1005 % kel315 o1
ke1300 S kel316 o15
kC1301 & kC1317 S16
ke1303 G . o17

kel321 S18
kel1307 S9

Tabla 2.2: Conjunto muestral =y, conformado por dieciocho elementos de la familia de
moléculas de interés.

La presente seccion esté los resultados de un problema de regresion miltiple QSAR
tradicional, que extenderemos empleando el criterio de seleccién de buenos modelos basa-
dos en incrementos de la magnitud del estadistico R?ajus tanto los datos de actividad
tradicionales AG como para los vectores de actividad (AG, AH).

4No debe confundirse el concepto de base de descriptores moleculares con los conceptos de bases
topoldgicas ni de bases en espacios vectoriales.
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Por la naturaleza y complejidad de los procesos bioquimicos que estudian los anélisis
QSAR es suficiente un coeficiente de determinacion de por lo menos 1/2 para considerar
que un modelo lineal describe satisfactoriamente el fend6meno; es por este motivo que no
descartaremos la hipotesis de linealidad fundamental de un modelo QSAR tradicional
siempre que R?ajus sea mayor o igual que 1/2.

A continuacioén se presenta un ejemplo do los primeros resultados que obtenidos de la
inclusion de un segundo dato de actividad para una familia de farmacos para el combate
de la tuberculosis. Los datos experimentales ya su viabilidad para una anéalisis QSAR
sigue en camino y es por ello que debe considerarse esto solamente como una ejemplo
que ilustro lo desarrollada en este trabajo de tesis.

2.5.2. Regresion lineal miltiple

Lo primero en la obtencién de modelos de regresiéon lineal sera el aclarar a qué es
lo que entenderemos por un conjunto de descriptores que generan un buen modelo de
regresion. Independientemente de si el el error de mediciéon observa normalidad o no,
para nosotros los buenos modelos de regresion seran, siempre que por lo menos la media
del error de medicién sea 0, los que cumplan tres condiciones:

» con un nivel de confianza 1—a y regién de rechazo R?ajus < ,5 no pueda descartarse
la hipoétesis de dependencia lineal entre la variable de actividad y el conjunto de
descriptores que determina al particular modelo de regresion;

= no observa sobre-ajuste de parametros;
= cumple las dos condiciones anteriores con la menor cantidad de variables posibles.

Algunas observaciones pertinentes sobre nuestro entendido de buenos modelos de re-
gresion son, en primer lugar, que la region de rechazo para la prueba de hipodtesis de
linealidad se ha elegido asi por una convencion para los analisis QSAR, para los far-
macéuticos un coeficiente de determinaciéon mayor que .5 es suficiente para aceptar la
existencia de correlacién entre la actividad y el modelo que se proponga. Respecto de
la condicién de sobre-ajuste, la presencia del mismo dependera de las necesidades de la
investigacion y la forma en que en cada problema de regresion se entienda por una vari-
anza pequena del estadistico de parametros del modelo. En este trabajo la significaciéon
que daremos a “varianza pequena’ se desprende de los corolarios 1.4.2 y 1.4.4.

Sobre ajuste de parametros

Al momento de trabajar con los datos maestrales debemos partir de suponer que el
orden de la varianza en los errores de medicion es tolerable, de otra forma ni siquiera
tendria sentido utilizarlos para una anélisis; luego, al modelo de regresion se le exige que
su varianza, dada la matriz de datos X para el conjunto muestral de variables indepen-
dientes, sea del mismo orden o menor que la del error de medicion. El corolario 1.4.2 nos
garantiza la igualdad

Var(azy + - @nan| X) = 0%(21, .o, £,)C (21, .oy )"
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Pero como C' = (X'X)~! = VX2V, donde X = UXV"! es la DVS de X; se sigue

2
020Cx! = o2(Va)S2(Va)! < (“ ||:z:) .
On

Con el desarrollo anterior se justifica las formas en que determinaremos cuando que
no existe sobre-ajuste en un modelo de regresion para un analisis QSAR.

Definicién 2.5.1 (Criterio de sobre-ajuste de parametros.). Si @ es la solucién al prob-
lema de regresion lineal ax ~ §, con a,x € R™, dada X y tal que E(dy) = 0; entonces,
diremos que con factor de escalamiento A y sobre el conjunto Dom no existe sobre-ajuste
del vector de parametros a siempre que

Amaz({||z]| : © € Dom})

On

<l
con oy > --- 0, los valores singulares de X.

Con la definicion 2.5.1 realzamos la importancia que para nosotros tiene conocer el
conjunto de posibles descriptores para los cuales nos atreveremos a hacer predicciones
sobre el valor que observara la actividad de un farmaco, en la familia de interés, que se
corresponda con tal vector de descriptores.

Esta definiciéon de sobre-ajuste redunda la importancia que par la estadistica tiene,
independientemente del tamano de la muestra, una cantidad lo més pequena que sea
posible. Como hemos visto ya en secciones anteriores, si se construye un modelo de
regresion a partir de uno dado mediante la inclusiéon de variables de prediccion adicionales,
el la magnitud del menor valor singular de la matriz de datos correspondiente serd menor
o igual que el correspondiente valor singular para el modelo inicial, no obstante, tal
incremento en las variables de prediccién genera un incremento en la dimension del vector
x y consecuentemente un natural incremento de max(||x||Dom). En la siguiente seccion
explicaremos en qué forma entender asi el sobre-ajuste de un modelo de regresiéon lineal
es parte de la caracterizacion de la familia de moléculas, o implica que se verifique la
condicion de Picard figura entre las condiciones de suficiencia minimas para un proceso
de regularizaciéon tipo Thikonov.

La definicion 2.5.1 y el corolario 1.4.4 dan una referencia del rango en que debe
encontrarse la varianza de cada uno de los estadisticos aj, j = 1,...,n, ser considerada
como tolerable, relacion que es independiente de la matriz X y se desprendo s6lo de la
forma en que se encuentre caracterizado el conjunto Dom:

Var(a;) < {Amax(ﬂx”":x < Dord) } j=1,..,n.

En ausencia de informacion adicional asumiremos en cada caso que max({||z|| : = €
Dom}) = maz({||z1]], .-, ||xm]||}) , mientras que lambda se elegirda como el supremo
del conjunto de escalares que permite construir al menos un modelo de regresion sin
sobre-ajuste para el conjunto muestral de ligandos y un subconjunto de los descriptores
previamente seleccionados.
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Normalidad en los errores y tamanos de muestra.

El conjunto muestral del que disponemos es pequeno, no obstante necesitamos conjun-
tos de entrenamiento y prueba para poder para tener por lo menos una somera validaciéon
interna. Aleatoriamente elegimos 14 de las 18 moléculas como conjunto de entrenamiento:

Conjunto de entrenamiento

kel31  kel32  kecl34
kel36  kcl005 kcl300
ke1301  kel307 kcl310
kel311  kel314  kel316
kel317  kcl318

Para poder proceder con la seleccion de buenos modelos de regresion lineal resta
atender a la relaciéon entre el tamano de la muestra, m, y la mayor cantidad de variables
de prediccién que nos seran permitidas utilizar en los modelos de regresion lineal que se
propongan como modelos QSAR, n. En cada caso consideramos al término independiente
de los modelos lineales no nulo y como una variable de prediccién constante.

Aceptamos a priori que los error de medicién de las componentes de la actividad
son variables aleatorias bien comportadas, es decir, son independientes entre si y sus
distribuciones son ambas normales con media 0 y varianzas con magnitudes del mismo
orden.

Para este analisis QSAR de actividad vectorial no disponemos de evidencia estadistica
que respalde la afirmaciéon de que algin subconjunto de a lo mas dos descriptores de los
aqui considerados explique locamente y casi en su totalidad el comportamiento de alguna
de las dos componentes de actividad, nuestro problema de regresién para el ajuste de
parametros sera sin restricciones.

Por lo expuesto en la seccion 2.1, en las ecuaciones matriciales destacadas en (2.19),
las soluciones del ajuste de pardmetros con actividad vectorial, para un conjunto de
descriptores linealmente independientes y con no méas de m elementos, seran las soluciones
de los problemas de ajustes resueltos de forma independiente para AH y AS, a saber

{

La eleccion inicial de los descriptores que pueden ser considerados para nuestros mod-
elos QSAR es cuenta con méas elementos que la cantidad de muestras de actividad, lo
que no nos exenta de tener que realizar una seleccién de los mejores modelos entre las
soluciones de todos los problemas de regresion lineal multiple que pueden ser planteados
con los subconjuntos propios de menos de 17 elementos extraidos del conjunto de 25
posibles.

La ventaja operativa que tiene una primera selecciéon de variables de predicciéon con
base en criterios no estadisticos es que, como en este caso el conjunto de posibles variables
independientes es relativamente pequeno y hace que el tiempo de computo que resolver
cada uno de los posibles problemas de regresion sea relativamente pequeno.
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El criterio que tenemos para un buen modelo incluye que para un conjunto de descrip-
tores y un nivel de confianza 1 — «, con « € (0, 1], no se rechace la hipotesis de linealidad
para ninguno de los modelos resultantes de los problemas de regresion para AH y AS. Al
respecto de este criterio emplearemos como principal herramienta, para la determinacion
de la cantidad méxima de descriptores en un modelo QSAR de actividad vectorial, a
la relacion entre el tamano de muestra y la cantidad de variables de prediccién que se
desprende del lema 1.4.13, los resultados se muestran en la tabla 2.5.2, tolerando como
minimo un nivel de confianza de ,8.

NivConf Max n/AH Max n/AS

0.999 12.000 0.000
0.971 12.000 1.000
0.966 12.000 2.000
0.960 12.000 3.000
0.953 12.000 4.000
0.945 12.000 5.000
0.935 12.000 6.000
0.924 12.000 7.000
0.910 12.000 8.000

Tabla 2.3: Maxima cantidad de variables de prediccién para cada componente de activi-
dad respecto de un nivel de confianza especifico para la prueba de hipétesis de linealidad.

En ausencia de acotaciones reportadas para las varianzas de las componentes de la
actividad por parte de quienes realizaron las mediciones experimentales, hemos acotado
a las mismas con la unidad simplemente por que una varianza mayor significaria que
estas mediciones no pueden ser usadas aqui para los fines que se persiguen.

En lo tocante al sobre-ajuste o sobre-estimacion de los modelos, de nuestra definicién
se hace evidente la relatividad del concepto, lo cierto es que en nuestro conjunto de
entrenamiento las magnitudes de algunos de los descriptores considerados son del orden
de 102, por fines de exploracién relajaremos los criterios de seleccién para los modelos
lineales; ponderaremos la importancia que de la norma del vector de descriptores con
A = 107!, implicando que un buen modelo observara una matriz de descriptores con
valores singulares simultaneamente mayores. Solo en el caso de un modelo dos construido
con dos descriptores relajamos atin més el valor de A por haber destacado notoriamente
entre el resto de los modelos con la misma cantidad de descriptores.

Los resultados obtenidos por RLM se resumen en la tabla:

En el caso de este conjunto de datos no habia informacién suficiente como para confiar
en que se satisfacian las condiciones suficientes para el proceso de regularizacion mediante
la solucién de Thikonov, por eso es que concluimos aqui nuestro ejemplo y trabajo de
revision de la metodologia QSAR.
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No. Vars. | Descriptores o1 On
3 | nC nHAcc 64.073567  9.673570
3 | nHAcc Molweight 1150.434104  9.264467
5 | nAT Molweight PolarArea Q2 1286.849500 9.321802
5 | NBT Molweight PolarArea Q2 1287.545766  9.643755
5 | Molweight PolarArea Volume Q2 1649.978017 9.944621
No. Vars. | Descriptores jousAH s2 5
3 | nC nHAcc 0.704023 24007036.539256
3 | nHAcc Molweight 0.702239  24151753.315155
5 | nAT Molweight PolarArea Q2 0.769599 18688064.549305
5 | NBT Molweight PolarArea Q2 0.777137 18076636.102846
5 | Molweight PolarArea Volume Q2 0.765893 18988664.373755
No. Vars. | Descriptores szus s sAs
3 | nC nHAcc 0.997557  7.169254
3 | nHAcc Molweight 0.985167 43.522112
5 | nAT Molweight PolarArea Q2 0.997514  7.293887
5 | NBT Molweight PolarArea Q2 0.998243  5.155917
5 | Molweight PolarArea Volume Q2 0.997437  7.520538

Tabla 2.4: Seleccién de conjuntos para posibles modelos QSAR, criterio R? y actividad
miltiple.

104



Conclusiones

Comenzaremos por puntualizar que, para el una analisis QSAR, es muy importante
solicitar reportes detallados de cada bioensayo realizado por un laboratorio, incluso para
una anélisis tradicional permite recuperar valiosa informacién sobre las caracteristicas
cinéticas y termodinamicas de la interaccién ligando-receptor. La cantidad minima de
informacion relevante que debe reportarse o de bioensayos que deban realizarse dependera
de la dimensién del espacio de estados del sistema que se observe en cada bioensayo.

Un andlisis QSAR con vector de actividad (AG, AH), es asequible en la practica y
con suficiente informacion sobre los bioensayos, no necesariamente informacion propor-
cionada por un conjunto muestral con gran cantidad de elementos, es posible recuperar
aproximaciones de los principales observables termodindmicos, incluido el cambio en la
energia interna del sistema. Se tiene la hipotesis, atin no no estudiada por nosotros, de que
conocer éste tipo de observables es de suma importancia por estar relacionados con los
distintos mecanismos de acciéon que puede observar un farmaco, donde distinguir cuéles
son las variables termodinamicas relevantes seria de gran utilidad para tratar de en-
tender y modelar distintos mecanismos de accién entre un ligando y su blanco biolégico,
conocimiento que confiamos seré relevante en el diseno in silico de nuevos medicamentos.

Hemos trabajado solo en la etapa de la metodologia QSAR que corresponde al al
analisis, considerar a la actividad como un vector y no como un escalar nos abre la
puerta a trabajar en las etapas anterior y posterior, con la finalidad de logra obtener, en
etapas posteriores, modelos mateméticos basados en los descriptores moleculares y que
sean capaces de describir el comportamiento y la acciéon terapéutica de un farmaco, no
solo para sistemas en los que se observe una interaccion del tipo molécula-molécula.

Por ahora también estarda pendiente la optimizacion de los modelos QSAR recuper-
ados, por requerir algo de teoria de programaciéon entera, herramienta no contemplada
en estas paginas; ademés del hecho de que no logramos, en el periodo de trabajo que
comprende esta tesis, realizar el trabajo suficiente sobre la identificacion de las relaciones
funcionales entre descriptores que para el proceso de optimizacion haran del modelo lin-
eal una no lineal. También es cierto que en materia de optimizacién atin no contamos con
la seguridad de que sea adecuado el conjunto de restricciones que hemos logrado para
hasta ahora.

Siempre que se elija resolver el principal problema de ajuste de parametros de un
analisis QSAR mediante Regresion Lineal Multiple, la definicién de sobre ajuste pre-
sentada brindara un criterio de selecciéon de modelos y lograra una menor dependencia
de la cantidad maxima de variables independientes que pueden emplearse en el modelo
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respecto de la cantidad de ligandos que componen la muestra.

Un analisis de actividad vectorial no difiere esencialmente de tres analisis QSAR inde-
pendientes con un mismo conjunto de descriptores, no involucra un esfuerzo o dificultad
mayor que un andlisis tradicional, la herramienta matemética es la misma en general,
con la diferencia de que enfatiza la adecuada definicién de una familia molecular QSAR,
con la intencién de evitar fallos graves de predictividad por la omision de caracteristicas
relevantes sobre los mecanismos de interacciéon ligando-receptor.

Ante la problemética de la dificultad de un analisis QSAR para contar con conjun-
tos suficientemente grandes de datos maestrales provenientes de bioensayos, aunque no
es la tnica forma, si se tiene suficiente confianza en la hipotesis de linealidad, se con-
sidera ademés que los descriptores pueden se conocidos con perturbacion y se conoce
una acotacion confiable para los datos de actividad; en tal caso, resolver el problema de
ajuste de pardmetros del modelo lineal QSAR mediante un proceso de regularizacion con
solucién de Tikhonov se presenta de una forma natural como alternativa.
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Apéndice A
Familias moleculares QSAR

Uno de los puntos de partida de los analisis QSAR es la determinacion de un receptor
biolégico y un farmaco base, dados estos elementos constantes es razonable pensar que
la variacién de la respuesta bioldgica depende de la variacion en el sustituyente. Cada
descriptor molecular es una forma de medir una caracteristica molecular, el cambio en
cada descriptor de una familia de compuestos estudiado es por tanto una forma de medir
un tipo particular de modificacion en las moléculas de prueba, refleja un cambio en el
sustituyente, las relaciones entre el cambio en los descriptores moleculares y la respuesta
biologica de un farmaco son el objeto de estudio de un anéalisis QSAR.

Un primer problema es por supuesto la eleccion de los descriptores que realmente se
relacionan con el cambio de la respuesta biologica, la cantidad de mediciones de las que
se dispone por lo regular no es muy grande y sin embargo, son cientos los descriptores
moleculares conocidos por la quimica. Este problema de seleccién no nos concierne en
este trabajo, nuestra labor comienza en depositar nuestra confianza en la experiencia de
especialistas que, con base en el conocimiento de su campo, eligen una pequena cantidad
de descriptores (receptor y estructura base dadas) que consideran son los mas relacionados
con la variaciéon de la respuesta, disminuyendo asi la posibilidad de recuperar modelos
con poco sentido real.

Partiendo de esta seleccion previa de descriptores aun quedan observaciones
metodologicas que realizar sobre los modelos QSAR, de las que se desprenderén los
distintos modelos que se recuperen, dependiendo de cémo sea definida una familia de
compuestos susceptible de un anélisis QSAR.

El problema real implica mediciones de la respuesta biologica, que dependen de la
infima concentracion del farmaco que se requiere para causar una respuesta al 50 %, es
claro que una concentraciéon menor o igual a 0 es un dato absurdo, significaria que la
respuesta biologica no depende del farmaco, luego ni siquiera tiene sentido realizar un
analisis. Por otro lado una concentracion infinita tampoco tiene sentido, ni siquiera lo
tiene que la concentracion sea tal que el volumen que ocupe sea mayor que el que ocupa
la muestra de tejido en la medicién experimental de la respuesta. Que la medicion de
la respuesta debe estar acotada superior e inferiormente por constantes positivas es una
restriccién natural.
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Asi como la respuesta, el rango de los descriptores también esté sujeto a restricciones
de acotacion, algunas de ellas evidentes, como que la cantidad de Atomos tiene que ser
acotada, o que la cantidad total de a4tomos de cualquier elemento de una familia de
moléculas no puede ser menor que la cantidad de atomos de la estructura base.

Veremos que la acotaciéon para la respuesta y para los descriptores seleccionados
son de vital importancia para la bisqueda de farmacos con el mejor efecto terapéutico
posible, dentro de la familia en la que son considerados, desde la elecciéon de herramienta
matematica que serda empleada para ello, hasta la forma en que se entendera una familia
de moléculas en el analisis QSAR.

A.1. Breve clasificacion

Comencemos por profundizar en las hipotesis de un analisis QSAR. El primer aspecto
es entender la importancia de la caracterizacion de la familia de compuestos orgénicos
que se estudiara; uno de los aspectos de valia de un analisis QSAR tradicional es que
busca obtener informacion del comportamiento de la familia de ligandos prescindiendo de
informacioén explicita del receptor, que claramente es importante. La informacion sobre el
receptor es inherente al farmaco que se elige como estructura base, la tinica informacion
de la que un anélisis QSAR dispone sobre el receptor se encuentra condensada en el
farmaco base qué por principio es afin al receptor.

Las caracteristicas constitutivas, electronicas, topologicas, geométricas y fisicoquimi-
cas tienen garantia de alcanzar una concentracion suficiente como para reaccionar con el
receptor y producir una respuesta deseada, pese a que la concentracion pueda no ser tan
pequena como se quisiera. La estructura base y sus propiedades son en primera instan-
cia el factor que determina las primeras restricciones que se establecen para caracterizar
la pertenencia de un compuesto organico a una familia de moléculas susceptible de un
analisis QSAR.

Haremos distinciones entre conjuntos de moléculas organicas a considerar como famil-
ias de ligandos en analisis QSAR, los primeros criterios de clasificacion son independientes
de las relacione inherentes a la definicién de los descriptores, son criterios impuestos por
el blanco biolégico para el cual se pone en marcha toda la maquinaria de una anélisis
QSAR y lo que vulgarmente puede llamarse una molécula pivote.

A.1.1. Familias determinadas por un receptor o una estructura
base

Tres utiles conceptos matematicos son asociados a una molécula como un objeto real
en el espacio, el grafo, las coordenadas moleculares y la orientaciéon geométrica de la
molécula en el espacio. Por ahora y para nuestros fines, una molécula quedara caracteri-
zada por lo que llamaremos su grafo molecular geométricamente orientado (u orientado
por un producto interior).

El grafo de una molécula, o su grafo molecular, es una representacion de ella que
modela sus propiedades topologicas, principalmente la de conexidad, mientras que sus
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coordenadas moleculares almacenan la informaciéon geométrica del conjunto de ntcleos
atomicos, las posiciones relativas en un sistema de coordenadas y su orientacion.

La orientacién por su parte quedara determinada por las coordenadas moleculares, se
incluye puesto que dado un conjunto de atomos, la forma en que se encuentran unidos
mediante enlaces covalentes y conociendo las distancias euclidianas que guardan los pares
de niicleos atomicos entre si, atin con esta informacion no hay garantia de una caracteri-
zacion unica, en realidad, para cada grafo molecular acompanado de las distancias entre
nicleos atémicos, si la estructura de la molécula no es plana, entonces existen exacta-
mente dos moléculas con esa descripciéon, moléculas quirales entre si.

Definiciéon A.1.1. Un grafo G es una terna que consiste en un conjunto no vacio de
vértices V(G), un conjunto de aristas A(G) y una relacion R(G) que asocia a cada arista
una pareja de vértices:

R(G) : AG) — {{vi,v2} 1 v1,02 € V(G)}
¢ — R(GQ)¢={v1,v9}

Al par de vértices que asociados con una arista se les conoce como los extremos
de la misma. Dos vértices se dicen adyacentes si son los extremos de la misma arista,
emplearemos la notaciéon vy <> vy para indicar que los vértices v y v2 son adyacentes.

Un grafo se dice simple si la relacion R(G) es inyectiva, es un multigrafo si no lo
es. Recurriremos a la notacion Y14’¥2 para indica que existen k aristas asociadas con la
pareja de vértices {vy,v2}.

Definicion A.1.2. El grafo G se dice conexo si cada vértice en )V es uno de los extremos
de por lo menos una arista en A.

El grafo de una molécula es aquel en que el V(G) es su conjunto de atomos, A(G) es el
conjunto de pares de electrones que conforman los enlaces covalentes localizados (enlaces
o) y R(G) asigna hace corresponder a cada par de electrones con la pareja de 4tomos que
los comparte. Es claro que cualquier grafo molecular es un grafo conexo con conjuntos
finitos de vértices y aristas.

La orientaciéon molecular por otro lado, es un concepto geométrico que quedara car-
acterizado por una variable con solo tres posibles valores. Aceptando que la posiciéon
relativa de los ntcleos atémicos de una molécula respecto del resto es constante, entonces
tales nacleos pueden caracterizarse como parejas de la forma (e, z), donde e es simbolo
de cada atomo como elemento quimico y z son las coordenadas del niicleo respecto de
un sistema de referencia dado (coordenadas moleculares).

Dada una molécula ¢ con grafo molecular G. para el que existe un subgrafo conexo con
vértices v1, ..., vy tales que vy es adyacente a cada uno de los vértices restantes, entonces
la molécula tiene orientacion positiva (orientacion 1) si es positivo el determinante de la
matriz asociada con la transformacion lineal que envia a la base candnica en el conjun-
to ordenado zo — 21,23 — 21,24 — 21, con z; las coordenadas moleculares del atomo que
caracteriza al vértice v;. De forma analoga, si el determinante de la matriz es negativo
entonces la molécula se dice con orientacion negativa ( orientacion -1). Se dice que la
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estructura de una molécula es plana si existe un plano que contenga propiamente al con-
junto de coordenadas moleculares, si existen un vector d y una constante k tales dz = k
para cada coordenada molecular z. Cualquier molécula con estructura plana se dird no
orientada o con orientacion 0.

La orientaciéon de una molécula definida como antes, atiende a la necesidad de una
representacion matematica de la molécula que permita discriminar entre pares de molécu-
las que son quirales entre si, pares de moléculas que son indistinguibles salvo por el hecho
de que la tnica forma de sobreponer una en la otra mediante movimientos rigidos ele-
mentales (reflexiones o composicion de pares de ellas en el espacio) es a través de la
composicion de una cantidad non de reflexiones. El par de manos de una persona es
una clara alegoria pera entender la quiralidad molecular, si se pretende usar un guante
izquierdo en la mano derecha no hay forma de hacerlo sin que el dorso del guante se
corresponda con la palma de la mano o sin que la parte interior del guante se convierta
en la exterior.

La orientaciéon que hemos definido para una molécula depende de las nociones de
angulo en un espacio euclidiano, méas generalmente depende del producto interior, aunque
sin entrar en detalles, la orientacién de una molécula depende de la moderaciéon de sus
nicleos atémicos como un sistema con una cantidad finita de elementos en un espacio
vectorial con producto interior; siempre que exista una nocién de coordenadas moleculares
como vectores en un espacié de dimensioén n y una nociéon de angulo, entonces sera posible
definir la orientaciéon molecular a partir de la existencia de un conjunto de n 4+ 1 4tomos
que induzca un subgrafo conexo.

La orientacion sera 0 si el conjunto de diferencias entre sus coordenadas moleculares
genera un subespacio de dimensién menor que n, mientras que las orientaciones positiva
y negativa dependeran del determinante de la matriz de cambio base entre una base
canodnica y una formada por diferencias de coordenadas moleculares del conjunto de
atomos elegido. Se comenta la posibilidad de generalizacién de la orientacién molecular
para dejar la puerta abierta a una definicién en que las posiciones relativas entre los
aAtomos no sean constantes y estén determinadas por variables aleatorias, o si las moléculas
son objetos reales considerados en espacios de dimensién finita mayores o menores que
tres.

Para una molécula ¢ definiremos el grafo orientado por un producto interior como la
pareja (Ggs,9.), en la que ¥ es la orientacion de ¢. Un subgrafo molecular orientado en
el mismo sentido sera la pareja (QéB), 19?), donde B es un subconjunto propio de V(G),

QéB) es el grafo inducido por By 1923) es la orientacion del conjunto B como conjunto
de ntcleos en el espacio con posiciones relativas constantes.

En tanto no se indique sbélo estara definida para nosotros un tipo de orientacion
molecular, y es la definicion que hemos presentado, por brevedad nos referiremos a la
orientacion molecular dada por un producto interior simplemente como orientacién molec-
ular, e incluso s6lo como orientaciéon cuando por contexto sea inmediata la alusion de
conceptos.

Cualesquiera dos grafos moleculares orientados se diran equivalentes si los grafos en
su primera componente son isomorfos entres si y observan la misma orientaciéon en la
segunda componente que los define.
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Lo que en adelante entenderemos por una estructura base inducida por la molécula ¢,
serd un subgrafo molecular orientado, ( éB), 19? ), tal que el subgrao molecular inducido
por B¢ no posee subgrafos conexos no triviales.

Para verificar que un conjunto de moléculas orgéanicas es una familia molecular como
la que se exige para una analisis QSAR el primer paso es establecer la certeza de que
es una familia determinada por su estructura base: Que la estructura base inducida por
la molécula pivote (el farmaco base del analisis) es una subestructura de cada uno de
los compuestos, lo que significa que para cada uno de los compuestos pueda elegirse un
subconjunto de atomos, A, de forma que puedan asociarse de forma biunivoca, mediante
, con los atomos del farmaco base, poniendo en correspondencia atomos del mismo tipo
(carbono-carbono, hidrogeno-hidrogeno, etcétera) y respetando las propiedades electroni-
cas originales, en otros términos, si atmi y atms son elementos de A, entonces existira un
enlace quimico de orden k entre @(atmy) y ¢(atmsz) solamente si existe uno equivalente
entre atmy y atmes, preservando la orientacion.

Considerando a las moléculas como conjuntos de nucleos atomicos en un espacio
euclidiano de dimension tres, en el interior de regiones con interior no vacio (orbitales),
entonces ¢ seria un movimiento rigido que conserva la orientacién, que puede expresarse
como una cantidad par de reflexiones en el espacio o simplemente con una matriz asociada
de determinante positivo respecto de la base candnica.

Un sustituyente es un compuesto relacionado con una familia molecular determinada
por sus estructura base, =Z. Digamos que ¢ es un miembro de la familia =, con grafo
molecular G ; supongamos ahora que QéA) es el grafo inducido por el conjunto de dtomos
A de los parrafos que anteceden, mientras que existe un subconjunto de atomos, B,
contenido en A€ y tal que el subgrafo inducido por B, gf, es conexo y existe una pareja
tnica de atomos atm, € A y atmy € B para la cual la imagen inversa de {atmq, atms}
bajo la accién de R(G) es un conjunto no vacio. Un sustituyente sera considerado aqui
como cualquier compuesto con un conjunto de a&tomos de la misma cantidad y tipo que un
conjunto B como el descrito, con un grafo molecular isomorfo a Qf y la misma orientacion
que el conjunto B. En este texto reservamos la notacion # para indicar un sustituyente
como una molécula o compuesto quimico.

En los analisis QSAR son importantes los sustituyentes, nos seran de utilidad aho-
ra para realizar subclasificaciones de familias moleculares determinadas por su estruc-
tura base; una familia de este tipo, determinada por la estructura base inducida por la
molécula ¢, se dird determinada por k sustituyentes si el grafo inducido por B¢ es un
grafo conformado por exactamente £ componentes conexas, siendo cada una de ellas un
sustituyente.

Otro requisito indispensable en un anélisis QSAR es que dado un blanco biologico,
este sea un receptor comun de los ligandos en la familia molecular considerada, condicién
que no es necesaria si la familia so6lo se determina por su estructura base; la geometria
molecular es importante, tanto la de un ligando como aquella del sitio activo del receptor
que por lo general se presume desconocida, si la diferencia entre la cantidad de 4tomos de
la estructura base y la de los ligandos de la familia no tiene restricciones, entonces para
una estructura base con pocos dtomos pueden anadirse una gran cantidad de atomos
que que resulte en una configuracion del ligando que aisle a la estructura base, como
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Figura A.1: Ejemplo de compuesto en con estructura base aislada.

subestructura del ligando, imposibilitando toda interacciéon de esta con el receptor (figura
A1.1).

Diremos que una familia de moléculas queda determinada por el receptor R si R es
un blanco biol6gico comun a los elementos de la familia.

A.1.2. Familias determinadas por propiedades de su funcién de
actividad

Tradicionalmente, como nos hemos esforzado en recordar, la estructura base almacena
implicitamente toda la informacién del receptor de la que es posible disponer para un
analisis QSAR, son los sistemas (£, R, M) el tnico universo conocido; sin embargo, para
fortuna de todos, en la practica esta limitada hipotesis no es cierta en general.

Existe informacion adicional cualitativa y cuantitativa que los analisis QSAR deben
incluir de alguna forma en su formulacion particular, ejemplos de ello es que los sistemas
termodindmicos en los que se realizan las mediciones de la actividad son por mucho
més simples que los sistemas biologicos finales en los que un candidato a farmaco sera
incorporado si en algiin momento se desea alcanzar la categoria de medicamento.

La informacion adicional que en la préactica puede incorporarse en un analisis QSAR
puede ser la experiencia de los especialistas de distintas areas involucrados, lo minimo que
se requiere que un medicamento haga en el sistema final para llegar al receptor deseado,
lo que no puede permitirse que un farmaco cause en el sistema final, las relaciones como
funcionales no lineales entre los descriptores empleados (no detectables mediante cor-
relacion estadistica), mediciones adicionales de observables termodinédmicos relacionados
con la respuesta biologica, incluso la propia formulacion del modelo que sea propuesto
para explicar las relaciones cuantitativas estructura-actividad.
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Toda esta informacién no tiene por qué existir o ser accesible simultaneamente,
ademéas del hecho de que la inclusion de cada tipo de ella en el analisis QSAR sera
por lo general un problema en si mismo.

En lo que resta de este bloque nos concentraremos en continuar la clasificacion de
familias moleculares para analisis QSAR, pero que en esta ocasiéon seran determinadas
por un tipo particular de informaciéon adicional susceptible de ser incorporada en una
analisis QSAR a partir de la caracterizacion de la familia para la cual se ajustaran los
parametros de un modelo general.

Puede ocurrir que no se conozcan todas las particularidades del receptor como la
geometria del sitio activo; no obstante, por lo general sabemos que tipo de respuesta
esperamos que produzca el ligando al ocurrir la reaccién quimica con el receptor, esper-
amos reducciéon de la inflamacion de un tejido, mejoria del estado de animo o erradicaciéon
de una poblacion de parésitos, entre otros. Esto significa para IC,(s), en funcion de «,
que esperamos diferencias en el comportamiento cualitativo para moléculas organicas con
distintos blancos biologicos.

Mas importante ain, si se exige un minimo de rasgos comunes para los elementos del
conjunto de funciones

— R* cEE,
a — IC4(s) | ac=sup{a €0,100]:3C(c) # 0} [~

Al elemento IC.() le llamaremos la funcidon de actividad respecto de la concentracion
de la molécula ¢ en la familia =, la funcién de actividad de ¢ de forma breve.

A una familia de antibioticos, por ejemplo, . = 100 para toda ¢ es el primer requisito
que de alguna forma debe verificar la familia de ligandos para ser considerada para un
anéalisis QSAR.

Ahora, cuando se establecen un conjunto de propiedades de la funciéon de actividad de
una molécula respeto de un receptor determinado, entonces la familia molecular deter-
minada por el conjunto de caracteristicas de su actividad sera, el conjunto de moléculas
definido por el hecho de que una molecular pertenece al conjunto sélo si su funcién de
actividad cumple con las caracteristicas establecidas. Nos referiremos a estas familias
moleculares simplemente por familias determinadas por la su funcion de actividad. Es
claro que cualquier familia molecular determinada por su funcién de actividad es una
familia determinada por el receptor, donde el reciproco no se verifica en general.

Para la familia de ligandos que trabajaremos aqui, se pide que para cada elemento en la
familia la actividad, respecto de la concentracion, observe un comportamiento monétono
creciente y exista una concentracion teorica para la que se logre una inhibicién al 100 %,
es decir, que la funcién de actividad sea una relacién uno a uno y su rango un intervalo
compacto.

Trabajaremos con una familia que no se determina solamente por su receptor y es-
tructura base, también por su funcién de actividad.

113



APENDICE A. FAMILIAS MOLECULARES QSAR

A.1.3. Familias determinadas por restricciones sobre los descrip-
tores seleccionados para el analisis

Un compuesto puede ser afin a més de un blanco biolégico presente en el sistema
final, y la respuesta biologica que producira al reaccionar con cada uno de ellos sera
diferente, es posible que un mismo compuesto produzca respuestas antagonicas en el
organismo (deseable y no deseable), cualquier medicamento con contraindicaciones o
posibles efectos secundarios resaltados por el fabricante es un ejemplo de tal fenémeno.

Aceptando las hipdtesis basicas de un analisis QSAR el argumento no es dificil de
encontrar, intercambiando los roles entre el receptor y el ligando, en el sistema biolégico
final todos al conjunto de posibles blancos biologicos de un compuesto dado, se le puede
entender como simil de un familia determinada por el receptor, como una familia molec-
ular determinada por el ligando. Ligeras variaciones estructurales en el sitio activo de los
receptores no afectaran la afinidad con el ligando dado.

Por otro lado, desde hace por lo menos 20 afios se sabe que un buen analisis QSAR
debe considerar de algin modo las caracteristicas del organismo en que en la instancia
final se llevara a cabo la reaccion de un farmaco, incluso permaneciendo en la categoria
de QSAR tradicional (sin mas informacion sobre la constitucion del receptor que la
proporcionada por la estructura base de la familia).

Ademas de la unién entre ligando y receptor, las propiedades mensurables (estruc-
turales y fisicoquimicas) tienen una estrecha relacién con distintas propiedades farma-
cocinéticas del compuesto en un organismo, muchas de las cuales son cruciales para la
evaluacion final de un medicamento. Propiedades como la absorcién el transporte la ca-
pacidad de unién con componentes sanguineos, el volumen de distribucién, velocidad
metabolica y la eliminacién se encuentran entre las propiedades que no dependen por
lo general del receptor biolégico sino del organismo final y el compuesto de interés. Una
breve pero sintética y suficientemente detallada aclaracion de sobre las relaciones entre
propiedades estructurales, fisicoquimicas y farmacocinéticas de los candidatos a farmacos
puede revisarse en el trabajo de Seydel J. K. [25].

La experiencia empirica y cientifica sobre las propiedades fisicoquimicas comentadas
antes, sugiere que exciten relaciones de tipo cualitativo y cuantitativo, entre ellas como
respecto de las propiedades estructurales y fisicoquimicas de los compuestos. Para un
analisis QSAR del que se espera obtener modelos con resultados significativos més alla
del sistema simple (90, £,9R), lo anterior signifique que una vez elegido el conjunto de
descriptores que serd empleado en el desarrollo del analisis, este conjunto debe someterse
a un anélisis previo, como parte del preprocesamiento de datos, con la intencion de
identificar y discriminar, si tiene, con cuales observa una considerable relaciéon con las
propiedades fisicocinéticas comentadas.

Siempre que la revisién previa de los descriptores establezca que las relaciones cuan-
titativas o cualitativas existen; entonces, serdn estas relaciones las que en conjuncién
establezcan restricciones sobre los descriptores elegidos, adicionales a las restricciones
naturales ejemplificadas en los primeros parrafos de la seccion .

Para el estudio de caso que realizaremos, para una familia de antibioticos, apareceran
restricciones adicionales a la naturales para los descriptores tal suerte que la familia
molecular que los descriptores moleculares de los elementos de la familia deberan cenirse
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a criterios que estableceran un conjunto €2, en el espacio de R", al cual debera pertenecer
el vector de descriptores para cada elemento de la familia. La interseccién de las iméa-
genes inversas de los descriptores moleculares figurara en una de las caracteristicas en la
definicién por comprension de la familia molecular de interés.

La forma en que las restricciones adicionales (relacionadas o no relacionadas con
el receptor celular) influyen en un analisis QSAR para la caracterizacion de la familia
molecular que motiva la altima categoria de la clasificacion que estamos realizando.

Una conjunto de moléculas =g C = se dirda una familia molecular determinada por el
vector de descriptores, x = (x1,...w,)", y el conjunto de restricciones, & C R™ | si cada
x; es un descriptor bien definido con dominio en = y se verifica

So =)z (Q).
i=1

En lo que resta distinguiremos entre una familia quimica en el sentido usual de la
quimica y una familia molecular QSAR, la segunda sera una familia molecular deter-
minada por su receptor comun, estructura base, funcién de actividad y un conjunto de
descriptores. Esta distincion en gran medida es de caréicter teérico y no siempre puede
tenerse evidencia clara de que una conjunto de ligandos sea una familia molecular QSAR.
El mismo conjunto de moléculas puede considerarse como dos familias distintas QSAR
siempre que se cambie la definicion de la funciéon de actividad, el receptor celular de
interés o el conjunto de descriptores elegido para caracterizarla.

Lo cierto es que el diseno de la selecciéon de moléculas para una familia QSAR por lo
menos observar todas estas condiciones ya que justamente lo que interesa es explicar la
actividad mediante un conjunto de descriptores, si la estructura base corresponde a una
molécula con geometria plana y la quiralidad puede hacer que una molécula sea afin al
receptor y la molécula restante no, entonces los descriptores moleculares por principio
deben permitir distinguir entre ellas.

A.2. Preseleccion de descriptores, relaciones naturales
y necesarias para el estudio de caso

A.2.1. Descriptores constitucionales , Grupos 1 y 2

Toda molécula organica tiene la caracteristica de estar conformada solamente por
combinaciones de atomos de carbono (C), hidrégeno (H), oxigeno (O), nitrogeno (N),
azufre (S), bromo (Br), cloro (Cl), flaor (F) o iodo (I); por lo que si nC, nH, nO, nN, nS,
nBr, nCl, nF y nl denotan respectivamente las cantidades de atomos de C, H, O, S, Br,
Cl, F e I, entonces

nAT=nC+nH+nO+nS+nN-+nBr-+nl4+nF-+nCl.

Especialmente en el conjunto muestral =y no existen moléculas con atomos de
Cl, F o I la relacion de igualdad anterior en consecuencia serd para nosotros:
nAT=nC+nH+nO+nN+nS+nBr. Las primeras restricciones para los descriptores de la
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familia molecular de nuestro anéalisis QSAR seran: que los descriptores con subindices en
de 1 a 8 toman valores en el conjunto de nimeros naturales y

7
Ty = Zxk (A1)
k=1

El motivo de la restriccion (A.1) es simple, al no disponer de una muestra en que
por lo menos una molécula incluya atomos de cloro, flior o iodo no somos capaces de
identificar un cambio en la actividad que pueda relacionarse con la presencia o ausencia
de estos elementos quimicos en la molécula.

Luego, el descriptor nHAcc es la suma de nO, nN y nF, asi que la siguiente relacion
es por lo tanto

Tg = X3 + X4 + Tg. (AQ)

La relacion entre el volumen de van der Waals y los descriptores anteriores esté dada
por la propia definicion de Sv, si v; es el el volumen de van der Waals (volumen VdW)
de un atomo de carbono, oxigeno, hidrogeno, nitrogeno, azufre y bromo, parai=1,...,6
respectivamente, entonces para nuestro caso particular se verifica

7
Tg = kaxk. (A.3)
k=1

Los valores v; son magnitudes experimentales conocidas que dependen del programa
de computo con el que se realice el calculo (tabla A.2.1).

Simbolo ‘C H N O P S F Cl Br
Vol VdW‘ 1 0299 0695 0.512 1.181 1.088 0.41 1 1.384

Tabla A.1: Tabulaciéon de volimenes de van der Wals. Datos extraidos de [32]

A.2.2. Conectividad, Grupo 2

Un enlace covalente entre dos atomos es, groso modo, la proximidad espacial constante
entre los nucleos atémicos (en un sistema fisico estable) que resulta de la existencia de uno
o més pares de electrones compartidos por estos atomos. Se dice que un enlace covalente
es de orden 1 si s6lo un par de electrones es compartido, de orden 2 si se comparten dos
pares y de orden 3 si se comparten tres pares.

Puede ocurrir que durante un periodo de tiempo arbitrario un par de atomos de
forma constante compartan por lo menos un par de electrones, pese a que la cantidad
de los electrones compartidos no sea constante, cambiando entre uno, dos 0 tres pares
de electrones comunes. Tal fenémeno se conoce como efecto de resonancia, los enlaces
covalentes afectados por €l se conocen como enlaces aromaticos y son, por definicion, de
orden 1.5.
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A los enlaces de orden uno se les conoce también como enlaces simples, a los de orden
dos como enlaces dobles y los de orden 3 como enlaces triples. Cuando es necesario, para
efectos operacionales, un enlace covalente de orden 0 entre dos atomos significara que no
existen electrones comunes a ambos.

Para este grupo de descriptores la primera restricciéon es de tipo lineal; aunque en
el sentido modular modular de la teoria de nimeros. Se exige que las moléculas de la
familia sean estables, lo que significa que mediante los enlaces covalentes que se forman,
cada atomo adquiere una configuracion electronica igual a la de algin gas noble. Ademaés
como parte de los requerimientos de estabilidad se exige que para los 4tomos de oxigeno
y nitréogeno ne se observe protonacion o ionizacién, todo esto significa que los enlaces
que se formen entre los elementos dependan de los electrones no apareado de los a&tomos
en los orbitales externos y de la hibridaciéon de los orbitales tanto del carbono como del
azufre. Motivos que permiten establecer relaciones entre los descriptores de conectividad.

Por el hecho de que los enlace covalentes ocurran por pares de electrones compartidos
entre atomos, la suma los electrones no apareado en los orbitales més externos de los
atomos debe ser una cantidad par, paridad que dependera de la suma de dichos electrones
sblo para los 4tomos con valencias impares, por lo que

2o + 3x3 + x6 + 7 = 0mod(2). (A.4)

Aunado a lo anterior la familia molecular también esté determinada por la estructura
base, en este caso particular lo que se sustituye en la estructura base para dar paso a
los compuestos de la familia es un hidrégeno enlazado a un oxigeno; ademas, para que la
familia este determinada por su estructura hemos dicho que el sustituyente no altera las
propiedades electronicas de la estructura base, significando que la cantidad de 4tomos y
enlaces de cada tipo en la molécula serdn siempre mayores o iguales que los ya existentes
en la estructura base, excepto tal vez en el caso de los hidrogenos y los enlaces rotables; el
resto de los detalle de acotacion dependeran del sustituyente pensado como una molécula
independiente.

Continuando con las acotaciones para las cantidades de 4tomos y enlaces, por ser un
grafo molecular un grafo conexo y debido a que cada oxigeno puede formar a lo més dos
enlace sencillos, en una molécula como de nuestra familia pueden existir a lo sumo dos
atomo de oxigeno enlazados a otro de hidrégeno o bromo, de lo contrario cada uno de los
oxigenos restantes con esta caracteristica tendria que, en el mejor de los casos, formar
un minimo de dos enlaces adicionales para garantizar la conexidad del grafo molecular,
sumando un total de tres pares de electrones para cada uno de estos 4tomos de oxigeno,
hecho que no puede ocurrir por tener el oxigeno valencia 2.

Luego, la cantidad de atomos de hidrogeno, bromo y flior en el sustituyente estéa
acotada superiormente por la cantidad de atomos de nitrégeno, carbono y azufre, més
las posibilidades que ofrecerian dos atomos de oxigeno en los extremos de una estructura
molecular sin anillos:

(0,2 — x2) + (o6 — w6) + (xo,7 — x7) < 2(wo,1 — x1) + (To,3 — x3) + 3(x0,5 — X5);

equivalente a
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2z — w2+ w3+ 35 — 26 — 27 — 20,1 + To,2 — 0,3 — 3%o,5 + Toe + 207 < 0. (AD)

En un grafo el orden de un vértices es la cantidad de aristas que lo tienen como
extremo, cada arista tiene exactamente dos vértices por extremos, asi que sumando el
orden de cada uno de los d4tomos de una molécula se obtiene el doble de la cantidad de
total de aristas; cuando el grafo es un grafo molecular simple, entonce se tiene que el
doble de la cantidad de enlaces esta acotado inferior y superiormente por la minima y
maxima cantidad de enlaces en que cada uno de los a&tomos de una molécula tiene que
participar.

Para acotar el total de enlace inferiormente notamos que la estructura base establece
la primera restriccion, luego para el sustituyente, en su grafo cada atomo de hidrogeno y
bromo tienen exactamente un enlace, mientras que de los 4tomos restantes, para garanti-
zar la conexidad del grafo debe ocurrir que cada uno de ellos esté enlazado con al menos
un par de los restantes excepto tal vez dos &tomos, puesto que un minimo de enlaces
implica una minima cantidad de anillos, preferentemente ninguno; pero lo atomos de
hidrégeno, bromo y flior deben enlazarse con alguno de los atomos restantes, por lo que
al sumar el orden de cada &tomo en el caso de suponer un minimo de enlaces, la suma
es equivalente a suponer que cada atomo debe establecer exactamente un minimo de
dos enlaces, excepto tal vez dos atomos que sbélo tendran una enlace cada uno, serén lo
vértices correspondientes a los extremo de un grafo que sea una trayectoria, la restriccion
de acotacién inferior es por lo tanto:

21‘10 > 2[1‘0710 + Z (CCO,k — xk)} — 2. (A6)
1<k<7

Para la acotacion superior de la cantidad total de enlaces el razonamiento es analogo,
en realidad la acotacién queda determinada por la valencia de cada elemento quimico:

2210 < 220,10 + Z eVi(zo,k — k); (A7)
1<k<7

denotando por eV} al nimero de electrones no apareados del respectivo elemento en
el nivel de energia superior, o las respectivas valencias bajo las consideraciones previas.

En un grafo molecular diremos que un vértices se encuentra minimamente enlazado
si existe una tUnica arista para la que dicho vértice sea un extremo; dicho esto, un enlace
rotable es un enlace simple que no se encuentra minimamente enlazado. Todo atomo de
hidrégeno o bromo se identifica con un vértice minimamente enlazado en el grafo molecu-
lar simple, se sigue que ningin enlace con un atomo del tipo H o Br como extremo puede
ser rotable. Por otro lado ningtn atomo del tipo C, O, N, o S pueden estar minimamente
enlazado y simultaneamente ser el extremo de un enlace rotable, esto es porque para
alcanzar una configuracion electrénica como la que se desea cada uno de estos atomos
debe compartir al meno un par de electrones, por lo tanto, si alguno de estos atomos se
encuentra minimamente enlazado, entonces el Gnico enlace en que se ve involucrado debe
ser un enlace multiple. Se deduce entonces que la cantidad de enlaces rotables esta dada
por la relacién
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T14 = XL11 — X9 — Tg — T13- (AS)

donde (g ;) es el valor del i-é¢simo descriptor evaluado en la estructura base.

A.2.3. Funciones del conjunto de cargas, Grupo 3

Definicién A.2.1 (Conjunto molecular de cargas atomicas). Para una molécula orgénica
¢ conformada por k atomos dotados de un buen orden {atomi, atoms,...,atomy} y un
procedimiento especifico de asignacion de cargas atomicas en R, se denomina al conjunto

Charge. = {charge(s,atom;) : i =1,2,..,k} CR

como el conjunto de cargas atémicas de ¢ generado por el procedimiento de asignacion
de carga dado; donde charge(s,atom;) es la carga que el procedimiento de asignacion
asocia al atomo atom;.

Observe que el conjunto molecular de cargas atémicas depende del procedimiento de
asignacion pese a que este hecho no es reflejado por la notacion Charge..

Respetando el orden definido en el conjunto de cargas, este puede entenderse como un
vector en un espacio euclidiano cuya dimensién sea la misma que la cantidad de dtomos
en la molécula; bajo un razonamiento analogo pensaremos particionaremos el conjunto
de cargas atémicas en el conjunto de cargas positivas y el conjunto de cargas negativas,
para construir los vectores de cargas positivas, ¢, y el de cargas negativas, ¢~.

El hecho de que la familia molecular esté compuesta por moléculas estables significa,
en términos de los descriptores de carga, que las magnitudes de la carga total positiva
y de la carga total negativa son iguales. Denotaremos por T al vector horizontal (1,..,1)
con dimensiéon determinada por el contexto en el que sea empleado. De esta forma, los
descriptores @Qpos y Qneg quedaran definidos como sigue

Qpos = 1g™, Qneg=1q7;

en tanto que el descriptor Q2 quedaré definido como

Q= lla*II" + Il I

la desigualdad de Cauchy-Schwarz ofrece de inmediato una restriccién natural que
se complementa con la estabilidad que de la moléculas de la familia en que estamos
interesados:

T18 + T19 = 2718 < \/TeTo1 = [T Z Tk (A.9)

k<6

De la propia definiciéon del descriptor de carga absoluta media, Qmean, se desprenden
las relaciones:
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23318 23718

x = = ; A.10

20 s Tacom (A.10)
20 < Tis; (A.11)
T20 = —Zi6- (A.12)

A.2.4. Refractividad Molar y Aproximaciéon de Moriguchi del
coeficiente de particion, Grupo 4

El indice de refractividad molar, 7, es el cociente entre la velocidad a la que viaja
un haz de luz en el aire bajo circunstancias determinadas y la velocidad a la que viaja
a través de una sustancia, en este caso una soluciéon del farmaco o compuesto elegido.
Si se estima el indice de refractividad de una familia de compuestos con una frecuencia
constante para el haz y siempre en un estado determinado el aire, entonces el indice de
refractividad es un descriptor.

La refractiviad molar, MR, de un compuesto queda definida por

_ o n-1 :
MR= (n2+1)pMW’
donde MW es el peso molecular y p es la densidad, constante, de la sustancia en la
que se mide la velocidad del haz. Lo que significa:

T24 = W Zpkl’k (A-13)

con pi el peso atémico del elemento correspondiente.

En lo tocante al descriptor MLOGP, es una aproximacion del coeficiente de particion,
es el resultado de un problema de regresiéon no lineal, fue propuesta por Moriguchi en
1992. Por ahora este descriptor serad considerado como un descriptor con perturbacion,
al igual que los descriptores zo5 v los descriptores de carga por ser el resultado de un
algoritmo recursivo como lo es el método de Gasteiger.

Recuperando las ecuaciones de (A.1) a (A.13) es que se logran una parte de las
relaciones entre descriptores moleculares previamente seleccionados para el estudio de
caso, presentadas en la seccion 2.5.
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