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Introduccion

El presente trabajo pertenece al area del Analisis de Fourier.
Esta rama de la matematica debe su nombre al matematico y
fisico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) conocido
por sus trabajos sobre la descomposicion de funciones periddicas
en series trigonométricas convergentes llamadas series de Fouri-
er, método con el cual consigui6 resolver la ecuacion del calor.

En su obra “Théorie analytique de la chaleur” (1822), Fourier
dedujo la ecuacion que controla la difusion del calor. Después
resolvié el problema de la distribucién de temperatura, en un
tiempo dado, a partir de la distribucién en el instante inicial.
Para ello invento6 el método de separacion de variables, también
conocido como método de Fourier. Para hallar la solucion nece-
sité expresar la funcién que proporciona el dato inicial como
suma de una serie trigonométrica, a dicha suma se la conoce
como serie de Fourier. Tal suma esta muy relacionada con la
transformada de Fourier que es un término fundamental en esta
tesis.

Si f es una funcién Lebesgue integrable definida en R, su
transformada de Fourier es la funcion definida también en R y
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iv Introduccién

con valores complejos, que representaremos como f, dada por:

Fs) = / f () 2

Esta transformada existe para todo s € R porque h(z) =

e~ 2™ o5 una funcién medible acotada con respecto a la variable

«, 0

X

El objetivo de la tesis es describir dos métodos diferentes para
extender la definicién de la transformada de Fourier a L?(R). Te-
niendo definida la transformada de Fourier en un subconjunto
de L'(R) de tal manera que sea denso en el espacio L*(R), ex-

tenderemos la transformada de Fourier del subespacio denso a
L*(R).

La presente tesis esta conformada por tres capitulos, los 1lti-
mos dos se refieren a los diferentes métodos, mientras que en
el primero se definen nociones elementales para el desarrollo de
estos ultimos.

En el Capitulo 1 se exponen las definiciones y resultados nece-
sarios del Anélisis Funcional, Teoria de la integral de Lebesgue,
asi como resultados bésicos de los espacios normados, de Hilbert,
LP(R), en particular consideramos L*(R), L?*(R) que son espacios
en los que se desenvuelve la teoria expuesta en este trabajo.

En el Capitulo 2 presentamos un primer método para ex-
tender la transformada de Fourier de L'(R) a L?(R) mediante
el Teorema de Plancherel, se considera el subconjunto L'(R) N
L*(R) de L}(R), ésta es la forma cldsica de extender la transfor-
mada de Fourier. Ademas, como una observacién, en el espacio
de las funciones infinitamente diferenciables y de decrecimiento



rapido, también se tiene definida la transformada de Fourier, se
puede aplicar el mismo procedimiento para extender la transfor-
mada de este espacio a L*(R).

En el Capitulo 3 estudiamos un segundo método para exten-
der la transformada de Fourier, utilizamos el espacio de las fun-
ciones escalonadas. Teniendo definida la transformada de Fourier
en este espacio, construimos la transformada inversa de Fourier
y como consecuencia se cumple la identidad de Plancherel, luego
extendemos estos conceptos a L*(R).

Eder Cardoso Garcia

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,

Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
Junio de 2011
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen los resultados mas importantes
para el desarrollo del trabajo de tesis, algunos otros que se
necesiten para explicar los primeros y que no se mencionen, los
supondremos conocidos.

Definimos primeramente los espacios de medida para poder
definir los espacios de Lebesgue con la norma || - ||,, 1 < p < oo.
En particular nos interesan los casos p =1y p = 2.

Puntualizaremos también el concepto de espacio normado,
espacio de Hilbert, para finalizar describiremos algunas propie-
dades fundamentales de la transformada de Fourier en L'(R), el
espacio de funciones Lebesgue integrables en R.

1.1. Espacios L?

Consideremos (X, 3, 1) un espacio de medida, donde p es
una medida positiva y recordemos que f : X — K (R 6 C) es
Y-medible si la pre-imagen de abiertos es medible.

Dos funciones f, g son iguales p-casi donde sea o son iguales

1



2 Preliminares

para p-casi en todos los puntos x, si se tiene que f(x) = g(x)
cuando x ¢ N, para alguna N € ¥ tal que pu(N) = 0.

Decimos que una sucesion de funciones { f;, }nen con f,, : X —
K (R 6 C) converge u-casi donde sea si existe un conjunto N € X
con p(N) =0 tal que f(x) =lim f,(x) para = ¢ N.

Denotaremos por £ = L(X, %, 1) la coleccién de funciones
Lebesgue integrables de valores reales definidas sobre X, con
respecto a la medida pu.

Consideremos el espacio de Lebesgue L = L., donde ~ es
la relacion de equivalencia: f ~ g si y sélo si f = g p-casi donde
sea.

Definicién 1.1. Se define LP(X) con 1 < p < oo, como el
espacio de todas las clases p-equivalentes de funciones f : X —
C medibles tales que | f|P es integrable con respecto a p en X. Si
f € LP(X) su norma se define como

£l = ( / Iflpdu>p-

Si p = 1, entonces L'(X) = L. Si f € LX) se define su

norma por
11l = / fldu.
X

Sip =2, L?(X) es el espacio de Lebesgue de todas las clases
p-equivalentes cuadrado integrable. Si f € L*(X) se define su

norma por
1/2
1= ([ 1rPan)
X
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También definimos el espacio L™ = L*(X, X, u), el cual con-
siste de todas las clases de funciones de valores reales que son
acotadas casi donde sea. Sea f € L™ y N € ¥ con u(N) = 0,
definimos

S(N) = sup{|f(x)] -z & N}

y norma

[flloe = inf{S(N) : N € X, u(N) = 0}.

Una funcién en L>(X) es llamada una funcién esencialmente
acotada.

El siguiente resultado se refiere a la propiedad de integrabi-
lidad absoluta de la integral de Lebesgue.

Teorema 1.2. Una funcién medible f pertenece a L*(X) siy
solo si |f| pertenece a L'(X).

Utilizando el teorema anterior se obtiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 1.3. Si f es medible, g es integrable y |f| < |g],
entonces [ es integrable y

[ 1f1au< [ loldu

Enunciaremos los teoremas de la Convergencia Mondtona y
Dominada los cuales contribuyen a marcar la diferencia entre la
integral de Riemman y la de Lebesgue. Estos son los siguientes.
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Teorema 1.4 (Teorema de la Convergencia Monétona). Si { f,, bnen
es una sucesion creciente de funciones en M+ (X, %) la cual con-
verge a [ puntualmente, entonces

/deMIHm/andM-

Teorema 1.5 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebes-
gue). Sea {f,}nen una sucesion de funciones integrables la cual
converge cast en todas partes a una funcion medible f de valores
reales. Si existe una funcion integrable g tal que |f,| < g para
todo n, entonces f € LY(X) y

| fin=tim / fudp.

El Teorema de Fubini se refiere a la integracién con respecto
a la medida producto y la integracién iterada con respecto a las
medidas en el producto de espacios.

Teorema 1.6 (Teorema de Fubini). Sean (X, %, u) v (Y, A, v)
espacios o-finitos y sea la medida m en I' = X X A el producto
de p y v. St la funcion F': Z = X xY — R es integrable con
respecto a m, entonces

/XUYFdV]duzszdw:/J/Xde]dV'

Un resultado importante sobre el espacio L?(X) que se utiliza
frecuentemente es el siguiente.

Teorema 1.7 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz).
Si f,g € L*(X), entonces fg es integrable y

/ fodul < /X ol < 1 lllg]le
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En lo que resta de la tesis, trabajaremos sélo en el espacio
LP(R) = LP(R,Mp,m) con 1 < p < oo, donde M, es la sigma
algebra de Lebesgue en R y m es la medida de Lebesgue.

1.2. Producto interior y espacio de Hilbert

Definicién 1.8. Sea V un espacio vectorial sobre K (R ¢ C).
Un producto escalar en V es una funcion (-,-) : V. xV — K,
la cual satisface las siquientes condiciones

(a) (ax+by, z) = alx, 2)+bly, z), y andlogamente (x, ay+bz) =
a(z,y) + bz, z),

(0) {z,y) = (y, ),

(¢) {(x,z) >0y (x,z) =0, si y sélo st x =0,

donde x,y,z € V, a,b € R ¢ C y ¢ es el conjugado del complejo
c.

Un espacio prehilbertiano o espacio prehilbert es un espacio
vectorial provisto de un producto escalar.

Definicién 1.9. Un espacio vectorial V sobre K (R ¢ C) se dice
que es normado si en €l se puede definir una norma, es decir,
una aplicacion || -] : V — R, que cumple lo siguiente

(a) VeV, |z|| >0,

(b) l[z]| =0 <=z =0,
(c)VxeV,Vack, |az| = |al ||z,
(d) Va, yeV=letyl <l + Iyl
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donde |a| es el valor absoluto de a, si a € R ¢ es el modulo de
a, sia € C.

Cada producto interior (-,-) en un espacio vectorial V' da
lugar a una norma, que se define como

2]l = v/, ).

Definicién 1.10. Sea {z,}, . una sucesion en (X, | - ||), espa-
cio normado, diremos que {x,},.n es de Cauchy, si para todo
numero real € > 0 existe un entero positivo N tal que para todos
los nimeros naturales m,n > N se cumple

|Tm — 2| < e.

= Un espacio normado (X, ||-]|) se dice que es de Banach si es
completo, esto es, si toda sucesién de Cauchy es convergente
en él.

= Un espacio prehilbertiano completo H con respecto a la
norma inducida por el producto escalar definido en el mismo
espacio H, es llamado un espacio de Hilbert.

Es conocido que los espacios (LP(R), | - |l,), 1 < p < oo son
de Banach.

Ejemplo 1.11. L*(R) es un espacio de Hilbert, con el producto
interior

o= | " fgdm(a).

A continuacién expondremos algunas propiedades basicas del
producto interior, mismas que utilizaremos en el siguiente capitu-
lo.
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Consideremos que (X, (-, -)) es un espacio con producto inte-
rior.

Proposicién 1.12 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buniakow-
ski). Para todo x,y € X, se cumple que: [{z,y)| < ||z - [|y|]-

Proposicién 1.13 (Desigualdad triangular). Para cualesquiera
v,y € X, se cumple que: ||z +yl| < [lzf| + [yl

Teorema 1.14. Sea H un espacio de Hilbert. Para cualquier
y € H fijo, los mapeos:

r—(z,y), x—=(yr), x|z,

son funciones continuas sobre H.

Sea (X, (+,+)) un espacio prehilbertiano.

= Dos elementos f,g € X son ortogonales (en simbolos: f L
g)si(f,g)=0.

Observemos que si f y g son ortogonales, entonces se tiene:
If+gll? = || fII7+]lg]|>. A esta férmula se le llama el teorema
de Pitagoras.

» Un elemento f € X se dice que es ortogonal a un subcon-
junto A de X si f L g para todo g € A.

= Dos subconjuntos A y B de H son ortogonales si (f,g) =0
para todo f € Ay g € B.

» Si A es un subconjunto de H, entonces el conjunto A+ =
{f e X:f L A} esllamado el complemento ortogonal de
A.
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Notacién 1.15. Sea B C H, L(B) denotard el conjunto de
todas las combinaciones lineales finitas de elementos de B. L(B)
es el subespacio mas pequeno de H que contiene a B.

Proposicion 1.16. Sea X un espacio prehilbertiano

(a) Tenemos {0}+ = X, X+ = {0}, es decir, {0} es el tinico
elemento ortogonal a todos los elementos de X.

(b) Para cualquier subconjunto A de X, el conjunto A+ es un
subespacio cerrado de X.

(c) A C B implica: B+ C A*.
1

(d) At = L(A)* =L(A)".
(e) Para A C X se tiene que A+t = L(A).

Teorema 1.17 (Teorema de Proyeccion). Sea H un espacio de
Hilbert y sea T # {0} un subespacio cerrado de H. Entonces
T+ =T. Ademds cada f € H puede ser descompuesta de forma
tinica como f = g+h cong €T yh € T+. Esta g es llamada
la proyeccion (ortogonal) de F sobre T

El Teorema 1.17 se usa para demostrar la siguiente proposi-
cion.
Proposicion 1.18. Sean H un espacio de Hilbert y A C H. Se
tiene que A+ = {0}, si y sélo si, L(A) = H, es decir, si A es
denso en H.

Demostracion. Si A+ = {0}, entonces tenemos L(A) = A+t =
{0} = H. Si L(A) = H, se tiene que A+ = H, entonces
tenemos que A+ = Attt = H+ = {0}, pues A~ es un subespacio
cerrado.

[]
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1.3. La transformada de Fourier en L'(R)

Dada un funcién f € L'(R) su transformada de Fourier en
s € R se define como

f(s) = /Oo f(x) e 2™ du. (1.1)

Esta transformada existe para todo s € R, puesto que e~ 27*

es una funcion medible acotada.

La transformada inversa de Fourier de una funcién f € L'(R)
esta definida por

fY(x) = /_OO f(s) e*™* ds. (1.2)

Expondremos algunas de las propiedades sobre la transforma-
da de Fourier mas importantes para el desarrollo de este trabajo.

La aplicacién F definida por
F : LY(R) — L*(R)
f—= 1

es una transformacién lineal acotada y |f(s)| < ||f(z)||: para
todo s € R. En efecto

7(s)] = | [ swera < [ i@l =)

oo

Ademas, f es uniformemente continua.

Una de las propiedades mas importantes de la transformada
de Fourier en L'(R) es el Lema de Riemman-Lebesgue.
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Teorema 1.19 (Lema de Riemman-Lebesgue). Si f € LY(R),
entonces lim, o f (7) = 0.

De acuerdo con este lema se tiene que la transformada de
Fourier pertenece al espacio de las funciones continuas que se
desvanecen en —o0 y en o0.

Para cualquier funcién f € L'(R), existe su transformada de
Fourier, sin embargo, fpodrl'a no ser integrable, asi que puede
haber un problema con la inversién ]?v; por ejemplo, la funcién
indicadora de —1 < x <1 es integrable, pero

1
/ e—27rivxd$ — S€1 27?)/
-1 ™Y

no lo es.

Asi, tenemos el Teorema de inversion o formula de inversion
para funciones en L'(R).

Teorema 1.20 (Teorema de inversién). Si f € LY(R) y f €
LY(R), entonces

— /_Oo F(s) €™ ds = f(x). (1.3)

Ahora definimos la convolucién de dos funciones.

Definicién 1.21. Sean f,g € L'(R). La convolucién de f con
g se define como

(f * 9)a / (e — t)di
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Algunas de las propiedades basicas de la convolucién son las
siguientes.

Proposicién 1.22. Si f, g, h € LY(R), entonces:
(a
b

) frge L'R) y | f*glli <[ fllillglh,
(b) frxg=gxT,

(c) (fxg)xh=[fx(gxh),

(d) (f+g)xh=fxh+gxh.

Por lo tanto L'(R) es un dlgebra de Banach bajo el producto
convolucion.

También se cumplen las siguientes propiedades algebraicas de
la transformada.

Teorema 1.23. Sea f € L}(R) y a, A\ € R, se tiene que:
(a) Sig(x) = f(x)e"”, entonces g(t) = f(t — ),
(b) Sig(x) = f(z — ), entonces g(t) = f(t)e™

(c) Sige L' yh=fxg, entonces h(t) = f(t)G(t),

(d) Sig(x) = f(—x), entonces g(t) = f(1).

El inciso (¢) nos dice que la transformada de Fourier es un
morfismo.

Definimos la traslacién de una funcion.
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Definicién 1.24. Para cada funcion f : R — R y para cada
z € R, sea f, la traslacion de la funcion f definida por

f.(x) = f(x — 2) para cada x € R.

Teorema 1.25. Si1 <p < oo y f € LP(R), el mapeo z — f,
es una aplicacion uniformemente continua de R en LP(R).

A continuacion, proporcionamos un par de funciones que son
necesarias para definir nuestra Proposiciéon 1.26 que, junto con
los Teoremas 1.27 y 1.28, seran muy importantes en la demostracion
del Teorema de Plancherel, el cual es uno de nuestros resultados
principales.

Consideremos H(t) = el y definamos

ha(z) = / H(Mt)e™ dm(t), con A > 0.

En el desarrollo de esta integral se calcula

2 A
T A22

h)\([E> =

y por lo tanto

/_OOhA(;U) dr = 1.

o

Obsérvese también que 0 < H(t) < 1y que H(A) — 1
cuando A — 0.
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Proposicién 1.26. Sea f € L(R), entonces
(f * hy) (2 !/ H() f(t)e™ dt.

Teorema 1.27. Si g es esencialmente acotada y continua en un
punto x, entonces

lm(g+hy)(2) = g(2).

Teorema 1.28. 5i 1 <p < oo y f € LP(R), entonces

tim | % b~ £}, = 0.

Los casos p =1y p = 2 seran los de mayor interés.
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Capitulo 2

La transformada de Fourier en
L*(R): Primer método

La transformada de Fourier definida en (1.1), no se aplica
directamente a cada f € L*(R), ya que no toda funcién que se
encuentre en este espacio estd en L'(R) y viceversa. Por ejemplo,

si

2z .
r3 six >1,
0 siz<l,

f(x) =

entonces f € L*(R) pero f ¢ L'(R). Por otro lado, si

(a3 size(0,1),
g(m)_{ 0 sizé(0,1),

entonces g € L'(R) pero g ¢ L*(R).

Asf que, dada f € L?(R) su transformada de Fourier definida
en L'(R) para s = 0 no existe, pues

Fo= [ Z flaje - Zf () d,

no estd definida, ya que f ¢ LY(R).

15
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En este capitulo, un método para definir la transformada de
Fourier en L?(R) es el conocido Teorema de Plancherel. Tenien-
do un subconjunto E de L'(R), el cual sea denso en L*(R),
cumpliendo con la identidad de Plancherel en este subconjun-
to y F(F) denso en L*(R), por el Teorema 2.4 extendemos la
transformada de Fourier del subconjunto E a L?(R). Ademds de

definir el Teorema de inversion para la transformada de Fourier
en L?(R).

Antes de exponer nuestro primer método, definimos algunos
conjuntos.

2.1. Subconjuntos densos en L*(R)

Para poder extender nuestra transformada, demostraremos
que los subconjuntos LY(R)N L*(R) y S(R) de L!(R) son densos
en LZ(R). Para esto consideremos las siguientes proposiciones.

Proposicion 2.1. Toda funcion de soporte compacto y cuadrado
integrable tiene su transformada de Fourier definida como en

(1.1).

Demostracién. Sea f € L*(a,b), con —0o < a < b < 00y
f(x) =0, paratodo = ¢ |a, b]. Teniendo en cuenta que la funcién
caracteristica x(,4(2) € L*(a,b), entonces por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz

111y = oy (2); LF(@)]) < lxian @) 2lf ()]l2 = Vo = all f(@)]]2-

Luego, f(z) € L*(R) y por lo tanto su transformada de Fourier
existe.

[]
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Proposicion 2.2. Las funciones de soporte compacto y cuadra-
do integrable forman un subconjunto denso en L*(R).

Demostracidén. Sea f una funcién en L?(R). Definimos
_J f=) stz <N,
Ju (@) = { 0 siz ¢ [-N.N].

Tenemos que

{fn} CLR), [Ifullz < Ifll2 y Nfallz = If]l2,

cuando N — oo.
Ademss f, — f en L*(R) puesto que

1fa = f113 2/_ [fa(@) = f(@)Pde = || fII2 = [1fa]l2 — ©.

Por lo tanto, las funciones de soporte compacto y cuadrado in-
tegrables forman un subconjunto denso en L?(R).
[]

El espacio de los polinomios definido en [—N, N| es un con-
junto denso en L?*([—N, N]). Considerando este hecho, se de-
mostrara la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3. El espacio de las funciones continuas de so-

porte compacto e infinitamente diferenciables, C°(R), es denso
en L*(R).

Demostracion. Sea € > 0, consideremos la funcion definida como

g (z) = e ) si|z| < N,
‘ 0 si|x| > N.

Esta funcién es de soporte compacto contenido en [—N, N]|
tiene derivadas continuas de todo orden, es decir, g.(x) € C°(R).
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Ademas, 0 < g.(z) < 1y converge uniformemente a 1 cuando
e — 0 en todo intervalo cerrado de la forma [—N + §, N — J],
con 0 > 0.

Ahora, sean P(x) un polinomio y M = maz{|P(x)| : © €
[—N, N|}. Consideremos la funcién P.(z) = P(z)g.(z) y ob-
servemos que P.(x) € C°(R). La distancia entre estas dos fun-
ciones en L?(—N, N) es

1P(x) = Pe(2)]3 = /_N |P(x) — Pe(x) | da

—N+6 N—¢
SMQ{/ 1d:€—|—/ 11— ge(z)*da

N —N+0

N
+ / 1d33},
N-§

la cual es minima si tomamos 0 y € suficientemente pequenos.
Por lo tanto, es posible encontrar en el espacio C2°(R) funciones
tan proximas como se quiera a una funciéon dada de soporte
compacto y cuadrado integrable. Dado que estas funciones for-
man un conjunto denso en L*(R), se tiene que C°(R) es un
subespacio denso en L*(R).

]

El espacio de Schwartz en R ( S(R)), se define como el espa-
cio de las funciones infinitamente diferenciables y rdapidamente
decrecientes sobre R: “Infinitamente diferenciable”significa que
f € C*(R); “rdpidamente decreciente”’se aplica a f, f', f", ...,
y significa que zPDIf tiende a 0 cuando |x| — oo para todo
p,q € N, es decir, que se anulan en el infinito mas rapido que
cualquier potencia de .
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Evidentemente C°(R) C S(R), por consecuencia S(R) es
denso en L*(R).

También S(R) C LY(R) N L*(R). Como S(R) es un subcon-
junto denso en L*(R), entonces L'(R)NL?(R) es denso en L*(R).

Utilizaremos el siguiente teorema para poder definir la trans-
formada de Fourier en L*(R).

Teorema 2.4. Supongase que
(a) X, Y son espacios de Banach.

)
(b) Xy subconjunto denso en X
(c) ®: Xy — Y isometria lineal y
(d) ®(Xy) es denso en Y.

Entonces ® : X — 'Y es una isometria lineal.

2.2. Teorema de Plancherel

En esta seccién consideramos el subconjunto E = L'Y(R) N
L*(R) y utilizaremos el método descrito anteriormente para ex-
tender la transformada de Fourier de L'(R) N L*(R) a L*(R).

Se demostrara el Teorema de Plancherel utilizando el Teo-
rema 2.4 y éste serd nuestro primer método para extender la
transformada de Fourier a L?(R).

Teorema 2.5 (Teorema de Plancherel). Se puede asociar a ca-
da f € L*(R) una funcién f € L*(R) tal que las siguientes
propiedades se cumplen:



20 La transformada de Fourier en L?*(R): Primer método

(a) Si f € L*R) N L2(R), entonces f es la transformada de
Fourier de f definida por (1.1).

(b) Para cada f € L*(R) se tiene que Hﬂ‘Q = || fllo-

(¢) El mapeo f — f es un isomorfismo del espacio de Hilbert
L*(R) sobre L*(R).

(d) La siguiente relacion simétrica existe entre f y f St

A
:/ f(ilf 271'zxtd.Qj y \IIA /f 27rmctdt
—A

entonces H‘I)A_J?H2 — 0y ||Wa—flla = 0 cuando A — 0.

Observacién 2.6. Como L'(R) N L*(R) es denso en L*(R), las
propiedades (a) y (b) determinan la asignacion unica f — f. La
propiedad (d) suele llamarse el Teorema de inversién en L*(R).

Demostracidn. (b) Primero mostremos que si f € LY (R)NL*(R),
entonces

1Flla = 1£1l>

Sea f € L'(R)NL*(R), consideremos f(x) = f(—=) y definamos
g = [ * f. Entonces

=/_Zf<x— dy—/f:v— F—y)dy

= (f-2: [)

donde el producto interior es el del espacio de Hilbert L*(R) y
f—. denota la traslacion de f como en la Definicién 1.24. Luego,
por el Teorema 1.25, + — f_, es una aplicacién continua de
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R en L?(R). Por la continuidad del producto interno, ¢ es una
funcién continua. Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

l9(@)| < If=zll2llfll2 = 11115

Asi que g es una funcién acotada. Ademds, como f € L'(R)
y [ € LYR), entonces la convolucién de estas dos funciones
estd en L'Y(R) por el inciso (a) de la Proposicién 1.22, por lo
tanto g € L'(R). Siendo H(t) y hy(z) como en la Proposicién
1.26 tenemos que

(g% hy)(0 / H(M\)g(t)e™ dt = / H(A\)g(t) dt

Como g es continua y acotada empleamos el Teorema 1.27
por lo que se tiene que

lim(g + 1) (0) = g(0).

o0) = (=)0 = [ T
= [ Iy =718

Luego, dado que g = f * f, donde f( ) = f(—=x) cuya trans-
formada de Fourier, aplicando el inciso (d) del Teorema 1.23, es

Ademas

f ( )= f ( ), entonces a g le aplicamos el inciso (¢) del mismo

teorema resulta que §(z) = (f * f)(z) = FO)f(t) = FO)F(t) =
|f(t)]2 > 0. Debido a que H(At) tiende hacia 1 cuando A — 0y
g es una funcién medible positiva, por el Teorema de la Conver-
gencia Monodtona se tiene que

lim [ H(M\t)g /\f ()% dt.

A—0 N
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Ahora

oo

1713 = 9(0) = lim(g = ha)(0) = lim [ H(\G(1) de

— A=0 )
~ [ 1FwP =713

por lo tanto || f|l2 = || fll2 v ademés f € L2(R).

Ahora sea Y el espacio de todas las transformaciones de
Fourier f para f € LYR) N L*(R). Dado que ||f]]2 = Hﬂ‘Q se
tiene entonces que Y C L?(R), demostraremos que Y es denso
en L?(R), es decir, Y+ = {0} (dada la veracidad de la Proposi-
cién 1.18). Consideremos las funciones z — €' “*H(\x) que se
encuentran en L'(R) N L*(R) para todo real o y A > 0, sus
transformadas de Fourier dadas por

/emxH(Ax)e_mdx:/ H(\x)e™ @ dg

o

= h,\(Oé — t)

estan por lo tanto en Y. Sea w € L?, y consideremos w € Y+
entonces

(hy * T)() = / “ha(a — DT dm(t) =0 Y a €R.

Por el Teorema 1.28 se concluye que w = 0 y por lo tanto Y
es denso en L2(R).

Denotaremos temporalmente a ]?por ®(f). Como se ha proba-
do, ® es una isometria en L?(R), del subespacio denso L}(R) N
L*(R) de L*(R) sobre otro subespacio denso Y. Por el Teorema
2.4 se tiene que ® se extiende a una isometria ® de L2(IR) sobre
L2(R), si escribimos f para ®(f) obtenemos las propiedades (a)
y (b) para L*(R).
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La propiedad (c) es consecuencia de (b). Pues en (b) se de-
muestra que ® es inyectiva y sobreyectiva.

Para probar (d) sea f € L?*(R) y sea x4 la funcién carac-
terfstica de [-A, A], entonces xyaf € L'(R) N L*(R). Denotemos
0= (xaf)". Como ||f — vaf|l2 = 0 cuando A — oo, se sigue
de (b) que

1 = @allz = I = xaf) 2 = (f = xaf)]l2 — 0

cuando A — oo.

La otra parte de (d) es andloga.
[]

Nota: En el espacio de Schwartz, S(R), esta definida la trans-
formada de Fourier pues es subconjunto de L!(R), ademés es un
isomorfismo isométrico en S(R), es decir, cumple con la identi-
dad de Plancherel en S(R) y como ya sabemos S(R) es denso
en L?(R). Asi, podemos aplicar el Teorema 2.4 y extender la
transformada de Fourier a L?(R).



24

La transformada de Fourier en L?*(R): Primer método




Capitulo 3

La transformada de Fourier en
L*(R): Segundo método

Un segundo método para definir la transformada de Fourier
de funciones en el espacio L*(R) es considerar a K, el espacio
de las funciones escalonadas. Dado que K es denso en L?(R),
podemos extender la transformada de Fourier de K a L?(R).

Este segundo método es alternativo al primero ya que no se
emplea explicitamente que la imagen de funciones en K bajo la
aplicacién de la transformada de Fourier sea densa en L?(R).

Recordemos que si f € LY(R), su transformada inversa de
Fourier se define como

1 (@) = / £ (s) 27 ds.

El método es constructivo, asi que empezaremos probando
que para intervalos acotados I y J

X0 =x5 X5 Xs) = (X1, X7) (3.1)

25
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~

(xr) =xr: (X5, X0) = (X1, XJ) (3.2)

donde x7 v xs son las funciones caracteristicas de I y J respec-
tivamente. Teniendo estas relaciones, se construye la formula de
inversion y se cumple la identidad de Plancherel para el espa-
cio K. La extensién a L*(R) se realiza a través de la densidad
del espacio K en este espacio, permitiendo que la validez de la

férmula de inversion de Fourier y el Teorema de Plancherel se
extiendan a L?(R).

Realizaremos la prueba de las igualdades en (3.1). De forma
similar, debido a la simetria que tienen las expresiones de la
transformada de Fourier y de la transformada inversa de Fourier,
pueden demostrarse las igualdades en (3.2).

Antes de empezar con nuestro método, consideremos los si-
guientes lemas.

3.1. La transformada de Fourier en K

En esta seccion se prueban las igualdades (3.1). Lo que per-
mite obtener la férmula de inversién y la identidad de Plancherel
en K, para esto, empecemos demostrando los siguientes lemas.

Lema 3.1. Sean a,b,a e R cona+a < —a<0<a<a-+b.
Entonces

a+b
— 2B
sen7(u — ) (sen m u)du

lim
ata T(u—a) U

B—oo

_ lim sen7(u — ) (sen QWBu)du.

B—oo [, 7m(u—a) U
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Demostracion. Sea o+ a < —a < 0 < a < a + b, tenemos que
[a+a,a+b =[a+a,—a]U[—a,a]U[a, a+b]. Debido a que la
funcion m—g)—ﬁj es integrable en [a4a, —a] y [, a+b], entonces
por el Lema de Riemann-Lebesgue el limite de la integral sobre

estos intervalos es cero. Sélo tenemos problema de integrabilidad

en u = 0, pues en u = « la funcion % podemos redefinirla
como
g (1) = —Sﬁ?ﬂz)ﬁ? siue R\ {a},
1 siu = q,

y hacer continua la funcién.
Asi, tenemos

lim
B—oo

0 sen(u — «) (sen 27 Bu y
u
ara T(u—a) U

_ lim sen7(u — ) <sen 27TBu)du.

B—oo |, w(u— ) U

Lema 3.2. Sean a,b,a € R tal que a < a < b. Se tiene que

bsen7f (sen2wB(a + B) g senma
( (o + B) >ﬁ_ e

Demostracion. Podemos considerar como un primer caso a <
—a < 0 < a < b. De esto, se tiene a < —2a < —a<0<by
asia+a < —a <0< a< a+b. Haciendo el cambio u = a+ £,
tenemos

lim
B—oo a Wﬁ

, "sen7f (sen2wB(a + B)
5 ), B < m(a+B) )dﬁ
b sen(u — a) (sen 27rBu> "

a+ta 7r(u - a)

= lim

B—oo U
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Luego, por el Lema 3.1 sélo analizaremos

i sen7(u — ) <sen 27TBu) .

B J_, 7(u— ) T

Antes observemos que haciendo el cambio de variable t = 2w Bu;

) “ sen 2w Bu ) 2rBa sont dt
lim —du = lim —
B—oo —a U B—oo —971Ba ﬁ 27TB
1 (7B gent
= lim —/ dt = 1. (3.3)
B—=oo T ) _orBa t

Asi, empleando (3.3), se tiene

“ — 27 B
sen7(u — ) (sen T u)du

0 T(u—a) U

, “sen7(u— «) (sen 2w Bu
= lim du
Booo| ) , w(u— ) U

lim
B—oo ) _

senTa [ sen 2w Bu sen o
— du +
Ta ), TU T
«
) sen(u — « sen o sen o
= lim ( ) — sen 27 Bu du +
B—oo | | m(u —a)mu  mamu T
(3.4)

Ahora, observemos que a la funcion

senm(u —«) senmQ

h(u) =

m(u—a)mu  wamu
_ masenm(u — ) — m(u — @) sen T

m(u — a)raru

la podemos redefinir como una funcién continua en 0. Para esto,
si u — 0 el cociente es %, luego aplicando la regla de L "Hopital,
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resulta que el cociente

m?acosm(u — @) — Tsen T

2m3au — w2

tiene limite cuando u — 0. Por lo tanto la funcién h(u) es inte-
grable en [—a, a]. Aplicando el Lema de Riemann-Lebesgue en
(3.4) se tiene que

U

) “sen7(u— «) (sen 2w Bu sen o
lim U = :
T

B—oo J_, 7T<’LL — OZ)

Para el segundo caso, consideremos a < 0 < —a < b, entonces
a < a<0< —a< —2a < b. Haciendo el cambio de variable
u = «a + [ y realizando un procedimiento similar al anterior,
obtenemos el resultado

lim
Boo J, m(u— «)

““senm(u — ) (sen 27TBu> gy Senma

™u y[ye’

Lema 3.3. Sean «a, 8,z € R, se tiene que

b b B
[ ] = reaale)
a a -4
B bsenma [ P sen 783 (sen2wB(a + ()
B /a o [/a T < 2m (o + f) ) v

"senmf (sen 21 Ao + )
_/a 3 ( 27 (a4 ) )dﬁld&'

Demostracion. Primero desarrollaremos la parte real de la tlti-
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ma integral de (3.5).

B
Re </ e2m'ax627riﬂx dl‘)
—A

B
= Re </ (cos 2max + isen 2max)(cos 2w fx + i sen 2w x) dsc)
—A

B
= Re (/ (cos 2max cos 2w Sx + i cos 2max sen 2w fx
—A

+ i sen 2wax cos 27 fx — sen 2mar sen 27 Sx) dx)

= Re (/B (cos 2mz (o + B) + isen 2wz (a + ) dx>

—A

) B _ sen27x(a + f) 7
— /_A cos 2mx(a + ) dr = 2r(a+B) |4
 sen 27B(a + B) _sen 2rA(a + )

= 27_(_(0{_}_6) 27T(Oé+ﬁ)

Asi, tenemos que

b b B
Re < / sen mo [ / sen (3 ( / p2miaz 2mifx d;z:) dﬁ] d&)
a T a 7-‘-6 —A

_ /b sen mo _/b sen [ (SenQWB(Q +5) — sen Al 4 B)>d6
), . 7B\ 2m(a+p) e+ )

B bsenmx: bsenﬂﬁ sen 2w B(a + )
_/a — /a 3 ( 21 (e + ) )dﬁ

B bsennp Sen27TA(oz+ﬁ)> ]
/a 73 < 21 (a + ) 45 | da

[]

Utilizaremos este resultado para demostrar el siguiente lema.
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Lema 3.4. Sean a,b,v € R tales que a < v < b. Se tiene que

B| b 2
/ / Sen 7y 627Ti’ymd,y dr
—AlJa Ty
B /b sen o /b senmf (sen2nB(a + ) — sen 2w A(a + )
). ma ), wB 2m(a+ B)
dﬁ]da
tiende a

b rsenmy)?
[(5) e
a ™y
cuando A — —oo y B — oc.

Nota: La expresion integral del Lema 3.4 no contiene parte
imaginaria.

Demostracion. Sean a < v < b, primero tenemos que

B| b
/ / SONTY ominz gy
—A a 7T,7
-/ B ( / | Mezmwda)) (/ e xdﬁ) "
—A\Jo T « TP
_ /b sen o (/B Q2riox [/b MQQWiﬁ“fdﬂ] dx) do
. T A o TP

b b B
_ / sen mo [ / sen 73 < / p2miaw ewﬂxda:) dﬁ] do
a TG a ﬂ-ﬁ —A

2
dx
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Por el Lema 3.3, se tiene

b b B

/ SGH;TOZ [/ sengﬁ (/ €2m’a9362mﬂxdx> dﬁ] do
—_— u 7 —A

B bsenma [ P sen 73 (sen2wB(a + ()

N /a o [/a 0 ( 2n(a+ B) ) v

bsen7fB (sen 2w Ao + )
[ )l

Por el Lema 3.2 resulta que
bsenma [ [P senwf (sen27B(a + B)
[l )
B /b sen 73 (Sen 2r Ao + ﬁ))dﬁ} Ja

5 2m(a + f)
"senta [senma  senma
= / + do
o T | 2mo 2T

- 2
b sen o [sen Ta b/ sen o
= do = do.
. T T a T

]

Ahora expondremos el segundo método para extender la trans-
formada de Fourier a L?(R), considerando K el espacio de las
funciones escalonadas.

Sea Y la funcion caracteristica del intervalo I. Como primer
paso verificaremos la férmula de inversién (x7)" = x7.

Proposicién 3.5. Sea I = [a,b] y x; la funcion caracteristica
del intervalo I. Se cumple que (X1)¥ = x1.
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Demostracion. Con la intencién de facilitar la notacion, usare-
mos f en lugar de y;. Entonces

b
foy = [ e
)
= / (cos2myx — isen2myx) dx

b b
= / cos2myx dr — 1 / sen 2myx dx
a a
b

, ( cos 2771}) b
_Z _——
a 27y

a

sen 2myx

21y

sen2myb  sen27ya L <cos 27vb  cos 2777&)
= — i — :

21y 21y 21y 21y

Para simplificar esta ultima expresién consideremos, en partic-

11

ular, el intervalo I = [—3, 5]. Observemos que

sen2myb  sen2mya e <cos 27vb  cos 27r”ya>
J— /L J—

21y 21y 21y 27y

senmTy senmy [ COSTY  COSTY
= + +1 —
21y 27y 21y 21y
_ 2senmy

27y
_senmy
i

Por lo que f(v) = =,

™

Ahora debemos demostrar que la funcién

b
e = [ 27
a T

tiende a f en L?*(R) cuando a — —oo y b — 00, es decir, que se
cumple la formula de inversién para funciones sobre intervalos

9
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compactos. Observemos que por el Lema 3.4, tenemos

2 > ’ Sen mry 2miyx ?
| far — fll2 = € dy| dx
—oolJa Ty

Lr o
-9 / [ / PR cos 2myx dfy] dr +1
1), my

1
2

b 2 b 2
:/ <Sen”) d7—2/ (Senm) dy+1. (3.6)
« \ ™ o \ Ty

Verifiquemos que

© /fsen > 1 [ /sen~)\>
e\ Y TJ_o\ 7

Por integracién por partes, sea u = sen’y, du = 2 sen -y cos yd,

d Sy . S .
dv = 7—3, v = —% y con una sustitucion trigonomeétrica se tiene

que

> sen?~y sen? v |~ % 2sen 7y cos 7y

[, il e,
0 Y 7o 0 Y

:/ sen*y(h
0 gl

T

5

Luego

> [senmy 2 1 [% [sen~y 2 1
/ ( )dvz—/ ( )d’y:—(ﬂ):L
o\ T L N m

Usando esto en (3.6), concluimos que ||f, — f|l2 = 0, cuando
a— —o0y b— .
Por lo tanto se verifica que f,, — f en L?(R) con la norma

I~ [l2-

[]
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Sea f € K. Esta funcién es de la forma » ¢;x7, una suma de
multiplos complejos de funciones caracteristicas de un nimero
finito de intervalos acotados I. Para tal funciéon, la férmula de
inversion (J/C\)v = f se cumple, ya que en cada multiplo complejo
de funciones caracteristicas, esta definida la férmula de inver-
sion.

Emplearemos la Proposicion 3.5 para demostrar el siguiente
resultado.

Proposicion 3.6. Sean I y J intervalos acotados. Entonces

<5<\17§<\J> = <XI;XJ>'

Demostracién. Como X; y X pertenecen a L*(R), se tiene que
(X1, XJ) existe, y puede ser evaluado como sigue:

(X1:XJ) = /_OO QI(V)EW)CM

o

:/ 5(\[(7) /627r7ri'ywdx>d,y
—00 J

= lim xX1(7) </ eQmVId:c> dry
n—oo | J

= lim (/ SC\I(’Y)QQMWCZ’O dx.
n—oo [ n

Por la Proposicién 3.5, la segunda integral tiende a x; en L*(R),
cuando n — oo. Asi

(X1, X7) = /JXI(x)dx = /_OO xr(z)xs(x)dx = (x1, x7)-

@]

La identidad de Plancherel se sigue del paso anterior.
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Corolario 3.7. 5i f € K, entonces

1F12 = 11113

Demostracion. Sea f € K luego

A3 = erer(Xe Xa) =D erea{xn xa) = 1£13:

3.2. Extensién a L*(R)

En esta seccion se procede a extender la transformada de
Fourier de K a todo el espacio L*(R). Primero debemos mostrar
que K es denso en L?(R), para esto, consideremos la siguiente
definicién.

Definicion 3.8. Una funcion f : I — R se dice que es requlada
sobre I = [a,b], si para todo € > 0 existe una funcion escalonada
Se : I — R tal que

|f(z) — se(z)| <€ para todo x € I.

Ademas de la siguiente caracterizacion de las funciones re-
guladas.

Teorema 3.9. Una funcion f : I — R es una funcion requlada,

st y solo si, tiene limites laterales en cada punto del intervalo
I =la,bl].

Demostracion. Notemos primero que toda funcién escalonada
tiene limites laterales en cada punto. Para probar que la funcién
regulada f tiene la misma propiedad, sea ¢ € [a, b); probaremos
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que f tiene limite lateral derecho en c. Para esto, sea e > 0 y
sc : I — R una funcién escalonada tal que

|f(z) —se(z)| <€ para todo x € I.

Como s, es una funcién escalonada, ademas lim, ..+ s.(z) esta
definido, luego, existe d.(c) > 0 tal que si x, y € (¢,c+ d.(c)),
resulta que s.(z) = s.(y). Por lo tanto, si x ,y € (¢,c+ d.(c))
entonces

[f(2) = FW)] < |f(2) = se(@)] + |se(z) — se(y)] + [se(y) — f(y)]
<e+0+4c¢€
= 2e.

Como € es arbitrario, el criterio de Cauchy implica que el limite
lateral derecho existe, la existencia del limite lateral izquierdo
en ¢ € [a,b) se prueba de la misma manera.

Ahora supongamos que f tiene limites laterales en cada pun-
to de I, el criterio de Cauchy para la existencia de los limites
laterales garantiza que, dado € > 0, existe una funcién medi-
dora d. sobre I tal que sit € I'y y1, ya € (t — (), t) y con-
tenidos en [t,t + ()], entonces | f(y1) — f(y2)| < €. Ahora sea
P = {([zi_1,x]), t;}7_, una particién 6, — fina de I. Definimos
se(x) = f(z) si z no es uno de los nimeros

sobre el intervalo (x;_1,t;) C [t; — 0.(t;),t;), definimos s, =
f(%(:ci_l +t;)) asi que

() = se(o)] = 1£(2) = flaia +8))] <
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de manera similar, sobre el intervalo (¢;,x;) C [t;,t; + 0c(t;)),
definimos s, = f(5(t; + x;)) asi que

1) = sl = 1) = PGt +a)| < e

Por lo tanto las funciones escalonadas s, satisfacen | f(z)—s.(x)| <
¢ para todo x € I. Como € es arbitrario, concluimos que f es
una funcion regulada. []

Nota: Toda funcién continua es una funcién regulada.

A continuacion demostraremos la densidad de las funciones
escalonadas en L*(R).

Lema 3.10. El espacio de las funciones escalonadas en (R), K,
es denso en L*(R).

Demostracion. Sabemos que el espacio de funciones continuas
con soporte compacto, C.(R), es un conjunto denso en L?*(R),
ahora consideremos f € L*R) y € > 0 entonces existe una
funcién f. € C.(R) tal que ||f. — f||2 < €/2, ademas el conjunto
de las funciones escalonadas son densas en el conjunto F' de las
funciones reguladas de valores reales sobre [a,b], pues dada f.
funcion regulada y € > 0 existe una funcién escalonada ¢ tal

que | f. — ¢| < €/v/2¢/b — a. Entonces
b
2
[ 1= 0P 0=l el < &/VE

y por lo tanto ||f. — ¢llo < €/2. En particular si f. € C.(R)
entonces f. € F', luego

le = fllz=lle = fet fe= fll2 < Nl = fella + [1fe = fll2
<€/2+¢€/2

= €.
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Asf las funciones escalonadas son densas en L%(R).
]

Ahora hacemos el proceso de extensién de la transformada
de Fourier de K a L*(R).

Dada f € L*(R), existe { f,} una sucesién de funciones escalo-

nadas de tal manera que lim,, . || f, — f||2 = 0. Por la identidad
de Plancherel,

Hﬁz - J/C\mHQ = H(fn - fm)AH2 - an - fm”?
< an - fH2 + Hfm - f“2

Asi que podemos definir f = lim,, ., f, v este limite existe en
L3(R).

Para verificar que estd bien definida, sean f,g € L?(R) en-
tonces existe una sucesion de funciones {h,} C K, que cumple
que lim, o ||hn — ]iHQ =0y lmy, |\ he — gll2 = 0 por la den-
sidad de K, luego f = lim,, oo h,, y g = lim,,_, h,,, entonces si
f = g se cumple que f: qg.

Ademaés la transformada de Fourier asi definida es una apli-
cacion lineal.

—_—

Teorema 3.11. Si f,g € L*(R) y a € R entonces af +g =
af +7.
Demostracién. Sean f,g € L*(R) y a € R, luego f: lim,, o0 fn
con {fp,} € Kyg=1lim, g, con {g,} C K. Dado que la
transformada de Fourier es lineal en K, entonces
af +g= lim (af, + ¢,) = lim (af, + Gn)
n—oo n—oo

= alim f,+ lm G, = of +3.
n—0o0 n—o0
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[]

Ahora demostramos la identidad de Plancherel en L?(R).
Teorema 3.12. Si f € L2(R) entonces || f|l2 = ||f]|2.

Demostracién. Dada f € L*(R) existe {f,} C K tal que
171 = Y 1

Como en K se cumple la identidad de Plancherel se tiene que
Hm [ fulls = 1m [| fullo = || £]l2-
n—oo n—oo
Por lo tanto || fll2 = ||f]|2-
[]

Asi que la transformada de Fourier es una aplicacién inyecti-
va.

Se demuestra de manera analoga que la transformada inver-
sa de Fourier se extiende de K a L?*(R) y tiene las siguientes
propiedades.

Sean f,g € L*(R)

= (af +9)=af+3
« (f,3)=(}.9).

« [ flla = I 1l

Se cumple la férmula de inversién en L?(R) de la siguiente
manera.

Sea f € L*(R), existe {f,} C K tal que ||f — fulla — 0, por
consecuencia || f — full2 — 0.
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Ahora fijémonos en
If = Flla=1f = fat o= 12
< = all2+ 17 = Bl
=If = fall2 + IIF = full2
Por lo tanto f = fV.

Asi que la transformada de Fourier es un isomorfismo de
L*(R) sobre L?(R).

3.3. Relacion entre los dos métodos

En esta seccion, hacemos algunas observaciones con respecto
a los dos métodos, ademas algunas condiciones que no se tenian
al inicio de la prueba, son verdaderas al finalizar el método de
extension.

Fijémonos que en L'(R) N L?*(R) se puede aplicar el segundo
método, es decir, teniendo definida la transformada de Fourier
y la identidad de Plancherel en este espacio, se extiende dicha
transformada e identidad por medio de la densidad de L*(R) N
L*(R).

En un inicio, no podiamos aplicar el primer método al es-
pacio K, de las funciones escalonadas, ya que no sabiamos si
la imagen de las funciones escalonadas bajo la aplicacién de
la transformada de Fourier fuera densa en L?(R), sin embargo,
una vez finalizada la extension a este espacio se concluye que,
se cumple esta propiedad.

En efecto, dada f € L?*(R), por la identidad de Plancherel
se tiene que fY € L?*(R), entonces existe {f,} C K tal que
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/Y = faull = 0. Nuevamente por la identidad de Plancherel
Hﬁ — ]?nH — 0, puesto que f € L*(R) se cumple la férmula de
inversién, asf que ||f — f,| = 0. Por lo tanto la imagen de K
bajo la transformada es densa en L?(RR).

Dada f € L*(R) con transformada de Fourier fe L*(R) la
cual es extendida por el primer método y también por el segundo
método, jse ha extendido la misma transformada de Fourier?

La respuesta es afirmativa, supongamos que f € L2(R) luego
por el primer método existe f, € L2(R) tal que || fn — frll2 — 0
con {f,} € LY(R)N L?*(R), por otro lado, para la misma funcién
f, existe {g,} C K tal que ||g,,— f||l2 — 0 entonces ||g,, — fx|2 —
0. Por demostrar que || f; — fx|l» — 0.

HfL - fK||2 - HfL — fat fa _/g\n +/g\n - fKH2
< HfL - fn“2 + H@\n - fKH2 + ”fn - :q\nH2
Ahora, haciendo tender n a infinito, tenemos
1/ = fllz = lm [ fo = Gnll2

n—oo

= 1w [[(fu — 9]l

= lim an_gnHQ
n—o0

= lim ||fo — f+ f = gnll2
n—oo
n—oo

= 0.

Por lo tanto ambas extensiones son equivalentes.



Conclusiones

En esta tesis se expusieron dos métodos diferentes de extender
la transformada de Fourier de los conjuntos ya mencionados a
L*(R), sin embargo se demuestra que no importa que método
utilicemos, en ambos casos se extiende a la misma funcién en

L2(R).

Una de las propiedades que emplean ambos métodos es la
densidad en L?(R) de subconjuntos que estdn en L'(R), ademés
de cumplir la identidad de Plancherel en estos subconjuntos.
Estas propiedades son fundamentales para poder extender la
trasformada de Fourier a L?*(R). Asi que nos preguntamos lo
siguiente: ;Todo subconjunto que cumpla con las propiedades
ya mencionadas se podra extender la transformada de Fourier
de éste subconjunto a L?*(R)? en la pregunta anterior se requiere
un subconjunto de L!(R) para que este definida la transformada
de Fourier en ese subconjunto, pero, otra pregunta mas compleja
serfa {podemos considerar un subconjunto que no este en L*(R)
en el cual este definida la transformada de Fourier, cumpla con

la identidad de Plancherel en éste subconjunto y sea denso en
L*(R)?

43
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Conclusiones
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