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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de percolacion es una herramienta que nos permite modelar el paso de un fluido a través de
un medio poroso (flujo), lo cual puede ser bien representado por un medio aleatorio [1.1]. Sus precedentes
se remontan al tiempo de la segunda guerra mundial cuando los quimicos Paul J. Flory y Walter H.
Stockmayer determinaron el nexo entre la longitud de las cadenas de moléculas y las reacciones que
determinan [1.2]. Afios después, el inglés S. R. Broadbent not6 que la disposicion y forma de los poros del
carbon, que era el principal elemento para la elaboracion de méscaras antigas, influia en la porciéon de gas
que penetraba el filtro de carbon [1.2]. Broadbent, en colaboracion con el mateméatico J. M. Hammersley,
concluyé que el movimiento del gas por el camino de poros era un nuevo proceso de difusiéon por lo
que nombro a los de este estilo procesos de percolacion [1.2]. En 1957, ambos cientificos nombraron y
formalizaron la teoria de percolacion apoyandose en conceptos geométricos y probabilisticos [1.2].

Los fenomenos descritos por la teoria de percolacién pertenecen a los llamados fendmemos criticos
en los que existe un valor caracteristico de un parametro a partir del cual cambia drasticamente el
comportamiento del sistema [1.2]. Generalmente para modelar estos fenomenos se emplean redes bi-
dimensionales como la red cuadrada, triangular y panal de abeja, pero también pueden emplearse redes
de mayor dimension y complejidad. En todos los casos, se declara el pardmetro de ocupacién p como la
probabilidad independiente de que un sitio (celda, nodo o enlace) en la red esté ocupado; los conjuntos
de sitios ocupados adyacentes reciben el nombre de racimos.

El problema central de la teoria de percolaciéon es determinar la probabilidad de ocupacién minima
Pe que estructura por primera vez un racimo lo suficientemente grande para cruzar la red de extremo
a extremo, es decir, busca la probabilidad minima a la cual el sistema percola. Ejemplo de esto es el
experimento de la rejilla realizado por los fisicos norteamericanos B. P. Watson y P. L. Leath en los anos
70, ver Figura 1.1. Este consistia en una rejilla cuadrada con 137 x 137 nodos equidistantes en la que
soldaron electrodos de cobre en dos lados opuestos de la red y conectaron esta a un circuito eléctrico [1.2].
Posteriormente, elegian al azar un nodo y cortaban los cuatro alambres enlazados a este para interrumpir
el flujo de energia con el fin de estudiar la resistencia eléctrica en funciéon de la cantidad de nodos cortados.
A medida que aumentaba el nimero de nodos cortados, la electroconductividad de la rejilla disminuia
llegando a cero cuando se cortaba la ultima via de nodos que conectaban los electrodos, esto es, existia
una relacién x. entre el nimero de nodos cortados y el nimero total de nodos a partir de la cual la
electroconductividad se perdia, y precisamente la determinacion de esta cantidad era uno de los objetivos
del experimento.

Un problema similar es el de plantar arboles frutales en los nodos de un reticulo trazado en la tierra,
considerando las enfermedades contagiosas de estos [1.2]. Pensando en el modelo de la rejilla, los nodos
continuos (nodo no cortado) representan arboles cercanos que se encuentran enlazados, supongamos por
las ramas, y que inevitablemente se contagian si alguno de ellos esta enfermo, mientras que en los arboles
inmediatos no enlazados (nodo cortado) no ocurre contagio [1.2]. Notar que un arbol enfermo contagia
a todos los arboles de su racimo y a ningiun otro fuera de este. Asi, de manera analoga se puede pensar
en la densidad critica z. de enlaces continuos en la red que dan lugar al racimo percolante por el cual
la enfermedad es capaz de propagase. Claramente el racimo percolante es la amenaza que puede sufrir
el huerto y del cual debe protegerse [1.2]. La determinaciéon de x. permite conocer el tope méaximo de
arboles conectados; mantener densidades de enlace menores a x. garantiza que los racimos de arboles
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Nodo
no cortado

Nodo cortado

Figura 1.1: Modelo del experimento de la rejilla de B. P. Watson y P. L. Leath, los circulos color negro
con los enlaces continuos representan los nodos que se mantuvieron intactos mientras que los blancos con
enlaces punteados indican aquellos que fueron cortados arbitrariamente.

seran zonas aisladas, y en caso de infeccion el inicio de la enfermedad se localizara cerca del lugar a donde
fue a parar. Aunque el modelo del huerto frutal parece sencillo, retrata los danos y pérdidas en terrenos de
cultivo causados por el ataque de diferentes plagas y enfermedades, siendo uno de los de mayor impacto
ambiental y econémico los atribuidos al género Phytophthora.

El género Phytophthora es un patégeno sumamente agresivo muy vinculado al medio acuoso, se en-
cuentra en forma de pequenos sacos llamados esporangios que al estar sumergidos en agua liberan de 20
a 40 esporas (zoosporas) biflageladas capaces de nadar [1.3]. Los suelos anegados y mal drenados propi-
cian condiciones favorables para este patogeno, el cual detecta la presencia de plantas y nada hacia ellas
afectando principalmente raices y tallo, causando un estado de marchitez en la planta y la pudricion de
frutos [1.3]. En México, cultivos de chile, papa y calabaza, que constituyen una importante base alimen-
ticia, se ven perjudicados debido a la presencia de Phytophthora ya que disminuye la cantidad y calidad
de sus productos. Desde hace mucho tiempo se han desarrollado técnicas y herramientas para el control
de la enfermedad como el uso de fungicidas y sistemas de fumigacion, sin embargo no se ha encontrado
una forma eficaz que permita eliminar o al menos controlar el patogeno [1.4,1.5].

En este trabajo, haciendo uso de la teoria de percolaciéon, se estudia la estrategia de siembra alterna-
da (intercropping) como una propuesta para evitar la propagacion del patogeno en terrenos de cultivo,
especificamente se estudian los arreglos en columnas y diagonales alternadas, ambos con dos tipos dife-
rentes de plantas. En los capitulos 2 y 3 se introducen aspectos importantes de la teoria de percolacién,
en particular en el capitulo 4 se discute a fondo la teoria de percolaciéon en la red cuadrada que sera
la base del modelo propuesto. En el capitulo 5 se introducen las condiciones del modelo y se describen
los algoritmos de simulaciéon utilizados asi como los resultados obtenidos. Finalmente, en el capitulo 6 se
presentan las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 2

Percolacion en una dimension

La percolacién de sitios para una dimension parte de suponer una cadena de eslabones donde cada
eslabon tiene probabilidad p de estar ocupado y 1 — p de quedar vacio. Los eslabones de la cadena
unicamente aceptan estas dos posibilidades y la ocupacién o no de uno de ellos es independiente de lo que
suceda con los restantes. Un racimo en la red uno-dimensional es una colecciéon de eslabones ocupados
de manera consecutiva que quedan limitados por un eslabén vacio en cada orilla. Por ejemplo, un racimo
de tamano s queda determinado por un grupo de s sitios ocupados que son vecinos y uno vacio a cada
extremo, para s = 1 un eslab6n ocupado queda aislado entre dos vacios como se muestra en el extremo
izquierdo de la Figura 2.1. La determinaciéon del umbral de percolaciéon en una dimensiéon es bastante
intuitiva pues es claro que cuando p = 1 todos los eslabones de la cadena se encuentran ocupados formando
asi un tnico racimo. Tomar p < 1 garantiza la existencia de al menos un sitio vacio con probabilidad
positiva que rompe la secuencia de eslabones ocupados y por tanto desconecta los extremos de la cadena.
Sin embargo, es interesante en este caso el estudio de la formaciéon de racimos y sus caracteristicas, como
a continuacion se aborda.

Se comienza por suponer una cadena de tamano L con L — oo y se elige un sitio arbitrario en ella, la
probabilidad de que éste sea el primer eslabén ocupado (de izquierda a derecha) de un racimo de tamaio
s€ Nes

ns =p°(1 _p)27 (2.1)

por tanto el nimero promedio de racimos de tamano s, lejos de los efectos de la frontera, es Lng. Para
evitar dependencia con el tamano de la cadena esta cantidad se estandariza concluyendo asi que ng es el
numero promedio de racimos de tamano s por sitio en la cadena.

Ademas, la probabilidad indicada en (2.1) es la misma si se hubiese pedido que el eslabon elegido
figurara en la segunda, tercera, ..., o la s-ésima posicién posterior al extremo izquierdo, por lo que la
probabilidad de que un eslabén arbitrario pertenezca a un racimo de tamano s es:

sng = sp*(1 — p)2. (2.2)

Para estudiar la formacion de racimos y su célculo numérico se simulé R racimos de eslabones ocupados
para distintos valores de p < p.. Dado que p es menor que el umbral de percolaciéon se garantiza la
existencia de R + 1 conjuntos de eslabones vacios que se alternan con los ocupados. A su vez, se genera
una lista cuya i-ésima entrada registra la cantidad observada de racimos de tamano ¢, al dividir cada
entrada por el tamano total del sistema se obtiene n;, es decir, la probabilidad de observar un racimo

O 000111110

Figura 2.1: Un eslabén en la cadena que ha sido ocupado serd4 marcado con 1 y en caso contrario con 0.
En la imagen se muestra, de izquierda a derecha, racimos de tamano 1, 4 y 2, respectivamente.
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Figura 2.2: Resultados de la simulacion de 1 millon de racimos para distintos valores de p. La linea so6lida
corresponde a ng = p*(1 — p)? que coincide con el valor tedrico de n.

Figura 2.3: Resultados de simulaciéon (figuras) y teorico (linea continua) de sng vs s para sistemas perco-
lantes lineales.
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2.1. TAMANO PROMEDIO Y LONGITUD DE CORRELACION EN UNA DIMENSION
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Figura 2.4: Simulacién de 10 racimos para p = 0.75; el tamano total de la cadena fue de 50 eslabones
siendo el racimo mas grande de tamano 9. En la primera fila se muestra la lista cuya i-ésima entrada
proporciona la cantidad de racimos de tamano 7 que se observaron, donde la primer entrada corresponde
al tamano i = 0. La segunda fila muestra la division de cada cantidad por el tamaifio de la cadena, esto
corresponde a n;. Finalmente cada entrada se multiplica por ¢ para obtener in,.

de tamano ¢ por eslaboén en la cadena. Mas atn, si posteriormente se multiplica la i-ésima entrada por
1 se obtiene in;, asi, la lista final proporciona la probabilidad de que un sitio arbitrario pertenezca a un
racimo de tamano i, ver Figura 2.4.

En las Figuras 2.2 y 2.3 se muestra la concordancia entre los resultados reportados teéricamente y los
obtenidos mediante la simulacién realizada en Python.

2.1. Tamano promedio y longitud de correlaciéon en una dimen-
sion

En esta seccion se busca conocer los tamanos de los racimos que se forman y la frecuencia con que
aparecen al considerar p < p. fija. La pregunta clave es: jqué tan grande, en promedio, es el racimo
(finito) al que pertenece un sitio elegido al azar?

Para determinar la probabilidad de que un sitio arbitrario pertenezca a cualquier racimo se suma
sobre los posibles tamanos del racimo al que puede pertenecer, esto es, la probabilidad de que el sitio
arbitrario pertenezca a un racimo de tamano s = 1 més la probabilidad de que pertenezca a un racimo
de tamano s = 2, etc. Matemaéaticamente se expresa de la siguiente manera:

ans = Zsps(l — )2
s=1 s=1

dp® s—1

Usando que oy T sp°T, se tiene el siguiente desarrollo
o0 o0
> spP(1—-p)? = 2Y " sp? (2.3)
s=1 s=1
o0

(1-p) >
= (1—p)2;p<cg)

o0 dps
= p(1-p?°)_ o
s=1

d (Zjil P°)

_ )2
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Recordando que la serie geométrica es Y ooz’ = ﬁ para |z| < 1, se separa el primer término de
la suma y se despeja Y .o, z, por lo que Y .o, ' = $Z. Posteriormente, se sustituye y se calcula la

1—x°
correspondiente derivada:

p(l—pﬁ‘”zfljjps) — p1-p

Por lo tanto,
Z sns = D. (2.4)
s=1

En resumen, la ecuacion (2.2) indica que sng es la probabilidad de que un sitio arbitrario (ocupado o
no) pertenezca a un racimo de tamaro s, mientras que la ecuacion (2.4) muestra que la probabilidad de
que un sitio arbitrario pertenezca a cualquier racimo es igual a la probabilidad p de que esté ocupado.

De lo anterior se infiere que
SNg SN
Ws ' = —=s—— = (2.5)
25:1 STs p
es la probabilidad de que el racimo al cual pertenece un sitio ocupado elegido al azar sea de tamano exac-
tamente s. Asi, si se eligen sitios ocupados arbitrarios y se mide el tamano del racimo al que pertenecen,

el tamano promedio seréa:
S = Swg = >, (2.6)

De manera similar al desarrollo de la expresion (2.3) y usando el operador G = pd%, el numerador de la
ecuacion (2.6) se obtiene como sigue:

o0
> s *(1—p)°
s=1

I
_

|
=
o

(]2

V2l
o

i)
w

= (1-p)7
p(1+p)
(1-p)

Por tanto, el tamano promedio de los racimos finitos es:

1
§=-*P

=i 2.7)

para p < pe.

De esta forma, se puede conocer el comportamiento del tamano promedio de los racimos en funcién
de p. En la Figura 2.5 se observa la divergencia de los tamanos de racimos cuando p — p. = 1. En el caso
unidimensional no es posible sobrepasar el umbral de percolaciéon, por lo que se espera encontrar racimos
de gran tamano pero siempre finitos.

Para mostrar la importancia de .S, pensemos que una persona se encuentra en un eslabén ocupado de
la cadena, si la persona camina r sitios hacia la derecha jcuél es la probabilidad de que el sitio de partida
y el sitio de llegada pertenezcan al mismo racimo? Si r = 0, claramente esta probabilidad es igual a 1,
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Figura 2.5: Comportamiento del tamafio promedio de los racimos; concordancia entre resultados analiticos
(linea solida) y numéricos (cruces moradas).

para un sitio a una distancia r el sitio de llegada y los r — 1 sitios que se encuentran entre éste y el de
partida que corresponde a r = 0 deben estar ocupados sin excepcion [2.2]. Con esto en mente, se define
la funcion de correlacion g(r) como la probabilidad de que un eslabén ocupado y uno que se encuentra
a una distancia r de él pertenezcan al mismo racimo. Puesto que la probabilidad de ocupacién de un
eslabén en la cadena es p, se tiene que:

g(r)=p", (2.8)
para toda p y toda r € {0} UN. Notar que
p" = exp(ln(p"))
= exp(rln(p))
(-=(5))
= exp|—rln( -
p
para p < p. fija, donde £~! := In %) = —In(p) es una constante llamada longitud de correlacion.

Recordando la expansion en serie de Taylor: In(l — z) = —x para x cercana a 0, se hace el cambio
p = 1—x, entonces —x = p — 1. Al sustituir, se obtiene que —In(p) = 1 —p y asi £ = 1 — p. Para
el caso unidimensional se tiene que la longitud de correlacion es £~! = p. — p cuyo comportamiento se
muestra en el grafico de la Figura 2.6, donde se puede ver la concordancia entre los datos teéricos y los
de simulacién conforme disminuye p. — p.

Mas atn, es posible reescribir la funcién de correlacién como

g(r) = exp(—r&).

Su nueva forma hace notar que g(r) decae exponencialmente a 0 si la distancia r se va a infinito. Cuando
p tiende a p. el tamano promedio de un racimo crece rapidamente y al mismo tiempo lo hace la longitud
promedio ya que la longitud de un racimo de tamano s es s — 1, que no es muy distinto de s cuando s es
muy grande. Esto deja ver la relaciéon de ambos conceptos via leyes de potencias

Soce!t (2.9)

cuando p — pe.

Un tltimo hecho de importancia respecto al tamainio promedio de los racimos es que > oo, g(r) = S;
como se comenta en [2.2] hay que notar que dicha suma contempla los vecinos que se encuentran tanto a
la derecha como a la izquierda de un eslabén ocupado. Se ha interpretado r como una distancia positiva
moviéndose hacia la derecha y no tendria sentido pensar en r = —1, —2, etc. para indicar el movimiento
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Figura 2.6: Longitud de correlacion.
hacia la izquierda, por lo que bastaria sumar para r = 0,1,2,--- como se introdujo anteriormente,

multiplicar por 2 y restar 1, pues el sitio de partida que corresponde a r = 0 se cuenta dos veces.

Para concluir este capitulo se remarca el hecho de que la mayoria de las cantidades aqui estudiadas
se definieron a través de ng, lo que da pauta para abordar el caso en dos dimensiones. En cuanto a
comportamiento se observa que ciertas cantidades divergen en el umbral de percolacién y esta divergencia
puede ser escrita como leyes de potencias considerando el parametro de orden de |p. — p|, siendo p. el
umbral de percolacion.

10
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Capitulo 3

Red de Bethe

La red de Bethe es una estructura muy conocida que se utiliza en distintas areas y en el estudio de
la teoria de percolacién no es la excepcion ya que, ademés del caso unidimensional, puede encontrarse de
manera exacta una solucién para el umbral de percolacion.

Se inicia con un sitio denominado origen del cual se desprenden z € N nodos que formaran la primera
generacion de la red, de cada sitio se desprenderan z — 1 nuevos nodos que en suma con el sitio de partida
resultan z. Siguiendo con este proceso se pueden construir tantas generaciones como se quieran, siendo

nf = 2(z — 1)*1 (3.1)

el nimero de sitios nuevos que constituyen la k-ésima generacion.

Notar que en la primera emanacién el total de sitios en la red constara del origen y los z sitios
que brotan de él, es decir, habra z + 1 sitios; la segunda generaciéon constara de z(z — 1) puntos y por
tanto 1 + z + z(z — 1) sera el total de sitios, de esta forma el total de sitios en la red de Bethe hasta
la k-ésima generacion serda N, = 1 + sz:_Ol (z — 1)%. Haciendo el cambio v = z — 1 y usando que
ufF —1=(u—1) Zf:ol u® se obtiene

2(z—1)F -2
N =" 2 = 3.2
=2 (32)
que esta indeterminado en z = 2, sin embargo el anélisis de la red de Bethe para z = 2 es equivalente al
caso de percolacién en una dimensiéon que fue analizado en el capitulo 2.

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) se deduce que hasta la k-ésima generacion la fraccion de sitios en la

superficie de la red es:

n,  z(z-1D)FN(z-2)

N, z(z—1)k -2
y cuando k — oo éste cociente se aproxima a ij

Una vez descritas algunas caracteristicas de la red de Bethe se implementa lo habitual en la teoria
de percolacion, esto es, dotar a cada sitio con probabilidad p de estar ocupado y hallar la probabilidad
minima a partir de la cual aparece el racimo percolante. Cuando se elige un sitio siempre es de interés
los puntos que conectan con él, es decir, sus vecinos. Cada vecino y sus z — 1 emanaciones conforman
una rama, y el trayecto de puntos que comienza desde la emanacién de un vecino se le conoce como la
sub-rama de un sitio, ver Figura 3.1.

Supongamos que el origen estd ocupado y que p es la probabilidad de ocupacién, entonces en la
primera generacién habra en promedio pz nuevos lugares disponibles, mientras que al contemplar la
segunda generacion habra en promedio pzp(z — 1) nuevos lugares disponibles. Sumando ambos resultados
se obtiene que el niimero promedio total de lugares disponibles serdn 1+ pz+p?2(z —1). En general, para
la k-ésima generacion habra ny = p*z(z — 1)*~! nuevos puntos disponibles y, por tanto, el promedio total
de lugares disponibles serd Ny = 1+ zp Z::Ol [p(z —1)]%. Notar que para p = 1 estas cantidades coinciden
con las ecuaciones (3.1) y (3.2), respectivamente, y cuando p = 0 el tnico punto que existe es el origen.
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Sub-rama

|2 /3
o el

Vecino Y Ramé' Sub=rama

Figura 3.1: Red de Bethe para z = 3 hasta la segunda generacion cuyos sitios estan marcados por niimeros;
se identifican los conceptos de vecino, rama y sub-rama que forman parte del entorno inmediato de un
sitio en la red.

Dado que se busca p., se considera el cociente

ng pPz(z — 1)kt ) (3.3)

Ne (plz=1)—1) (zpk+1(z —DF—(p+1)

que proporciona la fracciéon de nuevos sitios disponibles respecto al total. Lo usual es preguntarse por las
condiciones necesarias para la formacion del racimo percolante, pero ésta vez el problema se aborda por
el camino opuesto, esto es, para que no exista el racimo percolante (para alguna k) el cociente J’\Lf—’; debe
tender a 0, lo cual sucede cuando p(z — 1) — 1 = 0. De esto, se concluye que

1
z—1

Pec = (34)

Cabe remarcar que aun cuando p > ﬁ el origen no siempre enlaza con el racimo percolante, por ejemplo,
no hay manera de que el origen pertenezca al racimo percolante si sus z vecinos permanecen vacios [3.1].

Para conocer la conectividad del origen, o cualquier otro sitio elegido arbitrariamente, al racimo
percolante se define el strength Ps.,. como la probabilidad de que un sitio arbitrario pertenezca al racimo
percolante. Si p < pg, se tiene que Ps,. = 0 por lo que es de interés conocer su valor para valores de
p mayores al umbral de percolacion. Es importante no confundir el strength Py, del racimo percolante
con la concentracion p, que es la probabilidad de que un sitio en la red esté ocupado. Para hallar Py,
se define la probabilidad @@ de que un sitio arbitrario no pertenezca al racimo percolante a través de
una rama fija que brota de él. Observar que la probabilidad de que las z — 1 sub-ramas que inician en
un vecino no conecten con el racimo percolante es Q*~ !, por tanto pQ*~! es la probabilidad de que el
vecino esté ocupado pero no conectado a través de sus sub-ramas. Mas aun, otra forma de que la rama
no conecte con el racimo percolante es que el vecino esté vacio, lo cual sucede con probabilidad 1 — p,
por consiguiente la probabilidad de que una rama fija que brota de un sitio arbitrario no enlace al racimo
percolante es

Q=1-p+pQ* " (3.5)

Finalmente, la probabilidad de que el origen esté ocupado pero no ligado al racimo percolante por ninguna
de sus ramas es pQ)?, por lo que p — Py, = pQ*. En consecuencia

Pyyr = p(l - Qz)a (36)

donde se sustituyen los z — 1 valores de @), salvo multiplicidades, que garantiza el teorema fundamental
del algebra al resolver la ecuacion (3.5). Una de estas raices es @ = 1 que arroja Py, = 0, lo cual puede
pensarse que se debe a que p < p.. Recordar que al ser () una probabilidad se buscaran aquellas raices
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Q; que cumplan 0 < @Q; < 1 (ver Apéndice A). Por ejemplo, cuando z = 3 la ecuacion (3.5) se establece
como @ =1—p+pQ?, cuyas raicesson Q =1y Q = 1_717 dando como resultado

P —p [1 _ (7)3] , (3.7)

que proporciona la fracciéon de sitios en la red que estan conectados al racimo percolante.
Por otro lado, multiplicando ambos lados de la ecuacion (3.5) por @ y usando que p — Py = pQ?, se
obtiene una ecuacién de segundo grado para ) como se muestra en seguida:

Q* = QU -p)+pQ
= Q(l_p)+p_Pstr~

Después de haber completado el cuadrado perfecto y despejado @ se tiene que

1—p 2 1—»p
Q= — Py, —_— —_—
P t —|—< 5 > + 9

Finalmente, al sustituir en (3.6) se obtiene de manera general que

Pstr ]-7p 2 lfp
=1- — Py, —_— — . .
- \/p ot (52) 415 (33)

Psir
p

Haciendo el cambio de variable z = puede re-escribirse la ecuacion (3.8) como

(1x)i¢5\/1x+(1_p)2+1;p (3.9)

4p

donde (1— x)% ~ 1 a medida que z crece, lo cual indica que el valor de x es 0, y por lo tanto que Ps;,. = 0,
esto significa que para z muy grande y p < 1 la conectividad al racimo percolante se pierde.

Al igual que en una dimension, en la red de Bethe también se puede medir el tamafio promedio de los
racimos S. Para esto, se define T' como el tamafio promedio para una rama, es decir, el nimero promedio
de sitios a través de los cuales el origen esta conectado y tales que pertenecen a un rama [3.1]. Como se
explicoé anteriormente, cada sitio en la red es equivalente por lo que cada sub-rama tiene el mismo tamano
promedio T' como la rama misma, entonces si un vecino esté vacio el tamano promedio del racimo para
esa rama es (1 —p)0 = 0. Por otro lado, si el vecino se encuentra ocupado aporta al racimo con él mismo
y suma las contribuciones de cada una de sus z — 1 sub-ramas, es decir, p + p(z — 1)T, de ahi que

T=(1-p)0+p+pz—1T.

Despejando T' se encuentra que
p

SRRETERY

(3.10)

para p < pe.
Notar que si el origen esta vacio, el tamano promedio del racimo es 0, pero si estd ocupado es 1 + 2T
por lo que S =1+ 2T. Al sustituir el valor hallado de T' se obtiene

1
§—_ TP

=160 (3.11)

cuya singularidad en p(z — 1) = 1 lleva a que p = ﬁ, lo cual coincide con la probabilidad critica para la
red de Bethe. Para ilustrar lo anterior, en el caso z = 3 se tiene que 7' = p/(1 —2p) para p < %, ademaés el
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tamano total del racimo S es 0 si el origen esté vacio y 14 37 si estd ocupado. De este modo, el tamano
promedio de racimo para z = 3 es

S = 1+3T
1+p
= . 12
T2 (3.12)

En conclusion, la ecuacion (3.8) provee la forma de hallar el strength Pg,. del racimo percolante para la
concentracion p > p., mientras que la ecuacion (3.11) proporciona una expresion exacta para determinar
el tamano promedio de racimo S para p menor al umbral de percolacién. Por simplicidad, observar que
en la expresion (3.7) Psg,, =0 en p = %, lo cual hace pensar que una concentracién p escasamente mayor
que el umbral de percolacién dara un racimo percolante débil, y con esto Py muy pequeno. De ahi, que
en la red de Bethe el strength escala como

Py o (p — pe) (3.13)

si p se aproxima a p. por la derecha. Por otra parte, sabiendo que existe el racimo percolante para p > p.,
tiene sentido pensar que justo antes de p. el tamano promedio de racimos sea muy grande, lo cual se
observa en el denominador de la ecuacion (3.12) cuando p = % = p.. En este caso, S escala como
1
DPc—D

S o (3.14)

si p se aproxima a p. por la izquierda [3.1].
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Capitulo 4

Percolacion en dos dimensiones

La teoria de percolacion en dos dimensiones puede ser estudiada en distintos tipos de redes que varian
en forma y complejidad, las més comunes y en las que se basa éste trabajo son las redes planas como la
cuadrada, triangular y la llamada panal de abeja (ver Figura 4.1).

La red cuadrada, siempre comparada con un tablero de ajedrez, tiene casillas que de forma aleatoria
e independiente pueden estar ocupadas con probabilidad p o vacias con probabilidad 1 — p. Los racimos
en la red constan de casillas ocupadas adyacentes y quedan determinados por su perimetro t, el cual se
define como el nimero de casillas vacias que se encuentran a una unidad de distancia del racimo, por
ejemplo, si una casilla ocupada queda rodeada por sus cuatro vecinos vacios se habréa formado un racimo
de tamafio uno. Es importante no confundir el perimetro con la superficie de un racimo ya que ¢ también
incluye los sitios vacios que se encuentran atrapados dentro del racimo como se ejemplifica en el apartado
B) de la Figura 4.2.

Para abordar la red cuadrada y lo que sucede en ella, imaginemos una cuadricula de tamano L x L
de fondo blanco en la que se pinta de algtn color la celda que resulte ocupada al declarar el parametro
0 < p < 1. EnlaFigura 4.3 se observan pequenos racimos aislados y desconectados para p = 0.2, mientras
que para p = 0.6 las casillas ocupadas logran forman un racimo que percola a través de la red, claramente
para p = 0.8 restan pocos sitios vacios. El cambio que sufre el sistema indica que existe una probabilidad
de ocupacion critica p. a partir de la cual la red percola. Se define entonces la probabilidad Pr(p) de que
exista un racimo percolante en una red cuadrada de tamano L x L, por lo que

0 parap < pc,

PL(p)L—>oo ~ { 1 para p Z De- (4'1)

En un sistema infinito la probabilidad de percolacion Pr(p) debe corresponder con una funcion escaléon
yva que cambia drasticamente de 0 a 1 cuando p = p,, sin embargo para un sistema finito se espera que

Figura 4.1: Se observa la red cuadrada, triangular y panal de abeja.
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Figura 4.2: Ejemplo de racimos en una red cuadrada, se muestran racimos de tamano dos (A), siete (C)
y ocho (B); se enumeran los vecinos vacios que conforman el perimetro de cada racimo.

p=02

Figura 4.3: Esquema de sistemas percolantes en redes cuadradas en donde se muestra el aumento de sitios
ocupados en la red conforme aumenta el pardmetro de ocupacion de p. Al rededor de p = 0.6 aparece el
racimo percolante.

esta cantidad dependa del tamano de la red.

Por otro lado, una particularidad que se presenta en la red cuadrada es la imposibilidad de calcular el
nimero promedio de racimos de tamafio s por casilla en la red (n;) para s arbitraria. El caso méas sencillo
muestra que n; = p(1 — p)*, pero para racimos de mayor tamaiio es necesario considerar la orientacién o
posicion en la que se encuentran, por ejemplo, un racimo de tamano dos puede encontrarse horizontal o
verticalmente por lo que ny = 2p?(1 — p)®, siendo seis su perfmetro en ambos casos. En lo que respecta
al racimo de tamano tres, ademas de hallarse en linea horizontal o vertical, también puede encontrarse
en forma de L siendo cada rotaciéon de 7 una nueva configuracion, por lo que ¢ = 8 cuando el racimo
es lineal y t = 7 en su otra forma, de este modo nz = 2p3(1 — p)® + 4p3(1 — p)”. Por otra parte, para
un racimo de tamano cuatro se tienen diecinueve posibles configuraciones y para uno de tamano cinco

suman sesenta y tres [4.1].

En la teorfa de percolaciéon es posible definir gs¢ como el ntimero de configuraciones de un racimo
de tamano s y perimetro ¢, por ejemplo, un racimo de tamano s = 3 y perimetro ¢ = 8 tiene gs g = 2
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configuraciones, y g37 = 4 cuando ¢ = 7. De forma general n, puede ser descrito como

ng = ngtps(l —p)t. (4.2)
t=1

Es facil ver que la ecuacion (4.2) solo es valida para ciertos casos como el de la red de Bethe, donde cada
racimo de tamafio s tiene un tnico perimetro de la forma t = (z — 2)s + 2, por lo que en esta red

Nspene = gatp®* (1 — p)F725F2, (4.3)

En el caso de la red cuadrada la ecuacion (4.2) queda comprometida al sumar sobre todos los posibles
perimetros ¢ de un racimo de tamano s, por lo que cada posible configuracién tiene que ser encontrada y
detallada para poder determinar g, . En los afios 60 se conté computacionalmente 10'® configuraciones
para un racimo de tamano veinticuatro en un tiempo de diez meses y en el 2000 se reporta el conteo de
configuraciones para racimos de tamafio hasta cuarenta y seis [4.1].

Ante esto, el apoyo en herramientas computacionales esta fuera de duda.

4.1. Umbral de percolacién y longitud de correlacién

En esta seccién se calculara la probabilidad de percolacion Pr(p) para determinar el umbral de per-
colacién en las distintas redes bidimensionales que se mostraron en la Figura 4.1, para ello se usara el
algoritmo propuesto en [4.2], donde los autores Newman y Ziff proponen que en el contexto del ensamble
microcanonico una observable ) puede ser estimada como funcién de p de la siguiente manera

N
Q(p) =Y B(N,n,p)Qn, (4.4)
n=0

donde @,, son los valores observados al medir ) para cada valor de n desde 0 hasta el valor maximo de
sitios ocupados en la red, mientras que B(N,n,p) = (]Z)p"(l—p)N’” es la funcién de masa de probabilidad
de una variable aleatoria con pardmetros N > 1y p € [0, 1], que corresponde a las fluctuaciones de n
cuando un sistema es llenado con una densidad p. Una de las ventajas del algoritmo de Newman y Ziff es
que crea sistemas a partir de los ya existentes, es decir, para crear un sistema con n + 1 sitios ocupados
se agrega al azar un sitio extra a un sistema de n sitios ocupados ya creado.

La implementacion de este algoritmo (ver pseudocodigo 2) se desarroll6 en el lenguaje de programacion
Python, en el que se requirié una matriz auxiliar, una estructura de datos y el algoritmo Union/Find
(ver pseudocddigo 1) como a continuacion se describe.

Se simula una red cuadrada como una matriz nula de tamano L x L donde cada entrada representa
un sitio vacio en la red. Cada una de las entradas es determinada por el par ordenado (,j), con i,j =
0,1,2,...,L — 1, por lo que se les proporciona de manera univoca una etiqueta de la forma iL + j. Con
esto se genera la lista de etiquetas de la red £ = {0,1,2,..., L? — 1}. Un paso importante es decidir el
orden en el que los sitios serdn ocupados, por lo que mediante un generador de permutaciones de la lista
L se agregan sitios en la matriz cambiando del estado 0 (vacio) al 1 (ocupado).

Al inicio de la simulacion, los primeros sitios afiadidos de manera aleatoria se encontraréan dispersos,
formando asi racimos de tamano 1 que iran creciendo conforme se agreguen mas sitios en la red. Cada
vez que se agrega un sitio se verifica el estado de ocupaciéon de sus vecinos, asi, para tener un registro
correcto de la formacion de racimos se hecha mano del algoritmo Union/Find como sigue:

= Find: Cuando existen dos sitios ocupados que son vecinos, encuentra el racimo al que pertenece
cada elemento.

= Union: Si ambos sitios pertenecen a diferentes racimos, estos deben ser amalgamados en un mismo
racimo, de lo contrario hay nada que hacer.

Es importante comentar que la bisqueda y unién de racimos se realiza mediante la modificaciéon en la
estructura de datos de la raiz del racimo. La raiz de un racimo permite su identificacién y la de sus
elementos, de este modo, dos sitios ocupados con la misma rafz perteneceran al mismo racimo [4.2].

21



CAPITULO 4. PERCOLACION EN DOS DIMENSIONES
4.1. UMBRAL DE PERCOLACION Y LONGITUD DE CORRELACION

Algorithm 1 Algoritmo Union/Find y monitoreo de tamafio de racimos

Input: Etiquetas l; y s en la matriz
1: Definir funcién Size[r] = tamaflo del racimo con raiz r

2: Hallar la raiz r; del racimo al que pertenece [y
3: Hallar la raiz ro del racimo al que pertenece [y
4: if r{ = ry then
5: ambos sitios pertenecen al mismo racimo
6: else
7: Obtener Size[r1] y Size[rs)
8:  if Size[r;] < Size[ry| then
9:
Size[ra] < Size[rs] + Size[r1]
Size[r1] < 0
T < T
10:  if Size[rs] < Size[r;] then
11:
Size[r1] < Size[r1] + Size[ra]
Size[ra] < 0
Tg < T
12: if Size[rs] = Size[r1] then
13: if 71 < ry then
14:
Size[r1] < Size[r1] + Size[rsa]
Size[rs] + 0
To < 11
15: else
16:

Size[ra] < Size[rs] + Size[r1]
Size[r1] < 0

T < T2

Algorithm 2 Implementacion del algoritmo de Newman y Ziff
Generar matriz M nula de tamanio L x L
Asignar a cada entrada una etiqueta de la forma iL + j, con 4, je{0,1,...,L — 1}
Generar lista de etiquetas £ = {0,1,...,L? — 1}
Generar Lperm, s decir, permutar lista de etiquetas £
Set a <+ 0
Tomar | = Lperm[a]
Buscar celda [ en M y cambiar del estado 0 al 1
Revisar el estado de ocupaciéon de los vecinos de [
Aplicar algoritmo Union/Find sobre | y sus vecinos
if la red percola then
Detener la simulacion y almacenar niimero n. = a + 1 de sitios que fueron agregados hasta que el
sistema percold
: else

Set a < a + 1 y repetir desde el paso 6
Repetir el programa 10* veces.

=
=

—
w N
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L=32 '
L=64 '
L=128 :

08 | L=256 ! i
1
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Figura 4.4: Las estrellas indican los datos computacionales para L = 32,64, 128, 256 mientras que las
lineas solidas corresponden al ajuste indicado en la ecuacion (4.8). La linea punteada vertical muestra el
umbral de percolacién en el limite termodinamico.

El proceso se repite hasta que se detecta que algtn sitio de la columna izquierda tiene la misma raiz
que algun sitio de la columna derecha, es decir, hasta que el sistema percola. De esta forma, la densidad
critica se estima como n./L?, donde n. es el nimero de sitios que fueron agregados en la matriz hasta
la aparicion del racimo percolante. Al correr muchas veces este programa se obtiene una coleccion de
nameros criticos n. con los cuales se puede estimar la probabilidad de percolacion Pr(p). Para esto, notar
que la probabilidad f;, de que un sistema de tamano L percole con exactamente n sitios agregados es:

frecuencia de n

fr(n)

p— 4.
total de simulaciones realizadas’ (4.5)

que depende explicitamente del tamano del sistema. De ahi que la probabilidad de que el sistema percole

con a lo méas n sitios agregados sea
n

Fr(n) =Y fr(k). (4.6)

Puesto que la probabilidad de que un sistema, con probabilidad de ocupacién p, tenga exactamente n
sitios ocupados en el ensamble candnico es una distribucién binomial B(L?,n,p), la estimacién de la
probabilidad de percolacién se calcula como

Pi(p) =Y Fr(n)B(L? n,p). (4.7)

Para dar una estimacion del umbral de percolacion p.r, se grafica Pr(p) como funcion de p (Figura 4.4),
la forma sigmoidal del grafico motiva a proponer el ajuste

PL(p) = % (1 + tanh (p‘Ach)) , (4.8)

L

el cual coincide con los puntos obtenidos en la simulacion. En particular, se busca hallar el valor de p en
el que la ecuacion (4.8) es igual a 0.5 pues implicarfa que p = p.r. El grafico de la Figura 4.4 muestra la
interseccion de la recta y = 1/2 y las curvas para distintos valores de L, la linea punteada vertical indica
en el eje x el umbral de percolaciéon p.y, en el limite termodinédmico.

Para cada determinacion estadistica de p.r, para un sistema de tamano L, se mide A}, que representa
el ancho de la region de transicion y que escala como funcion del tamano del sistema como [4.3]

Ap o L7V, (4.9)
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Figura 4.5: Del lado izquierdo se muestra el comportamiento de Ay como funcién de L en escala loga-
ritmica para las distintas redes, mientras que del lado derecho se observa el umbral de percolacién en la
red cuadrada para L = 32,64, 128,256 y su error.

donde v es el exponente critico asociado a la longitud de correlacién mediante
571 o (p—pe)”.

De manera anéloga, se grafica Ay contra L en escala logaritmica (Figura 4.5) y se propone el ajuste
mediante una funcién de la forma g(x) = ax®, de donde se obtiene el valor de v que se reporta en la
Tabla 4.1. Una vez estimado v se utiliza la relaciéon de escalamiento finito para el umbral de percolacion,
el cual esta dado por

Per, — pe < L™V, (4.10)

La relacion anterior permite estimar el umbral de percolacién en el limite termodinamico como la extra-
polacion del comportamiento de p.;, como funcion de L=/7. Para esto, se ajustan los datos de p.r, de
acuerdo con la funcion f(z) = mz + b, donde z = L~/". De esta forma, si L — oo, entonces 2 — 0, por
lo que la estimacién del umbral de percolaciéon en el limite termodinamico es justamente b. En la Figura
4.5 se muestra la determinacion de v y p.r, con su ajuste lineal para la red cuadrada a primeros vecinos.
El analisis se realizo de los datos sobre diferentes tamano de sistema L = 32,64, 128, 256, en donde cada
uno se repiti6 10* veces para cada una de las redes.

Tabla 4.1: Estimaciones para p. y v en distintas redes bi-dimensionales, en todas ellas se implementé el
algoritmo explicado al inicio de esta seccion.

Red pe (en este trabajo) p. (en la literatura) —1/v
Cuadrada (NN) 0.59273+0.00006 0.59274... [4.4] -0.7474+0.005
Cuadrada (NNN) 0.4069+0.0001 0.407... [4.5] -0.747£0.003
Triangular 0.4999+0.0004 1/2 [4.6] -0.739 +0.003
Honeycomb 0.6974+0.0002 0.69704... [4.7] -0.733£0.007

4.2. Strength y tamano promedio de racimos finitos

En el capitulo 3 se definié el strength, Py, como la probabilidad de que un sitio elegido al azar perte-
nezca al racimo percolante. Es importante recordar que es una cantidad que depende de la probabilidad
de ocupacion p. El strength mide la fraccion de sitios que pertenecen al racimo percolante del total de
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S, /L2

Figura 4.6: Datos obtenidos de simulacion del strength para redes cuadradas de tamano L=32, 64 y128;
la linea so6lida corresponde al algoritmo basado en el trabajo de Newman y Ziff, mientras que los puntos
al de Hoshen y Kopelman. La linea punteada es la funciéon identidad.

sitios ocupados en la red, asi en la cadena unidimensional se tiene que Py, = 0 para p < 1, mientras
que en la red de Bethe se comporta como en la ecuacion (3.7). En general, Py, es cero para valores por
debajo de p, y mayor que cero apenas por arriba del umbral del percolacion.

En esta seccion se estimara el strength para la red cuadrada a primeros vecinos aplicando nuevamente
el algoritmo de Newman y Ziff con la diferencia de que el tamano promedio del racimo percolante seré la
observable de interés, determinando su valor para distintos valores de 0 < n < L?. Otro cambio realizado
al programa fue la condicion que detiene el proceso, que en este caso seré cuando se hayan ocupado todos
los sitios en la red. Tras finalizar la simulacion se repite la convolucion presentada en (4.4) con los valores
medidos previamente.

Adicionalmente, basados en el trabajo de Hoshen y Kopelman [4.8] (ver pseudocéddigo 3), se simuld
un sistema para distintos valores de p en el que se midi6 el tamano promedio del racimo percolante. Este
algoritmo se diferencia del de Newman y Ziff porque para cada valor de p genera un sistema completamente
nuevo, posteriormente analiza columna por columna (o fila por fila) la formaciéon de racimos haciendo
uso de la técnica de multietiquetado [4.8] o conteo de racimos [4.9].

Algorithm 3 Implementacion del algoritmo de Hoshen y Kopelman
1. Fijar pe[0, 1]
2: Generar vector booleano Xy de tamano L con probabilidad de ocupacion p
3: for ie{1,2,...,L — 1} do

4: Generar vector booleano X; de tamano L con probabilidad de ocupacion p
5 for je{1,2,...,L} do
6 if j = L then
7: Inspeccionar el vecino X [j]
8 Aplicar el algoritmo Union/Find sobre Xo[j] con su vecino X [j]
9 else
10: Inspeccionar los vecinos Xo[j + 1] y X1[j]
11: Aplicar el algoritmo Union/Find sobre Xy[j] con sus vecinos Xo[j + 1] v X1[j]

12: Set X7 + X
13: Determinar si el sistema percold

De las 10* repeticiones de ambos algoritmos se obtuvo el tamafio promedio del racimo percolante de

manera recursiva usando que
1

(A1 = Pl (k(A)k + Agt1),
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Figura 4.7: Tamafio promedio de racimos finitos en funciéon de p, el méximo de cada distribuciéon ocurre
en las cercanias de p..
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Figura 4.8: Ajuste de los datos de S y la concordancia de la simulacién para el tamano promedio de
racimos en el umbral de percolacion como funcién de L.

donde (A),, es el promedio sobre n muestreos y A, 1 es el valor de la variable aleatoria en el muestreo
n + 1. En la Figura 4.6 se puede ver el tamafo promedio del racimo percolante normalizado por L?
como funcién de p para la implementacion de ambos algoritmos, los cuales concuerdan bastante bien en
los distintos tamanos de la red cuadrada; la linea punteada es la funcién identidad que muestra que la
densidad del racimo percolante es igual a la probabilidad de ocupacion para valores de p grandes. Esto
altimo, se debe a que en este caso predomina el racimo percolante sobre los racimo finitos a medida que
p se vuelve mayor que p.. En cuanto a tiempo de computo, el algoritmo de Newman y Ziff resulté ser
maés rapido que el Hoshen y Kopelman por la manera en que se generan los sistemas.

Por otro lado, la simulacién concerniente a la formaciéon de racimos finitos consiste nuevamente en una
matriz cuadrada nula y la lista £ permutada, ademés de una estructura de datos en la que se registra y
actualiza los tamanos de los racimos que formar al ir agregando sitios. Notar que el tamano de un racimo
que resulta de la unir, mediante un sitio nuevo, un racimo de tamano u con uno de tamano v es u+ v+ 1.
Asi, cada vez que se agrega un sitio en la red el algoritmo cuenta los racimos existentes e identifica al
racimo mas grande que hay en ese momento, luego procede a calcular las siguientes cantidades:

= 57 igual a la suma de los tamanos de los racimos finitos,
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Figura 4.9: Del lado izquierdo se muestra el ajuste lineal a los puntos cercanos a p. para una red con
L = 128; de lado derecho se tiene la interpolacion de valores de Py, en p. como funciéon de L, los puntos
morados corresponden a lo obtenido a través de la interpolacion.

= S5 igual a la suma de los cuadrados de los tamanos de los racimos finitos.

Si el sistema no percola el tamafio promedio de los racimos finitos esta dado por el cociente s = s5/s1,
sin embargo cuando el sistema percola debe sustraerse a las cantidades s; y sz la aportaciéon del racimo
percolante antes de realizar el cociente, esto es, s; —a y sy — a2, donde a corresponde al tamaiio del
racimo percolante. El momento de la percolacién es un paso importante en el algoritmo, por lo que en
algiin momento de la simulacién puede ocurrir que el Gnico racimo presente en la red sea el percolante,
de ser asi se tiene que s = 0. Por cada vez que se ejecuta el algoritmo se almacena el valor del cociente s
para cada n y se halla su promedio de manera recursiva, el resultado es una lista cuya n—ésima entrada
nos diré el tamano promedio de los racimos finitos en un sistema con n sitios ocupados. De esta forma se
calcula la observable .S,,, la cual se convoluciona con la distribucién binomial para asi obtener el tamano
promedio de racimos finitos .S en funcion de p.

Finalmente, con la informacién recabada de las simulaciones se procede a la determinacién de los
exponentes criticos v y 8 asociados al tamano promedio de racimos S y al strength Py, respectivamente,
mediante

S ox (p - pc)77

Pstr X (p - pc)ﬁ

pensando en ambos en una red infinita. La forma de hacerlo es aplicar las técnicas de escalamiento de
tamano finito como anteriormente se hizo para el cédlculo del exponente critico v, esto es,

S o LY (4.11)

Py, oc LAV, (4.12)

Las relaciones (4.11) y (4.12) generalmente permiten una estimacion méas precisa de estos exponentes ya
que sus expresiones no estan ligadas al valor de p. [4.3].

Para calcular +y se identifica el tamafno promedio de racimos en el umbral de percolaciéon para distintos
tamanos de la red, estos valores corresponden a los puntos maximos de las graficas presentadas en la Figura
4.7, por lo que en la Figura 4.8 se muestra la dependencia de estas cantidades como funcién de L. Mediante
un ajuste de la forma f(z) = ma® se extrapolan los puntos y se llega a que v/v = 1.76871 4 0.01969,
por lo que v = 2.367 que concuerda con el valor reportado en la literatura v = 43/18 [4.1]. En cuanto
a [3, observar que en el lado izquierdo de la Figura 4.9 los puntos alrededor del umbral de percolacion
parecen tender a un linea, por lo que en un rango especifico que contenga a p. se ajustan dichos puntos
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a una funcion h(z) = ax + b con la que se puede hallar el valor del strength en p,., es decir, se calcula
h(0.5927). Las cantidades obtenidas en los distintos tamainos de la red se grafican y ajustan de la misma

manera que se hizo para 7, por lo que se encuentra que —f/v = —0.136262 £+ 0.07799 y finalmente que
B = 0.1824, siendo 8 = 5/36 el valor aceptado.
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Capitulo 5

Aplicaciones de la teoria de percolaciéon
en la agricultura

El material abordado en los capitulos anteriores ha permitido familiarizarse con la teoria de percolaciéon
y sus conceptos més importantes. El objetivo fundamental del presente trabajo es utilizar la teoria de
percolacion como herramienta para modelar la dispersion de ciertos patdgenos sobre una plantacion como
un fenémeno de transporte, que ocurre sobre un medio aleatorio, y proponer configuraciones de sembrado
que permitan eliminar o al menos minimizar la propagaciéon y sus posibles consecuencias. En particular
se discute el caso del género Phytophthora que es uno de los organismos mas devastadores en agricultura.

Del griego phyton, “planta” y phthord, “destruccion”, el género Phytophthora abarca mas de 50 or-
ganismos responsables de la descomposiciéon y muerte de especies vegetales, entre ellos se encuentra P.
Capsici que ataca un amplio rango de importantes especies alimenticias como la papa, el tomate y los
chiles. En México, las zonas de el Bajio y Puebla han reportado mortandad de hasta el 100 % en planta-
ciones de chile debido a este organismo [5.1]. Una vez que el patogeno hace contacto con la planta afecta
principalmente las raices y el tallo, causando su marchitez y pudricién de frutos. Debido a que algunos
tratamientos fangicos y quimicos resultan ineficaces y hasta dafiinos para el suelo [5.2] se vuelve necesaria
la busqueda de configuraciones que permitan disminuir las afectaciones de este patogeno.

Si bien es cierto que distribuir homogéneamente distintas especies de plantas sobre la plantacion
resulta ser una buena estrategia para evitar la propagacion de enfermedades en plantaciones [5.3,5.4], a
nivel practico el cuidado y manejo de éstas puede resultar no factible a los productores ya que diferentes
tipos de plantas pueden requerir cuidados y consumo de nutrientes especificos. Ademaés, en la literatura se
encuentran estudios experimentales que relacionan un aumento en la produccion neta de una plantacién
debido a intercalar columnas enteras con distintas variedades de plantas [5.5-5.7]. Por esto, se estudiara
la propagacion de Phytophthora sobre plantaciones con estrategias de siembra alternada y se buscara
determinar la combinacion de susceptibilidades (de las plantas) que eviten la formacién de un racimo
percolante de plantas susceptibles o enfermas, contrarrestando asi la propagaciéon del patégeno sobre
toda la plantacion.

5.1. Modelo

En este trabajo se modela una plantacién como una red cuadrada de tamano L x L en cuyas celdas
se puede sembrar una planta. Se define el espaciamiento de la red como la distancia maxima que el
organismo es capaz de desplazarse antes de entrar en un estado de inactividad o morir por inanicién,
esto asegura que un patodgeno activo solo puede propagarse hacia los vecinos cercanos (2N o 3N segun se
especifique). Ademas, es necesario considerar los siguientes parametros:

= La probabilidad de ocupaciéon p, que representa el porcentaje de celdas sembradas;

= La susceptibilidad x4, que es la probabilidad de que la planta tipo A expuesta al patogeno se
enferme;
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Figura 5.1: Las celdas con combinaciones ocupado-susceptible-inoculado y ocupado-susceptible-no ino-
culado favorecen la propagacion del patdgeno. Por otra parte las celdas ocupado-resistente-inoculado y
vacio-inoculado pueden servir como conectores entre racimos ajenos. Los casos restantes quedan descar-
tados del analisis al no propiciar la propagacion.

= La porcién de celdas inoculadas en la red al inicio del proceso de propagacién denotada por I.

La susceptibilidad de cada variedad de planta puede ser determinada al observar experimentalmente
la supervivencia (P), es decir, observar el numero de plantas que no enfermaron tras ser expuestas al
patogeno. Estas cantidades se relacionan a través de la siguiente formula [5.3]:

_P
100°

En la Tabla 5.1, se muestran los resultados experimentales de la susceptibilidad de algunas de plantas de
chiles contra varias cepas de Phytophthora reportados en [5.3].

x=1 (5.1)

Tabla 5.1: Resultados experimentales de susceptibilidades al patégeno para diferentes variedades del
género Capsicum: “Chile Serrano” (xg), “Chile de Arbol” (xa,) y “Chile Poblano” (xp), expuestas a
varios aislamientos de Phytophthora.

Oomiceto  xs  Xar XP
PcVo01 0.60 1.0 0.89
PcV51 046 0.27 0.76
PcV7r  0.64 036 0.04
PcV90 0.40 0.10 0.19
Testigo 0 0 0

Las celdas inoculadas se distribuyen de manera uniforme considerando los valores I = 0, 0.1, 0.5, y
0.8, donde el caso extremo I = 0 indica que tnicamente una celda de la red tiene presencia del patogeno.
En cuanto a la probabilidad de ocupacién se estudia p = 1, 0.9, 0.8, 0.7.

El caso I = 0 y p = 1 permite ver que la susceptibilidad x4 de la planta tipo A juega el rol de la
probabilidad de ocupacion en el caso tradicional de la teoria de percolacion, por lo que si x4 es menor
que el umbral de percolaciéon p. la propagacion del patdégeno solo puede ocurrir sobre racimos finitos
de plantas susceptibles. La pregunta que surge es: jqué pasa si la especie que se desea sembrar tiene
una susceptibilidad mayor que el umbral de percolacién? Puesto que la porcion de suelo inoculado y la
susceptibilidad de una planta son parametros que no se pueden modificar a nuestro gusto, se recomienda
sembrar una densidad menor, es decir, p < 1. La reduccién del porcentaje de ocupacién implica que
quedaran celdas sin sembrar lo que puede complicar al patdégeno su acceso a plantas susceptibles, sin
embargo, no sembrar un terreno en su totalidad conlleva a pérdidas econémicas.
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2N 3N

Figura 5.2: Modificacion a la definicién de vecinos cercanos. La celda gradiente amarillo-rojo representa
el sitio inoculado con el patégeno, aunque no se indica esta celda forma parte de los vecinos cercanos
habituales senalados por flechas continuas. Las flechas punteadas indican las celdas que se incorporan en
la nueva definicion.

La estrategia de siembra alternada propone plantar conjuntamente una segunda planta tipo B con
mayor resistencia al patégeno que pueda servir como una barrera natural para contenerlo localmente. En
este trabajo se busca determinar la susceptibilidad xp que hace percolar el sistema para los pardmetros
I,py xa fijos. El caso particular xp = x4 se analiza por separado ya que, aunque no implica que se trate
de la misma especie, al final del proceso de propagacién su comportamiento es como el de una plantacién
monocultivo. Las estrategias de siembra alternada que se analizaran son

= Columnas alternadas;
= Diagonales alternadas.

Notar que cuando p < 1 puede haber celdas en la red con distintas condiciones de ocupacién e inoculacién
como lo muestra la Figura 5.1 y que se describen a continuacion:

= Ocupado-susceptible-inoculado indica celdas dotadas de una planta susceptible que al crecer sobre
suelo inoculado inevitablemente enferma y transmite la enfermedad;

= Ocupado-susceptible-no inoculado son celdas ocupadas por una planta susceptible que inicialmente
estan sin presencia del patégeno pero que pueden contraerlo de alguien cercano y después propagarlo
a las plantas susceptibles adyacentes;

= Ocupado-resistente-inoculado se refiere a las celdas ocupadas por una planta resistente que pese
a estar inicialmente sobre suelo inoculado no desarrolla sintomas de la enfermedad pero puede
transmitirla a sus vecinos;

= Ocupado-resistente-no inoculado representa las celdas que al comienzo no tienen presencia del pa-
togeno y se encuentran ocupadas por una planta que por su resistencia no contrae la enfermedad
de sus vecinos, més aun, si un patégeno alcanza una celda de este tipo no puede salir de ella;

= Vacio-no inoculado son celdas vacias sin presencia del patégeno que, al igual que el punto anterior,
retienen al patogeno que llega durante el proceso de propagacion;

= Vacio-inoculado describe celdas vacias con presencia del patégeno al inicio del proceso de propaga-
cion, el organismo detecta y ataca a plantas susceptibles que se encuentren en celdas adyacentes.

Sin embargo, en la simulacion, las celdas vacias-no inoculadas y ocupadas -resistente-no inoculadas
no seran tomadas en cuenta ya que no propician la propagacion. Por otra parte, uno de los efectos
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Racimo finito Racimo percolante

Racimos ajenos Racimo percolante

Figura 5.3: Las redes superiores muestran el caso en el que un sitio inoculado (1) queda dentro de los
racimos de plantas. En las redes inferiores el punto de infeccion queda por fuera de los racimos pero las
caracteristicas de movilidad del patégeno le permiten llegar a ellos.

ABAB A ABABA

ABABA ABAB A

ABAB A ABAB A

ABABA ABAB A

ABAB A ABAB A
2N 3N

Figura 5.4: Ejemplo del arreglo de las plantas en la red y configuracion local de primeros (2N) y segundos
(3N) vecinos cercanos para una planta tipo A en el modelo de columnas alternadas.

importantes que deben ser tomados en cuenta en la simulacién es cuando una planta susceptible tiene
como vecino una celda vacia e inoculada, ya que modifica la definicion de vecinos cercanos en la red,
permitiendo que la planta y sitios que se encuentran a mayor distancia que el espaciamiento de la red
formen parte del mismo racimo. En la Figura 5.2 se muestra como la celda inoculada sirve de enlace a la
planta susceptible, de este modo la planta conecta con sus vecinos cercanos habituales y con 3 celdas mas
indicadas con flechas punteadas que en la definicién tradicional no puede alcanzar. Méas aun, las celdas
vacias e inoculadas pueden conectar racimos ajenos como se observa en las redes inferior izquierda de
la Figura 5.3. En las secciones 5.2 y 5.3 se discute brevemente las particularidades de cada uno de los
modelos de sembrado propuestos.

5.2. Columnas alternadas

La primera configuracién de siembra que se analizard sitia plantas de la especie A en la primera
columna (de izquierda a derecha), del tipo B en la segunda y nuevamente plantas tipo A en la tercera,
alternando asi por toda la red.

Como se muestra en la Figura 5.4 los primeros vecinos de una especie tipo A estédn conformados por
dos de su tipo y dos del tipo B, mientras que en sus segundos vecinos aumenta a 6 el niumero de plantas
tipo B que la resguardan.
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Figura 5.5: Configuracion de 2N y 3N para el modelo de diagonales alternadas.

5.3. Diagonales alternadas

En este modelo se alternan ambos tipos de plantas sobre las diagonales de la red. El contraste entre
esta configuraciéon y la de columnas se pude apreciar en la Figura 5.5 donde se indican los primeros y
segundos vecinos cercanos de una planta tipo A.

Bajo el supuesto de que la planta tipo B resiste mejor el ataque del patégeno y no lo propaga a sus
vecinos, puede verse en el apartado 2N de la Figura 5.5 que el arreglo en diagonales alternadas puede
derivar en una disminucién de la tasa de transmision del patogeno, ya que todos los vecinos de la planta
tipo A son una especie B. En contraste, el modelo de columnas alternadas para la misma definiciéon de
vecindad promueve la formacion de racimos susceptibles a través de las verticales. En ambos modelos el
sistema queda dividido en dos subsistemas de tamafio L?/2 donde uno es llenado con plantas tipo A y el
otro con plantas tipo B.

5.4. Simulacién

Para simular la red cuadrada y el proceso de propagaciéon se generan dos matrices nulas, My y M,, de
tamafno L x L. La matriz M; registrara la ubicacién de las celdas inoculadas una vez fijado el pardametro
I, mientras que en M> se marcaran las entradas con plantas susceptibles. De igual manera que en el
capitulo 4, se identifica las entradas de ambas matrices de forma tnica con las etiquetas de la lista
L£=1{0,1,2,..., L% —1}.

La simulacion realizada es una implementacion hibrida entre los algoritmos Hoshen-Kopelman y
Newman-Ziff (ver pseudocodigo 4). Dicha implementacion consta de dos partes y sera explicada en el
modelo de columnas alternadas:

1) Una vez que el parametro I ha sido establecido, el namero n; de celdas inoculadas al inicio del
proceso de propagacion es generado aleatoriamente de la distribucién binomial B(L?, I). Para ubicar
las entradas en la matriz M; que tendran presencia del patdgeno se eligen al azar n; elementos de
L. Las entradas de la matriz M; asociadas a las etiquetas seleccionadas cambiaréan del estado 0 al
1; este sistema permanecera sin mas cambios hasta el final de la simulaciéon. En cuanto a la matriz
Mo, las columnas asignadas a la planta tipo A seran consideradas como sistemas uno-dimensionales
con probabilidad de ocupacién py 4. Con el algoritmo de Hoshen y Kopelman se producen estos
sistemas lineales, los cuales indicardn mediante un 1 las entradas de la matriz que resultan con
planta susceptible como se muestra en la Figura 5.7 a). Las condiciones para amalgamar sitios
es que una plantas susceptible tenga como vecino otra susceptible o tenga por vecino celdas que
en la matriz M; corresponden a una zona inoculada. En la Figura 5.6 se muestra la matriz M,
con los sitios inoculados y la matriz Ms con los racimos lineales de tipo A que fueron generados.
Notar que si una entrada de My con planta susceptible corresponde a una celda inoculada en M; se
mantendra la definicion tradicional de vecinos cercanos para dicho elemento en Ms. Por otro lado,
si la correspondiente entrada en M; no esta inoculada pero alguno de sus vecinos si lo esté significa
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Figura 5.6: Plantas susceptibles tipo A han sido colocadas en el sistema My, la posicion de cada una de
ellas es comparada con su correspondiente en la matriz M;. La celda inferior de la columna marcada en

M

11)

tiene por vecino izquierdo un sitio inoculado el cual le induce la nueva definicién de vecino cercano.

que se hara la modificacion de vecino cercano explicada en la Figura 5.2. Al final de este proceso la
matriz My brindara una configuracién inicial sobre la cual se aplica el siguiente paso.

Una vez establecida la configuracién inicial de las plantas tipo A, se estimara el umbral de percolacion
agregando plantas tipo B mediante el algoritmo de Newman y Ziff (Figura 5.7 b) y ¢)). Recordar
que este algoritmo se caracteriza por el célculo de una observable Q,, agregando de forma aleatoria
sitio por sitio en la red. Las plantas tipo B se colocan en las columnas que les corresponden segiin
el modelo de la siguiente manera: Se toma un etiqueta de la lista permutada L = L — L4 y se
genera un numero aleatorio x de una distribucioén uniforme en el intervalo (0,1), si z < p la celda de
la matriz Ms correspondiente a la etiqueta seleccionada tiene una planta tipo B, en caso contrario
pasa nada y se repite el proceso para otra etiqueta en Lp. Las entradas de My que resulten con una
planta tipo B pasaran del estado 0 al 1 y sus vecinos seran examinados y, en su caso, unidos a través
del algoritmo Union/Find (ver seccion 4.1). Las plantas tipo B podran amalgamarse con plantas de
su mismo tipo, con las plantas A y con los sitios vacios e inoculados indicados en M7 que resulten
adyacentes. El proceso finaliza cuando el sistema percola.

Algorithm 4 Algoritmo hibrido Newman-Ziff y Hoshen-Kopelman

Input: Pardmetros p,xa e

1:
2:

Generar matrices, M; y My, nulas de tamano L x L

Asignar a cada elemento de las matrices M; y My una etiqueta de la forma L + j, con
i,7¢{0,1,..., L — 1}

Elegir al azar n; = B(L? 1) elementos de la lista de etiquetas £ = {0,1,...,L? — 1} y ubicarlos en
la matriz M;

Generar con el algoritmo de Hoshen y Kopelman sistemas uno-dimensionales con probabilidad de
ocupacion py 4 sobre las columnas de la matriz My destinadas a plantas tipo A

Aplicar el algoritmo de Newman y Ziff sobre las columnas de la matriz My destinadas a plantas tipo
B hasta que la red percola

Determinar el nimero de plantas tipo B que fueron anadidas hasta el que sistema percolo

Para hallar xp se calcula la probabilidad @, de que el sistema percole al agregar n plantas tipo B
como un promedio sobre las 10* veces que se ejecuta el programa para cada pareja (I,p) con I,py xa
fijos. Asi, la probabilidad de percolacién Pr(xp) se calcula como en la ecuacion (4.4) con N = L?/2 que
es el nimero méximo de plantas tipo B que se pueden colocar. Posteriormente se resuelve la ecuacién
(4.8) igualando Pr(xp) = 0.5. Finalmente se estima el umbral de percolacion en el limite termodinamico
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Figura 5.7: Ejemplo de simulacion para el modelo de columnas alternadas. a) Dada x4 se marcan las
plantas del tipo A que son susceptibles, esta sera la configuracion inicial en la que se aplica el algoritmo
de Newman y Ziff; b) el algoritmo agrega una por una, y de manera aleatoria, plantas tipo B hasta que
el sistema percola; ¢) ejemplo de un racimo percolante.

como la extrapolacion de los datos con el exponente critico v = 4/3. Para investigar los efectos de tamartio
finito, se realizan simulaciones con tamanos del sistema L = 32, 64, 128 y 256.

5.5. Resultados

Empezaremos la discusion de los resultados analizando el caso x4 = xp, €l cual consiste en que
ambos tipos de plantas tienen la misma susceptibilidad aunque no necesariamente son el mismo tipo de
planta. Sin embargo, al final del proceso de propagacion, el sistema debe comportarse como si estuviera
constituido por una sola especie. En la Figura 5.8 a) se aprecian los casos para p = 0.7, 0.8, 0.9, 1, de

0.9 0.9
1 a) b)
08 ; a 08
“+
07F o 1 o7r
X o
0.6 R, . 1 0.6 %
e X + &
9 S AR + 4%
X 05F . & ~ + X 05
X o Mk X % +
. Ko ot + 4 4
0.4 o Koro g 0.4 "\
S « >h+
0.3 X T 0.3
o X ;,;;’Z’; = 4+ 4 4
0.2 SE X E Ay o2
0.1 L L L 0.1 L L L L
0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 5.8: a) Susceptibilidad critica para una sola especie a primeros vecinos para p = 0.7, 0.8, 0.9, 1, de
arriba hacia abajo, y a segundos vecinos en el mismo orden las restantes. b) Colapso de los puntos py.
para p = 0.7, 0.8, 0.9 a las respectivas curvas p = 1 para 2N y 3N.

arriba hacia abajo para primeros vecinos y en el mismo orden las curvas restantes para segundos vecinos.
Dichas curvas pueden ser ajustadas mediante la distribucién de Tsallis como

xellp) = De (5.2)

1+ al/n)™’
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donde p. es el umbral de percolacién, « =0.914+0.03 y 2.1+0.1, n =2.0£0.4 y 0.68 £ 0.06, para la red
cuadrada a 2N y 3N, respectivamente. Esto se debe a que

Pc

Xe(l,p=1)= W’

pero como se observa en la Figura 5.8 b), los puntos px. con p = 0.7, 0.8, 0.9, para 2N y 3N, caen sobre
la curva p = 1, es decir,

pxe(l,p) = xc(I,p=1).
El ajuste propuesto concuerda con la informacién de los graficos de las Figuras 5.9 y 5.10 pues al fijar

I y variar p, la ecuacion (5.2) reproduce los puntos de interseccion entre las curvas criticas y la funcion
identidad.

XB

XB

01} ) )

01 03 05 0.7 0.9 01 03 05 0.7 0.9 01 03 05 0.7 0.9
XA XA XA

Figura 5.9: De izquierda a derecha se muestran las curvas criticas para I = 0, 0.1, 0.5, 0.8 a primeros
vecinos, la fila superior corresponde al modelo de columnas alternadas mientras que la inferior al de
diagonales. En cada grafico se indican las recomendaciones del porcentaje de ocupacion y se ubican
combinaciones de los chiles Serrano, Arbol y Poblano de la Tabla 5.2.

El principal resultado de este trabajo es la determinaciéon de curvas criticas formadas por las parejas
de susceptibilidades (x, xp) para valores de I y p fijos, estas curvas son umbrales de percolacion que
indican la transicién a un sistema percolativo donde los pares ordenados ubicados en el area bajo la curva
solo permiten la propagacion del patogeno en racimos finitos. A pesar de que no es posible determinarlas
de manera analitica, las curvas criticas deben cumplir las siguientes condiciones:

1. Ser decrecientes, ya que se espera la disminuciéon de una susceptibilidad ante el aumento de la otra;

2. El umbral de percolacion debe ser invariante al intercambio A <> B, es decir, los puntos (x5, x4)
reproducen la misma curva que los puntos (x4, XB);

3. Reproducir el caso de una sola especie (Figura 5.8 a)) cuando x5 = x 4.

En las Figuras 5.9 y 5.10 se muestran los resultados de simulacion para las curvas criticas considerando
los valores de I =0, 0.1, 0.5 y 0.8, y p empezando en 1 y disminuyendo en Ap = 0.1 hasta antes de
alcanzar el valor de x.. El caso p = 1, que corresponde a la primera curva de abajo hacia arriba, indica
que un terreno puede ser sembrado en su totalidad por ambos tipos de plantas, mientras que aquellas
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Tabla 5.2: Combinaciones de chiles para las cepas y susceptibilidades mostradas en la Tabla 5.1.

Cepa  Figura Par ordenado
PcVO01 (S,A)

w0 n
o> g o

PcV51

-

wn > N

PcVTT

H> o B> o H> o
U

wv;>m
jav]

PcV9I0

o>
~_ — — N — o — o —

N AN NN AN AN TN NN T~
>

que estan por arriba de la curva dan lugar al racimo percolante y sélo se pueden usar siempre que el
porcentaje de ocupacion se reduzca. Las regiones sombreadas indican el porcentaje maximo de celdas
sembradas necesarias para evitar la formaciéon del racimo percolante. De este manera, al contar con una
aproximacion del porcentaje de suelo inoculado se puede elegir la configuracion de siembra que permita
mayor porcentaje de suelo sembrado. Observar también que en las Figuras 5.9 y 5.10, tanto para 2N como
para 3N, cuando el porcentaje de inoculacion es bajo, los modelos de columnas y diagonales alternadas
arrojan diagramas de fase muy distintos, pero a medida que aumenta I se incrementa el ntumero de
sitios que sirven de enlace creando en la red un efecto de homogenizacion, que da lugar a diferencias
imperceptibles entre ambos modelos de siembra. Ejemplo de esto se puede apreciar en la Figura 5.9 a) y
e) donde se comparan ambos modelos para I = 0, los puntos experimentales dejan ver que sembrar en
diagonales alternadas permite sembrar al 100 % méas combinaciones de susceptibilidad que el modelo de
columnas, pero para I = 0.8 en los apartados d) y h) se puede elegir cualquiera de los modelos.
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XB

xB

| | - | | : |
0.1 03 05 0.7 0.9 0.1 03 05 07 0.9 0.1 03 05 07 09 01 03 05 0.7 0.9
XA XA XA XA

Figura 5.10: Se observa de izquierda a derecha las curvas criticas para I = 0, 0.1, 0.5, 0.8 a segundos
vecinos en el modelo de columnas (fila superior) y diagonales (fila inferior) alternadas. En cada gréfico se
indican las recomendaciones del porcentaje de ocupacion y se ubican combinaciones de los chiles Serrano,

Arbol y Poblano de la Tabla 5.2.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se hizo una revision de la teoria de percolaciéon encaminada al estudio de propagaciéon
de Phytophthora en sembradios como un fenémeno de transporte. Considerando las caracteristicas de
movilidad del patégeno asi como la susceptibilidad a enfermar de las plantas se modelaron diferentes
arreglos de cultivo. El intercalo de distintas especies no es algo nuevo pues en el caso de México desde
tiempos muy remotos los sistemas de cultivo llamados milpas han garantizado la alimentacién bésica.

El principal resultado de este trabajo son los diagramas de fase presentados en las Figuras 5.9 y 5.10,
en ellos se comparan los modelos de columnas y diagonales alternadas a primeros y segundos vecinos,
respectivamente. Se puede notar que a primeros vecinos el modelo de diagonales resulta mejor para valores
pequenos de inoculacion, pues en el caso I = 0 la combinacion (S, P) para la cepa PcV51, indicada
mediante triangulo rojo, permite sembrar el 100 % de terreno, mientras que de utilizar la configuracion
de columnas alternadas se debe sembrar el 90 % de terreno si se quiere evitar que el sistema percole. De
manera similar sucede para I = 0.1, este mismo par de plantas muestra una diferencia del 10% en el
porcentaje de suelo recomendado para sembrar, sin embargo, a partir de I = 0.5 los diagramas de fase
parecen ser los mismos para ambos modelos. En la Figura 5.10 correspondiente a segundos vecinos, para
I =0el=0.1, se observa que conviene sembrar en columnas alternadas excepto para el caso (S, P) de la
cepa PcV77; nuevamente para I = 0.5 e I = 0.8 las diferencias entre ambos modelos son casi nulas. Mas
aun, los diagramas de fase reproducen los umbrales de percolacién en los casos en que se elige sembrar
diferentes especies con igual susceptibilidad pues, como se mencion6 anteriormente, al final del proceso de
propagacion parece como si se sembrara una sola especie. Este comportamiento se muestran en la Figura
5.8 a) en la se emiten recomendaciones de porcentaje de suelo sembrado segin los valores de inoculacion
del suelo y susceptibilidad de la planta.

En conclusion, los diagramas de fase proporcionan a los productores la capacidad de decidir estrategias
y densidades de sembrado en funcion de la resistencia de ciertas especies asi como de las condiciones del
suelo. Estas estrategias pueden ser extendidas para configuraciones de siembra de distinta complejidad,
tomando en cuenta mas variedades de plantas o patégenos con caracteristicas de movilidad parecidas a
Phytophthora.
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Apéndice A

Prueba de que existe al menos una
solucion 0 < () <1 para la ecuacién 3.5

En la ecuacion 3.5 del capitulo Red de Bethe se tiene que
Q=1-p+pQ~". (A.1)
Mas adelante se comenta que al multiplicar ambos lados de la ecuacion anterior por () se obtiene
Q* = Q1 —p) +pQ?,

pero sabiendo que
Py = p(1 - Q%)
se llega a que
Q2 =Q(1 —p)+p— Pstr.

Posteriormente se completa el cuadrado perfecto y se despeja @, obteniendo

Q= 1lp— Py + (1= 2+1;P (A.2)
- p str ) 9 ’ .

para toda z. De esto se analizan los siguientes casos:

= Sip < p., entonces Py, = 0 por lo que la ecuacién A.2 queda como:

1-p\> 1-
Q= p+<p> + =2,

2 2
donde
L (Ll=p ! ERE N
? 2 TP Ty TP TP
B 1+2 +12
1T AP yP
_ 1+p 2
= (52)
por lo que

2
_ 14+p 1-p
e = () 5
_ l4p 1-p
) 2
= 1.
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APENDICE A. PRUEBA DE QUE EXISTE AL MENOS UNA SOLUCION 0<Q <1
PARA LA ECUACION 3.5

= Por otro lado, si p > p., entonces Py, > 0. Ademas, como Py, 4+ Y ngs = p se tiene que Py, < p.
En este caso la ecuacion A.2 queda como:

1—p\? 1-—
Q< 2p+(p) + 2

donde

1-p\? 1
2p+(p) = —v1-6p+p?

2

- %\/(p7372ﬁ)(p*3+2\/§).

Notar que =3 —2v2 <1y —3+2vV2<1,porloquep—3—-2v2<p+1yp—3+2V2<p+1. Asi

1 1—p
- 124+ — £
Q < 5 (p+1)2+ 5

< 1.
Finalmente, cuando p = 1 la ecuacion A.1 queda como
Q=q"

lo cual sucede cuando @ = 0 o @ = 1. El caso Q = 1 queda descartado pues implicaria que el sistema
esta completamente desconectado, lo que contradice el supuesto p = 1. Por tanto @ = 0.
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