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Introduccion

El trabajo que se expone en esta tesis esta enmarcado en una rama de la topologia
llamada teoria de continuos. Esta teoria abarca una gran cantidad de subramas, no
obstante, solo nos limitaremos a presentar algunos resultados que nos proporcionan
técnicas para la construccién de continuos, en particular presentaremos las interseccio-
nes anidadas y las descomposiciones semi-continuas superiores, siguiendo lo expuesto
en los capitulos 1 y 3 de [15]. También, presentaremos el modelo geométrico del hiper-
espacio de subcontinuos del continuo que se le conoce como la circunferencia con una
espiral tales resultados se extrajeron del capitulo IT de [8]. El propdsito de esta tesis
es desarrollar de manera exhaustiva los resultados expuestos en los capitulos anterior-
mente mencionados, de tal manera que sean mas amenas y accesibles, para aquellos
quienes quieran conocer o introducirse en estos temas. Para ese proposito este trabajo
se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se presentaran las definiciones correspondientes para el desarrollo de
la teoria expuesta en este trabajo, y daremos algunos ejemplos de continuos interesantes,
para culminar con el resultado principal de ese capitulo, las intersecciones anidadas. Una
de las aplicaciones de este resultado es la construccion de un continuo indescomponible.

En el capitulo 2, se estudian las descomposiciones semi-continuas superiores. A
grandes rasgos, una descomposicién es un espacio topoldgico que se construye a partir
de un espacio topoldgico X y una particion D (de ahora en adelante el simbolo D
denotara una particién de algin conjunto), al conjunto 2 se le dotara de cierta topologia
la cual denotaremos por 7 (D), al espacio topolégico resultante (D, .7 (D)) es lo que
se le conocera como espacio de descomposicién. El objetivo de estudiar los espacios
de descomposicién es, como mencionamos anteriormente, obtener nuevos continuos,
no obstante, uno de los requisitos para que una descomposiciéon lo sea, es que esta
debe ser un espacio de Hausdorff. Probar esta ultima condiciéon no siempre sera facil,
es aqui donde, el que una descomposicién sea semi-continua superior jugarda un papel
importante, ya que ésta caracteristica dara una condicién necesaria y suficiente, para que
una descomposicion sea un espacio de Hausdorff. Todos estos detalles seran expuestos y
desarrollados en este capitulo. Otros conceptos a tratar seran los de conjunto D-saturado
y la funcion proyeccion natural 7, estos son de gran importancia para caracterizar a las
descomposiciones semi-continuas superiores.
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En el capitulo 3, se analizan los conceptos de cono topoldgico de un espacio topolédgico
cualquiera. Este no es mas que un espacio de descomposicion. También, se dara la
construccién del cono geométrico, para luego ver que todo cono topologico de un espacio
métrico compacto (compactum) es homeomorfo a su cono geométrico. Este resultado
sera de gran ayuda para mostrar que el hiperespacio de la circunferencia con una espiral
es homeomorfo a su cono geométrico. Por tanto, el cono geométrico serd el modelo
geomeétrico del hiperespacio de la circunferencia con una espiral, este resultado planteara
algunas interrogantes que se expondran a lo largo del capitulo.

Los interesados en leer este trabajo deberan estar familiarizados con la teoria de
espacios métricos y de la topologia general. Conocer algunos resultados de estas areas
serd de gran ayuda para el entendimiento ameno de lo tratado en esta tesis. A manera
de recomendacion, pueden consultarse [22] y [13].
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Capitulo 1

Preliminares

Empezaremos dando la notacién que se usard a lo largo de este trabajo. Los
simbolos N, Z, R y C denotardan a los nimeros naturales, enteros, reales y
complejos respectivamente. Para n € N arbitrario, el simbolo R™ denotara a el
conjunto

{(z)y = (x1,29,...,2n) : T1,29,...,2, ER},

a este conjunto le llamaremos el conjunto de todas las n-tuplas ordenadas de
nimeros reales. A el conjunto R™ junto con la métrica euclidiana ([22, ejemplo
5.4]) le llamaremos el n-espacio euclideo. Cuando consideremos un subconjunto
A de R" estaremos asumiendo que hereda la métrica euclidiana y la topologia
que induce tal métrica.

Las literales X, Y seran reservadas para denotar a un espacio métrico o un
espacio topologico respectivamente, segiin amerite la situacion. Empledaremos
los simbolos (X, .7) y (X, d) para denotar un espacio topoldgico y un espacio
métrico respectivamente, donde los simbolos d y .7 representaran a una métri-
ca y una topologia cualquiera respectivamente, por ultimo, % representara una
base para una topologia dada y el simbolo .7 (d) representara a la topoldgia
inducida por la métrica d (véase [5, pdgs.182-183]).

Para un espacio métrico (X, d) dado, y para r € R con r > 0, el simbolo
B,(x), donde = € X, representard a el conjunto {a € X : d(a,z) <1} el cual
le llamaremos la bola abierta con centro en x y radio r.

Dado un subconjunto A de un espacio topoldgico X, el simbolo clx (A)
denotara a la cerradura de A en X, en algunas ocasiones se omitird la referen-
cia al espacio X si no hay riesgo de confusién. Si B es un subespacio de un
espacio topolégico X, y A un subconjunto de B, el simbolo clg (A) representa
la cerradura de A en B.

En lo sucesivo, se aceptard que un espacio topolégico X es compacto, si
toda cubierta abierta de X admite una subcubierta finita (véase [22, definicién
13.3-13.6, pdg. 127]). Si se estd trabajando en un n-espacio euclideo, se asumird
que un subespacio A de este, es compacto si y solo si es cerrado y acotado. Dado
un espacio topolégico X, a una sucesién en X la denotaremos como {,},y;
el simbolo x,, — z representa a una sucesion la cual converge a x € X. Si X es
un espacio métrico, asumiremos que X es compacto si y solo si toda sucesion
admite una subsucesién convergente a algiin punto en X . De igual manera,
en algunas ocasiones sera conveniente usar la definicién de compacidad que se
dio al principio de este parrafo. Cuando se diga que un espacio topolégico X
es conexo, estaremos asumiendo que no existen dos subconjuntos A, B de X
lo cuales son no vacios, ajenos y abiertos en X cuya union es X, la palabra
“abierto” se puede cambiar por “cerrado” segin sea conveniente. Muchas de
las definiciones expuestas anteriormente se pueden encontrar en [22] y [13], en
esos textos también pueden encontrar mas resultados acerca de la compacidad
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y la conexidad.

Continuos

Definicién 1.1. (1) Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y
conexo.

(2) Un subcontinuo es un continuo que esta contenido en algin espacio to-
pologico.

(3) El término no degenerado significa que el espacio consiste de mas de un
punto.

Ejemplo 1.2. El intervalo [0, 1] C R es un espacio compacto por [22, teorema
13.22] ya que es cerrado y acotado. Es conexo, ya que todo intervalo en la recta
real lo es, tal y como se muestra en [22, teorema 12.8]. Por tanto, el intervalo
[0, 1] es un continuo.

Recordaremos la definicién de homeomorfismo entre espacios topoldgicos:

Definicién 1.3. Sean X, Y espacios topoldgicos. Una funcién f: X — Y es
un homeomorfismo si cumple las siguientes condiciones:

(H1) f es continua y biyectiva.
(H2) f~! es una funcién continua.

Decimos que los espacios X, Y son homeomorfos si existe un homemorfismo
f: X — Y. Este hecho se denota como X ~ Y.

Ejemplo 1.4. La funcién h : R — (—1,1) dada por h(x) =

homemorfismo y por tanto, R ~ (—1,1).

Demostracion. (H1) Veamos primeramente que h es una funcién biyectiva.
Para exhibir la inyectividad de h basta mostrar que h es una funcién
estrictamente creciente. Sean z1, x5 € R tales que x; < x5, consideremos
los siguientes casos:

Casol. Si 1 < 0y xe = 0, podemos notar que 1+ |z1| > 0 por lo que
1
——— > 0y ya que 71 < 0 se tiene que

1 .
——— < 0, es decir,
1+ |xq] 1+ |z
h([L’l) < h(l’g)
Caso2. Si xy = 0y x93 > 0, como ya hemos visto, se cumple que
—— > 0 y dado que x5 > 0 entonces > 0, es de-
T+ o] ~ 7 e w2 1+ [2o]

cir, h (z1) < h(xq).

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1



Daniel Dominguez Malaga

(H2)

Caso3. Si z1, x5 > 0 tenemos lo siguiente: 1 < 19 = — < — =

i) T
1+l:1+l’2 1 :1+ZE1 T T

<1+ — =
To i) T T 1+ Ty 1+ |(L’1|

) T2
= con lo cual h(xy) < h(x9).
1 -+ T2 1 + |J,’2| ( 1> ( 2)

Caso4. Si x1,x2 < 0 entonces por el caso 3, se sigue que h(—xzy) <
h(—x1) ya que —zy < —x71, podemos notar que h es una funcién
impar (es decir, para cada x € R se cumple que h(—z) = —h(x)),
con lo cual h(z1) < h(z2).

Casob. Si 1 < 0y z9 > 0 entonces por los casos 1 y 2 se sigue que

En cualquiera de los casos anteriores, se muestra que h es creciente, y
por tanto, una funcion inyectiva.

Veamos ahora que la funcién h es suprayectiva. Sea y € (—1, 1), conside-
remos los siguientes casos:

Caso 1. Siy = 0 basta tomar a = 0 de tal manera que h(z) =0 =y.

Caso 2. Siy # 0 tomemos a x = % Uno puede verificar que h(z) =
Y.

Por tanto, h es una funcién suprayectiva y en consecuencia biyectiva.
Veamos ahora que h es continua. Sea x € Ry {x,}, .y cualquier sucesién

en R tal que z, — x. Notemos que |z,| — |z| con lo cual ———
1+ |z,

x
, asi, h(z,) — h(zx), por lo que h es continua en x. Como z fue

1+ |z
arbitrario, se sigue que h es continua en todo R.
x

1—|z|
la cual se puede verificar que es continua. [ |

Notemos que h™! : (—1,1) — R viene determinada por h~!(x)

La propiedad ser un continuo es una invariante topoldgica bajo homeomor-
fismos (esto es que, si X es un espacio topolégico que tiene una propiedad P,
todo espacio Y homeomorfo a X también tiene la propiedad P), tal y como se
muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.5. Sean X,Y espacios topoldgicos tales que X ~Y. S1 X es
un continuo, entonces Y también es un continuo.

Demostracion. Sea h : (X, 7 (dx)) — (Y, Zy) un homeomorfismo (donde dx
es una métrica en X y es tal que .7 (dx) = Jx) la compacidad y la conexidad
de h(X) = Y se obtienen de [22, proposicién 12.11] y de [22, proposicién
13.15], respectivamente. Por ultimo, mostraremos que Y es un espacio métrico,
se puede verificar que dy es una métrica sobre el conjunto Y donde dy :
Y xY — Restd dada por dy (y,y') = dx (h"*(y), "1 (y')) con A1 : (Y, Z) —
(X, 7 (dx)). .

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1
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Algunos ejemplos de continuos

En lo sucesivo, cuando se muestre que un subconjunto de un n-espacio euclideo
es un continuo, solo mostraremos la compacidad y la conexidad de tal conjunto
ya que tal subconjunto hereda la métrica de dicho espacio.

Definicién 1.6. Un arco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo cerrado
[0,1] (véase la figura 1.1).

h

™

s
Figura 1.1: El arco.

Observacién 1.7. Todo arco es un continuo por el ejemplo 1.2 y la proposi-
cion 1.5.

Definicién 1.8. Sea X un espacio métrico conexo. Un punto p € X es un
punto de corte de X si X \ {p} no es conexo. Si p no es punto de corte de X
entonces llamaremos a p un punto de no corte.

Ejemplo 1.9. Para cada a € (0,1), a es un punto de corte de (0,1) dado que
el conjunto (0,1) \ {a} = (0,a) U (a,1) no es conexo, asi, (0,1) tiene infinitos
puntos de corte.

Ejemplo 1.10. El intervalo cerrado [0, 1] tiene infinitos puntos de corte, pero
0 y 1 son puntos de no corte ya que [0,1] \ {0} = (0,1] y [0,1] \ {1} = [0,1)
los cuales siguen siendo conexos.

Proposicién 1.11. Sean X,Y espacios métricos conexos y h : X — Y un
homeomorfismo. Entonces p es un punto de corte de X si y solo si h(p) es un
punto de corte de 'Y .

Demostracion. Sea p un punto de corte de X, supongamos que h(p) no es un
punto de corte de Y entonces Y \ {h(p)} es conexo, como h~! es continua,
h=1 (Y '\ {h(p)}) es conexo, pero b= (Y \ {h(p)}) = X \ {p} lo que contradice
el hecho de que p es un punto de corte de X.

Reciprocamente, sea h(p) un punto de corte de Y y supongamos que p no
es un punto de corte de X, entonces X \ {p} es conexo, como h es continua se
sigue que h (X \ {p}) es conexo, pero h (X \ {p}) =Y \ {h(p)} es conexo, lo
que contradice el hecho de que h(p) es un punto de corte de Y. |

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1
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Proposicién 1.12. Sea h: [0,1] — [0, 1] un homeomorfismo, entonces

{n(0), (1)} = {0, 1}.

Demostracion. Sea x € {h(0), h(1)} entonces z = h(0) o z = h(1). Si z = h(0)
entonces este no puede ser un punto de corte de [0, 1], ya que de ser el caso
tendriamos por el ejemplo 1.10 y por la proposicion 1.11 que 0 es un punto
de corte de [0,1], lo cual no es posible, asi A(0) = 0 o h(0) = 1 y por tanto
z € {0,1}, de manera similar se muestra que si = h(1) entonces h(1) =0 o
h(1) = 1, luego, dado que h es inyectiva la igualdad se cumple. [

Lema 1.13. Sean A un arco, h : [0,1] — A un homeomorfismo. St h' : [0,1] —
A es cualquier otro homeomorfismo, entonces

{1(0), n(1)} = {A'(0), A’ (1)}.
Demostracién. Nétese que h™' o i/ : [0,1] — [0,1] es un homeomorfismo,
se sigue por la proposicién 1.12 que {(h™' o ') (0),(h"t o ') (1)} = {0,1}.
Tenemos lo siguiente:

{(0), n(1)} = h ({0, 1})
=h({(h " ol)(0), (K on)(1)})
= {n'(0), M'(1)}.
Por tanto, la igualdad se cumple. |
Observacién 1.14. Los puntos h(0) y h(1) son puntos especiales de A, los
cuales se les llama puntos extremos de A. Cuando decimos que A es un arco

de h(0) a h(1) queremos decir que A es un arco con puntos extremos h(0) y
h(1) (véase la figura 1.1).

Celdas y esferas

Definicién 1.15. Se dice que un subconjunto K de R™ es convexo si tiene
la siguiente propiedad geométrica: para cualesquiera dos puntos x, y en K y
t € (0,1), el punto

z=(1—t)x+ty
también pertenece a K.
Ejemplo 1.16. El conjunto A = {(a,b) € R? : 0 < a < b} es convexo.

Demostracion. Sean a, b € A donde a = (ay,b1), b = (a2,b2), 0 < a3 < by y
0 < ag < be. Notemos que z; = (1 —t)a+tb con t € (0,1), es de la forma:

7 = (1 —t) ay + tag, (1 —t) by + tby)

Dada nuesta suposicién tenemos que: 0 < by —aq, bo —as y 0 <t, 1 —1t con lo
cual 0 < (1 —t)(by — a1) + t(by — ay) de esto se sigue que:

0< (1 — t)a1 + tas < (1 — t)bl + tbs.
Por tanto, z; € A. [ |

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1



1.2 Algunos ejemplos de continuos 6

Definicién 1.17. Para cada punto x = (z;)!_, € R, se define su norma como:

1
n 2
Il = (zﬁ) |
=1

Sea n € N, una n-celda es un espacio topoldgico el cual homeomorfo a la bola
cerrada n-dimensional B™ en R™ donde:

B ={xeR":[|x]| < 1}.

Observacién 1.18. El subespacio B" de R™ es compacto por [22, teorema
13.22]. B™ es convexo, ya que para cualesquiera x,y € B" y t € (0, 1) el punto
z; = (1 —t)x +ty también pertenece a B™ debido a que se cumple lo siguiente:

|zel| = [|(1 = t)x + ty[| < [T =] - [Ix][ + [¢] - [|y]]
<(A—t)+t=1

Por tanto, por [22, ejemplo 12.22, pag. 122] B™ es conexo. Asi, B™ es un
continuo, entonces por la proposicién 1.5, toda n-celda es un continuo.

Definicién 1.19. Sea n € N, una n-esfera es un espacio homeomorfo a la
esfera n-dimensional S™ en R"*! donde:

S"={x cR"": ||x|| = 1}.
Una 1-esfera es llamada curva cerrada simple.

Definicién 1.20. Sea X un espacio métrico, decimos que el espacio X es arco
conexo si para cualesquiera x,y € X con x # y existe un arco, contenido en
X cuyos puntos extremos sean x, y.

Ejemplo 1.21. Todo intervalo cerrado [a,b] con a < b es arco conexo.

Demostracion. Sean x,y € [a,b] con x # y y definamos h : [0, 1] — [a, b] como

h(t) = z + t(y — x). Podemos notar que h es un homemorfismo y es tal que
h(0) =z y h(1) =y. [

Proposicion 1.22. Sea X un espacio topoliogico. Si X es arco conexo entonces
X es conexo.

Demostracion. Sea xy un punto arbitrario pero fijo de X. Para cualquier otro
punto y € X con y # xo, existe un arco A, cuyos puntos extremos son o, y.
Sea A ={A,: ye€ X\ {zo}} podemos notar lo siguiente:

ara cada y € oy, €S un su ConJunto conexo.
1) Para cada y € X A, beon]

(2) o€ Ayparacadaye Yy | A4,=X.
yeX\{zo}

Se sigue por [5, teorema 1.5, pag. 108] que X es conexo. |

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1
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Observacién 1.23. El subespacio S™ de R"™! es compacto por [22, teorema
13.22]. S™ es arco conexo, ya que para cualesquiera a, b € S™ la funcién
a:[0,1] - «([0,1]) C S™ dada por

_ tb+(1—-t)a
) = T 1 0all

es continua, biyectiva sobre su imagen directa y es tal que a(0) = ay a(1) = b.
Se sigue que S™ es conexo por la proposicion 1.22. Por tanto, toda n-esfera es
un continuo.

Figura 1.2: Arco conexidad de la 1-esfera.

Otros continuos especiales

Definicién 1.24. Un cubo de Hilbert el cual denotaremos como I, es un
espacio homeomorfo al producto cartesiano (véase [10, pag. 147]) numerable

H I, con I, =10,1] paracada ne€N

neN
con la topologia producto (véase [10, pag. 147]).

Observacion 1.25. El cubo de Hilbert es un espacio métrico, ya que la funcién
p: I I, x [] I, — R dada por

neN neN
~
pxy) =) w
i=1
donde x = ()2, y = (¥:)2, € ][ I, es una métrica para este espacio (véase

neN
[10, pags. 212-213]), es compacto por [11, teorema 4, pdg. 17| y conexo por [11,

teorema 11, pag. 137], se sigue por la proposicién 1.5 y de la definicion 1.24,
que todo cubo de Hilbert es un continuo.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1
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Los continuos 1.6, 1.17, 1.19 y 1.24, son arco conexos. El siguiente continuo
es un ejemplo clésico, el cual no tiene la propiedad de ser arco conexo, tal y
como se muestra en [3, pag. 273].

Definicién 1.26. El continuo sen (1) es la cerradura clg2 (W) de W donde

o (s (1)) €m0 )

Observacién 1.27. El subespacio clgz (W) de R? es compacto por [22, teore-
ma 13.22]. Sea f : (0,1] — R dada por f(z) =sen(2), denotamos por G; a la
grafica de la funcién f el cual es el conjunto {(z,y) € R? : f(z) =y }. Como el
intervalo (0, 1] es conexo, se sigue por [22, corolario 12.13] que G es conexo,
dado que Gy = W concluimos que W es conexo. Asi, por [22, proposicién

12.19] clgz (W) es conexo. Por tanto, clgz (W) es un continuo.

Presentaremos el siguiente teorema para poder visualizar de una mejor
manera al continuo sen (1).
Teorema 1.28. Sea clgz (W) donde W es el conjunto descrito en la defini-
cion 1.26. Entonces clge (W) = RUW donde R = {(0,y): —1 <y <1} (véase
la figura 1.3).

Demostracion. (C) Sea x = (xg,y) € clgz (W) entonces existe una sucesion
{xn},en en W tal que x, — X, esto es que

o () <o

donde para cada n € N se tiene que x, € (0,1]. Con lo cual zy €
clg ((0,1]) = [0, 1], conforme a esto, tenemos los siguientes casos:

Casol. Si zg = 0, sabemos que [sen(z)| < 1 para cada z € R, por

lo que —1 < sen <%> < 1 para cada n € N y dado que
sen (i) — yo entonces —1 < yy < 1y por tanto (zo,yo) € R.

Caso2. Si 0 < zp < 1, como la funcién f descrita en la observa-

cién 1.27 es continua, entonces f (z,) — f(zo) ya que z,, —

1 1 1
xg, esto es que sen( ) — sen ( o~ | pero sen { - | — Yo,

In Z0

puesto que el limite de una sucesién es tnico, se tiene que
Yo = sen ( L ) Por tanto (x,y0) € W.

Zo

En cualquiera de los dos casos se cumple que x € RU W y por tanto
clgz (W) C RUW.

(D) Seax € RUW,six € R entonces x = (0,y) donde |y| < 1.Si -1 <y < 1,
como la funcién ¢ : [-1,1] — R dada por g(t) = sen(t) es continua y
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sen (—g) <y < sen (g) entonces por el teorema del valor medio, existe

to € [—1,1] tal que g(ty) = y. Sea la sucesién

(e G

1
donde para cada n € N, xr,, = ——— la cual es una sucesiéon en W
to + 2nm

que converge a X ya que x, € (0,1] para cada n € N, ademéas z,, — 0y

sen (i) — y, esto tltimo se debe a que

1
sen (—) = sen (to + 2nm) = sen (ty) = y.
x’n

Siy =1, seay, = +—-—, se verifica que la sucesiéon {yn, sen (%)}
p + 2nTt " neN
., . 1
es una sucesion en W la cual converge a x. Siy = —1 sea z,, = T
—= 4 2nm
T

y se sigue procedimiento similar. Por tanto, x € clgz (W).

Finalmente, si x € W entonces z = (zo,sen ( ! )) con zy € (0,1].

o

n

Sea la sucesion {:Bn,sen (%)} donde para cada n € N, z, = =z,
neN

entonces se puede ver que tal sucesion esta en W convergente a x. Por
ende x € clgz (W). Por tanto, RUW C clg2 (W). |

| W

Figura 1.3: El continuo sen (%)

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1
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Definicién 1.29. La circunferencia de Varsovia (véase la figura 1.4) es el
nombre que se le da a cualquier continuo homeomorfo a Y U Z, donde Y es el
continuo sen (1) y Z es la unién de tres arcos (convexos) en R?, uno de (0, —1)
a (0,—2), otro de (0,—2) a (1,—2) y el ultimo de (1,—2) a (1,sen(1)).

Figura 1.4: La circunferencia de Varsovia.

Intersecciones anidadas

Una de las técnicas mas importantes para obtener ejemplos interesantes de
continuos es el uso de intersecciones anidadas. De hecho, se puede decir que la
técnica de las intersecciones anidadas es fundamental para la teoria de conti-
nuos. No solo se utiliza para construir ejemplos, sino que es la idea clave para
las demostraciones de muchos teoremas. Incluso se utiliza en la construccion
de funciones continuas. Los dos resultados siguientes sientan las bases para
utilizar esta técnica.

Proposicién 1.30. Sea {X,, }nen una sucesion de espacios métricos compactos
tal que X,1 C X,, para cada n € N y sea

X:ﬂXn.

neN

St U es un subconjunto abierto de Xy tal que X C U, entonces existe N € N
tal que X,, C U para todan > N. (véase la figura 1.5).

Demostracion. Asumamos que X,, # () para cada n € N. Supongamos que
existe un conjunto abierto U de X; tal que X C U pero que para cada natural
N existe un natural n con n > N tal que X,, \ U # (). Asi, para N = 1 existe
1 € X1 \U. Para N = 2 existe 2 € X5\ U. Supongamos inductivamente que
para cada natural N hemos elegido z, € X,,\ U. Hemos obtenido una sucesion
{#n},en de X1\ U ya que para para cada natural n, x, € X, C X1y x, ¢ U.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1



11 Daniel Dominguez Malaga

Notemos que X; \ U es un cerrado de X; el cual es compacto se sigue por [22,
proposicién 13.20] que X; \ U es compacto, asi, la sucesion {z,}, .y admite
una subsucesién convergente en X; \ U. Asumamos sin perdida de generalidad

que z, — = con z € X; \ U. Afirmamos que = € [\ X, sea un natural k,
neN
notemos que por construccién, z,, € X, para cada n > k, asi, {z,},~, es una

subsucesién de {z,},.y ¥ por tanto, convergente a x. Como {z,},., es una
sucesion de Xy el cual es cerrado por [22, proposicion 13.12] entonces = € X,
y puesto que k fue arbitrario se sigue que x € X} para cada k € N lo cual
muestra nuestra afirmacién. Pero = ¢ U, es decir, z € X N (X;\ U) lo que
contradice nuestra suposicion inicial de que X C U, por tanto, debe existir un
natural N tal que X,, C U para cadan > N. [ |

Corolario 1.31 (Teorema de la interseccién de Cantor). Sea {X,}nen una
sucesion de espacios métricos compactos tal que para cada n € N se tiene que

Xpi1 CXp y Xy #0. Sea
X=X

neN

entonces X # 0 (y por tanto, un espacio métrico compacto).

Demostracion. Supongamos que X = (), por la proposicién 1.30, que existe
N € N tal que X,, C () para cada n > N, entonces ) C X,, C 0, por lo que
X,, = 0 para cada n > N lo cual no puede ser posible, por tanto X # (.

Por ultimo, X es un espacio métrico no vacio, ya que este hereda la métri-
ca de Xj, ademds, como para cada n € N, X, es compacto, se sigue por [22,
proposicién 13.12] que X, es cerrado, asi X es cerrado en X; ya que es la in-
terseccion arbitraria de conjuntos cerrados, se sigue por [22, proposicién 13.20]
que X es compacto. [

Daremos las siguientes definiciones a manera de recordatorio:

Definicién 1.32. Un espacio topolégico X es de Hausdorff (o T,) si para
cualesquiera par de puntos z,y € X con x # y existen dos subconjuntos
abiertos U,V de X tales quez € U,y €¢ VyUNV = (.

Definicién 1.33. Un espacio topolégico de Hausdorff X es normal (o Ty) si
para cualquier par de subconjuntos cerrados A, B de X existen dos conjuntos
abiertos U,V de X talesque ACU, BCVyUNV ={.

Teorema 1.34. Sea {X, },en una sucesion de continuos tal que para cada
neN, X,.1 CX, ysea
X=X
neN
Entonces, X es un continuo.

Demostracion. Por el corolario 1.31 X es un espacio métrico compacto no
vacio, resta mostrar que X es conexo, supongamos entonces que no lo es, en-
tonces existen subconjuntos A y B no vacios, ajenos y cerrados en X tal que

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1
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X = AU B (véase [22, definicion 12.2]). Veamos que A y B son conjuntos
cerrados de X, como X C X; donde X es compacto, se sigue por [22, propo-
sicién 13.12] que X es un cerrado de X; ( y por tanto un subespacio cerrado
de X), asi, por [6, proposicién 2.1.1] A= XNFy B=XNG donde F,G
son cerrados de X7, esto muestra lo que queriamos. Ahora, como X; es un
espacio normal, existen conjuntos V' y W abiertos no vacios y ajenos tales que
ACVyBcCW.SealU =V UW, el cual es abierto en X; y es tal que
X=AUB CVUW = U, asi, por la proposicién 1.30 existe N € N tal que
X, C U para cadan > N, en particular, para el natural N, Xy C U = VUW.

Afirmamos que los subconjuntos (Xy NV), (Xy NU) de Xy formar una
disconexion de este. Observe que los conjuntos (XyNV), (XyNU) son abiertos
en Xy, son no vacios puesto que A C XyNVyBCXyNWecon A#Dy
B # (), estas contenciones se deben a que X = AUB C Xy, ademds XyNV'y
Xxn NW son ajenos puesto que VNW = () y cuya unién es Xy, ya que como
Xy CU =V UW se tiene que

Xn=XyNVUW)=(XynV)u(XynWw).

Esto no puede ser posible puesto que Xy no admite disconexién alguna. Por
tanto, X es conexo, asi X es un continuo. [ |

Figura 1.5: Interseccién anidada de continuos.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1
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Un continuo indescomponible

Definicién 1.35. (1) Un continuo Y es descomponible siempre que se pueda
representar como la unién de dos subcontinuos propios (con propios nos
referimos a que no son iguales a todo el espacio Y y son no vacios).

(2) Un continuo Y que no es descomponible se dice que es indescomponible.

(3) Un continuo Y se dice que es hereditariamente descomponible siempre que
todos sus subcontinuos no degenerados sean descomponibles.

(4) Un continuo Y se dice que es hereditariamente indescomponible siempre
que todos sus subcontinuos sean indescomponibles.

Puede parecer que todos los continuos son descomponibles (excepto los
continuos de un solo punto). Sin embargo, como se muestra en el ejemplo 1.37,
este no es el caso.

Definicién 1.36. Sean X un espacio topoldgico y x,y,z € X. Una familia
finita C = {A;, As,..., A, }, donde para cada i = 1,2,...,n, A; es un sub-
conjunto de X, es una cadena simple de x a z pasando por y siempre que C
satisfaga que:

(CS1) AinA; #0siysolosi|i—j| <1,
(CS2) z€ A;siysolosii=1y z¢€ A;siysolosii=n;
(CS3) y € A; paraalgini =1,2,... n.

Los elementos de C son llamados eslabones.

Ejemplo 1.37 (Un continuo indescomponible no degenerado). Construimos
un continuo indescomponible no degenerado X en el plano R? de la siguiente
manera. Sean a, b, ¢ € R? donde los puntos a, by ¢ son puntos distintos entre si.
Construyamos una cadena simple C; cuyos eslabones son 2-celda de didmetro
menor que 1 empezando por a, pasando por b y terminando en c. Dentro de C;
construyamos una cadena simple Cy de 2-celda de didmetro menor que 27! que
empiece por b, que pase por a y que termine en c. Dentro de Cy construyamos
una cadena simple Cs de 2-celda de didmetro menor que 272, empezando por a,
pasando por ¢ y terminando en b. Siguiendo asi construyamos cadenas simples
C,, cuyos eslabones son 2-celda de didmetro menor que 27" tales que:

(1) Para cada n € N se cumple que:

(a) C3ni1 va de a hacia c a través de b.
(b) Csni2 va de b hacia c a través de a.

(¢) Csnis va de a hacia b a través de c.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1



1.4 Un continuo indescomponible 14

(2) Para cadan € N, |JC,11 C UCh.

o

Sea X = ) (UC.), por el teorema 1.34 X es un continuo siempre que el
n=1

conjunto |JC, sea un continuo. Mostraremos que

ﬁ <U Cn> = ﬁ (UC3n+1> : (1.1)

=1
j € NU{0} tal que = ¢ chﬁl es decir ¢ C3]+1, peroz € (), (UCy)

en particular x € C3j41 lo cual es una contradiccion.

(C) Supongamos que existe x € ﬂ (UC,) tal que z ¢ ﬂ (UCsn+1), asi, existe
—0

(D) Supongamos que existe z € ﬂ (UCsns1) tal que x ¢ ﬂ (UC,), ast
n=0 n=1

existe j € N tal que =z ¢ |JC,, notemos que |JCs;41 C JC; y como
x € ﬂ (UCsn41), entonces z € |JCsj41, asi se cumple que z € (JC; lo
cual es una contradiccion.
Veamos que no existe un subcontinuo propio Y de X tal que {a,c} C Y.
Supongamos que existe tal Y, como Y C X, entoncesseap € X\Y yd(p,Y) =
e > 0 ya que Y es compacto. Por la propiedad arquimediana existe N € N tal
que si k > N, entonces 2% < e. Fijemos [ > N y supongamos que el eslabon C

de la cadena Cs; 1 que contiene a p intersecta a Y. Seat € CNY. Se tiene que
diam(C) < 47 < . Entonces

d(p,Y) <d(p,t) <e
lo cual es una contradiccién. Asi, para k > N los eslabones de la cadena Csgyq

o0

que contienen a p no intersectan a Y. Como Y C [ (UCsny1) entonces para
n=0

[ > N, Y C UC'31+1.

Supongamos que | JC341 = C1UC,U---UC, U---UC, donde a € C; y sea
c € C,, supongamos que p € C,,, pero por lo anterior C,, NY = (). Asf

Y=YNCUCU:---UCp))UY N(CryiU---UCy)).

Por lo que Y se escribe como la unién de dos conjuntos cerrados, ajenos, y no
vacios, yaque a € (Y N(C;UCU---UCp))yce (Y N(CpyU---UCy)),
pero eso es una contradiccion, ya que Y es conexo.

Notemos que se puede demostrar con argumentos similares a como se hizo

en la igualdad en (1.1) que X = [ (IUCsns2) v que no existe un subcontinuo

n=0

propio Y tal que {b,c} C Y y, ademés X = ﬂ (UCsn+3) y no tampoco existe

un subcontinuo propio Y tal que {a,b} C Y As1 X, es indescomponible.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1
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Figura 1.6: Bosquejo de la construccién de un continuo indescomponible.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 1



Capitulo 2

Descomposiciones
semi-continuas superiores

En este capitulo vamos a examinar otro método, un poco méas general, pa-
ra la construccion de continuos. Expondremos este método con ejemplos es-
pecificos, y algunas construcciones generales que seran de gran utilidad en
las secciones posteriores, este método suele conocerse como descomposiciones
semi-continuas superiores. En lo que sigue, prepararemos el camino para definir
lo que es un espacio de descomposicion en general, y veremos cuando estos es-
pacios son continuos, para luego entrar en las descomposiciones semi-continuas
superiores.

Espacios de descomposicién

Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico, una familia D de subconjuntos
no vacios de X es una particion de X si:

(P1) los conjuntos que conforman a D son ajenos dos a dos, es decir, si
C,D € D con C # D entonces CN D = ().

(P2) La unién de D es X, es decir, X = |JD.

Por otro lado, si cada elemento de la particion D es un conjunto cerrado de
X, decimos entonces que D es una particion cerrada.

Ejemplo 2.2. Sea el conjunto S = ([—1,1] x [0,1]) U ({0} x [0,2]). Para cada
t € [-1,1] \ {0} definamos D; = {t} x [0,1], y D, = {0} x [0,2] si t = 0.
Sea S = {D;: t €]0,1] }, entonces se verifica inmediatamente que S es una
particion cerrada de S.

Proposicién 2.3. Sean (X,.7) un espacio topoldgico y D una particion de
X. La familia

9(@):{‘ZJCQD:U‘U€9} (2.1)
es una topologia para D. La cual llamaremos topologia de descomposicion.

Demostracion. Mostraremos que la familia 7 (D) satisface las condiciones
(T'1) — (7T'3) de [22, definicion 7.1].

(T'1) Notemos que ) C Dy es tal que [JO =0 € .7, por otra parte, sea
U = D, notese que U C Dyestal que JD=X € 7.

16
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(T2) Sean U,V € 7 (D) entonces por (2.1) de esta proposicién tenemos

que
Jov vy Uv

Ucu Vev

son subconjuntos abiertos de X. Se puede verificar que

U W=<UU>m(Uv>

Weunv Ueu Vev

Hemos probado que | J W es un subconjunto abierto de X y asi
Weunv
UnNve J(D).

(T'3) Sea {Ca},ep C D (donde A es un conjunto de indices) una subfami-
lia de abiertos de D entonces se sigue por (2.1) de esta proposicion
que | JC, es un abierto de X para cada a € A. Se puede verificar

U(ue)-uue).

a€cA acA

Esto ultimo, muestra que |J G, € (D) ya que |J (IUCs) es un
acA acA
subconjunto abierto de X.

Por tanto, 7 (D) es una topologia para D. [ |

Definicién 2.4. Sean X un espacio topoldégico y D una particion de X. La
funcién 7 : X — D dada por w(x) = D donde D es el inico elemento de D tal
que x € D se llama proyeccion natural.

Ejemplo 2.5. Sea el conjunto S = ([—1,1] x [0,1]) U ({0} x [0,2]). Para cada
t € [-1,1]\ {0} definamos D; = {t} x [0,1], y Dy = {0} x [0,2] si t = 0. Sea
S={D;: te]0,1] }. Tenemos que en este caso 7 : S — S viene dada por:

o[y <o) sipe =10\ {0},
(p.9) {{0} x [0,2] sip=0.

Observacién 2.6. (i) Es claro que para cada z € X, x € n(z).

(i1) 7 es una funcién suprayectiva, ya que para cada D € D, D # (), por
tanto existe x € D de tal manera que 7(z) = D.

(i11) Sean z,y € X, entonces m(z) = m(y) si y solo si x e y pertenecen a
un tnico elemento de la particiéon 9. En efecto, por (ii) se tiene que
z,y € m(x) = m(y) € D, ademas, si C' es otro elemento de la particién D
tal que z,y € C entonces w(z) NC # 0 # w(y) N C ya que x € w(z)NC
y y € m(y) NC se sigue que m(x) = C' = 7(y). Reciprocamente si C' es el
unico elemento de D tal que z,y € C entonces m(x) = C' = 7 (y).

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 2



2.1 Espacios de descomposicién 18

Proposicion 2.7. Sea (X,.7) un espacio topoldgico. Entonces T (D) es la
topologia mas grande de D para la cual la funcion © es continua.

Demostracion. Mostraremos primeramente que la funciéon 7 es continua. Sea

U un subconjunto abierto de D entonces |J U es un subconjunto abierto de
Ueu
X. Afirmamos que 7' (u) = |J U.

Uecu

(C) Sea x € m1(U), entonces 7(x) € Uy x € w(z). Por tanto, z € |J U.
Ueu

(D) Seay € |J U, entonces y € U para algin U € U, asi, n(y) = U € U. Por
Ueu
tanto y € 7 1(U).

Se sigue entonces que 7~ () es un subconjunto abierto de X porque |J U
Ueu
es un subconjunto abierto de X.

Supongamos ahora que 7'(D) es otra topologia para D de tal manera
que hace de 7 una funcién continua, mostraremos que J'(D) C 7 (D), sea
vV € J'(D), de manera similar a como hicimos anteriormente podemos mostrar
que 7 () = J ¥ pero como 7 es una funcién continua (respecto a 7’ (D)),
entonces 7~ !(%) es un subconjunto abierto de X, se sigue que ¥ € 7 (D), lo
cual muestra que 7'(D) C T (D). |

Definicién 2.8. Sea (X, .7) un espacio topoldgico y sea D una particién de
X. Al espacio (D, 7 (D)) se le llama espacio de descomposicion o simplemente
descomposicion de X. Enfatizamos que, el término descomposicion significa
una particién D con la topologia descomposicién (véase la proposicion 2.3).

Figura 2.1: Espacio de descomposicion de un espacio topoldgico X.

Ejemplo 2.9. Sea el conjunto S = ([—1, 1] x [0,1]) U ({0} x [0,2]). Para cada
t € [-1,1]\ {0} definamos D; = {t} x [0,1], y D; = {0} x [0,2] si t = 0. Sea
S={D;:te]0,1] }. Entonces (S,.7 (5)) es un espacio de descomposicién.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 2
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A las descomposiciones frecuentemente se les denominan espacios de iden-
tificacion. También, se les suelen llamar espacios cocientes debido a la intima
conexion entre las relaciones de equivalencia, y las particiones en la teoria de
conjuntos (véase [7, pag. 66]).

Las descomposiciones son una fuente importante de ejemplos, contraejem-
plos y teoremas en la teoria de continuos, sin embargo, nos apresuramos a
senalar que una descomposicién de un continuo X puede no ser un continuo
incluso si la particion es cerrada, para evidenciar esto, presentamos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.10. Sea el continuo X = [—1,1] y 2 la particién cerrada de X

dada por
D={{z,—z}: -1<z<1}U{{-1}{1}}.

Entonces el espacio (D, .7 (D)) no es un continuo, ya que este tltimo no es un
espacio de Hausdorff, y por tanto, no es un espacio metrizable.

Demostracion. Supongamos por el contrario que el espacio de descomposicién
D es de Hausdorff, entonces para {1}, {—1} € D existen dos subconjuntos
abiertos Uy, U de D tales que {1} € Uy, {—1} € Uy y U N Uy = . Puesto
que |J ¢, | Us son subconjuntos abiertosen X CRy 1 € Jw, —1 € J W,
entonces | Ju; = Uy N X, JU = Uy N X donde Uy, Uy son subconjuntos
abiertos en R. Existen rq, 75 > 0 tales que B, (—1) C Uy y B,,(—1) C Us. Sea
2o =1 —1r donde r = w ysean Vi = B.(1)NX y Vo =B, (-1)NX
los cuales son subconjuntos abiertos en X, podemos notar que zo € V; C |J U
y —Zg € Vs C U Uy. Como 7T($0) € 7T(U ‘Lll) =Uy 7T(—[E0) S 7T(U ‘712) = U
y dado que 7w(xg) = {wo, —xo} = m(—x¢) entonces U; N Uy # B lo cual no es
posible. Por tanto D no es de Hausdorff. [ |

Como veremos mas adelante, en el teorema 2.16, el que una descomposi-
cién sea un espacio de Hausdorff es vital para que la descomposicion sea un
continuo. Ya sabemos que todo espacio métrico es un espacio de Hausdorff
(véase [22, proposicién 11.5]) por tanto, puesto que trabajamos con continuos,
sera necesario establecer condiciones para las cuales un espacio topolégico sea
metrizable (véase [5, definicién 2.3, pag. 183]), con ese propdsito mostraremos
el resultado expuesto en el lema 2.14, pero antes mostraremos la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.11. Todo espacio métrico compacto X es sequndo numerable.

Demostracion. Sea d la métrica de X y definamos para cada n € N,
,%’n:{B;(x): :L‘GX}.

Notemos que para cada n € N, 4, es una cubierta abierta de X el cual es com-

mn

pacto, por tanto, existen xﬁ”),xgn), 2 e X tales que X = U B: (x(n)>.
i=1 "

n 7

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 2



2.1 Espacios de descomposicién 20

Sea #B1 = {B; <x§_")> ,...,B (:Ufﬁi)} C %, para cadan € N. Definamos

%:U%%.

La familia % es numerable ya que es la unién numerable de conjuntos finitos
y también tiene las siguientes propiedades:

(B1) Notemos que cada elemento de #: es un abierto de X, para cada
n € N. !

(B2) Sea U un subconjunto abierto de X y sea u € U entonces existe € > 0
tal que B. ( ) C U, por la propiedad arquimediana existe N € N tal
1

que v < 5, fijémonos en la coleccién %’1 la cual también es una

cubierta ablerta de X y como u € X entonces existe z € X tal que
ue Bi(x)e B C A
N N

Veamos que By/y(z) C B.(u); sea y € By/n(x) por la desigualdad
triangular tenemos que:

dy,u) < d(y,z) +d(u,x) <1/N+1/N <e¢
con lo cual y € B.(u).

Se sigue por [5, teorema 2.2, pag. 64] que £ es una base numerable para la
topologia inducida por la métrica d de X (la cual denotamos como .7 (d), véase
[5, pégs. 182-183)). m

Definicién 2.12. Sean X,Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcion.
Para y € Y arbitrario definimos a la fibra de y como el conjunto

) ={zeX: fla)y=y}.

Observaciéon 2.13. Si Y es un espacio de Hausdorff y f es una funcién conti-
nua, entonces f~!(y) es un conjunto cerrado de X. En efecto, como {y} es un
cerrado de Y y f es continua, se sigue que f~! ({y}) = f~! (y) es un cerrado

de X.

Lema 2.14. Sean X un espacio métrico compacto, Y un espacio topolégico de
Hausdorff y f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva. Entonces Y es
metrizable.

Demostracion. Obsérvese primeramente que por [22, proposicién 13.15], el es-
pacio Y es compacto y el cual por hipotesis es de Hausdorff, asi por la demos-
tracién de [13, teorema 32.3] Y es un espacio regular.

Luego, para exhibir que el espacio topolégico Y es metrizable basta mostrar
por [13, teorema 34.1] que Y admite una base %y numerable.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 2
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Como el espacio métrico X es compacto se sigue por la proposicion 2.11
que X es segundo numerable, por tanto este admite una base %y numerable.
Para cada subfamilia finita £ de %x, definamos

UL)=Y\ f (X \ U,c) (2.2)

Afirmamos que la familia %y de subconjuntos de Y, donde

PBy ={U(L) : L es una subfamilia finita de Bx }

es una base numerable para Y. Veamos que %y satisface las condiciones de [5,
teorema 2.2]:

(B1)

Sea U(L) € ABy, como L C Bx C 7 (d) donde .7 (d) es la topologia
generada por la métrica d de X | entonces X \ |J L es subconjunto
cerrado de X. Como f : X — Y es una funcién cerrada por el [5, teo-
rema 2.1, pag. 226], entonces f (X \ |J£) es un subconjunto cerrado
de Y, asi U(L) € F. Hemos probado que By C Zy donde Jy es la
topologia de Y.

Sea V' un subconjunto abierto de Y, para cualquier y € V podemos
notar que su fibra cumple que f~(y) C f~1(V), ya que para z €
f~Yy) se tiene que f(z) = y € V y por tanto z € f~1(V) donde
f71(V) es un subconjunto abierto de X. Nétese que la fibra f~'(y)
es un subconjunto cerrado de X y por tanto tenemos que f~!(y) es
compacto, por otro lado como Ay es una base para X, existe una

subcoleccién {U, : s € S} tal que f~(V) = |J Us, por lo que
seS

f ) < J U
seS

Dada la compacidad de f~!(y), tenemos que existen
Ug,,Ug,, ..., Us,

tales que
) YU
i=1

Sea Lo = {Uq,,Us,,...,Us, }, veamos que y € U(Ly) C V. Notemos
que

) c|JLoc V),

supongamos que y ¢ U (L) entonces f(x) = y para algin x € X\|J Lo
con lo cual x € f~1(y) N (X \ U Lo) lo que contradice el hecho de que
I Hy) € UL, asi y € U (Ly). Por tltimo, sea z € U (Ly) entonces
2 €Yy f(zr) # zparacadax € X\ Lo, pero como f es suprayectiva,
la fibra f~1(2) # 0 se sigue necesariamente que para cada t € f~!(z)
se tiene que cumplir que t € |J Lo, asi, t € f~1(V) por lo que f(t) =
z € V. Por lo tanto U (L) C V.
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Por tanto %y es una base para Y. Resta mostrar que la base #y es numerable,
para ello, definamos una funcién g : B — %y (donde B representa al conjunto
de todas las subfamilias finitas de #x) dada por g (£) = U (L), podemos notar
que g es una funcion suprayectiva y ademas B es un conjunto numerable, por
tanto Ay es numerable. Esto termina de establecer el teorema. [ |

Teorema 2.15. Sean X un espacio métrico compacto y D una descomposicion
de X. Entonces D es metrizable si y solo si D es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. (=) Es de inmediato dado el espacio D es metrizable y por
tanto es un espacio de Hausdorff.

(<) Nétese que la funcién 7 : X — D es una funcién continua (proposi-
cién 2.7) y suprayectiva que va del espacio métrico compacto X a el
espacio de Hausdorff D, asi por el lema 2.14, D es metrizable. [ |

Teorema 2.16. Sean X un continuo y D una descomposicion de X . Entonces
D es un continuo si y solo si D es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. (=) Como D es un continuo, este es en particular un espacio
métrico por lo que este es metrizable y por tanto D es un espacio de
Hausdorft.

(<) Puesto que D es un espacio de Hausdorff, se sigue por el teorema 2.15
que este ultimo es metrizable y por tanto un espacio métrico. Por otro
lado, como la funciéon 7 : X — D es continua y suprayectiva, se sigue
que m(X) = D es compacto y conexo ya que X también tiene esas
propiedades, asi, D es un continuo. |

Descomposiciones usc

Como ya mencionamos anteriormente, queremos usar las descomposiciones de
espacios métricos para construir nuevos espacios métricos, o en este caso, con-
tinuos. No obstante, en algunos casos es inconveniente verificar la condicion del
teorema 2.15, para comprobar que el espacio de descomposicion es un espacio
de Hausdorff, y por tanto metrizable.

El propédsito de esta seccidon, es el de dar una condiciéon que sea util para
evitar mostrar que una descomposicién sea de Hausdorff, tal condicion esta
estrechamente relacionada a la naturaleza del concepto de descomposicion, ya
que esta es, desde luego, una particion. Este nuevo concepto se presenta a
continuacion, y en lo sucesivo daremos algunas caracterizaciones de este, ya
que este tampoco suele ser conveniente en algunos casos, no obstante, sigue
siendo de mayor utilidad.
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Definicién 2.17. Sea (X, 7)) un espacio topoldgico. Una particién D de X es
semi-continua superior o usc (upper semi-continuous) si para cualquier D € D
y para cualquier U € .7 tal que D C U, existe V € 7 con D C V tal que si
AeDy ANV # (), entonces A C U.

X

Figura 2.2: Descomposicion semi-continua superior.

Ejemplo 2.18. Sea S = ([—1,1] x [0, 1])U({0} x [0,2]). Paracadat € [—1, 1]\
{0} definamos D; = {t} x [0,1], y D; = {0} x [0,2] si t = 0. Sea § =
{D, : t €[0,1] }. Se puede verificar que S es una descomposiciéon semi-continua
superior (véase la figura 2.3(1)).

(1) Representacién del espa- (2) Representaciéon del
cio S. espacio S

Figura 2.3: Ejemplo de una particién usc

Observe que en la definiciéon 2.17 no toma en cuenta a la topologia de
descomposicion, es la propia particién que es usc por ella misma, sin embargo,
cuando una descomposicion sea usc diremos que es una descomposicion uSc
teniendo en cuenta la topologia de descomposiciéon como en la proposicién 2.3.
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2.2 Descomposiciones usc 24

Llegados a este punto, nos dirigimos a demostrar los resultados expuestos en
el teorema 2.26 y en el teorema 2.27. Para simplificar algunas demostraciones
serd de conveniencia la siguiente definicion:

Definicién 2.19. Sea (X, 7) es un espacio topolégico y D una descomposicion
de X, si V es un subconjunto de X, decimos que V' es D-saturado si este se
puede representar como la unién de una subfamilia de D.

Ejemplo 2.20. Considerando el mismo espacio expuesto en el ejemplo 2.18.
El subconjunto V' = [1,1] x [0,1] es S-saturado, puesto que
v=|J (& xo1).

te[—l,%]

Proposicion 2.21. Sean X un espacio topolégico y D una descomposicion de
X. Sim: X — D es la proyeccion natural , entonces

(1) para cualquier ¢ C D, 7 1(C) es D-saturado.
(2) Sea A C X. Entonces A es D-saturado si y solo si A= n"1[r(A)].
(3) SiV C X es abierto y D-saturado, entonces w(V') es abierto en D.

Demostracidn. (1) En efecto, solo basta notar que 7=(¢) = |J C (esto ya se
hizo en la demostracién de la proposicién 2.7)

(2) (=) Mostraremos ambas contenciones.

(C) En general se cumple (independientemente de la funcién) que
A Cmr(4)].

(D) Seaa € 7 ![r(A)], entonces 7(a) € w(A), por lo que existe algin
be A=J4 donde 4 C D tal que 7(b) = w(a), se sigue por (iv)
de la observacion 2.6 que a y b pertenecen a un tnico elemento de
A4, digamos que a,b € B donde B € 4y estal que BC|Ja=A,
se sigue entonces que a € A.

(<) Notese que 7 (A) C D se sigue por el inciso (1) de esta proposicién
que 71 [7 (A)] es D-saturado, asi, A es un D-saturado.

(3) Observemos que 7(V) = {n(v) : v € V' }, mostraremos que: |J 7(v) =V.
veV

(C) Seax € |J w(v) entonces x € 7(vy) para algin vy € V = |J ¥ donde
veV

YV C D, nétese que 7(x) N7(vy) # 0 ya que z € w(x) N 7w(vy) por

lo que 7(z) = 7m(vy) se sigue por (iv) de la observacién 2.6 que x, vy

pertenece a un unico elemento U de ¥, porloquex € U C JV =V.

(D) Sea v € V nétese que 7(v) € (V) y que v € w(v) C | 7(v).
veV
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Se sigue entonces que m(V') es abierto en D puesto que |J7 (V') es abierto
en X. |

Proposicion 2.22. Sean X un espacio topoldgico, D una descomposicion de
X ym: X — D la funcion proyeccion natural. Si C' es un subconjunto cerrado
de X, entonces w(C') es cerrado en D si y solo si 7' [D\ w(C)] es abierto en

X.

Demostracion. (=) Como 7 es una funcién continua 'y D\ 7(C) es abierto en
D, entonces 7! [D\ 7(C')] es abierto en X .

(<) Como D\ 7(C) C D se sigue por (1) de la proposicién 2.21 que 7~ 1(D '\
7(C)) es D-saturado y por hipdtesis es abierto, entonces por (3) de la
proposicién 2.21 se sigue que, 7 [771 (D\ 7(C))] = D\ 7(C) es abierto
en D,y asi m(C) es cerrado en D. |

El siguiente resultado es importante ya que caracteriza a las descomposi-
ciones semi-continuas superiores.

Proposicion 2.23. Sean X un espacio topologico, D una descomposicion de
X y7m: X — D la funcion proyeccion. Entonces, los enunciados (1) — (3) son
equivalentes:

(1) D es una descomposicion semi-continua superior,
(2) m: X — D es una funcion cerrada,

(3) Si D es cualquier elemento de la particion D y U es cualquier subconjunto
abierto de X tal que D C U, entonces existe un subconjunto abierto V
de X el cual es D-saturado tal que D C V C U.

Demostracion. (1) = (2) Sea C un subconjunto cerrado de X para exhibir que
7(C) es cerrado en D por la proposicién 2.22 basta mostrar que 7= }[D\
7(C)] es abierto en X. Sea z € 7~ [D\ n(C)], entonces 7(x) € D\ 7(C).
Afirmamos que m(z) C X \ C, supongamos por el contrario que existe
un elemento y € m(x), pero que y ¢ X \ C, entonces y € w(xz)NC, ndtese
que m(y)N7(x) # 0, ya que y € w(x)Nw(y), por lo que necesariamente se
tiene que cumplir que 7(x) = 7(y), como y € C'y es tal que 7(z) = 7(y),
entonces tenemos que 7(z) € w(C), lo cual no puede ser posible. Por
tanto, w(x) C X \ C donde X \ C' es un conjunto abierto de X. Como
la descomposicion D es usc se sigue por la definicion 2.17 que existe un
subconjunto abierto V' de X tal que 7(z) C V, de tal manera que si:

D’ es otro elemento de D tal que

D'NV #0, entonces D' C X \ C. (2:3)

Por ultimo, vamos a verificar que el conjunto V satisface que:
reVcaltp\r(0).
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Como x € 7(x) (véase la observacion 2.6) y puesto que se cumple que
7(x) C V entonces x € V. Veamos que 7 (V) C D\ 7 (C), supongamos
que existe m(v) € 7w (V) con v € V pero que w(v) € 7 (C), entonces
existe ¢y € C' tal que m(cp) = m(v) por lo que ¢g € w(v) N C' y por tanto
m(v) ¢ X \ C, lo cual no puede ser posible ya que v € w(v) NV con lo
cual m(v) C X \ C por (2.3).

Por tanto, para cada v € V se cumple que 7(v) € D\ 7 (C), asi, tenemos
que
Vcrto\n(C).

En resumen, para cada x € 7' [D \ m(C)] hemos exhibido la existencia
de un conjunto abierto V' de X tal que

reVcr o\ n0).

Se sigue por [22, proposicién 7.2, pag. 78] que 7! [D\ m(C)] es abierto
en X y as{ 7(C) es cerrado en D, por lo que, 7 es una funcién cerrada.

(2) = (3) Sea D un elemento de D y U un subconjunto abierto de X tal que
D C U, dada nuestra suposicion 7 (X \ U) es un conjunto cerrado en D,
por la continuidad de 7, el conjunto V = 7#~! [D\ 7 (X \ U)] es abierto en
X. Mostraremos que V' es el conjunto buscado, como D\7 (X \ U) C D se
sigue por (1) de la proposicién 2.21 que V' es D-saturado. Resta mostrar
que DCV CU.

Para la primera contencion mostraremos antes que nada que:
m(D) C[D\7(X\U)].

Supongamos que existe y € D tal que w(y) € 7 (D) pero que 7(y) €
7 (X \ U) entonces existe x € X \ U tal que m(x) = 7(y) = D por lo que
x € DN(X \U) ypor tanto D ¢ U lo cual no es posible. Por tanto, para
cada 7(y) € 7 (D) se cumple que 7(y) € D\ 7 (X \ U) lo cual implica
que para cada y € D,y € 7 ' [D\ 7 (X \U)] = V esto muestra que
DcV.

Por ltimo, sea © € V. Luego, w(x) € D\ 7 (X \ U). Afirmamos que
m(x) C U, supongamos por el contrario que existe y € m(z), pero que
y € X\ U, entonces y € w(xz) N (X \ U). Nétese que 7(z) Nw(y) # 0 ya
que y € m(z) N7 (y), se tiene que 7(z) = m(y), es decir, y es un elemento
de X'\ U tal que 7(y) = w(x) y por tanto 7(z) € 7w (X \ U) lo cual no
es posible, por tanto 7(z) C U y asi € n(x) C U, lo cual muestra que
VcU.

(3) = (1) Sea D un elemento de D y U un subconjunto abierto de X tal que
D C U, dada nuestra suposicion existe un subconjunto abierto V' de X
y D-saturado tal que D C V C U.
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Sea A otro elemento de D tal que ANV # (), mostraremos que A C U, sea
a € A puesto que ANV # (), entonces existe b € ANV donde V = J ¥
con ¥ C D, entonces existe un elemento B de ¥ tal que b € B, se sigue
que A = B, ya que b € AN B. Por otro lado, notemos que w(a) = 7(b),
es decir, tanto como a y b estan en el mismo elemento de la particién, en
este caso a,b € B, en particular,a € BC|JY =V CU. [ |

Definicién 2.24. Un espacio topolégico X es de Fréchet (o 77) si para cual-
quier z € X, {x} es un conjunto cerrado de X.

Lema 2.25. Sea X un espacio topologico Ty. Si D es una descomposicion usc
de X, entonces D es una particion cerrada de X.

Demostracion. Sea D un elemento de la particion 2D, tomemos a xy un elemento
fijo pero arbitrario de D, notemos que 7(zg) = D, por otro lado como el espacio
topoldgico X es T se sigue que {zo} es un conjunto cerrado de X, por (2)
de la proposicién 2.23 se cumple que m({xo}) es un conjunto cerrado de D.

Afirmamos que 7! (7({x})) = D.

(C) Sea x € 7 (w({zo})), entonces w(x) € w({xo}), se sigue que existe y €
{zo} tal que m(y) = 7(x), es decir, w(z) = 7(x¢), de aqui que = € 7(xy) =
D.

(D) Sea ahora y € D, como xy € D, notemos que 7(xy) = w(y) = D (véase
2.6) con zy € {zo}, por tanto y € 7! (7({xo})).

Puesto que la funcién 7 es continua, se sigue que 7! (7({zo})) es cerrado
en X, es decir, D es cerrado en X. [ |

Teorema 2.26. Sea X un espacio métrico compacto. Si D una descomposicion
usc de X, entonces el espacio D con la topologia T (D) es metrizable.

Demostracion. Por el teorema 2.15 basta mostrar que el espacio D es un es-
pacio de Hausdorff. Sean D; y D, elementos de D tales que Dy # D,, como
la descomposicién D es usc, se sigue por el lema 2.25 que D; para i = 1,2
son subconjuntos cerrados de X. Ahora, como todo espacio métrico es nor-
mal (véase [13, teorema 32.2]), entonces existen U; subconjuntos abiertos de
X tales que D; C U; parai= 1,2y Uy NUy = 0.

Por otro lado, como D es usc se sigue por (3) de la proposicién 2.23 que
existe conjuntos V; donde V; es abierto en X y D-saturado tal que D; C V; C U;
para cada ¢ = 1,2. Hacemos las siguientes afirmaciones:

(a) D; € m(V;) para cada i = 1,2.
(b) w(V;) son abiertos en D para cada i = 1, 2.
(¢) m(Vi) N(Va) = 0.
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donde 7 es la funcién proyecciéon natural. Para ¢ = 1, 2 notemos que D; € Dy
Vi es D-saturado con D; C V; con lo cual D; C 7 (V) esto muestra (a).
Ahora, como para cada i = 1,2, V; es abierto y D-saturado se sigue por
(3) de la proposicién 2.21 que 7 (V;) para cada ¢ = 1,2 son abiertos en D, esto
establece (b).
Por 1ltimo, notemos que

@C‘/lﬂ‘/QCUlmUQZQ;

por tanto, V4 N Va = (), se sigue por (2) de la proposicién 2.21 que V; =
7~ [w(V;)], tenemos lo siguiente

T(VinVe) =m [x~" [x(Vi)] N7 [7(V2)]
= [r7! [7(Vi) N (V2)]]
= (Vi) N7(Va) esto se debe a la suprayectividad de 7.

Como Vi NV, = 0, entonces 7(Vy N Va) = 0, de lo anterior concluimos (c¢).

En resumen, para cualesquiera Dy, Dy € D con D; # D, mostramos la
existencia de dos subconjuntos abiertos y ajenos que contienen a Dy y Dy
respectivamente, por tanto, hemos probado que el espacio D es un espacio de

Hausdorft. ]

Teorema 2.27. Sea X un continuo. Si D es una descomposicion usc, entonces
D es un continuo.

Demostracion. Como el espacio X es métrico y compacto, se sigue por el
teorema 2.26 que el espacio D es metrizable y por tanto un espacio métrico.
Por otro lado, como 7 es continua y suprayectiva, entonces 7(X) = D es
compacto y conexo. Asi, D es un continuo. |

Ejemplos de descomposiciones usc

Ahora, podemos dar algunos ejemplos de cémo las descomposiciones usc pue-
den dar como resultado continuos interesantes. Los ejemplos 2.28-2.30 son muy
especificos. Los ejemplos del 2.31 en adelante son mas generales.

Ejemplo 2.28 (Espacio n-proyectivo). Sea n € N, definamos D la particién
de S™ (véase la definicién 1.19) como:

D={{z,—2}:2€ 5"}

a los puntos z y —z se les suele conocer como antipodales (los cuales son los
puntos extremos del didmetro que los contiene).
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Demostracion de que D es usc. Sea D = {z,—z} y sea U un abierto de S™ tal
que D C U. Mostraremos que existe un abierto V' de S™ el cual es D-saturado
tal que D C V C U. Como z, —z € U = S" N A, donde A es un abierto en
R"™™! entonces, exiten 7y, 75 > 0 tales que 2z € B,,(2) y —z € B,,(—2). Sea

V=5"nN (Br(z) U Br(_z))

donde r = min {ry, ro}. Podemos notar que D C V' C U con D un conjunto

D-saturado yaque V= |J  ({#,—z}) y el cual ademds es abierto en S".
2€S"NBy(2)
Se sigue por la porposicion 2.23 que la descomposicién D es usc. |

Por el teorema 2.27 se cumple que el espacio de descomposicion denotado
por P" es un continuo, llamado espacio n-proyectivo.

Ejemplo 2.29 (La banda de Mébius). Sea I? = [0, 1] x [0, 1] el cuadrado sélido
y sea D la particién de I? dada por:
D={{(z,0),(1—2z,1)}:0<z<1}U{{(z,y)}: 0<y<1}.

Entonces, se puede verificar que tal descomposicién D es usc.

x X1
< w
|74
v XXy
xx0
(1) Conjunto abierto en I? (2) Conjunto abierto en I?
cuando 0 < z < 1. cuando 0 < y < 1.

Figura 2.4: Representacién de abiertos en I*

Figura 2.5: Banda de Mobius.
Se sigue por el teorema 2.27 que el espacio de descomposicién es un continuo,

el cual se le conoce como la banda de Mdbius (véase la figura 2.3). Este es un
continuo que se considera como un ejemplo de superficie unilateral en R3.
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Ejemplo 2.30. Sea X el continuo sen (1) (véase la definicién 1.26). Por el
teorema 1.28 tenemos que X = R U W donde tales conjuntos se definieron en
ese teorema. Sea x € X, si x = (0,y) € RN ({O} X [O, %)) = P, definamos
D, ={(0,y),(0,1—y)}. Six € WU [R\ ({0} x [0,3))] = @ se define Dy =

{x}. Sea D la particién de X dada por:
D={D,: (0,y) e P}U{Dx:x€Q}.

Podemos notar que la particién D de X es usc. Asi que, el espacio de
descomposiciéon es un continuo segun el teorema 2.27, el cual se le llama el
M -continuo.

Figura 2.6: El continuo M.
Observemos la siguiente construccién general sencilla, que serd de gran
interés.

Lema 2.31 (El espacio X/A). Sean X un espacio topoldgico y A un subcon-
Junto cerrado no vacio de X. Sea Dy una particion de X dada por

Dy ={A}U{{z} 2 € X\ A}
Entonces, la descomposicion Dy es usc.

Demostracion. Mostraremos que la funcién 7 : X — Dy es una funcién cerra-
da. Sea C un subconjunto cerrado de X, consideremos los siguientes casos:

Casol. Si C = A, podemos notar que
7 DA\ 7 (C)] =n" [Da \ {A}]

—r [{{} s w € X\ 4]
—X \ A.

Donde X \ A es un subconjunto abierto de X.

Caso2. Si C' # A. Consideremos que C'N A = (), entonces se puede verificar
que:
1 [Da\ 7 (C)) =" [Da\ {{z}: w € C'}]
=r 1 {AYu{{z}: 2 X\ (AUC)}]
=X\C.
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Donde X \ C es un abierto de X. Por otro lado, consideremos el
caso cuando C'N A # (), entonces uno puede verificar lo siguiente:

m [Da\ 7 (C) =r 7 [Da\ ({A}U{{z} s 2 € O\ A})]
=7 ({{z}: ze X\ (AUO)})
=X\ (AUCQ).

Donde X \ (AU (') es un subconjunto abierto de X.

En cualquiera de los casos anteriores se sigue por la proposicién 2.22 que 7 (C')
es un cerrado de Dy. Por tanto, de la proposicion 2.23 tenemos que Dy es
usc. |

Denotaremos al espacio de descomposiciéon como X /A. Intuitivamente, pen-
samos en X /A como el espacio obtenido de X al reducir A a un punto (véase la
figura 2.7). Si X es un espacio métrico compacto entonces por el teorema 2.26,
X /A es metrizable. Si X es un continuo, también lo es X/A por el teorema 2.27.

¥ D,=X/A

°
A
° L o
°
° ®
[
{ ° ®

Figura 2.7: El espacio X/A.

Ejemplo 2.32 (El cono topolégico). Sea Y = X x [0, 1] donde X es un espacio
topoldgico v Y tiene la topologia producto. Sea

A={(z,1): z€ X }.

Entonces el espacio de descomposicion Y/A (véase el ejemplo 2.31) es llamado
el cono topoldgico sobre X y este se denota por T'C(X). El vértice de TC'(X) es
el punto A, y la base de TC(X) es el conjunto 7 ({(z,0) : = € X }), donde 7 es
la funcién proyeccién natural, aunque frecuentemente nos referimos a X como
la base de TC(X). Podemos mostrar, usando m, que T'C'(X) es arco conexo
y por tanto conexo. Por tanto, si X es un espacio métrico compacto, T'C'(X)
es un continuo, esto por el ejemplo 2.31. En el caso cuando X es un espacio
métrico compacto, TC(X) y el llamado cono geométrico son homeomorfos
(véase el teorema 3.7), por tanto, en tal caso, nos referiremos a TC'(X) como
el cono sobre X si no hay confusién.
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Demostracion de que TC(X) es conexo. Empleando la proposicién 1.22 mos-
traremos T'C'(X) es arco conexo, para este propdsito basta mostrar por [18, le-
ma 1.5, pag. 5] que todo elemento D € T'C(X) que no sea el vértice A € TC(X)
se puede conectar mediante un arco con puntos extremos A y D. Definamos
una funcién auxiliar, para D = {(z,t)} € TC(X)sea X : [0,1] = Y = X x[0, 1]
definida como

A(s) = (x,t+(1—1t)-s) paracadas e |[0,1]. (2.4)

La funcién descrita en (2.4) es continua ya que las funciones que la componen
coordenada a coordenada son funciones continuas, y es tal que A(0) = (z,t)
y A(1) = (z,1). Sea ahora, 7 : X x [0,1] — TC(X) la cual es una funcién
continua, definamos f : [0,1] — f([0,1]) € TC(X) como f(s) = (m o A)(s)
nétese que esta funcién es continua, ya que es la composicién de funciones
continuas y es tal que que

f(0) = 7(A(0)) = m(x,t) = D

F(1) = 7(A(1) = 7(z,1) = A.

Ademas, se puede mostrar que f es biyectiva. Por tanto, f ([0, 1]) es un arco
de un punto D € T'C(X) hasta el vértice A € TC(X). |

Ejemplo 2.33 (La suspensién topoldgica). Sea T'C'(X) el cono topolégico
con base B, la descomposicién del espacio TC'(B)/B (véase el ejemplo 2.31) es
llamada la suspension topoldgica sobre X la cual se denota por T'S(X). Cuando
X es un espacio métrico compacto, T'S(X) es un continuo por el ejemplo 2.31
y el ejemplo 2.32. En este caso, puesto que T'S(X) tiene una descomposicion
geométrica familiar, llamaremos a T'S(X) la suspension sobre X.

LIS

14

S/A=CT(X)
01+ eo0o00e0e0eeee ST(X)=CT(X)/B

X

Figura 2.8: La suspension topoldgica.
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La construccién presentada en la definicién 2.36 es una de las formas mas
importante para obtener nuevos espacios a partir de otros, antes de presentarla
daremos la siguiente definicion:

Definicién 2.34. Sean (X, Zx) v (Y, 9) espacios topoldgicos tales que X N
Y = (). La unidn libre de X y Y es el espacio topolégico (Z, 7;) donde Z =
X UY y 7, estd definida por la condicion:

Ue IysiysolosiUNX e IZxyUNY € %

La unién libre de X y Y se denota por X + Y.

Observacién 2.35. Un subconjunto C' C X 4+ Y es cerrado si y solo si C'NX
es cerrado en X y CNY es cerrado en Y (véase [6, proposicién 2.2.1]).

Definicién 2.36. Sean X, Y espacios topoldgicos tales que X NY =, A un
subconjunto cerrado no vacio de X, f : A — Y una funcién continua. Sea D
la particién de X +Y (véase la definicion 2.34) dada por:

D={{ypUf W :yef(A}u{{z} zeX+Y\[AUf(A)}

El espacio de descomposicion que se obtiene, se conoce como el espacio adjunto
de X e Y y se denota como X U; Y.

Intuitivamente, X y Y estdn cosidos a lo largo de Ay f(A), identificando
cada a € A con su imagen f(a) € Y (véase la figura 2.9). Podemos notar
que el espacio expuesto en el ejemplo 2.31 puede considerarse como un espacio
adjunto.

y
Cow
X+4Y
X

! Y

XUfY

Figura 2.9: El espacio adjunto X U; Y.
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Observacién 2.37. Sean X, Y son espacios topologicos como en la defini-
cién 2.34,

(i) si x es un elemento de X + Y, entonces = pertenece exactamente a uno
y solo uno de los siguientes conjuntos X \ A, A, f(A) o Y\ f(A), ya que
cada uno de esos conjuntos son ajenos entre si.

(ii) Para cada a € A, se cumple que 7(a) = 7(f(a)). En efecto, sea a € A,
podemos notar que f(a) € f(A), sea b= f(a) como a € f~'(b) tenemos

que
m(a) = {b} U f7'(b)

pero para b € f(A), tenemos que

n(b) = {b} U fH (D).

Por tanto, m(a) = 7(f(a)). De esto dltimo, podemos notar que para
a € A m(a) € 1(4) C 7(X) y que 7(a) = n(f(a) € T(f(4)) C 7(Y)
donde 7(a) € X Uy Y.

Teorema 2.38. Sean X,Y espacios topoldgicos tales que X NY = (0, A un
subconjunto cerrado no vacio de X y f : A = Y wuna funcion continua. Sea
7: X+Y = XUy Y la funcion proyeccion natural. Entonces

(1) Para cada C C X +Y se cumple que

mlr )] =CUf(CnAUff(CnAUfFHCNY) (25)

(2) Si C C X +Y es tal que C N X es cerrado en X, entonces w(C) es
cerrado en X Up Y si y solo si (CNY)U f(CNA) es cerrado en Y.

(3) Si f asocia subconjuntos cerrados de A sobre subconjuntos cerrados en
Y, entonces X Uy Y es una descomposicion usc de X +Y .

Demostracion. (1) Sea C' C X +Y, mostraremos ambas contenciones:

(C) Parax € n! [r(C)], entonces w(x) € 7(C), con lo cual 7(x) = 7(c)
para algin ¢ € C, notemos que ¢ € 7(z), por (i) de la observa-
cién 2.37 tenemos los siguientes casos:

(a) Siz € X\ A tenemos que ¢ € m(z) ={z}, conlocual x =c €
C.

(b) Siz e A, entonces f(z) € f(A) CY. Seay = f(x), tenemos
que ¢ € 7(x) = {5} U f-1(y). porlo que ¢ € {y} 0 c € 1 (y).
Si ¢ € {y}, entonces f(z) = ¢ € C, por tanto, f(z) e CNY,
asi, z € f71(CNY), yaquex € Ay estal que f(xr) e CNY.
Sice f'(y)={a€A: f(a) =y}, entonces ce CN Ay es
tal que f(c) = f(x). Por lo que z € f~1 (f(C' N A)).
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(c) Siz € f(A), entonces tenemos que ¢ € 7(z) = {x} U f~H{x}.
Sic € {z}, entonces x = c € C. Si

cefHat={a€A: fla) =2},
entonces ¢ € AN C y es tal que f(c) = z. Por tanto = €
HCNA).
(d) Si x € Y\ f(A), tenemos que ¢ € w(z) = {x}, con lo cual
r=ce(C.

En cualquiera de los anteriores casos, tenemos que
reCUfICNAUFTf(CNnA)UfHCNY).

(D) Seaxz e CUf(CNA)UfLFICNAJUFfFHCNY), tenemos los

siguientes casos:

(a) Siz € fFAACNY) C AC X C X +Y, entonces f(z) €
C'NY. Como x € A se sigue por (i) de la observacién 2.37 que
m(z) = 7(f(x)) con f(x) € C por tanto 7(z) € m(C) con lo cual
rentr(C)].

(b) Size fAf(CNA)]={a€A: fla) € F(ANC)} C X +Y,
entonces x € Ay es tal que f(z) € f(C'N A), por lo que existe
c € CNAtal que f(z) = f(c¢). Como z, ¢ € A se sigue por
(7i) de la observacion 2.37 que w(c) = w(f(c)) y w(z) = 7(f(z))

pero como f(z) = f(c) tenemos que 7(f(z)) = 7(f(c)) por lo
que 7(z) = 7(c) con ¢ € C por tanto z € 7! [x (C)].

c) Size f(CNA)CY C X+Y, entonces existe ¢ € CN A tal que
() q
f(c) = x. Como ¢ € A se sigue por (ii) de la observacién 2.37

que 7(c) = 7w(f(c)) pero w(f(c)) = m(x) por tanto m(x) = 7(c)
con ¢ € C por lo que 7(x) € 7 (C) con lo cual x € 7= [ (C)].

(d) Siz e C C X +Y, se sigue de inmediato que z € 71 [ (C)]

En cualquiera de los anteriores casos, z € 7! [r(C)].
(2) Mostraremos que

7 Hr(C))NY =(CNY)U fF(CNA) ()
T ONX=CnX)U [T r T (O)]NY] (%)

Por (2.5) del inciso anterior y observando que
fHfCend)) y f(eny)

son subconjuntos de X y sabiendo que X NY = () tenemos la primera
igualdad (x). Con argumentos similares podemos obtener la siguiente
igualdad

i rONX=CnX)Uftif(CnAUfCNY). (2.6)
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Por (%), tenemos que

[t m@OInY] = CnY)uf(CnA)
=/ CnY)Uff(CnA).

De esto tltimo y por (2.6) tenemos la segunda igualdad (**).

(=)

Supongamos que 7m(C') es cerrado en X UyY', como 7 es una funcién
continua, 77! [7(C)] es cerrado en X + Y, se sigue por la observa-
cién 2.35 que 71 [7(C)] NY es cerrado en Y pero por (x) tenemos

que (CNY)U f(CNA)es cerrado en Y.

Veamos que 7! [r (C')] es un subconjunto cerrado de X + Y, para
ello, por la observacién 2.35 basta mostrar que 7! [7 (C)] N X y
7~ [ (C)]NY son subconjuntos cerrados de X e Y respectivamente.
Por () y dada nuestra suposicién inicial se sigue que 7! [ (C')]|NY
es un subconjunto cerrado de Y. Como C' N X es un subconjunto
cerrado de X y ademaés f : A — Y es una funcién continua, entonces

fHCNY)YUf(ONA)]  (x*%)

es un subconjunto cerrado de A donde este ultimo es un subespacio
cerrado de X (véase [6, pag. 66]) con lo cual el conjunto en (k) es
cerrado en X (véase [6, pag. 66]). Se sigue por (xx) que 7! [r (C)]N
X es cerrado en X ya que es la unién finita de conjuntos cerrados
de X.

Por ultimo, como 7! [7 (C)] es cerrado en X + Y tenemos por la
proposicién 2.22 que 7 [77! [7 (C)]] = 7 (C) (la igualdad se da por
la suprayectividad de 7) es cerrado en X Uy Y siempre que

m XU Y\ [r [ (O] =X 4 Y \ 7 7 (O)

sea abierto en X +Y lo cual ya probamos, ya que es el complemento
de un conjunto cerrado.

(3) Por (2) de la proposicién 2.23 basta mostrar que la funcién

T X+Y > XUpY

es cerrada. Sea C' un subconjunto cerrado de X 4 Y, para exhibir que
7(C) es cerrado en X Uy Y, por el inciso (2) de esta proposicién es
suficiente mostrar que el conjunto (CNY)U f(CNA) es cerrado en Y. Se
sigue por la observacién 2.35 que (CNY) y (CNX) son cerrados en X e
Y respectivamente, nétese que (CNX)NA=CN(XNA)=CNACA
(yaque A C X) es un subconjunto cerrado en X ya que es la interseccién
de conjuntos cerrados, se sigue por [6, proposicién 2.1.1] que C'N A es
un subconjunto cerrado en A, dada nuestra suposicion inicial, f(C' N A)
es un subconjunto cerrado de Y, asi, el conjunto (CNY)U f(C'N A) es
un subconjunto cerrado de Y, puesto que es la union finita de conjuntos
cerrados en Y. ]
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Teorema 2.39. Sean (X,dx) y (Y,dy) son espacios métricos compactos no
vacios tales que X NY = 0, A un subconjunto cerrado y no vacié de X, y
f A=Y una funcion continua. Entonces X Uy Y es un espacio métrico
compacto.

Demostracion. Mostraremos primeramente que el espacio X +Y es metrizable.
Definamos d% : X? - Ry di : Y2 — R como:

dy(r,y) = min{l,dx(z,y)} y dx(v,y)=min{l, dy(z,y)}

respectivamente, las cuales se pueden verificar que son métricas sobre X e Y
respectivamente. Por tltimo, definamos p : (X +Y)? — R como:

dy(z,y) sizyeX,
plz,y) = dy(z,y) sizyey, (2.7)
1 en cualquier otro caso.

Podemos notar que p esta bien definida. Veamos que p satisface las condiciones
(M1)—(M3) de [22, definicion 5.2], las condiciones (M 1) y (M2) son evidentes
por lo que solo nos limitaremos a mostrar la condicién (M3), es decir, que para
cualesquiera z,y, 2z € X + Y se cumple que

p(x,y) < p(x,z) + p(z,y).

La desigual es inmediata siempre que x,y,z € X o que x,y,z € Y, asi que el
caso interesante es cuando no todos los puntos estan en X o en Y, consideremos
los siguientes casos:

(i) Supongamos que x € X y que y,z € Y entonces
plz,y) =1<p(z,2) + p(z,y) =1+dy(2,y).
(11) Supongamos ahora que y € X y que z,z € Y tenemos que
plr,y) =1< p(x,2) + p(z,y) = dy(2,2) +1
114) Por dltimo, si z € X y x,y € Y entonces
yxy
pl,y) = dy(z,y) <1 <plz,z) + p(z,y) =2

ya que para cuales quiera z,y € Y se cumple que dj (x,y) < 1.

Cualquier otro caso que pueda presentarse se reduce a los casos anteriormente
mencionados. Por tanto p es una métrica para X + Y.

Es momento de probar que X +Y es compacto, sea {Ga},c, una cubierta
abierta de X +Y donde para cada a € A, G, € J(p), y por tanto también
es una cubierta abierta para X Y respectivamente, puesto que X, Y C X +Y.
Como ambos son compactos, existen subconjuntos Ay = {ay,ag,...,ax} v
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k I
Ay = {B1, B, ..., B} de A tales que X C [JGo, y Y C | Gg,, nétese que
. =

=1
{G+} ea,un, €8 una cubierta abierta finita de X + Y.

Por ultimo, veamos que la descomposicion XU¢Y es semi continua superior,
por (3) de la proposicién 2.38 basta mostrar que la funcién f es cerrada lo cual
se sigue de inmediato por [5, teorema 2.1, pag. 226] ya que (A, T4, |4) es un
espacio topoldgico compacto, y (Y, 7, ) es un espacio de Hausdorff.

Asi, por el teorema 2.26 X Uy Y es metrizable y por tanto un espacio
meétrico, la compacidad de X Uy Y se debe a que la funcién proyecciéon natural

m: X +Y — X U;Y es continua y suprayectiva. |
A / Y
i/ﬂ 1y T oy
X« i XUY .
\X UsY
TOoix

Figura 2.10: Diagrama que muestra la relacién entre los espacios A, X, Y,
XUY y XUpY.

Teorema 2.40. Sean X, Y continuos tales que X NY =0, A un subconjunto
cerrado y no vacio de X, f: A =Y una funcion continua. Entonces X Uy Y
es un continuo.

Demostracion. Como X, Y son continuos, estos en particular son espacios
métricos compactos, los cuales son disjuntos, se sigue por el teorema 2.39 que
X Uy Y es un espacio métrico compacto. Resta mostrar que el espacio X Uy Y’
es un espacio conexo.

Como la funcién proyecciéon natural 7 : X +Y — X U; Y es continua, los
subconjunto 7(X),7(Y) de X U Y son conexos, afirmamos que:

(a) 1(X)Un(Y)=XUsY

(b) m(X)Um(Y) es conexo.
Note que 7(X)Un(Y) =7(X+Y) = XU, Y ya que 7 es suprayectiva, lo cual
prueba (a). Nétese que la familia que consta solo de los subconjuntos m(X) y

7(Y') de X Uy Y satisface las condiciones de [5, teorema 1.5, pag. 108] por (i)
de la observacién 2.37, esto prueba (b). Por tanto, X U; Y es un continuo. W
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Es momento de abrir un paréntesis, para abordar un concepto que sera de
gran utilidad para la demostracién del teorema 2.47.

Definicién 2.41. Sean (X, ), (Y, Zy) espacios topolédgicos. Una funcién
suprayectiva f : X — Y es llamada una funcidn cociente siempre que Z sea
la topologia mas grande que haga de f una funcién continua.

Proposicion 2.42. Sean X, Y espacios topologicos. Si f : X — Y es una
funcion suprayectiva, entonces la familia:

T(f)={UcCY: f1(U) es abierto en X }

es una topologia para Y, nos referiremos a la topologia 7 (f) como topologia
cociente. Mds ain, 7 (f) es la topologia mds grande en'Y para la cual f : X —
Y es continua, en adicion, si f es una funcion cociente entonces I (f) = Fy
donde Fy es la topologia mdas grande en Y de tal manera que hace de f una
funcion continua, es decir, los conjuntos U abiertos en 'Y son todos aquellos,
y solo aquellos, para los cuales f~1 (U) son abiertos en X.

Demostracion. Mostraremos primeramente que 7 (f) es una topologia para
Y, para ello verificaremos que se cumple las condiciones de [22, definicién 7.1]:

(T1) Notemos que f~1(0) =0y f~'(Y) = X los cuales son abiertos en X,
por tanto, 0, Y € 7 (f).

(T2) Sean U, V € F(f) entonces f~*(U), f~' (V) son abiertos en X, no-
temos que f~H({UNV)=fHU)Nf(V),as{, UNV € F(f).

(T'3) Sea {V,},c4 una familia de abiertos en Y, entonces {1 (V,)},c4 €5

una familia de abiertos de X, asf, |J f~' (V) es un abierto en X.
acA

Notemos que f~* ( U Va> = U 1 (Vo),ast, U Vo€ Z(f).

a€cA aEA acA

Por tanto, 7 (f) es una topologia para Y. Por otro lado, podemos observar
que la funcién f: (X, Zx) — (Y, 7(f)) (donde Fx es la topologia en X) es
continua por como se definié 7 (f). Supongamos que 7 es otra topologia en
Y para la cual f es continua, sea V € .7 entonces f~! (V) es un subconjunto
abierto en X, asi, por como se defini6 .7 (f), se tiene que V' € 7 (f). Por tanto,
T C T(f), lo cual muestra que 7 (f) es la topologia mas grande para la cual
f es continua.

Asumamos que f es una funcién cociente, entonces .73 es una topologia en
Y para la cual f es una funcién continua, pero 7 (f) es la topologia mas grande
en Y con esa propiedad, asi 7 C 7 (f). Por otro lado, también la topologia
7 (f) hace de f una funcién continua, pero % es la topologia més grande en
Y con esa propiedad, por tanto 7 (f) C F . Por tanto, 7 (f) = J. [
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Sif: X — Y esuna funcién continua, la continuidad de cualquier funcién
g : Y — Z implica la continuidad de la funcién g o f (siempre que esta este
definida), la propiedad fundamental, de hecho, que caracteriza a las funciones
cocientes es que el reciproco también se cumple, esto lo presentamos en el
siguiente teorema:

Teorema 2.43. Sean (X, Ix), (Y, %) espacios topologicos, f : X — Y una
funcion continua suprayectiva. Entonces f es una funcion cociente si y solo
si para cada espacio topolégico (Z, Ty) y para cada funcion g @'Y — Z, la
continuidad de g o f implica la continuidad de g.

Demostracion. (=) Asumamos que f: X — Y es una funcién cociente y que
go f: X — Z es una funcién continua donde g : Y — Z. Afirmamos que
para cada subconjunto A de Z se cumple que

(go /) (A =f"][g"(A)]. (2.8)

En efecto, tenemos que

(gof) " (A)=(ftog ) (A)=Ff"[g"(A)].

Veamos que g es continua, sea V' un subconjunto abierto de Z, tenemos
que (go f) (V) = f'[g7 (V)] es un subconjunto abierto de X. Se
sigue por la proposicién 2.42 que g~ (V) € % lo cual muestra que g es
continua.

(<) Deseamos mostrar que f : (X, 7x) — (Y, %) es una funcién cocien-
te, por la proposicién 2.42 basta mostrar que 7 (f) = Jy. Sea f* :
(X,7x) — (Y,.7(f)) donde f* = f y la cual es continua por la
proposicién 2.42. Consideremos la funcién identidad sobre Y, es decir,
idy : (Y, %) — (Y, % (f)), mostraremos que idy es continua. Veamos
que idy o f = f*, sea v € X entonces

(idy o f) () = idy (f(z)) = f(z) = [ "(2).

Como f* es continua se sigue, dada nuestra suposicion que idy es con-
tinua. Entonces por [5, ejemplo 2, pag. 79] tenemos que Z* C 5. Por
tanto, .y es la topologia mas grande para la cual la funcién f es conti-
nua. [

Notacion 2.44. Sean X, Y espacios topoldgicos. Si f: X — Y es un funcién
suprayectiva. Denotaremos por D, a la particién de X dada por {f~'(y) : y € Y }.
Veamos que en efecto la familia Dy es una particién de X. Dado que f es su-
prayectiva, entonces para cada y € Y existe z, € X tal que f(z,) = y por
lo que 7' (y) # 0. Sean f~'(y1), [~ (y2) € Dy tales que [~ (1) # [~ (2),
supongamos que existe z € f1(y;) N [~ (y2) entonces f(z) =y v f(x) = v,
como f es funcién y; = yo tenemos que f~'(y;) = f~'(y2) lo cual no es posi-
ble, por tanto, f~*(y1) N f~ (y2) = 0. Ademds, X = |J Dy por tanto Dy es una
particion de X .
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Un resultado 1til el cual se utiliza para mostrar el teorema 2.47 y el teore-
ma 3.7 es el siguiente.

Lema 2.45 (de transgresion). Sean X, Y, Z espacios topoldgicos, f: X —Y
una funcion cociente y g : X — Z una funcion continua. Asumamos que g es
constante en cada fibra f~* (y), si denotamos por z, € Z al inico elemento
del conjunto unitario g (f~'(y)) C Z y definimos una funcion h : Y — Z
como h(y) = z,. Entonces h es una funcion continua y en adicion el siguiente
diagrama es conmutativo.

X

Demostracion. Mostraremos primeramente que h o f = g. Sea x € X, puesto
que Dy es una particién de X, entonces z € f~!(y) para algin y € Y. Tenemos
que; (ho f)(x) = h(f(z)) = h(y) = 2,. Puesto que z, es el tnico elemento
del conjunto g (f~'(y)) y g(z) € g (f~*(y)) tenemos que 2z, = g(z) y por tanto
g = ho f. Como que g es continua, también lo es la funcién h o f donde f es
una funcion cociente, se sigue de la proposicién 2.43 que h es continua. |

Proposicién 2.46. Sean X un espacio topolégico compacto y Y espacio to-
pologico de Hausdorff. St f: X — Y es una funcion continua y suprayectiva,
entonces f es una funcion cociente.

Demostracion. Se sigue por [5, teorema 2.1, pag. 226] que f es una funcién
cerrada. Sea Z cualquier otro espacio topoldgico vy g : Y — Z cualquier otra
funcién, supongamos que g o f es continua, veamos que g es continua. Sea V'
un subconjunto cerrado de Z tenemos que f~! [¢g7! (V)] es cerrado en X (véase
la igualdad en (2.8) de la proposicién 2.43), como f es cerrada y suprayectiva
tenemos que f[f~1 [g7H(V)]] = g7 (V) es cerrado en Y, lo cual muestra que g
es continua. Se sigue de la proposicién 2.43 que f es una funcion cociente. M

Hasta aqui cerramos nuestro para paréntesis para presentar el siguiente
teorema, el cual muestra como obtener todas las descomposiciones de un es-
pacio métrico compacto dado. Simultdneamente, este proporciona una manera
de obtener descomposiciones usc especificas.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 2



2.3 Ejemplos de descomposiciones usc 42

Teorema 2.47. Sean X,Y espacios métricos compactos, f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Entonces Dy es una descomposicion usc de X
la cual es homeomorfa a'Y y en adicion el siguiente diagrama es conmutativo
(vease la figura 2.11).

Reciprocamente, cualquier descomposicion usc del espacio X es un espacio
métrico compacto, el cual es la imagen de X (bajo la funcion proyeccion natural

7).

Figura 2.11: Relacién entre los espacios X, Y, Dy.

Demostracion. Supongamos que la descomposicion Dy de X no es usc, entonces
para algin elemento f~! (yo) € Dy existe un abierto U de X con f~!(yo) C U
para el cual no existe un abierto V' de X que cumpla con las condiciones de la
definicion 2.17. De lo anterior, sea para cada n € N:

N (%,f1 (y0)> = {x € X:d(z,a) < % para algin a € f~' (o) }

Se sigue por [4, Lema 1.1.5, pag. 1] que para cadan € N, N (%,f*1 (yo)) es
un conjunto abierto de X y es tal que f~* (yo) C N (£, 7" (vo))-

Puesto que para cada n € N los conjuntos N (%, f‘l(y)) no satisfacen las
condiciones del conjunto V' de la definicién 2.17 se tiene que para cada n € N
existen

e 0N (L70) v weSlenD. @)

Por (2.9) se tiene que para cada n € N existe a, € f~'(yo) tal que
d(pn, an) < =. La sucesién de ntiimeros reales {d(pn, a,)},cy converge a 0 € R,
ya que dado un €* > 0 por la propiedad arquimediana, existe ng € N tal que
n—lo < ¢*, asi, para cada n > ng se cumple que

1
A(ns ) = 0] = d(pnyan) <~ <™.
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Ahora, nétese que {a, }nen s una sucesién en f~1 (y9) el cual es compacto (ya
que este tltimo es cerrado y esta contenido en el compacto X) por tanto esta
admite una subsucesién convergente a algin punto de f~! (y,), asumamos sin
perdida de generalidad que a, — p € f~' (yo). Afirmamos que p, — p, sea
e > 0 puesto que a,, = py d(pn, a,) — 0 entonces existen naturales Ny, Ny € N

5 5
tal que para cada n > Ny, Ny, d(a,,p) < 57 d(an, pn) < 3 respectivamente,

sea N = max {NNy, N} por la desigualdad triangular tenemos que para cada
n > N:

d(pn7p) < d(pna an) + d(an,p) < g —+ g = €.

De (2.9) se tiene que {gn }nen s una sucesiéon en X \ U el cual es un cerrado
de X y por tanto compacto (ya que X es compacto), entonces esta sucesion
admite una subsucesién convergente a algin punto en X \ U, de igual manera,
asumamos sin perdida de generalidad que ¢, — ¢ € X \ U. También, de (2.9)
podemos notar que para cadan € N se cumple que f(p,) = f(g,) (M), ahora,
puesto que f es continua, se sigue que f(p,) — f(p) donde f(p) = yo por tanto
f(pn) = o, por otro lado también se tiene que f(g,) — f(q), por (M) tenemos
que f(pn) — f(q), puesto que el limite de una sucesién es tinico se sigue que
f(q) = yo lo cual muestra que ¢ € f~'(yo) N (X \ U), esto contradice el hecho
de que f~!(yo) C U. Por tanto Dy es una descomposicién usc.

Como X es un espacio compacto y Dy es usc, se sigue por el teorema 2.26
que Dy es metrizable y por tanto un espacio de Hausdorff, también ¥ es un
espacio compacto, asi, para establecer un homeomorfismo entre Y e Dy por |5,
teorema 2.1, pag. 226] basta establecer una funcién h : Y — Dy continua y
biyectiva.

Definamos una funcién h apoyandonos de la funcién proyeccion natural
7 : X — Dy, para ello, notemos que para cada fibra f~(y) la funcién 7 es
constante, ya que para cadax € f~!(y), 7(z) = f~'(y), asi, definamos a h como
en el lema 2.45, podemos notar que f~'(y) es el tinico elemento del conjunto
7 (f~*(y)) y por tanto h(y) = f~!(y). La funcién h es continua por el lema de
transgresion (lema 2.45), resta mostrar que h es biyectiva. Sea f~'(yo) € Dy
podemos notar que h(yo) = f~'(yo) lo cual muestra que h es suprayectiva.
Sean y;,y; € Y tales que y; # s, tenemos que f~'(y;) N f~H(y2) = 0 con lo

cual
() N w2) =7 (F ) N (fH(we)) = 0.

Como los conjuntos 7 (f~*(y1)), 7 (f~*(y2)) C Dy son unitarios y ya vimos
que son ajenos se sigue que h(y;) # h(yz), lo cual muestra que h es inyectiva.
Esto establece la primera parte del teorema.

Reciprocamente, supongamos que P es una descomposicion usc de X, el
cual es un espacio compacto, por tanto, D es un espacio métrico por el teore-
ma 2.26, como 7 : X — D es continua y suprayectiva , tenemos que 7(X) = D
es compacto. |
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Capitulo 3

Modelos geométricos para
algunos hiperespacios

Aunque en el titulo de esta tesis tanto como de este capitulo aparece la palabra
hiperespacio, este no ha sido definido, por tal motivo, es momento de dar una
definiciéon adecuada para que en lo sucesivo se entienda tal concepto.

SN Hiperespacios de continuos

En topologia general, dado un espacio topolégico X existen varias formas de
obtener nuevos espacios topoldgicos a partir de este, por ejemplo: el espacio de
descomposicién 7 (D) descrito en la proposicién 2.3, cocientes de tipo X/A el
cual se presentd en el ejemplo 2.31 o bien, el conjunto potencia de X el cual
denotamos por P(X) por solo mencionar algunos. Es momento de considerar
un subconjunto particular de P(X) el cual se suele representar como 2% y cuya
definicion se da a continuacion.

Definicién 3.1. (1) Un compactum es un espacio métrico compacto.
(2) Sea X un compactum. Se definen los conjuntos 2% y C'(X) como:

(i) 2¥ = {A: A es un subconjunto cerrado y no vacié de X },
(1) C(X)={Ae€2¥: Aes conexo }.

(3) Sea X un compactum con métrica d. Deseamos definir una métrica apro-
piada para el conjunto 2%, para este propésito se define el siguiente con-
junto. Para cualesquiera A € 2% y ¢ > 0, sea

(c) Ny(e,A) ={z € X : d(z,a) < e para algin a € A}.
A tal conjunto conjunto se le conoce como la e-nube de A.
(4) Sea X un compactum. La funcién Hy : 2% x 2% — R dada por
(d) Hi(A,B) =inf{e >0: AC Ny(e, B) y BC Ny(e, A) }.

Tal funcién es una métrica para el conjunto 2% la cual se le suele conocer
como la métrica de Hausdorff inducida por d. El hecho de que H; sea un
métrica se debe por [18, teorema 1.15, pag. 11].

(5) Sean X un compactum y H (X) un subconjunto de 2. Al espacio to-
polégico (H (X), T (Hq)) donde F (H,) es la topologia inducida por la
métrica Hy es lo que conoceremos como un hiperespacio de X.
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En lo sucesivo, cuando se defina un hiperespacio para X estaremos asu-
miendo que este posee la topologia inducida por la métrica Hy. Si el lector
esta interesado en conocer mas sobre hiperespacios puede consultarse [18],
(23], [15] o [16].

Ejemplo 3.2. Sea X un continuo. Los conjuntos 2% y C(X) son hiperespacios
de X

Aunque existen una gran variedad de hiperespacios para un continuo da-
do X, en este capitulo solo trabajaremos con C(X). En particular, se desea
obtener el modelo geométrico para este hiperespacio cuando X es el continuo
conocido como la circunferencia con una espiral. Para precisar mejor lo ante-
rior, un modelo geométrico para un hiperespacio H(X) es un espacio topoldgico
Z homeomorfo a H(X) en donde los elementos de Z sean representados por
puntos (que regularmente estan en un n-espacio euclideo) y no por conjuntos
como lo es en H(X). En [23] se presenta el modelo geométrico de C'(X) cuan-
do X es un arco, S o un triodo simple. Desde luego que habra limitaciones
al momento de querer obtener un modelo geométrico, dada la naturaleza de
algunos continuos, incluso con estas limitaciones daremos la suficiente infor-
macién acerca de su hiperespacio, de tal manera que podamos hacernos una
idea de la anatomia de tales hiperespacios. Este capitulo se puede considerar
como la continuacién de lo expuesto en [23], asi que mi querido lector, antes de
continuar es recomendable (aunque no necesario) consultar dicha referencia.

Figura 3.1: La r-nube de un conjunto A € 2%
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C'(S) cuando S es la circunferencia con

una espiral

Definicién 3.3. La circunferencia con una espiral (véase la figura 3.2) es el
continuo S = S' U S donde S? es la circunferencia unitaria en R?

St={(z,y) eR*: * +y* =1},
y S es la espiral dada en coordenadas polares por
1
S={(rHeR’:r=1+4——y0>0,.
{<T ) AR TR }

En lo sucesivo la letra S serd reservada para referirnos a la circunferencia con
una espiral.

Figura 3.2: Circunferencia con una espiral.

Observacién 3.4. (1) Podemos representar a S mediante la parametrizacion
T :]0,00) — R? dada por

T(0) = ((1 + 1—ie) cos b, (1 + ﬁ) sine) :

Podemos notar que la funcién T es una funcion continua, también podemos
observar que 7' ([0,00)) = S.

(2) Se puede verificar que clgz (§) = S* U S, ya que S! contiene a todos los
puntos de acumulacién de S.

(3) Veamos que en efecto S es un continuo, este es compacto ya que S es
cerrado y acotado, es conexo ya que [0,00) es conexo en R y T' es una
funcién continua, asi, 7' ([0,00)) = S es conexo, se sigue que clgz (S) = S
€s conexo.

Mostraremos en el teorema 3.10 que C(S) (véase la definicién 3.1) es ho-
meomorfo al cono sobre S, para ello, recordaremos la definiciéon de cono sobre
un espacio y daremos su interpretacion geométrica.

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 3



47 Daniel Dominguez Malaga

SII Conos y conos geométricos

Definicién 3.5. Sea X un espacio topolégico. El cono sobre X, el cual de
denota como Cono (X), es el espacio cociente que se obtiene de X x [0, 1] al
reducir X x {1} a un punto; es decir, Cono (X) es el espacio cociente X X
[0,1]/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia sobre X x [0, 1] dada por

(xl,tl) ~ (.%'Q,tg) si y solo si (Il,tl) = (Ig,tg) (0] tl = tg =1.

El punto X x {1} de Cono (X) es llamado el vértice del Cono (X); el subcon-
junto X x {0} del Cono (X) se llama la base del Cono (X).

Observacion 3.6. La particién que induce la relacion de equivalencia ~ en
X % [0,1] no es mds que

Da ={A}U{{(z, D)} : (z,1) € (X x[0,1]) \ A}

donde A = {(z,1) : x € X } y por tanto Cono (X) = Dy (véase el ejemplo 2.31
y el ejemplo 2.32).

Teorema 3.7. Sea X un compactum, entonces el Cono (X) es topolégicamente
el mismo que el espacio G(X) donde G(X) es el espacio que resulta de la
siguiente construccion, ilustramos a G(X) en la figura 3.4:

Construccion de G(X):

Asumamos que X C E donde E = R" para algin n € N o
E =1%. Sea p € E un punto arbitrario pero fijo. Considere-
mos el espacio E x [0,1] y sea v = (p,1) y para cada v € X

sea
w={t-v+(1—1t) - (2,0): 0<t <1}

es decir, xv denota el segmento de linea recta en E x [0,1]
que va de (x,0) a v. Por dltimo, sea

G(X)=|JzvcEx0,1].

rzeX

Demostracion. Sea m : X x [0,1] — Cono (X) = D4 la funcién proyeccién
natural y definamos una funcién f: X x [0, 1] — G(X), como

flx,t)=t-v+(1—1)-(z,0) (3.1)
para cada (z,t) € X x [0, 1], podemos notar que:
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(7)

(i)

(iid)

f esta bien definida, ya que para cada (z,t) € X x [0, 1] se tiene que
f(x,t) € xv C G(X) ademds, podemos observar que f(x,t) es el tnico
elemento en G(X) que le corresponde a (z,t) € X x [0, 1].

f es suprayectiva pero f no es inyectiva, ya que para cada r € X
tomemos a t = 1 entonces f(x,1) = v lo cual muestra que f no es
inyectiva, para mostrar que f es suprayectiva, sea z € G(X), si x = v
como X # (), entonces existe al menos un zo € X tal que f(zg,1) =v
donde (zg,1) € Y x [0, 1], si  # v entonces existe x; € G(X) tal que
x € x1v por lo que x es de la forma

t1 'U+(1—t1) : (1'1,0)
para algun ¢; € [0, 1], sea (x1,%1) € Y x [0, 1] y notese que f(z1,t;) ==

f es una funcién continua. Mostraremos solo el caso cuando X es un
subconjunto de R™ ya que para el caso cuando X C I se hace de
manera similar. Sea (z,t) € X x[0,1] y sea {(x,,1,)},cy una sucesion
de X x [0,1] tal que (x,,t,) — (z,t) entonces x, — x y t, — t
respectivamente. Notemos que (¢, - p,t,) = (t-p,t) y (v — t,2z,0) —
(r — tx,0) y por tanto f(x,,t,) — f(z,t) esto muestra que f es
continua en (x,t) el cual fue arbitrario y por tanto f es continua.

Para establecer un homeomorfismo entre los espacios Cono (X) y G(X),
notemos primeramente que Cono (X) es un espacio topoldgico compacto, ya
que dado que la funcién 7 : X x [0, 1] — Cono (X) es continua y suprayectiva
y ademds X x [0, 1] es compacto, se sigue que el espacio Cono (X) es compacto
ya que 7 es una funcion continua y por otro lado podemos notar que el espacio
G(X) es un espacio de Hausdorff ya que este es un subespacio de R"™! | asi,
por [5, teorema 2.1, pag. 226] basta exhibir una funcién A : Cono (X) — G(X)
continua y biyectiva.

X % [0,1] —=— Cono (X)

e

G(X)

Figura 3.3: Relacion entre los espacios X x [0, 1], Cono (X) y G(X)

La funcién f es constante en cada fibra 77! (D) con D € Cono (X). En
efecto, solo tenemos los siguientes casos:

1. Si D = Adonde A = {(z,1): z € X } entonces f(z,1) = v para cada

(z,

1) € A

2. Si D = {(z,t)} donde t € [0,1) entonces f(z,t)=t-v+ (1 —1t)-(z,0).
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Asi, podemos definir una funcién h tal y como se hizo en el enunciado lema 2.45,
es decir, h : Cono (X) — G(X) como h (D) = zp donde xp representa al inico
elemento del conjunto f (7! (D)). Dado que 7 es una funcién cociente (véase
el resultado en la proposiciéon 2.7 ) y f es una funcién continua, entonces
por el lema de transgresién (véase el lema 2.45) la funcién h es continua.
Veamos ahora que h es biyectiva, sean Dy, Dy € Cono (X) tales que Dy # Ds,
consideremos los siguientes casos:

1.SiDy =Ay D ={(z,t)} conz € X y0<t< 1 Entonces h(D;) =
v=f(z,1)y h(Dsg) = f(x,t) con lo cual h (D;) # h(Ds).

2. Si D1 = {(xl,tl)} y DQ = {(l’g,tg)} donde X1, T2 € X y 0 S tl,tg < 1.
Puesto que D; # D, entonces (x1,t1) # (22,t2) por lo que z1 # 3 0
t1 # to. Si xy # w9 entonces f(z1,t1) # f(xq,tz) y por tanto h (D) =
f(z1,t1) # f(xe,t2) = h(Dsy). De manera similar se muestra si t; # t.

Esto ultimo, muestra que h es inyectiva. Para ver que h es suprayectiva, sea
r € G(X). Si x = v tomemos a A = {(z,1): x € X} de tal manera que
h(A) =wv. Si x # v, basta tomar a D = {(z,t)} conxz € X y 0 <t <1 con lo
cual h (D) = z. Esto ultimo establece el teorema. [

Respecto a la construccién dada en el teorema 3.7 daremos la siguiente
definicién:

Definicién 3.8. Sea X un compactum, el espacio G(X) que se obtiene como
en el teorema 3.7 se llama el cono geométrico sobre X, el punto v de G(X)
se le llama el vértice de G(X) (téngase en cuenta que la funcién h definida
en la demostracién del teorema 3.7 lleva el vértice del Cono (X) hacia v), por
ultimo, al subconjunto X x {0} de G(X) lo llamamos la base de G(X).

Figura 3.4: Representacién del cono geométrico G(X).
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El modelo para C(95)

El propésito de esta seccion es mostrar que G(S) es homeomorfo al Cono (5)
donde S es la circunferencia con una espiral (véase la figura 3.2) y por tanto
G(S) es el modelo geométrico para C(S), antes de llegar a eso, daremos la
siguiente notacion:

En lo sucesivo el simbolo 7 denotara al nimero pi (no confundir con T,
véase la definicion 2.4)

Notacién 3.9. Si S es la circunferencia con una espiral (véase la defini-
cién 3.3).

(1) Sea A un arco en S, £(A) denota la longitud de arco de A.

(2) Sean x,y € S tales que x # y. Si X,y € S entonces Xy denota el arco
en S de x a 'y véase la figura 3.5(1).

(3) Six,y € S! entonces xy denota el arco en S! en sentido antihorario
véase la figura 3.5(2).

(4) Para cualquier x € S, xx = {x}.

(5) Para cualquier x € S, xS* denota al subcontinuo mas pequeno de S
que contiene a S'U{x} (por tanto xS! &~ xX para cada x € S) véase
la figura 3.5(3).

Construiremos ahora un subconjunto Y de R3 como sigue (tal conjunto se
muestra en la figura 3.6):

(1) Sea r : S — S* dada por r(x) = ﬁ, es decir, 7 es la proyeccién
x

radial de S hacia S', de manera méas precisa, para cada x € S, r(x)
es el punto de S! que se encuentra en el segmento de linea recta en
R? que va desde el origen hasta x.

(2) Para cada x € S, sea xy, el punto en § mas cercano a x tal que
r(xxa;) = S'; sea Vi el segmento de linea vertical en R? (en este
caso consideraremos a R? = R? x R) que va (x,0) hasta (x, £(xxa,)),
podemos notar que para cada x € S, {(xXg;) > 2.

Sea

Y = (U{Vx L x € S}) U (S* x [0,2m]) . (3.2)

Podemos notar que Y & S x [0, 27].

Modelos del hiperespacio C(X) y Cono(X). Capitulo 3
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xry
Y \
b X X
(1) El arco xy en S* en color (2) El arco xy en S representado
amarillo. en color amarillo.
xXr

(3) El subcontinuo xS* de S, po-
demos observar comparando x.S*
con X de la figura 3.2 que estos
son homeomorfos.

Figura 3.5: Construcciones auxiliares.

,6
—
8
~
—
I
3
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' e
S X {27-[}\ £ ----‘:'Ts~

Figura 3.6: Representacion geométrica del conjunto Y.
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Teorema 3.10. Sea S la circunferencia con una espiral. Entonces C(S) ~
Cono (X) y por tanto G(S) es un modelo geométrico para C(5).

Demostracién. Vamos a definir un homeomorfismo f de C(S) \ {S'} sobre
Y\ (S! x {2nt}) para luego “extender” f a un homeomorfismo h de C(S5)
sobre el espacio cociente Y/ (S! x {27}) el cual se obtiene de Y reduciendo
St x {27t} a un punto. Finalmente, veremos que

Y/ (S* x {2n}) ~ Cono (X).

La funcién f la conforman dos funciones o y 3 las cuales definimos a conti-
nuacion:

La funcién a: Definimos o : C'(S') \ {S*} — S! x [0, 27) como sigue. Para
cada x € S, consideramos

Ac={xy:yeS'},
y sea ay : Ax — {x} x [0,2m) dada por
ax(xy) = (x,4(x,y)) para cada xy € Ay.
Entonces a(xy) = ax(xy) para cada xy € C(S*) \ {S'}.

La funcién 3: Definiremos una funcién 8 : C(S)\ C(S') = U{Vx: x€ S}
como sigue. Para cada x € S sean:

Bl ={xy:y€xxo} (3.3)

Bi={xy:ye€ (x:S")NS}uU{xS'}. (3.4)
Nétese que Bl y B2 son arcos en C(S) tal que
Bl N B2 = {xxa}.

Para cada x € S, definamos los subarcos, V! y V2 de V4
como sigue:

V5= {x} x [0,2n],
V2= {x} x [2m, {(xX2,)].

Ahora, para cualquier x € S, sea (L : BL — V! (el cual sera
un homeomorfismo) dada por

Blixy) = (X, g(jTﬂ) -E(xy)) para cada xy € B. (3.5)
27
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y consideremos los siguientes conjuntos:

B = J{B:xeS},

:U{VXI:XES},

y sea B! : B! — Vi (el cual sera un homeomorfismo) dada por
B'(xy) = BL(xy) para cada xy € B (3.6)

y definamos a los conjuntos:

B2IU{B)2(:XES},
Vo2 xes)

Podemos notar que B2 y V? son homeomorfos; sin embargo,
lo que necesitamos es definir un homeomorfismo % : B? — /2
“que se comporte bien”, definamos entonces un homeomorfis-
mo 3? mediantes los siguientes homeomorfismos ¢, : B?> —
Sx[1,2] y g9 : V?— 8 x [1,2] donde ¢, esta definido como
sigue:

2((xy)
XXor) + (Xy)

p1(xy) = (X, T ) para cada xy € B> (3.7)

y

¢1 (xS") = (x,2) para cada xS' € B (3.8)
v @9 esta definido como:
t—27n
0(xX2r)
Sean ahora 32 = ,' o ;. Podemos notar que 32 es un ho-

meomorfismo de B? hacia V2, también 5% concuerda con (!
en B! N B? puesto que para cada x € S se tiene que

pa(x,t) = (X, + 1) para cada (x,t) € V2 (3.9)

B (xxam) = 03" 01 (xx0m)] = 03" [(x, 1)] = (x, 2)

B (xx9n) = PL(xX2n) = (X, 27).
Ya estamos en condiciones de definir el siguiente homeomor-

fismo 5 : C(S)\ C(S') = U{Vx: x € S} dado por:

| BYA) si AeB!
Bid) = {52(A) si Ae B2 (3.10)
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Finalmente, definamos f : C'(S) \ {S'} — Y\ (S! x {27}) como sigue:

: 1 1
F4) = {a(A) si AeC(s )\{Sl}, (311)
B(A) st AeC(S5)\C(Sh).
Podemos notar que f es un homeomorfismo. Nétese que no podemos extender
f a una funcién continua de C(S) en Y, cada punto de S* x {27t} tendria que
ser el valor de tal extensién en el punto S* de C(S), este es el tinico problema
a la hora de extender a f a un homeomorfismo a todo C(S). Por tanto, el
siguiente paso es algo natural, sustituyamos a S' x {27t} a algo de un solo
punto.
Sea Z el espacio cociente que se obtiene de Y reduciendo S* x {27t} a un
punto, el cual denotamos por v. Sea ¢ : Y — Z la funcién cociente (recordemos
que los puntos de Z son clases de equivalencias) en este caso, tenemos que:

{y} st yeY\(S"x{2n}),
= 3.12
a0v) { v st yeStx{2n}. (3.12)
Definamos entonces h : C'(S) — Z como sigue
: 1
Ay =49° f4) o 475, (3.13)
v si A= St

h es un homeomorfismo de C(S) sobre Z.

Mostraremos ahora que Z ~ G(S). Sea G(S) el cono geométrico sobre S
con vértice ((0,0),2m) véase la figura 3.7(1), antes de empezar daremos la
siguiente notacion y definiremos algunas funciones auxiliares:

(a) Respecto a G(S), sea v : S — [m, 27) un homeomorfismo (como vere-
mos mas adelante, la eleccién de 7t como primer punto del rango de ~
no es de importancia, cualquier punto ¢ > 0 tal que t < 27t también
funcionarfa bien). Para cada segmento de linea recta xv en G(S) tal
que x € S, sea py el punto de xv en la altura de y(x). Por tanto,
los puntos pyx giran en espiral alrededor de G(S) en una trayectoria
continua y creciente que se dirige hacia v a medida que los puntos x
avanzan alrededor de S.

(b) Respecto a Z. Recordemos que g es la funcién cociente de Y sobre Z,
en la figura 3.6 y en la figura 3.8 indican implicitamente que para cada
x = (2,0) € § x {0} (véase la figura 3.7(2)), ¢ (Vi) es el segmento de
linea recta de x (donde x = ¢(x)) a q(x, {(xXa,)). Seae = (2,0) € Sy
sea te el cual denota a la tercera coordenada (altura) de g(e, ((eeay)).
Consideramos que el punto (e, £(eesy,)) es el punto en la parte superior
del lado derecho de Z en la figura 3.8; en particular, t, > 27 Sea
A S — (27, te] un homeomorfismo tal que para cada x € S\ {e},
A(x) es estrictamente menor que la tercera coordenada de g(x, £(xx2r))
(el cual es el punto en la parte superior de ¢(Vy)). Para cada x € S,
sea zy el punto de ¢(Vx) a la altura \(x).
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Ahora, vamos a describir un homeomorfismo g : G(X) — Z como sigue, para
cada x € §, g mapea xv en Z de la siguiente manera: g(x) = x; g mapea el
segmento de linea recta pyv en una espiral, S, , el cual comienza en zy (en
este caso zx = g(px)) y termina en v, y ademaés, es asintética a la espiral S,
en la parte superior de Z de la figura 3.8, cuando x = e, g mapea pev hacia
la espiral S, . Elijamos a la espiral S, para toda x € S, tenemos que g es un
homeomorfismo de |J {xv : x € S} hacia Z \ (S! x [0, 2n)), para definir g en
el resto de G(X) es mas sencillo: note que de la figura 3.8 y de la figura 3.7(1),
que
G(S") = ¢ (5" x [0,2n]).

Sea g : G(S') — ¢ (S* x [0, 27]) la funcién identidad. Una vez definido g sobre
todo G(X), podemos notar que g es un homeomorfismo de G(X) hacia Z.

Hemos probado que C(X) ~ Z mediante la funcién h (véase 3.13) y tam-
bién que Z ~ G(X) mediante la funcién g (la cual se definié en el parrafo
anterior). Se sigue por el resultado expuesto en el teorema 3.7 que G(X) ~
Cono (X)) y por lo tanto C(S) ~ Cono (S). Por tanto, G(S) (véase la figu-
ra 3.7(1)) es el modelo geométrico para C(S). [

\C (x, 14 (Il"zﬂ))

o :| (z,2m)
\

Stx {ompdpA----11

VML Lot (x,0)

(1) El cono geométrico G(S). (2) Representacién del conjunto Y.

Figura 3.7: Construcciones auxiliares
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Figura 3.8: Aqui se muestra como se veria Z si este se obtuviera de Y de
una forma geométrica mas natural, es decir, como el resultado final de una
deformacién de R? que tira de S' x {27} a lo largo de circulos concéntricos
hasta el punto v = ((0,0), 2m).
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SRW La pregunta de Knaster

En 1952 B. Knaster planted la siguiente pregunta ;Si X es un continuo con
la propiedad del punto fijo (véase [15, ejercicio 1.19, pdg. 11]), entonces C'(X)
debe tener también tal propiedad? Estudiaremos como el resultado en el teo-
rema 3.10 condujo de alguna manera a una respuesta.

Si S es la circunferencia con una espiral (véase la figura 3.2), Ronal Knill
demostr6 que el Cono (S) no tiene la propiedad del punto fijo (véase el |9,
teorema 3.1, pag. 42]), una prueba mds accesible se puede encontrar en |2,
teorema 21, pag. 129]. Usando el resultado mostrado por Knill y el resultado
expuesto en el teorema 3.7, Rogers observé que C(S) no tiene la propiedad
del punto fijo (véase [19, pag. 282]). De hecho este fue el primer ejemplo de un
continuo cuyo hiperespacio no tiene tal propiedad; no obstante, este ejemplo
aun no responde a la pregunta planteada por Knaster, puesto que el continuo
S tampoco tiene la propiedad del punto fijo. Sin embargo, consideremos la
extensién natural de S la cual se obtiene agregando el disco unitario D de S,

es decir,
D={(z,y) eR*: 2> +y*<1}.

El continuo S U D (véase la figura 3.9) tiene la propiedad del punto fijo pero
C (S U D) no tiene esta propiedad (este resultado se puede encontrar en [17]),
la idea de tal prueba es mostrar que C(S) es una retraccién de C(SUD) (véase
[15, ejercicio 1.21, pag. 12]); una prueba de que S U D tiene la propiedad del
punto fijo se puede encontrar en [2, teorema 12, pag. 123].

Figura 3.9: El continuo S U D.
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SNl , Cuando C'(X) es homeomorfo a Cono (X)?

Es natural preguntarse que continuos X tienen la propiedad C'(X) &~ Cono (X).
Uno puede pensar que el planteamiento de tal pregunta surge de lo expuesto
en el teorema 3.10, sin embargo, esta proviene de la siguiente similitud muy
general entre C'(X) y el Cono (X): notemos primeramente que existen arcos en
el Cono (X) que van desde la base del Cono (X) hasta el vértice del Cono (X),
es decir, los arcos yv que estan en G(X). De manera similar, existen arcos
en C(X), llamados arcos ordenados que van desde Fj(X) hasta X (véase |8,
teorema 14.6, pag. 112]).

Figura 3.10: arcos ordenados en Fi(X).

A pesar de esta similitud entre C'(X) y el Cono (X) que hemos mencionado
anteriormente, estos espacios son de naturaleza totalmente diferente, esto se
puede observar mejor en los modelos geométricos presentados en las secciones
5y 6 del capitulo 2 de [8], los resultados en [8, ejemplo 5.1, pag. 33] y en [8,
ejemplo 5.2, pdg. 35] son excepciones ya que muestran que C(X) ~ Cono (X)
cuando X es un arco (véase la definicion 1.6) o una curva cerrada simple (véase
la definicion 1.19).

Una diferencia especifica entre C'(X) y Cono (X) que vale la pena men-
cionar, es, la dimension, la cual denotaremos como dim (X). Una definicién
adecuada para este concepto se puede encontrar en [18, §1.7, pag. 35]. De un
lado tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3.11 ([16, Lema 8.0, pag. 301]). Sea X un continuo tal que dim (X) <
00, entonces dim [Cono (X)] = dim (X)) + 1.

Por otro lado, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.12 ([12, Teorema 2.1, pag. 2773]). Sea X un continuo tal que
dim (X) > 2, entonces dim [C' (X)] = c0.

Por lo tanto tenemos el siguiente resultado motivado por el teorema 3.11 y
el teorema 3.12.

Teorema 3.13 ([16, Teorema 8.17, pag. 311]). Si X es un continuo de dimen-
sion finita tal que C(X) =~ Cono (X), entonces dim (X) = 1.

La suposicién de que X sea de dimension finita es necesaria en el teore-
ma 3.13, ya que como se muestra en el siguiente ejemplo, existen continuos X
que tiene la propiedad C'(X) = Cono (X) pero que dim (X) = oo.

Ejemplo 3.14. Sea > el cubo de Hilbert (véase la definicién 1.24). Por un
lado se tiene que por [8, teorema 11.3 (2), pag. 89|, C' (I*°) ~ I* y por [8,
ejercicio 9.7, pag. 79] se tiene que, > & Cono (I*°) y por tanto, C' (I*) ~
Cono (1) pero, dim (I*°) = oco.

Los continuos indescomponibles (véase la definicién 1.35) juegan un pa-
pel importante al intentar determinar que continuos X tienen la propiedad
C(X) ~ Cono (X), esto se muestra en el teorema 3.17.

Aunque uno pueda pensar que todos los continuos no degenerados son des-
componibles, esto esta lejos de ser el caso. La mayoria de los continuos en R"
(n > 2) son hereditariamente indescomponibles, donde por mayoria significa
que forman un conjunto G denso de puntos en el hiperespacio C (R") (véase
[16, teorema 19.27, pag. 613]). Los siguientes resultados de Bing senalan la
abundancia asi como la diversidad de continuos hereditariamente indescompo-
nibles:

Teorema 3.15 ([1, Teorema 4, pag. 270]). Existen continuos hereditariamente
indescomponible de dimension infinita en I°° y existen continuos hereditaria-
mente indescomponibles de dimension n en R,

Teorema 3.16 ([1, Teorema 5, pag. 270]). Cada continuo de dimension n+ 1
contiene un continuo de dimension n y hereditariamente indescomponible.

Continuamos con nuestra discusién de cuando C'(X) ~ Cono (X) donde
X es un continuo, la cual se va a centrar en el siguiente teorema:

Teorema 3.17 ([20, Teorema 8, pag. 286]). Si X es un continuo de dimension
finita tal que C(X) =~ Cono (X), entonces X contiene a lo mds un continuo
indescomponible no degenerado.
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En vista del teorema 3.17, los continuos de dimension finita, X, tales
que C(X) = Cono (X) estdn més cerca de ser hereditariamente descompo-
nibles. Por lo tanto, es totalmente natural considerar la siguiente pregunta:
. Que continuos hereditariamente descomponibles X tiene la propiedad de que
C(X) =~ Cono (X)? Esta pregunta se responde en el siguiente teorema:

Teorema 3.18 ([14, Teorema 1.1, pag. 322]). Sea X un continuo hereditaria-
mente descomponible. Entonces, C'(X) =~ Cono (X) si y solo si X es uno de
los siguientes continuos:

(1) Elintervalo cerrado [0, 1] (véase la figura 3.11(1)).

(2) So donde este es la cerradura del conjunto W el cual es descrito en la
definicion 1.26 (véase la figura 3.11(3)).

(3) S} =8'={(z,y) e R*: 22 +y* =1} (véase la figura 3.11(2)).

(4) S5 donde este es Sy identificando los puntos (0, —1) y (1,sen[1]) (véase
la figura 3.11(4)).

(5) S3 donde este es la union de Sp y {(z,sen [1]) : =1 <z < 0} identifi-
cando los puntos (1,sen[l]) y (—1,sen[—1]) (véase la figura 3.11(5)).

(6) (SP); donde este es la unién de S* y el conjunto {(1+1)-e":t>1}
(véase la figura 3.11(6)).

(7) (SP)y donde este es la union de (SP)y y el conjunto

(1) )

identificando los puntos 2e"* y (0,0) (véase la figura 3.11(7)).

(8) (SP)s donde este es la unién de (SP)1 y el conjunto

(R

identificando los puntos 2¢** y (0,0) (véase la figura 3.11(8)).
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(1) (2)
(3) (4)
(5) (6)
O ©)
(7) (8)

Figura 3.11: Continuos con la propiedad C'(X) ~ Cono (X).
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