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Introduccion

En este trabajo presentamos algunas resultados relacionados
con la propiedad del punto fijo.

En el Capitulo 1 vemos alguna notacion que empleamos a
lo largo de esta tesis, y algunos resultados necesarios para su
dearrollo como son el concepto de homeomorfismo, invariante
topoldgico y conexidad, finalizando con el concepto de continuo;
y algunos ejemplos de ellos.

En el Capitulo 2 vemos que la propiedad del punto fijo es un
invariante topolégico, usamos este resultado para demostrar que
un arco tiene la propiedad del punto fijo. También vemos un re-
sultado que nos dice una forma de determinar cuando un espacio
métrico compacto tiene la propiedad del punto fijo, usando este
hecho demostramos que el continuo sen(2) y un cubo de Hilbert
tienen la propiedad del punto fijo. Ademas, vemos el concepto
de retracto y demostramos que todo retracto de un espacio to-
poloégico con la propiedad del punto fijo, también tiene la propie-
dad del punto fijo. En la Seccién 2.2 hacemos un breve estudio
sobre los continuos encadenables, y probamos que ellos tienen la
propiedad del punto fijo. En la Seccién 2.3 nos enfocamos en los
continuos tipo arco, analizamos el concepto de funcién universal
y vemos la relacién que tiene con la propiedad del punto fijo, de
esta manera demostramos que los continuos tipo arco tienen la
propiedad del punto fijo. En la Seccion 2.4 vemos a los conti-
nuos llamados arboles; para demostrar que tienen la propiedad
del punto fijo hacemos uso de un resultado que dice cuando la
unién de dos continuos con la propiedad del punto fijo, tiene
la propiedad del punto fijo. En la Secciéon 2.5 demostramos que
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los continuos llamados dendritas tienen la propiedad del punto
fijo, para esto, vemos un resultado que nos ayuda a manejar a
las dendritas a partir de arboles contenidos en ellas. En la Sec-
cion 2.6 nos enfocamos en el Lema de Sperner, este resultado
fue aportado por Emanuel Sperner en 1928. En la Seccién 2.7
estudiamos una prueba del Teorema del punto fijo de Brouwer
que nos dice que una 2-celda tiene la propiedad del punto fijo,
para realizar su demostracion usamos el Lema de Sperner.

Cristina Sanchez Lépez

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
30 de junio de 2014.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enunciamos algunos conceptos y resultados
que son necesarios para el desarrollo de esta tesis. En todo este
trabajo si X es un espacio topoldgico y A un subconjunto de
X, los simbolos A, Fr(A) e Int(A) denotan la cerradura de A,
la frontera de A y el interior de A en X, respectivamente. Si
ACY C X, entonces Ay, Fry(A) e Inty(A) denotan la cerra-
dura de A, la frontera de A y el interior de A en el subespacio
Y de X, respectivamente. El didmetro de A, lo denotamos por
didm(A). Como es usual, los simbolos (), N, R y R", representan
el conjunto vacio, el conjunto de los niimeros naturales, el con-
junto de los nimeros reales y el n-ésimo producto cartesiano de
R, respectivamente. Un espacio topoldgico es no degenerado
si tiene mas de un punto. Mencionamos que en todo este traba-
jo cuando tratemos con subconjuntos de R", los consideramos
con la topologia Euclidiana. Sean X un espacio topolégico y
p € X; un subconjunto V de X es una vecindad de p si existe
un conjunto abierto U en X tal que pe U C V.

El siguiente resultado se usa continuamente durante el desa-
rrollo de la topologia.

Teorema 1.1. St A y B son conjuntos cerrados de un espacio
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2 Preliminares

topologico X, Y es un espacio topologico arbitrario y f: A —Y
y g: B —Y son funciones continuas tales que flang = glans,
entonces la funcion h: AUB — 'Y, definida para cada x € AUB,
por
h(z) = { f(x), s? r € A,
g(x), si x € B.

es continua.

Demostracion. Supongamos que C' es un conjunto cerrado en Y,
por la continuidad de f, tenemos que f~}(C) es cerrado en Ay
como A es cerrado en X, tenemos que f1(C) es cerrado en X.
De manera similar podemos probar que g~ !(C) es cerrado en B
y asi en X.

Notemos que h™1(C) = fHC)U g (C) y que f~1(C)U
g H(C) es cerrado en X tal que h™1(C) = (fHC)u g (C)) N
(AU B), luego h™1(C) es cerrado en AU B. Por lo tanto, h es
continua. ]

Definicion 1.2. Sean X, Y espacios topologicos y f: X — Y
una funcion, f es un homeomorfismo de X en'Y si f es
biyectiva, es continua y f~' es continua.

La palabra homeomorfismo viene del griego 6uotos (homoios)
= misma y poppn (morphe) = forma.

Definicién 1.3. Sean X y Y espacios topologicos, X es ho-
meomorfo a Y si existe un homeomorfismo de X en'Y.

Las propiedades de estos espacios que se conservan bajo ho-
meomorfismos se denominan invariantes topoldgicos. En la
categoria de espacios topoldgicos, los morfismos son las funcio-
nes continuas y los isomorfismos son los homeomorfismos. Conse-
cuentemente, la composiciéon de dos homeomorfismos es de nuevo



un homeomorfismo, y el conjunto de todos los homeomorfismos,
h: X — X forman un grupo llamado grupo de homeomorfis-
mos de X, que suele denotarse como Homeo(X). De modo intui-
tivo, el concepto de homeomorfismo refleja cémo dos espacios
topoldgicos son “el mismo” vistos de otra manera: permitiendo
estirar, doblar, cortar y pegar. Sin embargo, los criterios intuiti-
vos de “estirar”, “doblar”, “cortar” y “pegar” requieren de cierta
practica para aplicarlos correctamente. Deformar un segmento
de linea hasta un punto no esta permitido, por ejemplo, contraer
de manera continua un intervalo hasta un punto es otro proceso
topolégico de deformacion llamado homotopia.

Una de las principales propiedades topoldgicas es la nocion
dada en la Definicion 1.5 pero antes de hablar de ella damos un
concepto necesario.

Definicién 1.4. Sea X un espacio topoldogico. Una separacion
de Xes un par de conjuntos U y V abiertos en X, no vacios,
ajenos tales que X = U UV

Definicién 1.5. Un espacio topoldogico X es conexo si no existe
una separacion de X .

La conexidad representa una extensiéon de la idea de que un
intervalo es todo “de una pieza”’. Un espacio topoldgico puede
no ser conexo, por ejemplo, la uniéon de dos intervalos ajenos no
es conexo pero podemos ver que cada punto tiene una vecindad
que es un conexo, esto motiva la siguiente nocion.

Definicién 1.6. Un espacio topologico X es localmente cone-
xo en x € X st para cada vecindad U de x, existe una vecindad
conexa V de x contenida en U. El espacio topologico X es lo-
calmente conexo si X es localmente conero en cada punto

z e X.
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Notemos que la conexidad local es un invariante topologico.

Definicién 1.7. Sea X un espacio topologico, un subconjunto
C de X es una componente de X si cumple las siguientes
condiciones.

1. C es conexo y

2. st B es un subespacio conexo de X tal que C' C B, entonces
B=C.

Es decir, C' es un subespacio conexo mazrimal.

Evidentemente, un espacio topolégico con una componente
es conexo.

Definicién 1.8. Un continuo es un espacio métrico no vacio,
compacto y conexo.

Al igual que la metrizabilidad, la conexidad y la compacidad
son invariantes topoldgicos; de aqui, la nocién de continuo es un
invariante topolégico. Veamos algunos ejemplos de continuos.

Ejemplo 1.9. 1. Un arco es un espacio topologico que es ho-
meomorfo al intervalo cerrado [0,1], como éste es un con-
tinuo, un arco también es un continuo.

2. Una curva cerrada sitmple es un espacio topoldgico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria

' = {(z.y) € B2 2”447 = 1},

como S' es un continuo, una curva cerrada simple también
es un continuo.



3. Una n-celda es un espacio topologico homeomorfo a
B" ={(x1,...,2,) €ER": 2% + .-+ 22 < 1},

como B™ es un continuo, una n-celda también es un conti-
nuo.
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Capitulo 2

Punto fijo

La propiedad del punto fijo se puede definir en cualquier espa-
cio topolégico. La compacidad ayuda de manera muy importante
para tratar este tema, aunque se puede hacer teoria del punto
fijo en forma mas general, los continuos son un ambiente muy
apropiado para desarrollarla. Como se sabe, la teoria del punto
fijo influye en muchas ramas de las matematicas. Los resulta-
dos mas conocidos por los matematicos, en general, se ubican
en las Ecuaciones Diferenciales y en el Andlisis Matematico. La
pregunta que tiende el puente principal entre la teoria de los
continuos y la teoria del punto fijo es: jcudles continuos tienen
la propiedad del punto fijo? La propiedad del punto fijo suele ser
voluble. Es muy comin encontrar en ella resultados inesperados
y esta llena de contraejemplos. En 1969, R. H. Bing expuso, lo
que se sabia y lo que no se sabia acerca de la propiedad del punto
fijo en continuos. Su articulo “The elusive fixed point property”
[1] brindé un panorama muy preciso de los principales resultados
que se conocian sobre el tema, sus ejemplos mas sobresalientes y
sus problemas abiertos. Este articulo fue una guia indispensable
para todo aquél que queria trabajar en esta area. Afortunada-
mente, en 2007, Charles L. Hagopian, uno de los expertos més
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8 Punto fijo

reconocidos en este tema, escribié un articulo excelente y muy
bien documentado de lo que se ha hecho desde 1969 con los pro-
blemas que planted Bing; a cuarenta y cinco anos de distancia, la
teoria del punto fijo en continuos sigue dando sorpresas y confir-
mando su caracter veleidoso. En general, es dificil predecir si la
propiedad del punto fijo se conserva bajo ciertas operaciones en-
tre continuos. Estas ideas y todavia mas, que nos informan sobre
la propiedad del punto fijo las podemos encontrar, por ejemplo,
en el articulo de Alejandro Illanes denominado “La veleidosa
propiedad del punto fijo” [7].

2.1. Propiedad del punto fijo

En esta tesis presento las ideas de la teoria de la propiedad
del punto fijo que me son mas faciles de entender.

Definicién 2.1. Sean X un espacio topologico y f: X — X
una funcion continua. Un punto p € X es un punto fijo de f
si f(p) = p. Un espacio topoldgico X tiene la propiedad del
punto fijo si toda funcion continua de X en X tiene un punto

fijo.

Veamos un primer resultado sobre esta propiedad, la cual nos
es de ayuda para resultados posteriores.

Teorema 2.2. La propiedad del punto fijo es un invariante to-
poldgico.

Demostracion. Sean X y Y espacios topologicos, donde X tiene
la propiedad del punto fijo, f: X — Y un homeomorfismo y
g: Y — Y una funcién continua. Como f, f~! y g son continuas,
tenemos que f~logo f: X — X es continua. Sea x € X un
punto fijo de la funcién f~togo f, luego (f togo f)(z) = z, esto
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implica que g(f(x)) = f(x). Si tomamos ay = f(x) tenemos que
g(y) = y. Por lo tanto, Y tiene la propiedad del punto fijo. [J

Teorema 2.3. Si X es un espacio topoldgico que tiene la pro-
piedad del punto fijo, entonces X es conexo.

Demostracion. Supongamos que X no es conexo. Luego, existen
U y V conjuntos no vacios abiertos en X tales que UNV = ()
y X =UUV.Sean ug € U, vg € V'y f: X - X una funcién
definida, para cada x € X, por

f(x):{vo’ st x e U,

ug, st x € V.

Veamos que f es continua. Para esto, sea y € X, luego y € U
oy € V.Siy e U, tenemos que f(y) = vg. Sea W un abierto
en X tal que vy € W, luego f~H(W) = U que es un abierto
en X, esto implica que f(U) = {vy} € W. Ahora, siy € V,
tenemos que f(y) = ug. Sea Z un abierto en X tal que uy € Z,
luego f~1(Z) = V que es un abierto en X, esto implica que
f(V)=A{u} cz
Por lo tanto, encontramos una funcién continua de X en X que
no tiene un punto fijo, es decir, X no tiene la propiedad del
punto fijo. ]

Una aplicacion del Teorema del valor intermedio la encontra-
mos en la demostracién del siguiente resultado.

Teorema 2.4. Un arco tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Primero probemos que el intervalo cerrado [0, 1]
tiene la propiedad del punto fijo. Supongamos que f: [0,1] —
[0,1] es una funcién continua. Si f(0) = 0 o f(1) = 1, hemos
terminado la prueba. Supongamos que f(0) # 0y f(1) # 1. Sea
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g=f—1Idjy: [0,1] — R. Observemos que g es continua y que
g(0) = f(0) >0y g(1) = f(1) — 1 < 0. Por el teorema del valor
intermedio, existe x € [0,1] tal que g(z) = f(z) — x = 0, esto
implica que f(x) = z. Por lo tanto, [0,1] tiene la propiedad del
punto fijo. Por definicion de arco y el Teorema 2.2, tenemos que
un arco tiene la propiedad del punto fijo. []

Teorema 2.5. Si f es una funcion continua y suprayectiva de
un espacio topoldgico conexo Z en [0,1] y g es una funcion con-
tinua de Z en [0,1], entonces existe z € Z tal que f(z) = g(2).

Demostracion. Consideremos a los conjuntos A = {z € Z:
f(z) <glz)} y B={z¢€ Z: f(z) > g(2)}. Notemos que tanto
A como B son no vacios, pues 0,1 € [0,1] y f es suprayectiva,
luego existen zy, 21 € Z tales que f(z)) =0y f(z1) =1, y como
0<g(z) vy g(z1) <1, tenemos que zp € Ay 2z € B.

Veamos que A es cerrado en Z. Para esto consideremos a la
funcién h: Z — R, definida para cada z € Z como h(z) = g(z)—
f(z), notemos que h es continua. Veamos que A = h™1[0, 00).
Sea a € A, luego h(a) = g(a) — f(a) > 0, esto implica que
a € h710,00). Por lo tanto, A C h7![0,00). Ahora, sea = €
h=10, 00), luego h(x) = g(z)—f(x) > 0, esto implica que g(z) >
f(x), luego x € A. Por lo tanto, h™1[0,00) C A. De esta manera,
tenemos que A = h™1[0, c0)

Como el conjunto [0,00) es cerrado en R y h es continua,
tenemos que h™1[0, 00) es cerrado en Z. Por lo tanto A es cerrado
en Z. De manera similar se prueba que B es cerrado en Z.

Como Z = AU B y Z es conexo, tenemos que AN B # 0.
Por lo tanto, existe z € Z tal que f(z) = g(z2). O

El siguiente resultado ofrece un método para determinar si
un espacio métrico compacto tiene la propiedad del punto fijo.
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Teorema 2.6. Sea X un espacio métrico compacto con métrica
d. Si para cada € > 0 existe una funcion continua f.: X —
X, con X, C X, tal que X, tiene la propiedad del punto fijo y
dist(fe,idyx) < €, entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea f: X — X una funciéon continua. Para cada
n € N, tenemos que % > 0, luego, existe una funciéon continua
fi: X — X1 con X: C X, tal que X1 tiene la propiedad del
pfmto fijo. Consideremos a la funcién fz oflx,: X1 — Xu1, que
es continua, porque fy f1 son funcioneg contirnluas,nluego, réxiste
zn € X1 tal que (f1 of|)?l)(xn) = ).

Sea € > 0. Consideremos a la sucesién {z,}>2, en X. Co-
mo X es compacto, existe una subsucesion {z,, }7°, de {x,}>°,
convergente a algin p € X, es decir, existe N; > 0 tal que si
k > Ni, entonces d(zy,,p) < 5.

Por la continuidad de f, tenemos que {f(z,, )}, converge
a f(p), es decir, existe Ny > 0 tal que si k& > N,, entonces
d(f(zn,), f(P)) < 3

Por otro lado, para cada n € N tenemos que dist(f1,Idx) =

sup{d(fi(z),Idx(z)): x € X} < 1. En particular, para cada

n € N, tenemos que d(f1(z,), [dx(z,)) < +. Por la propiedad
arquimediana, existe N3 > 0 tal que 1 < N3z, luego para cada
n > N3, tenemos que % <z

Veamos que f(p) = p. Para esto, sea N > max{/Ny, No, N3},
ast d(f(p),p) < d(f(p), f(xn,)) + d(f(2n,), 2n,) + d(Tn,,p) <
¢+ 5+ 5 = e Como e es arbitrario, tenemos que d(f(p),p) = 0,
luego f(p) = p. Por lo tanto, X tiene la propiedad del punto
fijo. []

A continuacién exponemos a dos continuos que tienen la pro-
piedad del punto fijo y la demostracién de ello se basa en el
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Teorema 2.6.

Sea W = {(z,sen(1)) € R*: 0 < x < 1}, como es la imagen
continua de la funcién ¢: (0,1] — [0,1] x [—1, 1], tenemos que
W es conexo.

Definicién 2.7. El continuo sen(X) es la cerradura de W,
donde

W = {(x,sen (%)) ceR?>:0<z< 1}.

Este continuo también es llamado la curva sinoidal del topélo-
go (vea la Figura 2.1).

|

Figura 2.1: Continuo sen()

Definicién 2.8. Un cubo de Hilbert es un espacio topoldgi-
co homeomorfo a [[;=; J; con la topologia producto, donde cada
J; =10, 1] tiene la topologia usual.

Teorema 2.9. El continuo sen(%) tiene la propiedad del punto
fijo.

Demostracion. Sea X el continuo sen(%). Dado € > 0 existen
r1,T9 € R tales que 0 < 77 < 29 < €, donde sen(l) =1y

T1

sen(x%) = —1y para cada z € (1, 2), se cumple que sen(1) €
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{1, —1}. Es decir, la funcién g: [z1, 9] — [—1, 1] definida, para
cada = € [z1, 5], por g(z) = sen(2) es biyectiva y continua. La
funcién inversa de g, g7*: [—1,1] — [1, 22 es continua. Por otro
lado, sea X, = {(x,y) € W: x € [21,1]}, definamos la funcién

f: X — X, para todo (z,y) € X, como

(z,y), si (z,y) € X,
flz,y) =< (t,y), si (x,y) € X — X,y t es el unico punto
con t € [x1, 2] tal que sen(7) = y.

(1) Veamos que f es continua. (i) Sea (x,y) € X, f es la fun-
ci6n identidad, por lo tanto, f es continua. (ii) Sean (x,y) €
X=X, {(zn, yn) }22; una sucesiéon en X — X, tal que lim,,_,
(Tn, yn) = (x,y). Por definicién de f, tenemos que f(x,y) =
(t,y), donde t es el inico punto tal que t € [z1, xs] y sen(%) =
yy paracadan € N, f(z,,yn) = (an, Yn), donde o, es el ini-
co tal que a,, € [x1,29] ¥ sen(o%n) = y. Notemos que ¢(t) =

sen(3) =y, asi, t = g~ '(sen(7)) = g~ '(y), ademds, y, €

—1,1] y glan) = Sen(o%n) = Yn, luego g_l(yn) = ;. Como

1My, o0 (Tn, yn) = (z,y), tenemos que lim,_,~ ¥y, = ¥y y como

g1 es continua, lim, 0o g7 (¥) = g7 (). Asi, lim,, 500 4y =

y y lim, o ay, = t. Por lo tanto, lim, oo f(2n, yn) = (¢, 9).

De la misma manera demostramos que f es continua en

(1'1,1).

(2) Veamos que X, tiene la propiedad del punto fijo. Defina-
mos, para todo (z,y) € X, la funciéon m: X, — [z1,1] (la
proyeccién en el eje x) como m(z,y) = x, esta funcién es
continua y biyectiva, por lo tanto, X, es homeomorfo al in-
tervalo [x1, 1]. Por el Teorema 2.2 y el Teorema 2.4, tenemos
que X, tiene la propiedad del punto fijo.
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(3) Veamos que dist(f(X),X) < e. Sea (z,y) € X. Caso 1.
(l’,y) S X67 luego "f(xvy) o (:va)H - H(xay) - (xay)H -
0<e Caso2 (z,y) € X — X, luego 0 <z < 11 < 19 < €

v f(z,y) = (t,y), donde t es el tnico tal que x; < t < x9

y Sen(%) = Yy, por lo tanto, Hf(xvy) - (xay)H — H(tuy) -

(@ y)ll = |t == <e

Como (1), (2) y (3) se cumplen, por el Teorema 2.6, tenemos
que X tiene la propiedad del punto fijo. ]

Teorema 2.10. Un cubo de Hilbert tiene la propiedad del punto
fijo.

Demostracion. Sea H. un cubo de Hilbert y consideremoslo co-
mo el espacio producto [0,1] x [0,1/2] x [0,1/2%] x ---. Para
e > 0, elegimos NV suficientemente grande tal que Y _ # < e
Sean A =1[0,1] x[0,1/2] x---x[0,1/2N]y A={r € H.: v =<
1,2, ..., TN, 0,0,...> y (x1,29,...,2N) € A}

Veamos que se cumplen las hipétesis del Teorema 2.6.

Notemos que A tiene la propiedad del punto fijo y que A es
homeomorfo a A. Por el Teorema 2.2, tenemos que A tiene la
propiedad del punto fijo.

Ahora, sea f: H. — A una funcion definida para cada < xq,
.o, TN, TN41,... >€ H_. por

f(< Ti1,.. ., TNy TN+1, - - - >) =<x1,...,2n,0,...>.

Veamos que f es continua. Para esto, sean x =< x1, ..., 2y,
INt1, ... >€ H.y {x,}32, una sucesiéon en H,. convergente a
x, donde cada z, =< Ty, ..., Tny, Tny,y,--- >. Sea € > 0, co-
mo lim,_,, x, = x existe M € N tal que para cada n > M,
p(x,,z) < €. Sea My > M, asi para cada n > M, tenemos que

p(f(zn), [(@) = p(f(< Tnys oo Ty Ty - -+ >), [(< a1,
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IN, TN41, - >)) < p(< Ty ooy Ty, 0,000 >, < xq,...,2p,0,
... >) < e. Por lo tanto, lim,, . f(z,) = f(z). De esta forma
tenemos que f es continua.

Veamos que p(f(z),x) < e. Para esto, sea © =< x1,...,xy,
TN41,--- >€ H., luego
p(f(z),x) = p(f(< @1, TN, TNs1, - >), < T1,y. ., TN, TN11,
>) =p(< xp, 2N, 0,000 > < T, BN, TN, ) =

VN1 82 <A Y < €

Hasta aqui hemos probado que se cumplen las hipotesis del
Teorema 2.6, por lo tanto, tenemos que H,. tiene la propiedad
del punto fijo. []

El siguiente resultado es otra forma de ver cudndo un conti-
nuo tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 2.11. 57 X es un continuo y existe una sucesion de
funciones continuas {f,}°°, de X en X que converge uniforme-
mente a la funcion identidad y es tal que para cadan € N, f,(X)
tiene la propiedad del punto fijo, entonces X tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostracion. Sea f: X — X una funciéon continua. Para ca-
da n € N consideremos a la funcién g, = f, o f|s, (x): fu(X) —
fn(X) que es continua porque f,, v f son continuas. Como f,,(X)
tiene la propiedad del punto fijo existe x,, € f,(X) tal que
gn(r,) = z,. Tomando en cuenta lo anterior, consideremos a
la sucesion {x,}2°; en X. Como X es compacto, existe una
subsucesion {z,, }72,; de {z,}>2, tal que para algin z € X,
limy o0 z, = .

Como para cada k € N, la sucesién { f,, }22, converge uni-
formemente a la funcién identidad, dado € > 0, existe N3 € N



16 Punto fijo

tal que si k > Np, entonces sup{d(f, (p),p): p € X} < §, en
particular, d(f,, (f(xn,)), f(2n,)) < 5.

Por otro lado, por la continuidad de f, la sucesion { f(z,, ) } 22,
converge a f(x), esto es, dado € > 0, existe Ny € N tal que si
k > Ny, entonces d(f(zy,,), f(z)) < 5.

Ahora, para cada k > max{Ni, N»}, tenemos que
d(fri(f (@n,))s f(2)) < d(fr(f (@), f(@n,) +d(f(2n,), f2)) <
e. Por lo tanto, la sucesion { f,,, (f(zn,) }72, converge a f(x). As,
limy—s o0 9y, (xnk) - Hmk—>00(fnk Of) (xnk) = limg o0 fnk(f(xnk)) -
f(z), y por otro lado limy_00 gn, (Tp,) = limp_s00 T, = @, luego
f(x) = z. Por lo tanto, X tiene la propiedad del punto fijo. [J

El siguiente concepto estd cercanamente relacionada con la
propiedad del punto fijo.

Definicién 2.12. Sean X un espacio topologico yY C X. El
espacio Y es un retracto de X si existe una funcion continua
r de X enY tal que para caday € Y, r(y) =y. A la funcion r
se le llama retraccion.

Estos son algunos ejemplos de retractos.

Ejemplo 2.13. 1. Cualquier punto en un espacio topologico
X es un retracto de X.

2. Clualquier intervalo cerrado de R es un retracto de R.

3. Stx € R", ye >0, entonces la bola cerrada Sc(x) en R" es
un retracto de R"

Teorema 2.14. Sea X un espacio topologico. Si X tiene la pro-
piedad del punto fijo y'Y es un retracto de X, entonces Y tiene
la propiedad del punto fijo.
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Demostracion. Supongamos que X es un espacio topoldgico con
la propiedad del punto fijo y Y es un retracto de X. Sean f
una funcién continua de Y en Y y r una retracciéon de X en
Y. Consideremos a la funcién for: X — X, que es continua
porque f y r son continuas. Como X tiene la propiedad del
punto fijo, tenemos que, existe p € X tal que (f or)(p) = p.
Notemos que f(r(X)) C Y, por tanto, p € Y, luego r(p) = p.

Asi, (f or)(p) = f(r(p)) = f(p). Por lo tanto f(p) =p. L]

Definicién 2.15. Sean X, Y dos espacios topologicos ajenos,
pe X yqeY. Denotemos por X +Y a la union de estos dos
espactos. La cuna de X y 'Y en los puntos p y q es el espacio

cociente de X +Y obtenido identificando p con q. Lo denotamos
como X'\/, Y.

De acuerdo a la definicién, X \/, Y = {{s}: s € X —{p}} U
{ty:teY —{gyu{{p ¢t}

El Teorema 2.17 necesita de la nocién de espacio topoldgico
1.

Definicién 2.16. Un un espacio topologico X es T si para
cualesquiera x,y € X con x # y existen U y V abiertos en X
tales quex e U yy eV perox ¢V yy ¢ U.

Teorema 2.17. St X y Y son espacios topologicos Ty con la
propiedad del punto fijo, entonces X\/p’qY tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostracidn. Seanw € X \/, Y, conw = {p, ¢}, X1 = {{s}:
se X —{pttuf{w}ty Y1 ={{t}:t €Y —{q}} U{w}. Notemos
que X; es homeomorfo a X, que Y; es homeomorfo a Y y que
X\/p,qY = X7 UY), ademas X; y Y; son espacios topolégicos
11, por lo tanto son cerrados en X \/m Y.
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Ahora, sea f: X'/, Y — XV VY una funcién continua,
supongamos que f(w) # wy f(w) € X sin perder generalidad.
Sea r: X'\/, Y — Xj una retraccién definida, para cada 2 €
XV,,Y, por

r(z) = { Z, si.z € Xy,
w, stz € Y.

Veamos que la funcion r es continua. Para esto sea V un
conjunto cerrado en Xi, (i) Si w ¢ V, entonces r (V) =V, y
como X; es cerrado en X \/p’ ‘ Y, tenemos que V es cerrado en
XV,,Y. (i) Siz € V, entonces r (V) = YUV que es cerrado
en XV, Y.

Por otro lado, por Teorema 2.2, X; tiene la propiedad del
punto fijo, la funcién r o f|x,: X7 — X tiene un punto fijo
p € X3, es decir, (ro f)(p) = p.

Ahora, probemos que p es un punto fijo de f. Para esto,
asumamos que p # w (si p = w, entonces f(w) = w, esto
contradice la suposicién que se hizo al inicio de la demostracién),
asi, (r o f)(p) # w, luego f(p) € Xj, esto implica que (r o
f)(p) = f(p). Por lo tanto, f(p) = p. Es decir, X \/, /Y tiene la
propiedad del punto fijo. []

En las Secciones 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 que siguen, demostramos
la propiedad del punto fijo en las familia de continuos encade-
nables, tipo arco, arboles y dendritas.

2.2. Continuos encadenables

Definiciéon 2.18. Una cadena en un espacio métrico X es una
coleccion finita C = {Uy, Us, ..., Uy} de subconjuntos abiertos de
X tales que

UZﬂU]%Q@M—ﬂ <1
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Cada miembro U; de una cadena C se llama eslabon.
Una cadena C = {Uy,Us, ..., U,} conecta a los puntos a y b
en X stae Uy ybeU,.

Un procedimiento para construir una cadena es empezar con
una familia de conjuntos abiertos y de ahi extraer la cadena.
Esto se puede hacer debido al siguiente resultado.

Teorema 2.19. Sea X un espacio métrico conexo. St U =
{Ux}ren es una cubierta abierta de X ya,b € X, entonces existe
una cadena que conecta a a con b cuyos eslabones son elementos

de U.

Demostracion. Sea D = {x € X : existe una cadena con esla-
bones en U que conecta a a con x}. Notemos que a € D, luego
D40,

Vamos a probar que D es tanto abierto como cerrado en X.
Primero veamos que es abierto, para esto, sea x € D, luego
existe una cadena {Uj,...,U,} cuyos eslabones estan en U tal
que a € Uy y ¢ € U,, esto implica que U, C D, luego, D es
abierto en X. Para ver que D es cerrado, probemos que D = D.
Seax € D = DU Fr(D), si x € D, se termina la prueba. Si
x € Fr(D), para cada abierto U en X tal que x € U, entonces
DNU # 0. Sea z € DNU, luego, existe una cadena {V1, ...,V },
con eslabones en U, que conecta a a con z. Sea r € {1,...,m}
el primer nimero natural tal que U NV, # 0, asi {V4,...,V,, U}
es una cadena que conecta a a con x. Por lo tanto, x € D. Asi,
D = D. Como D es abierto y cerrado en X y X es conexo,
tenemos que D = X. ]

Definiciéon 2.20. Una cadena C de un espacio métrico X es
una e-cadena si cada eslabon de C tiene didmetro menor que e.
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Definicion 2.21. Un continuo no degenerado X es encadena-
ble si para cada € > 0, existe una e-cadena que cubre a X.

Ejemplo 2.22. Los continuos [0, 1] y sen(2) son encadenables.
Vea la Figura 2.2.

S

v .,

T

(a) (b)

Figura 2.2: Ejemplos de continuos encadenables

Definicion 2.23. Un espacio topologico X es mormal si para
cada par de subconjuntos cerrados A y B de X existen subcon-
Juntos ajenos y abiertos U yV de X tales que ACU yB CV.

A los Lemas 2.24 y 2.25 los usamos en la demostracién del
Teorema 2.26.

Como todo espacio métrico es normal [2, pag. 102], tenemos
el siguiente resultado.

Lema 2.24. [2, pag. 102] Sea X un espacio métrico. Si A es
cerrado en X y U es un abierto en X tal que A C U, entonces
existe un abierto V en X tal que ACV CcV CU.

El siguiente resultado establece la existencia del llamado niime-
ro de Lebesgue.
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Lema 2.25. [2, Teorema (3.A.10), pdg. 83] Si X es un espacio
métrico compacto y U = {Ux}rer es una cubierta abierta de X,
entonces existe § > 0 tal que siY C X y didm(Y) < 0, entonces
existe N € A tal que Y C U,.

Teorema 2.26. Si X es un continuo encadenable yC = {C4, .. .,
Cn} es una e-cadena que cubre a X, entonces existe una e-
cadena C' = {C1,...,C.} que cubre a X tal que para cada
ke{l,....,n—2} se cumple que C), N C},, = 0.

Demostracion. La construccion de C' la hacemos de manera in-
ductiva. Sea F} = X — UZ:Q C}, notemos que Fj es un cerrado
en X y esta contenido en (', luego, por el Lema 2.24 existe un
abierto C en X tal que Fy C C} ¢ C! C C. Notemos que
{C1,Cy,...,C,} cubre a X.

Ahora, supongamos que para cada k < m hemos definido
C)_, tal que {C1,C5,...,C}_1,Ch,...,Cy} cubre a X. Sea Fj, =
X — (U];;ll C} U Uj_yy1 Cj), notemos que Fy es un cerrado en
X y esta contenido en (%, luego por el Lema 2.24, existe un
abierto C} en X tal que F;, C C} C a’ﬂ C Cj. Notemos que
{Cl,...,CL, Crs1,...,Cy} cubre a X. De esta manera hemos
terminado el paso inductivo. La coleccion C' = {C1, ..., C}} es
una e-cadena que cubre a X. H

Veamos en seguida que el ser encadenable es hereditario.

Teorema 2.27. 51 X es un continuo encadenable y K C X es
un subcontinuo, entonces K es encadenable.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como X es encadenable, existe una
e-cadena C = {C,...,C,} que cubre a X. Sean j el primer
nimero natural tal que C; N K # () y k el nimero natural més
grande tal que C, N K # ().
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La coleccién C' = {C; N K, CijxiNK,...,Cy N K} es una e-
cadena en K que cubre a K. Si este no fuese el caso, entonces
existen dos eslabones C, y Cp11, con j < p < k tales que (C, N
K) N (Cpy1 N K) = 0. Esto implica que {J;<,,<,(Cn N K) ¥y
Upt1<mei(Cm N K) sean dos abiertos de K cuya unién es K, lo
cual es una contradiccion a la conexidad de K. Por lo tanto, K
es encadenable. ]

Definicién 2.28. Sea X es un continuo encadenable. Una su-
cesion {C,}2, de cadenas que cubren a X, es una sucesion
definitoria de cadenas para X, si para cada n € N se cumple
lo siguiente

1. C, es una %—cadena con la propiedad de que eslabones aje-

nos tienen cerraduras ajenas y

2. Cphy1 es un refinamiento propio de C,, esto es, la cerradura
de cada eslabon de C,11 esta contenida en algun eslabon de

Ch.

Teorema 2.29. Todo continuo encadenable tiene una sucesion
definitoria de cadenas.

Demostracion. Sea X un continuo encadenable. La contruccion
de la sucesién definitoria de cadenas la hacemos de manera in-
ductiva. Como X es encadenable, existe una %—cadena D, =
{D11,...,D1m,} que cubre a X, por el Teorema 2.26, exis-
te una %—cadena Ci = {Ci1,...,Cim} que cubre a X cuyos
eslabones ajenos tienen cerraduras ajenas. Ahora, supongamos
que para cada n € N, hemos construido cadenas Cy,...,C, que
satisfacen las condiciones de la Definicién 2.28. Para la cons-

truccién de la cadena C,.1, sean A\, el numero de Lebesgue
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para la cadena C, y o = min{\,.1, 2,%} Como X es encade-
nable, existe una a-cadena D, 1 = {Dps11,- -, Dutim,., } que
cubre a X, por el Teorema 2.26, existe una a-cadena C, 1 =
{Crs11,- -, Crsim,.. } que cubre a X cuyos eslabones ajenos
tienen cerraduras ajenas.

Ahora, veamos que C,, 1 es un refinamiento de C,,. Para es-
to, sea Cy41,; un eslabén de C,41, notemos que didm(C41 ;) =
diam(C,41.5) < a < A\,11, luego por el Lema 2.25, existe un es-

+1. +1 )
labén C,, de C, tal que C,, 41 C C,, (porque A,.1 es un nimero
de Lebesgue para U,). Hasta aqui hemos terminado el paso in-
ductivo. De esta manera, tenemos que {C,,}°°, es una sucesion
) n=1
definitoria de cadenas para X. ]

Para demostrar que los continuos encadenables tienen la pro-
piedad del punto fijo necesitamos del siguiente resultado.

Teorema 2.30. Sea X un espacio métrico compacto con métrica
dy sea f: X — X una funcion continua. Si para cada € > 0,
existe un punto x. € X tal que d(f(z.), ze) < €, entonces [ tiene
un punto fijo.

Demostracion. Para cada n € N, tenemos que % > 0, luego

existe un punto z, € X tal que d(f(z,),z,) < =. Consideremos
a la sucesién {z,}>°; en X. Como X es compacto, existe una
subsucesiéon {x,, }72; de {z,}2, convergente a algin p € X, es
decir, existe Ny > 0 tal que si & > Ny, entonces d(z,,,p) < 3.

Por la continuidad de f, tenemos que {f(z,, )}, converge
a f(p), es decir, existe Ny > 0 tal que si k& > N,, entonces
A(f (2n0). F(9) < &

Por otro lado, para cada n € N, tenemos que d(f(z,),z,) <
%. Por la propiedad arquimediana, existe N3 > 0 tal que 1 <
N3z, luego para cada n > N3, tenemos que % <z
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Veamos que f(p) = p. Para esto, sea N > max{/Ny, No, N3},
ast d(f(p),p) < d(f(p), f(zn,)) + d(f(2n,), 2n,) + d(@n,. p) <
¢+ 5+ £ = e Como e es arbitrario, tenemos que d(f(p),p) = 0,
luego f(p) = p. Por lo tanto, f tiene un punto fijo. O

Teorema 2.31. Todo continuo encadenable tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostracion. Sean X un continuo encadenable y f: X — X
una funcién continua. Por el Teorema 2.29, X tiene una una
sucesion definitoria de cadenas {C,,}5° .

Ahora, sean ¢ > 0 y k € N tal que 2% < €. Consideremos a

Ce = {Cras-- -, Chn, s
A={reX:sixeCy,y f(x) € Cy; entonces j <},
B ={x € X: existe j tal que x € Cy; y f(x) € Ci;} y
C={reX:sixeCy f(x) € Cy entonces j > l}.

Afirmamos que A es cerrado en X. Para ver esto, sea x €
(X — A). Como Cj cubre a X, existe [ € {1,...,n;} tal que
x € C}; y por estar x en el complemento de A, para algun j <,
tenemos que f(z) € Cy;. Como f es continua y Cy; es abierto,
existe & > 0 tal que Vd(z) C Cy; y f(Vi(z)) C Cyj, pero lo
anterior nos dice que Vd(x) C (X — A). Por lo tanto, X — A
es abierto en X, luego A es cerrado. Andlogamente podemos
probar que C es cerrado en X.

Si B = (), entonces A y C son dos cerrados ajenos de X,
cuya unién es X, pero esto contradice la conexidad de X. Por
lo tanto, B # () y de aqui tenemos que existe x. € X tal que
d(x., f(x.)) < €. Luego por el Teorema 2.30 la funcién f tiene
un punto fijo; y como la funciéon f fue arbitraria, por lo tanto,
X tiene la propiedad del punto fijo. ]
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2.3. Continuos tipo arco

Antes de definir a los continuos tipo arco, es necesario escribir
los conceptos necesarios.

Definicién 2.32. Sean X y Y espacios métricos y f: X — Y
una funcion. Entonces f es una e-funcion si f es continua y
para cada punto x € X, el didm(f~1(f(z))) <e.

Definicién 2.33. Sean X un espacio métrico y P una coleccion
de espactos métricos compactos, X es tepo P si para cada € > 0,
existe una e-funcion f. suprayectiva de X a algun elemento Y,

de P.

Definicién 2.34. Un espacio métrico X es tipo arco si para
cada € > 0 existe una e-funcion suprayectiva f. de X a un arco.

El Teorema 2.5 sugiere un estudio de las siguientes tipos de
funciones, las cuales tienen una intima conexién con los conti-
nuos tipo arco.

Definiciéon 2.35. Sean X y Y espacios topologicos. Una fun-
cion continua u: X — Y es una funcion universal, si para
cualquier funcion continua g: X — Y emiste p € X tal que

u(p) = g(p).

Veamos una caracterizacion de la propiedad del punto fijo en
un espacio topologico.

Teorema 2.36. Un espacio topologico X tiene la propiedad del
punto fijo si y solo si la funcion identidad Idx: X — X es una
funcion universal.

Demostracion. Supongamos que X tiene la propiedad del punto
fijo, es decir, para toda funcién continua f: X — X, existe
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xr € X tal que f(x) = x, pero x = Idx(x), luego f(x) = Idx(x).
Por lo tanto, la funcién identidad es universal.

Probemos el reciproco. Sea f: X — X una funcién continua.
Como la funcién Idyx es universal, para algin punto x € X, tene-
mos que x = Idx(z) = f(z). Por lo tanto, X tiene la propiedad
del punto fijo. []

Teorema 2.37. Sean X y Y espacios métricos compactos vy
f: X — Y wuna funcion continua. Si para cada € > 0, existe
una e-funcion f.: Y — Z., donde Z. es un espacio métrico tal
que f.o f: X — Z. es unwersal, entonces [ es una funcion
untversal.

Demostracion. Sea g: X — Y una funcién continua y para cada
e > 0 consideremos a f.og: X — Z, la cual es continua. Como
cada f. o f es universal, existe p. € X tal que (fe o f)(pe) =
(feog)(pe), estoes, fo(f(pe)) = fe(g(pe)), de esta tltima igualdad
tenemos que g(p.) € f7H(f(f(p.))) y como f, es una e-funcién,
tenemos que da(f(pe), 9(pe)) < €.

Para todo ¢ € N, sea €(i) = 1, y consideremos a la sucesién
{pg(i)};’il en X. Como X es un espacio métrico compacto, existe
una subsucesion {p;,) i, de {pei)}2; tal que converge a un
punto p € X. Como €(7) converge a 0 cuando i tiende a infinito
y como f y g son continuas, tenemos que f(p) = g(p), luego f
es universal. ]

Teorema 2.38. Si X es un continuo tal que para cada € >
0, existe una e-funcion uniwversal fo: X — Z., donde Z, es un
espacio métrico, entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean Idyx: X — X la funcion identidad y € > 0.
Veamos que f.o Idy: X — Z. es una funcion universal, donde
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Z. es un espacio métrico. Para esto, sea g: X — Z, una funcion
continua.

Como f,. es una funcién universal, para algin z € X, tenemos
que £.(x) = g(z), pero f(x) = flldx(x)) = (f. o Idx)(x),
luego (feo Idx)(x) = g(x), por lo tanto, f.o Idx es una funcién
universal. Por el Teorema 2.37, tenemos que la funcién Idx es
universal y por lo tanto, X tiene la propiedad del punto fijo. [

Definicién 2.39. Sea n € N. Una n-variedad es un espacio
métrico separable M tal que todo p € M tiene una vecindad
V' homeomorfa a I". El interior como variedad de una n-
variedad M, que denotamos por intv,) (M), es

intv(,) (M) = {p € M: p tiene una vecindad homeomorfa a R"}.

La frontera como variedad de M, que denotamos por 0, M,
es

OM = {p e M: p¢intv,(M)}.
Ejemplo 2.40. Sea
C={(z,y,2) eER: 2’ +y =1y —1<2< 1},
Tenemos que C' es una 2-variedad tal que

intvg)(C) = {(z,y,2) eR*: 2*+y* =1 y —1<z<1}

0C ={(z,y,2) eER*: 2 + 92 =1 y |2| = 1}.

Notemos que si consideramos a C como subespacio de R3,
tenemos que intgs(C) = 0 y frgs(C) = C. Luego, intgs(C) y
frrs (C') no coinciden con intv(y)(C) y 0:C, respectivamente, vea
la Figura 2.5.
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INtVe,(C)

Figura 2.3:

Ahora, introducimos la nocién de funcién AH-esencial (AH
se refiere a Alexandroff-Hopf) y enseguida veremos una caracte-
rizacion de una funcién universal como una AH-esencial.

Definicion 2.41. Sean X un espacio topologico y Z una n-celda.
Una funcion ¢: X — Z es AH-esencial si ¢ es continua y
©lo-1(02) 0 1 0Z) — OZ no se puede extender a una funcion
continua de X a 0Z.

Teorema 2.42. Sean X un espacio topologico, Z una n-celda vy
f: X — Z una funcion continua. Entonces f es universal si y
solo si f es AH-esencial.

Demostracion. Demostremos el caso cuando Z = B".

Supongamos que f no es AH-esencial, es decir, la funcion
fly-1(sn-1y: f7H(S™ 1) — S~ puede ser extendida a una funcién
continua F: X — S"!. Sea —F: X — B" definida, para todo
punto x € X por (—F)(z) = —(F(x)).

Probemos que —F' es continua. Sea x € X y {x,,}5°_; una
sucesion en X tal que lim,, oo, = x. Por la definicién de —F
y la continuidad de F', tenemos que
LMoo (—F) () = limp oo — (F () = =limy oo F () =
—(F(z)) = (=F)(x). Por lo tanto, —F es continua.

Por otro lado, sea x € X, notemos que (—F')(z) # F(x), delo
contrario tendriamos que (—F)(z) = F(z) = 0, pero 0 ¢ S" 1.
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Como F' es una extensién de f, tenemos que F(x) = f(z), por
lo tanto, para cada = € X, tenemos que f(x) # (—F)(x). De
esta manera, tenemos que f no es universal.

Demostremos el reciproco. Supongamos que f no es universal,
luego existe una funcién continua g: X — B" tal que para cada
punto z € X, f(z) # g(z). Por lo tanto, para cada punto z € X,
existe el segmento de linea dirigido que inicia en g(z), pasa a
través de f(x) y finaliza en un punto en S"!; dicho punto existe
y es unico; a tal punto lo denotamos por p(x). Esto nos define
una funcién ¢: X — S"L,

Veamos que ¢ es una extensién de la funcién f|;-1(gn-1). Para
esto sea z € f71(S"71), luego el segmento de linea dirigido que
empieza en g(z), finaliza en f(2) = ¢(z) € S"" 1. Asi, para todo
z € f7HS™ 1), tenemos que f(z) = p(2).

Ahora, veamos que ¢ es continua. Para esto, sea z € X y
{zm}>°_; una sucesién en X tal que limy,o0(2m) = 2. Sean [, el
segmento de linea dirigido que empieza en ¢(z,,) pasa por f(z,)
y finaliza en el (inico) punto ¢(z,) y [ el segmento de linea
dirigido que empieza en g(z), pasa a través de f(z) y finaliza en
el (nico) punto ¢(z).

Notemos que para cada m € N, los segmentos [,, C B"
y I C B" Sea e > 0. Como f y g son continuas, existen
My, My € N tales que, para toda m > M; y toda m > Mo,
tenemos que [lg(z) — 9(2)| < § ¥ [f(zn) — F)| < 5. Sea
M = max{Mi, M>}, y notemos que para toda m > M, hemos
construido trapecios como el de la Figura 2.3.

Sean oy, Bm Y ¥ los segmentos de linea que unen a f(z,,)
con f(z), g(zm) con g(z) y a p(z,) con ¢(z), respectivamente.
Notemos que lim,, ,odidm(a,,) = 0 y lim,,_didam(S,,) = 0,
y como @(zy,) € Ly, tenemos que lim,, ,.didm(,) = 0, esto
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a(z,,) a(z)

f(z)

¢(zm) ®(z)

Figura 2.4: Trapecio

implica que im0 (2zm) = ©(z). Por lo tanto, ¢ es continua.
Hemos probado que ¢ es una extensién continua de f|s-1(gn-1).
Por lo tanto, f no es AH-esencial.
Antes de probar la proposicion para toda n-celda, veamos que
se cumplen los siguientes incisos.

(1) f es universal si y s6lo si h o f es universal.
(2) f es AH-esencial si y sélo si ho f es AH-esencial.

Demostracion de (1) Supongamos que f es universal y sea
g: X — B" una funcién continua. Consideremos a h™': B" — Z
que es continua, luego la funcién h=! o g: X — Z es continua.
Como f es universal, existe z € X tal que (h™' o g)(z) = f(z),
luego g(x) = (ho f)(x). Por lo tanto, ho f es universal. Recipro-
camente, supongamos que ho f es universal. Sea ¢': X — Z una
funcién continua. Como h es continua, la funcién hog': X — B"
es continua. Como h o f es universal, existe x € X tal que
(hog')(z) = (ho f)(x), aplicando h™! tenemos que ¢'(z) = f(x),
por lo tanto, f es universal.

Demostracién de (2) Como h es un homeomorfismo, tenemos
que h(0Z) = S"71 [5, pags. 95-96]. Supongamos que ho f no es
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AH-esencial, es decir, (ho f)|nof)-1(sn-1): (ho f)~H(S" 1) — Sn1
se puede extender a una funcién contmua G: X — S 1

Veamos que f no es AH-esencial. Para esto, consideremos
a la funcién h™1|g.1: S"1 — 9Z que es continua porque h
es homeomorfismo. Ahora, sea F = (h7!gi-10G): X — S1
continua y veamos que es una extension de f| F102)- Para esto,
sea € X, luego F(z) = (h 7Y g1 0 G)(z) = h g1 (G(2)) =
h™H a1 (B0 f)lhogy-1(sn-1)(@)) = B g1 ((h o f)lj-1(02)(%)) =
(R~ gn-10ho flf-102)) () = flp-1(02)(x). Por lo tanto, para cada
punto z € X, F(x) = f|;192))(x), luego f no es AH-esencial.

Demostremos el reciproco. Supongamos que f no es AH-
esencial, es decir, la funcion f|s-19z): f71(02) — 0Z se puede
extender a una funcién continua F X — 07.

Como h es homeomorfismo, la funcién hlgz: 0Z — S™ ! es
continua. Luego, la funcién G = h|gpzoF: X — S™ ! es continua.
Ahora, veamos que G es una extension de (h o f)|pop)-1(5m1).

Para esto sea x € X, G(z) = (hloz o F)(x) = hloz(F(z)) =
hoz(f-102)(x)) = (hlazo fli-102)) () = (ho f)lhep)-1(sn-1) ().
Luego, para cada punto z € X, G(x) = (ho f)|hop)-1(sn1)(2).
Es decir, la funcién (ko f)|(pof)-1(s»1) no es AH- esenc1al
Ahora, sea Z es una n-celda cualquiera, tenemos que f es
universal, si y solo si ho f es universal, si y sélo si ho f es AH-
esencial, si y sélo si f es AH-esencial. Por lo tanto, f es universal
si y solo si f es AH-esecial. ]

Corolario 2.43. Si X un espacio topologico conexo, A un arco
y f una funcion continua y suprayectiva de X en A, entonces f
es universal.

Demostracion. Sean X un espacio topoldgico, A un arco y f una
funcién continua y suprayeciva de X en A.
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Por la suprayectividad de f podemos definir a la funcién
fl1pan: 7, a}) = {p, ¢}, donde p y ¢ son puntos finales
de A. Como {p,q} no es conexo, tenemos que f|s-1((,q) 1O se
puede extender a una funcién continua de X en {p,q}. Luego,
por el Teorema 2.42, tenemos que f es universal. []

Teorema 2.44. Todo continuo tipo arco tiene la propiedad del
punto fijo.

Demostracion. Sea X un continuo tipo arco, luego para cada € >
0 existe una e-funcién suprayectiva f.: X — [0,1]. Consideremos
a la funcién identidad Idy: X — X, luego cada funcion f, o
Idy: X — [0,1] es continua y por el Corolario 2.43 es universal.
Luego, por el Teorema 2.37 la funciéon Idx es universal. Por lo
tanto, por Teorema 2.36 X tiene la propiedad del punto fijo. []

2.4. Arboles

Definicion 2.45. Sea X un continuo. Un punto p € X es un
punto extremo de X, si para cualquier conjunto abierto U de
X con p € U existe un abierto V de X tal quep € V C U y
Fr(V) consiste solamente de un punto.

Antes de dar la definicién de arbol es necesario dar la nocién
de grafica finita.

Definicién 2.46. Una grdfica finita es un continuo que puede
escribirse como la union de una cantidad finita de arcos, tales
que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan en
uno o en sus dos puntos extremos.

Veamos algunos ejemplos de gréficas finitas.
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Ejemplo 2.47. 1. Consideremos a los puntos del plano carte-
siano ¢1 = (—2,0) y g2 = (2,0) y al intervalo [—1, 1] x {0}.
Sean R y S dos circunferencias de radio uno, centradas en
los puntos q1 y qo, respectivamente. Cualquier espacio to-
poldgico homeomorfo a X = RUS U ([—1,1] x {0}) es un
continuo llamado Pesa, el cual es una grdfica finita, (vea la
Figura 2.5).

O—0O

Figura 2.5: Pesa

2. Cualquier espacio topologico homeomorfo al continuo que
resulta de la union de tres arcos y que se intersectan solo
en un punto se llama Triodo Simple y es un ejemplo de
grdfica finita, (vea la Figura 2.6).

Figura 2.6: Triodo Simple

3. Sea el continuo X = S' U ([1,2] x {0}). Todo espacio to-
pologico homeomorfo a X es una grdfica finita llamada Pa-
leta, (vea la Figura 2.7).
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Q_

Figura 2.7: Paleta

Ahora ya podemos definir drbol, notemos que la familia de los
arboles es una subfamilia de las graficas finitas. En la siguien-
te seccién veremos un resultado referente a la aproximacién de
dendritas por arboles.

Definicién 2.48. Un drbol es una grdfica finita que no tiene
curvas cerradas simples.

Ejemplo 2.49. 1. Un arco es un drbol.

2. Notemos que en el Ejemplo 2.47 un Triodo simple es un
ejemplo de drbol.

Antes de ver que un arbol tiene la propiedad del punto fijo
probemos el siguiente resultado.

Teorema 2.50. Si Y y Z son continuos con la propiedad del
punto fijo y Y NZ = {p}, entonces Y U Z tiene la propiedad del

punto fijo.

Demostracion. Sea f:Y U Z — Y U Z una funcién continua.
Consideremos a p y sin pérdida de generalidad, supongamos que
f(p) € Y.Sealafunciénr: YUZ — Y, definida para cada punto
r €Y UZ como

r(z) = x, stz €Y,
| p, six€EZ



2.4 Arboles 35

Notemos que r es continua por el Teorema 1.1. Ahora con-
sideremos a la funcién r o fly: Y — Y que es continua, por lo
tanto, existe ¢ € Y tal que (ro f)(q) = ¢. Si f(q) € Y, en-
tonces r(f(q)) = f(q), luego f(q) = q. Si f(q) € Z, entonces
r((fgq» = p, luego p = q y ast f(p) = f(g) € Y N Z, luego
flg) =q.

Por lo tanto, Y U Z tiene la propiedad del punto fijo. ]

Teorema 2.51. Todo drbol tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean X un arbol y E el conjunto de puntos extre-
mos de X. La prueba la hacemos por induccién sobre el niimero
de puntos extremos de X.

(i) Sea A; = [x1,x2] un arco en X, donde x1, x5 € E, luego
por el Teorema 2.4, A; tiene la propiedad del punto fijo. Ahora,
sea Ay = [p1, 23] un arco en X, donde x3 € E y p; € [x1, x9]
tal que p; ¢ E, nuevamente por el Teorema 2.4, A, tiene la
propiedad del punto fijo. Notemos que A N A; = {p;}, asi por
el Teorema 2.50 Ay U A tiene la propiedad del punto fijo.

(ii) Supongamos que | J Ay, tiene la propiedad del punto fijo, y
|J Ay contiene los puntos extremos z1, o, ..., Tp_1. Sea Agi1 un
arco en X con puntos extremos pi v Trio, donde xp.0 € E, pi. €
U Ax tal que pr, ¢ E, luego Ai,q tiene la propiedad del punto
fijo. Notemos que [ J Ax] N Ars1 = {pi}, asi por el Teorema 2.50
|J Ag+1 tiene la propiedad del punto fijo. Ahora, notemos que
X = JA,-1 y por tanto concluimos que X tiene la propiedad
del punto fijo. O]
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2.5. Dendritas

Definiciéon 2.52. Una dendrita es un continuo localmente co-
nexo que no contiene curvas cerradas simples.

Estos son algunos ejemplos de dendritas.

Ejemplo 2.53. 1. Para cada n € N, sea

o T r 2.
A”_{<n+1’(n+1)2) eR .rel}

El continuo F, = |, cn An s una dendrita y es llamado
también Punto peludo, (vea la Figura 2.8).

Figura 2.8: Fw

2. El continuo
W =uU{{1/n} x[0,1/n]: n e N} U ([-1,1] x {0})

es otro ejemplo de dendrita y es llamado Peine nulo, (vea
la Figura 2.9).

Para demostrar que las dendritas tienen la propiedad del pun-
to fijo necesitamos de varios resultados, entre ellos el llamado
aproximacion por arboles que nos ayuda a manejar las dendri-
tas a partir de arboles contenidos en ellas, de esta manera es
mas comodo trabajarlas.
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.ul‘ ‘

Figura 2.9: Peine nulo

Lema 2.54. [8, Lema 10.24, pdg. 175]. Sean X una dendrita y
Y un subcontinuo de X. Para cada punto x € X —Y existe un
unico punto r(x) € Y tal que r(x) es un punto de cualquier arco
en X que va de x a cualquier punto de Y .

Lema 2.55. [8, Lema 10.25, pdg. 176]. Sean X una dendrita y
Y un subcontinuo de X. Definimos r: X — Y por r(x) como
en el Lema 2.54 six € X =Y yr(x) =x six €Y. Entonces la
funcion r es continua (esto es una retraccion de X sobre Y ).

La funcién r: X — Y definida en el Lema 2.55 se llama
funcién primer punto para Y.

Teorema 2.56. /8, Teorema 10.27, pdg. 176]. Sea X una den-
drita. Entonces eziste {Y;}22, una familia de subcontinuos de X
que satisface lo siguiente.

(1) Cada Y; es un drbol;
(2) Para cadai € N, Y; C Yiyq;

(4) Eziste {p;}2, tal que Yy = {p1} v, para cadai € N, Y; 11 —Y;

es un arco con punto extremo p; tal que Y1 — Y;NY; = {p;};
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(5) Para cada i € N tenemos que r;: X — Y; es la funcion
primer punto para Y;. La sucesion {r;}52, converge unifor-
memente a la funcion identidad sobre X.

Teorema 2.57. Toda dendrita tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea X una dendrita no degenerada. Por (1), del
Teorema 2.56, existe {Y;}5°; tal que cada Y; es un arbol. Para
cada i € N, sea r;: X — Y, una funcién continua, definida
como en el Lema 2.55. Por el Lema 2.51, para cada 7 € N,
tenemos que Y; tiene la propiedad del punto fijo, luego para
cada i € N la funcién continua r;|y.: Y; — Y; tiene un punto fijo,
asi r;: X — X tiene un punto fijo. Ahora, por (5) del Teorema
2.56, la sucesion {r;}°; converge uniformemente a la funcién
identidad sobre X. Por 1ltimo notemos que para cada i € N,
ri(X) =Y, luego r;(X) tiene la propiedad del punto fijo.

Por lo tanto, por el Teorema 2.11, X tiene la propiedad del
punto fijo. []

2.6. Lema de Sperner

Emanuel Sperner fue un matematico aleman nacido en 1905
y fallecido en 1980. Una de sus aportaciones principales a las
matematicas fue el Lema de Sperner en 1928.

A continuacién, presentamos el caso unidimensional del Lema
de Sperner.

Lema 2.58. Consideremos al intervalo cerrado [0, 1] y suponga-
mos que un numero finito de puntos 0 =zp < 1 < ... < xp, =1
divide a [0, 1] en intervalos mds pequenos. Si marcamos a xy de
color rojo, a x, de azul y a cada uno de los puntos x1,...,ZT, 1
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también los marcamos de rojo o azul. Entonces existe un inter-
valo de la division cuyos puntos extremos son de diferente color.
Ademds el numero de tales intervalos es impar.

Demostracion. Llamemos a un intervalo [z;, x;11] bicolor a aquel
cuyos puntos extremos son de diferente color.

Probemos la existencia. Caso 1. Supongamos que los puntos
x1,...,Ty—1 son todos marcados de rojo (vea la Figura 2.10(a)),
luego el intervalo [x,_1,z,] es bicolor.

Caso 2. Supongamos que los puntos xz1,...,x,_1 son todos
marcados de azul (vea la Figura 2.10(b)), luego el intervalo
[0, 21] es bicolor.

Caso 3. Supongamos que de los puntos z1, ..., x,_1, al menos
uno es rojo y al menos uno es azul, (vea la Figura 2.10(c)). Si
x1 es azul, entonces el intervalo [xg, x1] es bicolor. Si z1 no es
azul, entonces es rojo. Sabemos que existe 1 < 7 < n tal que z;
es azul, sea z;, el primer punto azul, luego el intervalo [x;,_1, z;,]
es bicolor.

o Ky Ky K3

X,

=
S
X
&
&

()

Figura 2.10: Caso 1, 2 y 3 para n=9

Ahora veamos que el nimero de intervalos bicolor es impar.
Empecemos por el extremo izquierdo, y notemos lo siguiente:
sabemos que xy es rojo, si x; fuése azul, entonces tenemos un
primer intervalo [z, x1] bicolor, si z; fuera rojo nos pasamos al
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siguiente punto x,, si éste fuese azul, entonces el intervalo [1, xo]
es bicolor, si no fuera azul nos pasamos a x3, y asi sucesivamente.
Luego, el primer intervalo bicolor va a tener extremo izquierdo de
color rojo y extremo derecho de color azul. El segundo intervalo
bicolor que encontramos va a tener extremo izquierdo de color
azul y extremo derecho de color rojo, el tercer intervalo bicolor es
como el primero, el cuarto es como el segundo y asi, seguimos con
los intervalos restantes. Es decir, a un intervalo como el primero
le asociamos un niimero impar consecutivo y a un intervalo como
el segundo le asociamos un numero par consecutivo. Notemos
que al asociar nimeros a las posiciones estamos contando el
numero de intervalos bicolor.

Notemos que si [x;, z;11] es el tltimo intervalo bicolor tal que
x; es azul y x;.1 es rojo, entonces para cada i + 1 < 7 < n
los puntos x; son rojos, pero esto contradice el hecho de que z,,
es azul, por lo tanto, el iltimo intervalo bicolor tiene extremo
izquierdo rojo y extremo derecho azul, ademas tiene asociado un

namero impar. Luego el nimero de intervalos bicolor es impar.
[]

Para escribir el siguiente lema consideremos a las habitaciones
y las puertas de una casa. Supongamos que el nimero de puertas
en cada habitacién es 0, 1 o 2. Una habitacion con 0 puertas es
una habitacion sin puertas. Una habitaciéon con una sola puerta
se llama un habitacién sin salida, una habitacién con dos puertas
es una habitacién comunicada. Una puerta puede ser exterior,
si conduce hacia afuera o hacia adentro de la casa o puede ser
interior si conecta a dos habitaciones vecinas. Asumamos que
una habitaciéon no puede tener més de una puerta exterior y que
dos habitaciones vecinas no pueden tener mas de dos puertas en
comun.
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Lema 2.59. Supongamos que cualquier habitacion de una ca-
sa tiene 0, 1 o 2 puertas. Entonces el niumero de habitaciones
sin salida y el numero de puertas exteriores tienen la misma
paridad.

Demostracion. Para la prueba describiremos los recorridos a
través de las habitaciones de la casa. Cada recorrido se hara si-
guiendo las siguientes condiciones. Primero, cualquier puerta
puede ser atravesada solo una vez. Segundo, un recorrido em-
pieza entrando a la casa desde la calle por una puerta exterior
o por una habitacién sin salida. Este recorrido sigue a través de
las habitaciones comunicadas y termina en una habitacién sin
salida o hacia afuera de la casa (vea la Figura 2.11). Después de
entrar a una habitacion con dos puertas, se puede salir sélo por
la otra puerta. Después de terminado ese recorrido, empezamos
otro. Terminamos el nimero de recorridos distintos hasta que
no existan mas puertas exteriores o habitaciones sin salida en
las cuales iniciamos un recorrido. Observemos que cada recorri-
do tiene dos sentidos, vamos a considerarlos como uno mismo.
Luego los recorridos resultantes pueden ser de uno de los tres
tipos siguientes

1. De una puerta exterior a una habitacion sin salida.
2. De una puerta exterior a otra puerta exterior.
3. De una habitacion sin salida a una habitacién sin salida.

Denotemos por m, n y p los nimeros de recorridos para el prime-
ro, segundo y tercer tipo, respectivamente. A cada recorrido de
tipo 1 le corresponde sélo una puerta exterior y una habitacion
sin salida, a cada recorrido de tipo 2 le corresponde dos puer-
tas exteriores, y a cada recorrido de tipo 3 le corresponde dos
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habitaciones sin salida. Por lo tanto, el niimero total de puertas
exteriores es 2n + m y el numero de habitaciones sin salida es
2p-+m, notemos que los numeros 2n+m y 2p+m tienen misma

paridad. De esta manera queda demostrado el lema. []
4
|
4
|
A 4
| |

—r

Figura 2.11: Recorridos a través de una casa

En el plano, a un tridngulo junto con su interior en R? le
llamamos 2-celda triangular, notemos que la frontera en R? de
una 2-celda triangular es el triangulo.

Definicién 2.60. Una triangulacion de una 2-celda triangu-
lar es una division finita en 2-celdas triangulares tal que cual-
quier par de 2-celdas triangulares de la division tienen en comun
solo un vértice, o todo un lado o ningin punto.

Las 2-celdas triangulares de la division se llaman caras de la
triangulacion, sus lados se llaman aristas y sus vértices son los
vértices de la triangulacion.

Ejemplo 2.61. La divisién en la Figura 2.12(a) es una trian-
gulacién, mientras que la Figura 2.12(b) no lo es porque existen
dos caras que comparten una arista pero no completamente.
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(a) (b)

Figura 2.12:

Lema 2.62. Consideremos una triangulacion de una 2-celda
triangular T'. Los vértices de T' son marcados por rojo, azul y
verde. Los vértices de la triangulacion son marcados con los mis-
mos colores tales que si un vértice esta en un lado de T, este se
debe marcar por uno de los dos colores que tienen los extremos
de este lado. Entonces existe al menos una cara de la triangu-
lacion con los vértices marcados por los diferentes colores, es
decir, rojo, azul y verde. Ademds, el numero de tales caras es
1Mpar.

Demostracion. Como ilustracién de este lema veamos a la Fi-
gura 2.13. Usamos las letras r, a y v para referirnos a los co-
lores rojo, azul y verde, respectivamente. Consideremos a la 2-
celda triangular 7' como una casa y a cada cara de la triangu-
laciéon como una habitaciéon. Una arista de la triangulacion es
una puerta si los puntos de sus extremos estan marcados por
rojo y azul. A tales aristas las llamamos de tipo (r,a) (no ha-
cemos diferencia entre las aristas de tipo (r,a) y (a,7)). Ahora,
consideremos todas las posibles asignaciones de los colores rojo,
azul y verde a los vértices de una cara. Pueden ser de 10 di-
ferentes tipos (r,7,7), (a,a,a), (v,v,v),(r,r,a), (r,r,v),(a,a,1),
(a,a,v), (v,v,r), (v,v,a) y (r,a,v). Evidentemente, las caras de
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tipo (r, a, v) tienen una sola arista de tipo (r, a), por lo tanto, son
habitaciones sin salida. Similarmente, las caras de tipo (r,7,a)
y (r,a,a) son habitaciones comunicadas, porque son caras que
tienen exactamente dos aristas de tipo (r,a). En resumen tene-
mos:

1. 2-celda triangular 7' - casa
Cara de triangulacion - habitacion

Arista de triangulacién de tipo (r,a) - puerta

= LN

Arista de triangulacién de tipo (r,a) que se encuentra en
un lado de T - puerta exterior

ot

Cara de tipo (7, a,v) - habitacién sin salida

6. Cara de tipo (r,7,a) o (r,a,a) - habitacién comunicada

Figura 2.13:

Observemos que una cara puede tener 0, 1 o 2 aristas de
tipo (r,a). Asi, las hip6tesis del Lema 2.59 se satisfacen. Por lo
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tanto, el namero de habitaciones sin salida y puertas exteriores
son ambos pares o impares.

Como las puertas exteriores son aristas de tipo (r,a) que se
encuentran en el lado de T' cuyos puntos extremos estan mar-
cados de rojo y azul, tenemos por el Lema 2.58 que el nimero
de tales aristas es impar. Luego existe al menos una habitacion
sin salida, es decir, existe al menos una cara de tipo (r,a,v) y
ademas el nimero de tales caras es impar. [

En el plano, a un cuadrado junto con su interior le llamamos
una 2-celda cuadrada.

Una triangulacién de una 2-celda cuadrada es una divisién
finita en 2-celdas triangulares tal que cualquier par de 2-celdas
triangulares de la divisién tienen en comun solo un vértice, o
todo un lado o ningin punto.

Lema 2.63. Sea () una 2-celda cuadrada dividida en un numero
finito de 2-celdas cuadradas por lineas paralelas a sus lados. Los
vértices de () son marcados de rojo, azul, verde y morado. Los
vértices de la division son marcados por los mismos colores tal
que si un vértice de la division se encuentra en un lado de (@),
entonces tal vértice se ilumina con alguno de los colores que
tienen los puntos extremos de ese lado (vea la Figura 2.14(a)).
Entonces, existe una cara cuyos vértices estan marcados con al
menos tres colores diferentes.

Demostracion. Dividamos cada 2-celda cuadrada en dos 2-celdas
triangulares (vea la Figura 2.14(b)). El resultado es una trian-
gulacién de () cuyos vértices estan todos marcados.

Usamos las letras r, a, v y m para referirnos a los colores rojo,
azul, verde y morado, respectivamente. Ahora, consideremos a
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J /

Figura 2.14:

() como una casa y a cada cara de la triangulacién como una ha-
bitacién. Una puerta es una arista cuyos puntos extremos estan
marcados de rojo y azul, y las denotamos por (r, a). Una puerta
exterior es una arista de tipo (r, a) que se encuentra en un lado
de (). Una habitacion sin puertas es una cara que no tiene algu-
na arista de tipo (r, a). una habitacién sin salida es una cara que
tiene una arista de tipo (r, a), es decir, son 2-celdas triangulares
de tipo (r, a, v) o (r, a, m) y una habitacién comunicada es una
cara de tipo (r,a,r) o (a,r,a).

Observemos que () tiene habitaciones con 0, 1 o 2 puertas.
Por el Lema 2.59 el nimero de puertas exteriores y el nimero
de habitaciones sin salida tienen la misma paridad.

Por hipdtesis, las puertas exteriores se encuentran en el lado
de () cuyos extremos son de color rojo y azul. Por el Lema 2.58
el nimero de estas puertas es impar. Luego, existe al menos una
habitacién sin salida. Lo que significa que existe al menos una
cara de la triangulacion de tipo (r, a, v) o (r, a, m). Por lo tanto,
existe una 2-celda cuadrada de la division cuyos vértices estan
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marcados con al menos tres colores diferentes. (]

2.7. Teorema del punto fijo de Brouwer

Luitzen Egbertus Jan Brouwer fue un matemético holandés
(27 de febrero de 1881 - 2 de diciembre de 1966) graduado en la
universidad de Amsterdam. Sus trabajos ocuparon temas como
Légica, Topologia, Teoria de la medida y Anélisis complejo.

El teorema del punto fijo de Brouwer dice que una n-celda
tiene la propiedad del punto fijo. Brouwer lo probd, en 1909,
para n = 3, aunque un resultado equivalente habia sido demos-
trado 5 anos antes por Piers Bohl. En 1910, Salomon Hadamard
probé este resultado para toda n. En 1929, Bronis law Knaster,
Kasimierz Kuratowski y Stefan Mazurkiewicz dieron una prueba
corta del Teorema del punto fijo de Brouwer usando el lema de
Sperner.

En esta tesis demostramos el Teorema del punto fijo de Brou-
wer para una 2- celda usando el Lema de Sperner.

Teorema 2.64 (Brouwer). Una 2-celda tiene la propiedad del
punto fijo.

Demostracion. Primero demostremos que @ = [0, 1] x [0, 1] tiene
la propiedad del punto fijo. Para esto, sea f: () — @ una funcién
continua. Supongamos que () es dividido en un ntimero finito de
2-celdas cuadradas por lineas paralelas a sus lados y llamemos
a los vértices de @ como Ay, A, A3y Ay, (vea la Figura 2.15).

Si algin vértice de la division queda fijo bajo f el teorema
esta probado.

Supongamos que ningun vértice de la divisién queda fijo bajo
f. Sean p € ) un vértice de la divisién, g = f(p), la pareja (p, q)
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A

A,

A,

Figura 2.15:

que denota el vector con punto inicial p y punto final ¢ y ¢ el

angulo que forma el vector (p,q) con el eje horizontal positivo
del plano donde p es el origen.

Vamos a asignar marcas a los vértices de la divisién de acuer-
do a la direccion del vector (p, q). En esta prueba usamos como

marcas a los nimeros 1, 2, 3 y 4 en lugar de colores como lo

Angulo Marca de p
p=0 lo4
0<p<? 1
=7 lo2
s<ep<mw 2
p=m 203
7r<g0<377r 3
@:37” 304
37“<<p<27r 4

Tabla 2.1: Marcas de p

hicimos en los tres lemas anteriores, (vea la Tabla 2.1 y a la
Figura 2.16).

Queremos que se satisfaga el Lema 2.63, por lo que escogemos
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fip)
fip) fip) fip)
P P P P
P se marca P se marca p se marca P se marca
conlocon4d conl conlocon?2 con 2
fip) P fip) P P P fip)
f(p)
P se marca p se marca p se marca P se marca
con 2 ocon 3 con 3 con3ocond con 4

Figura 2.16: Marcas de p

de manera adecuada a las marcas de los vértices como sigue: si
el punto p coincide con el vértice A; de Q, el angulo ¢ satisface
las desigualdades 0 < ¢ < 7, por la Tabla 2.1 podemos marcar
a p con los numeros 1, 2 o 4. Escojamos a 1 como marca de éste
vértice. Si p coincide con el vértice Ao, de manera andloga, por la
Tabla 2.1 a As lo marcamos con los nimeros 1, 2 o 3. Escojamos
a 2 como marca de A,. De manera similar, escojamos a 3 como
marca de As y a 4 como marca de Ay.

Si el punto p pertenece al lado A; As de QQ y no coincide con A;
o con A,y, entonces 0 < ¢ < 7. Por la Tabla 2.1 podemos marcar
a p con los numeros 1, 2, 3 0 4, escojamos a los nimeros 1 o 2.
De forma similar, argumentamos para puntos que se encuentren
en los tres lados restantes de Q, de tal forma que satisfagan al
Lema 2.63.

Finalmente, los vértices que se encuentran en el interior de ()
se marcan de acuerdo a la Tabla 2.1.

Hasta este momento se han marcado a todos los vértices de
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nuestra division y cumple con las hipotesis del Lema 2.63, luego,
existe una 2-celda cuadrada de la divisiéon cuyos vértices estan
marcados con al menos tres diferentes niimeros.

Ahora, consideremos una sucesién de divisiones finitas en 2-
celdas cuadradas de ()

Dy, ={m,m....,Th,...}.

Para cada n € N, a la divisién 7, la construimos de la siguiente
manera. Dividimos cada lado de () en 2" partes iguales, luego
trazamos lineas paralelas a los lados de () a partir de cada punto
de la division.

Supongamos que todos los vértices de cada divisiéon 7, no
quedan fijos bajo la funcién f. Entonces, existe una 2-celda cua-
drada en 7, cuyos vértices estan marcados con al menos tres
numeros diferentes. Escojamos una cara de este tipo en cada
divisién 7, y denotémosla por @), y a sus vértices x,, Yn, 2n V
wy,. Sea la sucesion {z,}>°; en Q.

Como Q es compacto, existe una subsucesién de {z,}>,
tal que converge a algin punto py € ). Observemos que tam-
bién existen subsucesiones de las sucesiones {y,}°2, {z,}°°, vy
{w,}5°, en @ que convergen a py, porque el didm(Q),,) tiende a
cero cuando n tiende a infinito.

Probemos que pg es un punto fijo. Para esto, supongamos que
los puntos po v qo = f(po) son distintos. Vamos a considerar los
ocho casos que se presentan en la Tabla 2.1. Primero, supon-
gamos que el vector (py, qo) tiene un dngulo ¢y = 7. Dibujemos
una linea horizontal L que separe a pg y qo. Tomemos para ¢ > 0
una vecindad V; de ¢y tal que V.NL = (). Como f es continua en
po, existe una vecindad Vj de py tal que f(Vs) C V.. Escojamos
a ¢ lo suficientemente pequeno de tal forma que VsNL = (), (vea
la Figura 2.17).
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Ay Ag

A, Ay

Figura 2.17:

Notemos que la vecindad Vs de py contiene 2-celdas cuadradas
Q. tales que tres de sus vértices tienen marca diferente.

Ademéds, para cada s € Vj, tenemos que f(s) # sy f(s)
esta “arriba” de s, luego el vector (s, f(s)) tiene un angulo ¢ tal
que 0 < ¢ < m. Por la Tabla 2.1 marcamos a s con 1 o 2, en
particular a los vértices de @), pero esto es una contradiccion.
Por lo tanto, py es un punto fijo de f.

Ahora, consideremos otro caso, supongamos que el vector
(Po, qo) tiene un dngulo ¢y tal que 0 < ¢y < § . Dibujemos
dos rectas, Ly horizontal y Lo vertical de tal manera que sepa-
ran a py y qo. Escojamos una vecindad V, para ¢ y una vecindad
Vs para py argumentando como en el caso anterior, pero ahora
con la condicién de que ninguna de ellas tenga algin punto en

comun con Ly y Lo, (vea la Figura 2.18).

Para cada t € Vs, tenemos que f(t) # t, luego el vector (p, q)
tiene un dngulo ¢ que satisface las desigualdades 0 < ¢ < 7. Por
lo tanto, t so6lo puede tener como marca al nimero 1. Si ahora
consideramos a los vértices x,, y,, 2, vy w, de @),, para un n
suficientemente grande, todos ellos se encuentran en Vj, luego,
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A, Ag

A, A,
Figura 2.18:

los marcamos con el niimero 1, pero esto es una contradiccion.
Por lo tanto, f(po) = po-

Los 6 casos restantes se siguen de manera similar a los dos
casos que presentamos. De esta manera, concluimos que () tiene
la propiedad del punto fijo.

Como ( es homeomorfo a una 2-celda, por el Teorema 2.2, te-
nemos que la propiedad del punto fijo es un invariante topologi-
co, luego una 2-celda tiene la propiedad del punto fijo. ]
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