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Capitulo 1

INTRODUCCION

El concepto del supremo se introduce en el curso de matematicas bésicas
de la Facultad de Ciencias Fisico Matemdticas de la BUAP. Este curso se
imparte a los alumnos de nuevo ingreso de las cinco licenciaturas que ofrece
esta Facultad: matemadticas, matemdticas aplicadas, fisica, fisica aplicada y
actuarfa. La mayoria de los profesores que imparten este curso, usan como
texto el libro de la comisién [2], el cual, en el capitulo 3, desarrolla el tema
del supremo y al final presenta una lista de ejercicios. Nosotros hemos estu-
diado este material y lo hemos comparado con la presentaciéon que del mismo
tema hacen Apostol [3], Spivak [7] y Hasser [4] en sus respectivos libros de
Célculo o de introduccién al anélisis. Ademds contamos con la experiencia
en la imparticién de este curso y con las respuestas de una encuesta aplicada
a 100 estudiantes del primer ano de esta facultad, en la cual 90 % eligi6 al
supremo como el concepto mas dificil del curso de matemédticas basicas. Es
por ésto que en este trabajo partimos de la hipdtesis de que este concepto es
complicado para los estudiantes de nuevo ingreso y nos planteamos realizar
un estudio que permita conocer las dificultades a las cuales se enfrenta el
estudiante. Para responder a la pregunta ;Por qué es dificil el concepto del
supremo?, decidimos utilizar la teoria APOE pues ésta presenta un mode-
lo para explicar cémo se construyen los conceptos de matemaéticas de nivel
superior. Esta teorfa propone construir una descomposiciéon genética del con-
cepto en estudio y con base a ella, hacer una propuesta para la ensenanza y
el aprendizaje del concepto. En esta tesis explicamos los fundamentos de la
teorfa APOE y proporcionamos unos ejemplos de aplicacién de esta teorfa,
este material es lo que constituye el capitulo uno. En el capitulo dos presen-
tamos una descomposicion genética del concepto del supremo, aqui debemos



CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

mencionar que esta descomposicién genética fue elaborada con la asesorfa
de la Dra. Marfa Trigueros. En el capitulo tres, hacemos una revisiéon de la
forma en que los libros mencionados arriba y el libro de texto de nuestra
facultad presentan el tema del supremo. Finalmente, en el capitulo cuatro
presentamos una secuencia didédctica para la ensenanza y el aprendizaje de
este concepto. Esta tesis también se basa en un estudio realizado con estu-
diantes del primer ano de la Facultad [1] en el que se aplicé un instrumento
para observar las concepciones que los estudiantes alcanzan al estudiar este
tema en un curso tradicional.

Esperamos que esta propuesta genere la reflexion entre los profesores que
tienen la responsabilidad de ensenar este concepto.



Capitulo 2
LA TEORIA APOE

2.1. ;Qué es la teoria APOE?

La teorfa APOE (Accién, Proceso, Objeto, Esquema) [8] toma como mar-
co de referencia epistemolégico la teoria de Piaget (Dubinsky, 1996; Czamocha
et al., 1999).

A partir de las ideas piagetianas acerca de la manera de como se pasa de
un estado de conocimiento a otro, en la teoria APOE se hace una construc-
cién, o modelo, de la manera en la que se construyen o se aprenden conceptos
matemaéticos, en particular en la educacién superior. En sus inicios, la teorfa
APOE fue elaborada por el doctor Ed Dubinsky. Con el tiempo y con la
colaboracién de nuevos investigadores, se ha probado en distintos contextos
de las matematicas.

Desde el punto de vista de la teoria APOE, la construccién del conocimien-
to matemadtico pasa por tres etapas bdsicas: accién, proceso y objeto. El paso
por estas tres etapas no es necesariamente secuencial.

El manejo que una persona hace de un concepto ante distintas situaciones
problemadticas es diferente, ademds el tipo de respuesta del sujeto dependera
en gran medida de la demanda cognitiva del tipo de problema al que responde.

El mecanismo principal en la construcciéon de conocimiento matemaético
es la abstraccion reflexiva, en el sentido de un proceso que permite al indi-
viduo, a partir de las acciones sobre los objetos, inferir sus propiedades o las
relaciones entre los objetos de un cierto nivel de pensamiento.
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El mecanismo se activa a través de las acciones fisicas o mentales que el
sujeto hace sobre el objeto de conocimiento. La interaccién entre el sujeto y el
objeto es dialéctica. Es decir, no es posible separar el objeto de conocimiento
del sujeto que conoce.

Una accién es una transformacién de un objeto que es percibida por el
individuo como externa. La transformacion se lleva a cabo como una reaccién
a una indicacién que da informacién precisa sobre los pasos que se van a
seguir. Si una persona tunicamente puede resolver problemas haciendo uso
de este tipo de transformaciones, decimos que tiene una concepcién accion.

Cuando una accién se repite y el individuo reflexiona sobre ella, puede
ser interiorizada en un proceso. El proceso es una transformacién basada
en una construccién interna, ya no dirigida por estimulos que el individuo
percibe como externos. El individuo puede describir los pasos involucrados
en la transformacion e incluso invertirlos, es decir, tiene més control sobre
la transformacién. Si una persona resuelve problemas y da muestras de
utilizar transformaciones de este tipo, cuando el problema a tratar lo requiere,
decimos que tiene una concepcién proceso del concepto estudiado.

Los objetos cognitivos se pueden construir de dos maneras:

° Encapsulando un proceso para que el individuo pueda hacer nuevas
transformaciones sobre él. Es decir, cuando el individuo es consciente del
proceso como una totalidad y es capaz de actuar sobre él, se dice que el
individuo tiene una concepcién objeto del concepto.

. Cuando un individuo reflexiona y puede actuar sobre un esquema.

En la teoria APOE, un esquema para una parte especifica de las matemati-
cas se define como la coleccién de acciones, procesos, objetos y otros esquemas
que estan relacionados consciente o inconscientemente en la mente de un indi-
viduo en una estructura coherente y que pueden ser empleados en la solucion
de una situacién problematica.

Cuando se utiliza la teorfa APOE en la investigacién o en el diseno de
material diddctico, se empieza siempre por hacer una descomposiciéon genética
del o de los conceptos de interés. En ella se destacan las acciones y los distintos
procesos, ademds de la forma de irlos estructurando para posibilitar la cons-
truccién de la concepcion objeto y para propiciar después la construccién de
las relaciones entre dichas acciones, procesos y objetos. De esta manera, se
fomenta la construccién de los esquemas que se consideran necesarios para el
aprendizaje de una parte de las matemadticas.
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Después de tener una descomposicion genética del concepto se procede de
dos formas: elaborar instrumentos tipo examen o cuestionarios para detectar
las construcciones que han logrado hacer los estudiantes después de haber
aprendido el concepto en estudio. La segunda consiste en disenar material
didéctico, para que, de acuerdo a la descomposiciéon genética elaborada, se
favorezcan las construcciones necesarias para aprender el concepto. En esta
segunda modalidad se puede aplicar también un instrumento para detectar
las construcciones alcanzadas por los estudiantes y asf refinar la descomposi-
cién genética inicial y volver al diseno de material diddctico. Marfa Trigueros
reporta dos descomposiciones genéticas de los conceptos: base de un espacio
vectorial y conteo, algunos en su tercera o cuarta etapa de refinamiento.

2.2. Algunos ejemplos de la aplicacion de la
teoria APOE

En esta seccién se presenta un resumen del trabajo de Darly K, Marfa
Trigueros y Asuman Oktag [5] en el cual utilizan la teoria APOE para el
aprendizaje del concepto de base de un espacio vectorial.

2.2.1. Comprensién del concepto de base de un espacio

vectorial desde el punto de vista de la teoria
APOE

Para la compresién de un nuevo concepto es necesario el establecimiento
adecuado de las relaciones entre los conceptos conocidos que involucra el
nuevo concepto. Se cree que si el estudiante logra construir dichas relaciones,
podra alcanzar una mejor comprensiéon de los conceptos de algebra lineal.
Esta investigacion se centra en el concepto de base de un espacio vectorial.
Este concepto es importante ya que es un elemento principal en la estructura
de un espacio vectorial y ademds guarda relacién con otros conceptos de esta
disciplina.

La pregunta que responde este trabajo se plantea de la siguiente manera:
., Qué construcciones han desarrollado los estudiantes universitarios acerca
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del concepto de base de un espacio vectorial después de haber cursado la
materia de algebra lineal? Para responderla, presentamos en primer término
los antecedentes de investigacion sobre el aprendizaje del concepto de base,
el marco tedrico que utilizamos en el diseno y andlisis de los instrumentos
desarrollados para llevarla a cabo y los principales resultados obtenidos. Ter-
minamos este trabajo proponiendo algunas sugerencias que pueden ser de
utilidad en la ensenanza del concepto. Un marco adecuado para la investi-

gacion que se desarrolla en el trabajo es la teoria APOE.

Descomposicion genética del concepto de base de un espacio vec-
torial

Con el propésito de comprender la manera como los estudiantes cons-
truyen el concepto de base de un espacio vectorial se propone una descom-
posicién genética del concepto de base de un espacio vectorial. Para construir
el concepto de base de un espacio vectorial V, un individuo deberd mostrar
una concepcién proceso del concepto de espacio vectorial, lo que incluye un
buen manejo de las operaciones entre vectores, incluida la multiplicaciéon por
un escalar. La accién de verificaciéon de cada axioma se convierte en un pro-
ceso que implica una coordinacién entre la verificacién de cada propiedad
particular y el proceso de verificacién de axiomas en general. Cuando el es-
tudiante trabaja sobre diferentes tipos de espacios vectoriales, se da cuenta
de las propiedades que posee la estructura; en ese momento puede decirse
que tiene una concepcién proceso del concepto de espacio vectorial. Segin la
teorfa APOE, un individuo que no muestra posibilidades de ir més alld de
la realizacién de estas acciones muestra una concepcién accién del concep-
to correspondiente. Un individuo con una concepcién proceso del concepto
de conjunto generador puede, por ejemplo, decidir qué propiedades tienen
que tener los vectores pertenecientes a un espacio vectorial generado por un
conjunto generador dado. Un individuo con una concepcién proceso del con-
cepto de independencia lineal puede, por ejemplo, decidir cudles vectores se
pueden quitar de un conjunto para reducirlo a un conjunto linealmente in-
dependiente. El individuo puede, ademads, considerar este proceso como un
todo, es decir, puede encapsularlo para considerar los conjuntos de vectores
que satisfacen esta propiedad y revertir estos objetos en los procesos que les
dieron origen para verificar las propiedades de los vectores que los conforman.
Los procesos anteriores pueden coordinarse en un nuevo proceso en el que se
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verifica si los vectores de un conjunto dado son linealmente independientes
y se determina cudles vectores de un espacio vectorial se pueden generar a
partir de ellos. Este proceso incluye también el decidir si dichos vectores son
los indispensables para generar a todos los elementos de un espacio vectorial
determinado. Este proceso se encapsula, como un todo, en un objeto rela-
cionado con el espacio vectorial: la base, que permite al estudiante, por una
parte, caracterizar el espacio vectorial y, por la otra, ejercer sobre él nuevas
acciones. Cuando el individuo es capaz de relacionar estas acciones, procesos
y objetos, empieza entonces a construir un esquema; estas relaciones pueden
ser débiles o fuertes, lo cual nos indicarfa que el esquema estd en distintos
niveles de evoluciéon. Cuando el esquema tiene coherencia, se convierte en
un nuevo objeto que puede ser transformado por nuevas acciones y el objeto
puede utilizarse en problemas que no son familiares para el individuo.

Se llevé a cabo una investigaciéon en base a la descomposicién anterior
para notar cémo los estudiantes asimilan el concepto de base y algunos re-
sultados fueron: los alumnos no llegaron a interiorizar el concepto de base de
un espacio vectorial, algunos estdn en camino a la interiorizacién de dicho
concepto, otros muestran una concepcion accién y otros una concepcién que
podria llamarse de pre-accién. Con pre-accion se refiere a que el estudiante
no muestra una comprension de algin tipo y ni siquiera puede realizar accio-
nes sobre vectores concretos. Cuando los alumnos muestran una concepcién
accién o se encuentran en transicion de la concepcion accién a la concepcién
proceso, se les dice que estdn camino a la interiorizacién del concepto.

Accién y proceso del concepto de base

Accioén del concepto de base

La concepcién accion del concepto de base se pone en evidencia cuando el
estudiante verifica si un vector concreto puede escribirse como combinacién
lineal de otros vectores que pertenecen a un conjunto S dado y cuando veri-
fica si el conjunto de vectores dado es o no linealmente independiente en
términos de la aplicacién de la definicién correspondiente. Sin embargo, un
estudiante con esta concepcién no puede pensar en estas propiedades en
términos generales y muestra la necesidad de hacer cdlculos explicitos.

En base a la descomposicion genética inicial, se concluye que hay dos pro-

cesos que se coordinan para dar lugar a la concepcién proceso del concepto
de base. El primero se relaciona con el conjunto generador y consiste en un
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proceso que le permite al estudiante establecer si un vector dado o un con-
junto de vectores pertenecientes a un espacio vectorial pueden o no escribirse
como combinaciones lineales de los vectores del conjunto original. El segun-
do tiene que ver con la independencia lineal, donde inicialmente el individuo
puede identificar, a partir de las acciones que le permiten establecer combi-
naciones lineales de los elementos de conjuntos dados, cudles de entre ellas
producen el vector cero y, de ahi, determinar cudles serfan los conjuntos en
los que existe una combinacion lineal tinica que da como resultado el vector
cero. Estas acciones se interiorizan en un proceso que permite determinar si
un conjunto dado de vectores cumple con esta condicién. Cuando estos dos
procesos se coordinan, el estudiante puede también decidir si dichos vectores
son los indispensables para generar todos los elementos de un espacio vecto-
rial determinado. Se llama “camino a la interiorizaciéon” a la concepcién que
muestra el estudiante.

Interiorizacién del concepto de base

El estudiante tiene presente las propiedades del concepto de base, es de-
cir, utiliza las propiedades de independencia lineal y conjunto generador que
definen a una base, aunque muestra dificultades para coordinarlas. De acuer-
do con la descomposicion genética dada al inicio para el concepto de base,
se puede decir que el estudiante tiene una concepcién proceso con respecto
al concepto de independencia lineal, ya que, en general, puede decidir si un
conjunto es o no linealmente independiente empleando diferentes tipos de
argumentos, por ejemplo, usando el nimero de vectores, explicando verbal-
mente la propiedad que cumple o no un conjunto candidato a ser lineal-
mente  independiente, interpretando de manera correcta el resultado de
reduccién por matrices para decidir la independencia-dependencia lineal. Es
capaz, ademds, de averiguar la dependencia lineal de un conjunto de vectores
que contienen una variable, de manera general, sin tener la necesidad de dar
valores concretos. Respecto al conjunto generador, cuando el alumno puede
hacer todo esto el alumno se encuentra camino a la interiorizacién, ya que
no toma en consideracion la pertenencia de los vectores al espacio vectorial
dado. Ademds que se encuentra en camino a la interiorizacién del concepto
de base, pues atin no ha construido el concepto de conjunto generador en el
nivel de proceso y, por lo tanto, no puede coordinar ambos procesos en uno
solo.
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Conclusiones

En el andlisis surgieron algunos elementos importantes que no se consi-
deraron en la descomposiciéon genética propuesta: los conceptos de conjunto
y subespacio, que se relacionan con las dificultades acerca de las propiedades,
conjunto generador e independencia lineal, que satisface un conjunto para ser
una base y que constituyen un elemento fundamental para la comprension
de dicho concepto.

Estas dificultades se observaron, en particular, cuando los estudiantes no
ponian atencién al hecho de que los vectores de un conjunto generador tienen
que pertenecer al espacio vectorial o al subespacio que generan.

Como se habfa previsto, los estudiantes no pueden tener una concepcién
proceso de la base si no han construido los procesos de independencia y de
dependencia lineal y de conjunto generador. De acuerdo con ello, se puede
concluir que es necesario incluir en la descomposicién genética propuesta los
conceptos de conjunto y subespacio vectorial, los cuales se deberdn de mane-
jar en un nivel proceso para que sea posible coordinarlos con los conceptos de
independencia-dependencia lineal y de conjunto generador y, asi, construir el
concepto de base.

Esta investigacién también revela que resulta muy dificil alcanzar una
concepcién objeto del concepto de base, dado que, segiin la teorfa, cuando
hay necesidad de aplicar acciones sobre un proceso ya construido, éste se
encapsula en un objeto.

Creeemos que un estudiante puede lograr una concepcién objeto del con-
cepto de base sin trabajar necesariamente otros espacios que R™; sin embargo,
la experiencia de reflexionar sobre diferentes espacios vectoriales enriquece las
conexiones que se deben establecer para la construccién de un esquema.

Otro factor que influye de manera importante en la construccién del con-
cepto de base es la posibilidad de trabajar con espacios vectoriales diferentes
al espacio vectorial R", es decir, la no aceptacién de otros elementos como
vectores restringe en gran medida la construcciéon de un esquema para este
concepto.

Por 1ltimo, la necesidad de realizar investigaciones de fondo en relacién
con la comprensién de los conceptos de independencia-dependencia lineal y
de conjunto generador-espacio generado, puesto que, como se ha mencionado,
varias dificultades de los estudiantes estan relacionadas con la comprension
de estos conceptos.
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2.2.2. Conteo: una propuesta didactica y su andalisis

En esta seccién se presenta el trabajo de Hilda Salgado y Marfa Trigueros
[6]. En este trabajo se da respuesta a las preguntas:

° L Qué construcciones mentales necesitan realizar los alumnos para
construir las nociones de ordenacién y combinacién?

Con base a la teoria APOE, se propuso la siguiente descomposicién genéti-
ca como sustento tedrico de la investigacién. Al enfrentar un problema de
conteo, los alumnos requieren llevar a cabo las acciones necesarias para des-
glosar el problema y mostrar explicitamente todos los casos posibles, a fin de
poder contar fisicamente. Cuando los alumnos reflexionan sobre estas accio-
nes, las interiorizan en un proceso en el cual ya no es necesario desglosar
el problema e, incluso, pueden generalizar el proceso para simbolizarlo en
una férmula que tenga sentido para ellos. Cuando los alumnos utilizan es-
tos procesos y reflexionan sobre ellos, los encapsulan en un proceso. En este
momento pueden comparar férmulas, utilizar en un problema dos férmulas
distintas cuando es necesario, distinguir entre diversas situaciones, distinguir
las féormulas que se deben emplear en cada caso e incluso desencapsular el
objeto en el proceso que dio origen.

En la descomposicién genética refinada se agregé la acciéon de comparar
distintos tipos de problemas con o sin orden. Cuando los alumnos interio-
rizan la accién de distinguir un problema sin orden de otro con orden, son
capaces de llevar a cabo la accién de dividir la férmula de ordenacién y re-
alizar el proceso de conteo que conduce a la generalizacién en una férmula
de combinacién que puedan usar para resolver problemas sin orden. Cuando
los alumnos reflexionan sobre los procesos mencionados anteriormente, los
encapsulan para construir el objeto de conteo de ordenaciéon. En este mo-
mento, podran hacer comparaciones entre el objeto de ordenacién y el objeto
de combinacién.

° . Es posible disenar una secuencia didéctica que permita lograr una
mejor comprensién de estos conceptos por parte de los alumnos?

Para responder esta pregunta, se disené una descomposiciéon genética que
se describié anteriormente, que sirvié como base para disenar dos series de
problemas relacionados con el conteo: unos que incluyeran orden y otros, sin
orden. Con base en los resultados obtenidos en la primera experiencia y a
través del andlisis de las construcciones que los alumnos requerian para lograr
la construccion de los conceptos, se redisené la descomposicién genética.
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La descomposicién genética refinada funciona adecuadamente para pre-
decir las construcciones mentales que permiten a los alumnos construir los
conceptos relacionados con el tema del orden.

No se tiene mucha investigacién en relacién al tema de conteo. Se encon-
tré un articulo en el que se da resultados de un experimento con ninos de
entre 7 y 12 anos de edad que no habfan estudiado problemas de conteo.
Los ninos tenfan que encontrar todas las combinaciones posibles de vestir a
osos de peluche con shorts y blusas de diferentes colores (dos dimensiones) y
shorts, blusas y raquetas (tres dimensiones). Con este experimento se llegé a
dos conclusiones para la matematica educativa, la primera, la diversidad de
estrategias que los ninos usan para resolver problemas, la segunda, y el po-
tencial de los ninos en el aprendizaje auténomo de conceptos de matemadtica
discreta.

Se intenta contribuir a la investigacién acerca de la forma en la que los
alumnos enfrentan los problemas de conteo cuando se les ensena siguiendo
una estrategia constructivista. En particular, nos interesa determinar si es
posible disenar una ensenanza que permita a los alumnos aprender los con-
ceptos de conteo de manera significativa, asi como investigar cudles son las
estrategias que utilizan los alumnos cuando enfrentan problemas de conteo
por primera vez y como evolucionan durante el proceso de ensenanza, ademas
de senalar algunas de las dificultades de los alumnos en la solucién de este
tipo de problemas.

Metodologia

El tema de conteo se introdujo mediante una secuencia que incluyo:

. Una primera serie preliminar de problemas con orden disenados a
partir de la descomposicién genética, con la finalidad de que los alumnos re-
flexionaran sobre sus acciones e iniciaran asi la construccién de los distintos
procesos y objetos necesarios para la comprensién de los conceptos mateméti-
cos del conteo: ordenacion. Esta serie se aplicé en los dos semestres que se
estudiaron.

° Una segunda serie preliminar de problemas sin orden disenados a
partir de la descomposicién genética y con la misma finalidad de la serie an-
terior, pero en el tema de combinaciones. Esta serie fue aplicada en el primer
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semestre. Como los alumnos de la primera experiencia tuvieron muchas difi-
cultades para resolver los problemas donde el orden no es relevante, se decidié
revisar la descomposiciéon genética, puesto que los alumnos no habian reali-
zado las construcciones mentales que se esperaban.

. Se refiné la descomposicién genética y se disend una nueva (tercera)
serie de problemas con y sin orden, con la finalidad de diferenciar entre ambos
tipos de problemas y para aplicarse en una nueva experiencia conjuntamente
con las otras dos.

La primera experiencia se llevé a cabo en el semestre agosto-diciembre
de 2006. En ella se utilizaron las dos primeras series de problemas, una con
orden y otra sin orden. Una vez refinada la descomposicién genética con base
en los resultados obtenidos de la primera experiencia, se llevé a cabo otra
experiencia en el semestre enero-mayo de 2007. En esta ocasién se utilizo,
ademads de las dos series de problemas antes mencionadas, una serie adicional
de problemas que, como se describié anteriormente, inclufa tanto problemas
sin orden como problemas con orden, a fin de proporcionar a los alumnos
oportunidades de diferenciar entre ellos. En ambas ocasiones los alumnos
participantes cursaban la materia de Algebra Superior en una universidad de
Meéxico.

Los alumnos trabajaron los problemas incluidos en cada una de las se-
ries de varias ocasiones que denominaremos etapas, con el objetivo de pro-
porcionarles repetidas ocasiones de reflexién y favorecer asi los procesos de
interiorizacién de sus acciones y de encapsulacion de los procesos:

° Etapa 1. Antes de estudiar el tema en una clase de dos horas que
incluy6 trabajo colaborativo en equipos sin ayuda de ningin maestro o libro.

° Etapa 2. A través de una discusién general en clase sobre el tema de
conteo correspondiente: ordenacién (con orden) o combinacién (sin orden).

. Etapa 3. Después de haber generalizado los procesos en férmulas,
se pidi6 a los alumnos que resolvieran algunos problemas de la serie, con
la finalidad de comparar las soluciones de los alumnos con la estrategia de
solucién de la primera vez.

° Etapa 4. De manera individual, los alumnos resolvieron los proble-
mas como tarea.

Ademis de las etapas anteriores, se aplicaron dos exdamenes de conteo que



CAPITULO 2. LA TEORIA APOE 15

inclufan preguntas donde el orden es importante y otras donde no existe el
orden.

A continuacién se presentan algunos problemas junto con su solucién y
andlisis a priori.

Problema 1 de la serie con orden

Los coches marca BNW se producen en cuatro modelos, ocho colores, tres
potencias de motor y dos tipos de transmision.

a) ;Cudntos coches distintos pueden fabricarse?

b) ;Cuéntos coches distintos de color azul se pueden fabricar?

¢) ;Cudntos coches distintos de color azul y potencia de motor V-8 pueden
fabricarse?

Solucién:

a) 4 x 8 x 3 x 2 =192 coches distintos.
b) 4 x 3 x 2 = 24 coches azules.

c) 4 x 2 = 8 coches azules y motor V-8.

En este problema se espera que los alumnos lleven a cabo la accién de
seleccionar los datos relevantes para cada inciso: en el inciso a, cuatro datos;
b, tres datos, y ¢, dos datos. Si unicamente puede realizar las acciones,
puede ser que escriban todos los casos. Si los alumnos efectuan el producto,
indicarfa que ya interiorizaron dicha accién en un proceso.

Problema 2 de la serie sin orden

.De cudntas formas se puede escoger un equipo de basketball (cinco ju-
gadores) de entre 12 jugadores posibles? ;Cuédntos equipos incluyen al mas
débil y al més fuerte?

Solucion:
(152) = 792 equipos.

(130) = 120 equipos con el mdas débil y el mds fuerte.

En este problema se espera que los alumnos realicen la accién de reconocer
que no importa el orden y, si resuelven como ordenacion, dividir para quitarlo.
Ademads, deben reconocer que no puede haber repeticiones por tratarse de
personas. En la segunda pregunta se espera que lleven a cabo la accién de
restar el total de personas a las méds débil y las més fuerte, y componer el
equipo de tres personas. Puede ser que intenten escribir todos los casos y
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contarlos. Si los alumnos efectian el producto y la divisién, indicaria que ya
interiorizaron las acciones en un proceso.

Problema 3 del examen

En una taquerfa se pueden pedir los tacos al pastor con o sin cebolla, con
o sin cilantro, con o sin pina y con o sin salsa. ;De cudntas formas se pueden
ordenar los tacos?

Solucion:
ORI =2x2x2x2=16

En este problema se espera que los alumnos realicen la accién de reconocer
cada ingrediente, que puede o no estar presente en los tacos, lo que les da
dos opciones. Si los alumnos efectiian tnicamente acciones, puede ser que
escriban todos los casos. Si lo alumnos han interiorizado la accién en un
proceso, entonces reconoceran que el problema consiste en una ordenacién
con repeticién y usaran la formula OR]" = n™ con n objetos y m por
seleccionar. En el caso de que se utilice la férmula, es importante distinguir
si la usan de manera correcta y como la usan.

Problema 4 de la serie con y sin orden

Sean los niimeros 1, 2, 3, 4. No puedes repetir los niimeros.

a) { Cudntos nimeros de dos digitos pueden formarse? Recuerda que existe
orden pues 12 #21.

b) ;Cudntos conjuntos de dos elementos pueden formarse? En este caso
no hay orden {1,2} = {2,1}.

c) ;Qué diferencia hay entre los dos incisos anteriores?

d) ;Cémo puedes relacionar las respuestas de los incisos a y b?

Solucién:
a)OR? = 4 x 3 = 12 nimeros de dos digitos.
b)(;) = 6 conjuntos de dos elementos.

c) En el inciso a hay orden mientras que en b, no lo hay.
d) Debe dividirse el inciso a entre 2!=2 (permutaciones de dos elementos)
para obtenr el inciso b.
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En este problema se espera que los alumnos lleven a cabo la accién de
distinguir el inciso a, con orden, del inciso b, sin orden, y asf contestar el inciso
c. En el inciso d, deben relacionar las respuestas de los incisos a y b y darse
cuenta de que existen menos conjuntos que nidmeros, pues hay secuencias
que en a se cuentan como diferentes, mientras que en b se cuentan como una.
Si realizan dnicamente acciones, puede ser que escriban todos los casos. Si
los alumnos ya interiorizaron la accién en un proceso, entonces el inciso d
dividirdn inciso a entre 2! = 2, son dos secuencias iguales, para obtener el
inciso a.

Problema 5 de la serie con y sin orden
Si tienes 10 objetos y quieres escoger a los 10 objetos, ;cudntas formas
hay de escogerlos sin importar el orden en que los tomes?

Solucioén:

Gg) = 1 forma.

En este problema se espera que los alumnos efectien la accién de recono-
cer que el orden no importa y sélo existe una forma de tomar 10 objetos de
10 objetos. Si llevan a cabo tinicamente acciones, puede ser que escriban el
caso. Si los alumnos contestan correctamente sin escribir el caso, puede ser
que hayan interiorizado la accién en un proceso.

Problema 6 de la serie sin orden

. Cudntas palabras distintas pueden formarse con las letras de la palabra
mississippi que no tengan las letras s consecutivas? jjjexplica detalladamente
cudles férmulas usas y por qué!!! La explicacién cuenta la mitad de la pre-
gunta.
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Solucidn:

%! (i) palabras distintas.

En este problema hay varias acciones: la accién de separar las letras s
de las demds letras, la accion de permutar las demés letras y la acciéon de
introducir nuevamente las letras s. Estas acciones se pueden interiorizar en
un proceso.

Las producciones de los alumnos se revisaron en cada etapa para de-
terminar cudles acciones se habfan interiorizado en un proceso y si algunos
procesos se habian encapsulado en objetos. También se tomé en consideracion
el hecho de que los alumnos pudieran estar en transito entre accién y pro-
ceso o entre proceso y objeto. El maestro iba anotando todas las preguntas,
respuestas, dudas, comentarios, etc., que surgian en el momento de la dis-
cusién en clase, asi como el procedimiento que siguié para llegar, junto con
los alumnos, a encontrar las relaciones entre los conceptos que se pueden
expresar en términos de férmulas de conteo. Para el andlisis, se utilizé esta
bitdcora conjuntamente con toda la produccién de los alumnos.

Analisis de las producciones de los alumnos

Primera experiencia

Se analizaron las respuestas de los alumnos del semestre agosto-diciembre
de 2006 de las diversas actividades disenadas con base en la descomposicién
genética. A lo largo del andlisis, se hizo evidente que la accién de desglosar el
problema para contar fisicamente fue interiorizada por 95 % de los alumnos,
un proceso que les permitia encontrar la solucién.

En el analisis de los resultados de los alumnos se encuentran datos que
muestran que han interiorizado las acciones de suma y enumeracién de casos
en un proceso que generalizan dichas acciones. Los alumnos poco a poco de-
jan de contar fisicamente para introducir productos y, posteriormente, gene-
ralizan estos productos en férmulas.

Sin embargo, en el caso de la serie disenada con los problemas donde
el orden no existe, los alumnos tuvieron dificultades. Unicamente un grupo
de tres alumnos resolvié los problemas cuando los enfrentaron por primera
vez. La informacién recabada se analizé con base en el marco tedrico para
averiguar si, efectivamente, los alumnos llevaban a cabo las construcciones
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mentales que se habian propuesto en la descomposicién genética. El resultado
de este estudio mostré que dicha descomposicion no inclufa la necesidad de
realizar acciones especificas que permitieran a los alumnos distinguir entre
los problemas que incluyen orden y los que no lo incluyen.

Debido a esta situacién se consideré necesario refinar la descomposicién
genética para que diera cuenta de mejor manera de las observaciones del
trabajo con los alumnos. Una vez refinada la descomposicién genética, se re-
disend la serie de problemas sin orden y se probé en una segunda experiencia
la que se consideré la inclusiéon de problemas de distinta indole, a fin de que
los alumnos efectuaran las acciones de comparar y diferenciar.

Los resultados del andlisis de la solucién del examen muestran evolucién
en la comprensién de los conceptos involucrados en el tema de conteo: ordena-
ciones y combinaciones. El promedio del examen de conteo de 8.06 estd muy
por encima del obtenido por los alumnos de la misma maestra en semestres
anteriores, que no pasaba de 6.

Sequnda experiencia

Nuevamente, el andlisis de los datos de esta experiencia muestra que la
accién de desglosar el problema para contar fisicamente fue interiorizada por
96 % de los alumnos, en un proceso que les permite encontrar la solucién
mediante el producto de los datos relevantes o la aplicacién de una férmula.

Al introducir la nueva serie de actividades basada en la descomposicién
genética revisada, se encontré que se interiorizaron las acciones de comparar
y diferenciar entre distintos tipos de problemas y, en esta ocasién, los alumnos
fueron capaces de distinguir cudndo un problema tiene orden y cudéndo no lo
tiene.

Los alumnos interiorizaron las acciones de desglosar y representar el pro-
blema en un proceso que las generaliza y los conduce a encontrar férmulas
generales. Un 23% de los alumnos, incluso, encapsulé la férmula de orde-
nacién en un objeto e hicieron en ella la divisién para quitar el orden, como
se muestra su solucién al problema 5.

El andlisis del examen de conteo muestra la evolucién de los alumnos
en el conocimiento del tema de conteo: ordenaciones y combinaciones. Una
vez mas, se encuentra que 24 % de los alumnos requiere un diagrama, entre
ellos, 90 % sélo lo utilizan para comprobar su respuesta. El uso correcto de las
férmulas y la explicacién de sus distintas componentes indica que los alumnos
han interiorizado las acciones en un proceso que les permite distinguir cuédl
férmula usar en cada problema y cémo aplicarla correctamente. Siete alumnos
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dan muestras de haber encapsulado los procesos en un objeto que les permite
plantear problemas donde se puedan usar dichas férmulas y explicar cémo
pasar de una férmula a otra, lo que no se logré en la primera experiencia.

Conclusiones

La experiencia didactica muestra que la construccién de los conceptos
asociados al conteo es dificil para los alumnos; este trabajo muestra que
estas dificultades pueden ser superadas mediante el diseno de una estrate-
gia didéctica basada en consideraciones tedricas, en particular, en la teorfa
APOE.

El tema de conteo se introduce en muchas ocasiones en los niveles medio
y medio superior: secundaria y preparatoria. El trabajo diddctico que se
realizé en este trabajo no supone ningin conocimiento previo por parte de
los alumnos. Por lo tanto, la descomposicién genética desarrollada para esta
experiencia podria ser también de utilidad para disenar didacticas especificas
para esos niveles. Las series de problemas que se disenaron con base en la
descomposiciéon genética podrian utilizarse con alumnos de estos niveles.

Se encontrd, en ambas experiencias, que pocos alumnos pudieron detectar
los casos. Diferenciar distintos casos dentro de un mismo problema implica,
en primer lugar, una comprensién profunda del problema. Adema4s, este tipo
de problemas requiere estrategias que no son faciles de generalizar, sino que
se necesita una experiencia que permita identificar las posibilidades de elec-
cién dentro del problema y clasificarlas por tipos que se tratan de manera
especifica.

El tema de conteo es muy amplio. En muchas ocasiones es necesario re-
solver problemas que se separan en casos.



Capitulo 3

EL SUPREMO

3.1. El supremo en el libro de la comisién de
la FCFM

Axioma del supremo: Si A C R es tal que A # () y A estd acotado
superiormente, entonces A tiene supremo.

Comentario: En el libro de la comision [2] se presenta el axioma del supre-
mo antes de definir cota superior, supremo y conjunto acotado superiormente
los cuales son conceptos que involucra el axioma. Esto en muchas ocasiones
causa confusién entre los estudiantes. Cuando se les pide enunciar la defini-
cién del supremo los estudiantes escriben el axioma del supremo, esto se vera
en el siguiente capitulo.

Como se menciona anteriormente seguido del axioma de supremo se
presenta la siguiente definicion:

Definicién 3.1.1 Sea A C R.
(1) Sixg € R, diremos que xq es una cota superior de A si

Vae A: a<ux.

(2) Diremos que A estd acotado superiormente si existe una cota superior
de A.

21
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Ejemplos:

1. Sea A ={-2,-1.5,0,1,1.5,2}. Entonces 2 es una cota superior de A
porque es mayor o igual que cualquier otro elemento de A. En general, si A
es un conjunto finito el mayor de sus elemento es una cota superior de A.

2. Sean a,b € R con a < b.
A = (a,b) como Vx € A, a < x < b, entonces b es una cota superior de A.

3. B =a,b] como Vz € B, a <z < b, entonces b es una cota superior de

B.

4. Supongamos que A = (2,3). Como vimos en el Ejemplo 2, 3 es una
cota superior de A. Pero 7,3.5,4, 5,4/10 y cualquier otro niimero mayor que
3 también son cotas superiores de A.

En general, dado un conjunto A C R y una cota superior xo de A,
cualquier ¥ € R mayor que zy también es una cota superior de A.
El ejemplo 5 resulta ser muy interesante:

5. Sea A = (). Demostraremos que cualquier niimero real es una cota
superior de A. Sea zy € R. Entonces es verdadera la proposicién

Va € 0:a< .

. Por qué? He aqui la respuesta:
Demostraciéon. Queremos demostrar que:

A=0yroeR=Vach: a<u.

Jda € 0 tal que a < x4 lo cual es una contradiccién ya que el conjunto ()
no tiene elementos. m

Definicién 3.1.2 Sea A C R y xy € R. Diremos que xy es supremo de A,
st se cumplen:

s1) To es cota superior de A.

So) Sim es cota superior de A, entonces xg < m.
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La condicién s5) nos dice que xq es la minima cota superior de A. Ademas
de que nos permite demostrar la unicidad de z(, es decir, que en contraste
con el concepto de cota superior un conjunto A puede tener a lo mds un
supremo. Lo cual se enuncia en el siguiente teorema que presenta el libro.

Teorema 3.1.3 Sea A C R y xg, yo supremos de A. Entonces xo = yp.

Azioma del supremo: Si A C R es tal que A # () y A estd acotado
superiormente, entonces existe xo € R, tal que xq = sup A.

Ejemplos:

1. Sea B = [2,3]. Sabemos ya que 3, y todo numero mayor que 3, son
cotas superiores de B. Intuitivamente, es claro que 3 es la menor de las cotas
superiores de B, asi proponemos que 3 = sup B.

Para demostrar esto, solo resta probar la propiedad s), lo cual es sencillo:

Sea m una cota superior de B. Entonces para cada b € B,b < m. Como
3 es elemento de B, 3 < m y ya.

2. Sea A = (2, 3). En este caso también demostraremos que 3 = sup A. Ya
sabemos que 3 es una cota superior de A. Para ver que cumple s3), tendriamos
que demostrar que, dado m € R entonces

m es una cota superior de A = 3 < m.

Pero para esto conviene demostrar la contrarreciproca de dicha impli-
cacion:

m < 3 = m no es una cota superior de A.

Para demostrarla, supongamos que m < 3 . Entonces

(i) Sim <2, 25 € Ay m < 2.5. Esto demuestra que m no es una cota
superior de A.

(ii) Si m > 2, por Ejercicio 2 (4), el promedio aritmético de m y 3,

m+3

xo = 5=, estd entre m y 3, asi que

2<m<xy <.

Gracias a esto podemos asegurar que o € Ay que m < xg, lo cual implica
que m no es cota superior de A.
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Comentario: Con el ejemplo 1 y 2, podemos sacar una conclusién. Cuan-
do el supremo estd en el conjunto, es muy facil de probar s;), que podria
ser la parte dificil de la definicién del supremo, pero cuando el supremo no
estd dentro del conjunto, entonces podemos demostrar la contrarreciproca
de la proposicién: m es una cota superior de A = sup A < m y para su
demostracion se usard la media aritmética para proponer a xg € A y que nos
sirve para demostrar que m no es cota superior de A, es decir que m < x.

En el ejemplo 3 pondremos a prueba la conclusién que obtuvimos de los
ejemplos anteriores.

3. R_={z e R |z <0}, entonces supR_ = 0.

Ya sabemos que Vo € R_, x < 0. Esto prueba la propiedad s;), solo falta
la propiedad ss), con la conclusién anterior podemos hacer la demostracion
andloga al ejemplo 2.

Ahora demostraremos la contrarreciproca de la propiedad ss) :

m < 0 = m no es una cota superior de R_

Para demostrar que m no es cota superior de R_. Debemos demostrar

que dzy € R_ tal que m < xg. Sea xg = mTJrO,esta entre m y 0, asi que

m<xy<0

hemos encontrado un zy que cumple que m < xg, esto nos asegura que m
no es cota superior de R_.

4. Si A es un conjunto que no estd acotado superiormente, entonces A no
tiene supremo, porque el supremo serfa una cota superior.

5. Ry ={z € R |z > 0}, entonces R, no tiene supremo (;por qué?).

6.Sea A={1—L:ineN}={01-L1-21-1 3={0122 }

792939 40
Claramente A # 0 y 1 — 2 < 1 para cada n € N, asf que A # () y estd
acotado superiormente. Por el axioma del supremo, A tiene supremo.
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Teorema 3.1.4 Si ACR, A#(, A acotado superiormente y
ag = sup A, entonces

Vr € Ry Ja € A tal que ag —r < a < ay.

Corolario 3.1.5 Sea ACR, A#(, A acotado superiormente y
ag = sup A. Entonces

Vr >0, da € A tal que |a — ag| < 7.

El cual se interpreta de la siguiente forma:
Si ag es el supremo de A, entonces en cualquier intervalo abierto con
centro en ag y radio r, siempre hay elementos del conjunto.

Definicién 3.1.6 Sea A C R y xzq € R. Diremos que xq es un mdzximo de A
st se cumplen:

M) o es una cota superior de A.

Mz) To € A.

Como el caso del supremo, un conjunto A no puede tener mdas de un
méximo (ejercicio).
Demostracién. Sean xg, 1o méximos de A. Luego como zg, 3o satisface

M) entonces

Zo

Yo

VANRVAN

Como zg satisface M) = xy < 3o y como y, satisface My) = yo < ¢, luego
entonces yp = xg. A

Notacién: xy = max A.

Teorema 3.1.7 Sea A CR, A+# () yxo=maxA, entonces

sup A = xg.
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Ejemplos

1. Como 3 = sup(2,3), pero 3 ¢ (2,3), entonces 3 no es el maximo de
(2, 3). El conjunto (2, 3) no tiene méximo porque si lo tuviera, por el teorema,
sabrfamos que este méximo serfa el supremo, o sea 3, pero como ya vimos, 3
no puede ser el méximo del conjunto.

Entonces un conjunto puede tener supremo pero no méximo.

2. Sea A = {1, x5, z3} C R. El mdximo de este conjunto es el mayor de
los tres elementos.

En forma andloga a los conceptos de cota superior, supremo y maximo
de un conjunto tenemos los conceptos simétricos de cota inferior, infimo y
minimo de un conjunto y los correspondientes teoremas.

Definicién 3.1.8 Sea A C R
(1) Siyo € R, diremos que yy es una cota inferior de A si

Ya e A:yy <a.

(2) Diremos que A estd acotado inferiormente, si existe una cota inferior

de A.

Definicién 3.1.9 Sea A C R y yo € R. Diremos que yo es un infimo de A
si se cumplen:

i1) Yo es una cota inferior de A.

ia) Si m es una cota inferior de A, entonces yo > m.

Coloquialmente, un infimo de A es un méxima cota inferior de A. De
hecho éste es otro nombre que suele dérsele a un infimo.

Tambien puede demostrarse que un conjunto no puede tener méas de un
infimo:

Teorema 3.1.10 Sean A C R y xg, yo infimos de A. Entonces xq = yo.

La notacién que el libro da al infimo yg de un conjunto A es, yo = inf A.

El axioma simétrico al de supremo, seria el axioma del infimo, se puede
probar usando el axioma del supremo y, por lo tanto, ya no es un axioma,
sino el siguiente teorema:
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Teorema 3.1.11 Si A C R es tal que A # () y A acotado inferiormente,
entonces A tiene infimo.

Algunas otras propiedades del infimo son:

Teorema 3.1.12 Si A C R, A # 0, A acotado inferiormente y ay € R tal
que ag = inf A, entonces

Vr >0, da € A tal que ag < a < ag+T.

Corolario 3.1.13 Sea A CR, A # (), A acotado inferiormente y ag € R
tal que ag = inf A, entonces

Vr >0, Ja € A tal que |a — ag| < r.

Este resultado lo podemos interpretar de la siguiente forma:
Si ag es el infimo de A, entonces en cualquier intervalo abierto con centro
en ag y radio r, hay elementos de A.

Definicién 3.1.14 Sea A C R, si existe ag € R. Diremos que ag es un
minimo de A si se cumplen:

my) ag es una cota inferior de A.

ma) ag € A.

Por supuesto en este caso también hay unicidad, si un conjunto A tiene
un minimo, este es el tnico nimero real que satisface m) y ms). Por eso
se habla de “el minimo de A” y la proposicién “ag es el minimo de A” se
representa como: ag = min A.

Teorema 3.1.15 Sea ACR, A # 0 yxog=min A, entonces
inf A = .

Definicién 3.1.16 Sea A C R. Decimos que A es acotado si y solo si A es
acotado superior e inferiormente.

Como ya habfamos comentado, los resultados acerca de infimo y mini-
mo se dejan como ejercicio para el estudiante ya que son consecuencias del
supremo.
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3.2. El supremo en otros libros

3.2.1. Calculo infinitesimal de Michael Spivak

El libro de Célculo infinitesimal de Michael Spivak, presenta el tema del
supremo en el capitulo 8 y lo titula: Cotas superiores minimas. Menciona
que va a revelar la propiedad més importante de los niimeros reales y que es
una continuacién del capitulo 7 titulado Tres teoremas fuertes. Los teoremas
fuertes que se mencionan en el capitulo 7 son los siguientes.

Teorema 1. Si f es continua en [a,b] y f(a) < 0 < f(b), entonces existe
algin z en [a,b] tal que f(z) = 0.

Teorema 2. Si f es continua en [a, b], entonces f estd acotada superior-
mente en [a, b], es decir, existe algin nimero entero N tal que f(z) < N para
todo z en [a, b].

Teorema 3. Si f es continua en [a, b, entonces existe algiin nimero y en
la,b] tal que f(y) > f(x) para todo x en [a, b].

Se inicia el capitulo 8, Cotas superiores minimas con la siguiente defini-
cion.

Definicién 3.2.1 Un conjunto A de nimeros reales se dice acotado supe-
riormente si existe un niumero real x tal que

x = a para todo a de A.

Un nidmero x con esta propiedad se dice que es una cota supertor de A.

Evidentemente A estd acotado superiormente, si y sélo si, existe un nimero
x que sea cota superior de A (y en este caso habrd muchas cotas superiores de
A); se suele decir abreviadamente que A tiene una cota superior queriendo
decir que existe un nimero que es cota superior de A.

Obsérvese que el término acotado superiormente ha sido utilizado de dos
maneras: primero en el capitulo 7, con referencia a funciones, y ahora con
referencia a conjuntos. Las dos definiciones estdn fntimamente relacionadas:
si A es el conjunto {f(z) : a < x < b} entonces la funcién f estd acotada
superiormente en [a, b, si y s6lo si, el conjunto A estd acotado superiormente.
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El conjunto total R de niimeros reales, y los nimeros naturales N, son
ejemplos ambos de conjuntos que no estdan acotados superiormente. Un ejem-
plo de conjunto que estd acotado superiormente es

A={z:0<z <1}

Para demostrar que A estd acotado superiormente, nos basta con exhibir
alguna cota superior de A, lo cual es bastante fécil; por ejemplo, 138 es una
cota superior de A, e igualmente lo son 2, 1 %, 1 i y 1. Evidentemente, 1 es
la cota superior minima de A, aunque la frase que acabamos de introducir
se comprende por si misma, para evitar cualquier posible confusién (en par-
ticular para estar seguros de saber todos lo que significa el superlativo de

“menor” ), vamos a dar una definicién explicita.

Definicién 3.2.2 Se dice que un nimero x es una cota superior minima
de A si

(1) x es cota superior de A

(2) siy es una cota superior de A, entonces v < y.

El uso del articulo indefinido “un” en esta definicién ha sido sencillamente
una concesién a la ignorancia temporal. Una vez dada la definicién precisa,
se ve facilmente que si x e y son ambos cotas superiores minimas de A,
entonces r = .

En efecto, en este caso: x < y, puesto que y es una cota superior, y x es
una cota superior minima, e y < x, puesto que z es una cota superior, € y €s
una cota superior minima; se sigue que x = y. Por esta razoén hablamos de
la cota superior minima de A.

El térmimo supremo de A es sinénimo y tiene una ventaja: se presta a
la muy coméda abreviacién sup A.

Comentario: Como podemos observar el libro presenta el tema del supre-
mo de una manera muy escueta, primero definiendo cota superior, poste-
riormente, muestra la definicién de cota superior minima haciendo al final
referencia de que el término cota superior minima es lo mismo que supremo,
también hace mencion de la unicidad del supremo de un conjunto, pero éste
no lo presenta en forma de teorema como lo menciona el libro de la comisién,
sin hacer mencién del maximo de un conjunto.

Ms4s adelante el libro continia con la definicién de cota inferior minima.
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Existe una serie de importantes definiciones, andlogas a las que ya hemos
dado, y que podrén tratarse con méds brevedad. Un conjunto A de nimeros
reales estd acotado inferiormente si existe un nimero x tal que

x < a para todo a de A.

Un tal numero x recibe el nombre de cota inferior de A. Un numero x
es la cota inferior maxima de A si

(1)  es una cota inferior de A

(2) si y es una cota inferior de A, entonces x > y.

La cota inferior méxima de A es también llamada fnfimo de A, y tiene
la abreviacién inf A.

Comentario: Como en el caso del supremo, el infimo se presenta de una
manera muy resumida y poco formal respecto al libro de la comisién, ademas
no hace mencién del minimo de un conjunto.

Hemos omitido hasta aqui un detalle: la cuestién de cudles son los con-
juntos que tienen por lo menos una, y en consecuencia exactamente una,
cota superior minima o cota inferior méxima. Consideraremos tnicamente
las cotas superiores minimas, ya que con ello, las cuestiones relativas a cotas
inferiores médximas se resolverdn facilmente por analogia.

Si A no estd acotado superiormente, entonces A no tiene cota superior
minima. Se tiene la tentacién de afirmar que siempre A tiene alguna cota
superior, tiene cota superior minima, pero, como ocurre con el principio de
induccién matemadtica, este aserto puede dejar de ser cierto de una manera
bastante especial.

Si A = (), entonces A estd acotado superiormente. En efecto, cualquier
niimero x es una cota superior de ():

x >y para todo y de (),

simplemente porque no existe ningtin y en (). Puesto que todo ntiimero es
una cota superior de (), no existe evidentemente ninguna cota superior minima,
para (). Prescindiendo, sin embargo, de esta excepcion trivial, nuestro aserto
es verdad, y por cierto muy importante que vale la pena considerarlo en
detalle. Estamos finalmente en condiciones de establecer la iltima propiedad
que necesitamos de los nimeros reales.
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Propiedad de la cota superior minima. Si A es un conjunto de
nimeros reales, A # () y A estd acotado superiormente, entonces A tiene
una cota superior minima.

Es posible que la propiedad anterior llame la atencién del lector por
su falta de originalidad, pero ésta es, precisamente, una de sus virtudes.
Para completar nuestra lista de propiedades béasicas de los niimeros reales no
nos hace falta ninguna proposicién abstrusa, sino inicamente una propiedad
tan sencilla que puede asombrarnos el que nos haya podido pasar por alto.
Por supuesto, la propiedad de la cota superior minima no es, en realidad,
tan inocente como parece; después de todo, no se cumple para los nimeros
racionales Q. Por ejemplo, si A es el conjunto de todos los niimeros racionales
x que satisfacen 22 < 2, entonces no existe ningiin nimero racional que sea
cota superior minima de A. La importancia de la propiedad aparecerd cada
vez mads clara, pero sélo gradualmente.

Comentario: Hay que hacer notar que el axioma del supremo y otros
axiomas se presentan en este libro como propiedades de los nimeros reales.

3.2.2. Calculus Volumen 1 de Tom M. Apostol

El tema del supremo lo presenta en el capitulo I; parte 3, titulada: Un
conjunto de axiomas para el sistema de nimeros reales; la cual comprende
las secciones I 3.1 hasta la I 3.15. Pero para nuestro objeto de estudio en
particular nos interesa tratar las secciones I 3.8; I 3.9; I 3.10; 1.3.11.

Una breve introduccién. Los nimeros reales son como conceptos primi-
tivos que satisfacen a un cierto nimero de propiedades que se toman como
axiomas; es decir, se suponen que existen ciertos objetos, llamados nimeros
reales, que satisfacen los 10 axiomas enunciados en las cinco secciones que
siguen. Los axiomas se agrupan en forma natural en tres grupos, que son,
aziomas de cuerpo, ariomas de orden y el axioma del extremo superior (lla-
mado también axioma de continuidad o axioma de completitud).

Para empezar expondremos los axiomas de cuerpo y los axiomas de orden
que el libro presenta en las secciones I 3.2 y I 3.4 respectivamente.

Axiomas de campo

Axioma 1. Propiedad conmutativa. © +y =y + x, zy = yz.
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Axioma 2. Propiedad asociativa. 4+ (y+2) = (z+y)+ 2, 2(yz) = (zy)=z.

Axioma 3. Propiedad distributiva. z(y 4+ z) = zy + zz.

Axioma 4. Existencia de elementos neutros. Fzisten dos nimeros reales
distintos, que se indican por 0 y 1 tales que para cada nimero real x se tiene:
O+z=24+0=xylez=zl1=u

Axioma 5. Existencia de negativos. Para cada nimero real x existe un
numero real y tal que v +y =y +x = 0.

Axioma 6. Existencia del reciproco. Para cada nimero real x # 0 existe
un numero real y tal que xy = yr = 1.

Axiomas de orden

Axioma 7. Si x e y pertenecen a R™, lo mismo ocurre a © + vy y xy.
Axioma 8. Para todo real © #0 , o x € Rt o —x € RY, pero no ambos.
Axioma 9. 0 ¢ R™.

Después de este breve resumen sigamos con nuestro objeto de estudio,
iniciando con la seccién:

I 3.8 Cota superior de un conjunto, elemento maximo, extremo superior

Los nueve axiomas expuestos hasta ahora contienen todas las propiedades
de los nimeros reales estudiados ordinariamente en dlgebra elemental. Hay
otro axioma de importancia fundamental en el cdlculo que de ordinario no se
estudia en los cursos de dlgebra elemental. Este axioma (u otro equivalente)
es necesario para establecer la existencia del niimero irracional.

En &lgebra elemental se presentan nimeros irracionales cuando se trata
de resolver ciertas ecuaciones cuadraticas. Por ejemplo, se desea tener un
nimero real = tal que 22 = 2. A partir de los nueve axiomas anteriores no
se puede probar que exista un x en el sistema de los nimeros reales que
verifique tal ecuacién, ya que estos nueve axiomas son satisfechos también
por los nimeros racionales y no hay ningin racional cuyo cuadrado sea 2.
El axioma 10 permite introducir nimeros irracionales en el sistema de los
ntimeros reales. Se verd también que atribuye al conjunto de los nimeros
reales una propiedad de continuidad que es especialmente importante en el
estudio del calculo.

Antes de exponer el axioma 10, conviene introducir alguna terminologia
y notaciones especiales. Sea S un conjunto no vacio de ndmeros reales y



CAPITULO 3. EL SUPREMO 33

supongamos que existe un nimero B tal que
r<B

para todo x de S. Entonces se dice que S estd acotado superiormente por B.
El niimero B se denomina cota superior para S. Decimos una cota superior
debido a que todo nimero mayor que B también es una cota superior. Si
una cota superior B pertenece también a S, entonces B se llama el elemento
mdximo de S. A lo sumo puede existir un B que sea elemento maximo. Si
existe, se escribe

B = max S.

Asi que, B=max S si B € Syx < B para todo x de S. Un conjunto sin
cotas superiores se dice que es no acotado superiormente.

Comentario: Hasta aqui, podemos observar que el libro antes de presentar
el axioma 10 (axioma del supremo) expone las definiciones que estén involu-
cradas en la definicién de extremo superior (supremo) y, ésta a la vez estd
ligada al axioma 10 ya que ésta es necesaria para la comprensién del axio-
ma 10. Esto es un punto a favor del libro de Apostol, ya que el libro de la
comisién de la FCFM empieza presentando el axioma del supremo y poste-
riormente define cota superior, conjunto acotado superiormente y supremo, lo
cual puede causar confusién en el estudiante. El libro presenta las definiciones
de manera clara para el lector.

Los ejemplos que siguen ilustran el significado de las definiciones.

Ejemplo 1. Sea S el conjunto de todos los nimeros reales positivos. Es
un conjunto no acotado superiormente. No tiene cotas superiores ni elemento
maximo.

Ejemplo 2. Sea S el conjunto de todos los nimeros reales x tales que
0 < x < 1. Este conjunto estd acotado superiormente por el 1. Su elemento
maximo es el 1.

Ejemplo 3. Sea T el conjunto de todos los nimeros reales x tales que
0 < x < 1. Es parecido al conjunto del ejemplo 2 salvo que el punto 1
no estd incluido. Este conjunto estd acotado superiormente pero no tiene
elemento maximo.

Comentario: En los ejemplos 2 y 3 de intervalos concretos [0,1] y [0,1) es
facil notar que son conjuntos acotados superiormente y ademas, que existe el
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elemento maximo en el caso del ejemplo 2. En el ejemplo 1 podria ser dificil
notar que es un conjunto no acotado superiormente y mucho més si tiene
elemento méximo o no, ya que para que el maximo exista el conjunto debe
estar acotado superiormente. En los ejemplos anteriores podemos observar
que en ninguno de ellos demuestran las afirmaciones que enuncian.

Algunos conjuntos, parecidos al ejemplo 3, estdn acotados superiormente
pero no tienen méximo. Para ellos existe un concepto que sustituye al del
méximo. Este se llama extremo superior del conjunto y se define como sigue:

Definicion 3.2.3 Definicion de extremo superior. Un nimero B se denomi-
na extremo superior de un conjunto no vacio S si B tiene las dos propiedades
siguientes:

a) B es una cota superior de S.

b) Ningun nimero menor que B es una cota superior para S.

Si S tiene méximo, éste es también extremo superior de S. Pero si S no
posee maximo, puede tener extremo superior. En el ejemplo 3 precendente,
el nimero 1 es extremo superior de 7' si bien 7' no tiene maximo.

Comentario: La afirmacién anterior se enuncia en el libro como teore-
ma a saber teorema 3.1.7. La parte b) de la definicién de extremo superior
(supremo) se enuncia de manera distinta a comparacién de los libros estu-
diados anteriormente. Observemos que el autor utiliza la negacién en b) lo
cual podria ser mdas complicado para el alumno.

Teorema 3.2.4 Dos niumeros distintos no pueden ser extremos superiores
para el mismo conjunto.

Demostracion. Sean B y C dos extremos superiores para el conjunto
S. La propiedad b) implica que C > B puesto que B es extremo superior;
danalogamente, B > C' ya que C' es extremo superior. Luego, tenemos B = C'.
[ ]

I 3.9 Axioma del extremo superior (axioma de completitud)

Podemos ahora establecer el axioma del extremo superior para el sistema
de nimeros reales.
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Axioma 10. Todo conjunto no vacio S de mimeros reales acotado supe-
riormente posee extremo superior; esto es, existe un numero real B tal que

B =supS.

Insistamos una vez mds en que el extremo superior de S no pertenece
necesariamente a S. En realidad sup .S pertenece a S si y sélo si S posee
méximo, en cuyo caso max.S = sup .

Las definiciones de cota inferior, acotado inferiormente y minimo, se for-
mulan en forma parecida. Si S tiene minimo, se expresa min .S = inf S.

Un nimero L se llama extremo inferior (o infimo) de S si a) L es una
cota inferior para S, y b) ningin nimero mayor que L es cota inferior para
S. El extremo inferior de S, cuando existe, es tnico y se designa por inf S.
Si S posee minimo, entonces min S = inf S.

Comentario: Consideramos que esta forma de exponer el axioma del supre-
mo es mas facil de comprender para el estudiante porque se expusieron las
definiciones de los conceptos que se involucran en el axioma.

Con el axioma 10, se puede demostrar el siguiente:

Teorema 3.2.5 Todo conjunto no vacio S acotado inferiormente posee ex-
tremo inferior; esto es, existe un niumero real L tal que L = inf S.

Demostracién. Sea —S el conjunto de los nimeros opuestos de los de
S. Entonces —S es no vacio y acotado superiormente. El axioma 10 nos dice
que existe un nimero B que es extremo superior de —S. Es facil ver que

—B=infS. =

Consideremos una vez més los ejemplos de la seccién anterior. En el ejem-
plo 1, el conjunto de todos los niimeros reales positivos, tiene al 0 como ex-
tremo inferior. Ese conjunto no tiene minimo. En los ejemplos 2 y 3, el 0 es
el minimo.

En todos esos ejemplos resulta facil decidir si el conjunto S es o no acotado
superior e inferiormente, y también es facil de determinar los nimeros sup S

e inf S.
I 3.10 La propiedad arquimediana del sistema de los niimero reales

Esta seccién contiene algunas propiedades importantes del sistema de los
nimeros reales que son consecuencia del extremo superior.
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Teorema 3.2.6 FEl conjunto P de los nimeros enteros positivos 1,2,3,... no
estd acotado supertormente.

Como corolarios del teorema precedente, se obtienen inmediatamente las
consecuencias siguientes:

Teorema 3.2.7 Para cada real x existe un entero positivo n tal que n > x.

Teorema 3.2.8 Six > 0 e y es un niumero real arbitrario, existe un entero
positivo n tal que nxr > y.

Teorema 3.2.9 Si tres nimeros reales a,x ey satisfacen las desigualdades

agxga—i—y
n

para todo entero n > 1, entonces x = a.

I 3.11 Propiedades fundamentales del extremo superior

En esta seccién se consideran tres propiedades fundamentales de los ex-
tremos superior e inferior. La primera de ellas establece que todo conjunto
de nmimeros con extremo superior contiene nimeros tan préximos como se
quiera a dicho extremo; del mismo modo, un conjunto con extremo inferior
contiene nimeros tan préoximos a él como se quiera.

Teorema 3.2.10 Sea h un nimero positivo dado y S un conjunto de nimeros
reales.

a) Si S tiene extremo superior, para un cierto x de S se tiene
xr>supS—h
b) Si S tiene extremo inferior, para un cierto x de S se tiene

z<infS+h
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Teorema 3.2.11 Propiedad aditiva. Dados dos subconjuntos no vacios A y
B de R, sea C' el conjunto

C={a+0b|ac Abec B}.
a) Si A y B poseen extremo superior, entonces C' tiene extremo superior,

sup C' = sup A + sup B.

b) Si A y B poseen extremo inferior, entonces C' tiene extremo inferior,
inf C' = inf A + inf B.
Teorema 3.2.12 Dados dos conjuntos no vacios S y T de R tales que
s<t

para todo s de S y todo t de T. Entonces S tiene extremo superior, T
extremo inferior, y se verifica

sup S <infT.

3.2.3. Analisis matematico 1 de Norman B. Hasser

El tema del axioma del supremo se encuentra en el Capitulo 9, titulado:
El axioma del supremo e inicia con una breve introduccién muy interesante.

Introduccion

La consideracién del axioma del supremo ha sido diferida hasta este
momento, no porque sea menos importante que los otros axiomas si no para
que podamos apreciar mejor el papel que juega en el dnalisis.

Es este axioma el que distingue el sistema de los nimeros reales del siste-
ma de los mimeros racionales, el sistema de los nimeros racionales satisface
todos los axiomas del sistema de los nimero reales, excepto el del axioma
del supremo. Asi, sin este axioma, no podriamos demostrar la existencia de
numeros irracionales tales como /2, sino que hasta el momento tenfamos que
presumir su existencia.
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2. Cotas de un conjunto

Si S es un conjunto finito de niimeros reales, entonces S tiene un elemento
minimo y un elemento méximo. Sin embargo, si S es un conjunto infinito de
numeros reales puede ser que tenga un elemento maximo y uno minimo pero
puede ser también que no.

Respecto a la afirmacién anterior, aunque ain no se ha definido méximo
y minimo de un conjunto podemos dar un acercamiento. Se dice que si es
un conjunto finito entonces podemos decidir si es acotado superior e inferior-
mente, entonces existe el supremo e infimo y si éstos estdn en el conjunto se
sigue que tiene mdximo y minimo. Si el conjunto es infinito, no podemos ase-
gurar si es acotado superior e inferiormente y mucho menos si existe m&éximo
o minimo del conjunto. Siguiendo con nuestro estudio.

Definicién 3.2.13 Un conjunto S de nimeros reales estd acotado supe-
riormente (o tiene una cota superior) si existe un nimero c tal que, para
todo v € S, v < c. Tal nimero ¢ se llama cota superior de S.

Para el intervalo abierto (a, b),b o cualquier niimero mayor que b es una
cota superior. En una forma dnaloga definimos una cota inferior para un
conjunto.

Definicién 3.2.14 Un conjunto S de niimeros reales estd acotado inferior-
mente (o tiene una cota inferior) si existe un nimero ¢ tal que, para todo
x €S, x> c. Tal nimero c se llama cota inferior de S.

Para el intervalo abierto (a, b), a o cualquier nimero menor que a es una
cota inferior.

Comentario: Hasta aqui, el libro define algunos conceptos de una manera
muy accesible para su comprensiéon y muestra ejemplos de conjuntos abstrac-
tos pero muy sencillos para determinar sus cotas superiores e inferiores, lo
cual facilita su entendimiento.

Definicién 3.2.15 Un conjunto S de niimeros reales estd acotado si existe
un numero ¢ tal que para todo x € S, |z| < c.
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Es fécil ver que un conjunto S estd acotado si y sélo si es superior e
inferiormente acotado, ya que el |z| < ¢ es equivalente a —c < z < ¢.

Evidentemente, si algiin ndimero ¢ es una cota superior (inferior) de un
conjunto S entonces cualquier nimero mayor (menor) que ¢ es también una
cota superior (inferior) de S. Asi pues, la existencia de una cota superior
(inferior) de un conjunto asegura la existencia de infinitas cotas superiores
(inferiores) para el conjunto. En el caso del intervalo abierto (a, b), el conjunto
de cotas superiores tiene un elemento minimo, a saber, b. El niimero b se llama
supremo de (a, b). En general, el supremo de un conjunto se define como sigue:

Definicién 3.2.16 Un nuimero ¢ se llama supremo de un conjunto S, lo
que escribimos ¢ = sup S, si ¢ es una cota superior de S y ningin nidmero
menor que ¢ es una cota superior de S.

Como cualquier mimero menor que ¢ puede escribirse como ¢ — ¢, donde
g > 0, podemos reformular la anterior definicién en la siguiente manera.

c=supsS si

1) paratodox € S,z < ¢,y
2) para cualquier £ > 0 existe un = € S tal que x > ¢ — ¢.

Comentario: La condicién (1) afirma que ¢ es una cota superior de Sy
la (2) enuncia que ningin ndmero menor que ¢ es una cota superior de S,
ademds se escribe de una manera que tal vez resulte un poco mas complicada
de entender y justifica por qué se escribe de esa manera.

El infimo de un conjunto S, escrito inf S, se define de un modo anélogo.

En general, supremo e infimo de un conjunto pueden ser y pueden no
ser del conjunto. Si el supremo de un conjunto es un elemento del conjunto,
entonces el conjunto tiene un elemento maximo (que es supremo). Ademds, si
un conjunto tiene un elemento méximo, entonces tal elemento es el supremo
del conjunto.

Estas afirmaciones se verifican usando la definicién del supremo. Rela-
ciones andlogas se verifican entre el infimo y el minimo de un conjunto. Asi
pues, el supremo (infimo) de un conjunto puede considerarse una generali-
zacién del maximo (minimo) elemento del conjunto.
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3. El axioma del supremo

Una pregunta que ha sido ignorada en la discusién de la seccién prece-
dente es: jtodos los conjuntos superiormente acotados tienen supremo? En el
sistema de los niimero reales todos los conjuntos de tal tipo tienen supremo.
En realidad, eso es precisamente lo que nos dice el axioma del supremo.

Daremos ahora el tltimo axioma del sistema de los nimeros reales.

Axioma: Si S es un conjunto no vacio de elementos de R superiormente
acotado, entonces S tiene un supremo en R.

Teorema 3.2.17 Si a y b son nimeros reales positivos cualesquiera, eriste
un nimero positivo n tal que b > na. Sea

S = {na | n, entero positivo cualquiera}

Corolario 3.2.18 Para cualquier € > 0, existe un entero positivo n tal que
1

= < E.

n

Teorema 3.2.19 Si a y b son dos niumeros reales cualesquiera tales que
a < b, entonces existe un numero racional r tal que a < r < b.

En la introduccién de este capitulo afirmamos que el axioma del
supremo distingue el sistema de los ntiimeros reales del sistema de los nimeros
racionales; es decir los niimeros racionales satisfacen todos los axiomas para
el sistema de los niimeros reales, excepto el axioma del supremo.

Ejemplo. El conjunto S de todos los niimeros racionales positivos cuyos
cuadrados son menores que 2 es acotado superiormente, pero no tiene supre-
mo en el sistema de los niimeros racionales.

3.3. Conclusiones

El libro de la comisién de la FCFM comienza presentando el axioma del
supremo sin antes haber dado las definiciones de los conceptos que involucra
el axioma a comparacion de los tres libros que revisamos, la manera en que
empieza el libro de la comisién causa un poco de confusién en los estudiantes.
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Cuando se les pide que escriban la definicién de supremo, algunos, en lugar
de la definicién, escriben el axioma del supremo, esto se reporta en [1].

Los libros de Michael Spivak y de Tom M. Apostol presentan las defini-
ciones y el axioma del supremo de manera distinta (a comparacién del libro de
la comisién) pero esta manera hace que las definiciones y el axioma resulten
mas claras para el lector.

Los libros de la comisién y el de Michael Spivak coinciden en la redaccién
de la segunda parte de la definicién del supremo, mientras que los libros de
Tom M. Apostol y de Norman B. Hasser, utilizan una proposicién que involu-
cra una negacion lo cual podria resultar més complicado para los estudiantes.
Ademids, Hasser representa a todos los niimeros menores que el supremo con
la diferencia del supremo menos un mimero positivo denotado por la letra
épsilon.

En ninguno de los tres libros se demuestran de manera formal las afirma-
ciones que se hacen de conjuntos acotados y no acotados superiormente y del
supremo, a diferencia del libro de la comisién en el cual si se dan ejemplos
de estas demostraciones.

En el libro de Michael Spivak no se hace mencién de los elementos méximo
y minimo de un conjunto, ademds, en este libro al supremo se le da el nombre
de cota superior minima y en el de Tom M. Apostol el nombre de extremo
superior.

En los tres libros que estudiamos se da una breve resena de la importancia
que juega el axioma del supremo en el sistema de los niimeros reales, en ellos
se afirma que sin este axioma no se podria demostrar la existencia de los
mimeros irracionales.



Capitulo 4

DESCOMPOSICION
GENETICA DEL SUPREMO

4.1. Concepciones del concepto del supremo

Nosotros consideramos que un estudiante muestra una concepcion accion
del supremo cuando éste es capaz de identificar el supremo de subconjuntos
finitos de los reales y ademds, que pueda comprobar que efectivamente, ese
elemento satisface la definicién, o de identificar el supremo en intervalos aco-
tados utilizando reglas memorizadas, o de identificar que no existe el supremo
cuando no estdn acotados, también utilizando reglas memorizadas.

Un estudiante muestra una concepcion proceso del supremo cuando, para
distintos tipos de conjuntos y en particular para conjuntos definidos de ma-
nera general o abstracta, es capaz de encontrar el supremo y argumentar,
incluyendo cuantificadores en su justificacién, al menos en algunos casos.

Un estudiante muestra una concepcion objeto del concepto del supremo
cuando es capaz de encontrar el supremo de conjuntos arbitrarios (limitados
a los que se revisan en este curso), incluidos los que se obtienen a través de
operaciones entre conjuntos, y demostrar formalmente que efectivamente lo
es.
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4.2. Concepciones previas para el concepto
del supremo

Suponemos que los alumnos han construido un esquema de conjuntos
que incluye notacién formal de conjuntos, operaciones basicas con conjuntos,
identificaciéon de complementos de conjuntos, representaciones analiticas,
representaciones gréficas (en recta numérica o con diagramas de Venn) y que
han construido un esquema de légica que incluye traduccién de proposiciones
no cuantificadas, que incluyan conectivos y, o, no e implicacién y su negacién
de lenguaje natural al simbdlico y viceversa, el uso de cuantificadores y su
negacién en proposiciones compuestas (que incluyen varios cuantificadores,
conectivos y negaciones), como proceso. Ademds la posibilidad de construir
argumentos simples y demostraciones directas e indirectas como un proceso.

4.3. Construccion del concepto de cota supe-
rior

Dado un conjunto discreto numérico pequeno el estudiante hace la accién
de identificar un conjunto de niimeros que sean mayores o iguales que todos
los elementos del conjunto, asi como el mayor de los elementos del conjunto y
las acciones de comparacién necesarias para mostrar que efectivamente esos
elementos son mayores que los elementos del conjunto.

Estas acciones se interiorizan en el proceso de generalizacién que consiste
en identificar el conjunto de todos los niimeros mayores que todos los ele-
mentos de un conjunto discreto de elementos numéricos y en el proceso de
generalizacion que consiste en identificar el conjunto de todos los nimeros
mayores que todos los elementos de un intervalo de cualquier tipo, si existe
e incluyendo algiin elemento del propio conjunto. El proceso anterior se co-
ordina con el proceso de demostracién de que efectivamente esos conjuntos
contienen tnicamente elementos que son mayores a todos los elementos del
conjunto dado. Los procesos anteriores se pueden revertir en el proceso de
encontrar un conjunto para el cual otro conjunto dado constituye un conjunto
de cotas superiores.
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4.4. Construcciéon del concepto de minima co-
ta superior

Dado un conjunto de cotas superiores de otro conjunto no vacio dado,
el estudiante debe hacer la accién de identificacién del elemento minimo del
conjunto y las acciones necesarias para justificar que efectivamente lo es.
Estas acciones se interiorizan en el proceso de generalizacion que permite
encontrar la minima cota superior de un conjunto acotado superiormente
dado. Este proceso se coordina con el proceso necesario para demostrar que
efectivamente ese nimero es el minimo de las cotas superiores (la minima
cota superior). Los procesos anteriores se pueden revertir en el proceso de
encontrar un conjunto para el cual un nimero dado constituye una minima
cota superior.

Los procesos de encontrar el conjunto de cotas superiores y de encontrar
la minima cota superior se generalizan para encontrar el conjunto de cotas
superiores para un conjunto abstracto dado y en el proceso de encontrar la
minima cota superior de ese conjunto. Estos procesos involucran el uso de
notacién simbdlica de conjuntos y de légica por lo que se deben coordinar
con los elementos de los esquemas correspondientes. Los procesos anteriores
de demostracién se deben generalizar para incluir las demostraciones para
este tipo de conjuntos.

El estudiante efectia las acciones y los procesos necesarios para deter-
minar el conjunto de cotas superiores y el supremo de conjuntos definidos
mediante operaciones con conjuntos. Esto hace necesaria la coordinacién con
el esquema de conjunto, incluyendo el uso de distintas representaciones de
los mismos, y el proceso de demostrar que efectivamente lo son.

4.5. Encapsulacién del concepto del supremo

Ante la necesidad de demostrar proposiciones que involucran supremos
de conjuntos generales obtenidos mediante operaciones con conjuntos, el es-
tudiante encapsula los procesos descritos anteriormente en el objeto supremo
de cada uno de los conjuntos para poder hacer las acciones necesarias sobre
ellos.



Capitulo 5

SECUENCIA DIDACTICA

SECUENCIA DIDACTICA PARA EL CONCEPTO DE
SUPREMO

INTRODUCCION

Una secuencia didactica es, sencillamente, un conjunto articulado de ac-
tividades de aprendizaje que, con la mediacién del docente, se busca el apren-
dizaje de algin concepto. La secuencia diddctica que se presenta estd basada
en la descomposicion genética desarrollada en el capitulo 4. Esta secuencia se
divide en ocho sesiones y en cada sesién se presenta una tabla con tres colum-
nas. La primera columna corresponde a la concepciéon que se desea alcanzar
después de que el estudiante haya terminado la sesién; la segunda columna
corresponde a las actividades que debe realizar el estudiante y la tltima a las
actividades que debe realizar el docente después de que el estudiante haya
realizado los ejercicios que se presentan en la segunda columna.
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IDENTIFICACION DE LA SECUENCIA DIDACTICA

Nivel de estudio: Educacién Superior

Asignatura: Matemdticas Bésicas

Semestre: Primero

Nimero de sesiones: 8

Recurso: Matematicas Elementales; J. Juan Angoa Amador, Agustin
Contreras Carreto, Manuel Ibarra Contreras, Rail Linares Garcia, Armando
Martinez Gracia. Ejercicos propuestos por la secuencia didéctica.

PROBLEMA SIGNIFICATIVO

Comprender el concepto del supremo y aplicar este concepto para demostrar
propiedades del supremo y de los niimeros reales.

FORMA DE TRABAJO

El docente debera pedir a los estudiantes que se integren en pequenos
grupos heterogéneos de 4 o 5 personas maximo donde cada uno se respon-
sabiliza de su propio aprendizaje pero contribuye a dar soporte y ayuda
al de los demés. Posteriormente el docente proporcionard a los equipos los
ejercicios correspondientes a la sesién que se esté trabajando y el tiempo
asignado para la solucién de ellos. Los estudiantes resolveran los ejercicios
pero deberédn trabajar colaborativamente y cooperativamente elimindndose a
su minima expresion la competitividad y el individualismo, ademés de que,
explicardn, discutirdn, aprenderan entre ellos y ensenardn lo que saben a sus
comparneros. El maestro supervisara que los alumnos trabajen en torno a los
objetivos académicos y puede animarlos a realizar su trabajo, puede también
hacer preguntas a fin de encaminarlos a la solucién de los ejercicios. El pro-
fesor debe brindar la confianza para poder hacer las aclaraciones que hagan
falta, si se percata de dudas o confusiones por parte de los grupos de trabajo.
Después de que se hayan resuelto los ejercicios correspondientes a la sesién el
profesor deberd intervenir para proporcionar las definiciones, teoremas, coro-
larios y ejemplos correspondientes a la sesién con el propdsito de ayudar en
la construccion del concepto y que ellos alcancen la concepcién esperada.
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5.1.

Sesion 1 Cota superior

CONCEPCION

Accion

1L

ACTIVIDADES PARA EL

APRENDIZAJE AUTONOMO

Escnibe el nimero que es

mayer o igual a todos los
elementos del conjunto.

al
L
cl

d)
el
#
g
7]
il
i
k)
I

)

n}

Ay={-2-1-11,08641}
Ax={911-1,-5,-14.6}
Ag={{1/2),(1/4),(1/6},
(1/8)}

A=[47]

As=[-82]
Ag=[-11,10]
Ay=(14)

Ay=(-3,19)
Ag=(-13,-6)
By=(2,3)N[1,z}
Be=(23)ul,=)
By=02,3) 44}
B,=fw, 3]
Bs=(-33)-fo=, 3]

Eszcribe el conjunto de
numeres que cumplan que
sus elementes son mavores
o iguales que los elementos
del conpunto dado.

ACTIVIDADES PARA EL DOCENTE

Despues de que los estudiantes havan resuelto los
proklemas, presentarles la siguiente definicion v las
chservaciones de esta.

Definicion Sea 4/
(1} 5i xo €8 diremos que X &5 una cota superior de A
5

racd a=x.
(2} Diremos que A estad acotado superiormente si existe
una cona superior de A

Hacer hincapié que x, no es el tmico elemento gue
cumple esta propiedad. puedsn existir mas elementos
gque satisfagan tal propiedad, de hecho cualguer
nimero Ve 8 tal que Yo= X5 €3 una cota superior de A,
es decir todos los niimeros que estén a la derecha de x,
son también cotas superiores de .4, ademas de que el =
involucrado en el = nes dice gue una cota supenior del
conjunto 4 puede zer el elemento mavor del conjunto.

Realizar a los estudiantes las siguientes preguntas
para motivar a que mnfieran algunas propiedades de los
connumtos Snitos, intervalos abiertos v cerrados.

iSiempre hay una cota superior para conjuntes finitos?
iSiempre hay una cota supenior para intervalos
cemados?

,S.lempre hay una cota superior para los infervalos
ablertos?

Con las respuestas de los estudiantes, encanunarles
para dedueir las simuentes propiedades.

En general:
5i 4 ez un conjunto finito el mayer de sus elementos es
ung cota supevior de 4.

En los mtervales podemos observar gque las cotas
superiores (3l existen) son los mameros del extrsmo
dereche de cada imtervalo ¥ que el conjunto de
nimeros gue estan a la derecha del extremo derecho
del intervalo, también son cotas superiores.

Sean a,be & con a=b, B =[a,b]. Como Vx&B,
a =x=bh, entonces b &5 una cota superior de B.

Ademas, en los mtervalos abiertos ninguna cota
superior pertenece al intervalo como en el caso de
intervalos cerrados v de conjuntos fimitos.

Sea A=(a,b), come ¥x€ 4, a=x=b, enfonces b es
uNa cota supevior de A
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5.2.

Sesién 2 Supremo

Accion

ACTIMIDADES PARA EL
APRENDIZAJE AUTONOMO

3. Determine sl elemento mas
pequetic del conjuwo de
cotas supariores de cada

. del eiercicin 1.

4. Escribauna definicion para
&l elemento mss paguedo da
un cowjuntn de cotas

ACTVIDADES PARA EL DDCENTE

Daspuas de haber resnelto los ejercicios 3 v 4, defindr
&l concepto de minima cota superior. Al elemento gue
crnple con ser 1a menor de las codas superiores se le
da el nombre de supramo.

Erumcizr la definicion fommal.

Definicion Sea 4 SRy xe 8 Diremer gue Xy &5
supreme de 4, 5i se cumplen:
gl Xp @ cota superior de 4.
g0 5i m @5 cota suparior de A, entonces Xy = m.

Sedalar que la definiciow mterior imvolucra dos
propiedades, la primera de ser x, cof superior da 4, lo
la segumds propiedad, para ello al profesor debe pedir
al esmudismre explique con lengusje namral la
propiedad 5z, posterionmentes el profesor ratificars la
condicion ). explicando que estz siznifica que x,
debe da ser 12 minima cota superior dal conjunso 4.

Punmalizar gue m es cualguier oira cota superior del
conjunso 4, no uns en particular es decir no 85 U Cota
superior concreta Sara bueno mencionsr que la
propiedad 7/ es una propiedad qne a veces resulta
dificil de demostrar pero todo 25 cuestion de practica v
de alzunos estrategizs da demosmacion.

Presentar un teorsms gue nos assgura 1a wmdcidad del
SUPTSm0.

Teorema Seq 4 cB ) rupongamas gue Xg, Ve S0
supremios de A Entonces X, =)Yp

D fracic
.EfmmAsd.ﬁm.:x)_}l.:gj =Xy = Vg DOrSgl
Si g =sup 4 safigface 5 g ¥ 5gl = Vo = xp por gl
Luggo enfonces Xy = V.
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5.3.

Sesién 3 Supremo

CONCEPCION

Acciom

ACTIVIDADES PARA EL

APRENDIZAJE AUTONOMO

Determina el supremoe de
los conjuntos signientes v

denmiestra ques
efectrvamente cumplen con
la definicidn.

al A={-24-4.2519}

b B=[5.97

¢l C=[10,26]

dl  D=(-82)

gl F=(3,3)

ACTIVIDADES PARA EL DOCENTE

Después de haber resuelto el ejercicio 5 plantear a los
estudiantes las sigmientes preguntas, para  asi
motivarlos a que infleran ciertas implicaciones para
conjuntos en les gue el supremo pertemece al conjumto
v para los gque no lo sea.

;Como se demuestra la propiedad 52/ cuando el
supremo pertenece al conjunto? Como en el cazo de
conjuntos finitos e intervalos cerradoes.

iComo se demmestra la propiedad 5.} cuando el
supremo no pertenece al conjunts? Como en el caso de
intervalos abiertos.

Después de haber respondido las preguntas anteriorss,
se proporcionaran  las  sigmientes ideas para la
demostracion.

En los ejercicios donde el supremo es un elemento
del comjunto es facil demostrar s;) pues el supremo de
cada conjunto pertensce al conjunto.

En general:
S1d=fa,b.c.def} vec=abdefentonces el sup 4 =

Demostracion.

Clome vimos anteriormente ¢ €5 cota superior de 4,
pues g5 el elemento mayor del conjunto el cual es un
conjunts finito.

Ahora demostremos la condicion 5.}

Sea meR, fal que¥xE &, m = X &5 decir m es otra
cota superior de A

FPor demosivar que c=m.

Como ¢ €A por la definicion del conjunto se tiene gue
c=m

Esto es lo que se queria demostvar.

51 a,be & con a<b y B=[a b] entonces se fiene gue
¥rxeB, a =x =b. Demosmaremos que sup B = b.

Demostracién.

Sabemos que b es cofa supevior de B. Falta demostrar
que b es la minima cota superior.

Como en el caso anterior beB. Sea m oma cota
superior de B, luego enfonces b < m.

Siabe ®con a<by A=fa,b) entonces se tiene que b
xE A, a= x =b, entonces b es una cota supenor de 4.
Demostraremos que sup A=>5b.
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Demgstracion.
Sabemos que b es cota superior de A. Falta demostrar
quze b es [a mmima cota superior.
Este caco es diferente que los anteriores porgue bgd.
Notemas como se resuslve este case.
Tenemor que demostrar que, dado me ¥ entonces

m es una cota superior de A= b =m.

Pero para esto convisne demosirar la
confrarreciproca de dicha implicacion:
m=b =m no es una cota superior de A.

Para demostrarla, supongames gue m = b. Entonces
m = a, &l promedio avitmético dem y b, x;= (fmh)2),
estd entre my b, asi gue a=m=xy=h

Con esto podemos asegurar que xpE Ay que m = xp lo
cual implica que m no es cota superior de A.
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5.4.

Sesion 4 Maximo

CONCEPCION

Accion

ACTIVIDADES PARA EL
APRENDIZAJE AUTONOMO

6. ;En qué conjuntos del
- ior el

ACTIVIDADES PARA EL DOCENTE

Definicion. Sea 4 CR v x,& & Diremos que X, 85 un
maximo de A 5i e cumplen:

M) x, 65 una cofa superior de 4.

Mzl xy €4

La notacién que se da en el hbro es: x,= max 4.

A continmacion se presentard un teorema y su
comespondiente demoestracion que nos garantiza la
unicidad del maximo de un conjunto.

Teorema. Sea ACH A= @ ysupongamos que X Vo
son meximos de A Entonces x, = Vg

Demostracion.
Sean xga, Ve mdaximos de A. Tenemos que xp, Vo
safisfacen M) entonces

X < Xp

X = Va
Como x, satisface M) implica que xg = Vg ¥ como Vg
satisface M) implica gueyy = x,, entonces
Yo = Xo.

Después de esta demostracién, se debe de hacer a los
estudiantes la observacicén de que cuando se quiers
demostrar la  unicidad. conwviene proponer dos
elementos que cuniplan lo requernido v asi concluir que
estoz dosz elementos son iguales.

Teorema. Send © B 4=+ @yx,=max.d, enfonces
sup A = xg.

Demostracion.

x o= max A, por M) x; es una cota superior de A con
esta satisface 5,). Para demostrar 52}, sea m enalguisr
otra cota superior de 4.

= bFxed x=m

Como x,€ 4 por M, implica gue x, =m.
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5.5.

Sesion 5 Axioma del supremo

COMNCEPCION

Proceso

ACTIVIDADES PARA EL
APRENDIZAJE AUTONOMO

7. Contestar las siguientes
preguntas:

a) ¢ Cuslquier

supericrmente?
Si lo es. jPor quién es
acotado?

JA=¢@ tiene supremo?

8. Demmestre gue si
R.=fxeR|x=0}
no tiens supremo

ACTIVIDADES PARA EL DOCENTE

Ahora mostraremos gue A = @ es  acotado
superiormente por el conjunto de los reales pero 4 = @
ne tiens supremo v esto responden las prezumtas
planteadas en el ejercicio 7.

MMostrar que: A=F yrseR=SVaeF a=xp

Demostracion.

Fa €@ a= xglo cual es una contradiceion ya que el
conjunto @ no iene elementos. Por lo fanto cualquier
mitmero real es una cofa supevior de 4.

Ahora seolo falta demostrar gue 4 = & no fiens
supremo. Efectivamente como en el comjunio de los
miimeras reales, wno existe el mimero real “mas
pequeiio” de todos. Entences no existe la menor de las
cotas supsriores de @ y por lo tanfe &l conjunto & no
Hene supremo

Despues de haber resuelio los ejercicios
correspondientes a los conceptos de cota superior,
minima cota sSuperior, supremo vy maximo de un
conjunte. ya estamos en condiciones para emunciar el
axioma de supremo. Asi como algunos teoremas y
corolarios pertenecientes al concepto de supremo v

Avioma del supremo. Sid © Hestal que A= gy A
esta acotads supsricrmente, enfonces A tiene supremo.

Demostraremos que si 8- = {x £ & | x = 0} entonces
sup &.=0.

Demostracion.

Ya sabemos gque ¥ x € ., x = 0. Esto prueba la
propiedad 5 ,), solo falra la propiedad 52} la cual
prebaremos comoe en el caso de mtervalos abiertos.

Ahora demostraremos la confrarveciproca de la
propiedad 5.):
m = ) =m no es una cota supesrior de J_

Para demostrar gue m no es cota superior de F_

demostraremos gue F xg, € F..m = x, Sea

xp=(fm+0)2) esta entre m ¥y 0, asi gue
m=xgy=<0

Hemos encontrado un xy gue cumple gue m = Xp, €5fo

Nos ASEFUIA GiiE M na &5 cota SHEEI"I-ﬂi'dE T
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5.6.

Sesion 6 Propiedades del supremo

CONCEPCION

Objeto

ACTIVIDADES PARA EL
APRENDIZAJE AUTONOMO

9. Leer lo siguiente:

a) En lo sigmients utiliza el
hecho de que el supremo es
la menor de las cotas
superiores y esto garantiza
que cualguier mimero a la
derecha del supremo no es
una cota superior.

Sead =(1,3) yel 3 =supd.
Sear=] £/,

3-1 =3y 3-Inoescota
superior va que 3 = supd v
23t Nos garantiza que es la
menor de las cotas superiores,
Inege entonces como 3-1 no
&3 cota superior esto sigmfica
Facd talque 3-1 <a

Por ejemplo a=2_5 pero
25=3=supd

=3 1=25=3

Hacer una pausa para pressntar
el teorema correspondiente a
este ejercicio.

b) Como el mizsmo ejemplo
anterior sea 4 = (1,3) yel
3 =sup A Sear=1 £ ®,,
zabemos por el teorema
anterior que Facs.d, tal que
3 l=a=3,

por ejemplo a=2.5
pero ¥ = 3+1

23] =a=3=3+]

=3-] =g =3+1

por lo tanto |2.5-3|=< 1

ACTIVIDADES PARA EL DOCENTE

En la demostraciém del sipuiente teorema utliza el
hecho de que el supremo es la menor de las cotas
superiores v esto garamfiza que cualquer mimero a la
derecha del supremo no es una cota superior.

Posterior al ejercicio 9 a) podemos ennnciar el
simuents teorema v su demostracion que sera mas facil
de comprender.

Teorema. 5id © 8 A= @ 4 estd acotado
supsriormente ¥ ags = sup A, enfonces

Vre®, Fa €4 tal que agr <a = ag.

Demostracion.

5i ay = sup A, sabemos que por 5}, a, er la menor de
las cotas superioras de A, o sea que si

r £ 8, entonces a,-r no e una cota supevior de A, lo
cual implica que Fa €4 tal que a,r =a
pere a < dy =ay-F < a <dp.

Posterior al ejercicio 9 L) podemos enunciar el
sigmente corolario el cual nos dice que:

5i a, es el supremo de 4, entonces en cualguier
intervalo abierto con centro en a, ¥ radic », siempre
hay elementos del conjumto.

Corolario. Sea 4 © & A= @ A esta acotado
superiormente v az = sup A Enfonces

vr=0 Fa €4 ial que |a-ay| =r.

Demostracion.

5i ap = sup A, por el teorema anterior ¥r € R,
Fa cdtal que agr = a =apy a g=ag=r

S AT <@ =dp= dgTT

S dgr = d < dgTr

S a-g = F

Por lo tanto |a-a,| = r.
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CAPITULO 5. SECUENCIA DIDACTICA

5.7. Sesion 7 Propiedades del supremo

CONCEPCION

Objeto

ACTIVIDADES PARA EL
APRENDIZAIE AUTONOMO

10 Definir cuatra conjunios de
numeros reales 4, A, By, B
de tal forma que B; v B. estén
acotados superiormente v.A;
;BIJ’A‘? ;Bz.

11 ;Los comjuntos 4,, As son
acotadas superiormenta’

12. Demostrar que, en general,
sid, BECcCRAB+@ydchE
v B acotads superiormente,
entonces A también es
acatado supsriormente.

13. Para los comjuntos 4;, By,
¢ Oué relacion se cumple?
a} sup 4, = sup B,
b sup B; =sup 4,

14, Demostrar que si4, B £,
A# @+ B8, Ay B estan
acotados superiormente ¥
A CB, entonces

sup 4 =sup B.

ACTIVIDADES PARA EL DOCENTE

Demostracion del siguiente teorema.

5id, B C B A+ ¢+B, AyB estan acotados
superiormente y 4 £, enfonces sup 4 =sup B.

Demostracion.

Sea x5=sup A vy, =sup B. Sabemos quea =x,

Fa A

Luggo a €8 implica que a = vy, pero Xy s la minima
cota SUPErior enfonces X =V

Por lo tanfo sup A = sup B, que ez lo que se queria
demostrar.
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CAPITULO 5. SECUENCIA DIDACTICA

5.8.

Sesion 8 Propiedades del supremo

CONCEPCION ACTIVIDADES PARA EL
APRENDIZAJE AUTONOMO
Ohbjeto 15 Digfinir dos conjuntos

ABCcRAB=D p
acotados superformente.

a) Aol es acorado
superiormente”

b Silo es, ;cudl es el
suprema de la unidn?

c) ANEB es acotade

d) Siloes, ;o es el
suprema de la
interseccion?

16, Diemosivar que, en
general si A, B ol AB# &
Ay B estdn acotados
SUpEeriorimenie, enfonces.

AuB v ANEB
estan acotados SUPeriorents.

17 Con los conjunios del
gjercicio 13, verificar que
relacicn se cumple.

al  Sup (AuBl =
max {sup A, sup B}
bi  Sup {ALB) =

min {sup A sup B}

ACTIVIDADES PARA EL DOCENTE
Diemostracion de los siguisntes ieoremas.

I 5 A B ®AB+ @ pdy B estin acotados
Superiorments, eNfonces
AUB v ANB
estdn acotados superiornents.
Demostracion
Empesamos demostrando la unidn de conjuntos
acofados superiormenie.
Sea a una cota superior de 4 v [ una cota superior de
B.
Seax e AUB implicague x €4 vx €B.
5i xed entonces x =@
six £F entonces x = 5.
For [o tanre B estd acorado superiormente.

Ahora para la interseccién de conpmtos.

Sea @ una cota superior de 4 v 5 una cota superior de
B.

Sea x 4 N B implica que x €4 A x €8 entonces
x=a Ax=f

Por lo tanto ANE esta acotado superiormente.

251 A B =W AB+#+ @ yvdy B estan acotados

Superiormernte, enfonces

Sup (AUB) = max {sup 4,sup B}
Demostracion.
Como A # &y acotade superiormente enfonces por &l
axioma del supremo A Hene supremo, seqd Xg = sup A,
de la misma manera B fiene supremo, sea yg = sup B
Supongamos gue Xy = Vg entonces
Yo = max {sup A sup B}

Como 4 = &= B enrtonces AUB # @ ademds AuB esrd
acetado superiormente por el feorema anterior y por el
axioma del supremeo A UE fiene supremo.
Demostraremas gue ¥, = sup (4 UB) para esto basta
demastrar s, ) v sz
Empezemos demastrando 5,0
Seax eAuB implicagquex €A vx €B.
5ix €4 entonces x = Xp = Vg eMIORCES X = Vo
5i x £ B entonces x =¥p.-
Por lo tanto yg es cota superior de A LB,
Ahora demosiraremos 5.).
Seaq m una cota superior de 4 UB, probaremos gque
Mo =m.
5i m es cota superior de A LB entonces Wx €A UB
X = M, como m e5 cota superior de 4 UB enfonces es
cota superior de 4 y de B luego Xp ¥ Vo 500 SUPYemos
ERTONCES SOM MIMIMAas cofas Superiores enionces se
Hene que Xg=m A Vp =
Por lo tanto yo =m.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

En esta tesis hemos hecho una revisién de la teoria APOE y hemos pre-
sentado unos ejemplos de su aplicaciéon para estudiar la construccion de los
conceptos de base y de conteo. Esto ha sido con la finalidad de investigar
acerca de la construccion del concepto del supremo y poder proponer una
mejor manera de ensenar y aprender este concepto. Aqui hemos combinado
la teorfa APOE con la teoria de secuencias didacticas, pues aunque provienen
de diferentes escuelas ambas tienen al constructivismo como una de sus raices.
También hemos presentado una comparacién de la presentaciéon que hacen
cuatro autores del concepto del supremo. El libro de la comisién, que cono-
cemos y usamos en la facultad de ciencias fisico mateméticas de la BUAP,
tiene una buena presentacion didéctica de los conceptos relacionados con el
supremo, pues presenta ejemplos que los otros libros no toman en cuenta.
Sin embargo, en pruebas realizadas a estudiantes detectamos que presentar
primero el axioma del supremo y después las definiciones correspondientes
causa cierta confusién. En el capitulo tres presentamos una descomposicién
genética del supremo y en base a ella se disené una secuencia didédctica la
cual se presenta en el capitulo cuatro. Esta secuencia didédctica tiene la fina-
lidad de que los alumnos realicen las acciones y procesos necesarios para la
construccién del concepto del supremo.

Por tltimo queremos mencionar que esta tesis es una propuesta sobre una
manera de investigar cémo es que se construye un concepto de matematicas
de nivel superior y como entonces debe de ensenarse y aprenderse. Existe la
necesidad de continuar investigando en relacion a los conceptos de matemaéti-
cas que resultan complicados para los estudiantes, especialmente los de nivel
superior.
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