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Introduccion

Sean X un conjunto (no vacio) y 7 y o dos topologias sobre X. Se dice que o
es una extensién de 7 si ocurre que 7 C ¢. Uno tiene que en el caso en que o es una
extension de 7, la funcién identidad id : (X,0) — (X, 7) es una funcién continua.
Y de este hecho se sigue que si P es una propiedad topolégica que se preserva bajo
imdgenes continuas, entonces podemos garantizar que si el espacio (X, o) tiene la
propiedad P, el espacio (X, 7) también tendrd la propiedad P. Tal es el caso de
P = compacidad o P = conexidad, por ejemplo. Esto resuelve, parcialmente, el
problema siguiente.

Problema General 1. Suponga que P es una propiedad y que o es una extension
de 7. Suponga ademds que (X, o) tiene la propiedad P. ;jBajo qué condiciones
ocurre que (X, 7) cumple P?

En el mismo contexto, el problema anterior nos lleva naturalmente a su recipro-
co:

Problema General 2. Suponga que P es una propiedad y que o es una extension
de 7. ;Bajo qué condiciones se verifica que al tener (X, 7) la propiedad P, ocurre
que (X, o) cumple P?

Norman Levine en [8] establece un método para obtener expansiones de to-
pologias llamado extensiones simples. Estas expansiones resuelven parcialmente
el Problema General 2 para el caso de algunas propiedades topoldgicas como por
ejemplo: Hausdorff, Regular, Completamente Regular y Normal. Por otra parte,
es importante mencionar que las extensiones simples también son estudiadas por
varios autores como Borges [1], Reynolds [10], Douglas [2].

El objetivo principal de este trabajo es presentar cémo se resuelve parcialmente
el Problema General 2, para el caso cuando P es la propiedad de ser Ty, 11, To, Re-
gular, Completamente Regular y Normal, usando extensiones simples de Norman
Levine [8]: Sean X un conjunto y 7 y o dos topoldgias sobre X, se dice que una
extensién o de T es una extension simple de T, si existe A C X tal que 7 U{A} es
una subbase de o.

La tesis se encuentra dividida en tres capitulos. El primero es un resumen de
resultados, notaciones y definiciones que se usan a lo largo de la misma. En el
segundo, nos ocupamos del Problema General 2, para tres tipos de propiedades; a
saber, Axiomas de separacion y propiedades de tipo compacidad y conexidad. En
este mismo presentaremos los resultados de Carlos J. R. Borges [1], los cuales son
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una mejora a los dados por Norman Levine [8], en en el contexto de las propiedades
de: regularidad, completamente regular y normalidad.

En el ultimo capitulo, presentamos algunas propiedades de los espacios R-
Maximales, utilizando extensiones simples, estos fuerén obtenidos de Douglas [2],
3.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Espacios Topolégicos

En este capitulo presentamos de manera breve los conceptos que seran utiliza-
dos en el desarrollo de este trabajo. Muchos de los resultados que se presentan son
conocidos, por lo cual sélo los enunciamos, sin embargo se recomienda consultar
sus pruebas en alguna de las siguientes referencias [4] 6 [11].

Como es usual R,Q, [0,1] y w representan el conjunto de los nimeros reales,
el de los nimeros racionales, el intervalo cerrado y el primer ordinal infinito (el
conjunto de los nimeros enteros no negativos), respectivamente.

Definicién 1.1.1. Un espacio topoldgico es una pareja (X, T) que consiste de un
conjunto X y una coleccion T de subconjuntos de X que cumpla las propiedades
stguientes:

a) 0, X .
b) SiU,V €T, entoncesUNV € 7.

c) Si F C 1, entonces | JF € 7.

A los miembros de 7 se les conoce como conjuntos T-abiertos de X o simple-
mente conjuntos abiertos de X (cuando no hay peligro de confusién). La familia 7
se denomina una topologia en X. Diremos que un subconjunto N C X con p € N
es una vecindad de p si existe un conjunto abierto U de X tal quepe U y U C N.
Un subconjunto V' C X es abierto de X si para cada x € V existe una vecindad
U, de x contenida en V.

Sean (X, 7) un espacio topolégico y B una familia de conjuntos abiertos de X.
Diremos que B es base para el espacio topoldgico (X, 7) si para todo z € X y
cualquier vecindad U de x, existe B € B, tal que x € B C U. Una coleccién de



conjuntos abiertos C de X es una subbase para el espacio topoldgico (X, 7) si la
coleccién de todas las intersecciones finitas de elementos de C, resulta ser una base
para (X, 7).

Sea (X,7) es un espacio topolégico. Se dice que un subconjunto C' de X es
T-cerrado de X si X \ C es T-abierto de X. Para cualquier A C X, consideremos la
familia C4 de todos los conjuntos 7-cerrados de X que contienen a A. La cerradura
o clausura de A respecto a 7, denotada por cl,(A4) o por A (cuando no hay peligro
de confusién) es la interseccion (C4. Ademés, si D C X es tal que D = X, diremos
que D es un subconjunto denso de X.

Algunas propiedades de la cerradura son:

Teorema 1.1.2. ([4], pdg. 13) Sean (X,T) un espacio topoldgico y A,B C X,
entonces se cumplen las propiedades siguientes:

a) AC A.
b) A=A,
c) Si AC B, entonces A C B.

d) = € A siy sélo si para cada vecindad U, de x se cumple que U, N A # 0.

B=AUB.

e) AU
f)0=0.

Sean (X,7) un espacio topolégico y A C X. Un punto p € A es un punto
interior de A respecto a 7 si existe un conjunto abierto U en 7 tal que p € U C A.
El conjunto de puntos interiores de A respecto a la topologia 7 es denotado por
Int-(A) o por Int(A) (cuando no hay peligro de confusién) y se llama el interior

de A.

Teorema 1.1.3. ([4], pdg. 15) Sean (X,T) un espacio topolégico, y A,B C X,
entonces se cumplen las propiedades siguientes:

a) Int(A) = U;ep Ui, donde {Usli € A} es la familia de todos los subconjuntos
abiertos de X contenidos en A.

b) Int(A) =X\ (X \ A4).
c) Int(A) C A.
d) Int(AN B) = Int(A) N Int(B).
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e) Int(Int(A)) = Int(A).

Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Un punto p € X se dice que es un
punto frontera de A respecto a 7 si cualquier vecindad U de p satisface UN A # ()
y UN (X \ A) # (. El conjunto de puntos frontera de A respecto a la topologia
7 es denotado por Fr;(A) o por Fr(A) (cuando no hay peligro de confusién) se
llama la frontera de A.

Teorema 1.1.4. ([}, pdg. 26) Sean (X,T) un espacio topoldgico y A C X, en-
tonces se cumplen las propiedades siguientes:

a) Fr(0) = 0.

b) Fr(A)=Fr(X\ A).

¢) Fr(Fr(A)) = Fr(A).

d) Int(A) = A\ Fr(A).

e) Fr(A)=ANX\ A.

f) Fr(A) C Fr(A).

g) A= AUFr(A).

h) A= X\Int(X\ A).

i) X =Int(A)UFr(A)UInt(X \ A).

j) A es abierto si y solo si Fr(A) = A\ A.

k) A es cerrado siy sélo si Fr(A) = A\ Int(A).

Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces la familia 7|4 = {U N
AJU € 7} define una topologia en A. Denotado con esta topologia, A se convierte

en un espacio topolégico y decimos que A es un subespacio de X. Es facil probar
que si A es un subespacio de X y B C A, entonces cl,(,(B) = cl(B) N A.

T|a

Sean (X, 7) y (Y, 7') espacios topolégicos. Una funcién f : X — Y es continua
si f-Y(U) erparatodo U er.SiY =[0,1]y7 = 7|[0,1) es la topologfa usual
del [0, 1]. Entonces decimos que f: X — [0,1] es T-continua si f es continua.

Teorema 1.1.5. ([4], pdg. 28) Sea f : X — Y una funcion de un espacio (X, 1)
en un espacio (Y, 7'/>. Las propiedades siguientes son equivalentes
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a) f es continua.

b) Las imdgenes inversas de miembros de una subbase P en'Y son abiertos de
X.

¢) Las imdgenes inversas de miembros de una base B en'Y son abiertos de X.
d) Las imdgenes inversas de conjuntos cerrados de Y son cerrados de X.

e) Para todo A C X se tiene que f(A) C f(A).

f) Para todo B CY tenemos que f~'(Int(B )) Int(f~4(B)).

g) Para todo B CY se cumple que f~1(B) C f~Y(B).

Una funcién continua f : X — Y es un homeomorfismo si f es biyectiva y su
inversa f~!:Y — X es continua. Si existe un homeomorfismo entre los espacios
topolégicos X e Y, diremos que X es homeomorfo a Y.

1.2. Axiomas de Separacién

Entre otros conceptos topoldgicos estan los axiomas de separacion, los cuales
jugaran un papel importante en el capitulo 3, y enunciamos a continuacién

Definicién 1.2.1. Un espacio topolégico (X, T) es espacio:

a) Ty, si dados dos puntos distintos x, y € X existe un conjunto abierto de X
que contiene a uno de esos puntos pero no al otro.

b) Ti, si dados dos puntos distintos x, y € X existen dos abiertos U yV de X,
tales quex e U,y ¢ U yyeV,x ¢ V.

¢) Ty o Hausdorff, si dados dos puntos distintos x, y € X existen vecindades
Uy y Uy de x y y, respectivamente, tales que Uy, N Uy = ().

d) Regular o Ts, si es T1 y para todo subconjunto cerrado F y para todo punto
x € X\F, existen conjuntos abiertos ajenos Uy y Us, tales que FF C Uj y
x € Us.

e) Normal o Ty, si es Ty y para cualesquiera conjuntos cerrados Fy y Fa, de X

con Fy N Fy = (), existen conjuntos abiertos ajenos Uy y Us de X tales que
Fy C Uy, Fy CUs.

f) Completamente regular o Tychonoff, si es Ty y para todo x € X y para todo
F C X cerrado con x ¢ F, existe f: X — [0, 1] continua tal que f(z) =0y
f(y) =1 para todo y € F.



Compacidad y conexidad 5

Teorema 1.2.2. Engelking [4] 6 Willard [11]. Un espacio topolégico (X, T) es Ti
si y sdlo si para todo x € X, el conjunto {x} es un subconjunto cerrado de X.

Teorema 1.2.3. Engelking [4] ¢ Willard [11]. Sea (X, T) un espacio Ty. El espacio
(X, 7) es regqular si y sdlo si para cualquier punto x € X y cualquier abierto U de
X tal que x € U, existe un abierto V de X tal que x € V C cl(V) CU.

Teorema 1.2.4. Engelking [4] 6 Willard [11]. Sea (X, T) un espacio Ty. El espacio
(X, 7) es normal si y sélo si para cualquier cerrado F' en (X, 1) y cualquier abierto
U de X con F C U, existe un conjunto abierto V de X tal que F CV C cl(V) CU

Teorema 1.2.5. Engelking [4] 6 Willard [11]. Sea (X, T) un espacio Ty. El espacio
(X, 7) es completamente reqular si y solo si para todo x € X y cualquier abierto
U de X con x €U existe una funcion f: X — [0,1] continua tal que f(z) =0y
para todo y € X \ U se tiene que f(y) = 1.

1.3. Espacios compactos y conexos

Los espacios compactos constituyen una de las clases de espacios topolégicos
que mas se han estudiado. En esta seccién presentamos algunas de sus propiedades
principales.

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una familia & = {U;|i € A} de subconjuntos
de X es una cubierta abierta de X sid € 7y X = [J;cp Ui- Una subcubierta D
de U es una coleccién de U tal que X = Uy cp Ui

Definicién 1.3.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que (X, T) es com-
pacto, si cualquier cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es compacto, si
(A, 7|A) es compacto. Una familia F de subconjuntos de X satisface la propiedad
de la interseccién finita (pif), si toda subcoleccién finita de F tiene interseccién
no vacia.

Teorema 1.3.2. FEngelking [4] 6 Willard [11]. Se cumplen las propiedades si-
guientes.

a) Un espacio (X, T) es compacto si y sélo si para toda coleccion F de subcon-
jJuntos cerrados de X que satisface la pif, ocurre que (\F # 0.

b) Sea f : (X,7) — (Y,7') una funcion continua. Si (X,7) es compacto,
entonces (f(X),7'|¢(x)) es compacto.
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¢) Cualquier subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.

d) Sean (X,7) un espacio de Hausdorff y B C X. Si B es compacto, entonces
B es cerrado.

e) Sea [ : (X,7) — (Y,7') una funcidn continua y biyectiva. Si (X,T) es
compacto y (Y, 7') es de Hausdorff, entonces f es homeomorfismo.

Finalizamos este capitulo con otro de los conceptos que usaremos mas adelante.

Definicién 1.3.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que (X,T) es co-
nexo, si para todo par de abiertos Gy y Go tales que X = G1 UG y G1 NGy =
0 entonces G1 =0 ¢ Gy = 0.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es conexo en (X, )
si (A, 7|a) es conexo. Tenemos que A es conexo si y sélo si para todo par de abiertos
de X, Gy y Gy tal que A C (G1UGy) y ANG1 NGy = ) entonces G1NA =10
6 Go N A = (). La conexidad se preserva respecto a imdgenes continuas.



CAPITULO 2

Extensiones simples

2.1. Propiedades basicas de las extensiones simples

Para construir una topologia més fina que otra, el método que se mediante
una extensién simple, este fue introducido por Levine [8] en 1936, también por E.
Hewitt en 1943.En este capitulo mostraremos cémo se hace esto y también veremos
algunas propiedades respecto a los operadores de interior y clausura.

Definicion 2.1.1. Sean 71 y 7 dos topologias sobre X.

a) Decimos que 1o es una extension de 11 (0 que To es mds fina que T1) Si
71 C T9.

b) Decimos que T es una extension simple de T si existe un subconjunto A C
X, tal que 1y U{A} es una subbase para 9.

De la definicion resulta claro que toda extension simple de 7 es una exten-
sién de 7;. El lema siguiente nos ayudard a describir explicitamente como son los
abiertos de una extension simple.

Lema 2.1.2. Sean 71,79 dos topologias sobre X. Entonces 7o es una extension
simple de 11 si y sdlo si existe A C X tal que o ={UU(VNA):UV €mr}.

Demostracién. (Necesidad) Como 7o es una extension simple de 7, entonces
existe A C X tal que 71 U{A} es una subbase para 75. Denotemos por B a la base
generada por 71 U{A} y por 7 al conjunto {UU (VN A): U,V € 7 }. Verifiquemos
que T = Ty . Primero demostremos que 75 C 7. Sea C € 1o, si C' = (), claramente
C=0U@nA),y porlotanto C € 7. Ahora si C # (), entonces existe F C B,
tal que C' = [JF. Como 71 es una topologia, entonces cada F' € F es de la forma
WNAS6 W 6 A, para algin W € 71, nuevamente como 71 es una topologia,
entonces C' = JF =UU(VNA) para algunos U,V € 11. Asi C' € 7y por lo tanto
79 C 7. Ahora demostremos que 7 C 79. Sea D € T, entonces existen U,V € 7y

7
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tales que D = U U (V N A). Ahora consideremos la familia F = {U,V N A},
tenemos que F C By como B es una base para 79, entonces | JF € 1o y como
UF=UU(VNA)=D. Asi tenemos que D € 15 y por lo tanto 7 C 75.

(Suficiencia) La prueba es andloga al caso anterior. O

Observacién: Sea (X, 7) un espacio topolégico. Si A C X, entonces A es abierto
en (X, 7(A4)).

Denotemos por 7* o por 7(A) la extensién simple de 7 generada por A. A
continuacién veamos qué relacion tienen el interior y la cerradura en la topologia
original, con el interior y la cerradura tomadas en la topologia 7(A).

Teorema 2.1.3. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A,B C X. Entonces se
cumplen las propiedades siguientes:

b) cl(B) =cl.(B)N

a) Int;«(B) = Int;(B) U Int  4(BNA).
(X\A)U(ANcl (BN A))).
)

c) (A, 7|A) = (A, T%A).

1) (X\A,7I(X\A)) = (X\A4,7°|(X\A)).

e) cl;(BNA)=cl+(BNA).

f) A es cerrado en T si y sélo si A es cerrado en T.

g) Si F es cerrado en 7*, entonces F' N A es cerrado en (A, 7|a) y F N (X\A)
es cerrado en ((X\A), 7|(x\4))-

Demostracién. a) (C) Sea = € Int.«(B), entonces por el Lema 2.1.2, existen U
y Ven 7 tales que z € UU(ANV) C B, entonces z € U o x € ANV En el primer
caso tenemos que x € U C B, asi x € Int;(B). En el segundo caso tenemos que si
r€ ANV C BN A, entonces x € Int,4(BNA), pues ANV € 7|A. Por lo tanto
int;+(B) C Int;(B) U Int; 4(B N A).

(2) Sea = € [Int (B) U Int, 4(BN A)]. Six € Int,(B), entonces existe U € 7
tal que x € U C B, pero como U € 7%, & € Int.«(B). Ahora si x € Int,4(BNA),
entonces existe V € T talquex e VNAC BNAC B,dado que VNAe€eTH
entonces x € Int.«(B). Por lo tanto Int.(B)U Int, 4(BNA) C Int.«(B).

b) Del inciso a) tenemos que: cl«(B) = X\Int«(X\B) = X\(Int-(X\B)
IntA((X\B) 1 A)) = (X\Int,(X\B)) N (X\Tnt,4(X\B) 0 A)) = l,(B)
(X\(Int 4 (AN(X\(BOA))) = el (B) N (X\(Int o a(A)1 It 4 (X\(B1A))))
el (B) N (X\ It a(A4)) U (X\Tnt 3 (X\ (BN A)))) = el (B) N (X\A) Uel, (B
A)) =cl-(B)N((X\A) U (ANcl(BNA))).

U
N
n
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¢) Demostremos 7|A = 7%|A. (C) Sea B € 7| A, entonces existe V' € 7 tal que
B=ANV.Entonces B= (U (ANV))NAec7*A. Asi 7|A C 7*|A.

(D) Sea B € 7*| A, entonces existen U,V € 7 tales que B=AN(UU(ANYV)).
Entonces B=AN(UU(ANV))=(ANU)U(AN(ANV))=(ANU)U(ANYV) =
AN(UUV)er|A. Asi, B € 1|Ay por lo tanto 7%|A C 7|A.

d) Ahora veamos que 7|(X\A) = 7|(X'\A). Tenemos que 7*|(X\A4) = {(X\4)N
UUANV): UV et ={(X\ANU)U(X\A)NANV)): UV erT} =
{((XNANO)YUD:U,Vert={X\A)NU:Ue1}=1|(X\A).

e) Demostremos que cl (BN A) = cl.»(B N A). Tenemos que cl«(BNA) =
c-(BNA)N[(X\A)U(ANcl-(BNA))] = cl-(BNA)N[((X\A)UA)N((X\A)Ucl (BN
A))] = cl-(BNA)NXN((X\A)Ucl(BNA))| = cl,(BNA)N[(X\A)Ucl.(BNA)] =
c-(BNA).

f) Por e) tenemos que cly+(A) = cl«(ANA) =cl;,(ANA) = cl.(A). Entonces
cly«(A) = ¢l A. Asi, A es cerrado en 7% si y sélo si A = cl«A = cl; A siy sblo si

A es cerrado en 7.

g) Si F es cerrado en 7*, entonces F'N A es cerrado en (A, 7*|A) y FN(X\A)
es cerrado en (X\A,7*[(X\A4)) y por los incisos ¢) y d), tenemos que F' N A es
cerrado en (A, 7|A) y F'N(X\A) es cerrado en (X\A, 7|(X\A)). O

2.2. Extensiones infinitas

Definicién 2.2.1. Sean (X, 7T) un espacio topoldgico y F = {Aq C X : a € A}
una coleccion de subconjuntos de X . Sea 7* la topologia sobre X tal que:

a) T es mds fina que T(Ay), para todo o € A.
b) Sio es una topologia sobre X tal que, T(Ay) C o, entonces 7 C 0.
Notacién 7% = 7(F).

Lema 2.2.2. Sea (X,7) un espacio topoldgico y F = {Aq € X : a € A} una
coleccion de subconjuntos de X. Si F es una topologia sobre X, entonces 7(F) =
F(r) =1\ F, donde 7\ F es la topologia sobre X la cual tiene como subbase a
TUF.

Demostracién. Demostremos que para cada 7" C F*, es decir, 7(F) C F(71).
Basta demostrar que 7(A,) C F*, para todo a € A. Sea B, € 7(A,), entonces
existe Uy y Vi, € 7 tales que B, = UyU(AaNV,). Ahora (A,NV,) = 0U(ALNV,) €
F(Vo) CFyUy =00 (U NX) € F(Uy) C F*, entonces (Ag NVy), Uy € F*
pero F* es topologia, entonces B, = U, U (A, NV,) € F*. Asi 7(Ay) C F*.
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Ahora probemos que F* C 7 es decir F(7) C 7(F). Basta demostrar que
F(U) C 7*, para todo U € 7. Sea B € F(U) entonces existen A,, Ag € F
tales que B = A, U (U N Ag). Ahora UNAg =0 U (AgNU) € 7(4g) C %y
Ay =0U(AaNX) € 7(Ay) C 7%, entonces U N Ag, Ay € 7F. Pero 7 es topologia,
entonces B = A, U(UNAg) € 7%, entonces F(U) C 7*. Asi tenemos que F* = 7.

Por tultimo demostremos que 7(F) = 7\/ F. Primero probemos que 7(F) C
7\/ F. Basta demostrar que 7(A,) C 7\/ F, para todo a € A. Sea B € 7(A,),
entonces existen U,V € 7 tales que B=U U (A, NV), pero {U}, {4,,V} C S =
TUJF entonces U, (A,UV)e S*={nH :HCSy|H|<w}, donde S* es la base
que genera a la topologia 7\/ F, entonces B=UU (A, NV) e T\ F.

Ahora probemos que 7(F) D 7\/ F. Sea W € 7\/ F, entonces W = UG, donde
G C S*. Sea x € W, entonces existe "H € Gtalquex e "H, HC Sy | H|<w
Asi tenemos tres casos:

1. Si H C F, entonces NH € F ya que F es topologia. Ahora como F C F* =
T se tiene que NH € 7*. Asiz e "H C W y NH € 7*.

2. Si 'H C 7, entonces NH € 7 ya que T es topologia. Ahora como 7 C 7* se
tiene que NH € 7*. Asixa e "HC W y NH € 7.

3. Si H tiene al menos un elemento de 7 y al menos un elemento de F, entonces
NH =UNV,donde U € Ty V € F,entonces N\H =UNV € 7(V) C7(F) =
T Asiz e NHC W yNH e 1.

Asi tenemos que para x € W, existe O € 7 tal que x € O C W. Por lo tanto
W e 7*. Entonces 7(F) 2 7/ F. O

Teorema 2.2.3. Sea (X, 7) un espacio topologico. Sean A, B C X. Entonces 7% =
({4, B}) = (7(4))(B).

Demostracién. Demostremos la primera contencién 7({A4, B}) C (7(4))(B).
Basta con demostrar que 7(A) C (7(4))(B) y 7(B) C (7(A4))(B). La primera
7(A) C (7(A))(B) es inmediata. Ahora la segunda 7(B) C (7(A))(B). Como B €
(1(A)(B) y T C7(A) C (17(A))(B), entonces 7(B) ={UU (BNV): U,V et} C
(1(A))(B) ya que U,V,B € (1(A))(B). Asi tenemos que 7(A),7(B) C (7(A4))(B)
y por la definicién de 7({A, B}), se tiene que 7({A, B}) C (7(A))(B).
).

);
(

Ahora demostremos la otra contencién (7(A))(B) C 7({4, B}). Se tiene que
B e 7({A,B}) y 7(A) C 7({A,B}). Ahora sea U U (BNV) € 7(A)(B), donde

N
)
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UV € 7(A). Como B,U,V € 7({A,B}), entonces U U (BNV) € 7({A, B}).
Asf (T(A))(B) € ({4, B})

O]

El resultado siguiente caracteriza cuando una topologia es mdas fina que otra,
utilizando extensiones infinitas.

Teorema 2.2.4. Si 1 y T son dos topologias sobre X, entonces T C 1o si y sdlo
st eziste una familia F C X tal que 19 = 11 (F)

Demostraciéon. (=) Sea F = 79, entonces por el Lema 4.1.4, tenemos que
T1(F) = 11(12) = 12(11) = 72 \/ 71 = T2, la Ultima igualdad es debido a que 71 C 7o
y por lo tanto 71(F) = 7o.

(«<=) Supongamos que existe una familia F de X tal que 5 = 71 (F), entonces
o = 11(F) 2 71. Asi tenemos que 7 2O To. O
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2. Extensiones Simples



CAPITULO 3

Preservacién bajo extensiones simples

3.1. Preservando axiomas de separacién

El presente capitulo tiene por objetivo ver como se comportan las extensiones
simples respecto a los axiomas de separacién. Para ser mas precisos probamos que
la extension simple de un espacio Ty, 11, T comparte la misma propiedad, mientras
que para el caso de los espacios regulares, completamente regulares y normales no
se tiene la misma suerte.

Teorema 3.1.1. Levine [8]. Sea (X,T) un espacio topologico. Sea A C X. Si
(X,7) es Ty ¢ T1 6 Ty, respectivamente entonces (X,7(A)) es Ty 6 T1 6 T, res-
pectivamente.

Demostracion. Hagamos la prueba para el caso Ts. Sean x,y € X con x # y,
entonces existen U,V € 7 tales que z € U,y e VyUNV = 0 (pues (X,7) es
T5). Ahora como 7 C 7(A), entonces U,V € 7(A). Por lo tanto (X,7(A)) es Tb.
De manera analoga se demuestra para 1y y 1. O

El siguiente ejemplo muestra que la extension simple de un espacio regular,
completamente regular y normal, no siempre tiene la misma propiedad. Antes que
eso daremos el siguiente resultado, el cual utilizaremos més adelante.

Lema 3.1.2. Sea (X,7) un espacio topolégico. Si A C X es denso en (X,T),
entonces A es denso en (X, 7(A)).

Demostracién. Sea W C X un abierto no vacio en 7(A), entonces W = U U
(VN A), para algunos U,V € 7. Dado que W es no vacio, entonces U es no vacio o
V' N A es no vacio. Si ocurre que U es no vacio entonces U N A es no vacio, pues A
es denso en (X, 7), de donde que W N A es no vacio. Ahora si VN A # (), entonces
se sigue de inmediato que W N A es no vacio. Por lo tanto A es denso en (X, 7(A)).

13
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O

Ejemplo 3.1.3. Sea (R, 7), donde 7 es la topologia usual. Es claro que este espa-
cio es normal, completamente regular y regular. Ahora consideremos la extension
simple generada por Q, es decir, R con la topologia 7(Q). Veamos que este iltimo
no es regular y por ende tampoco sera completamente regular, ni mucho menos
normal.

Supongamos que (R, 7(Q)) es regular. Como Q es un abierto en (R,7(Q)) y
2 € Q, entonces debe existir un abierto W € 7(Q), tal que 2 € Wy cl W C Q.
Por otro lado sabemos que W = UU(VNQ), para algunos U, V' € 7, ahora note que
por la densidad de Iy como U C W C Q se puede inferir que U es vacio, asi que
W =V NQ, de esto tltimo y por el Lema 3.1.2 se tiene que cl )W = cl; @)V,
de donde V' C Q, lo cual es una contradicciéon pues V es no vacio e I es denso.

Ahora vamos a dar resultados que dan condiciones, algunas suficientes y otras
necesarias y suficientes, para garantizar que el espacio (X, 7(A)) herede regulari-
dad, completamente regular y normalidad de (X, 7). Los siguientes tres resultados
se encuentran en el articulo de Levine [8]. Para las demostraciones invitamos al
lector a revisar el trabajo que se encuentra en J. Juan Angoa [7].

Teorema 3.1.4. Si (X, 7) es un espacio reqular, A ¢ 7 y (X \ A) € 7, entonces
(X,7(A)) es regular.

Teorema 3.1.5. Si (X, T) es un espacio completamente reqular, A ¢ T y (X\A) €
T, entonces (X, 7(A)) es completamente regular.

Teorema 3.1.6. Sean (X, 7) un espacio topolégico normal y AC X con A¢ Ty
X\ A € 7. Entonces (X, 7(A)) es normal si y sdlo si (X \ A, 7|(X\A)) es normal.

En [1] J.R. Borges menciona que Norman Levine falla en dar las condiciones
necesarias y suficientes para que el espacio (X, 7(A)) herede regularidad, comple-
tamente regular y normalidad de (X, 7). Los resultados siguientes son una mejora
a los dados por Levine, mismos que fueron dados por Borges.

Teorema 3.1.7. ([1], pdg. 475). Sean (X, T) un espacio reqular y A C X. Enton-
ces (X,7(A)) no es reqular si y sélo si existe xg € A tal que para todo N € T, con
xo € N, se tiene que NN (A\ A) # 0.

Demostracién. (=) Supongamos que (X, 7(A)) no es regular y para todo z € A,
existe una 7-vecindad N de z tal que NN(A\A) = (). Como (X, 7(A)) no es regular

entonces existen yp € X y U € 7(A) tales que yp € U y para todo V € 7(A) se
tiene que yo € V C clr(4)(V) € U. Ahora como U € 7(A), existen O, O € 7 tales

que U =0U(ANO").
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Afirmacién 1: yo ¢ O. En efecto, supongamos que yp € O. Ahora como
(X, 7) es regular, entonces existe W € 7 tal que yo € W C W C O. Entonces
por Teorema 2.1.3, se tiene que cl.(4)(W) =W N (X \A)U(ANWNA)CW,
entonces yo € W C cl (4 (W) C WCOCU. Asiyge W C clyay(W) C U, esto
es una contradiccién, pues (X, 7(A) no es regular en yp.

Ahora como yp € U y yo ¢ O, entonces yp € AN O'. Asi que yy € A, entonces
existe No € 7 tal que yp € Ngy NoN (A \ A) = 0.

Afirmacién 2: (X, 7(A)) es regular en yg. Como 59 € NgoN O y (X,7) es
regular, entonces existe H € 7 tal que yo € H C HC NoN O'.

Demostremos que: H N'A = H N A. La primera contenciéon HNA D HN A es
verdadera, ya que H O H y A D A, ahora demostremos la contencién H N A C
HNA. Sea z € HNA, asf tenemos que z € H C NonO' y z € A, y de aqui tenemos
que z € Ny y z € A. Ahora como Ny N (A\ A) =), entonces z € Ay 2z ¢ (A\ A),

yporlotanto z€ HNA. Asi HNAC HN A.

Ahora haciendo D = U (AN H) € 7(A), tenemos que cl,(4)(D) = cl(4)(AN
H)=ANH CANH = HnNA. Ast que cl;(4)(D) € HNA, luego cl (4 (D) €
HCNNO CO'y clya)(D) € A, entonces cl4)(D) € AN O C U,y por lo
tanto yg € D C clT(A)(D) CcU.

Pero esto es una contradiccién ya que (X, 7(A)) no es regular en yp.

(<) Supongamos que (X,7(A)) es regular y existe zp € A tal que para todo
N € 7 con zg € N se cumple que NN (A\ A) # 0.

Como A € 7(A), por la regularidad de (X,7(A)), existe U € 7(A) tal que
w9 € U C cly(4)(U) € A. Como U € 7(A), entonces existen 0,0 € 7 tales que
U= OU(AHOI). Entonces 20 € ONACUozg € ONACU. Asizg e WNACU
para algin W € 7. Ahora por la hipétesis existe z € W N (A\ A). De aqui tenemos
que z € WNA yaquecomoz€ Wyze (A\A) C A setieneque z € Wy
para todo V € 7 con z € V se cumple V N A # (). Entonces para todo V € 7 con
z € V se cumple VN (W N A) # (. Por lo tanto z € W N A. Entonces se tiene que
zeWNACU=UNA=cl(4)(UNA)=cla(U) C A Porlo tanto z € 4, lo
cual es una contradiccién, ya que z ¢ A. O

Lema 3.1.8. Sean (X, 7) un espacio y A C X. Entonces para toda T-vecindad N
se tienen que N N Fr(A) C ANFr(A) siy solo si NC X\ (A\ A).

Demostracién. (=) Sea z € N y supongamos que x € A\ A, entonces z €
Fr(A), (pues A\ A C Fr(A)). De todo lo anterior podemos decir que z € N N
Fr(A), de donde que z € AN Fr(A), lo cual es una contradiccién. (<=) Sea
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x € NN Fr(A) y supongamos que = ¢ AN Fr(A), entonces z ¢ A, de donde que
r € NN A\ A. Observe que ésto es una contradiceén, por lo tanto z € AN Fr(A)

d

Lema 3.1.9. Sean (X, 7) un espacio reqular y A C X. Si (X,7(A)) es regular,
entonces para todo x € ANFr(A) existe una T-vecindad N de x tal que NNFr(A) C
ANFr(A).

Demostracién. Sea z € AN Fr(A), entonces en particular se tiene que z € A.
Ahora como (X, 7(A)) es regular y por el Teorema 3.1.7 se tiene que existe una
N, 7-vecindad de z, tal que NN (A\ A) = 0. De el lema 3.1.8 se sigue que
NNFr(A) CANFr(A).

Demostremos dos resultados que mejora el Teorema 4.1.8 de Levin.

Teorema 3.1.10. ([1], pdg. 476). Sean (X, T) un espacio reqular y A C X. En-
tonces (X, 7(A)) es reqular, si y solo si (A\ A) es T-cerrado.

Demostracién. (=) Demostremos que X \ (A\ A) € 7. Seax € X \ (A A).
Como X \ (A\ 4) = (X \ A\ A) U A, tenemos dos casos: Si x € (X \ A), entonces
haciendo U = X \ A tenemos que U € Ty z € U C X \ (X \ A). Ahorasiz € 4
por el Teorema 3.1.7 existe U € 7 tal que z € U C (X \ (A \ 4)) por lo tanto
(A\ A) es cerrado.

(=) ComoA \ A es 7—cerrado, entonces X \ (A\ A) € 7. Ahora sea = € A,
entonces ¥ € X \ (A \ A). Asf existe un abierto Ny tal que Np € 7y x € Ny C
X\ (A\ A). Por lo tanto cada x € A existe una Ng € 7y x € Ng C X \ (4\ 4),
entonces por el Teorema 3.1.7 se tiene que la extensién simple (X, 7(A)) es regular.

O

Definicién 3.1.11. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X.
a) Decimos que A es R-abierto si A € 7l7.

b) Decimos que A es localmente cerrado, si A es la interseccion de un conjunto
abierto y un conjunto cerrado, es decir A = UNDB donde U € T y B es
cerrado en (X, ).
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Teorema 3.1.12. Reynolds [10]. Sean (X,T) un espacio reqular y A C X. Las
propiedades siguientes son equivalentes:

a) (X,7(A)) es regular.
b) A es R-abierto.

c) A es localmente cerrado.

Demostracién. a) = b) Por el Teorema 3.1.10, tenemos que A\ A es T-cerrado,
entonces X \ (A\A) e 7y X\ (A\A) = (X\A)UA. SeaU = X\ (A\ A). Entonces
UNA=(X\(A\A))NA=(X\ANAUANA) =0U(ANA)=ANA=A.
Asi A=UnNA, entonces A € 7|A y por lo tanto A es R-abierto.

b) = ¢). Como A es R-abierto, entonces existe U € 7 tal que A = U N A. Asi A es
localmente cerrado.

¢) = a). Sean xg € X y B € 7(A) entonces existen U,V € 7 tales que xg € B =

UU (VN A). Tenemos dos casos:

1) Si 29 € U, entonces por la regularidad de (X, 7), existe U e T tal que
g € U C U C U C B, entonces 79 € U’ C clT(A)(U’) C U C B.
Asi (X, 7(A)) es regular en xy.

2) Sizg e (VNA), como A es localmente cerrado, existen W € 7y C 7-cerrado
tales que A=W NC, entonces g e VNA=VN(WnNC)=VnW)nC,
entonces xg € (V NW)yxy € C. Ahora, como (X, 7) es regular, existe
Wy € 7 tal que 29 € Wy C Wy C VN W. Como Wy N A C W, entonces
WoNAC Wy CVNW. Asit WonN'A C VN W. Por otro lado tenemos que
WonNA=Won(WnNC)CCyporlotanto (WonNA) CC. Asi WoynNAC
(VNW)NC =VnNA,entonces 1o € WoN A C cl (g (WoNA) CWonAC
(VNA)CB. Ast (X, 7(A)) es regular en xo.

El siguiente resultado mejora el Teorema 4.1.9 de Levine.

Teorema 3.1.13. ([1], pdg. 476). Sean (X,T) un espacio completamente reqular
y A C X. Entonces (X,7(A)) es completamente reqular, si y solo si (X,7(A)) es
regular.

Demostracién. (=) Es trivial, pues cualquier espacio completamente regular es
regular.

(<) Sean zg € X y N € 7(A) tal que zp € N. Tenemos que N =U U (ANV)
donde U,V € 7. Ahora, como X = (X \ A)UInt(A)UFr(A)NA, entonces tenemos
tres casos:
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xg € X \ A. Entonces 9 € U C N. Ahora, como (X, 7) es completamente
regular, entonces existe una funcién f : X — [0, 1], tal que f es 7-continua
(y por ende 7(A)-continua), f(zp) = 0 y para todo y € X \ U se tiene que
f(y) = 1. Ahora, como (X \ N) C (X \ U), entonces para todo y € X \ N se
tiene que f(y) = 1. Asi (X,7(A)) es completamente regular en x.

zog € Int(A). Entonces xy € Int(A)NU C N o xy € Int(A)NV C N.
Asizg € int(A)NB C N para algin B € 7. Por otro lado tenemos que (X, 7)
es completamente regular, entonces existe una funcién f : X — [0,1] tal
que f es 7T-continua (y por ende 7(A)-continua), f(xg) = 0 y para todo
y € X\ (Int(A) N B) se tiene que f(y) = 1. Ahora como (X \ N) C
(X \ (Int(A) N B)), entonces para todo y € X \ N se tiene que f(y) = 1.
Por lo tanto (X \ 7(A)) es completamente regular en x.

xg € AN Fr(A). Por el Lema 3.1.9, existe un W € 7 tal que g € W'y
W N Fr(A) C AN Fr(A), es decir W C X \ (A\ A). Por la regularidad de
(X,7), existe D € 7 tal que z0 € D C D C W. Sea B = DNN € 7(A),
entonces g € By BN Fr(A) € AN Fr(A) (es decir B C Cl(4(B) €
(X\(A\ A)))y B C N.Sabemos que (A, 7|A) = (A, 7(A)|A) y (A, T|A) que
es completamente regular, entonces (A, 7(A)|A) es completamente regular,
entonces existe una funcién f : A — [0,1] tal que f es 7(A)|A-continua,
f(xzo) =0y para todo y € (A — (AN B)) se tiene que f(y) = 1.

Ahora, definamos F' : X — [0, 1] como sigue:

| flx) sizeA,
F(a:)—{ 1 sizeX\A

Resulta que F(xzg) = 0. Por otro lado se tiene que AN B C N, entonces
X\NCX\(ANB)=(X\A)U(A\ (AN B)). También tenemos que para
todoy € X\ (ANB) = (X\A)U(A\ (ANB)) se cumple F(y) = 1. Entonces
para todo y € X \ N resulta que F(y) = 1.

Demostremos que F' es 7(A)-continua. Tenemos que X = (X \ B)UB =
(X\Clr(4)(B))UFT7(4)(B)U(B\A)U(ANB) = (X\Cl7(4)(B))U(Fr7(4)(B)N
(X\A)U(Frya(B)NnA)U(B\ A)U (AN B). Ahora sea z € X, entonces
tenemos cinco casos:

Caso 1) Si z € ANB C A. Sea H € 7 tal que F(z) = f(z) € H
y por la 7(A)|A-continuidad de f, se tiene que f~1(H) € 7(A)|A y como
A € 7(A), entonces O = f~1(H) € 7(A). Entonces z € O C F~Y(H). As{ F
es T7(A)-continua en todo punto z € AN B
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Caso 2) Size€ (B\ A). Como z€ B\ AC X\ A, entonces F(z) = 1. Sea
H € 79 1y(la topologia usual de [0, 1]) tal que F(z) = 1 € H. Ahora como
2€ B\ACBCW C X\(A\A), entonces z € X\ (A\ A). De aquif tenemos
que 2 ¢ Ay z¢ Ay porlotanto z € X \ A. Sea O = X \ A. Entonces
2€0CX\ACF1(H)yporlotanto z € O € F~(H). Asi F es continua
en todo punto z € B\ A.

Caso 3) Si z € Fry(4)(B) N A, es andlogo al caso 1).

Caso 4) Si z € Fry(4(B) N (X \ A). Como z € Fry4)(B) € Cl.(4(B) C
X\ (A\A)yze (X\A),entonces z ¢ (A\ A)) y z € (X \ A) y por lo
tanto z € (X \ A). Entonces z € O = (X \ A) C (X \ A). Sea H € 7o tal
que F(z) =1 € H. Entonces 2 € O C X \ A C F1(H). Asi F es continua
en todo punto z € (Fr 4 (B) N (X \ A)).

Caso 5) Si z € (X\Cl (4)(B)). Como (X\Cl (4 (B)) C (X\B) C (X\(AN
B)) y para todo y € (X \ (AN B)) se tiene que f(y) = 1. Entonces F(z) = 1.
Sea H € 1jp ) tal que 1 € H, entonces z € O = (X \ Cl (4(B)) C F~Y(H)
y O € 7(A) . Asi F' es 7(A)-continua en todo punto z € (X \ Cl(4)(B)).

Por 1), 2), 3), 4) y 5) se tiene que F es continua en todo z € X.

O]

Demostremos el siguiente resultado que mejora el Teorema 4.1.10 de Levine.

Teorema 3.1.14. ([1], pdg. 477). Sean (X, 7) un espacio normal y A C X. En-
tonces (X, 7(A)) es un espacio normal si y sélo si (X,7(A)) es un espacio reqular
y (X \ A, 7[(x\4)) es espacio normal.

Demostracién. (=) Como todo espacio normal es regular, entonces (X, 7(A))
es regular. Ahora demostremos la otra propiedad. Tenemos que X \ A es 7(A)-
cerrado, entonces (X \ A) es normal con la topologia 7(A4)|x\4). Por otro lado
tenemos que (X \ A, 7|(x\4)) = (X \ A, 7(4)|(x\4)), entonces X \ A es normal con
la topologia 7.

(«<=) Sean F'y G dos subconjuntos 7(A)-cerrados en X tales que FF NG = 0.
Sean F' = FN(A\A)y G’ = GN(A\ A), entonces F' NG = (. Ahora tenemos que
F'=Fn(4A\A) = clray(F)N(ANA) = (FN[(X\AUAN(FNA)N(A\A) =
N [(X\A) (A\NAUANFNA))N(A\A)] =Fn[(A\A) Ul = Fn(A\A),
es decir F' es 7-cerrado. De la misma manera se demuestra que G es T-cerrado.
Se tiene que F NG =0y G ﬂF—@(yaqueF NG =FNA\A))NG =
(FN(A\A)NA\A)NG) =F NG =0, entonces F' NG = (). De igual forma
se demuestra que G' N F = 0).
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Sabemos que (X, 7) es normal, entonces existen W'y W' e 7 tales que W N
W =0,F CWyG CW'.Sean B=Wn(X\G)yB =W n(X\F). Entonces
F' CB,G C B y BNB =0. Otra vez por la normalidad de (X, 7), existen U y

ETtaIesqueF/ QUQUQByG/ QVQVQB/.EntoncesF/ cU, G cVv,
UNnV=0,UNnG=0yVNF=0.

Sean Fy, = (F\A)\Uy Gy =(G\A)\V. Entonces F, = (F\ A)\U =
FNX\AN(XN\U) =cryy(F)Nn(X\A)NX\U) = (FN[(X\A)UAN
(FNANDNX\AN(X\U) = (FN(X\AUNHN(X\U) = FN(X\U)N(X\A).
Ast Fl es 7|(x\ a)-cerrado. Andlogamente se demuestra que G es 7| x\ 4)-cerrado.

<

Por la normalidad de (X \ A,7[x\4)) existen U'y V' €1 tales que F, C
UnX\A4)=U\A4), GV NX\A) =V \A)yU\AHN(V'\A) =
Sin embargo Fy, G, C (X \ 4) (ya que si existiera un z € F, tal que z ¢ (X \ A),
entonces z € FN(A\ A)y 2¢ U, pero FN(A\ A) CU, entonces 2 € U y 2 ¢ U
tenemos una contradiccién. Similarmente se demuestra G, C (X \ A)).

Entonces F, C (U \A)N(X\A) = (U'\A) y G. € (V' \A)N(X\A) = (V'\A4).
Por otro lado tenemos que U \A = U N(X\A) y V'\ A = V'N(X\A). Asf tenemos
que U '\ Ay V' \ 4 son 7-abiertos tales que (U \ A)N (V' \4) =0, F, C (U \ 4)
y Gy C (V' \ 4).

Sean U, = U U (U’

\(ZUV)) y Vo = VU (V' \ (AUT)). Entonces U, =
UUuU \AuUV) =U U
’ Asf

U
(UN(X\AUV) y Vo, = VU (V' \(AUD)) =
U, y Vi son conjuntos 7T-abiertos. Ahora tenemos que
UV)N(VU[V' \AUT)) = 0uV)u(Vn[U \AUV])U
AUVIN[V\AUT)) = 0u(VAU\ANWU\V))uUn
\AINW\V)N[V\NA NV \T)) =0udupup = 0.

N -

VANAIN(VA\D)u(U
Por lo tanto U, NV, = 0.

Ahora tenemos que V N (F\ A) = 0 (ya que V NF = () y por lo tanto
(F\A) (X\ V). Ahora como F, = ( \A)\U C L A) e tiene que (F'\ A) C
UU(U'\4). Asi que (F\4) C (UUU\A)N(X\V) =UU((U \A)N(X\V)) =
UU(U\ANU NX\V) =UU(U\AHNU\V)) =UU U\ (AUV)) = U,

entonces (F'\ A) C U,. Andlogamente se prueba que (G'\ A) C V. Por lo tanto U,
y Vi son conjuntos 7-abiertos tales que U, NV, =0, (F\ A) CU,y (G\ A) C V..

Sean Fy = F\ U,y G4 =G\ V.. Entonces FANG4 = (F\U,)N(G\ Vi) C
FNG=0. Asi FyN G4 = (. Ahora demostremos que F4 y G4 son T-cerrados.
Como (F'\ A) C U,, entonces (X \U,) € X\ (F\A) = (X \F)UA Ahora
Fa=F\U.,=FNnX\U,) CFN({(X\F)UA) = FnNAC A. Asi tenemos
que Fy C A. Por otro lado tenemos F = F'N (X \ Us) = cl(4)(F) N (X \Us) y
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por lo tanto Fs es 7(A)-cerrado. Entonces Fa = clr(4)(Fa) = clya)(FanA) =
c(FanA) =cl-(Fa). Asi Fo = cl;(F4) y por lo tanto F4 es 7-cerrado. De la
misma manera se demuestra que G4 es T-cerrado.

De aqui tenemos que (U U Fy4) y (V UG 4) son 7-cerrados. Verifiquemos (U U
FA)N(VUG 4) = 0. En efecto (DUFA)N(VUG A) = (DUFEA)NV)U(UUFA)NG ) =
(UNV)UENT)U(T NG U(FaNGa)) = DU (F4N V) U(T NGa)UD) =
(FANVIU(UNGA) CFNVIUGNT)=0Ud=0. Asi (UUFA)N(VUG4) CD
y de aqui (U U F4)N(VUG,4) = 0. Por la normalidad de (X, 7) existen M, N € 7
talesque MNN =0, (UUF4) C My (VUG4) CN.

Sean O =U,U(MNA) yO =V,U(N N A). Entonces O, O" € 7(A). Ahora
verifiquemos que ONO" = 0. En efecto ONO" = (U, U(MNA))N(V,U(NNA)) =
UnNVa)U((MNANVH)UUN(NNA)U(MNANNNA)=(MnNAN
V) UNNANU,) C (MNANN)U(NNANM) =0Ud = 0. De aqui ONO" = 0.
Finalmente demostremos que F C Oy G € O". Como (F\U,) = F4 C O, entonces
F=(F\U,)U(FNU,) COUU, = 0. Asi tenemos que F' C O. Analogamente
se demuestra que G C O'. Por lo tanto (X, 7(A)) es normal.

Teorema 3.1.15. (/8], pdg. 23). Sean (X, T) un espacio reqular, y A, B C X. Las
proposiciones siquientes son verdaderas:

a) Si A es cerrado, entonces (X, 7(A)) es regular.
b) Si A es denso en X y A ¢ 1, entonces (X,7(A)) no es regular.

c) Si (X,7(A)) y (X,7(B)) son regulares entonces (X, 7(AN B)) es reqular.

Demostracién. a) Como A es cerrado, entonces cl/(A) — A = A—A =0 es
cerrado en X y por el Teorema 3.1.10, se tiene que (X, 7(A)) es regular.

b) Supongamos que (X, 7(A)) es regular. Como A ¢ 7, entonces A\ Int(A) # 0.
Sea zg € A\ Int(A), entonces existe B € 7(A) tal que mg € B C cl (4 (B) C A.
Existen U,V € 7 tales que B=UU(ANV). Sixg € U, entonces 2o € U C B C A.
Asi zg € int(A), entonces zg € int(A)y xy ¢ int(A) lo cual nos lleva a una
contradiccién. Si xg € (ANV) se tiene que (ANV) C el (ANV) = cl (4 (ANV) C
clT(A)(B) C A, entonces ANV C ANV C A. Como A es denso en X, se tiene
que ANV =V yporlotanto ANV CV CV C A. De aqui se tiene que
g € V CV C A. Entonces xg € int(A). Pero otra vez es una contradiccién. Por
lo tanto (X, 7(A)) no es regular.
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¢) Como (X,7(A)) y (X,7(B)) son regulares entonces por Teorema 3.1.12.
Se tiene que A y B son localmente cerrados, entonces existen U, U’ € 7,C,C" -
cerrados tales que A = UNC'y B = U'NC’, entonces ANB = (UNC)NU'NC")) =
UNnU)YN(CNC), pero (UNU') ety (CNC’) es T-cerrados, entonces AN B
es localmente cerrado otra vez por Teorema 3.1.12, (X, 7(A N B)) es regular.

3.2. Preservando compacidad y conexidad

Para el caso de la compacidad, las siguientes lineas muestran que la extension
simple de un espacio compacto no resulta ser compacta. Consideremos el espacio
compacto (X, 7), donde X = [0, 1] con su topologia usual. Sea la extensién simple
generada por A = {%}, es decir, X = [0, 1] con la topologia 7(A). Resulta que este
ultimo espacio no es compacto, para convencernos de esto supongamos lo contrario,
es decir, que (X, 7(A)) es compacto.

Como X\ A es cerrado en (X, 7(A)), entonces X \ A es un subconjunto compacto
de (X,7(A)) (ver (c) de Teorema 1.3.2), ahora por (d) del Teorema 2.1.3 tenemos
que X \ A es un subconjunto compacto de (X,7) y por ende cerrado en(X,7)
(ver (d) del Teorema 1.3.2), lo cual es una contradiccién. Asi que (X, 7(A)) no es
compacto.

El siguiente Teorema aporta condiciones necesarias y suficientes para la com-
pacidad en las extensiones simples.

Teorema 3.2.1. (/8], pdg. 24). Sean (X,T) un espacio compacto y A C X con
A ¢ 7. Entonces (X, 7(A)) es compacto si y sélo si (X \ A, 7|[x\a) es compacto.

Demostracién. (=) Sea {Ua}qep una cubierta abierta de (X \ A, 7[x\4), en-
tonces X \ A € Uyep Ua vy para cada o € A\ se tiene que Uy = Vo N (X \ 4),
donde V,, € 7. Como 7 C 7(A), entonces {V,},ep U{A} es una cubierta abierta de
(X, 7(A)) (vaque X = (X\A)UA C (Uzep Va)UA). Como (X, 7(A)) es compacto
existe una subcoleccién finita que cubre a X de la forma {Vy,, Va,, ..., Vo, } U{A}.
Ahora para cada z € X \ A, existe i € {1,2,....,n} tal que x € V,,, entonces
z € Uy = Vo, N (X \ A) de aqui se tiene que (X \ A) € U, Uy,. Asi que
(X' \ A,7|x\4) es compacto.

(<) Sea {Ba|a € A} es una cubierta abierta de (X, 7(A)), entonces para cada
a € A se tiene que B, = U, U (V, N A), donde U, V, € Ty X = UQGABQ =
Uaep(Ua U (Va N A)). Siz € X\ A, existe ag € A tal que & € Uy, entonces
{Uala € A} cubre a X \ A. Luego {U, N (X \ A)|a € A} es una cubierta abierta
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de (X \ A,7[x\4), el cual es compacto, entonces existe una subcoleccién finita
{Uay N (X \ Q)i € {1,2,...,n}} que cubre a X \ A. Es claro que la coleccién
{Uay,Uays -y Uy, } cubre a X \ A. Por otro lado, la coleccién {U, U Vo € A}
cubre a (X, 7). Como (X,7) es compacto existe una subcoleccién finita {Us, U
V627U62 U VﬁQ""’UﬁnL U V/B’"L}7 donde /8] € /\ para ] € {1727"’m} que Cubre
a (X,7), es decir X = [JiL,[Us, U Vg]. De aqui A C ;% [Us, U (AN V)]
Finalmente tenemos que X = (X \ A)UA = (UL, Ua,) UL, (U, U(ANTVE,)] =
U?:l[UOéi U(An Vai)] U U;n:ﬂUﬁj U(An Vﬂj)] = U?:l Ba, U U;n:1 Bﬁj = qum;-{n B,
con lo que concluimos que (X, 7(A4)) es compacto. O

Ahora es el turno de la conexidad. Primero que nada veamos que tampoco
es preservada por extensiones simples. Para esto consideremos (R, 7), donde 7
es la topologia usual, es bien conocido que tal espacio es conexo. Sin embargo,
la extensién simple generada por cualquier cerrado (digamos A = [0,1]), no es
conexo, en otras palabras el espacio (R,7(A)) no es conexo, pues en este tltimo
resulta que el subconjunto propio [0, 1] es cerrado y abierto, lo cual es imposible
que suceda en los conexos.

Si queremos remediar el hecho del ejemplo anterior, es decir, para garantizar
que conexidad sea preservada por la extensién simple, una condicion es pedir que el
conjunto sobre el cual se haga la extension sea conexo, denso y que no sea abierto.
La anterior y otras condiciones se encuentran en los siguientes renglones.

Teorema 3.2.2. (/8], pag. 25) Sean (X, 7T) un espacio topolégico y A C X con
A¢ 7. 8Si(A T|a) es conexoy A es denso en (X, T), entonces (X,7(A)) es conero.

Demostracién. Supongamos que (X,7(A)) no es conexo, entonces existe F' U
(F'NA),GU(G'NA)eT(A)tales que FU(F'NA)#0,GU(G'NA)#0,(FU
(FFNA))N(GU(G'NA)))ADyX =FU((F NAUGU(G' NA).

Demostremos que FU(F') # 0 y GUG’ # (). En efecto, si FU(F") = () entonces
F=F\0=F\(FUF)=(F\F)n(F\F') = 0. As{ tenemos que F = (),
de forma similar se tiene que F’ = (). Entonces F U (F' N A) = 0 lo cual es una
contradiccién. De manera ansloga se demuestra que G U G’ # ().

Como A es denso en (X, 7), entonces (FUF)NA#0y (GUG')NA) #0. Es
claro que (FUF')NAy (GUG’)N A son conjuntos abiertos en A. Por otro lado,
tenemos que [(FUF)NA]N[(GUG)NA] = [(FNA)U(F'NA)IN[GNA)U(G'NA)] C
(FU(F'NA))N(GU(G'NA)) = 0. Luego tenemos que [(FUF)NA]|N[(GUG")NA] = 0.

Ahora (FUF)YU(GUG) = (FU(F U(

F GU (G U(G' NA))) =
(FUF NA)U(GU(G NA))U(FUG)=X ) =

X, de aqui se tiene
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que X = (FUF)U(GUG'), entonces A = XNA = (FUF)NA)U(GUG)NA).
Entonces (FUF )N A)y ((GUG)N A) es una separacién de (A, 7|A) lo cual es
una contradiccién ya que (A, 7|A) es conexo.

d

Teorema 3.2.3. ([1], pag. 481) Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X tal
que A no es T-cerrado. Si A y X \ A son conexos de (X, ), entonces (X,7(A)) es
conezo.

Demostracién. . Supongamos que (X, 7(A)) no es conexo, entonces existen B, D €
7(A) tales que X = BUD, D #(, D # ( y BN D = (). Entonces B y D son
7(A)-cerrados y 7(A)-abiertos.

Demostremos que B # Ay D # A. Supongamos que B = Ao D = A. Si
B = A, entonces A es 7(A)-cerrado y por el Teorema 2.1.3 inciso (f) se tiene que
A es T-cerrado. Asi que tenemos una contradiccién con la hipdtesis. De manera
analoga llegamos a una contradiccién con la hipétesis si D = A.

Ahora verifiquemos que (ANB # 0y AND # 0) o ((X\NA)NB#0y
(X \A) ND # 0). En efecto supongamos que (ANB =0 o AND =0)y
(X\NA)NB=0o (X\A)ND=0). Entonces ( ANB=0y (X\A)NB=0)o
(AND =0y (X\ANB=0)o(ANB=0y (X\A)ND=0)o(AND=0y
(X \ A)N'D = 0). Tenemos cuatro casos:

a) Si(ANB =0y (X\A)NB =0), entonces B=XNB = (AU(X\A))NB =
(ANB)U((X \ A) N B) = (. De aqui tenemos que B = (). Lo cual es una
contradiccién.

b) Si(AND =0y (X\A) NB=40), entonces A C (X\D)=ByBCA.
Luego tenemos que A = B. Lo cual es una contradiccion.

¢c) Si(ANB =0y (X\A) ND =10), entonces A C (X\B)=DyDC A.
Luego tenemos que A = D. Lo cual es una contradiccién.

d) Si(AND =0y (X\A)ND = 0), entonces D = XND = (AU(X\A))ND =
(AND)U ((X \ A) N D) = 0. De aqui tenemos que D = (). Lo cual es una
contradiccioén.

Ahora, por Teorema 2.1.3 inciso (g), tenemos que ANB y AND son cerrados en
(A,7]a) y (X\A)NB) y ((X\A)ND) son cerrados en ((X\A), 7| x\4)- Asf tenemos
que A= (ANB)U(AND), AND #0, ANB#0y (AnB)N(AND) =0,
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entonces (AN B) y (AN D) es una separacién de A lo cual es una contradiccién.
Andlogamente tenemos que (X \ A)N By (X \ A)ND es una separacién de X \ A
lo cual es una contradiccion. O

Corolario 3.2.4. ([1], pdg. 482) Sean (X, T) un espacio topolégico y A C X tal
que A no es T-cerrado. Si A y X \ A son conexos de (X, T) entonces (X, 7(A)) es
conezo.

Demostracién. Supongamos que (X, 7) no es conexo, entonces existen Uy V' € 7
tales que U # 0,V #0,UNV #0y X =U UV. Ahora como 7 C 7(A), entonces
U,V € 7(A). Asi tenemos que U y V es una separacién de (X, 7(A)) luego, tenemos
una contradiccién con el Teorema 3.2.3. O
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CAPITULO 4

Extensiones simples y espacios maximales

4.1. Espacios maximales

Los conceptos de espacios R-Maximales y R-Minimales fueron introducidas por
A. S Parhomenko [9] y por E. Hewitt [6]. El estudio de propiedades R-Minimales
es mas intensa que el estudio de R-Maximales. En este capitulo estudiamos algu-
nas propiedades de R-Maximales usando el concepto de extensién simple (ver el
articulo de Douglas [3]).

Definicién 4.1.1. Sean (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y ag € A.
Decimos que ag es un elemento maximal de A si para cada a € A : ag < a = ag =
a.

Sean X un conjunto y R una propiedad topoldgica. El conjunto R(X) =
{7 : 7 es topologia sobre X y (X, T) tiene la propiedad R} es parcialmente orde-
nado por la inclusién: 7 < rer - T

Definicion 4.1.2. Sean X un conjunto y R una propiedad topoldgica. Un espacio
topoldgico (X, 7) es R-mazimal si T es un elemento mazimal de R(X).

Definicién 4.1.3. Sea R una propiedad topoldgica.

a) R es contractivo si (X, 7) tiene la propiedad R y si 7 < T, entonces (X, )
tiene la propiedad R.

b) R es hereditariamente cerrado si todos los subconjuntos cerrados de un es-
pacio (X, T) con la propiedad R, tambien tienen la propiedad R.

c) R es expansivo cerrado si (X,T) tiene la propiedad R y A C X tal que
(A, 7|a) tiene la propiedad R, entonces (X,7(X \ A)) tiene la propiedad R.

27



28 4. Extensiones simples y Espacios maximales

d) R es puntual si para cualquier espacio (X, T) con la propiedad R, entonces
para todo x € X : {x} tiene la propiedad R.

Teorema 4.1.4. Sean X un conjunto y R una propiedad topoldgica tal que R es
contractivo. Entonces un espacio (X, T) es R-mazximal si y sdlo si para todo A C X
tal que A ¢ T se tiene que (X,T(A)) no tiene la propiedad R.

Demostracién. (=) Supongamos que (X, 7) es R-maximal y que existe A C X
tal que A ¢ 7y (X,7(A)) tiene la propiedad R. Asi tenemos que 7(4) € R(X),
pero como 7 < 7(A) y T es elemento maximal de R(X), entonces 7 = 7(A). Por
otro lado tenemos que A € 7(A) = 7, entonces A € 7 lo cual es una contradicién.

(<) Supongamos que para todo A C X tal que A ¢ 7 se tiene que (X, 7(A4))
no tiene la propiedad Ry (X,7) no es R-maximal. Entonces existe una topologia
7' sobre X tal que 7 € R(X) y 7 < 7. Asf existe un abierto A € 7/ tal que A ¢ 7,
luego por hipétesis el espacio (X, 7(A)) no tiene la propiedad R. Por otro lado
como A € 7/, entonces 7 < 7(A) < 7. Ahora como R es contractivo y (X, 7')
tiene la propiedad R, entonces (X,7(A)) tiene la propiedad R, lo cual es una
contradiccién. O

Teorema 4.1.5. Sea R una propiedad topoldgica tal que es contractivo, heredita-
riamente cerrado y expansivo cerrado. Un espacio topoldgico (X, T) es R-mazimal
st y solo si cualquier subconjunto A de X tal que (A,T|4) tiene la propiedad R es
T-cerrado.

Demostracién. (=) Supongamos que (X, 7) es R-maximal y existe un subcon-
junto A de X tal que (A, T|4) tiene la propiedad R y no es T-cerrado. Como A
no es 7-cerrado, entonces X \ A ¢ 7. Por otro lado, como R es expansivo cerrado,
entonces (X, 7(X \ A)) tiene la propiedad R. Asi, existe un subconjunto X \ A de
X tal que X\ A ¢ 7y (X,7(X \ A)) tiene la propiedad R. Ahora por el Teorema
4.1.4 se tiene que el espacio (X, 7) no es R-maximal, lo cual es una contradiccién.

(<) Supongamos que cualquier subconjunto A de X tal que (A, 7|4) tiene la
propiedad R es 7-cerrado y (X,7) no es R-maximal. Entonces existe 7/ € R(X)
tal que 7 < 7'. Asi, existe A € 7’ tal que A ¢ 7. Luego tenemos que 7 < 7(A4) < 7.
Como R es contractivo y (X, 7’) tiene la propiedad R, entonces (X, 7(A)) tiene la
propiedad R. Ahora como X \ A es 7(A)-cerrado y R es hereditariamente cerrado,
entonces (X \ A, 7(A)[x\4) tiene la propiedad R, por el Teorema 2.1.3 inciso (d)
se tiene que (X \ A, 7(A4)|x\a) = (X \ 4,7[x\4)- Asi el espacio (X \ A,7|A) tiene
la propiedad R, luego por hipétesis se tiene que X \ A es 7-cerrado. Asi A € 7 lo
cual es una contradiccién. O



Espacios maximales 29

Corolario 4.1.6. Si R es una propiedad topoldgica tal que es contractivo, heredi-
tariamente cerrado, expansivo cerrado y puntual, entonces cualquier espacio (X, T)
tal que es R-maximal es 1.

Demostracién. Sean (X, 7) tal que es R-maximal y x € X. Ahora como R es
puntual, entonces {x} tiene la propiedad R y por el Teorema 4.1.5 se tiene que
{z} es T-cerrado. Asi (X, 7) es 7 O

Teorema 4.1.7. Sea R una propiedad topoldgica tal que es contractivo, heredi-
tariamente cerrado y expansivo cerrado. Si (X, T) es un espacio R-mazimal, en-
tonces los subconjuntos A C X que tienen la propiedad R se tiene que (A, T|4) es
R-mazximal en R(A).

Demostracién. Sean (X, 7) tal que es R-maximal y A C X tal que (A,7]A)
tiene la propiedad R. Ahora sea B C A tal que (B, (7]|4)|B) tiene la propiedad
R, pero como (B, (7|4)|s) = (B, T|B) y entonces por Teorema 4.1.5 tenemos que
B es 1-cerrado. Como B = BN A luego B es T|4-cerrado. Por lo tanto cualquier
subconjunto B de A tal que (B, (7]|4)|p) tiene la propiedad R es 7|4-cerrado.
Nuevamente por el Teorema 4.1.5 tenemos que (A, 7|4) es R-maximal en R(A), es
decir 7|4 es un elemento maximal en R(A). O
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Conclusiones

En el trabajo de tesis se estudiaron la preservacion de propiedades como Axio-
mas de Separacién y propiedades de tipo Compacidad y Conexidad usando ex-
tensiones simples de Norman Levine [8]: Se dice que una extensién o de 7 es una
extension simple de T, si existe A C X tal que 7 U {A} es una subbase de o. Lo
anterior se derivé como resultado de abordar el problema:

Problema 1. Suponga que P es una propiedad y que o es una extensién de 7.
. Bajo qué condiciones se verifica que al tener (X, ) la propiedad P, ocurre que
(X,0) cumple P?

Se prob6 que para los axiomas de separacién: Tg, 11,715, la extension simple
de un espacio con tales propiedades, siempre comparte la misma propiedad y que
para el caso de la regularidad, completamente regular y normalidad, no siempre se
tiene el mismo resultado, ver Ejemplo 3.1.3. Las condiciones que se requieren para
garantizar la preservacion de estos tltimos estdn dados en los siguientes resultados
mismos que fueron dados por Levine [8]:

Teorema 4.1.8. Si (X, 7) es un espacio reqular y A ¢ 7y (X \ A) € 7, entonces
(X, 7(A)) es regular.

Teorema 4.1.9. Si (X, T) es un espacio completamente reqular, A ¢ 7 y (X\A) €
T, entonces (X, 7(A)) es completamente regular.

Teorema 4.1.10. Sea (X, 7) un espacio topolégico normal y AC X con A¢ 1y
X\ A e 1. Entonces (X,7(A)) es normal si y solo si (X \ A, 7|(X\ A)) es normal.

En este mismo contexto se encontraron unas mejoras a las condiciones dadas
por Levine, estos fueron dados por Borges los cuales dicen:

Teorema 4.1.11. ([1], pdg. 476). Sean (X, T) un espacio reqular y A C X. En-
tonces (X, 7(A)) es regular, si y solo si (A\ A) es T-cerrado.
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Teorema 4.1.12. ([1], pdg. 476). Sean (X,T) un espacio completamente regular
y A C X. Entonces (X,7(A)) es completamente reqular, si y solo si (X,7(A)) es
reqular.

Teorema 4.1.13. ([1], pdg. 477). Sean (X, 7) un espacio normal y A C X. En-
tonces (X, 7(A)) es un espacio normal si y sdlo si (X, 7(A)) es un espacio reqular
y (X \ A,7|x\4) es un espacio normal.

Por ultimo, para el caso de la compacidad y conexidad también se observé que
la extensién simple de un espacio con estas mismas caracteristicas, no preserva
tales propiedades. Los resultados: Teorema 3.2.1, Teorema 3.2.2, Teorema 3.2.3,
aportan condiciones para garantizar la preservacién de las mismas.
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