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Introduccion

Los modelos matematicos son de gran interés en la solucién de problemas
en diferentes areas, como por ejemplo en Geofisica, Astronomia, Medicina,
Ingenieria, etc. La solucién de los modelos matematicos, puede ser interpreta-
da en términos del fenémeno estudiado. Ademas, el modelo permite predecir
el comportamiento del fenémeno en ciertas situaciones que no pueden ser me-
didas o exploradas o por el costo que generan. En particular, se usan modelos
matemaéticos para estudiar problemas que surgen cuando un objeto o proceso
en si mismo es inaccesible para la observacién, pero se conocen los efectos
producidos de la iteraccién de un sistema fisico. En este tipo de problemas se
pretende determinar las causas a partir de sus efectos. Tal tipo de problemas
son denominados problemas inversos. En este trabajo se analiza un problema
inverso el cual se modela por medio de ecuaciones diferenciales parciales de
tipo eliptico. Mas precisamente, se trata de determinar una curva interior en
un medio no homogéneo a partir de mediciones de potencial eléctrico medido
en la frontera de dicho medio. Esa curva interior corresponde a una circunfe-
rencia en la que el radio es desconocido. Asi, se trata de determinar el radio
de dicha circunferencia a partir de las mediciones en la frontera del medio no
homogéneo.

Por otra parte, el problema inverso de conductividades consiste en deter-
minar la caracteristica eléctrica definida en una regién conductora a partir
de los datos de Cauchy (potencial y su derivada normal) definidos sobre la
frontera de dicha region. Para el caso de una inclusion, es decir, en el que la
conductividad toma dos valores conocidos, se ha demostrado un resultado de
la recuperacion de la mancha interior, que corresponde a la inclusion, a partir
de los datos de Cauchy [15]. Si la inclusién corresponde a un circulo centrado
en el origen, el problema se reduce a recuperar el radio de dicho circulo. Més
aun, cuando la regién conductora corresponde a un circulo centrado en el
origen, el problema puede ser analizado por medio de series de Fourier. Este
problema tiene una relaciéon muy estrecha con el problema de determinar la
distribucién de permitividades en un corte transversal de una tuberia a partir
de la medicion de capacitancias en la regién, las cuales se obtienen aplicando
un voltaje sobre la frontera exterior de la mencionada tuberia.



Este trabajo se divide de la siguiente manera: una introduccién, dos
capitulos, las conclusiones, un apéndice y la bibliografia.

En el primer capitulo se presenta un resumen de conceptos bésicos y
teoremas necesarios para el desarrollo de este trabajo. Se abordan elemen-
tos de problemas inversos, los conceptos de problema bien y mal planteado
presentando algunos ejemplos, también se veran elementos de la Teoria de
Operadores, Conceptos Basicos de la Teoria de Ecuaciones Diferenciales Par-
ciales: la ecuacion de Laplace, serie de Fourier y su convergencia, las féormu-
las de Green. Ademas se definen las funciones Arménicas y el Principio de
Méximo y Minimo, se presenta el concepto de solucion clasica y débil de la
ecuacion de Laplace con condiciones en la frontera, teoremas sobre la existen-
cia y unicidad de la solucion de la ecuaciéon de Laplace con condiciones en la
frontera. Todos los resultados son conocidos y son tomados de [1],[2], [4] y [6].

En el segundo capitulo se muestra el modelo matematico para determinar
el voltaje que es producido al aplicar una corriente eléctrica sobre la frontera
exterior en forma de una tuberia suponiendo conocidos los datos para asi dar
solucién al problema directo; posteriormente se presenta la solucién al pro-
blema inverso que consiste en determinar el radio de dicha tuberia a partir de
la solucion del problema directo. Ademas como el problema de recuperaciéon
o problema inverso es mal planteado, se propone un ejemplo numérico para
mostrarlo.
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Capitulo 1

Resumen de Conceptos

1.1. Problemas Inversos y Problemas Mal Plan-
teados

Los Problemas Directos son aquellos en los que se tiene informacién
sobre las causas que describen un proceso en un medio y la solucion del pro-
blema nos conduce a describir el efecto producido por dichas causas.

Los problemas inversos son problemas que consisten en encontrar una
propiedad desconocida de un objeto o de un medio, a partir de las obser-
vaciones de una respuesta de este objeto o medio de una senal de prueba.
Por lo tanto, los problemas inversos proporcionan una base tedrica para la
deteccion lejana y la evaluacion no destructiva o invasiva del medio.

Problemas Bien y Mal Planteados

Hadamard en 1932 clasificé los problemas fisicos que son representados
por un modelo matematico, en el siguiente sentido:
Se dice que un problema es bien planteado o propiamente planteado si cumple:

1. Eziste una solucion del problema (existencia).
2. Eziste a lo mds una solucion del problema (unicidad).

3. La solucion depende continuamente de los datos de entrada (estabili-
dad).
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Este planteamiento se define para ecuaciones operacionales como sigue:
Sean X y Y espacios normados, A : X — Y un operador continuo (lineal o
no lineal), la ecuacién operacional

Az =y, (1.1)
se dice que es bien planteada si:
1. Para cada y en Y existe una solucion en X.
2. Para cada y en Y la soluciéon x es tinica en X.

3. Para cada solucion z, el problema depende continuamente de los datos
iniciales y.

Las ecuaciones que no satisfacen alguna de las condiciones anteriores son
llamadas mal planteadas[11].

Ejemplos de Problemas bien y mal planteados.

En los ejemplos siguientes se muestran ecuaciones operacionales bien plan-
teadas y mal planteadas. Dichos ejemplos se tomaron de [1] y [6].

Ejemplo 1.1.

Sea a € R, a # 0. Consideremos el operador lineal A : R — R:
A(x) = ax. (1.2)

El operador A es inyectivo y sobreyectivo, por lo tanto A es biyectivo y su
inverso esta dado por:

AN y) =a 'y
Ya que las funciones f de la forma f(x) = cx + d son continuas se tiene que

A es continua y A™! también es continua.
Otra forma de mostrar que el operador A es continuo es ver que,

|A(z)] = |az| < [a] |z]
y tomando la acotacién del operador como equivalencia del mismo. Se obtiene

[A[l < lal.
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Maés ain, |A(x)| = |ax| = |a| ||, para 2 = 1 se obtiene que

[A[l = la -

Andlogamente A~! también es continuo. En este caso la ecuacién operacional
Ax = y es bien planteada.

Ejemplo 1.2.

Considérese la matriz A dada por:

A:(1+0§)’ (1.3)

cuyo determinante es igual a —20, que puede ser muy pequeno si lo es o.
Consideremos el operador A : R? — R?

A(x) = Ax,

donde z € R? y el lado derecho de la ecuacién es el producto de una matriz
por un vector. Para analizar las dos primeras condiciones para verificar si

es un problema bien planteado, notemos primero que la inversa A de 1a
matriz A estd dada por

ZqI_%(%ﬁmq]ﬁ'

Con la matriz A se puede hallar el operador inverso de A. De hecho

A R2 5 R? . L
A (y)=Ay.

Por lo tanto, las dos primeras condiciones se satisfacen.

Ahora analicemos la tercera condicion. Veamos que A es un operador
continuo.
Consideremos sobre R? la norma euclidiana, es decir, si € R? con

x1
xr = )
X2

entonces ||z|| = \/2? + 23
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Notemos que A € £ (R? R?), donde £ (R* R?) = {T : R? — R?| T es lineal}.

Consideremos la norma:
IT|| =inf{M >0:|T(z)| < M]|z| para cada z € R*}.

Ya que
o $1+2.T2
Aw = ((1 + o)z +2x2> ’
hallamos que
|Az|)* = 23 (1 4+ (1 +0)%) + 823 + 4a122 (2 + 0)
§x3|1+(1+0)2‘+8x§+2\2+0| (23 + 23)
1+ +0)?|+2240]) +a3(8+2|2+0))
2
(21 + @3] = M||z|]%,

=X

donde M =mdz {(|[1+ (1 +0)’| +2|2+0]), (8 +2[2+0])}.
De aqui se deduce que A es continuo. Andlogamente el operador A~! es con-
tinuo. Por lo tanto, la ecuacién operacional Ax = y, es bien planteada.

Lo anterior es consecuencia de que en espacios normados de dimension finita,
todo operador lineal A es continuo y puede representarse por una matriz (fi-
jando bases en los espacios en que actua). Para ver esto, el operador A esta
representado por una matriz

A € My, (R) = {matrices de n x n con entradas reales}. Es decir con A
podemos definir el operador A : R™ — R™ dado por

Ax = Az,

donde el lado derecho representa el producto usual de una matriz por un
vector € R™. Si detA # 0, entonces A es inyectivo ya que KerA = {0}.
Como se esta trabajando sobre espacios de dimension finita, se tiene que la
inyectividad es equivalente a la sobreyectividad y de aqui se concluye que se
satisfacen las dos primeras condiciones para ver que la ecuaciéon operacional
esté bien planteada.

De lo expuesto anteriormente, tanto A como su inverso (el cual existe porque
A es biyectivo) son continuos. De esto concluimos que la ecuacién operacional
Ax =y, es bien planteada.
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El ejemplo siguiente se tomé de [6].

Ejemplo 1.3.
Se muestra un problema mal planteado de acuerdo a la clasificacién de
Hadamard. Sea 2 = (—00,00) X [0,00), encontrar una solucién z(z,y) €
C*(Q) N C(Q) NC(Q) tal que z(z,y) vy zy(x,y) sean continuas para
x € (—00,00), y € [0, 00]; 8222‘2’3’) y 822(;;’34) son continuas con z € (—o00, 00),

y € [0,00]; z (x,y) cumple con la ecuacién de Laplace.

D%z (x,y) N %z (z,y)

Az(z,y) = 97 oy =0, —00 < 1 < 00, 0<y< oo,
y satisface las condiciones iniciales
0
z(z,0) =0, a—z(x,O) = u(z), —00 < < 00.
Y

Supongamos que la funcién u (x) € C ((—o00,00)) N B (2); es decir,u (x) es
continua y acotada para r € (—o00,00). Notemos que en los conjuntos de
funciones u (z) y z (z,y) tienen la métrica uniforme. Ahora, mostremos que
este es un problema mal planteado. Consideremos el conjunto de funciones:

1
up () =0, up () = - senna, n=1,2...

Estas funciones determinan la correspondiente solucién:

2o (x,y) =0, zn (x,y) = 3 SenNT senh ny.

Por lo tanto, para cuando n — oo, tenemos que

sup  |u, () —ug (z)] = 0

—oo<r<o0

sup |20 (2, y) — 20 (2, y)| = o0,
—oo<r<00,0<y <00
como consecuencia tenemos que, la condicion de dependencia continua de la
solucién de los datos iniciales falla, ya que el error en los datos de entrada
tiende a cero mientras que el error en la solucion tiende a infinito. Por lo
tanto, es un problema mal planteado.
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Ejemplo 1.4.
Counsideremos la matriz

- 1 2
)

Esté matriz es singular y define al operador A, : R? — R? de manera anslo-
ga a la matriz A del segundo ejemplo. Para A, tenemos que

kerA, = {ﬁ (_11> : 15} E]R},
2

(o (Y e

ImA, =<7 1) vyeR.
2

Por lo tanto, A, no es un operador inyectivo, ni sobreyectivo y se tiene que
la ecuacion

AO:E = ya

es mal planteada.
Observaciones

1) En el Ejemplo 1.1 se tiene que la ecuacién operacional (1.2) es bien
planteada de acuerdo con la definicién. Pero si a = 10~7; observemos que, con
y = 1077 la ecuacién tiene por solucién a z = 1. Para §j = 107 la solucién es
7 = 10. Observemos que, |y — | = 9x 107" < 107°. Sin embargo |z — z| = 9.
Esto nos dice que la ecuacién presenta una inestabilidad numérica, debido
a que dados y y y cercanos, se tiene que las soluciones z y T se encuentran
alejadas.

2) Para el Ejemplo 1.2 se tiene que la ecuacién operacional (1.3) es bien
planteada, sin embargo, la funcion de ¢ € R puede presentar una inesta-
bilidad numérica, debido a que la matriz con la que se obtiene la ecuacion
operacional tiene determinante cercano a cero. Recordemos que la matriz A

esta dada por
- 1 2
(i 3)
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y que su determinante es (—20), entonces el determinante de la matirz tiene
valores cercanos a cero, si o es cercano a cero. Veamos que si

B 3
Y=\34+0)°

entonces la solucién del sistema A (z) = Az = y, estd dada por = G)

Supéngase que en vez de conocer a y, se conoce una perturbacién y°, donde

3 0
v <3+‘7)+(5+0>’ ly=vll, <o, d>0.

En este caso la solucién esta dada por

~0)+(4)

Observe que no necesariamente Hx — x‘sH « €s un valor pequeno; por ejemplo
si 0 = 0.0001 y 6 = 0.01, la solucién aproximada del sistema sera

s (101
v _<—49 ’

de donde Hx — x‘;H = 111.8033. Esto nos dice que el sistema es numérica-
mente inestable y ademas o es una caracteristica del operador que indica
si la ecuacion operacional es inestable numéricamente. En las aplicaciones
d puede representar el error que se comete en la medicién y/o redondeo en
cualquiera de sus formas, por lo que hay que considerar que en problemas
concretos § es fijo. Como se comenté anteriormente en la Observacion 2) esta
inestabilidad numérica se presenta debido a que la matriz es casi singular.
Esto puede interpretarse en el sentido de que el operador puede enviar a dos
elementos cercanos en su dominio, a imagenes que pueden estar muy alejadas
entre si.

Cuando la matriz A con la que se define una ecuaciéon operacional presenta
inestabilidad numérica se dice que es numéricamente mal condicionada
y el grado de mal condicionamiento se mide por medio del nimero Cond (A)
llamado niumero de condicion de A, que se define como:

An

Cond (A) = o
1
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donde )\, y A\ son los valores propios mayor y menor de A'A.

En el caso de que A\; sea muy cercano a cero, el nimero Cond (A) puede
ser muy grande y mide cuanto se amplifican los errores cometidos en el lado
derecho de la ecuacién en las soluciones de la ecuacién operacional.

1.2. Elementos de la teoria de operadores

Definicién 1.1. Un operador lineal entre los espacios normados X y'Y es
una aplicacion A : X — Y tal que:

Alap + ) = aAp + BAY,
para toda ¢, € X y toda o, B € K =R(o C).

Nota: Si X es un espacio normado sobre el campo K y Y es R o C, el
operador lineal A es llamado funcional lineal.

Definicién 1.2. Un operador lineal A : X — Y de un espacio normado X
en un espacio normado Y es llamado acotado si existe un niumero positivo
M tal que:

A x < Mllelly,

para toda ¢ € X. Todo nimero M para el cual esta desigualdad se cumple
es llamado una cota superior para el operador A.

Para un operador lineal A : X — Y, con X, Y espacios normados. Se
tienen las siguientes equivalencias:

1. A es continuo.
2. A es continuo en un punto.
3. A es continuo en cero.

4. Existe una constante M > 0 tal que : [|A(¢)]|y < M|¢lly (es decir A
es acotado).
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Denotamos por L(X,Y) al conjunto de operadores lineales y continuos de
XenY.Si A€ L(X,Y), entonces el ntimero [[A]l := sup| <1 [[A(9)[ly =

1A : .
SUPgex {0} [, < OC €5 Una norma en L(X,Y) y el espacio normado asi

obtenido resulta ser un espacio de Banach si Y lo es.
Recordemos que un espacio de Hilbert H es un espacio normado completo
con la norma inducida por el producto escalar

1
el = (@, )2 .

Un espacio lineal normado H es completo si toda sucesién de Cauchy de ele-
mentos de H converge a un elemento de H. Los espacios normados completos
son llamados espacios de Banach.

El siguiente teorema de F. Riesz provee una representacion para cada
funcional lineal en un espacio de Hilbert H.

Teorema 1.3. Todo funcional lineal en un espacio de Hilbert H puede ser
expresado en la forma

A(h) = (h, [},

donde f es un elemento de H que estd unicamente determinado por el fun-
cional A, mds aun,

LA = 1I£1I

Definicién 1.4. Sea A : X — Y un operador lineal entre dos espacios de
Banach. Diremos que A es un operador compacto o totalmente continuo si
transforma cada subconjunto acotado de X en un subconjunto relativamente
compacto de Y.

De la definicién se obtiene que todo operador compacto A es también
continuo. Como Y es un espacio métrico, el operador A es compacto si y
sélo si para cada sucesion acotada {x,} € X la sucesion {A(x,)} tiene una
subsucesion convergente en Y.

El conjunto K(X,Y) formado por todos los operadores compactos de X
en Yes un subespacio cerrado de L(X,Y).

En un espacio normado X de dimension infinita el operador identidad I
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no es un operador compacto [12]. Como la composicién de un operador con-
tinuo y un operador compacto es siempre un operador compacto se tiene que
en un espacio normado de dimensién infinita si el operador inverso de un
operador compacto existe este no puede ser continuo.

Definicién 1.5. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador de H en si
mismo. Se define el operador adjunto (conjugado) de A denotado por A*,
como el operador que actia de H en si mismo y satisface la identidad :

(Az,y) = (z, A™y),
para todo x,y € H. A se llama autoadjunto si A* = A.

Sea 2 C R™. Las definiciones anteriores 1.1-1.2 dan una estructura de
espacio lineal al conjunto C (2, K') de funciones continuas f :  — K, bajo
las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar a:

(fi + f2) (z) = fi(z) + fa (2)
(af (z)) = af (z), con x € Q. Denotamos este espacio con C (£2).

Para cada subconjunto €2 abierto y acotado del espacio euclidiano R, con-
sideremos los siguientes clases de funciones.

C (ﬁ) Funciones reales y continuas definidas sobre €.

cm (ﬁ) Funciones reales con derivadas continuas sobre {2 hasta el orden
m, todas las cuales pueden ser prolongadas continuamente a Q (1 < 00).

Recordemos que el soporte de una funciéon f definida sobre €2 y con va-
lores en C' es el complemento en §2 del mayor subconjunto abierto donde f se
anula. Esto es, para f € ) el soporte de f es la cerradura en €2 del conjunto
{z € Q: f(x) # 0} y denotamos esto con supp f.

Con Cp(f2) denotamos al subconjunto de aquellas funciones en € con so-
porte compacto. Se definen:

Co™(2) = C™(Q2) N Co($2), m = 1,
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Co™(92) = C=(Q) M Co(92).

Si f:A— By C C A, denotamos con f|, la restriccion de f a C.
Asi los siguientes conjuntos forman espacios lineales de funciones sobre €2:

C™(Q) ={flg: f € C"(R")},
C=(Q) = {flg: f € Co™(R")}.

Mediante L,(2) denotaremos la clase de todas las funciones reales medi-
bles u(x) definidas sobre Q y tales que [ |u(z)["dz < oo [12].
Es conocido que la aplicacion:

fQ|U |pdm 1/p’

es una norma en L,(€2) que provee a este conjunto de funciones de una es-
tructura de espacio de Banach.

Diremos que la frontera 02 de la regién Q2 C R™ pertenece a la clase
C*(k > 1), si para cualquier punto zy € 92 existe una vecindad V (z,) de g
y un homeomorfismo:

FRYT s V(g) N 09,

tal que f € C*(R"1).
Diremos que €2 C R"™ es un abierto con frontera regular o suave, si 0f2
es una variedad de clase C*° y dimension n — 1 y ademaés (2 localmente se

encuentra siempre a un mismo lado de 052, es decir si 0f) es una variedad
orientable [10], [12].

Para cada @ = (aq, ag, ..., ay,) de enteros no negativos con |a| = ag +as+
.. + a,,, denotamos con D la derivada parcial:

ol
8x1a18x2a2 ...ax%” ’

Sea 2 un conjunto abierto en R™ y m > 0 un entero. Como hemos mencio-
nado C™(£2) es el espacio lineal de restricciones a €2 de funciones de Cy™ (R™).
Sobre C™(£2) se define un producto escalar por:
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<f7 g>Hm(Q) = Z {IQDaf.DO‘g : |a| < m}
Se llama FEspacio de Sobolev de orden m y se denota por H™(f2) al

completamiento del espacio lineal C™ () con la norma |.| ey H™(Q) es
un espacio de Hilbert que es muy importante para lo que se estudia en este
trabajo. La norma de H°(2) y la norma de Ly(2) coinciden sobre C/(Q) [4],

12].

1.3. Traza de una funcion

El material de esta seccién puede consultarse en [4],[7], [12].

Consideremos una funcion u € C (ﬁ) donde Q denota la cerradura de
una regién 2 de R™, n = 1,2. Para la funcién u tiene sentido hablar de su
restriccién a df2. Sin embargo, para funciones de Lo (€2), (las cuales se consi-
deran iguales si difieren en un conjunto de medida nula) no es posible hablar,
en general de su restriccién a 9). Dado que en este trabajo hablamos de
condiciones de contorno para elementos de Ls (§2), es necesario recurrir a un
concepto mas general que el usualmente utilizado para la restriccién de una
funcién. Tal generalizacién es la traza de una funcién f y se denota como
troa(f) o como flsq que es la notacién usual .

Considere el espacio H'(Q) el cual es un subespacio de Ly(f2). Dada f €
H' () se sabe que existe una sucesién de funciones f,, de C'(2) que converge
en la norma de H'(2) hacia f. Mediante algunos estimados se prueba que
la sucesién de las restricciones a 092 de las funciones f,, (tales restricciones
existen y estan bien definidas ya que cada f, es continua) es de Cauchy en
Ly(09). En vista de que Ly(0f2) es completo, existe una funcién de Ly(€2),
denotada fsq(x) tal que hacia ella converge la sucesién de las restricciones
fnlog, cuando n — oco. Luego se demuestra que la funcién faq(z) € Lo (0)
no depende de como se elija la sucesién f,,. Hecho esto la funcion fao(z) €
Ly(092) se define como la traza a 9Q de la funcién f € H'(Q2). Esto puede
generalizarse a cualquier espacio H™(£2) ya que si m, n son ntiimeros naturales
tales que n > m, entonces H"(Q2) C H™(Q).
Por H> (092) entenderemos el espacio formado por las funciones que son trazas
de funciones definidas sobre Q, es decir f € H2(99) si y sélo si existe F €
HY(Q) tal que troq(F) = f. Con la norma en Hz(99)

1AW 13 oy = nFrren@:rion=n 1F |l o),
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1.4 La ecuacién de Laplace

es un espacio de Banach [3].

1.4. La ecuacién de Laplace
Sean € un subconjunto de R” y u una funcién en C?(2) . El operador de

Laplace o Laplaciano se denota como A y se define:

" 9%u 9
Ay = 92 para toda u € C*(Q). (1.4)
La ecuacion de Laplace es la siguiente
(1.5)

Au = 0.

El material de esta seccién puede consultarse en [3], [9] ¥ [12].

1.4.1. Ecuacién de Laplace en dos y tres dimensiones

- 2 2 . -
La ecuacién Au = % + g—y@‘ = 0 en dos variables es llamada la ecuacion de
Laplace en el plano, donde u (z,y) es una funcién en R%. La correspondiente

ecuacion en tres variables es:
u  Pu  J*u
=0, (1.6)

Au =
4T Be + Oy? + 0722

llamada la ecuacion de Laplace en el espacio.

En el plano, la ecuacién de Laplace en coordenadas polares se expresa de

la siguiente manera:
(1.7)

A 82u+18u+182u 0
U= —: _— —_—— =

or2  ror 12062 ’
para r # 0, donde (u, #) son coordenadas polares de un punto.

En tres dimesiones, la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas es de

la siguiente manera:
Au = ig r2@ + ! g sene@ —l——l @ =
Cr20r or r2sen d 00 00 r2sen?f 0p?

La informacién puede encontrarse en [7], [12]
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1.5. Series de Fourier
Sea I un subintervalo de R. Designamos por Ls(I) el conjunto de todas

las funciones reales f que son medibles en I y tales que |f(z)|* € L(I). El
producto escalar (f,g); (1) definido por medio de

)i = / Falg(a)ds,

siempre existe. El nimero no negativo || f|| = (f, f>% es la norma Ly de f.
Definicién 1.6. Sea S = {¢1, 2, ¥s,...} una coleccion de funciones de
Ly(I). Si

(@ms )y = 0, siempre que m # n,

la coleccion S se llama un sistema ortogonal en I. Si ademds cada ¢, tiene
norma 1, entonces S se llama ortonormal en 1.

Es claro que todo sistema ortogonal para el que cada |@ull,, ) # 0 se

puede convertir en un sistema ortonormal dividiendo cada ¢,, por su norma.

Sea S = {1, p2, 3, ...} un sistema ortonormal en [ y sea

to(z) = Z brr(z),

en donde by, by, ..., b, son nimeros reales arbitrarios.

Teorema 1.7. Sea S = {1,092, ¢3,...} un sistema ortonormal en I, y
supongamos que f € Lo(I). Definimos dos sucesiones de funciones {s,} y
{t,} en I como sigue:

su(@) = 3 aonla), tal) = S bepi(a),

en donde
Ck = <f7 SOk>L2(I) para k= 0,1,2,...
Y bo.by,...b, son numeros reales arbitrarios. Entonces para cada n tenemos

1 = sall iy < I = tall o

y la igualdad se verifica si, y solo si, b = ¢ para k =0,1,2,....n.
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Asf que usando la norma || f — .|, para medir el error cometido al
aproximar f por medio de t,, es deseable elegir de manera tinica las constan-
tes by, by, ..., b, de tal forma que el error sea lo menor posible.

Definicién 1.8. Sea S = {1, ¢2,¢3,...} un sistema ortonormal en I y
supongamos que f € Ly(I). La notacion

f(x) = Z Cn¢n($)~

significa que los niumeros cgy, ¢y, ..., vienen dados por las formulas :

Cp = <f7 gpn>L2(I) = /If(:lr)go(x)da:, n= 07 1727

La serie anterior se llama serie de Fourier de f relativa a S, y los nimeros
o, C1, ..., Se llaman coeficientes de Fourier de f relativos a S.

El material de esta seccién puede encontarse en [12] y [14].

1.5.1. Convergencia de una serie de Fourier

Definicién 1.9. (Convergencia puntual) Sea { f,} una sucesion de funciones
definidas en un conjunto A. Se dice que converge puntualmente a f si para
cada x € A y para todo € > 0, existe N (x,e) = N € N tal que sin > N (z,€),
entonces |f, () — f ()| <e.

Definicién 1.10. (Convergencia Uniforme) Sea {f,} una sucesion de fun-
ciones en un conjunto A. Se dice que converge uniformemente a f si para
todo € > 0 existe N (¢) = N € N tal que paran > N (€) y para todo x € A se

cumple | fn (z) — f ()] < €
La condicién de Cauchy para la convergencia uniforme

Teorema 1.11. Sea {f,,} una sucesion de funciones definidas en un conjunto
A. Existe una funcion f tal que f, — f uniformemente en A si, y solo si,
se satisface la siguiente condicion (Condicion de Cauchy): Para cada € > 0
existe un N tal que m > N yn > N implican | f,, () — fn (z)| < €, para cada
x en A.

Convergencia Uniforme de Series Infinitas de funciones
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Definicién 1.12. Dada una sucesion f, de funciones definidas en un con-
gunto A, para cada x de A se considera

Su(@) = fulx),(k=12..).
k=1

Si existe una funcion f tal que S, — f uniformemente en A, se dice que la
e > % fn(z) converge uniformemente en A y se escribe
serie Y "1 fn g Yy

i fr () = f (z), (uniformemente en A) .
k=1

Teorema 1.13. (La condicion de Cauchy para la convergencia uniforme de
las series). La serie infinita y | fy (x) converge uniformemente en A si, y
solo si, para cada € > 0 existe un N tal que n > N implica

n+p

> falx)

k=n+1

<,

para p =1,2,... para cada x € A.

Teorema 1.14. Si los nimeros ¢ son los coeficientes de Fourier de f con
respecto a la sucesion ortonormal (¢ (z)), entonces la serie Y o c* es con-
vergente y satisface la desigualdad de Bessel,

i o2 < / [ (2)]2dz.

Puesto que el k-ésimo término de una serie convergente debe tender hacia
cero, el teorema anterior implica.

Teorema 1.15. Si los nimeros ci son los coeficientes de Fourier de f res-
pecto a la sucesion ortonormal () entonces ¢, — 0 cuando k — 00.

El material de esta seccién puede consultarse en [16].
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1.6. Formulas de Green

Se definen los espacios: C! (ﬁ) como u : ) — R tal que u es una vez
diferenciable en 2 y u se extiende continuamente a la frontera de €2.

C? (ﬁ) como u : {2 — R tal que u es dos veces diferenciable en () y tanto
u como su primera derivada Vu se extienden continuamente a 0f).
Las siguientes igualdades se conocen como férmulas de Green:

/(UAU—I—VUVU) aQ :/ u@daQ.
Q o On

Para u,v € C? (Q), la segunda Férmula de Green esta dada por:

ov ou
/Q(uAv — VoVu)dQ = /BQ (u% - v%> dosa.

La informacién de esta seccién puede encontrarse en [2].

1.7. Armodnicos circulares

Definicién 1.16. Una funcion u de valores reales dos veces continuamen-
te diferenciable definida sobre un dominio X C R", n = 2,3, es llamada
armonica si satisface la ecuacion de Laplace dada en (1.5).

Notemos que A es un operador lineal y su nicleo no esta formado sdlo
por el cero (basta tomar la funcién u(zy,rs) = 2% — x3. Esto muestra que
existen funciones arménicas no nulas. La funcién

1 1 )
—In—— n=
2 | —y

O(x,y) =
11
4 [z — y|

n =3,

es llamada Solucién Fundamental de la ecuacién de Laplace. Para y € R”
fijo, esta funcién es armonica en R™\ {y}.



18 Resumen de Conceptos

Ejemplo 2.1.

La funcién f (z) = 22 es analitica en C. Las partes real e imaginaria Re(f) =
2?2 —y? y Im(f) = 2zy de la funcién f(2) = 2% — y? + i2zy satisfacen la
ecuacion de Laplace,

ORe(f) | O°Relf)

Ox? oy? =2-2=0,
! PIm(f) _Im(f)

T g =0 0=0
Ejemplo 2.2.

La funcién f(z) = sen(z) = senzcosh z + i cosx senhy es analitica, donde
La Re(f) = senzcoshz y Im(f) = cosxsenhy, satisfacen la ecuacién de
Laplace:

ORe(f) , O"Rel(f)

= (—senx coshy) + (senx coshy) = 0,

0x? 0y?
*Im(f) 9 Im(f) =
.7 + R (— cosxsenhy) + (coszsenhy) = 0.

El principio del Maximo y Minimo para funciones armonicas

Teorema 1.17. Sea Q una region acotada de R™ y u € C?(Q) N C(Q), en-
tonces se cumplen

(i) Si Au >0 en Q, entonces para toda z € €2,

< ma .
u(z) < maxu(y)

(11) Si Au <0 en €2, entonces para toda x € €,

> mi .
u(z) = min u(y)

(117) Si Au <0 en €2, entonces para toda x € €,

1 < < ma .
min u(y) < u(r) < mixu(y)
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Corolario 1.18. Sea ) una region acotada con frontera S. Sea u una funcion
arménica en Q y continua en Q. Sea M una constante tal que |u (P)| < M
para todos los puntos P en la frontera S. Entonces se cumple que |u (P)| < M
en Q. Si la desigualdad estricta se mantiene en S, la desiqualdad estricta
también debe mantenerse en ). En particular, si u = 0 para todos los puntos
de S, entonces u = 0 para todos los puntos en ).

Una consecuencia del Principio del Méximo y Minimo en funciones armoni-
cas, es el siguiente teorema de unicidad.

Teorema 1.19. (Unicidad) Sea Q2 un dominio acotado. Eziste a lo mds una
solucion del problema de Dirichlet

u € C*Q)NCO(Q),
Au = h(x),z € Q,
u= f(z), x € 0.

Demostracién: Supongamos que u; y us son soluciones del problema de
Dirichlet. Entonces u = u; — w9 satisface las condiciones

Au=0,z € Q,

u=0, z € 0.

Por el principio del méaximo y minimo, u = 0, esto es, u; = us en . ¢

En una regién circular la solucion u en coordenadas polares del problema
de Dirichlet para la ecuacion de Laplace se puede buscar en la forma

o)

u(r,0) = Z (agr” cos kO + byr" sen ko)
k=0

+ Z (ckr_k cos kO + dyrF sen k@) )
k=0
Ya que

Au(r,0) = Z [axA (r* coskO) + brA (1" sen k0) |
k=0
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+Z ckA k cos k9) + dkA( sen k@)} =

donde A es el operador de Laplace expresado en coordenadas polares defini-
do en la ecuacién (1.7). Notemos que cada término de la suma satisface la
ecuacion de Laplace.

A (rkcoskl) = coskl (k(k —1)r"=%) + <2 (Frh=t) + :—: (—k?% cos k)
= coskO(k)(k — 1)r*=2 + cos kO(k)k*=2 + cos kO (—k*)rk—2
= 7" 2cos(k) [k(k — 1)+ k — k?] =0,

A (rksenkf) = senkf (k(k— 1)rk=2) 4 senbl (pph=1) 4 ( k% sen kG)
= senkf(k)(k — 1)r*=2 + sen k@(k)kk 2 4 sen kO(—k*)r*
= r*Zsen(kf) [k(k — 1)+ k — k?| = 0.

En reglones que no contlenen al cero, se puede demostrar que A ( cos k@)
0y A ( sen k@)

Para el caso de una region circular que contiene al origen y ya que buscamos
potenciales finitos, la soluciéon debe buscarse en la forma:

u(r,0) = ag + Z (akrk cos k@ + bpr® sen kH) )
k=1

Para que u(r,#) sea la solucién del problema de Dirichlet para la ecuacién
de Laplace en una region circular centrada en el origen y de radio R, debe
satisfacer en la frontera que u(R,6) = f(0), suponiendo que f puede ser
expresada en la forma:

f(0) :f?&—i—i (fy coskd + f7senkb)

k=1
e igualando los coeficientes con los de u(R, 6), se tiene que
1 1
Qg = f_07 ap = f_ka fk )
2 RF Rk

de donde la solucién u(r, ) para el problema de Dirichlet para la ecuacién
de Laplace es

b, =

= f?ol—kgf,i (%)kcoskg—i—gf,f <%)ksenk9.
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Para el caso de una regién anular circular la solucion debe buscarse en la
forma:

e e}
u(r,0) = ag + by In(r) + Z (arpr® + cxr™) cos k@
k=1
+ Z (bkrk + dkr_k) sen k6,

k=1
ya que en este caso las funciones In(r) y r~* estdn definidas, es decir, toman
un valor finito.

Lo anterior se emplea para buscar la solucion del problema de valores en
la frontera que se utiliza para estudiar el problema de identificacion:(ver [4]

y [12]).

1.8. Soluciones clasicas y débiles de los pro-
blemas de contorno

Sea 2 un dominio n—dimensional y sea una ecuacion eliptica
L(u) = div(k(x)Vu) — a(x)u = f(z), (1.8)

cuyos coeficientes son de valores reales y satisfacen las condiciones a(z) €
C(Q), k(x) € CYQ), k(x) > ky > 0 para toda x € Q. La funcién u(z) y el
término independiente f(z) de la ecuacién (hablando en general) pueden ser
de valores complejos.

La funcién u(zr) € C%(Q2) N C(Q) se llama solucién cldsica del primer
problema de contorno o del problema de Dirichlet para la ecuacién (1.8), si
en ) ella satisface la ecuacién (1.8) y en el contorno 052, satisface la condicién

donde ¢(x) es una funcién prefijada.

La funcién u(z) € C?*(2) N CYQ) se llama solucion cldsica del tercer
problema de contorno para la ecuacién (1.8), si en Q dicha funcién satisface
la ecuacién (1.8), y en el contorno 02, satisface la condicién

(% + U(:E)u) = o)(x), (1.10)

o0
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para o(z) € C(99) y ¥(x) funciones prefijadas. Convengamos en considerar
o(z) > 0.

La funcién v € H'(Q) se llama solucién débil del problema (1.8), (1.9)
para f € Ly(Q), si ella satisface la identidad

/(kVuV6+au17)dx = —/fz‘)dx, (1.11)
Q Q

para toda v € H}(Q) = {v € H'(Q) : v]sq = 0} y también satisface la condi-
cién (1.9). En la condicién limite (1.9) la igualdad se entiende como igualdad
de elementos pertenecientes a Ly (0€2), siendo u|sq una traza de la funcién w.

Una funcién u € H'(Q) se denomina solucién débil del tercer problema
de contorno para la ecuacion (1.8), siendo f € Ly(R2), ¢ € Lo(09), si para
ella se cumple la identidad

/(kVqu+auv)dx+/ kouvds = —/fvdx—i—/ kyuvds,  (1.12)
Q Q Q o9

0

para cualquiera que sea v € H'({2). Para m4s informacién se puede consultar
en [12].

1.8.1. Existencia y unicidad de la solucién débil en el
caso de condiciones limites homogéneas

La investigacion de las soluciones clasicas de los problemas de contorno
es una tarea mucho mas complicada y es natural dividirla en problemas mas
simples: primero construir una solucién débil y luego, al establecer (admi-
tiendo ciertas suposiciones) su suavidad, mostrar que es una solucién clésica.
La demostracion de suavidad de la solucion débil sera llevada a cabo al es-
tablecer la existencia y unicidad de la solucion débil cuando las condiciones
limites son homogéneas (es decir, las funciones ¢ y ¢ son iguales a cero).

Por definicién, la solucién débil del problema de contorno (1.8), (1.9)

para ¢ = 0, es una funcién u en Hj (), que satisface para toda v € Hj(Q)
la identidad integral

/(kVUV’(_J + auv)dr = — / fodz.
Q Q



1.8 Soluciones clasicas y débiles de los problemas de contorno 23

La solucién débil del tercer problema de contorno (1.8), (1.10) para ¢ =0
es una funcién v € H(2), que para toda v € H'(Q) satisface la identidad
integral

/(kVUVl_J + auv)dx +/ kouvds = —/ fodx. (1.13)
Q o0 Q

Como en el espacio Hj(f2) se puede introducir un producto escalar que
sea equivalente al producto ordinario ((u, v) = fQ(VuV@ + u@)dm) que toma
la forma:

(0, ) sy — /Q (Vo + auv)de,
entonces (1.11) se puede escribir de la siguiente forma

(u, U>H5(Q) = <f7U>L2(Q) : (1.14)

Para una f fija de Lo(2) el producto de la derecha en(1.14) es un funcional
lineal definida en Hg(2), v € H3 (). Por la desigualdad de Holder se tiene

| <f7U>L2(Q) | < ”f”Lg(Q) ||U||L2(Q) <C ||fHL2(Q) ||U||H3(Q) J
donde la constante positiva C' no depende de f y v. De esta desigualdad se
deduce que esta funcional es acotada y su norma no supera a C'[| ||, q) - De
acuerdo con el teorema de Riesz [9], en H}(2) existe una funcién Fy para
la cual || f[| ) = (F1, U>H5(Q) cualquiera que sea v € H}(€). Tal funcién es
tunica y satisface la desigualdad HF1||H&(Q) < || fllp,@- Por consiguiente, en
H} () existe una tnica funcién u = F; que satisface la identidad (1.14).

De esta manera queda demostrado el siguiente teorema.
Teorema 1.20. Cuando a(x) > 0 en Q, para toda [ € Ly(Q2), existe una
sola solucion débil del problema (1.8), (1.9) (para ¢ =0). Con ello,
[ull g3y < C NSl
donde la constante positiva C' no depende de f.

Para la condicién de contorno (1.10). Si a(x) > 0 en 2 y por lo menos
una de las funciones a(x) o o(z) no es idénticamente nula, entonces se puede
introducir el producto escalar

(U, 0) i) = /(/{:VUV@ —l—au@)dx—i—/ kouvds,
Q o0



24 Resumen de Conceptos

que es equivalente al producto ordinario.
Por consiguiente se puede escribir (1.13) en la forma

<U7U>H1(Q) = <f7U>L2(Q)' (1.15)

Para una f € Lo(f2) fijada, la funcional (f, "U>L2(Q) lineal, respecto a v €
H(), es acotada:

| {F0) oy | S 1 s 101l 0) < C LA, 0] ey -

donde la costante C' mayor que cero no depende de f ni de v, entonces
segtin el teorema de Riesz, en H'(Q) existe una funciéon F, para el cual
(f,0) 1oy = (F2,0) 41 (o cualquiera que sea v € H'(2), con la particularidad
de que esta funcién es unica y ||F2HH5(Q) < C[fllp,()- Por consiguiente, en
H} () existe la tnica funcién u = F, que satisface la identidad (1.15).

De esta manera queda demostrado el siguiente teorema.

Teorema 1.21. Cuando a(x) > 0 en Q y por lo menos una de las funciones
a(x) o o(x) no es idénticamente nula, entonces para toda f € Lo(S2) también
existe una sola solucidn débil del problema (1.8), (1.10) (para ¢ = 0). Con
ello,

lull o) < C N flly0)

donde la constante positiva C' no depende de f.

1.8.2.  Soluciones débiles para los problemas de con-
torno con condiciones limites no homogéneas

Recordemos que se llama solucién débil del problema (1.8), (1.9) a una
funcién v de H*(2) que satisface la identidad integral (1.11) y cuya traza en
el contorno 0f) es igual a la funcién limite o condicién de contorno ¢.

De la definicion de solucién débil se deduce una condicién natural para
la funcién limite . Se debe exigir que ésta pueda ser prolongada al domi-
nio ) mediante una funcién @ del espacio H'(Q2). En lo sucesivo vamos a
suponer que esta condicion se cumple. En caso contrario la solucién del pro-
blema (1.8), (1.9) no puede existir. De la definicién de trazas de funciones
de H'(2) se infiere que ¢ debe pertenecer al espacio Ly(9€2). Pero esto no
es suficiente para que ¢ pueda ser prolongada en {2 mediante una funcién de
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H'(2); mas ain, para ello es insuficiente la continuidad de esta funcién, més
adelante se obtiene una condicion necesaria y suficiente para el caso de una
circunferencia.

Senalemos que cuando ¢ € C'(99), la prolongacién citada existe en
CY(Q) y con mayor razén, de H'(Q) para la cual ®|sq = ¢, con la parti-
cularidad de que tiene lugar la desigualdad

”(I)HHl(Q) < ||90Hcl(aﬂ) y

donde la constante C; mayor que cero no depende de ¢ ([12], p. 215).

Asi que, supongamos que existe una funcién ® en H'(Q) para la cual
®|s0 = ¢. Empleando la sustitucién u — & = w, el problema de la bisqueda
de la solucién débil u se reduce a la busqueda de una funcién w € H} tal que
para toda v € H} satisface la identidad integral

/(k‘VwVT) + awv)dr = — /(l{;V@Vﬁ + a®v + fv)dz. (1.16)
Q 0

Se demuestra, utilizando el teorema de Riesz, la existencia de una tunica
funcién w € H} que satisface la identidad (1.16), con la particularidad de
que

lollig ey < Co (1 iy + 120 ey

En este caso u = w+ ® es la solucién débil del problema (1.8)-(1.9). Ademas,
tiene lugar la desigualdad

lull sy < Cs (1 iy + 1@l ey )

donde C3 mayor que cero, no depende de f ni de ®, y por lo tanto, también
la desigualdad

ol < € (I oy + B ¥y} (107

PEH (Q)®|og=

donde la constante C' no depende de f ni de ®. Si la funcién limite ¢ €
C1(09), de las desigualdes anteriores se desprende la desigualdad

lelli ) < € (1 ey + Iellenony) - (1.18)

Mostremos que la solucién encontrada es unica. En efecto, si existe otra
solucién débil 4, la diferencia @ = u — @ serd una funcién de H}(Q) que,
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en virtud de (1.11), satisface la identidad integral [,(kVaVv 4 auvdz) = 0
cualquiera que sea v € Hj(2). Como el primer miembro de esta igualdad
representa un producto escalar en Hj(Q2) de las funciones @ y v, entonces
u=0.

De este modo queda demostrada la siguiente afirmacion.

Teorema 1.22. Sia(x) >0 en Q y la funcion ¢ es un valor limite de cierta
funcion de H*(Y), entonces el problema (1.8)-(1.9) admite a u = w+® como
la dnica solucion débil. Esta solucidn satisface la desigualdad (1.17) y, para
© € C1(09), satisface la desigualdad (1.18).

Para el problema de las ecuaciones (1.8)-(1.10), una funcién u de H'(2) se
denomina solucién débil del problema citado, si satisface la identidad integral
(1.12) para cualquier v € H'(Q). Se supone que la funcién limite en este caso,
pertenece a Ly(€2).

Teorema 1.23. Sia(x) > 0 en Q y (0) a(x) # 0 en Q, o bien o(z) # 0
en 092, entonces el problema (1.8), (1.10) admite u la tnica solucion débil
cualesquiera que sean f € Ly(QQ) y b € Lo(0Q). Se cumple la desigualdad:

iy < € (I len + 1l 2y ) (1.19)

en la cual C' es una constante mayor que cero que no depende de f y .
También se tiene el siguiente teorema.
Teorema 1.24. Para que exista una solucion débil del problema

div(k(x)Vu) = f, en(Q,
Ou  — 4 en 09,

an

es mecesario y suficiente que se cumpla la igualdad

/Qfdx:/mkwds.

En este caso, la solucion débil u ortogonal a las constantes en el producto
escalar de Lo(Q) es inica y para ella tiene lugar la desigualdad (1.19). Todas
las demds soluciones débiles del problema se diferencian de u por constantes.
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Observacién: Si f, ¢, y ¥ son de valores reales, las soluciones presenta-
das en los teoremas anteriores, también son de valores reales.

Al estudiar el primer problema de contorno para la ecuacién (1.8) con
condicién limite no homogénea surgio el problema siguiente: hallar las condi-
ciones para la funcién ¢ de Ly (0€2) con las cuales existe su prolongacion en el
dominio © y que esta prolongacién pertenezca a H'(Q). Est4 mostrado que
la condici6n suficiente consiste en la pertenencia al espacio C1(99). Ahora
establezcamos la condicion necesaria y suficiente para el caso cuando ) sea
un circulo.

Supongamos que el dominio Q (n = 2) es un circulo {|z| < 1}. Examine-
mos en la circunferencia 02 = {|x| = 1} una funcién real ¢ del espacio (real)
Ly(09), ¢(0) € Lo(0,27). Supongamos

+ Z (arcoskl + bpsenkd),

k=1

Qo
2
donde ay y by son sus coeficientes de Fourier.

Teorema 1.25. Para que la funcion ¢(6) de Ly(0,27) sea una traza en la
circunferencia {|x| =1} de cierta funcién de H'(|x| < 1), es necesario y
suficiente que converja la serie

ik ak + 62
k=1

donde ay y by son los coeficientes de Fourier de ¢

El material de esta subseccién puede consultarse en ([12], pp. 188-221).

Problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace

Sea € un dominio acotado de clase C? en R" y sea v el vector unitario
normal a la frontera 0€) dirigido hacia el exterior de 2.

Definicién 1.26. Dada una funcion continua ¢, el problema consiste en
hallar una funcion u que es armonica en ) y continua en 2, y que satisface
la condicion en la frontera de Dirichlet

u =, en Of).
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Los teoremas siguientes garantizan la unicidad de la soluciéon de los pro-
blemas de Dirichlet para la ecuacion de Laplace.

Teorema 1.27. El problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace tiene
una unica solucion.

Para mayor informacién consultar ([10], pp. 74-85).



Capitulo 2

Planteamiento del Problema

Consideremos un medio compuesto por dos circulos concéntricos de radio
Ry y Ry con conductividades o1 y g9 en §2; y 25 respectivamente, como se
muestra en la figura 2.1.

Ry

Q

R,
)

S] QZ

Figura 2.1: Circulos concéntricos.

Con S, denotaremos la frontera de Q y con S, la frontera de = ; UQ,.

29
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Supongamos que al aplicar una corriente W () en la frontera Sy se mide
el voltaje V' sobre S, como se muestra en la figura 2.2.

Figura 2.2: Aplicacion de la corriente sobre Ss.

PROBLEMA: Determinar el radio de €; a partir de ¥ y V.

2.1. Planteamiento del Problema de Contorno
Sea u : {2 — R un campo escalar tal que,

ue C*()NC*()NC(Q)NC(Q1) NC* (Q); denotando u; = ulq
con i = 1,2; u satisface lo siguiente,

i
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Auy =0, en {2y, (2.1)
AUQ = O, €n QQ, (22)
U = Us, en S, (2.3)
ou ou

018_711 = O'Qa—nz, sobre S, (2.4)
o Ouz _ U (0) sobre S (2.5)

2 B, ) 2. .

Siendo A el operador de Laplace de la seccién 1.4 .

2.1.1. Analisis de solubilidad

Una condicion necesaria y suficiente para la solubilidad del problema de

contorno es

/Sz\lf(s)ds:().

Lo anterior se deduce de las formulas de Green sobre §2; y

Ouy Ous Ougy
Oz/aAu :/a——/a—za/\lf—a —
Qs 2 2 Sa 28712 S1 28711 2 So 2 Sa 8711

O:/ 0'1AU,1:/ 0'1%.
0 S1 an]_

Como la condicién de contorno (2.4) es igual a cero, se tiene que

(2.6)

Se buscara la solucién del problema usando armoénicos circulares que fueron
desarrollados en la seccion (1.7). Asi, la solucién wu; se busca en la forma:

uy (1,0) = ag + Z arr® cos kO + Z brr¥sen ko,
k=1

k=1

(2.7)
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donde 7 y 0 son las coordenadas polares. Similarmente,

uy (1,0) = aj+b3 In (r —1—2 ar® + bir ") cos k9+z (cir® + dpr ™) sen k6.
k=1

(2.8)
Por lo tanto, para dar solucién se tienen que encontrar los coeficientes del
desarrollo en serie de Fourier de u; y us. Después de laboriosos célculos (ver
Apéndice A), se halla que

a(l) = ay, bg =0,
U RS
aj, = L R (2.9)
k [(0'1 + 0'2> R2 + (0'1 - 0'2) Rl }
\D2Rk+1
bl = k2 02 (2.10)

k [(0'1 + 0'2) R%k + (O'l — 0'2) R%k] ’

2 _ VLR (01 + 09)

a2 = , 2.11
k O'Qk’ [(0'1 ‘|—0'2) R%k+(gl —0'2) R%k] ( )

b2 = ViR R (02 — 01) (2.12)
k O'gk [<01+0'2) R%k—i‘((fl —0'2) R%k} ’

2 _ VRRS™ (01 + 09)
= = o (2.13)
O'Qk' [(O'1+0'2) R2 +(O’1—0'2) Rl ]

&2 = iRy R (05 — o) . (2.14)
ook (01 + 02) R3* + (01 — 02) R3*]

De lo anterior se deduce:

Rk+le
9 — 1 + 092 \Ijl k@
nme Z [(01 + 02) RE* + (01 — 02) RY*] o (2.15)
2.15
" i I U2 sen k6
LR (01 + 02) R + (01 — 02) R3] k ,
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ug (r,0) = i (01 + 02) B + (02 — o) RY' Ry W, cos k6
1 O'Qk [(0'1 + 0'2) R%k + (O’l — O'2> R%k] (2 16)
(o1 4 02) RQI€+1 (09 — 01) R%kR2 2 |
+ T2 sen k6,
Z ook [(01 4 02) R¥ + (01 — 03) R3] RECH

la cual es la solucién del problema de contorno.

2.2. Problema Directo

De acuerdo con la definicion del problema directo, se debe hallar el po-
tencial uy sobre la frontera Sy. Para ello, se debe evaluar V' (0) = us (1, 0) |s,,
asi que, al aplicar W (6) sobre 02 = S5 y teniendo conocidos o1, 0o, Ry y Ry
se obtiene la solucion del problema directo, que es:

i 01+02 R2k+1+(02—01)R%kR2 ‘Picosk@
— 0'1"—0'2) R2k+(0'1 _02)R2ki| ( )
B 2.17
00 2k+1 o 2k
Z (01 + 00) Ity o — (02— o) By 1;22 \Ilz sen k6.
o Qk’ 01+02)R +(O’1—O‘2)R ]

2.3. Problema Inverso

Problema inverso para encontrar el radio interior
Para el problema inverso se necesita determinar el radio del circulo inte-
rior Ry a partir del par (¥, V') y suponiendo conocidos o1, 02 y Rs. Donde
o1 > 0y > 0. Como se conoce la forma de ¥, entonces se propone que sea
de la siguente manera ¥ = cosf tomando al primer sumando con k = 1, es
decir ¥ = 1.

Ahora tomando la solucién del problema directo (2.17), con V (0) =
V! cos § se obtiene

(0’1 + 02) R% + (02 - 0'1) R%RQ

V= .
1 (D) [(O’l—i‘Ug)R%—'—(Ul _UQ)R%]

(2.18)
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De donde podemos despejar el R? y asi obtener

(O’l + 0'2) R;’ - 0'2‘/11 (0'1 + 0'2) R%

R} =
L 0'2‘/11 (01—02)+(01—02) R2

(2.19)

Vamos a ver que la parte derecha de la igualdad anterior sea positiva, es
decir que el numerador y denominador de R? tengan el mismo signo.
Supongamos que tienen signos contrarios,es decir

(0'1 + 0'2) R% - 0'2‘/11 (0'1 + O'2> R% >0

0'2‘/11 (0'1 — 0'2) + (0'1 — 0'2) Ry <0

de donde Ry > 03V} y Ry < —03V}}, se obtiene que —o,V! > 0 y sabe-
mos que Ry > 0y 0y > 0, entonces V{' tendria que tener signo negativo.
Supongamos que V;! tiene signo negativo, es decir, que el numerador sea po-
sitivo y el denominador negativo o viceversa.

Para el primer caso tomemos de la ecuacién (2.18)

(0'1 + 0'2) Rg + (0’2 — Ul)R%RQ >0

09 [(0'1 + 0'2) Rg + (0'1 — 0'2) R%] < 0.

Veamos que
(o1 + 09) B3 > (01 — 02) B2

(01 + 09) R% < (0g — o1) R?,

asi que 0 < (07 —09) B2 < (03 —01)R? <O con R? >0y oy >0y >0 se
tiene una contradiccion.
Para el segundo caso tenemos que en (2.18)

(0'1 + 0'2) R% + (0'2 — 0'1) R%RQ <0
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y
09 [(0'1 + 02) Rg + (0'1 - 0'2) R%] >0
de donde
(01 + 09) Ry < (01 — 03) R}
y

(01 + 0'2) Rg > (02 — 01) R%

Sabemos que o; > g9 > 0 asi que 0y + 0y > 0y —0y >0y R2 > R2 > 0.
Por lo tanto (o7 + 09) R3 > (01 —02) R? y (01 + 02) R2 > (03 —01) B2 > 0
lo que nos lleva a una contradiccion.

Por lo tanto, V! > 0, esto implica una contradiccién al suponer que el
numerador y el denominador de R; tienen distinto signo. Entonces, se tiene
que el lado derecho de la ecuacién (2.13) es positivo y la solucién del problema
inverso es:

(2.20)

R, — (0’1+02) R%—@Vf (01+02) R%
' ooV} (01 — 02) + (01 — 02) Ry

Problema inverso para encontrar la conductividad o,

Si ahora el problema fuese determinar la conductividad o; del circulo
interior a partir del par (¥, V'), suponiendo conocidos o3, R; y Rs. Teniendo
el mismo control sobre W, se tiene:

__ R (B4 RY) — Vie3 (R} — RY)
"7 V6%ey (R} + R}) - Ry (R — R3)

(2.21)

Veamos que oy es positivo, para ello tanto como el numerador como el
denominador deben tener el mismo signo. Supongamos que el numerador es
positivo y el denominador es negativo:

o2Ry (R3 + RY) — Vi'os (R — RY) > 0
Vitos (R5+ RY) — Ry (R3 — R}) <0,
el cual es equivalente a

Vioy (R — RY)

Viey (R2+ RY) > T
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Vi'os (R + RY) < Ro (R — RY) .
Asi
Vi'oy (R — RY) < Ry (R — RY)
por lo tanto
‘/110'2 < RQ.

De la ecuacién (2.18), sustituyendo el valor de V! se tiene que

[(01 + 02) RS + (09 — 01) RY]

Yot Bt (01— o) B

<1,

lo cual es una contradiccion.

De manera analoga, si el denominador es positivo y el numerador es nega-
tivo se tiene que Ry < Vj'op y una vez més tomando la ecuacién (2.18) y
sustituyendo el valor de V}' se tiene

[(01 + 02) R + (09 — 01) RY]
(01 + 09) RS + (01 — 02) RY]

que también lleva a una contradiccién. Por lo tanto, se tiene que oy es posi-

1=

> 1,

tivo.

2.3.1. Ejemplo de Inestabilidad numérica del primer
problema inverso

En esta seccién mostramos un ejemplo para ilustrar la inestabilidad numéri-
ca del problema de determinar el radio del circulo interior. Para ello, consi-
deremos la medicion

(01 + 02) R%k—H + (02 — (71) R%kRg

Vi =
! |:(O'1+0'2) R%k—i-(al —0'2) R%k}

Wl cosh,

U (f) = cos kf con k = 11. Se toman los siguientes valores Ry = 1, Ry = 0.9,
01 =3y 0y = 1. En este caso V! = 0.9108.

Consideremos ahora R; = 0.1 con los mismos valores para el resto de los
pardmetros. En este caso: Vi = 0.9999.

Por lo tanto, el problema inverso es mal planteado debido a que se tiene
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la misma corriente y potenciales muy cercanos (]0.9108 — 0.9999| = 0.0891),
pero los radios estan alejados entre si, es decir, el problema es numéricamente
inestable y no cumple con la tercera propiedad de Hadamard.
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Conclusion y Perspectivas

Este trabajo tuvo como objetivo determinar el radio interior de una inclusiéon
centrada en el origen, mediante un problema inverso de conductividades. Pa-
ra lograrlo, se consideré un medio formado por dos circulos concéntricos con
cierta conductividad de cada una de ellos; ademas se consideraron condicio-
nes de frontera llamadas de transmision en la curva interior la condicién de
frontera de tipo Dirichlet, asi como los datos de Cauchy en la curva exterior.

El modelo que se propusé, tomé en cuenta que se tiene manipulacién en
la forma algebraica que representa la corriente eléctrica. Se elegié dicha co-
rriente en su forma mas simple, ya que eso ayudo a disminuir el nimero de
operaciones y obtener el valor del radio interior.

Ademas, se mostré mediante un ejemplo, que el problema inverso de identi-
ficar el radio interior es mal planteado, en el sentido de que ante pequenas
variaciones en la medicién del potencial (en la frontera exterior) puede pro-
ducir grandes variaciones en la identificacién del radio interior.

Las perspectivas que se tienen para este trabajo es plantear el problema
donde la inclusién no se encuentre centrada en el origen; es decir, plantear
si bajo transformaciones se puede llegar al caso presentado en este trabajo y
asi llegar a la solucién cuando los circulos no sean concéntricos. Otro tema a
futuro es verificar si la solucién propuesta en este trabajo para el problema
inverso llega a ser correcta teniendo un error muy pequeno; es decir el valor
del radio interior de la inclusién sea casi el valor obtenido bajo el modelo
planteado.
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Apéndice A

Solucion del Problema de
Contorno

Problema de Contorno
Sea u : 2 — R un campo escalar tal que,

ueC*()NC*(Q)NC (Q)NC (Qr) NC* () que satisface el problema

de contorno:

Auy =0, en €1y, (A1)
Auy =0, en €y, (A.2)
Uy = Us, en S, (A.3)

ou ou
O-la_ni = O'Qa—nz, sobre Sl, (A4)
02% =v(0), sobre Sy, (A.5)

donde u; = ulg, con i =1, 2.
Buscaremos la solucién en la forma:

uy (1,0) = ag + Z apr’ cos kO + Z bir® sen k6, (A.6)
k=1 k=1
donde 7 y 0 son coordenadas polares.

41
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Similarmente se halla que

uy (1,0) = aj+b3 In (r —I—Z ar® + bir ") cos k9+z (cir® + dpr ™) sen k6.
k=1
(A7)

Para hallar la soluciéon del problema debe satisfacer las condiciones de
frontera que son S; y Sy de la ecucacién (A.3) sustituyendo se obtiene

a0+j£:a/rkcosk9—kj£:b rPsenk = ag+b3In (r)+ Y (apr® + bir~*) cos ko
k=1 k=1

+ Z Tk +dir ) sen k6,
k=1
de donde se obtiene el siguiente sistema

ap :a0+b21n( )
arr® = airk 4+ bir , (A.8)
birk = rk 4+ d2r

Evaluando en Ry

a(l) = ag + bgln(Rl),

bLRY = i Rf + di R ", (A4.9)

{ aLRY = a?RY + B2 RT*,
Ahora derivando con respecto a r en (A.6) y (A.7) con la condicién de
frontera (A.4) se obtiene

gz —alzkal k= lcost—i-olzkbl F~Lgen k0,

02% _ 025 2(72 kair k-l kbir_k_l) cos k6

Oone r
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+ZO'2 (kcir ol kdir’k’l) sen k6.

Ahora evaluando R; en r se tiene

o1 gzi =0 Z k:akRk Lcoskl + oy Z k:kak Lsen k0, (A.10)
k=1
Juy  oabf - 2 pk—1 2 p—k—1
— = ka; RT™ — kbi R ko A1l
oy s R + kzl 09 ( ap Ry Ry ) coS ( )

+ "oy (kG RY ! — kdi Ry ) sen ko).

k=1

Dado que g—g‘; = 0 y la condicién de contorno (A.4) se obtiene

O'ng

=0=100=0
Ry o

ya que oy y R; son distintos de cero.

ala}ﬁR’ffl = 029 (CL%RIfil — biR;kil) y (A 12)
o1 Ry = oy (GRY™ — iRy '

multiplicando por R; en (A.12) se obtiene

orapRY = oy (alRY — bIRTF) (A13)
o1bpRY = 03 (A RY — d2R¥) . '

Ahora sustituyendo (A.9) en (A.13) se obtiene

o1 (aiRY + B2RT") = 03 (a}RY — bIRY),
o1 (ciR’f + diRl_k) = 09 (ciR’f — diRl_k) .

Realizando algunas operaciones se llega a

(01— 02) a2 R + (01 + 02) LR =0, (A14)
(01 — 02) GERY + (01 + o) di Ry * = 0. |
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Multipilcando las ecuaciones por R}

(01 — 03) ai R + (01 4 02) b = 0, (A15)

(01— 09) GR¥ + (01 + 09) d} = 0. '

Tomando la ecuacién (A.11) y la condicién (A.5) en Sy evaluando Ry en
r se halla

8u2 e o] [ee]
—— = 0y (kafRE™ — kbiRy* ") cos kO+> oy (kg RE™ — kdi Ry *™") sen ko).
op) oy - P! ( aj Iy 1t ) cos +k:1 (op) ( Ci Ity w1t ) sen

Usando que V¥ (6) es de la siguiente manera:

U (0) = Z W) cos kO + Z W2 sen ko,
k=1

k=1

de donde se obtiene

2k _ 12 p—k) _ pl
6
QR — b = UE
2ok _ WIRAH (A17)
Ry —di = ook
Ahora, de la ecuacién (A.15) se puede despejar b7
p = (72200 o (A.18)

(0'1 + 0'2)

A partir de este valor se puede sustituir en la primera ecuacién de (A.17)

k
a2 Rk _ (02 — 01) 2 2k ‘IjllchJrl
k2 (01+02) k2L 0’2]€
Asf el valor para aj
2 \IfllngJrl (0'1 + O'Q)

ap = (A.19)

02]{3 [(01 + 02) R%k + (0'1 - 02) R%k] '
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Ya teniendo el valor anterior se puede obtener b7 evaluandolo en (A.18)

p2 — (02— 01) pay TRy (01 + 03) '
P (o4 02) ook (01 + 02) R3* + (01 — 02) R3"]

Realizando algunas operaciones se obtiene

VLR R (03 — o)

b2 = .
" ook [(01 + 09) RYF + (01 — 0w) R¥]

(A.20)

Realizando un procedimiento similiar se obtiene ¢j y d3.
Ahora, de la ecuacién (A.15) se puede despejar di

o _ (02— 01)

di = ——=

o7 Ug)cin’ﬂ, (A.21)

a partir de este valor se puede sustituir en la segunda ecuacién de (2.17)

(09 —01)

ViR
(0'1 + 0'2)

2Rk —
0'2]{?

2 2%k
R =

Asf el valor para cf

‘Isz’;—H (0’1 + 02)
ook [(01 4 02) R¥ + (01 — 02) R3*]’

;=

(A.22)

ya teniendo el valor anterior se obtene d2 evaluandolo en (A.21)

2 (09 —01) o \IliRngl (o1 4 02) '
ET (01t 02) L gk [(01 + 02) R + (01 — 03) RV

Realizando algunas operaciones se obtiene

E— 2k _ 2k7 " ( : )
ook [(o1 + 02) R¥ + (01 — 02) R3]

Ahora de la ecuacién (A.9) se obtienen los coeficientes aj. y bi

al = iRy, (A.24)
b ]{5[(01+02) R%k_l'(Ul_O_Q)R%k}’




46 Solucion del Problema de Contorno

2 pk+1
bl = Vil 0, - (A.25)
k[(0'1+02) RQ +(01—0'2) Rl ]

Sustituyendo cada valor de aj, b}, ai, b2, ci y dz (A.19, A.20, A.22-A.25)
en las ecuaciones (A.6) y (A.7) se obtiene:

w (r,0) = ag + i 721 Ry W} cos kf
o : o L [(01 +03) R3* + (01 — 02) R%k] ‘
= k+1 pk (A.26)
02R2 Rl )
" U7 sen k6,
; k[(o1 + 09) R + (01 — o) RZF] | F
+09) RI™ + (03 — 01) R Ry
e a W}, cos ko)
7" = Gy Z 02k 01 + 02) R2k + (01 _ 02) R%} 1 COS (A 27)
| (01 + 09) REH — (05 — 01) R Ry U2 sen kO
’ o2k [( R2F ) R2k k Sen kv,
— | o2k |(01 + 02) R5* + (01 — 02) RY ]

donde a} = a2 son contantes.
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