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Introduccion

Of course not, but I am told it works even
if you don't believe in it.

Niels Bohr (cuando se le preguntd si crefa
que una herradura colgada sobre su puerta le daba suerte).

Después de crear su teoria de conjuntos, Cantor, dejé dos conjeturas: la
Hipétesis del Continuo y el Teorema del Buen Orden. A principios del siglo
XX, gracias a Ernst Zermelo, se postula el axioma de eleccién en su for-
malizacion de la prueba del Teorema del Buen Orden; y desde entonces las
equivalencias del axioma de eleccion se dejan ver en muchas ramas de las
matematicas. No obstante se puede ver una gran aversién hacia el axioma
de eleccién por una notable cantidad de matematicos; la razon de esto es
que no es constructivo y que tiene consecuencias contraintuitivas como por
ejemplo la paradoja de Banach-Tarski o el buen ordenamiento de los ntime-
ros reales, como lo dicho por Luzin: “Para mi, usar el axioma de Zermelo
en la prueba de un teorema, es valioso s6lo como indicacion de que es intutil
gastar tiempo en una prueba exacta de la falsedad del teorema en cuestion”.
Sin embargo, para el desagrado de estos matematicos, el axioma de eleccion
también es equivalente a resultados que son de los més naturales, en parti-
cular la existencia de bases en los espacios vectoriales. Hoy dia el axioma de
eleccién y sus “creyentes” ganan terreno pues en algunas ocasiones es insalva-
ble usar principios no constructivos, desastres pasan sin él y bellos teoremas
no pueden ser probados. Dado el creciente desarrollo de las matematicas se
empezo a prescindir de los métodos constructivistas; un principio que usaron
diversos matematicos para reemplazar la induccion transfinita y el Teorema
del Buen Orden, matemaéticos como Zorn, Hausdorff, Kuratowski entre otros.
Hoy dia su forma més famosa es el Lema de Zorn (de acuerdo a Zorn, Artin
y Chevalley se refirieron al principio como Lema de Zorn en 1933). Godel
probo la relativa consistencia del axioma en 1939, este personaje es impor-
tante pues es uno de los creadores de la teoria de conjuntos NBG, la cual
fue desarrollada por Von Neumann-Bernays-Godel; en tal teoria esta com-
pletamente determinada la relativa consistencia e independencia del axioma
de eleccidén, que se puede encontrar de manera clara en [6] y [7]. El axioma



de eleccion es uno de los axiomas mas discutidos, quiza sélo seguido por el
axioma de las paralelas de Euclides. En el primer capitulo de esta tesis senta-
remos las bases necesarias mencionando los axiomas en los que nos basamos,
una rapida introduccion a los conjuntos ordinales y a la teoria de mddulos,
tan imperiosos para el desarrollo claro de muchos conceptos y resultados.
En el segundo capitulo veremos equivalencias del axioma de eleccion en un
esfuerzo por mostrar la diversidad de enunciados que hacen referencia a la
necesidad de los matematicos por crear de manera no constructiva, todos
estos principios, acertadamente llamados principios de maximidad; llevan en
su escencia el encontrar un maximo. Para el tercer capitulo de este traba-
jo, dada la variedad de principios de maximidad, sustituiremos el Lema de
Zorn por el principio que nos regalé Hausdorff, y que a mi parecer es muy
“poderoso”, en pruebas clésicas del algebra moderna.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo sentaremos las bases necesarias para el entendimiento
de esta tesis. Como primer paso vamos a presentar algunos axiomas basicos
de la teoria de conjuntos, asi como algunos conceptos, entre ellos nuestros
objetos primarios, los conjuntos que se pueden pensar como colecciones de
“cosas” que tienen alguna caracteristica en comun; dada la vaguedad con
la que podriamos pensar los conjuntos, es el por qué se enlistaran los axio-
mas necesarios para entender este trabajo. Por otro lado, la caracteristica
en comun de la que hablamos la llamaremos propiedad y se denotara P(x),
y su veracidad o falsedad dependera del parametro x. Por ultimo antes de
empezar, necesitaremos algtinos simbolos basicos como: =, (, ), € y letras del
alfabeto espanol asi como del alfabeto griego, que seran nuestras variables.
Las formulas son cadenas de estos simbolo que cumplen:

1. x € y, x = y son férmulas.

2. Si ¢ y € son férmulas, entonces (¢ y &), (es falso ¢) y (existe z que
cumple ¢) son formulas.
1.1. Axiomatica

Los axiomas que se presentaran seran los de la teoria de conjuntos ZFC,
para mayor informacién se pueden revisar [2] y [8].

Axioma de existencia: Existe un conjunto que no tiene elementos.
A este conjunto se le conoce como conjunto vacio y se denota (.



Axioma de extension: Si todo elemento de X es un elemento de Y y
todo elemento de Y es un elemento de X, entonces X =Y.

Esquema de axioma de comprensién: Sea P(x) una propiedad de x.
Para todo conjunto A, existe un conjunto B tal que z € Bsiy sélosixz € A
y P(z) se cumple.

Esto es un esquema de axiomas, i.e., para cada propiedad P, tenemos un
axioma. Por ejemplo, si P(z) es “z = z”, el axioma dice:

Para cualquier conjunto A, existe un conjunto B
talquex € Bsiysolosiz € Ay x =ux.

En este caso B = A.

Axioma del par: Para cualesquiera A y B, existe un conjunto C' tal que
AeCyBe(.

Axioma de unidén: Para cualquier conjunto S, existe un conjunto U tal
que x € U si y solo si x € A para algin A € S

Esquema de axioma de reemplazo: Sea P(x,y) una propiedad tal que
para cada z existe una tnica y para la cual P(z,y) se cumple.

Para cada conjunto A, existe un conjunto B tal que, para cada x € A, existe
y € B para la cual P(z,y) se cumple.

Sea [ la operacion definida por la propiedad P, esto es, sea F'(x) que deno-
ta la tnica y para la cual P(z,y) se cumple. El correspondiente axioma de
reemplazo se puede expresar como sigue:

Para cada conjunto A, existe un conjunto B
tal que para toda x € A, F(x) € B.

Axioma del infinito: Existe un conjunto A que contiene al vacio () y para
cada z elemento de A, S(z) es elemento de A.

Axioma de regularidad: Para cualquier conjunto A no vacio, existe un
conjunto B que es elemento de A tal que AN B = ().

1.1 Teorema. No existe conjunto que sea elemento de si mismo.



Demostracion. Sea A un conjunto tal que A € A y sea P(x) la propiedad
“r = A7, por el esquema de comprension, existe un conjunto B tal que
B={x € A:x= A}, B es diferente del vacio pues al menos A € B. Ahora
para toda x € B se cumple que x = A, asi para toda x € B se cumple que
xrNB=ANDB,como Ae Ay A € B, entonces AN B # (). De lo ultimo
se deduce que para toda x € B, x N B # () lo que contradice el axioma de
regularidad. Por lo tanto no existe conjunto que se contenga a si mismo como
elemento. ]

Por lo dicho en el anterior teorema podemos deducir que no existe “el
conjunto de los conjuntos”, pues si existiera entonces se contendria a si mis-
mo como elemento, lo que es imposible. Se habla de colecciones de conjuntos
o clases cuando pensamos en todos los conjuntos agrupados, esto es la clase
de los conjuntos, asi las clases se pueden pensar como toda propiedad expre-
sada por una formula, estos conceptos no son de mayor relevancia para este
trabajo,no se ahondara més en el tema.

Axioma de eleccién: Si S es un conjunto de conjuntos no vacios, existe
una funcién f: S — US tal que, para cada x € S, f(x) € .

Usando el axioma de union, dada una familia de conjuntos F', definimos
la unién de F' (UF), como las z € A tal que existe Y € F con z € Y.
De igual manera, si F' # (), definimos la intersecciéon de F' (NF), como las
x € UF tal que para toda Y € F se tiene que z € Y.

Como es usual definimos los siguientes conjuntos: AUB = U{A, B}, ANB =
MNA,B}yA—B={x€ A:x ¢ B}.

1.2. Conjuntos ordenados

1.2 Definiciéon. Un conjunto R es una relacion binaria si todos los elementos
de R son parejas ordenadas, i.e., si para cada z € R existen x y y tales que
z = (x,y), y se dice que z estd en relacién R con y. Esta proposicién se
denota zRy.

1.3 Definicidén. Sea R una relacion binaria.

1. El conjunto de todas las x que estan en relacion R con algin y se llama
el dominio de R y se denota Dom(R).
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2. El conjunto de todas las y tal que, para algin x, x esta en relaciéon R
con y se llama el rango de R, denotada por Ran(R).

Asi podemos ver que R C Dom(R) x Ran(R). Ademé&s dada una relacién
R podemos hablar de R~!, y la definimos como el conjunto

{(y,2) - (x,9) € R}.
1.4 Corolario. Sea R una relacién, se cumple que:
1. (R°YHY™' =R;
2. Dom(R™') = Ran(R) y Ran(R™') = Dom(R).

Dado un conjunto A, si Dom(R) = Ay Ran(R) C A diremos que R es
una relacién en A.

1.5 Definicién. Se dice que una relacion R es funcion si R es univalente,
donde relacién univalente significa que

(x,y) e Ry (z,2) e R=y = z.
Ademés R sera funcién entre X y Y si Dom(R) = X y Ran(R) C Y.

Si f es una funcion entre X y Y, tal hecho se denotard por f: X — Y;
ademads si x estd en relacién f con y se denotard f(y) = x. Diremos que f es
una funcién inyectiva si f~! es funcién. Diremos que f es una funcién sobre-
yectiva si Ran(f) =Y. Por ultimo diremos que f es una funcién biyectiva si
es inyectiva y sobreyectiva.

1.6 Corolario. Sea f una funcién entre X y Y, si f es biyectiva entonces
f~! también es una funcién biyectiva.

Demostracién. Primero notemos que como f es inyectiva, f~! es funcién
entre Y y X, esto tultimo por corolario 1.4 y de la definicién 1.5, asi se
tiene que Ran(f~1) C X = Dom(f) = Ran(f™') y ademéds (f~1)™' = f es
funcién, de nuevo por corolario 1.4, por tanto f~! es una funcién biyectiva.

]

1.7 Definicién. Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones, definimos la
composicién fog: X — Z como las parejas (x, z) tal que existe y € Y tal
que (z,y) € fy (y,2) € g. Esto se denotara por (f o g)(x) = g(f(z)).
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1.8 Definicion. Sea f : X — Y una funcion y Z C X, se define la restriccion
de fen C como fNZ xY y se denota por f|z.

1.9 Definicién. (1) Las funciones f y ¢ se dicen compatibles si f(x)
g(x) para toda z € Dom(f) N Dom(g).

(2) Un conjunto de funciones F' se llama sistema de funciones compatibles
si cualesquiera dos funciones f y g de F' son compatibles.

1.10 Lema. (1) Dos funciones f y g son compatibles si y solo si fU g es
una funcion.

(2) Dos funciones f y g son compatibles si y solo si f|(pom(f)nDom(e)) =
g’(Dom(f)ﬂDom(g))'

Demostracion. (1)(=) Sean f y g dos funciones compatibles, para mostrar
que f U g es funcién mostraremos que es univalente. Primero notemos que

Dom(f Ug) = Dom(f)U Dom(g) y que Dom(f N g) = Dom(f) N Dom(g).

Sea x € Dom(fUg) y supongamos que (z,y), (z,2) € fUg; si (z,y), (z,2) €
f, entonces por ser f una funcién, y = z; lo mismo pasa si (z,y), (z, 2) € g.
Por 1ltimo, sin pérdida de generalidad, si (z,y) € fy (x, z) € g tenemos que
fx) =y, g(x) =2y x € Dom(f) N Dom(g), como f y g son compatibles y
x € Dom(f Ng), entonces f(x) = g(x), o sea, y = z; por lo tanto f U g es
univalente.

(<) Supongamos que f y g no son compatibles, entonces existe = €
Dom(f) N Dom(g) tal que f(x) # g(x). Sean y = f(z) y z = g(x); se tie-
ne que (z,y),(x,z) € fUg, pero por ser f U g una funcién obtenemos que
y = z, o sea, f(z) = g(x), pero esto no puede ocurrir. Por lo tanto f y g son
compatibles.

(2)(=) Sean f y g funciones compatibles. Sea x € Dom(f) N Dom(g) en-
tonces f(x) = g(x); como se cumple para cualquier x € Dom(f) N Dom(g)

entonces f|(pom(pnpom(g)) = 9l(Dom(H)nDom(g))-
(«<)Supongamos que f y g no son compatibles, entonces existe z € Dom(f)N

Dom(g) tal que f(z) # g(z). Por otro lado
Flpom(£)nDom(9)) () = gl(Dom(f)nDom(9)) (*),

lo que significa que f(x) = g(z), pero esto no puede ocurrir. Por lo tanto f
y g son compatibles. O



1.11 Teorema. Si F' es un sistema de funciones compatible, entonces UF es
una funcién con Dom(UF) = U{Dom(f) : f € F'}. La funcién UF extiende
todas las f € F.

Demostracion. Claramente UF es una relacion, solo falta probar que es uni-
valente y total izquierda. Si (a,b1) € UF' y (a,by) € UF, entonces existen
funciones fi, fo € F tal que (a,b1) € f1y (a,by) € fo. Pero f1 y f2 son com-
patibles y a € Dom(f1) N Dom(fs), asi tenemos que by = fi(a) = fa(a) = bs.
Ahora sea a € Dom(UF), existe f € F tal que a € Dom(f) entonces existe
b tal que (a,b) € f, si existe otra g € F' tal que a € Dom(g) entonces por
ser F' un sistema de funciones compatibles, se tiene que f(a) = g(a), asi
(a,b) € UF' y UF es funcién. Que UF extiende a f € F' es inmediato. O

1.12 Definicién. Sean A y B conjuntos. El conjunto de todas las funciones
de A en B se denota B4.

No se mostrara la existencia de B4 en esta tesis.
1.13 Definicion. Dada una relacién R:
1. R se llama reflexiva si para cada a € Dom(R) se cumple aRa.

2. R se llama simétrica si para aRb se cumple que bRa, y se llama anti-
simétrica si dado que aRb y bRa se cumple si y solo si a = b.

3. Una relaciéon R se llama transitiva si dado que aRb y bRc se cumple
que aRec.

4. Si R es unarelacion en A reflexiva, antisimétrica y transitiva se llama un
orden parcial de A. La pareja (A, R) se llama un conjunto parcialmente
ordenado y R es un orden parcial en A.

1.14 Definicion. Sean a,b € A, y sea R un orden parcial en A. Decimos
que a y b son comparables en el orden R si aRb o bRa. Decimos que a y b
son incomparables si no son comparables.

1.15 Definicién. Un orden parcial R de A es orden lineal o total, si cua-
lesquiera dos elementos de A son comparables. La pareja (A, R) es entonces
llamada conjunto linealmente ordenado.

1.16 Definicion. Sea B C A, donde A esta parcialmente ordenado por R.
B es una cadena en A si cualesquiera dos elementos de B son comparables.



En lo siguiente ocuparemos el simbolo <, que se lee “menor o igual que”,
y el simbolo <, que se lee “menor que”, para denotar elementos que estan
relacionados en un orden parcial.

1.17 Definiciéon. Sea < un orden parcial en A, y sea B C A.

(a) b € B es el elemento menor de B en el orden < si b < x para cada
xr € B.

(b) b € B es elemento minimo de B en el orden < si para cada x € B tal
que x < b entonces x = b.

El elemento mayor y elemento maximo se definen de manera analoga.

1.18 Definicién. Un conjunto que esta linealmente ordenada por la inclusion
conjuntista, C, es llamada un nido.

1.19 Definicion. Un isomorfismo entre dos conjuntos parcialmente ordena-
dos (A, R) y (B,S) es una funcién biyectiva f : A — B tal que para toda
ai,as € A

a1 Ray si solo si f(ay)Sf(as).

Si un isomorfismo existe entre (A, R) y (B, .S), entonces (A, R) y (B,.S) son
isomorfos y se denota por (A, R) = (B, S).

1.20 Corolario. Sea f un isomorfismo entre (A, R) y (B, S) entonces, f~!
es un isomorfismo entre (B, S) y (A4, R).

Demostracién. Por corolario 1.6 tenemos que f~! es biyectiva. Sean by, by €
B tal que b1.Sby, como f es inyectiva existen

ai,as € A tal que (a1, b1), (az,b2) € f,

esto implica que (b1, ay), (be,az) € f~1. Como f es isomorfismo a; Ras si y solo
si b1.Sby, que es lo que se querfa demostrar, por tanto f~! es isomorfismo. [

1.21 Definicién. Un orden lineal < de un conjunto A es un buen orden si
cada subconjunto no vacio de A tiene minimo. Al conjunto (A4, <) se le llama
conjunto bien ordenado.

1.22 Corolario. Sea (L, <) un conjunto bien ordenado y sea M C L, en-
tonces (M, <) también es un conjunto bien ordenado.
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Demostracion. Es claro que (M, <) es un conjunto parcialemnte ordenado.
Sean z,y € M, como estan en M entonces estan en L y por tanto son
comparables respecto a <, entonces son comparables en (M, <) y asi (M, <)
es un conjunto linealmente ordenado. Por ultimo sea My C M, como M,
es subconjunto de M también lo es de L y por ser (L, <) bien ordenado,
se cumple que M tiene minimo, por lo tanto (M, <) es un conjunto bien
ordenado. O]

1.23 Definicién. Sea (L, <) un conjunto linealmente ordenado. Un conjunto
S C L es segmento inicial de L si para cada a € S, toda x < a también es
elemento de S.

Si a es un elemento de (W, <), un conjunto bien ordenado, llamamos
segmento inicial de W, dado por a, al conjunto

Wial| ={z e W :z <a}.

1.24 Lema. Si (W, <) es un conjunto bien ordenado y si S es un segmento
inicial de (W, <), entonces existe a € W tal que S = W/al.

Demostracion. Sea X = W — S. Por la definicién 1.23 S es un subconjunto
propio de W, entonces X es no vacio y asi tiene minimo en el buen orden
<. Sea a el minimo de X. Sea x € W tal que z < a, entonces z no puede
pertenecer a X pues a es el minimo, asi x € S. Sea x € W tal que x > a, si
suponemos que x € S, por la definicién 1.23, a perteneceria a S pero a ¢ S,
por tanto x ¢ S. Asi S={x e W : 2z < a} = Wlal. O

1.25 Proposicién. Si (A, <) es bien ordenado, entonces para todo a € A,
se cumple que (A, <) no es isomorfo a (W{a], <).

Demostracion. Supongamos que existe a € A tal que (A, <)y (Wlal, <) son
isomorfos, por tanto existe un isomorfismo

fiA— Wl

Sea C' el conjunto de todas las x € A tal que f(x) # z, notemos que C' # ()
pues de lo contrario, si f(z) = x para toda z € A se tendria que f(a) =ay
como f(a) € Wla] entonces a = f(a) < a, lo cual es una contradiccién, por
tanto C' # ().

Sea zp el minimo de C, es inmediato que f(zg) # x¢ y ademaés f(zo) < a;
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como f es isomorfismo se tiene que f(f(xg)) # f(xo) y por tanto f(zg) € C,
asi xg < f(z9) < a lo que implica que zo € Wa]. Como zy € W/a], existe
yo € A tal que f(yo) = x¢. Es claro que yo # o pues si yo = o se tendria que
zo = f(yo) = f(xg) pero xy € C'y por ende f(xy) # xo, lo que es imposible,
de ahi que f(yo) # yo. Por lo anterior tenemos que yo € C'y asi xg < yo y
como f es isomorfismo se tiene que

fzo) < f(yo) = o < f(x0),
una contradiccién. Por tanto (A4, <) no es isomorfo a (Wlal, <). O

1.26 Teorema. Dados (A, R) y (B,S) conjuntos ordenados, se cumple una
y solo una de las siguientes afirmaciones:

1. (A R) = (B,95);
2. existe a € A tal que (Wlal, R) = (B, S);
3. existe b € B tal que (W[b],S) = (A, R).
Demostracion. Empecemos la prueba definiendo la relaciéon f como
F={(a,b):a € Abe B (Wlal,R) = (W[, S)},

y notemos que f es funcién. Sean (a,b;), (a,be) € f y supongamos que by #
bs, asi tenemos que existen isomorfismos

g1 : Wla] = W] y g2 : Wla] — W{bs].

Por ser g; biyectiva se tiene que (g;)~' : Wby — Wla] es una funcién
biyectiva. Veamos que

(91) "o go: Wbi] — Wby

es una biyeccién. Para mostrar que es inyectiva sean

<x721)7 (l‘, 22) S ((91)_1 © 92)_17

de esto se sigue que
(Zl7x)a (227x) € (91)_1 © g2,
y por tanto existen yq,y> € Wla] tal que

(z1,11), (22, 2) € (91) (w1, 2), (32, 2) € go,
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por ser g, inyectiva se tiene que y; = y», ast (21, 1), (22,¥1) € (g1)}, por ser
(g1)~! inyectiva se tiene que z; = 29 y por tanto concluimos que ((g;) togs) ™!
es funcién y por ende (g;)~! o g5 es inyectiva.
Ahora para ver que es sobreyectiva sea z € W{bs], por ser gy sobreyectiva
existe

y € Wla] tal que (y, z) € go,

por ser (g1)~! sobreyectiva existe
x € Wb tal que (z,y) € (g1)7",
esto implica que (z,2) € (g1) 7 0 g2, as{ y € Ran((g1)~! o g2), por tanto
Wiba] € (91) 7" 092 € W1ka),

por tanto (g;)~! o go es sobreyectiva y biyectiva.
Por 1ltimo sean y,yo € W[by] tal que

1Sy Y (Y1, 21), (Yo, 22) € (91)71 0 go

y sean 1, xy € Wlal tal que

(3/17131)7 (y2>552) c (91)71 ZI (xlazl)a (1’2,22) S g2~

Por corolario 1.20 sabemos que (g;)~! es isomorfismo, asi tenemos que
Y1Sys st solo si x1Rxo si solo si z1Szs.

Concluimos que (g;)~! o go es un isomorfismo entre (W[by],S) y (W][bs], S).
Sin perdida de generalidad sea b;.Sby por ser (B, .S) bien ordenado, entonces
by € Wby], por proposicién 1.25 W[bg] no puede ser isomorfo a Wb;| pero
habiamos visto que si, lo que es una contradiccion. Por tanto by = by y asi f
es una funcién.

Ahora veamos que f es inyectiva, supongamos que no, esto es, existen ay, as €
A diferentes entre si tal que para alguna b € B, (a1, b), (az,b) € f, esto quiere
decir que

(Wlai], R) = (W[b], 5) = (Wag], R).

Por un argumento andlogo al anterior llegamos a que (Wlaq], R) = (Was], R),
por ser A bien ordenada, a; y as con comparables, por proposicién 1.25 a4
y as no pueden ser diferentes, o sea, a; = as pero habiamos dicho que si
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eran diferentes, lo que nos lleva a una contradiccion, por tanto a3 = as y f
es inyectiva. De lo anterior se puede concluir que f : Dom(f) — Ran(f) es
biyectiva.

Supongamos que Dom(f) C Ay sea xy el minimo de A — Dom(f), es inme-
diato que W{zo] C Dom(f), veamos que Dom(f) = W{xzy|. Supongamos que
no son iguales, esto es que existe a € Dom(f) tal que a ¢ Wzo|(i.e. zoRa),
esto implica que existe b € B tal que (a,b) € f y sea

g9: (Wld], R) = (Wb}, S)
el isomorfismo entre (Wla], R) y (Wb, S). Sea la restriccién
9lwizo) = (Wlzol, B) = (Wlg(z0)], 9),

mostraremos que es un isomorfismo, para ello es suficiente ver que glw ., es
sobreyectiva. Sea y € W{g(zo)], entonces yS f(xo)Sb y de esto se sigue que
existe © € Wla] tal que y = g(z) por ser g sobreyectiva, ademds ySg(zo) si
y solo si zRxy por ser g isomorfismo, de esto se sigue que para y € Wig(zo)]
cualquiera, existe x € Wxg| tal que (2,y) € glwio], ¥ sl glwiz, €s isomor-
fismo. De lo 1ltimo se sigue que (zg, g(xo)) € f y por tanto zy € Dom(f), lo
que es imposible, asi Dom(f) = Wzo|.

Ahora supongamos que Ran(f) C By sea yy el minimo de B — Ran(f),
es inmediato que Wyo] C Ran(f), mostraremos que Ran(f) = Wlyo]. Su-
pongamos que no son iguales, entonces existe bRan(f) tal que b ¢ W yo](i.e.
YoSbh), asi tenemos que existe a € Dom/(f) tal que (a,b) € f y sea

h: (Wlal, R) — (W]b], S)

el isomorfismo entre (Wal, R) y (W1b],S). Como y,Sb, entonces existe = €
Wla] tal que h(z) = yo. Sea la restriccion

hlwiy : (Wlz], R) = (Wyl, S),

igual que antes, mostrando que es sobreyectiva basta para ver que es un
isomorfismo. Para mostrar la sobreyectividad se sigue un proceso andlogo
al anterior, no lo explicitaremos. Por lo anterior tenemos que (zo,yo) € f,
o sea, Yo € Ran(f), pero habiamos dicho que yo ¢ Ran(f), lo que es una
contradiccién y por tanto Ran(f) = Wyl

Para finalmente probar que f es isomorfismo sean a,b € Wz| tal que aRb,
sabemos que (b, f(b)) € f y por tanto existe un isomorfismo

g: (W[b]>R) - (W[f(b)],S),
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y g(a) € W[f(b)], asi tenemos que g(a)Sf(b). Sea la restriccién
glwia = Wla] = Wig(a)],

igual que en los parrafos anteriores, se puede mostrar que g|y, es un iso-
morfismo, entonces (a,g(a)) € f y asi f(a) = g(a)Sf(b), por tanto aRb
implica que f(a)Sf(b). Para mostrar que f(a)Sf(b) implica aRb pensamos
en f(a) = ag, f(b) = by, a = f~'(ag) y b = f~1(by) y realizando el mismo
proceso anterior se obtiene que f(a)Sf(b) implica aRb que es lo que se queria
probar, por lo tanto f : Dom(f) — Ran(f) es isomorfismo.

Para finalizar la prueba veamos que no se cumple Dom/(f) # Ay Ran(f) # B
al mismo tiempo, para ello supongamos que si, esto implica que

f=(Wlxo], R) = (Wlyol, 5)

es un isomorfismo y de esto se sigue que (g, yo) € f lo que es imposible pues

zo & Dom(f) y yo & Ran(f).
Concluimos que las unicas posibilidades son:

1. Dom(f)= Ay Ran(f) = B;
2. Dom(f) = Wxo] y Ran(f) = B;
2. Dom(f) = Ay Ran(f) = W]yo).

Quedando demostrado el teorema. O

1.3. Ordinales

1.27 Definiciéon. Un conjunto 7" es transitivo si cada elemento de T" es un
subconjunto de T.

Para tener una idea clara de cémo luce un conjunto transitivo y sus

elementos, sea A = {0, {0}, {{0}}}.
1. Para () € A siempre se cumple que ) C A.

2. Ahora para {} € A tenemos que su unico elemeto tambien es elemento
de A, pues ) € A, asf {0} C A.

3. Por tltimo, al igual que en el punto 2, podemos notar que {{(}} C A.
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El conjunto A se puede contruir gracias al axioma del par.
1.28 Definicién. Un ordinal es un conjunto « tal que:
(a) « es transitivo.
(b) « esta bien ordenado por €.

De aqui en adelante denotaremos a la coleccién de todos los ordinales
por O. Cabe mencionar que O no es un conjunto (es una clase), esto ltimo
no se mostrarda en esta tesis pero su demostracion se puede encontrar en
[8]. También es conveniente notar que ningun ordinal se puede contener a si
mismo como elemento, esto gracias al teorema 1.1.

1.29 Teorema. 1. Si z es un ordinal e y € x, entonces

(a) y es ordinal;

(b) y = Wly] respecto a x.
2. Si z e y son ordinales tales que (x, €) = (y, €), entonces = = y.

3. Si z e y son ordinales, entonces una y solo una de las siguientes afir-
maciones es verdadera

(a) z=y;
(b) = € y;
(c) y € x.

Demostracion. 1.(a)Si = es ordinal e y € z entonces y C x. Sea z € y, se
busca demostrar que z C y, como y C x entonces z € x pero por ser x
ordinal se tiene que z C z. Sea w € z C x, entonces w € x y asi tenemos
que y,z,w € x, del hecho que w € zy 2z € y y por ser x se sigue que
w € y, concluimos que z C y. Por otro lado, como (z, €) es un conjunto bien
ordenado, por corolario 1.22, (y, €) es un conjunto bien ordenado, quedando
demostrado que y es ordinal.

1.(b)Por la definiciéon Wiyl ={a € zr:a €y}t =xNy =y puesy C z.

2.Sea o, el minimo de x y sea o, elminimo de y. Afirmamos que o, = o, = 0.
Supongamos que o0, no es vacio, sea z € 0,, como o, C x, por ser x ordinal,
entonces z € x y por tanto o, € z 0 2z = 0,, de cualquier forma obtenemos
que o, € o,, una contradiccién, por tanto o, = (). Andlogamente se obtiene
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que o, = 0.

Ahora supongamos que x # y, sea zg el minimo de z—y. Por el argumento del
parrafo anterior () € xNy, entonces zg # Oy 20 C x. Seaz € 2z, 2 €Ex, 812 ¢ y
se tiene que z € x — y y por tanto zy € 2z y asi 2y € 2, que es imposible, esto
implica que z € y, de esto se sigue que zy C y. Si suponemos que y — 2y # (),
sea [y el minimo de y— zo. Afirmamos que W|lg] = 2. Supongamos que existe
r € W] y que r ¢ 2y, esto quiere decir que r € y — z, asi ly € r pero r € lo,
esto implica que r € r, una imposibilidad, por tanto r € z5. Por otro lado
sea s € zg, como 2y C y, se sigue que s,lp € y, asi s € lpoly € s 0 s = Iy,
silyg =so0ly € ssellega a que [y € 2y, una contradiccion, entonces s € Iy,
o sea que s € W(ly], mostrando que Wly| = 2o, por 1.(b), W(ly] = Iy y por
tanto zy = ly, esto implica zy € y pero zy € z — y, lo que es imposible, por
lo tanto y — zg = (0, entonces y C 2y y como 2z C y se tiene que y = 2o,
pero zg = Wz, de esto se sigue que (z,€) = (W][z), €) y ademds zy € z,
por teorema 1.25 esto no puede pasar, por lo tanto z —y = () y asi z C v.
Anélogamente se muestra que y C x, mostrando que = = y.

3.Por teorema 1.26, solo pasa uno de los siguientes casos

(a) (z,€) = (y,€);
(b) (z,€)
(¢) (v:€)

Asizx =y o (z,€) = (lp,€) o (y,€) = (ty, €), lo que es lo mismo, z = y o
r=Ilpoy=ty entoncesr =yoxrEYyoyeE . O

1%

(W{lo], €) para algun Iy € y;

12

(Wlto], €) para algun tq € x.

1.30 Teorema. Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un tinico nimero
ordinal.

Demostracion. Sea (W, <) un conjunto bien ordenado. Sea A el conjunto de
todos los @ € W para los cuales W/a] es isomorfo a algin nimero ordinal.
Como dos ordinales distintos no pueden ser isomorfos (uno es segmento del
otro) este ntimero ordinal estd determinado tinicamente, y lo denotamos por
Q.

Ahora supongamos que existe un conjunto S tal que S = {«o, : a € A}.
El conjunto S estd bien ordenado por € por ser un conjunto de ordinales.
También es un conjunto transitivo pues si v € a, € S, y ¢ es el isomorfismo
entre Wla] y a,, con ¢ = ¢ !(v); notemos que, como v C a,, entonces
¢~ () € Wla]. Es facil ver que ¢|. es un isomorfismo entre Wlc| y v, por lo
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que v € S. Por tanto, S es un nimero ordinal «.

Por un argumento similar se muestra que si a € A y b < a entonces b € A:
sea ¢ el isomorfismo de Wa] y a,. Entonces ¢|wp) es un isomorfismo entre
Wb] v un segmento inicial I de «,. Por Lema 1.24, existe § < «, tal que
I={y€a,:v<pB}=0,1ie, =, Esto muestraque b € Ay ap < .
Concluimos que A =W o A = W|c] para algin ¢ € W (por Lema 1.24 otra
vez).

Ahora definimos una funcién f : A — S dada por f(a) = «a,. De la definicién
de Sy el hecho de que b < a implica a, < « es claro que f es un isomorfismo
entre (A, <) y a. Si A = W]c], entonces tendriamos que ¢ € A y por tanto
flc) = a € S = «, una contradicciéon. Asi A = W, y f es un isomorfismo
entre (W, <) y el ordinal a.

Para terminar la prueba se debe justificar que exista tal conjunto S. Sea
P(z,y) la propiedad:

x € Wy y es el unico ordinal isomorfo a W/z],
ox ¢ Wyy=40.

Aplicando el axioma de reemplazo concluimos que (para A = W) existe un
conjunto B tal que para toda a € W existe & € B para la cual P(a,q) se
cumple. Entonces sea

S ={a € B: P(a,a) se cumple para algin a € W} = F[W]
donde F' es la operaciéon definida por P. O

1.31 Teorema. (Principio de induccién transfinita) Sea P(x) una propiedad.
Supongamos que, para todo ntimero ordinal « :

Si P(f3) se cumple para toda 5 < «, entonces P(a) se cumple.

Entonces P(z) se cumple para todos los ordinales a.

Demostracion. Supongamos que para algun ordinal v no se cumple la pro-
piedad P, y sea S el conjunto de todos los nimeros ordinales 6 < v que
no cumplen la propiedad P. Por ser S un conjunto de ordinales entonces
esta bien ordenado, sea a el minimo. Como para cada § < « se cumple la
propiedad P, se sigue que P(«) se cumple, una contradiccion. [

Un resultado muy importante sobre ordinales es la recursion transfinita
que nos habla de una funcién casi “divina”, por lo que no serd de gran
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ayuda demostrar el resultado pues es muy abstracto, de todos modos si se
tiene curiosidad acerca del resultado, este se puede encontrar en [2] y [§].
Denotaremos por V' a la clase de todos los conjuntos, formalmente V' = {z :
x = x}. Veremos como se relacionan V'y O.

1.32 Teorema. Si F' : V — V entonces existe una tnica funcion G : O — V/,
tal que para toda «

G(a) = F(G|,.

1.33 Definicién. Para cualquier A, sea h(A) el nimero ordinal més pequeno
que no es equipotente a ningtin subconjunto de A. h(A) es llamado el niimero
de Hartogs de A. Por la definicién, h(A) es el menor ordinal « tal que |a| £
Al

1.34 Lema. El nimero de Hartogs de A existe para toda A.

Demostracion. Por el Teorema 1.30, para cada conjunto bien ordenado (W, R)
donde W C A, existe un tnico ordinal « tal que (a, <) es isomorfo a (W, R).
El Esquema de Axioma de Reemplazo implica que existe un conjunto H tal
que, para cada buen ordenamiento R € P(A x A), el ordinal « isomorfo a
R estd en H. Afirmamos que H contiene a todos los ordinales equipotentes
a un subconjunto de A. De hecho, si f es una funcién inyectiva de a en A,
fijamos

W=1Im(f)y R={(f(8),f(7)): B <7 <a}.

R C A x A es un buen ordenamiento isomorfo a a (por ser f isomorfismo).
Estas consideraciones muestran que

h(A) = {a € H : a es un ordinal equipotente a un subconjunto de A},

y se justifica la existencia de h(A) por el esquema de Axioma de Comprension,
tomando A = H, B = h(A) y P(x) dada por = es un ordinal equipotente a
un subconjunto de A. m

1.4. Modbdulos

Otra parte importante de este trabajo trata sobre médulos, en particular
el dltimo teorema del capitulo 3. Enunciaremos algunas definiciones y resul-
tados basicos de la teoria de modulos. En lo consecuente todos los anillos,
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que denotaremos generalmente por R, tendran elemento unitario 1. Se puede
revisar con mas detalles la teoria de modulos en [4].

1.35 Definicion. Sea R un anillo. Un R-mdédulo derecho M es
(I) un grupo abeliano M con la suma

(II) una funcién
M x R — M con (m,r) — mr,

llamada producto por escalar, para la cual se tiene que

(1) Ley asociativa: (mry)re = m(riry).

(2) Leyes distributivas: (mq 4+ mo)r = myr+mer, m(ry+ry) = mry +
mry.

(3) Ley unitaria: m1 = 1.

Donde m,my, my son elementos arbitrarios de M y r,r1,ry son elementos
arbitrarios de R.

Si M es un R-médulo derecho lo denotaremos por My, para indicar que
anillo esta involucrado.

1.36 Definicién. Sea M un R-moédulo derecho. Un subconjunto A de M es
llamado un submédulo de M, A < M como notacién (o también A, < Mg)
si A es un R-médulo derecho con respecto a la restriccion de la adicion y el
producto por escalar de M a A.

Denotaremos
A < M siy solo si A es un submédulo propio de M.

Todo médulo M tiene los submodulos triviales 0 y M, donde 0 es el submédu-
lo que solo contiene al elemento cero de M.
Ahora enunciaremos un lema sin prueba dada su clara veracidad.

1.37 Lema. Sea M un R-mdédulo derecho. Si A es un subconjunto de M y
A # () entonces lo siguiente es equivalente:

(1) A< M.

(2) Para toda ay,as € A, a1 + as € A (con respecto a la adicién en M) y
para toda a € A y toda r € R, se tiene que ar € R.
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Obsérvese que se puede pensar R como un R-mddulo derecho Rg. Dado
lo anterior se llama ideal derecho de R a un submddulo de Rg.

1.38 Definicién. A un submoddulo A < M se le llama submddulo méximo
de M si y solo si A es submoédulo propio y

A < B implica que B = M para todo B < M.
De la misma manera hablamos de ideales maximos.

1.39 Lema. Sea X un subconjunto del médulo Mg. Entonces

A= D wrjlrje Xy e RyneN}p, si X #0
. 0 si X =10

es un submoédulo de M.

Demostracion. Para X = () la afirmacién es clara. Sea ahora X # (). La
prueba ahora se sigue del Lema 1.37, sean > ;" | @74, 2?21 zir; € A, entonces

J
m n
E T + g zhri € A,
i=1 7=1

. n
de igual manera, sea Y ', x;r; € Ay r € R, entonces

n
Z xir;r € A.
j=1

]

1.40 Definicién. El médulo definido en el Lema 1.39 se llama el submdédulo
de M generado por X y se denota (X).

1.41 Definicion. Sea el mdédulo Mp.

(1) Un subconjunto X del médulo M es un conjunto generador de M &<
(X) =M.

(2) Se dice que un mdédulo (o ideal derecho) es un médulo finitamente
generado: si existe un conjunto generador finito de él.
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1.42 Definicion. Sean A y B ambos R-mddulos derechos. Un homomorfismo
a de A en B es una funcion
a:A— B

que satisface que
alairy + asre) = alay)ry + afaz)re para toda aj,as € Ay toda ri,79 € R
1.43 Definicién. Sea I' = {4, : i € I} un conjunto de submédulos A; < M,
entonces
D A= (UierA)
iel
se llama la suma de los submdédulos {A; : i € I}.

1.44 Definicién. Se dice que M es la suma directa interna del conjunto
{B;|i € I} de submddulos B; < M, en simbolos:

WM => . . B,
M = @Bz = ( ) . ZZEI ‘
(2 € I[B; N Siey 1uy Bi = 0]

1.45 Definicién. Se dice que un submodulo B < M es sumando directo de
M:
si y solo si existe C' < M tal que M = B C.

Para dar una construccion de médulo cociente sea C' < Mp. Entonces,
en particular, C' es un subgrupo del grupo aditivo M. Claramente el grupo
cociente M /C = {m + C|m € M} existe bajo la adicién

(m14+C)+ (mg+C) :=(my +my) +C

Ahora se puede definir un producto de médulo sobre M/C' tal que M/C' se
convierta en un modulo derecho denominado médulo cociente de M modulo

C.
1.46 Definicidn.

(m+C)yr:=mr+C, meM, reR

Para mostrar que M/C' es en efecto un R-mddulo derecho, es suficiente
mostrar que

M/CxR— M/C con (m+C,r)—mr+C
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es una funcion, ya que las otras propiedades de médulos se siguen directa-
mente de las de M.
Sea my + C = mo + C, entonces

my =mg+c, ceC,
lo que implica que

mir +C = (mg+c)r +C =mar +cr+C =mgyr + C.
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Capitulo 2

Equivalencias

En este capitulo mostraremos una serie de enunciados que se mostrara que
son equivalencias del Axioma de Eleccion, primero mostrando que son equi-
valentes entre ellas y finalizando mostrando que realmente son equivalentes
al Axioma de Eleccion.

2.1. Equivalencias débiles

M1: Si R es una relacion de orden parcial sobre un conjunto no vacio X
y si cada subconjunto de X que esté ordenado linealmente por R tiene una
R-cota superior, entonces X tiene un R-elemento maximo.

M2: Si R es una relacién de orden parcial sobre un conjunto no vacio X
y si cada subconjunto de X que esté bien ordenado por R tiene una R-cota
superior, entonces X tiene un R-elemento maximo.

M3: Si cada nido (como en la definicién 1.18) no vacio subconjunto de un
conjunto no vacio X tiene que su unién es un elemento de X, entonces X
tiene un C-elemento méaximo.

M4: Si cada nido no vacio bien ordenado subconjunto de un conjunto X no
vacio tiene su union como elemento de X, entonces X tiene un C-elemento
maximo.

M5: Si R es una relacién de orden parcial sobre X # (), entonces existe
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un C-subconjunto maximo de X que estd linealmente ordenado por R.

M6: Para cada conjunto X # (), existe un C-subconjunto méximo de X
que es un nido.

2.1 Definicién. P(X) es una propiedad de cardcter finito si:
(1) P(0) se cumple.

(2) P(X) se cumple para toda X si y solo si P(z) se cumple para toda
x C X, con z finito.

con X una clase.

2.2 Ejemplo. Veamos algunas propiedades de cardcter finito, si P(X) es
cualquiera de las siguientes formulas entonces es una propiedad de caracter
finito:

(1) X estd parcialmente ordenado por R.

(2) X estd linealmente ordenado por R.

B) u¢g X

(4) Los elementos de X son disjuntos dos a dos.

Por otra parte, las siguientes no son propiedades de caracter finito:
(5) X puede ser linealmente ordenado (note la diferencia con 2).
(6) X estd bien ordenado por R.

(7) ueX.
(8) X es infinito.

MT7: Para cada conjunto X # () y cada propiedad P de cardcter finito,
existe un C-subconjunto maximo de X que tiene la propiedad P.
Ahora se muestran las pruebas de las equivalencias.
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Demostracion. (M2 = M1)

Sea R una relacién de orden parcial sobre un conjunto X # () y supongamos
que cada subconjunto de X que esté linealmente ordenado por R tiene una
R-cota superior, de esto se sigue que los subconjuntos de X que estén bien
ordenados por R tienen una R-cota superior. Ahora por M2, X tiene un
R-elemento maximo, que es lo que queriamos probar. O

Demostracién. (M1 = M3)

Sea X un conjunto no vacio y supongamos que para cada nido no vacio
subconjunto de X, la unién de tal nido es elemento de X. Sabemos que C
es relacion de orden parcial sobre X y sea A C X un nido tal que UA € X.
Veamos que UA es C-cota superior de A, esto es inmediato pues para toda
a € A, a C UA, asi UA es C-cota superior de A, ahora como cada nido
no vacio subconjunto de X tiene una C-cota superior, por M1, X tiene un
C-elemento méaximo, que es lo que se queria probar. ]

Demostracion. (M2 = M4)

Sea X un conjunto no vacio y supongamos que cada nido no vacio sub-
conjunto de X bien ordenado por C tiene su uniéon como elemento de X.
Sabemos que C es una relacion de orden parcial sobre X, sea N C X un
nido no vacio bien ordenado, veamos que tiene una C-cota superior, sea
M = UN y sabemos de la hipdtesis de M4 que M € X y que para toda
n € N se tiene que n C M, de esto se sigue que M es C-cota superior de
N, asi los nidos no vacios bien ordenados subconjuntos de X estan acotados
superiormente, aplicando M2, X tiene un C-elemento maximo que es lo que
se queria probar. [

Demostracion. (M4 = M3)

Sea X un conjunto no vacio tal que cada nido no vacio subconjunto de X
tiene su unién en X, en particular los nidos no vacios bien ordenados por C
tienen su unién en X, aplicando M4, tenemos que X tiene un C-elemento
maximo, que es lo que se queria probar. ]

Demostracion. (M7 = M5)

Sea X un conjunto parcialmente ordenado por R, y sea P la propiedad “ser
linealmente ordenado por R”, como sabemos, P es de caracter finito, por M7
existe un C-subconjunto maximo de X que tiene la propiedad P, esto es un
C-subconjunto maximo de X que esta linealmente ordenado por R. O
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Demostracion. (M5 = M6)
Sea X un conjunto y C relaciéon de orden parcial sobre X, por M5 existe

un C-subconjunto méaximo de X que esta linealmente ordenado por C, un
nido. O]

Demostracion. (M3 = MT)
Sea X un conjunto y P una propiedad de caracter finito, sea

Y ={tC X: P}

Probaremos que si n C Y es un nido diferente del vacio entonces Un € Y.
Claramente Un C X. Sea u C Un finito. Veamos que u es subconjunto
de un elemento de n, como u es finito podemos enumerar sus elementos,
u = {ug,...,u}, y sea n; € n tal que u; € n;. Como n esta linealmente
ordenado se tiene que n; C n; o n; C n; para i # j con 4,j € {1,...,7}, sea
ny = max{n; : i =1,...,r}, entonces

nj C ny para toda j € {1,...,7},

de esto se sigue que
a € ny para toda a € u.

Por lo tanto u es subconjunto de un elemento de n. Ahora como n; € Y
entonces se cumple P(ny) y por tanto P(u). De esta manera tenemos que
Un C X y cada subconjunto finito de Un cumple P, de esto se sigue que
P(Un) se cumple y asi Un € Y. Por ser P de cardcter finito, P(()) se cumple,
yasi() € Y y por tanto Y # (). Ahora tenemos que cada nido n C Y, diferente
del vacio, tiene su uniéon como un elemento de Y, aplicando M3 mostramos
que Y tiene un C-elemento maximo. O

Demostracion. (M6 = Mb)

Sea R un orden parcial sobre un conjunto X. Sea Y el conjunto de todos los
subconjuntos de X que estan linealmente ordenados por R. Por M6 existe
n C Y nido maximo. Sea m = Un, veamos que m estd linealmente ordenado
por R. Sea a € m, como m = Un entonces existe x € n tal que a € x, como
x esta linealmente ordenado por R se tiene que aRa, por tanto m cumple la
reflexibilidad respecto a R. Ahora sean a,b € m tal que aRb y bRa, igual que
antes, existen

T1,To Ental que a € r1 y b € o,
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por ser n nido, sin pérdida de generalidad, x1 C x5 y esto implica que a,b €
Zg, Y como x5 esta linealmente ordenado por R entonces a = b, por tanto m
cumple la anti-simetria respecto de R. Sean a,b,c € m tal que aRb y bRc,
como antes, existen

r1,To,x3 €Entalquea € xry yb e xyyc€E s,

sin pérdida de generalidad, a,b,c € x3, de esto se sigue que como x3 estd
linealmente ordenado por R, entonces aRc y asi m cumple la transitividad
respecto a R. Por ultimo, sean a,b € m, con a # b, entonces existen

r1,rs €Ental que a € 1 y b € g,

por ser n nido, sin pérdida de generalidad,z; C x9 = a,b € x5, y como x5
esta linealmente ordenado por R entonces aRb o bRa, cumpliendo que m estéa
linealmente ordenado por R, ademas es inmediato que m C X, por lo tanto
meY.

Lo siguiente es probar que m es C-elemento maximo de Y. Supongamos que
m no es maximo en Y'; esto implica que existe z € Y tal que m C z. Obser-
vemos que nU{z} es nido pues todos los elementos de n son subconjuntos de
z. Como n es nido méximo entonces se tiene que {z} C n, esto implica que
z € n y por tanto z C m, lo que contradice lo que asumimos de z. Por tanto,
m es un C-subconjunto maximo de X linealmente ordenado por R. ]

Demostracion. (M5 = M2)
Sea R un orden parcial sobre X. Sea Y el conjunto de todos los subconjuntos
de X bien ordenados por R. Definimos la relacién S sobre Y como sigue:

S={<t,u>teY, ueY ytesun R-segmento inicial de u}.
Veamos que S es un orden parcial sobre Y.

i) Seaac€Y, aCayseay €ayx € atal que xRy, como x € a se tiene
que aSa y S cumple con la reflexividad.

ii) Sean a,b € Y tal que aSby bSa, asi por definicion a Cby b C a 'y por
tanto tenemos que a = b, por lo anterior s cumple la antisimetria.

iii) Por dltimo sean a,b,c € Y tal que aSb y bSc, por la definicién a C b
y b C ¢, por tanto a C ¢, ahora sea y € a C by x € c tal que xRy,
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esto implica que, por ser b segmento inicial de ¢, z € b, asi tenemos que
y €ayx e btal que xRy, y por ser a segmento inicial de b, x € a, por
tanto S cumple la transitividad.

Por tanto S es orden parcial sobre Y, asi por M) existe n C Y C-méaximo
que esta linealmenmte ordenado por S. Sea m = Un, mostraremos que m
tiene una R-cota superior, y que tal elemento es un R-elemento maximo de
X.

Primero mostraremos que m € Y. Claramente m C X. Sea z C m con z # ()
y asi tenemos que existe

x € n tal que zNx # 0.

Como z Nz C x entonces se tiene que z N x esta bien ordenado por R, sea u
el R-primer elemento de z N x. Veamos que u tambien es R-primer elemento
en z. Sea v € z con v # u. Si v € x entonces v € rMNz, asi tenemos que uRv y
no vRu por ser x Nz bien ordenado. Ahora si v ¢ x, tenemos que v € w para
algin w € n. Por la definicion de S y la construcciéon de n, x es R-segmento
inicial de w pues como z,w € n linealmente ordenado por S tenemos que
xSw o wSz, si wSx entonces se tiene que w C x y esto implica que v € x
pero v ¢ x, una contradiccién. Por tanto zSw, esto implica que u, v € w que
estd bien ordenado por R, entonces tenemos que uRv o vRu, pero si vRu,
como zSw, tendriamos que u € x y vRu implica que v € = pero v & z!, por
lo tanto uRv y no vRu. Asi, para cualquier otro elemento v’ € z tendremos
que uRv', por lo tanto u es el tinico R-primer elemento de z.

Por 1ltimo veamos que m esta linealmente ordenado por R. Sean a,b € m,
existen x,y € n tales que a € z y b € y. Como n estd linealmente ordenado
por S, sin pérdida de generalidad digamos que, xSy, esto implica que x C y
y asi a,b € y, como y esta bien ordenado por R, tenemos que aRb o bRa,
mostrando que m esta linealmente ordenado por R. Por tanto R bien ordena
amymeY.

Ahora mostraremos que m es S-maximo en Y. Supongamos que m no es
maximo, entonces para algin t € Y con t # m, tenemos que mSt, o sea que
m C t. Sea

n*:=nU{t}.

Veremos que estd linealmente ordenado por S. Primero, como n* C Y que
esta parcialmente ordenado por 9, se tiene que n* esta parcialmente ordenado
por S, falta ver que para cualesquiera a,b € n* se cumple que aSb o bSa.
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i) Si a,b € n se cumple pues n esta linealmente ordenado por S.

ii) Sia,b e {t} entonces a =b =1y como t € Y parcialmente ordenado
por S, se tiene que tSt, o lo que es lo mismo, aSb cumpliendo lo que
queriamos mostrar.

iii) Ahora sea a € ny b =t, como a C m C t solo queda el caso posible
que aSt, pues si pasara que tSa esto implicaria t C a C m, o sea, se
tendria que t € m y m C t, una contradiccion.

Sea v € ay A €t tal que AR, mostraremos que A € a. Como A € t entonces
AeEmoAé¢m.

i) Si A € m se tiene que existe b € n tal que A € b, ahora como a,b € n
entonces aSbh o bSa, si bSa se tiene que b C a y por lo tanto A € a. Si
aSh se tiene que a Cby a€ay A€ by ARa entonces A € a; por lo
tanto aSt.

ii) Ahora supongamos que A ¢ m, como a C m tenemos que « € my A € t
y ARa, por ser mSt, se sigue que A € m pero A ¢ m, una contradiccion,
por lo tanto no es posible que A ¢ m.

Por lo tanto para toda a,b € n* se tiene que aSb o bSa, entonces n* esta
linealmente ordenado por S. Observemos que n es C-maximo en Y y como
n C n* se tiene que n* = n, de esto se sigue que {t} C n, o sea que t € n,
entonces t C m pero dijimos que m C t, por lo tanto m = t pero m # t!. Por
lo tanto m es S-méaximo en Y.

De esto se sigue que m no puede tener una R-cota superior estricta. Su-
pongamos que b fuera una R-cota superior estricta para m, tendriamos
m C m' := mU{b} C X. Probaremos que m’ € Y. Primero veamos que
R es orden lineal, sean x,y € m’:

i) si x,y € m entonces son comparables por estar m linealmente ordenado
por R;

ii) six,y € {b} entonces x = b =y y como X estd parcialmente ordenado
por R se tiene que bRb, o lo que seria lo mismo, xRy;

iii) por tltimo, sin pérdida de generalidad, sea € m y y = b, como b es
cota superior de m, xRy, por lo tanto m’ estd linealmente ordenado
por R.
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Ahora sea [ C m/, esto implica que

belobédl.

Sib ¢, entonces | C m y [ tiene elemento minimo, si b € [ sea I’ := [ — {b},
asi I’ C m y I’ tiene elemento minimo, digamos (3, como [ € m entonces S Rb,
se sigue que para toda r € [, SRr, asi [ tiene minimo, por lo tanto m’ esta
bien ordenado por Ry m’ € Y. Ahora veamos que mSm/, primero tenemos
que m Cm' ysean v € my w € m’ tal que wRv, si w # b entonces w € m,
si w = b esto implica que bRv pero como b es cota estricta solo se puede que
vRb!, por lo tanto solo es posible el caso en el que w # b, cumpliendo que
mSm’ lo que contradice la S-maximidad de m en Y.

Para finalizar, como m € Y, se sigue de la hipotesis de M2 que m tiene
una R-cota superior. Sea b tal cota y supongamos que existe z € X tal que
bRz. Si suponemos que zRb es falso se tiene que z seria una R-cota superior
estricta para m, lo que es imposible. Por todo lo anterior, b es una R-elemento
méaximo de X. O]

2.2. Equivalencias fuertes

M’1: Si R es una relacion de orden parcial sobre un conjunto no vacio X
y si cada subconjunto de X que esté ordenado linealmente por R tiene una
R-cota superior y si y € X, entonces X tiene un R-elemento maximo z tal
que yRz.

M’2: Si R es una relacion de orden parcial sobre un conjunto no vacio X
y si cada subconjunto de X que esté bien ordenado por R tiene una R-cota
superior y si y € X, entonces X tiene un R-elemento maximo z tal que yRz.

M’3: Si cada nido no vacio subconjunto de un conjunto no vacio X tiene
que su uniéon es un elemento de X y si y € X, entonces X tiene un C-
elemento maximo z tal que y C z.

M’4: Si cada nido no vacio bien ordenado subconjunto de un conjunto X

no vacio tiene su unién como elemento de X y si y € X, entonces X tiene
un C-elemento maximo z tal que y C z.
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M’5: Si R es una relacién de orden parcial sobre X # (), para cada sub-
conjunto Y C X linealmente ordenado por R existe Z, un C-subconjunto
maximo de X, que esta linealmente ordenado por R y tal que Y C Z.

M’6: Para cada conjunto X # () y cada subconjunto Y de X existe Z, un
C-subconjunto maximo de X, que es un nido y tal que Y C Z.

M’7: Para cada conjunto X # () y cada propiedad P de cardcter finito y
para cada subconjunto Y de X tal que P(Y'), existe un C-subconjunto méxi-
mo Z de X tal que P(Z)yY C Z.

Es evidente que por ser proposiciones mas fuertes que su analogo, se cumple
M'n — Mn para n € {1,...,7}.

2.3 Teorema. Mn = M'n para n € {1,...,4}.

Demostracion. Sea y € X y W el conjunto de las cotas superiores para {y}.
Se aplica Mn a W para asi obtener M'n. ]

Para ver este proceso demostraremos que M1 = M’1.

Demostracion. (M1 = M’1)

Sea R relacién de orden parcial sobre X y supongamos las hipotesis de M’1.
Sea W el conjunto de las cotas superiores de {y}. Como W C X y X estd
parcialmente ordenado por R entonces W tambien lo estd, ademéas como
cada subconjunto de W que esté linealmente ordenado por R también es
un subconjunto de X que esta linealmente ordenado por R entonces tales
subconjuntos tienen R-cota superior.

Aplicando M1 a W, W tiene un R-elemento maximo, z € W C X, tal que
yRz. O

2.4 Teorema. M7 — M'n para n € {5,6,7}.

Demostracion. (M7 = M’5)

Sea Y C X linealmente ordenado por R. “Linealmente ordenado” es una
propiedad de caracter finito, llamémosla P. Definimos una nueva propiedad
() como sigue:

para toda W C X, Q(W) siy solo si P(W UY).
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Veamos que () es de caracter finito, primero notemos que se cumple

P(Y)=P(Y UD) siy solo si Q(0).

Ahora sea Wy una clase y supongamos Q(Wy). Lo que implica P(W, UY),
sea Vo C Wy C Wy UY con V finito y como P(Wy UY') se cumple entonces
se tiene P(V}); por otro lado como VyUY C Wy UY, que estd linealmente
ordenado, es cierto P(VyUY), por tanto se cumple Q(Vj). Por lo tanto Q(W))
implica Q(Vp) para Vo C W finito.

Ahora supongamos que para cada V5 C W finito se tiene Q(Vp). Supongamos
que Wy UY no esta linealmente ordenado por R, entonces existen a,b €
Wy UY tal que a y b son incomparables.

i) Sia,b €Y, como P(Y) se cumple entonces aRb o bRa, una contradic-
cion.

ii) Sia,b e Wy, sea V) = {a,b} C W, finito, esto implica Q(V;) si y solo
si P(V1UY) y por tanto aRb o bRa, lo cual es imposible.

iii) Por tltimo, sin pérdida de generalidad, si a € Wy y b € Y, sea V, =
{a} C W, finito, esto implica Q(V2) si y solo si P(Va UY') y por tanto
aRb o bRa, pero esto no puede pasar.

Por lo tanto para cada subconjunto finito V5 C Q(Vp) si y solo si Q(Wy) v
asi () es de caracter finito.

Por M7 existe un subconjunto C-maximo Z de X que tiene la propiedad
Q, o sea, Q(Z) si y solo si P(Z UY). Para terminar veamos que Z UY es
C-méximo en X, supongamos que no es maximo, esto es, existe

UCX talque ZUY Cc Uy P(U).

Esto implica que Y C U, sea Uy := (U—-Y)UZ y esto implica que U = UyUY
entonces P(Uy UY) si y solo si Q(Up). Por otro lado Z C Uy pero Z es
subconjunto C-maximo que cumple la propiedad @), lo que es imposible. Por
tanto Z UY es un subconjunto C-méximo de X que contiene a Y y estd
linealmente ordenado por R. O

Demostracion. (M7 = M’6)
Sea Y C X un nido. “Ser nido” es una propiedad de caracter finito, llame-
mosla Py definimos una nueva propiedad @ como sigue: VW C X : Q(W) si
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y solo st P(WUY). Como en la demostracién anterior, Q) es de caracter finito.
Por M7 existe un subconjunto C-méaximo Z de X que tiene la propiedad @),
esto es, Q(Z) siy solo si P(ZUY), igual que antes, ZUY es C-subconjunto
maximo de X queesnidoy Y C ZUY. [

Demostracion. (M7 = M'7)

Sea X un conjunto, P una propiedad de caracter finito y Y C X tal que se
cumple P(Y). Definimos una nueva propiedad () igual que antes. Veamos que
Q es de cardcter finito, como se cumple P(Y) = P(QUY") entonces se cumple
Q(0); ahora supongamos que para W C X se cumple Q(W), probaremos
que para V' C W finito cumple @, sea V' C W finito, como se cumple Q(W)
entonces se cumple P(W UY) y V C W UY, asi tenemos que se cumple
P(YUW) que implica P(V), falta ver que se cumple P(V UY). Supongamos
que P(V UY) no se cumple, lo que significa que es falso que para todo
Vo € VUY finito se cumpla P(V}), esto es que existe Vo C VUY finito, para el
cual no se cumple P(V}), pero Vy C WUY y como tenemos P(WUY') entonces
se cumple P(V}), una contradiccién. Por lo tanto se cumple P(V UY), lo que
es lo mismo, se cumple Q(V'). Ahora supongamos que para cada V' C W finito
se cumple Q(V') y supongamos que Q(W) no se cumple, o sea, P(W UY)
no se cumple, esto significa que existe V3 C W U Y finito tal que P(1)
no se cumple. Si V3 C Y entonces P(V7) se cumple, una contradiccion; si
Vi € W entonces se cumple Q(V7), esto implica P(V; UY) y por tanto
P(V1), lo cual es imposible; por dltimo, si Vi € Wy Vi € Y entonces sean
Vo=VinWyVs=VNY, como V; es finito se cumple Q(V2) y esto implica
P(VLUY)=P(VoUY UV3) = P(VLUY) y por tanto se cumple P(V}), pero
esto no puede ocurrir. Por lo tanto se cumple Q(W) y hemos mostrado que
@ es de carécter finito. Por M7 existe un subconjunto Z C-méximo de X
que cumple la propiedad @, esto es, Q(Z) que implica P(Z UY'). Igual que
antes, Z UY es subconjunto C-maximode X y Y C ZUY. O

2.3. Demostracion de equivalencia con el Axio-
ma de Eleccién

Para terminar este capitulo mostremos que M5 y el Axioma de Eleccién
son equivalentes.

2.5 Teorema. El Axioma de Eleccién implica el Principio de Maximidad de
Hausdorff (M5).
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Demostracion. Sea X un conjunto parcialmente ordenado tal que ninguno de
sus subconjuntos linealmente ordenados sea C-méximo. Entonces para cada
subconjunto linealmente ordenado K C X definimos el conjunto

C(K)={r € (X —K): KU{x} estd linealmente ordenado}.

Sea K como antes, veamos que C(K) # (), supongamos que C(K) = 0
entonces tendriamos que es C-méaximo, lo cual no puede pasar.
Por el axioma de eleccion, existe una funcién

g:Py(X) = X

(Py(X) es el cojunto potencia de X quitando el conjunto vacio) con g(A) €
A para cada A € Py(X). Sea £ el nimero de Hartogs de X, h(X) = ¢&.
Definimos, via recursién transfinita, una funcién

f:&—-X

dada por

fla) =g(C{f(B): B < a}).
Para ver que tiene sentido la definicién de f veamos que {f(5) : 8 < a} es
una cadena. Sean f(01), f(B2) € {f(B) : 6 < a}, sin pérdida de generalidad,
sea (81 < [, esto implica que f(B1) € {f(B) : B < [2}. Antes de seguir es
conveniente notar que f(«a) = g(C{f(8) : B < a}) ¢ {f(B) : f < a} pues por

su construccion, f(a), es justo un elemento que no estd en {f(3) : f < a} tal
que si se lo “pegamos”, {f(B) : B < a} U {f(a)}, sigue siendo una cadena,
en resumen f(a) ¢ {f(8) : § < a} y {f(8) : A < a} U {f(a)} es una
cadena. Continuando con lo anterior f(51) € {f(B) : B < B2} v f(P2) es tal
que {(8) : B < fa} U {f(B2)} es cadena, por lo tanto f(B:) ¥ £(B) son
comparables y {f(/) : B < a} es una cadena.

Veamos que f es inyectiva, sean oy, ap € € con aq # ap y supongamos que
fla1) = f(az), sin pérdida de generalidad sea a; < ag, entonces f(ay) €
{£(B) : B < au}, esto implica que f(as) € {f(8) : f < as} pero f(as) &
{f(B) : B < as}, peroesto no puede ocurrir, por lo tanto f es inyectiva. De
lo anterior se tiene que || < | X, una contradiccién, por lo tanto X tiene un
subconjunto linealmente ordenado que es C-maximo. ]

2.6 Teorema. El principio de maximidad de Hausdorff (M5) implica el Axio-
ma de Eleccion.
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Demostracion. Sea S una coleccion de conjuntos no vacios, y sea C' la colec-
cién de todas las funciones de eleccién sobre subconjuntos de S, es claro que C'
esta parcialmente ordenado por la inclusion, C. Por el Principio de Maximi-
dad de Hausdorff, existe n, un subconjunto C-maximo de C' que es un nido.
Sea m = Un, m es una funcién de eleccién con Dom(m) = Use, Dom(f),
Im(m) = UsepIm(f), es inmediato que m € n. Afirmamos que m es la
funcion de eleccién que estamos buscando, supongamos que no es, entonces
existe z € S tal que m(x) ¢ z. Sea m* = m U {(x,m*(z) € x)}. Es claro
que m* es comparable con todos los elementos de n, asi nU{m*} es un nido,
como m* ¢ n entonces n C nU{m*}, pero esto no puede pasar. Por lo tanto
m es funciéon de eleccién en S. ]
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Capitulo 3

Pruebas sustituyendo Zorn

En este capitulo demostraremos resultados importantes del dlgebra basica
usando M6, un resultado importante postulado por Hausdorff antes de su
Principio de Maximidad.

3.1. Algunos resultados clasicos en algebra
Ahora probaremos un teorema importante del dlgebra lineal.
3.1 Teorema. Todo espacio vectorial V' sobre un campo F' tiene base.

Demostracion. Sea X el conjunto de los subconjuntos linealmente indepen-
dientes de V. Es claro que X es diferente del vacio pues () € X. Por M6 existe
n C X tal que es un nido C-maximo, y sea m = Un, veamos que m € X.
Supongamos que m ¢ X, entonces existen

T1, ..., € m tal que a;xy + ... + axxyp = 0 con algun a; # 0.

Sea n; € n tal que z; € n; parai € {1, ..., k}, ademds como n es un nido, para
algin j € {1,...,k}, n; C n;, de esto se sigue que z; € n; parai € {1,...,k}.
Como a1 + ... + axp = 0 con algin a; # 0 entonces n; es linealmente
dependiente pero como n; € n entonces es linealmente independiente!, por
lo tanto m € X.

Ahora veamos que (m) = V. Supongamos que m no genera a V', entonces
existe vy € V tal que vy no es combinacion lineal de elementos de m, entonces
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vy & m, sea m* := mU{vy}, es inmediato que m* es linealmente independien-
te. Supongamos que m* € n, entonces m* C m, de esto se sigue que vy € m!,
por lo tanto m* ¢ n. Sea n* = n U {m*}, veamos que es nido, sean a,b € n*,
si a,b € n entonces a CbobCa;siabe {m*} entoncesa=>b=m*y de
esto se sigue que a C b; por dltimo sia € ny b=m* comoa CmymC m*
entonces a C b, por lo tanto n* es nido y ademas n C n* lo que contradice la
maximidad de n, una contradiccién.

Por lo tanto m genera a V' y asi m es base de V. O]

3.2 Teorema. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F' y sean Ay B
bases, entonces |A| = |B.

Demostracion. Sea @ el conjunto de las funciones G € B0 tal que Ay C A,
G es inyectiva, B—Im(G) y Dom(G) son disjuntos y su unién (B—Im(G))U
Dom(G) es linealmente independiente en V| en particular la funcién vacia
estd en (). Por M6 existe un subconjunto n C ) C-maximo que es un nido.
Sea m = Un y definimos:

Dom(m) = U Dom(ny) A Im(m) = U Im(ny).
nyen nyen
Veamos que m € Q).
i)Sean (z,vy), (z,2) € m, entonces existen

ni,ne € n tal que (z,y) € ny y (,2) € no,

como n es nido, sin pérdida de generalidad, n; C ny y de esto se sigue que
(z,y),(x,z) € ng, como ny es funcién se tiene que y = z y asi m es una
relacién univalente, y por tanto funcion.

ii)Supongamos que m no es inyectiva, esto es que existen (z, 2), (y, z) € m
con x # y, por otro lado existen

ni,ne € n tal que (z,2) € ny y (y,2) € na,

sin pérdida de generalidad, n; C mny por ser n nido, de esto se sigue que
(x,2),(y,2) € ny y como ny es inyectiva tenemos que = y, pero esto no
puede pasar. Por lo tanto m es inyectiva.
iii)Para ver que (B — Im(m)) N Dom(m) = (), supongamos que existe u €
(B — Im(m)) N Dom(m) y notemos que

B —Im(m) = B — Up,endm(ny) = Nyyen(B — Im(ny)) € B — Im(n,),

36



esto implica que para toda n, € n
u € B—1Im(ng,)
y que existe ng € n tal que
u € Dom(ng),

pero esto nos dice que u € Dom(ng) N (B —Im(ng)) = 0, lo que es imposible.
Por lo tanto (B — I'm(m)) N Dom(m) = ().

iv)Ahora veamos que la unién es linealmente independiente. Sea {vy, ..., v, } C
(B — Im(m)) U (Dom(m)) con r € N, podemos separar los elementos de la
siguiente manera:

{vi :v; € Dom(m) N i=1,...,r} ={wy,..,w}

{vi:v,€e B—Im(m) N i=1,...,r}={uy,....,u}

Por ser nido n, existe

ne € n tal que {wy,...,w} € Dom(n,).

Veamos que {uy,...,u;} € B — Im(n,), sabemos que

B —Im(m) C B —Im(n,)

como {ui,...,us} € B — Im(m) se tiene que {uy,..,u;} € B — Im(n,),
por lo tanto {vy,...,v.} € (Dom(n,) U (B — Im(n,)) que es linealmente
independiente en V', por lo tanto {vy, ..., v,} es linealmente independiente en
V. Asi tenemos que cualquier subconjunto finito de (Dom(m)U (B — Im(m))
es linealmente independiente y por lo tanto (Dom(m) U (B — Im(m)) es
linealmente independiente en V. Por lo tanto m € Q.

5)Por 1dltimo veamos que m € n. Para esto, primero notemos que nU {m} es
un nido, sean ny,ny € nU {m}:

i) si ny,ng € n, entonces ny C ny 0 ny C ny por ser n un nido;
ii) sing,ng € {m}, entonces n; = nyg =my ny; C ny;
iii) siny € ny ny € {m}, entonces n; C ns.

37



Asi vemos que nU{m} es nido y que n C nU{m}, como n es nido C-méximo
entonces nU{m} =ny m € n.
Para terminar la prueba supongamos que:

(existe v € B — Im(m)) y (A — Dom(m) # 0).

Entonces

(B — (Im(m)U{v})) U Dom(m) es linealmente independiente en V'
ademas

((B = (Im(m) U {v})) U Dom(m)) #V

pues de lo contrario

ve ((B—(Im(m)U{v})) U Dom(m))

y de eso se sigue que (B—Im(m))UDom(m) no es linealmente independiente
en V', una contradiccion; ademas

A — Dom(m) € ((B — (Im(m)U{v})) U Dom(m))

supongamos que si, entonces:

A = (A— Dom(m))U Dom(m) C ((B — (Im(m) U {v})) U Dom(m))
y esto implica que
V =(A) € ((B—=(Im(m) U {v})) U Dom(m)),
lo cual es imposible. Como

A — Dom(m) € ((B — (Im(m) U {v})) U Dom(m)),
entonces existe

w € A — Dom(m) tal que w ¢ ((B — (Im(m) U {v})) U Dom(m)).
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Definimos m := mU{(w,v)}, es evidente que w ¢ Dom(m)y que v ¢ Im(m)
y esto implica que m es una relacién univalente, una relacion total-izquierda
y como funcién es inyectiva. Veamos que m € (@), para ello notemos que

Dom(m)U (B — Im(m)) = (Dom(m) U{w}) U (B — (Im(m) U {v}))
es linealmente independiente pues

w ¢ (Dom(m) U (B — (Im(m) U {v})))

Dom(m) U (B — (Im(m) U {v})

va es linealmente independiente, ademas para ver que la interseccion es vacia
notemos que

Dom(m) N (B — (Im(m) U {v})) =0

y como

w & (Dom(m) U (B — (Im(m) U {v}))),

se tiene que
(Dom(m) U{w}) N (B — (Im(m) U{v})) =0

Por lo tanto m € Q y m € m, lo que implica que m ¢ n. Sea n := nU{m}, se
sigue del hecho de que n sea nido y que para cada ny; € n sea tal que ny C m
que 7 es nido. Por lo anterior tenemos que n C 7 pero n es nido C-maximo,
lo cual es imposible, la contradiccién viene de suponer que

B —1Im(m)# 0y A— Dom(m) # 0.
Por lo tanto
A—Dom(m) =00 B—Im(m)=0.
Tratemos ambos casos:
1)Si A — Dom(m) = 0 se tiene que
A C Dom(m) C A,
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por tanto
A = Dom(m),

de esto se sigue que AU (B — Im(m)) es linealmente independiente pero por
ser A base, A ya es maximo linealmente independiente, entonces

B —Im(m) = 0.
Asi que

B C Im(m) C B.

Por lo que

Im(m) = B = Ran(m).
Entonces m es sobreyectiva y asi existe una biyeccion entre A y B, por lo
tanto |A| = |B].
ii)Si B — I'm(m) = 0, m es sobreyectiva, entonces:
|B| = [Im(m)| < [Dom(m)| < [A|

y asi

|B| < |A]

Haciendo todo el proceso de la prueba de forma analoga llegamos a que
|A| < |B] y por Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein, |A| = |B]. O

3.3 Teorema. Si Mp es un modulo finitamente generado entonces todo
submoédulo propio esta contenido en un submédulo maximo de M.

Demostracion. Sea {z1,...,x,} el sistema generador de Mg. Sea A < Mgy
sea

C:={B:A<B< Mg}

Notamos que en particular A € C. Por M6 existe N C C' que es nido C-
méaximo, y sea U = UN. Veamos que U es submédulo, para esto es suficiente
demostrar que para toda ay,a, € U y toda r € R se cumple que ay+as, a1 €
U. Sean ay,ay € U, entonces existen

N1, Ny, € N tal que a; € Ny y as € Ns.
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Como N es nido, sin pérdida de generalidad, N; C N», asi aj,ay € Ns,
como Ny < M se tiene que a; + as,a1r € Ny C U, por lo tanto U < M.
Queda ver que U < M. Supongamos que U = M, entonces {x1,...,z,} C U,
asi que existen

Ni,....N, € N tal que x; € N; coni=1,...,n.
Como N es nido, sin pérdida de generalidad, Ny,...,N,, € N; para j €
{1,...,n}. Asi que {z1,...,x,} C N;, por lo que ({z1,...,z,}) € N;. Es de-
cir M C N;. Concluyendo que N; = M, lo cual es imposible. Por lo tanto
U< M.
Falta ver que A < U, para esto solo necesitamos ver que A C U pero dada la

forma en que se construyo U es evidente que A es subconjunto, asi tenemos
que A < U y por lo tanto U € C.

Por dltimo demostremos que U es submddulo maximo. Supongamos que no
es maximo, entonces existe

U< M tal que U < U,

en particular A < U*, esto implica que U* € C', como U* # U entonces existe

u € U* tal que u ¢ U, de esto se sigue que U* ¢ N. Sea N*:= NU{U*} y

sean D, FF € N*:

i)si D, E € N entonces D C EF o E C D;

ii)si D, E € {U*} entonces D = E'y as{ D C E;

iii)si D € Ny E € {U*} entonces D C E. Por lo tanto N* es nido, ademés

N C N* pero N es C-méaximo en C, por lo tanto U es submédulo maximo.
O]

3.4 Corolario. Todo médulo distinto de cero finitamente generado tiene
maximos.

3.5 Corolario. Todo anillo R tiene ideales maximos.

3.2. Criterio de Baer

3.6 Lema. Sea o : A — B un homomorfismo. Entonces tenemos que:
(1) « es inyectivo si y solo si Ker(a) = 0.

(2) U < A, entonces a™H(a(U)) = U + Ker(a).
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(3) V < B, entonces a(a™}(V)) =V NIm(a).

(4) Sea también 5 : B — C' un homomorfismo. Entonces

Ker(fa) = a7 (Ker(B)) y Im(Ba) = B(Im(a)).

Demostracion. (1)“=": Sea x € Ker(a) entonces a(x) = 0 = «(0), como «
es inyectivo se tiene que x = 04 de ahi que Ker(a) = 0.

“<": Sea a(ay) = afaz). Entonces a(a; — az) = 0, asi a; — ay € Ker(a) y
por tanto a; = as, se deduce que « es inyectivo.

(2)“a Ha(U)) < U+ Ker(a)”: Sea a € a '(a(U)). Entonces a(a) € a(U)
y por tanto existe u € U tal que a(a) = a(u). Entonces a(a — u) = 0, luego
a—u € Ker(a) y asi a € U+ Ker(a). “a ™ (a(U)) > U + Ker(a)”: Sean
u€ Uyke Ker(a). Entonces

alu+k) =a(u) + ak) = a(u) +0 = a(u) € a(U),

vasiu+k e a(a(U)).

(3)“a(a™(V)) <V NniIm(a)”: Sea b € a(a™(V)) entonces tenemos que
existe a € a~'(V) tal que a(a) = b y por tanto b € Im(a)NV.
“ala”(V)) > VNiIm(a)’: Seab € VN Im(«a) entonces existe a € A tal que
ala) =by a7l (b) € a™'(V), entonces

a(a™'(b) € ala™(V)),

asi que

(4)Tenemos que:
a € Ker(Ba) sii fa(a) =0 sii a(a) € Ker(B) sii a € a ' (Ker(B)).

Adem3s:

Im(fa) = Ba(A) = f(a(A)) = B(Im(a)).
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3.7 Definicion. Se dice que un homomorfismo inyectivo @ : A — B se
escinde si y solo si Im(a) es sumando directo en B.

3.8 Lema. Consideremos el siguiente diagrama

A—=B

N

conmutativo, i.e. A = Sa. Entonces

(1) Im(a) + Ker(B) = 8~ (Im(X)),
(2) Im(a) N Ker(B) = a(Ker(\)).

Demostracion. (1) )\ Pa, entonces Im(N\) = Im(fa) = B(Im(a)) por lo
tanto B~ (Im(N)) = B~H(B(Im(«a))) = Im(a) + Ker(B) por lema 3.6.

(2) Ker(\) = Ker(Ba) = a ' (Ker(8)) por lema 3.6, entonces a(Ker(\)) =
a(a(Ker(B))) = Im(a) N Ker(B) por lema 3.6. O
+

3.9 Corolario. a) A es un homomorfismo suprayectivo entonces I'm(«)
Ker(8) = f-'(M) = B.

b) A es un homomorfismo inyectivo entonces I'm(«a) N Ker(f) = a(0) = 0.
¢) A es un isomorfismo entonces I'm(«) @ Ker(5) = B.

Demostracion. Consecuencia directa de lema 3.8. ]

3.10 Corolario. Para o : A — B las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) a es un homomorfismo inyectivo que se escinde.
(b) Existe un homomorfismo f: B — A con fa = 14.

Demostracion. “(a) = (b)": Sea B = Im(«a) @ By y seaw : B — Im(«) la
proyeccién de B sobre Im(a) definida por

m(a(a) + b)) :=ala), ala) € Im(a),b € B;.
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Ademas sea ap : A > a — afa) € Im(a), i.e. sea o el isomorfismo definido
por la restriccién del codominio B de o a Im(«).
Definimos 3 := a; '7 entonces tenemos

Bala) = ag'rala) = ay'(a(a)) =a, a€ A,

asi fa = 14.

“(b) = (a)”: Como fa = 14 entonces por corolario 3.9 c) tenemos que
Im(a) @ Ker(f) = B. Para terminar la prueba notemos que si a no es
inyectiva entonces deben existir a; # as en A tal que su imagen bajo « es la
misma y asi tenemos que a; = fa(a;) = Bla(ar)) = B(alaz)) = Balas) =
as, una contradiccion, por tanto a es un homomorfismo inyectivo que se
escinde. O

Sin ahondar mucho en el tema discutamos rapidamente lo que es un pus-
hout lo que nos servira para resultados mas adelante. Sean o« : A — By
¢ : A — M dos homomorfismos con el mismo dominio y tengamos en cuenta
el siguiente diagrama:

A—"=B

@ B

M-LoN
deseamos ver de qué manera podemos integrar estos homomorfismos en un
diagrama conmutativo y que para la pareja (v, 3), si tenemos otra pareja
que complete el diagrama de la misma manera, entonces de qué manera se
relacién con la primer pareja.

3.11 Definiciéon. Consideremos el diagrama conmutativo dado antes. La
pareja (1, 3) es llamada el pushout de la pareja (¢, a): si y solo si para cada
pareja (¢, 3 ) cony' : M — Xy 3 : B— X yi{'¢ = [« existe precisamente
un o : N — X con ¢ = o1, f/ = op.

Todo esto se ve claramente en el siguiente diagrama.

A—=B




No nos dentendremos para probar la unicidad de los pushout, esto se puede
encontrar sin ningin problema en cualquier libro de teoria de categorias; por
otro lado demostraremos la existencia que nos servira en lo posterior.

En lo siguiente denotamos a los elementos de M @& B por (b,m) y a los
elementos de (M & B)/U por (m,b).

3.12 Teorema. Sea la pareja (¢, «) dada por

p:A—> M, a:A— B.

Sea
N:=(M@&B)/U con U:={(¢(a),—a(a)):ac A}

y sean

v:M>mw— (m,0) €N, [f:B>bw— (0,b) €N,
entonces (1, ) son un pushout de (¢, «).

Demostracion. Antes que nada debe ser claro que M @ B es un médulo, que
U es submédulo de M @& B y que N es un médulo cociente y que ¢ y S son
homomorfismos, solo nos dentendremos a verificar que ¢ y § cumplen que

Yo = Pa. Seaa € A

vo(a) = fala) sii P((a)) = Blala)) sii (¢(a),0) = (0, a(a))

)
sii (¢(a),0) — (0, —a(a)) = 0sii (¢(a), —a(a)) =0,
lo que es cierto pues (¢(a), —a(a)) € U y por ende (¢(a), —a(a)) es quiva-
lente a la clase del 0.
Sean ¢ y ' como en la definicién 3.11. Definimos o : N — X por o((m, b)) :=
' (m) + B'(b). para ver que o es funcién es suficiente con notar que para
(m,b) € U se tiene que o((m,b)) =0:

o((¢(a), —a(a))) = ¢¥'é(a) — B'ala) =0
pues ¢'¢ = f'a. De nuevo es claro que o es un homomorfismo y que o = 1/

y o8 = 3. Solo falta demostrar la unicidad de o, para ellos supongamos que
existe o1 : N — X tal que 019 =" y 018 = ’. De lo anterior se sigue que

(0 —o1)p=0, (c—01)3=0,
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asi

0= (7~ o1)t(m) = (0 — 00)((m,0)),

0= (0 —01)B(b) = (o = 1) ((0,0)).

Como {(m,0),(0,b) : m € M y b € B} es un conjunto generador de N,
para el cual ¢ — gy es el funcién cero, entonces 0 — o7 = 0. Esto completa la
prueba. O

3.13 Teorema. Sea (1, ) un pushout de (¢, ). Entonces tenemos:

(1) « es inyectivo entonces v es inyectivo;

(2) Sea v un homomorfismo inyectivo, entonces tenemos: Im(1)) es suman-
do directo en N, o sea que 9 se escinde si y solo si existe un k : B — M
tal que ¢ = ko

A—"-~DB
Ve
s 7 lﬁ
»

Demostracion. (1)Sea a un homomorfismo inyectivo y sea 1)(m) = (m,0) =0
entonces existe a € A tal que (m,0) = (¢(a), —a(a)) y de esto se sigue que
—af(a) = 0, por tanto a = 0, por lo tanto m = ¢(a) = 0.

(2)Sea I'm(3)) un sumando directo en NN, entonces existe Ny tal que N =
Im(¢) & Ny. Como « es inyectivo, de (1) obtenemos que ¢ también lo es y
consecuentemente 1 induce una biyecciéon

o : M — Im(v).

Sea
m: N — Im(y)

la proyeccién que proviene del hecho que N = Im(¢) @& Ny, entonces k :=
Yy 178 cumple lo que necesitamos

ka(a) = Py 'mhala) = iy 'mpd(a) = ¢y 'm(d(a),0) = ¢(a).
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Inversamente sea k tal que ¢ = ka. Consideramos

£:N > (m,b)— m+ k(b) € M,

como &((¢(a), —a(a))) = ¢(a) — ka(a) = 0 entonces & es funcién y también
homomorfismo. Como &y(m) = &((m,0)) = m tenemos que i = 1y, de lo
anterior, por el corolario 3.10, se deduce la veracidad de que N = Im(y)) @
Ker(§).

O]

3.14 Teorema. Lo siguiente es equivalente para un médulo Q) g:

(1) Cada homomorfismo inyectivo
£:QQ— B
se escinde(i.e. Im(&) es sumando directo en B).

(2) Para cada homomorfismo inyectivo o : A — B y para cada homomor-
fismo ¢ : A — @ existe un homomorfismo x : B — @ con ¢ = ka.

Diagrama para (2):
A—+B

Demostracion. “(1)=(2)”:Completemos el diagrama de la definicién, sabe-
mos que existe el pushout de la pareja (¢, ), sean (¢, 3),

b:B—Nyvy:Q — N,

tal pushout.

A—-=B

1)

Q—=N

Como « es inyectivo entonces ¥ también lo es por el teorema 3.13(1) y de la
hipétesis tenemos que v se escinde(es sumando directo en N), ahora por el
teorema 3.13(2), existe
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k: B — (@ tal que ¢ = ka.

A—*~B
/
¢>l . lb’
. N
@ P
“(2)=(1)":Sean £ : Q — B un homomorfismo inyectivo y 1o : @ — @ un
homomorfismo, de la hipétesis sabemos que existe
k: B — @ tal que ¢ = kK«

ahora directo de el corolario 3.10 tenemos que ¢ se escinde.

Q . B
/
kE=1g /;

Q

¥

m
3.15 Definicién. A un moédulo que cumple lo anterior se le dice inyectivo.

3.16 Teorema. (Criterio de Baer) Un médulo Qg es inyectivo si y solo si
para cada ideal derecho U < Rp y para cada homomorfismo p : U — @
existe un homomorfismo 7 : Rp — @) con p = 71, donde 7 es la inclusiéon de

U en R.

Demostracion. Primero notemos que es claro de la definicién de médulo in-
yectivo que la necesidad implica la suficiencia. El converso se sigue en dos
pasos.

Paso 1: Sea a : A — B un homomorfismo inyectivo y sea ¢ € Hompg(A, Q).
Sea C' < B con Im(a) < C yseay:C — @Q con ¢(a) = ya(a) para toda
a € A.

Afirmacién. Existe un C; < Bcon C < Cy yun v : Cp — @ con 7| =7
(¢(a) = na(a)).

Para probar esta afirmacién sea b € B, b ¢ C, sea C; = C + bR. Si tuvie-
ramos que C' N bR = 0 entonces podriamos extender ~ trivialmente a Cf.
La dificultad yace en el hecho de que podemos tener C' N bR # 0. ;Cémo?.
Si tuvieramos que R = Z y C = 2bZ se sigue que b ¢ C' y también que
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CAbR 0,
Sea
U:={u:ue RNbueC},

veamos que U < Rp. Sean uq,us € U, entonces
ulb,UQbE C:>U1b+UQb€ C= (U1+U2>b6 C:>U1+U2 eU.

Sea r € R, como u;b € C se tiene que u;br € C' y por tanto uir € U, asi
para toda u;,uy € U y para toda r € R se cumple que u; + ug, uir € U, por
tanto U < Rp.

Sea £ : U 3 u+— bu € C' un R-homomorfismo. Sea p = ¢, entonces tenemos
que p : U — @ y por hipdtesis tenemos que existe 7 : Rg — @) con p = 71
donde 7 es la inclusién de U en R.

U—=R

l /
/
/

c

l/

.

4

Q
Ahora definimos v : C; — @ por

o

1 :C+bR>c+br—vy(c)+7(r) € Q,

para establecer que 7, es funcién sean ¢ + br = ¢; + bry con ¢,c; € C'y
r,r1 € R, entonces ¢ —c¢; = b(r; —r) € CNbR y por tanto r —r € U, luego
v&(ry —r) = 7(r; — r), dando como resultado que

V(e =) =(b(r = 7)) =7&(r —r) = 7(r = 7),

se sigue que y(¢) + 7(r) = y(c1) + 7(r1), como v y 7 son R-homomorfismos
entonces y; también lo es y por la definicién de vy, y1|c = 7.

Paso 2: Ahora veamos que nos podemos “aproximar” a B y a un morfis-
mo que vaya de B a Q. Sea Cj := Im(a) y sea ag el isomorfismo de A sobre
Cy inducido por . Més aun sea 7 := ¢ag ', entonces tenemos ¢(a) = ypa(a)
para todo a € A. Extendemos 7y a todo B con ayuda del paso 1 y M6. Para
esto sea
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L={y:C—=>Q:Co<C<BYYc ="}

cabe mencionar que Cy C B pues de lo contrario « seria una biyeccion y se
obtendria de inmediato que el teorema es cierto, asi el caso que nos interesa
es cuando « no es biyeccion, entonces en particular vy € I'. Recordemos que
para dos homomorfismos py A, u € A quiere decir que Dom(u) € Dom(\),
I'm(p) € Im(A) y

(a, pu(a)) € p entonces (a, pu(a)) € Xy u(a) = Aa).

Sean v1,72 € 'con v : C7 — Q vy 72 : Cy — @ tal que v C 79, esto
implica que C; C Cy, es evidente que 73|, = 71, notemos que C; < Cy.
Por M6 existe n C I' C-maximo que es un nido. Sea ¢ := Un donde

Dom(6) = UyenDom(7), Im(d) = UyenIm(y) C @,

llamemos D = Dom(d)(§ : D — Q). Demostraremos que d|¢, = 7. Sea
c € Cy, sea v € n, tenemos que y(c) = o(c), como y(a) € Im(J) entonces
d(c) = vl(c), por lo tanto d|c, = 70, de esto se sigue ¢(a) = da(a), ahora
bien nos debemos detener a pensar en como es D, si D = B la prueba esta
completa y si D # B entonces tenemos que 0 € I'. Ahora veamos que € n,
para ello sea n* =nU {6} C T, sean o, 5 € n*:

i) si a,f € nentonces a C fo B C «;
ii) si «, 8 € {6} entonces o = 3y por tanto o C f3;
iii) sia € ny 5 € {d} entonces por la definicién de § tenemos que o C .

Por lo tanto n* es un nido y como n C n*, por la maximidad de n, n* =ny
dE€n.

Por ultimo veamos que § es C-maximo en I'. Supongamos que existe 6* € '
tal que § C §*, sea n** := n U {J§*}, igual que antes vemos que n** es un
nido, pero 0* ¢ n, por lo tanto n C n**!, por la maximidad de n tenemos que
d es C-méximo en I'. Ahora por paso 1) existe By < B con D < By y un
K: By — @ con k|p = 4.

Por demostrar que By = B. Supongamos que By # B, entonces

By £ By kle, = (klp)ley, = dlcy = Y0,
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por lo tanto k € I', ademéas d C k, una contradiccion, por ser 6 maximo. Por
tanto By = B y esto implica que k : B — Q (¢(a) = ka(a)).
Por lo tanto Qi es un médulo inyectivo. ]
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