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INTRODUCCION

En el presente trabajo se estudian algunas caracterizaciones de anillos MAX, las
que se hacen a través de la categoria de R—Mdd, es decir, se dice qué condiciones
son necesarias y suficientes en R—Mdd para que el respectivo anillo sea MAX.

Se consideran anillos asociativos con unidad. Un R—mddulo izquierdo M es Max si
cada submoddulo distinto de cero de M, tiene al menos un submodulo maximo. Un
anillo R es MAX izquierdo si cada R—mdédulo izquierdo M distinto de cero es Max.
Los anillos MAX tomaron interés tras la conjetura del Dr Hyman Bass, la cual dice
que: un anillo R es perfecto izquierdo si, y sélo si, R es MAX y R no tiene un
conjunto infinito de idempotentes ortogonales.

En 1966, Ross M. Hamsher demostrd que la conjetura es cierta para anillos conmuta-
tivos [5], para lo que estableci6 algunas equivalencias de anillos MAX conmutativos.
En 1969, John H. Cozzens en “Homological properties of the ring of differential
polynomials” y L.A. Koifman en “Rings over which every module has a maximal
submodule” dan ejemplos con los que muestran que en el caso general la conjetura
de Bass no es cierta; Koifman en el camino de su ejemplo estableci6 equivalencias
de anillos MAX.

Mis tarde V. P. Camillo, en 1975, con “On some rings whose modules have maximal
submodules” retoma los anillos MAX con el fin de hablar de V—anillos, pero es en
1995, cuando el matematico estadounidense Carl Faith escribié un articulo en el cual
se centra Unica y exclusivamente en anillos MAX, “RINGS WHOSE MODULES
HAVE MAXIMAL SUBMODULES” [3], en el se dedica a establecer equivalencias
de los anillos MAX.

El objetivo de este trabajo es estudiar el articulo de Faith y con ayuda de otros
articulos de dlgebra abstracta, como [5] y [6], presentar de forma explicita las de-
mostraciones correspondientes. Para ello exponemos dos teoremas de Ross M.
Hamsher que nos suministran las siguientes equivalencias: (1) Un anillo conmu-
tativo R es MAX si y sblo si R/rad(R) es Von Neumann regular y rad(R) es
T—nilpotente derecho. (2) Un anillo R es MAX si y s6lo si R/rad(R) es MAX y
rad(R) es T—nilpotente derecho. Estas equivalencias son herramientas importantes
para el trabajo de Faith.

En el capitulo I se encuentran definiciones y resultados que son necesarios para
entender el capitulo 11, en el cual se presentan todas las caracterizaciones de anillos
MAX dadas en el trabajo de Faith.
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En la primera seccién del capitulo II, Médulos Max, se tienen las siguientes equiv-
alencias de anillos MAX: (1) R es un anillo MAX izquierdo si y s6lo si R—Maéd
tiene un cogenerador Max. (2) Otra equivalencia involucra radicales transfinitos.
Existe un cogenerador R—Mdd tal que para algtn ordinal @, rad®(C) = 0 si y s6lo
tal cogenerador es Max y de acuerdo a la equivalencia anterior ocurre si y sélo si
R es MAX. (3) R es MAX si y s6lo si cada R—mddulo izquierdo casi-inyectivo M,
distinto de cero, tiene al menos un submoédulo maximo y esto ocurre si y s6lo si cada
R—mddulo izquierdo casi-inyectivo co-ciclico M, distinto de cero, tiene al menos
un submédulo méximo.

En la seccion 2.2, Series Loewy y médulos semisimples transfinitos, se obtiene una
condicion necesaria para que un anillo R sea MAX: que las capsulas inyectivas de
cada R—moddulo simple sean semisimples transfinitas. En las secciones 2.3 y 2.4 se
establecen relaciones de los anuladores, que serdn necesarias para la seccion 2.5.
Los V—anillos son ejemplos de anillos MAX, en la seccién de cogeneradores inyec-
tivos (2.5) queda establecido que dado un cogenerador inyectivo C de R—Mdd, se
tiene que R es un V—anillo si y sélo si rad(C) = 0. Ademas en la seccion 2.5, con
ayuda de la seccién 2.4 y A, el anillo de endomorfismos de un cogenerador inyectivo
C de R—Modd, se formulan algunas equivalencias mas de anillos MAX, por ejemplo:
(1) R es MAX si y sélo si A/L tiene zoclo distinto de cero para L = annpa(M),
donde M es un submdédulo distinto de cero de C'y (2) R es MAX si y s6lo si rad(R)
es T—nilpotente y A/L tiene zoclo distinto de cero para L = annpa(M), donde M es

un submédulo distinto de cero de C, anulado por rad(R).
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Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1 Anillos

Definicion 1.1.1. 1) Un anillo R es un conjunto distinto del vacio con dos op-
eraciones binarias + y -, llamadas adicion y multiplicacion, respectivamente,
que satisfacen:

i) (R,+) es un grupo abeliano.
ii) - es asociativa: (a-b)-c=a-(b-c)paracadaa,b,c € R.

iii) Se cumplen las leyes distributivas: para cada a, b,c € R
(a+b)-c=(a-c)y+(b-c)ya-(b+c)=(a-b)+(a-c).

2) Decimos que el anillo R es un anillo con identidad si existe un elemento

1 € Rtal que paracadaa € Rsecumpleque 1 -a=a-1=a.
3) El anillo R es conmutativo si la multiplicacién es conmutativa.

4) Para un anillo R con identidad, decimos que r € R, r # 0, tiene inverso
multiplicativo izquierdo si existe z € R tal que zr = 1. Decimos que r tiene
inverso multiplicativo derecho si existe w € R tal que rw = 1. Decimos que
r € R, r # 0, es unidad si r tiene inverso multiplicativo derecho e inverso

multiplicativo izquierdo.

Nota: En lo sucesivo del trabajo usamos anillos con identidad, en adelante escri-

biremos solamente anillo para referirnos a anillos con identidad.

Definicion 1.1.2. Un anillo R con identidad, donde 1 # 0, es llamado anillo con
division si cada elemento diferente de cero a € R tiene inverso multiplicativo. Un

anillo conmutativo con division es llamado un campo.

Definicion 1.1.3. Sea R un anilloy I € R no vacio. I es un ideal izquierdo de R si

y s6lo si:

1) I es un subgrupo aditivo de R.



2) Paracada (r,a) € Rx I secumplequer-a € I.

Andlogamente se define ideal derecho. Un ideal es un ideal derecho e izquierdo.

Sea R un anillo y a € R, entonces se puede verificar que Ra = {ra | r € R} es un
ideal izquierdo. A Ra le llamaremos ideal principal izquierdo.
También se puede verificar que aR = {ar | r € R} es un ideal derecho, al que

llamaremos ideal principal derecho.

Definicion 1.1.4. Sea R un anillo. Y P un ideal propio de R, entonces P es un ideal

primo si y sélo si: ab € P implicaquea € Po b € P.

Definicion 1.1.5. Un ideal propio / de R es llamado semiprimo si para cualquier
J ideal de R tal que para algun entero positivo n se cumple que J" C I, entonces
JCI

Definicion 1.1.6. Sea R un anillo y A un subconjunto del conjunto de ideales de R.
Decimos que A es una cadena de ideales de R si y sélo si para cualesquiera Iy, I, €

Asecumpleque /1 € Lol C I.

Definicion 1.1.7. Sea R un anillo y A una cadena de ideales de R. Definimos la

longitud de A como la cardinalidad de A.

Definicion 1.1.8. Sea R un anillo. La dimensiéon de Krull de R es el supremo de

las longitudes de todas las cadenas de ideales primos de R.

Definicion 1.1.9. Sea R un anillo. a € R es nilpotente si y sélo si existe n entero

positivo tal que a" = 0.

Definicion 1.1.10. Sea R un anillo. R es un anillo reducido si y s6lo si R no tiene

elementos nilpotentes distintos de cero.

Definicion 1.1.11. Sea R un anillo. I es un ideal maximo de R si no existe otro

ideal propio de R que contenga propiamente a /.

Definicion 1.1.12. Sea R un anillo. R es un anillo local si y sélo si existe un tnico

ideal M de R méaximo. Usualmente decimos que (R, M) es local.

Definicion 1.1.13. Sea R un anillo, el radical primo de un anillo, Nil.R, es el mas

pequefio ideal semiprimo de R.



Observacion: Si R es conmutativo Nil,R = Nil(R), donde Nil(R) es el conjunto

de todos los elementos nilpotentes de R.

Definicion 1.1.14. Sea R un anillo. R es un anillo Von Neumann regular si y sélo

si para cada a € R existe x € R tal que a = axa.

Teorema 1.1.15. Sea R un anillo. R es Von Neumann regular siy sélo si cada ideal
principal izquierdo de R es un sumando directo de R si'y solo si cada ideal iderecho

es un sumando directo de R.
Demostracion. Péagina 175 [1]. [ ]

1.2 Localizacion de un anillo

Motivacion de localizacion:

Sea R un anillo conmutativo con identidad que no es un campo, es decir, en el
que no todos sus elementos distintos de cero tienen inverso multiplicativo. La
idea algebraica de localizacion es entonces hacer a mas (o incluso a todos) de los
elementos distintos de cero, invertibles, introduciendo fracciones de la misma forma
que pasamos de los nimeros enteros Z a los nimeros racionales Q.

Lo mostraremos de forma mads precisa con este ejemplo particular: empezemos con
R =2Z,yseaS =7Z)\ {0} el subconjunto de R cuyos elementos deseamos que sean

invertibles. En el conjunto R xS consideramos la siguiente relacion de equivalencia:

(a,8)~(d,s') e as’"—d's=0

y denotemos a la clase de equivalencia de (a,s) como ¢. El conjunto de estas

“fracciones” es claramente Q, y podemos definir la adiciéon y multiplicacién en Q

en la forma esperada por:
a d as’'+das
s’ ss’

a d ad
5y

s’ 58
Definicion 1.2.1. Sea R un anillo conmutativo. Un subconjunto S C R es llamado

cerrado bajo la multiplicaciénsi 1 € Sy ab € S paracadaa, b € S.

Proposicion 1.2.2. Sean R un anillo conmutativoy S C R un conjunto cerrado bajo

la multiplicacion. Entonces:

(a,s) ~ (d',s") © existe un elemento u € S tal que u(as’ —a’s) =0



es una relacion de equivalencia en R X S

Demostracion. Claramente ~ es reflexiva y simétrica (R es conmutativo). Veamos
que es transitiva:
Si(a,s) ~ (d,5")y (d,5") ~ (a”,s”) entonces existe u,v € S con u(as’ — da’'s) =

v(a's” —a”s") = 0y por tanto

suv(as” —a”s) = wuv(as’'s” —a"’s’s)
= wv(as's” —d'ss” +d'ss” —a"s's)

= wv(as's” —a'ss”)+uv(d'ss” —a"s’s)

s"v-ulas’ —a's)+su-v(a's" —a’s’) =0

Como S es cerrado con la multiplicacion, s'uv € S, entonces (a, s) ~ (a”, s”) y por

tanto ~ es transitiva. [ |

Definicion 1.2.3. Sea R un anillo conmutativo, S € R un conjunto cerrado bajo la
multiplicacién y ~ la relacion de equivalencia en R X S definida en la Proposicion
1.2.2. Denotamos la clase de equivalencia del par (a, s) € R X S por <. El conjunto
de clases de equivalencia

S_IR:{g:aeR,s’eS}
s

es llamada la localizacion de R en el conjunto cerrado bajo multiplicacion S

Proposicion 1.2.4. Sea R un anillo conmutativo, S C R un conjunto cerrado bajo

la multiplicacion, entonces S™'R es un anillo con adicion y multiplicacion

a ada as'+ds a d aa
! ’ ’
s s s s s

’

ss’

0 1
Yy Cuyo cero es 3 y uno es y.

Demostracién. Veamos que laadicién y multiplicacién en S~! R estdn bien definidas:

Si(a,s) ~ (a”,s5”), es decir, u(as” — a”s) = 0 para algin u € S, entonces

u((as’ + a's)(s"s’) = (a@"s" +d's")(ss")) = u(as’s”s" +a'ss"s’

—a"’s’ss’ —a's"ss")
1w/ ” 7 7
= u(as’'s”"s" —a"s’ss")

= u(s)(as" —a"s) =0



u((aa’ )(s"s) — (a"a’)(ss")) = d's" - u(as” —a”s) =0,

as’+a’s a’s'+a’s”  aa’ _ a’d

por tanto <=5 = =500 57 = S7sT

Se verifica facilmente que las operaciones cumplen lo necesario para que S™'R sea

un anillo. [ ]
Ejemplos:

a) Lalocalizacionde Z con S = Z \ {0} es Q.

b) Sea P < R un ideal primo. Entonces S = R\ P es cerrado bajo la multipli-

cacién. La localizacion S~ R es denotada por Rp).

c¢) Para un elemento fijo a € R, § = {a" : n € N} es claramente cerrado bajo la

multiplicacién. S~' R se denota como Ra)-

d) Si p € Z es un nimero primo entonces la localizacién del elemento p nos da
el anillo

%:aGZ,nEN}.

T =
=

Proposicion 1.2.5. Sea S un subconjunto de R cerrado bajo la multiplicacion. Sea

¢©: R — S7'R tal que ¢(a) = § morfismo de anillos.

a) Para cada ideal I < R tenemos que

go(I):{%laEI,SES}.

b) Para cada ideal 1 < S7'R, o(¢™'(I)) = I, (¢™'(I) es la preimagen de I).

¢) ¢ nos proporciona una correspondencia biyectiva entre los siguientes con-

juntos:

ideales primos [ en R con INS = @} «— {ideales primos en S™'R}.
{ p p

I = o)
Demostracion. a)Para s € S, %(p(a) = ¢ € ¢(I) paracada a € [ y como

{g|ael,s€S}
s



es un ideal en S'R, se sigue la igualdad.
b) Basta mostrar que I C ¢(¢~'(I)). Sea £ € I, entonces a € ¢~ '(I), pues
¢(a) = § = 5% € 1, de a) aplicado a ¢—1(/) se sigue que $ € (e~ 1(D).

¢) Notemos primero que la siguiente relacion esta bien definida:

{ ideales primos en S_IR} — {ideales primos I en Rcon I NS = @} .

I — ¢'()

Si I esunideal primo en S~' R, entonces ¢~ !(I) es primoen R. Ademis, ¢~ (1)NS =
@ pues todos los elementos de S son enviadas a unidades por ¢, y I no contiene
unidades.

Ahora veamos que la siguiente relacion estd bien definida:

{ ideales primos /en RconI NS =@} — { ideales primos en S_lR} .

I - o)

Sea I < R un ideal primo con I/ N S = @, debemos ver que ¢(/) es primo. Para
b -1 b b _ .

£, 7 € ST Rtal que {7 € ¢(I), de a) tenemos que <7 = ¢ paraalginc € I yu € S,

es decir, existe v € S tal que v(abu — stc) = 0y vstc € I, esto implica que vabu € 1.

Como [ es primo, alguno de esos elementos debe estar en I, pero u, v € S, entonces

se concluye que a € [ 0 b € Iy por tanto de a) se tiene que ¢ € ¢(I) o ? € o(I).

Ademds, para cada ideal primo 7 en S~!R por b) se cumple que

el () =1.

Veamos que para cada ideal primo / en R con I N S = @ se cumple

¢ (D) = 1.

Para eso basta verificar que ¢~ !(¢(1)) C 1.

Sea a € ¢ !(p(1)), es decir, p(a) = $ € ¢(I). De a) se tiene que ¢ = f para
belys €S,y por tanto existe u € S tal que u(as — b) = 0 de donde uas € I,

como / es primo alguno de los factores debe estaren /. Pero s, u € Sdeahiquea € 1.

Finalmente, si tenemos /, J ideales primosen Rcon INS =2y JNS = o tales
que (1) = @(J), entonces ¢~ ((I)) = ¢~ (@(J)) y por tanto I = J lo que es una
contradiccién, de ahi que ¢ es inyectiva. Ademads, para I ideal primo en S™'R,
¢~ 1(I) es un ideal primo en R con ¢ '(I)N S = @ y como ¢(¢~!(I)) = I, de ahi que

@ es suprayectiva, por tanto tenemos lo deseado. [
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1.3 Moédulos

Definicion 1.3.1. Sea R un anillo. Decimos que M es un R—mddulo izquierdo si

y s6lo si se cumple lo siguiente:

1. (M, +,0) es un grupo abeliano.

2. Existe una operacion o una ley de composicion externa

-RXM->M

tal que para cualesquiera ry, r, r € Ry ay, ar, a € M satisface:

i) (rir2)a = ri(na).
ii) (r + m)a = ra+ na.
iii) r(a; + ap) = ra; + ray.

iv) la = a.

Definicion 1.3.2. Sea M un R—mddulo izquierdo. Un subconjunto A de M es un
submédulo de M si y sélo si con las operaciones heredadas de M es un R—médulo

izquierdo. Que A sea submédulo de M se denota por A < M.

Lema 1.3.3. Sea M un R—mdédulo izquierdo. Si A es un subconjunto no vacio de

M entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) A< M.

2) Para cada ay,ay € A se tiene que ay + a, € A (con respecto a la adicion en

M)y para cada a € Ay para cada r € R, se cumple que ra € A.

Demostracion. Lema 2.2.2 [7]. [ ]

Definicion 1.3.4. 1) Se dice que M es un R—mdédulo izquierdo ciclico si y sélo

si existe m € M tal que M = Rm.
2) Un ideal ciclico izquierdo es llamado ideal principal izquierdo.

3) El R—mdédulo izquierdo S es simple si y s6lo si S # 0 y para cada submoédulo
A< Ssetieneque: A=06A=S.

4) El anillo R es simple si y s6lo si R # 0y para cada A < gRp se tiene que:
A=00A=R.



5) Un submédulo N < M es llamado minimo de M siy s6lo si 0 £ N y para
todo B < M tal que B £ N se tiene que B = 0.

6) Decimos que N £ M es maximo de M siy s6losi0 £ Nyparacada B < M

tal que N £ B se tiene que B = M.

Lema 1.3.5. Un R—mddulo izquierdo S es simple si y solo si para cada m € S

distinto de cero, S = Rm.

Demostracion. Sea S un R—mddulo izquierdo simple, entonces S # 0 y en conse-
cuencia existe m € M con m # 0. Luego 0 # Rm < M. Por tanto Rm = §S.

Para el reciproco, sea N < S tal que N # 0. Podemos tomar n € N, tal que 0 # n.
Por hipétesis, Rn = My Rn < N. Asi § < N, porlotanto S = N. [ |

Lema 1.3.6. Sea M un R—modulo izquierdo y sea X C M, entonces

(Xt rixilrieRx;eX,neN} siX+#@
{0} siX=0

A=

es un submodulo de M.

Demostracion. Si X = @, el resultado es inmediato.

Supongamos que X # @, entonces existe x € X, luego (-1)x € Ay x € A. Por
tanto0 = —x + x € A.

Sean ay, a; € A, entonces a; = Y/, r;Xx; y az = ¥i° /X!, y por tanto

n

m
a1+a2:Zr,-xi+Zri'xlf:r1x1+~--+rnxn+r{xi+~~-+r,;1x,'n€A.

i=1 i=1
Ahora tomemos r € Ry a € A, entonces, a = Z?:l rix;. Luego

n

ra = rZr,-xl- =r(rxi+...+rx,)
i=1

r(rixy) +...r(rpx,)

(rr))x1 + ...+ (rry)a, € A.

Por lo tanto, A < M. ]

Notacion: Denotamos (({N < M | X € N} como (X].

Proposicion 1.3.7. (X] es el menor submodulo de M que contiene a X.



Demostracion. Sea N un submodulo de M tal que X € N Veamos que (X] C N.
Si N es un submddulo de M que contiene a X, entonces N es un intersectando de
(X] y por tanto (X] C N. [

Lema 1.3.8. Sea M un R—modulo izquierdo y X C M, entonces

(X rixilneN,reRxeX} siX#0
{0} si X = Q.

(X]=A=

Demostracion. Si X = @, entonces (X] = {0} = A.

Supongamos que X # @. Como (X] es el menor submédulo de M que contiene a
X, entonces (X] C A, pues x = lx € A para cada x € X, es decir, X C A, y ya
sabemos por el Lema 1.3.6 que A < M.

Resta ver que A C (X]. Sea a € A, entonces existen r; € R, x; € X tales que
a= ;| rix.

Para cada N submoddulo de M tal que X C N, se tiene que r;x; € N para todo

i € {l,...,n}. Estoimplica que rix; + ...+ r,x, € N para todo N submédulo de
M que contiene a X, es decir, a € (\{N < M | X € N}. Entonces a € (X], por
tanto A C (X] obteniendo lo deseado. [

Notacion: (X] = RX

Definicion 1.3.9. Sea M un R—modulo izquierdo.

1) X € M es llamado un conjunto generador de M si (X]| = M = RX.

2) Un R—mddulo izquierdo (o ideal izquierdo) es llamado finitamente generado
siy sélo si existe X C M finito tal que (X] = M.

3) Sea X € M. Diremos que X es libre si y solo si para todo subconjunto finito
{x1,...,x,} € X, conx; # x;sii# j,ocurre quesi ", r;x; = 0conr; €R,

entonces r; = 0, paracadai € {1,...,n}.

4) Un subconjunto X de M es llamado base de M siy sélo si X es libre y es un

conjunto generador de M.
Proposicion 1.3.10. Sea M un R—mdodulo izquierdo y My, My < M. Entonces,
M, + M, = {m1 + my | m; € M, /\m2€M2}

es un submodulo de M.



Demostracion. Para esta demostracién usaremos el Lema 1.3.3. Como M, M, <
M, entonces tanto M; como M, son distintos del vacio y por tanto existe m; € M,
y my € M,. Luego my + my € My + M, de donde M| + M, es distinto del vacio.

Ahora, si my + m», my + m;, € My + M>, entonces
(my +mp) + (m +m,) = (my +m)) + (my +m,) € My + My

pues M|, M, < M. Ydador € R,r(m;+my) =rm;+rmy,yrm; € Myyrmy € M,
pues My, My < M de ahi que r(m; + my) € My + M,. Se sigue del Lema 1.3.3 que
M+ M, <M. [ ]

Proposicion 1.3.11. Sea M un R—mdédulo izquierdo y {A; | i € 1} una familia de

submodulos de M, entonces:

U

iel

{2ycrai | ai € A, J finito} sil # @

0 sil = 0.

Demostracion. Si I es distinto del vacio entonces por definicién

UA,' :{Z”]riai|ai€Ai,rieRyn€N}.

i€l i=1

Sea a. =ria;, a; € A; pues A; < M, entonces

A < {Zm ieJ,JgIﬁnito}.

i€l Jci

Ademis, >, ; a; € (;e; Ai] con J C [ finito, entonces

{Za,-|ieJ,Jﬁnito} <|Ja

iel
Por tanto, tenemos lo deseado. [ ]

Definicion 1.3.12. Sea M un R—moédulo izquierdo y {A; | i € I} una familia
de submodulos de M, entonces »;c; Ai = (U;e; Ai] es llamada la suma de los
submddulos A:s.

Lema 1.3.13. Sea M un R—modulo izquierdo y A < M. Entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

1) A es submoédulo maximo de M.
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2) Para todo m € M distinto de cero, si m ¢ A entonces A+ Rm = M.

Demostracion. Supongamos que A es submddulo maximo de M. Seam € M
conm # 0 tal que m ¢ A, entonces A < A + Rm, pero A es maximo en M, en
consecuencia A + Rm = M.

Para el reciproco supongamos que existe B < M tal que A < B, luego existe m € B
tal que m ¢ A, note que m # 0 ya que 0 € A, se sigue que A + Rm = M, pero
Rm < By A < B,entoces M = Rm+ A < B. Tenemos asi que M = By por tanto

A es maximo. [

En dlgebra la version mds usada del axioma del eleccion es el Lema de Zorn, que

para comodidad del lector mencionamos a continuacion:

Lema 1.3.14. (Lemade Zorn) Sea A un COPO. Si todo subconjunto de A totalmente

ordenado tiene cota superior en A, entonces A tiene elemento maximo.

Teorema 1.3.15. Sea M un R—mddulo izquierdo. Si M es finitamente generado,

entonces cada submodulo propio de M esta contenido en un submoédulo mdximo de
M.

Demostracion. Sea {my,...,m;} C M un conjunto generador de M ysea N < M.
Definamos
O={A| N<A< M}

Note que @ es distinto del vacio pues N € .

Observe que (@, €) es un COPO. Sea I € @ un conjunto totalmente ordenado. Si

'={A|iel}ly
c=|Ja,
i€l
veamos que C es cota superior de I' en .

Como N < A; paratodo i € I, entoces N C C. Resta verificar que C es submédulo
propio de M.

i) Paracadai € I,0 € A;, de donde, 0 € C.

ii) Si my,my € C existen A;,A;, € I' tal que my € A;; y my € A;,, luego
my +my =€ A;, UA;, C C.

iii) Sear € Ry m € C, entonces m € A; para algini € I y A; es R—médulo, por

tanto, rm € A; y en consecuencia rm € C.
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Por lo tanto, C < My N < C.

Supongamos que C = M, entonces {my,...,m;} C C, y existe A; € T tal que
{my,...,m;} C A;. De esto se sigue que M = ({my,...,m}] < A; y por tanto
A; = M, lo que es una contradiccon pues A; € T, es decir, A; £ M. Por tanto
C £ MyN < C,ademas es claro que para toda i € I sucede que A; C C, entonces
C es cota superior de I' en ®. Luego por el Lema de Zorn existe D un elemento
maximo en O.

Veamos que D es submédulo méximo de M.

SeaL £ Mtalque D < L. Como N < D, entonces N < L £ M, lo que implica
que L €e ®y D < L, enconsecuencia D = L. Por tanto D es un submddulo maximo

de M que contiene a N. [

Lema 1.3.16. (Ley modular) Sea M un R—modulo izquierdo y sean, A,B,C < M
con B < C. Entonces:
(A+B)NnC=(ANnC)+B.

Demostracion. Seac € (A+B)NC,entoncesc € Cyc =a+bparaalgunosa € A
y b € B,luego,a =c—b e Aycomo B < C entonces ¢ — b € C en consecuencia
ac ANCybeB.Portantoa+b e (ANC) + B.

Sead € (AN C) + B, entonces d = a + b para algunosa € ANCyb € B,y
como B < C, setieneque b € C,luegoa+b € Cya+b € A+ B, es decir,
a+be(A+B)nC. [

Definicion 1.3.17. Sea M un R—mddulo izquierdo y {B; | i € I} una familia de

submddulos de M, decimos que M es la suma directa de los B;.s Si:
1) M =3, B

2) BN (ZjeIBj) =0.

j#i
La suma directa de la familia {B; | i € I} se denota por €P,; B;.
Definicion 1.3.18. Sea N < M, definimos
M
—={m+N|me M}
N
el cociente de M con N.

Observacion: % es un R—mddulo izquierdo con las operaciones:
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1) my +N)+ (m; +N)=(m +my)+ N.
2) Parar e R,r(m+ N)=rm+ N.

3) (%, +, N) es un grupo abeliano pues como M es abeliano, todos los subgrupos

son normales y asi % estd bien definido.

1.4 Morfismos de modulos

Definicion 1.4.1. Sean M y M; R—mddulos izquierdos, decimos que una funcién
a: M — M, es un morfismo de médulos si y sélo si para todo 1, 7, € Ry para todo

my, my € M se tiene que:

a(rimy + romy) = ria(m) + rna(ms)

Ejemplos Sean M y M; R—mddulos izquierdos:

0o: M — M, esel morfismo cero de R-mddulos.

m —0
Id: M — M es el morfismo identidad en M.

m = m

t: N — Meslainclusionde N en M cuando N < M.
n —n

M .
v: M — N es el morfismo canodnico.

m B> m+N

Proposicion 1.4.2. Sean U < M,V < My y a: M — M, morfismos de médulos

izquierdos, entonces:

1) a(U) < M.

2) a” (V)< M.
Demostracion. 1) Como 0 € U entonces 0 = a(0) € a(U). Sean r;,r, € Ry
my,my € a(U) entonces existen ny,ny € U tales que a(ny) = my y a(ny) = my,

luego,

rimy + ramy = ria(ng) + na() = a(ring + rnn)

yring +mnny € UpuesU < M.
2) Es andloga a 1). -
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Definicion 1.4.3. Dado un morfismo de R—mddulos izquierdos, @: A — B, defini-

mos:

1) ker(a) = a'(0).
2) Im(a) = a(A).
Observacion

Sean a: A — By B: B — C dos morfismos de R—mddulos izquierdos con

Im(a) C B, entonces (B o a) = Ba: A — C es un morfismo de médulos.

Definicion 1.4.4. Sean C y A R—modulos izquierdos, definimos a Homg(C, A)

como sigue:
Hompg(C,A) ={f: C — A| f es morfismo de médulos }.

En caso de que C = A, se denota a Homg(C, C) como Endg(C).

Observacion: Dado un R—mddulo izquierdo A, (End(A), +, o) es un anillo, al que

llamamos el anillo de endomorfismos de A.

Definicion 1.4.5. Dado un morfismo de R—mddulos izquierdos a: A — B.

1) Decimos que @ es un monomorfismo si y sélo si para cualesquiera yy,y; €

Homg(C, A) si ay; = ay,, entonces y| = 3.

2) a es epimorfismo si y sé6lo si para cualesquiera yi,y, € Homg(B,C), si

Y1 = Y2, entonces y1 = 2.
3) a es bimorfismo si y s6lo si @ es monomorfismo y @ es epimorfismo.

4) a es isomorfismo si y solo si existe f: B — A, 8 € Homg(B, A) tal que
Ba=1ayap=1p.

Teorema 1.4.6. Sea a: A — B un morfismo de médulos izquierdos, entonces:

1) « esinyectiva siy sélo si @ es monomorfismo.
2) a es suprayectiva si 'y solo si a es epimorfismo.

3) « es biyectiva si 'y solo si a es bimorfismo si 'y solo si « es isomorfismo.
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Demostracion. Teorema 3.1.5 de [7]. [ |

Notacion: Sea a: A — C un morfismo de R—mddulos izquierdos.

1) Si @ es monomorfismo, entonces lo denotamos como: q: A>——C .
2) Si « es epimorfismo, lo denotamos como: @: A—=C .
3) Si a es isomorfismo, entonces lo denotamos como: q: A>=C.

4) Si A < C, ¢ el morfismo inclusion de A a C se denota como: t: A——C

Definicion 1.4.7. Dados dos R—mddulos izquierdos A y B decimos que son iso-

morfos, A = B, siy sélo si existe un isomorfismo a: A — B.

Observacion: = es una relacion de equivalencia en R—M6d, donde R—Mdd es la

categoria de todos los R—mo&dulos izquierdos.

Lema 1.4.8. Sea a: A — B un morfismo de R—mdodulos izquierdos, entonces se

cumplen:

1) a es monomorfismo siy solo si ker(a) = 0.
2) SiU < A entonces a” (a(U)) = U + ker(a).
3) V < Bentonces a(a” (V) = V N Im(a).
4) Sea B: B — C, entonces
a) ker(Ba) = a~(ker(B)).
b) Im(Ba) = B(Im(e)).
Demostracion. Lema 3.1.8. de [7]. [ ]

Definicion 1.4.9. Una reticula es un COPO (X, <) en el que para todo x,y € X
existen sup{x, y} e inf{x, y}.

Observacion: Sea M un R—mddulo izquierdo entonces
[OOM]={N|O0O<N< M}

con el orden de la inclusion es una reticula con las siguientes operaciones: para Ny,
N, € [0, M]
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i) Sup{Nl,Nz} = N; + N,.

ii) inf{Ni, N2} = N N N,.
En general, si N < M, [N,M] = {B | N < B < M} con el orden de la inclusion es
una reticula con las mismas operaciones definidas en i) y en ii).

Definicion 1.4.10. Sean (L, <) y (L', <) reticulas. Una funcién a: L — L’ es

un morfismo de reticulas si y s6lo si para cualesquiera x, y € L se cumple que:

a(sup{x, y}) = sup{a(x), a(y)} y ainf{x, y}) = inf{a(x), a(y)}.

Observaciéon: Sean M un R—moédulo izquierdo y N < M, entonces el morfismo

candnico

viM —

SIS

m — m+N
es un epimorfismo. Dado k+ N € % se cumple que k € M y por tanto v(k) = k+ M.

Teorema 1.4.11. (Cuarto teorema de isomorfismos) Sea A un R—modulo y C < A.

Siv:iA— % el epimorfismo candnico, entonces

C A
[C, A —, —
wiea - |54
N +— v(N)
Es un isomorfismo de reticulas.
Demostracion. Corolario 3.1.13 de [7]. [ ]

Corolario 1.4.12. Sea A un R—modulo izquierdoy C < A, C es mdximo en A siy

. . A .
solo si = es simple.

Demostracion. Basta notar que {C, A} = [C, A] = [0, %] = {0, %}. [

Teorema 1.4.13. (Primer teorema de isomorfismos) Sea «: A — B un morfismo

A
Kera

— B tal que

de R—mddulos izquierdos. Entonces existe un monomorfismo ¢
el siguiente diagrama conmuta:
A

%

Kera

B,
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donde v es el epimorfismo canénico. Ademdads ¢ es isomorfismo si y solo si a es

epimorfismo.

Demostracion. Teorema 3.4.1 [7]. [ ]

Lema 1.4.14. Sean A y B R—modulos izquierdos simples. Entonces cada morfismo

de A a B es el morfismo cero o es un isomorfismo.

Demostracion. Sea a: A — B un morfismo. Ker(a) < A, entonces Ker(a) = 0
o Ker(a) = A, es decir, a es el morfismo cero o es un monomorfismo. Ademas
Im(a) < B, entonces Im(a) = 0 o Im(a) = B, entonces si @ # 0, @ es un

isomorfismo, con lo cual queda demostrado el lema. [ ]

Lema 1.4.15. (Lema de Schur) El anillo de endomorfismos de un R—modulo

izquierdo simple es un anillo con division.

Demostracion. Del Lema 1.4.14, cada endomorfismo diferente de cero es un iso-
morfismo y por tanto tiene un elemento inverso en el anillo de endomorfismos.

Consecuentemente el anillo de endomorfismos es un anillo con division. [

Definicion 1.4.16. Sean A, By C R—mddulos izquierdos.

1) Decimos que By < B es sumando directo de B si y sélo si existe By < B tal
que B = B) @ Bs.

2) Decimos que un monomorfismo «: A — B se escinde si /ma es sumando
directo de B.

3) Decimos que un epimorfismo 5: B — C se escinde si Kerf es sumando
directo de B.

1.5 Productos directos sumas directas y modulos libres
Productos y coproductos

Dada una familia de conjuntos {A; | i € I} definimos su producto
HA,' = {CL’:I—) UA,' |CL’(i)€A,}
iel iel

[1;e; Ai es llamado producto directo.

Notacion: a(i) = a; que es la i—ésima componente.
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Definicién 1.5.1. Sea {A;};c; una familia de R—mddulos izquierdos. Definimos en

[1;c; Ai las siguientes operaciones:

1) Si (a;), (b;) € [1;e; Aisentonces (a;) + (b;) = (a; + b).
2) Parar € Ry (@) € [lies Ais r(ai) = (ra;).

Proposicion 1.5.2. Con las operaciones definidas anteriormente, tenemos que

[1ic; Ai es un R—médulo izquierdo.

Demostracion. Note que

o:1 — UAZ-

iHOi

estden [[;c; Ai. Y si(a;) € [, Ai, entonces (a;) + (0;) = (a; + 0;) = (a;). Ademas
si (a;) € [1ier Ais —(a;) = (—a;) € [1ie; Ai- Es claro que (a;) + (=(a;)) = (a; — ;) =
(0i). n

Definicion 1.5.3. Sea {A,};c; una familia de R—médulos, si @ € [];c; A; definimos

su soporte como sop(a) = {i € I | a(i) # 0}.

Proposicion 1.5.4. Sea A = {a@ € [[;c; Ai | sop(a) es finito}. Entonces A <
[Tics Ai.

Demostracion. Como sop(o) = @y @ es finito, entonces 0 € A. Sean («;), (b;) € A,
entonces sop(a;) y sop(b;) son finitos. Ademas como (a;)+ (b;) = (a; + b;), entonces
sop((a;) + (b;)) = sop((a; + b;)). Si j € sop((a; + b;)), entonces a; + b; # 0 de
donde a; # 00 b; # 0y por tanto j € sop(a;) U sop(b;), de ahi que sop((a; + b;)) €
sop(a;) U sop(b;) y la union de conjuntos finitos es finito entonces (a;) + (b;) € A.

Sear € Ry (a;) € A, sabemos que r(a;) = (ra;). Si j € sop(ra;) se tiene que
raj # 0 por tanto a; # 0 con lo que j € sop(a;), por lo tanto sop(ra;) € sop(a;) y
sop(a;) es finito, asi r(a;) € A. [

Definicion 1.5.5. Sea {A; | i € I} una familia de R—modulos izquierdos.

1) Al R—médulo [];c; A; lo llamamos producto directo de la familia.

2) Al R—mddulo A de la Proposicion 1.5.4 lo llamamos suma directa externa

(o coproducto) de la familia y se denota por [[;.; A;.
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Observacion: Para j € [ tenemos el siguuiente morfismo:
Lj A j U A,'

ajsii=j
aj + (dj), donde (d;) =

Osii#j
Denotaremos a ¢;(A;) por A’.

Teorema 1.5.6. Sea {A; | i € I} una familia de R—mdodulos. Entonces ||;c; Ai =

@ie[ A;'

Demostracion. Como A! = (;(A;) < [l;e; A, entonces Xy Al < [[;ef Ai. Sea

0 # (a;) € [;e; Ai con sop((a;)) = {ai1, - . ., aim | m € N}, entonces

(a;)

(dir) + ... + (dim)

ti(ain) + ... tuu(aim) € Z A,’--

iel

Por lo tanto [[;c; Ai = Xier A] -
Sea (a;) € A;. N el Al’., entonces (a;) € A;. y (a;) € Yierl Al’., de ahi que
j#i j#i
(a;) = (d;)y (a;) = (ain) + ... + (ain)

con ik # j paracada k € {1,...,n}, luego (d;) = (a;1) + ... + (ain) y por tanto
(a;) = (0;), conlo que [ [;e; Ai = P A- -

Definicion 1.5.7. Un R—mddulo izquierdo F es libre si y s6lo si tiene base.

Lema 1.5.8. Sea F un R—modulo izquierdo, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

1) F tiene base.

2) F = @, Ai, para algiin conjunto 1, donde A; = R para cada i € 1.

Demostracion. 1) = 2) Si F = 0, entonces @ es una base e indexar sobre I = @
nos da el médulo 0.
Si F tiene base X # @. Sea a € X, definimos

¢a: RR — RRa

r — ra.
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Entonces observe que ¢, es un epimorfismo, pues si ra € Ra, ¢,(r) = ra. Veamos
que ¢, €s monomorfismo.
Sean r, rp € R tales que ¢,(r1) = @q(r2), entonces ria = roa 'y dado que X es base

se sigue que r; = rp. De donde R = Ra para toda a € X. Afirmamos que

F:@Ra.

Como X es base de F, (X] = Fy (X] = Y ex Ra, asi que F = Y ,cx Ra. Sean
a, € Xy

ceRaoﬂZRa

acX
a#+a,

entonces existen r, ..., 7, € Ry ao,...,a, € X cona; # a; sii # j tales que
C=ryd,=r1ay + ...+ r,a,

luego 0 = —rpa, + ria; + ...+ r, + a,,de donde r; = O paracadai € {0, 1,...,n}.
Por lo tanto ¢ = 0 y en consecuencia F = P .y Ra.

2) = 1) Supongamos que existe un conjunto / tal que F = € __; A; de forma

acl
que A; = Rparacadai € [ yparacadai € I sea ¢;: R — A; tal isomorfismo.

Consideremos X = {¢;(1) | i € I} y demostremos que X es base de F. Para eso
basta mostrar que F' < (X]y que X es libre.

Seam € F. Como F = @ael A;, existen a;1,...,a;; con a;; € Aj; para toda
ke{l,...,n}talesquem = a;; +...+a;,. Luegoexistenr;, € Rconk € {1,...,n}

tales que ;i (rix) = ajx, de esto se sigue que

m = @i1(ri1) + ... + @in(rin) = rin@it(1) + . .. + ringin(1) € (X].

Sea I’ C I finito. Consideremos }’;c; rigi(1) = 0 como
0= Z rigi(1) = Z @i(r),
iel’ iel’
entonces ¢;(r;) = 0 paratodai € {1,...,n} pues F = P, Ai, luego r; = 0 para
todai € {1,...,n} pues ¢; es isomorfismo, asi se obtiene lo deseado. [ |
1.6 Moédulos inyectivos

Definicion 1.6.1. Sean M y A R—mddulos izquierdos y sea [ ideal de R.

1) Sea U < M, decimos que U es superfluo si y sélo si para A < M tal que
U + A = M siempre ocurre que A = M (Notacion U < M).
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2) Sea A < M, decimos que A es esencial si y solo si para U < M tal que
ANU = 0 siempre se tiene que U = 0 (Notacion A <., M).

3) I es superfluo (esencial) en R si y sélo si I es superfluo (esencial) como

submoédulo de zR.
4) Seaa: A — M un morfismo, a es llamado superfluo si Kera < A.

5) Seaa: A — M un morfismo, « es llamado esencial si /ma <,; B.
Observaciones:

1) SiU <« M entonces paratodo A < M setieneque U + A < M.

2) A <,s M siysodlosiparatodo0 # U < M se tiene que AN U # 0.
3) SiM #0y A< M entonces A # M.

4) SiM #0y A <.,s M entonces A # 0.

Lema 1.6.2. Sea M un R—médulo izquierdo. Para a € M se tiene que: Ra no es

superfluo si 'y solo si existe un submodulo maximo C < M tal que a ¢ C.

Demostracion. Si existe C < M méximo tal que a ¢ C entonces se sigue que
C + Ra = M. Por tanto Ra no es superfluo pues C # M.
Para la otra implicacion usaremos el Lema de Zorn. Sea

I:={B|B<MyRa+B=M},

entonces (I, <) es un COPO. Como Ra no es superfluo, I' # @. Sea A una cadena

BO:UB

BeA

no vacia de I". Entonces

es una cota superior de A. Suponga que a € B,, entonces existe B € A tal que

a € B, de lo que se sigue que Ra < B, entonces
B=Ra+B=M

pero eso es una contradiccion. De ahi que a ¢ B, y por tanto B, < M. Como

B < B, paracada B € A se tiene que
Ra+ B, =M,

21



de lo cual se sigue que B, € I'. Por el Lema de Zorn existe C € I' mdximo. Si
a € C, entonces C = Ra + C = M lo que es una contradiccion. Veamos que C en
efecto es maximo en M. Si C < U < M, entonces se sigue que U ¢ I pues C es
maximo el I'. Ademds M = Ra+C < Ra+U < M, entonces Ra+U = M y como

U ¢ T" debe pasar que U = M, por lo tanto C es mdximo en M tal que a ¢ C. [ |

Teorema 1.6.3. Sea M un R—modulo izquierdo y {M; | i € I} una familia de
submodulos de M. Si {A; | i € I} es una familia de submodulos de M tal que

A; <.s M; para cadai € 1y si
=P

iel

M=Pm

iel

entonces A <,s M y

Demostracion. Teorema 5.1.7 [7]. [ |

Definicion 1.6.4. Sea M un R—modulo izquierdoy A < M.

a) B < M es llamado suplemento de A si se cumplen:

i) A+B=M.
ii) B es minimo tal que A+ B = M, es decir,siC < M, A+C =My
C < Bentonces B =C.

Denotaremos a B por A’.

b) B < M es llamado seudocomplemento de A, si se cumplen las siguientes
condiciones:
i) AnNB=0.
ii) Si B es maximotalque AN B =0, esdecir,siC < Mtalque ANC =0
y B < C, entonces B = C.

Lema 1.6.5. Sea M un R—mddulo izquierdo y sean A,B < M tales que AN B = (),

entonces existe K el seudocomplemento de A en M tal que B < K.

Demostracion. Seal’ = {C < M | AnNC =0y B < C} entonces I' # @ pues
B eT'. Sea A CI' unacadenay sea

C():UC,

CeA
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entonces C, < M y C, es cota superior de A. Veamos que C, € I, es decir,
A C, =0. Note que

QmA=[JC

CeA

nA:LﬂCmm:Q
CeA

Por lo tanto C, € I'. Por el Lema de Zorn I tiene un elemento maximo que satisface

lo deseado. [ ]

Teorema 1.6.6. Sea N un R—modulo izquierdo y sea K < N y K’ un seudocomple-

mento de K en N. Entonces:

1)
K+ K N
SES
K’ K’
2)
K+ K <, N.

Demostracion. 1)Sea L < Ntalque K’ < Ly
L K+K
— N =0,
K’ K’

entonces L N (K + K’) € K’ y por laley modular L N (K + K’) = (LN K) + K’, de

ahique LN K C K’ de donde se sigueque LN K C K'NK =0,esdecir, K" < Ly

LNK =0. Como K’ es seudocomplemento de K se sigue que L = K’ y por tanto
L/K’ =0, de donde se concluye que

K+ K’ N
— Zes 7-
K’ K’
2) Seav: N — N/K’ el epimorfismo canénico, (K + K')/K’ <., N/K’, entonces
la preimagen de (K + K”)/ K’ bajo v, K + K’, es esencial en N. [ ]

Teorema 1.6.7. Sea I un R—mdédulo izquierdo, entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1) Para cada R—médulo izquierdo B, cada monomorfismo . I — B se escinde.

2) Sean Ay B R—modulos izquierdos. Para cada monomorfismo a: A — By
para cada morfismo ¢: A — I existe un morfismo k: A — B con ¢ = ka, es
decir, el siguiente diagrama conmuta:

A»L>B

/
‘Pl /
/K
#

1
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Demostracion. Inciso a) del Teorema 5.3.1 [7]. [ |

Definicion 1.6.8. Sea /I un R—mddulo izquierdo. Decimos que I es inyectivo si

satisface las condiciones del Teorema 1.6.7.

Corolario 1.6.9. Sean I y A un R—mdédulos izquierdos. Si I es inyectivoy A = I,

entonces A es inyectivo.

Demostracion. Supongamos que [ es inyectivoy A = I, entonces existe §: M — |

tal que el siguiente diagrama conmuta:

Luego k™! Ba = ¢ pues Ba = k¢ y por tanto A es inyectivo. [ |

Teorema 1.6.10. Sea I un R—modulo izquierdo inyectivo y A < I sumando directo

de 1, entonces A es inyectivo.

Demostracion. Como A es sumando directo de I, existe B < [ talque I = A ® B.
Sea @: N — M un monomorfismoy f: N — A un morfismo. Considetemos el
morfismo inclusiéon ¢: A — I. Como [ es inyectivo existe k: M — [ tal que el

siguiente diagrama conmuta
No—2 M
/
/
/
/
A sk

lA/
o/
v
1

Si tomamos el morfismo proyeccion sobre A:

B

pa:A®B — A

a+b — a
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entonces pak es tal que el siguiente diagrama conmuta
a
N>—M
7/

s
%
ﬂl s DAK
}

Y por tanto A es inyectivo. [ |

Definicion 1.6.11. Sea M un R—mdbdulo izquierdo. La pareja (1, E) donde 71 es
un morfismo n: M — E es llamado capsula inyectiva de M si y sélo si 7 es

monomorfismo esencial en E y E es inyectivo.

Proposicion 1.6.12. Sea ¢: M; — M, un isomorfismo, n1: M, — Q| una capsula
inyectiva de My, y sea ny: My — Q> un monomorfismo donde Q, es inyectivo.
Entonces existe un monomorfismo que se escinde : Q1 — Q> de manera que el

siguiente diagrama conmuta

M1>>—‘p>> M

y existe

7]~21M2 - Imtﬂ

m = 1p(m)

1 =1 |"™, tal que es una cdapsula inyectiva de M>. Ademds 0, es una cdpsula

inyectiva de My si 'y sélo si  es un isomorfismo.

Demostracion. Teorema 5.6.3 [7]. [ ]

Teorema 1.6.13. Todo R—modulo izquierdo tiene capsula inyectiva.

Demostracion. Teorema 5.6.4 [7]. [ |

Teorema 1.6.14. (Criterio de Baer) Un R—modulo izquierdo E es inyectivo si y
solo si para todo rI < gR y para todo morfismo p: I — E existe un morfismo

7: R — E tal que Tt = p, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

J—“~ R

VA

E
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donde t es la inclusion.
Demostracion. Teorema 5.7.1 [7]. [ |

Moédulos casi-inyectivos

Definicion 1.6.15. Sean Q y M R—mddulos izquierdos.

1) QO es inyectivo relativo a M (M —inyectivo) si y sélo si para cada monomor-
fismo ¥ : K — M y cada morfismo 4: K — Q existe ¢: M — Q tal que el

siguiente diagrama conmuta:

2) Q es casi-inyectivo si y s6lo si Q es inyectivo relativo a Q.

Definicion 1.6.16. Sea M un R mddulo izquierdo. Un submédulo B < M es

fuertemente invariante en M si y solo si para cada « € Endgr(M), x(B) < B.

Teorema 1.6.17. Un R—mddulo izquierdo A es casi-inyectivo si'y solo si A es un

submodulo fuertemente invariante en E(A).

Demostracién. Seap: E(A) — E(A)unmorfismo, consideremos ¢~ (A)la preima-
gende A, ¢: AN ¢ '(A) — A una restriccién de ¢ y consideremos el siguiente
diagrama
AN l(A—=A.
{
A
Como A es casi-inyectivo, existe k: A — A tal que el siguiente diagrama conmuta

AN l(A—=A

R 7
@ %
7

£

A

Como ¢ es la inclusion, k: A — A es un morfismo que extiende a ¢. Sea
A: E(A) — E(A)
k(m)sime A

m +  A(m), donde A(m) =
Osim¢A
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Notemos que A(A) = k(A) < Ay (¢ — )(AN ¢~ (A) = 0.
Como A(A) < A se tiene que

AN -¢) (A

{x € A| A(x) — ¢(x) = aparaalgina € A}

{x € A| p(x) = A(x) —aparaalgina € A}
{xe Al p(x) e A} = An ¢ (A).

IA

Entonces

AN(A-9) N A) < AN (A) < Ker(1- o),
luego (1 — ¢p)(A)N A =0y como A <5 E(A) se sigue que (1 — ¢)(A) = 0, por lo
que ¢(A) = A(A) < A, por tanto A es fuertemente invariante en E(A).

Ahora supongamos que A es fuertemente invariante en E(A). Sea M un R—médulo

izquierdo, ¢1 monomorfismo y ¢, morfismo tales que

.

A

Notemos que M = Imyp; y Imgp; < A, entonces podemos considerar a M como

submodulo de A. Sea

¢2: E(A) — E(A)
pa(a)siae M

a +— $(a), donde $r(a) =
Osim¢g M
Consideremos el siguiente diagrama

¢2|ML

E(A)

Como E(A) es inyectivo, existe ¢: A — E(A) tal que ¢, |y= @1, es decir, tal que

el siguiente diagrama conmuta



Sea ¢ = ¢ |4, como A es fuertemente invariante en E(A), ¢2(M) = @r(M) <

P(A) < A, luego ¢ = @ |y= Po1 = @ |a ¢1 = @1, entonces el siguiente
diagrama conmuta
M~ A

7/
7/

$2 7/
L/‘P

}
A

y por tanto A es casi-inyectivo.

1.7 Moédulos semisimples

Lema 1.7.1. Sea M un R—moddulo izquierdo, en el cual cada submodulo es un
sumando directo. Entonces cada submodulo de M distinto de cero contiene un

submodulo simple.

Demostracion. Sea U < M, U # 0 y finitamente generado, entonces existe un
submoédulo méaximo C < U. Por hipétesis U = C & M, por la ley modular se sigue
que

U=MnU=Ce& (M NnU),

por tanto U/C = M; N U. Como C es maximo en U, U/C es simple. Por tanto
M, N U es un submddulo simple de U. [

Lema 1.7.2. Sea M un R—modulo izquierdo tal que M = };c; S;, donde S; es simple

para cada i € 1. Ademas sea U < M, entonces tenemos

a) Existe J C I tal que M = U & (€D,; M;).

b) Existe K C I tal que U = (P, _; M;.
Demostracion. a) Usaremos el lema de Zorn. Sea

F::{L|LegU+ZM,-:U€B
ieL

o)

i€eL
Como P,., M; = 0, se tiene que @ € I, de donde I' # @ y T es ordenada por C.

Sea A una cadena en I (un subconjunto totalmente ordenado de I'). Afirmamos que
=[]
LeA
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es una cota superior de A en I'. Es claro que L* es cota superior de A. Veamos que
L* eT.
Sea E C L*, entonces E finito y por tanto existe L € A talque E C L. Si
u+Zm,-:0, uelU, meM,
i€k

entonces se sigue, de que E C L, que: u = m; = 0 paracadai € E, de ahi que

1)

ieL*

U+ZM,-:U®

ielL*

y consecuentemente L* € I'. Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximo

J eT. Sea
EBM,-).

ieJ

N::U+ZM,-:U®
ieJ

Ahora consideremos N + M;, para algtn i, € [ arbitrario. N+ M; = N & M;,
no es posible pues de ser asi J € J J{i,} € I' lo que contradice el hecho de que
N se mdximo en I'. Por lo tanto N (\M;, # 0, pero M;, es simple, de ahi que
NN M;, = M;, yportanto M; < N. Entonces se sigue que

M = Z M: <N <M,
i€l
esdecir, N = M.
b) Sea ahora M = U & (P, ,; M;). Aplicamos a) a €P,_, M;, entonces existe K C I

M:(EBM,)GB(EBM,-).

ieJ
Por el Primer Teorema de Isomrfismos se sigue que

U=M/PMi=EPHm

ieJ ieK

Teorema 1.7.3. Para un R—mddulo izquierdo M las siguientes condiciones son

equivalentes:

1) Cada submodulo de M es una suma de subméodulos simples.

2) M es una suma de submaodulos simples.
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3) M es una suma directa de submédulos simples.

4) Cada submodulo de M es sumando directo de M.

Demostracion. 1) = 2) Basta notar que M es submodulo de M.
2) = 3) se sigue del Lema 1.7.3 para U = 0.
3) = 4) se sigue del inciso a) del Lema 1.7.3.
4)=1)SealU < M. Sea
Up= ) S

S; simple
S;<U

Entonces U, < U y por 4) U, es sumando directo de M, es decir M = U, ® N para

algin N < M, entonces por la ley modular
U=MnNnU=U,®(NNnU).

SiNNU =0, entonces U = U, y ya se cumple 1). Si NN U # 0, por el Lema
1.7.1 existe un submoédulo simple B < N N U, por como definimos U, se sigue que

B < U, yportanto B < U, N (N NU) =0, lo cual es una contradiccion. [ |

Definicion 1.7.4. a) Un R—mddulo izquierdo M es llamado semisimple si y

sOlo si M satisface las equivalencias del Teorema 1.7.3.
b) Un anillo R es llamado semisimple izquierdo si y solo si gR es semisimple.
Corolario 1.7.5. 1) Cada submédulo de un modulo semisimple es semisimple.
2) Cada imagen de un modulo semisimple es semisimple.

3) Cada suma de modulos semisimples es semisimple.

Demostracion. 1) Se sigue del Teorema 1.7.3.
2) Sea A un R—médulo izquierdo simpley @: A — B un epimorfismo, por el primer
teorema de isomorfismos existe 8: A/Ker(a) — B isomorfismo tal que el diagrama
conmuta

A—>—B.

7
Vi g -
-~ B
A/Ker(a)

por tanto B = A/Ker(a). Si Ker(a) = 0, entonces B es simple.

Si Ker(a) = A, entonces B = 0. Como A es simple no existe otra posibilidad para
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Ker(a). La imagen de una suma de médulos simples con respecto a un morfismo
es por tanto una suma de médulos simples y médulos cero, y por el Teorema 1.7.3,
la imagen es nuevamente semisimple.

3) Por el Teorema 1.7.3 cada médulo semisimple es una suma de médulos simples,
una suma de modulos semisimples es nuevamente una suma de médulos simples y

por el Teorema 1.7.3 es nuevamente semisimple. [ |

Teorema 1.7.6. Sea M un R—mdodulo simple. M es semisimple si y solo si M no

contiene propiamente submodulos esenciales.

Demostracion. Si M es semisimple, cada submoédulo propio es un sumando directo
de M y por tanto no es esencial en M.

Para demostrar el reciproco, sea K < M y K’ < M un seudocomplemento de K
en M, por el incisio 2) del Teorema 1.6.6, K + K’ <,; M. Como M no contiene
propiamente submddulos esenciales se sigue que K + K = M y como K’ es
seudocomplemento de K, K N K’ = 0, de ahi que M = K & K’ con lo cual queda

demostrado lo deseado. [ ]

1.8 Anuladores

Sea R un anillo, y sean A y B subconjuntos de R, definimos el anulador izquierdo
de a € A con respecto a B como:

a* = annga = {b € B | ab = 0}.
Andlogamente, definimos el anulador derecho de a € A con respecto a B
‘a = annga = {b € B | ba = 0}.

Si X es un subconjunto de A, entonces, definimos el anulador izquierdo (respecti-

vamente derecho) como:
X+ =anngX = ﬂ at.
acX
Lanotaciéon Xb = 0 significa que b € anngX. Se usara la notacion anng(X) cuando
se pueda inferir del contexto si es un anulador derecho o un anulador izquierdo de
X relativo a B.

Para X subconjunto de A, se cumple la siguiente relacion:

X+ = anngX = anng(anns(anngX)) = (H(XH))*.

31



Cuando no se diga de forma explicita quién es B y se considere X+ con X C R,

entonces nos referiremos a anng(X).

De la misma manera se define el anulador anngX de algin subconjunto X de un
R—mddulo, el cual es un ideal izquierdo de R llamado el anulador izquierdo de X.
Para M un R—mdédulo izquierdo y A = Endg(M), definimos el anulador de A € A
reativo a M como

anny () = Ker(AQ)

y para X C A, el anulador de X relativo a M:

anny(X) = ﬂ Ker(a).

aeX

También tenemos la siguiente notacion: Sea R un anillo y M un R—mddulo. Sea

m € M, el anulador de m en R se denota también por
rO:m)={reR|rm=0}.

Lema 1.8.1. Sea M un R—mddulo izquierdo, X, Y subconjuntos de M y A, B

subconjuntos de R. Entonces:

a) X C Y implica anng(Y) C anng(X)y A C B implica anny(B) C anny(A).
b) X C annyanng(X)y A C annganny(A).

c) anng(X) = anngannyanng(X) y anny(A) = annyrannganny(A).

Demostracion. a) Sear € anng(Y)y seax € X, entonces x € Y y por tanto rx = 0
por lo que r € anng(X), asi que anng(Y) C anng(X). Ahora sea m € anny(B) y
a € A. Como A C B, por hipétesis se cumple que am = 0, de ahi que anny(B) C
anny(A).

b) Sea x € X y r € anng(X), entonces rx = 0 por lo que x € annyanng(X). Por
tanto X C annyanng(X). Seaa € Ay m € anny(A), entonces am = 0, por lo que
a € annganny(A) y por tanto A C annganny(A).

¢) Si consideramos anng(X), de b)
anng(X) C annganny(anng(X)),

ademas por b), X C annpyanng(X), de a) anng(annyanng(X)) C anng(X) se sigue
que

anng(X) = anngannyanng(X).
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Ahora, consideremos anny;(A), de b)
anny(A) C annyanng(anny(A))
y de b) también A C annganny(A), entonces por a)
anny(annganny(A)) C anny(A).
Por lo tanto anny;(A) = annyannganny(A), como deseabamos. [}

1.9 Modulos divisibles.

Definicion 1.9.1. Sea D un R—mddulo izquierdo. D es divisible si y sélo si para

cadau € Dy a € R con anng(a) C anng(u) se cumple que u € aD.

Proposicion 1.9.2. Para algiin R—modulo izquierdo M, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1) M es divisible.
2) Para cada a € R, annyanng(a) = aM.

3) Para cada a € R, cada morfismo ¢: Ra — M se puede extender a un

morfismo de RR a M.

Demostracion. 3) = 2) Sea a € R. Veamos primero que aM C annyanng(a).

Seaam € aM y r € anng(a), entonces ra = 0, por tanto
0 = (ra)ym = r(am),

de ahi que am € annyanng(a) y en consecuencia aM C annyanng(a). Sea

u € annyanng(a)y sea

¢:Ra — M

ra +— ru.
Por 3), ¢ se puede extender a ¢ de tal forma que el siguiente diagrama conmuta

Ra(—[> &R

b
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luego
ay(1) =y (a) = Y(Ua)) = ¢(a) = u

y por tanto u € aM quedando demostrada la igualdad.
2) = 1) Seam € My a € R tal que anng(a) C anng(m). Sir € anng(a) C

anng(m), rm = 0, entonces
m € anny(anng(a)) = aM.

Por tanto, M es divisible.

1) > 3)Seaa € Ry ¢: Ra — M un morfismo y sea u = ¢(a) € M. Entonces
x € anng(a) implica que xa = 0, luego 0 = f(xa) = xf(a) = xu, es decir,
x € anng(u) y por tanto

anng(a) € anng(u).

Como M es divisible, existe v € M tal que u = av. Sea

Yy:rR — M

1 v
entonces el siguiente diagrama conmuta

Ra—— gR

pues Y (u(ra)) = ¥ (ra) =ray(l) = rav = ru = ro(a) = ¢(ra). [ ]

Corolario 1.9.3. Sea I un R—mdédulo izquierdo. Si I es inyectivo, entonces I es
divisible.

Demostracion. Se sigue del criterio de Baer y del inciso 3) de la Proposicion
1.9.2. [ ]

1.10 Radical y zoclo

Teorema 1.10.1. Sea M un R—modulo izquierdo, entonces

a)
Z A= ﬂ B = ﬂ Ker(yp).
A<M B<M N semisimple
B madximo weHomg(M,N)
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b)

ﬂA: Z B= Z Im(g).

Asell o pimimo oA
Demostracion. a) En el orden en que estdn escritos los submédulos de M de las
igualdades, los denotamos por Uy, U, y Us. Veamos que U; < Uj.
Sea a € U,. Suponga que Ra no es supefluo en M, entonces por el Teorema 1.6.2
debe existir un submédulo méximo C de M tal que a ¢ C, por tanto a ¢ U, lo cual
es una contradiccion. De ahi que a € U;.
Ahora veamos Uz < U;. Sea B un submédulo maximoen M yseavg: M — M /B
el epimorfismo canénico. Notemos que M /B es simple, entonces Ker(vg) = B, se
sigue que

Us< () Kerw< () B=Ua

B<M B<M
B méaximo B méaximo

Para U; < Uz, notemos que si A < M, entonces para cada morfismo ¢: M — N,
¢(A) < N. Si N es semisimple, entonces O es el tinico submodulo superfluo de N,
por lo que se debe tener que ¢(A) = 0, es decir, A < Ker(yp) y por tanto U; < Us.
b) Denotemos a los submédulos nuevamente por Uy, U y Us. Para U < Uy, si B
es un médulo simple de My A <., M, entonces BN A # 0, por tanto AN B = B,
de ahique B< Ay U, < Uj.

Para Uz < Uy, por el Teorema 1.7.5 la imagen de un médulo semisimple es de nuevo
un médulo semisimple y la suma de semisimples es semisimple, entonces U3 es un
submodulo semisimple de M, de ahi que Uz < U,.

Para U, < Ui, veamos que U; es semisimple. Sea C < U; y sea C’ su seudocom-
plemento, entonces por el Teorema 1.6.6 se tiene que C + C' = C & C’ <.; M, asi

que U; < C + C’. Notemos que C < Uy, por la ley médular
U=CoC)nU;=Co(C'NnlY),

por tanto U; es semisimple. Sea ¢: Uy — M, la inclusion, entonces se sigue que
Uy = Im(t) < Us. ]

Definicion 1.10.2. Sea M un R—mddulo izquierdo.
1) El sumédulo de M definido en el inciso a) del Teorema 1.10.1 es llamado el

radical de M y es denotado por rad(M). En caso que M no tenga submoédulos

maximos entonces definimos el radical de M como rad(M) = M.
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2 El submddulo de M definido en el inciso b) del Teorema 1.10.1 es llamado el

zoclo de M y es denotado por zoc(M).
Observaciones:
1) Para un anillo R el radical de R es el radical de gR y se llama el radical de

Jacobson.

2) Si(R, M) eslocal, rad(R) = M.

Algunas propiedades del radical

Teorema 1.10.3. Sean M y N R—mddulos izquierdos, si ¢ € Hom(M, N) entonces
p(rad(M)) < rad(N).

Demostracion. Sea ¢ € Hom(M,N), como rad(M) = Y sy A se sigue que
p(rad(M)) = Y, a<p ¢(A) y siempre ocurre que imagen de superfluo es superfluo,
entonces ¢(A) < N. Por lo tanto ¢(rad(M)) < rad(N). [

Teorema 1.10.4. Sea M un R—mdodulo izquierdo, entonces rad(R)YM < M.

Demostracion. Seam € My ¢,,: RR — M tal que ¢,,(r) = rm es un morfismo.
Por el Teorema 1.10.3, rad(R)m = ¢,,(rad(R)) < rad(M), por lo tanto

Z rad(Rym = rad(R)M < Rad(M).
meM

Teorema 1.10.5. Sea M un R—mddulo izquierdo. Sea C < M tal que rad (

entonces rad(M) < C.

RIS

)=0

Demostracion. Seav: M — % el epimorfismo canénico. Por el Teorema 1.10.3
v(rad(M)) < rad (%) = 0, en consecuencia rad(M) < Ker(v) = C. [ |

Teorema 1.10.6. Sea M un R—modulo izquierdo. Si M es semisimple, entonces
rad(M) = 0.

Demostracion. Si M es semisimple, entonces cada submddulo es un sumando
directo, luego 0 es el tinico submdédulo superfluo, por tanto rad(M) = Y ey A =
0. [ |
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Teorema 1.10.7. Sea M un R—modulo izquierdo, param € M tenemos que: Rm <
M siy solo sim € rad(M).

Demostracion. Si Rm < M, como rad(M) = Y s«y A, entonces m € Rm <
rad(M). Sea a € rad(M) y supongamos que Ra no es superfluo en M, entonces

por el Lema 1.6.2 existe un submoédulo maximo C < M tal que a ¢ C, como

rad(M) = m B,
B<M
B médximo
se sigue que a ¢ rad(M) lo cual es una contradiccién, por lo tanto Ra < M. [

Teorema 1.10.8. Sea R un anillo y J = rad(R) el radical de Jacobson de R. Para

cualquier ideal I izquierdo de R, las siguientes condiciones son equivalentes:

1) 1Crad(R)=J.

2) 1+ 1 ={1+x|x e I} consiste de unidades de R.

Demostracion. 1) = 2) Sea x € I, como I C rad(R), entonces x € rad(R) y por
el Teorema 1.10.7, Rx < R. Como R = Rx + R(1 + x), R = R(1 + x). De esto se
sigue que 1 = y(1 + x) para algin y € R, por lo tanto si x € I, 1 + x tiene inverso
izquierdo en R. Ademds, —yx € I, luego 1 — xy tiene inverso izquierdo w € Ry
I =y(1+x)=y+yx,dedonde y =1 — xy. Asi que y tiene inverso izquierdo w e
inverso derecho 1 + x y por tanto es unidad. Luego y~! = 1 + x = w. Por lo tanto
1 + x es unidad.

2) = 1)Seax € I, si R = Rx + K para algun ideal izquierdo K, entonces 1 = ax+k
cona € R, k € K,porloque k =1 —-ax € 1+ 1y por tanto k es unidad en R.
Luego R = K y por tanto Rx < R. Asi que por el Teorema 1.10.7, I C rad(R). =

Teorema 1.10.9. Sea R un anillo, entonces rad(R) contiene todos los ideales

nilpotentes de R.

Demostracion. Corolario 6.2.8 [2]. [ |

Teorema 1.10.10. Sea R un anillo. R es un anillo local si 'y sélo si R/rad(R) es un

anillo con division.

Demostracion. Pagina 170 [1]. [ ]
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Proposicion 1.10.11. Sea {M, }x una familia de R—modulos izquierdos. Entonces

rad (EB Ma) = @ rad(M,).
A A

Demostracion. Proposicion 6.1.4 [2]. [ ]

Corolario 1.10.12. Sea F un R—modulo izquierdo libre, entonces

rad(F) = rad(R)F.

Demostracion. Como F es libre existe un conjunto A tal que F = B, R. Entonces

rad(F) = rad (@ R) ~ @ rad(R) = rad(R) (@ R) = rad(R)F.

A A A

Algunas propiedades del zoclo

Proposicion 1.10.13. Sean M y N R—mdédulos izquierdos y ¢: M — N un mor-
fismo. Entonces
¢(zoc(M)) < zoc(N).

Demostracion. Se sigue de que la imagen de un médulo semisimple es semisimple
(Corolario 1.7.5). [ |

Corolario 1.10.14. Sea M un R—modulo izquierdo y K < M. Entonces

zoc(K) = K N zoc(M).

Demostracion. De la Proposicion 1.10.13 usando lainclusién¢: K — M se cumple
que zoc(K) < zoc(M). Ademds cada submddulo de un semisimple es semisimple,
de ahi que K N zoc(M) es semisimple y por tanto K N zoc(M) < zoc(K). [ ]

Teorema 1.10.15. Sea M un R—mdédulo izquierdo. Entonces zoc(M) es esencial en

M siy solo si cada submodulo distinto de cero de M contiene un submodulo simple.

Demostracion. Por definicion sabemos que

zoc(M) = Z{K < M | K es simple en M}.
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Sizoc(M)esesencial en M, para B < M distinto de cero se tiene que BNzoc(M) # 0
y por el Corolario 1.10.14 se cumple que zoc(B) # 0. Asi que zoc(B) es semisimple
contenido en B, por lo tanto B tiene al menos un submédulo simple.

El reciproco es inmediato.

1.11 Cogeneradores de R—Méd

Definicion 1.11.1. Sea C un R—mddulo izquierdo. C es llamado cogenerador

izquierdo en la categoria R-Mdd si y s6lo si para cada R—méddulo izquierdo M

0= ﬂ Ker(y).

pweHomgr(M,C)

Notacion:

Para R-mddulos izquierdos arbitrarios M, C tendremos la siguiente notacion:
Ker(M,C) = ﬂ Ker(p).
weHomgr(M,C)

Teorema 1.11.2. Si C es cogeneradory D es un R—méodulo tal que Ker(C, D) = 0,

entonces D es un cogenerador.

Demostracion. Sea D un R—mddulo izquierdo tal que
0=Ker(C,D) = ﬂ Kery.
yeHomg(C,D)
Sea M un R—moddulo izquierdo, entonces:

Ker(y¢) ¢ ' (Kery)

peHomgr(M,C) peHomgr(M,C)
yeHomg(C,D) yeHomg(C,D)

= ﬂ go_l ﬂ Kery
weHomg(M,C) weHomg(C,D)

= () ¢'0

weHomg(M,C)

= m Kergp
weHomg(M,C)
0

y por tanto, D es cogenerador. [ ]
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Teorema 1.11.3. Sea C un R—modulo izquierdo. C es un cogenerador de R—Mod
si y solo si para cada A € Homg(L, M) con A # 0 existe y € Homg(M, C) con
v # 0 tal que yA # 0.

Demostracion. Sea A € Homg(L,M) con 1 # 0, entonces existe a € L\ {0}
tal que A(a) # 0. Como C es cogenerador entonces A(a) ¢ Kery para algin
W € Homg(M, C) y por tanto ¢(A(a)) # 0. Se sigue que ¢4 # 0, es decir, existe
Y € Homg(M, C) tal que A # 0 como era deseado.

El reciproco se hard por contradiccion. Supongamos que C no es cogenerador,

entonces para algin R—modulo izquierdo M:
0+ ﬂ Kerg.
weHomg(M,N)

Sabemos que

ﬂ Kergp = Ker(M, C).
weHomg(M,N)

Ahora consideremos la inclusion ¢: Ker(M,C) — M,comot# 0y
t € Homg(Ker(M,C), M).

Entonces por hipétesis existe ¢ € Homg(M, C) con ¢ # 0 tal que ¢t # 0. Luego
existe m € Ker(M, C) tal que (¢t)(m) # 0, asi que

@(u(m)) = ¢(m) # 0
y por tanto m = «(m) ¢ Keryp, pero esto es una contradiccién pues
m € ﬂ Kery.
YyeHomg(M,C)

Teorema 1.11.4. Un R—modulo izquierdo C es cogenerador de R—Mod si y solo si

para todo R—modulo izquierdo M # 0 existe un morfismo h: M — C tal que h # 0.

Demostracion. Supongamos que C es cogenerador de R—Mdd. Sea M # 0 un
R—mddulo izquierdo y consideremos el morfismo identidad Id: M — M. Como
M # 0, 1d + 0, por el Teorema 1.11.3 existe ¢ € Homg(M, C) tal que ¢ld # 0. Por
tanto ¢ # 0 y en consecuencia ¢ es el morfismo deseado.

Ahora verifiquemos el recirpoco. Sea A € Homg(L, M) tal que A # 0, notemos que
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ImA # 0, luego por hipétesis existe h: ImAd — C tal que h # 0.
Afirmamos que 1 # 0. En efecto, como h # 0 existe b € ImA tal que h(b) # 0

ademads dado que b € ImA existe a € L tal que A(a) = b, tenemos asi que
(hA)(a) = h(A(a)) = h(b) # 0.
Por tanto 44 # 0y del Teorema 1.11.3 se sigue C es cogenerador. [

Una caracterizacion de cogeneradores.

Lema 1.11.5. Sea {A; | i € I} una familia de R—mddulos izquierdos. Para cada

morfismo  : M — [],;c; Ai, tenemos:

Ker(y) = ﬂKer(Jr,w).

iel

Demostracion. Para cada i € I consideremos la i—ésima proyeccion:

Seam € Ker(y), entonces y(m) = 0, es decir, se tiene que 7;(¥(m)) = 0 para cada

i € Iyportanto m € Ker(my) paracadai € I. Se sigue que:

Ker(y) < [\ Ker(map).

i€l
Ahora, si m € (;c; Ker(mjy), entonces todas las componentes de y(m) son igual a

cero, luego ¥(m) = 0, obteniendo asi

ﬂ Ker(miy) < Ker(y),

i€l
de donde se obtiene la igualdad deseada. [

Teorema 1.11.6. Sea C un R—mdédulo izquierdo, entonces las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

1) C es un cogenerador.
2) Cada producto directo de copias de C es un cogenerador.

3) Un producto directo de copias de C es un cogenerador.
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4) Cada R—médulo izquierdo M existe un monomorfismo de M a un producto

directo de copias de C.

Demostracion. 1) = 2). Supongamos que C es un cogenreador. Sea [[;c; C; un

producto directo de copias de C. Veamos que

C,]_[C,-

iel

Ker =0.

Como C; = C, existe ¢;: C — C; isomorfismo para cada i € /. Definamos

p:¢ - |]a

c = (i)
Entonces ¢ € Hompg (C, [];c; Ci), ademds notemos que ¢ es un monomorfismo,
pues: ¢(a) = 0 siy solo si (g;(a)) = 0y esto sucede si y s6lo si para cadai € [

pi(a) = 0y dado que cada ¢; es un isomorfismo, eso ocurre si y sélo si a = 0. Por

lo tanto Ker¢ = 0. Entonces

Ker | C, l_[ G| = ﬂ Ker(y) < Ker(¢) = 0.
iel weHomgr(M,C)
Por tanto,
Ker |C, n C|=0.

i€l
Por el Teorema 1.11.2, [],;<; C; es un cogenerador.

2) = 3) Es claro. 3) = 1) Sea [];c; C; un producto directo de copia de C que es
cogenerador. Por la definicién de cogenerador, para cada R—mddulo izquierdo M

ocurre:

ﬂ Ker(p) =0.

peHomgr(M,[1;¢; Ci)

Notemos que dado ¢ € Homg(M, C), podemos definir

¢:M — ]_[c,-
m = 1(p(m))

donde ¢; : A; — [];c; Ai es tal que

ai sii=j
Lj(ai):{o Sii#j
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Entonces, para cada ¢ € Hom(M, C) podemos encontrar ¢ : M — [];¢; C; tal que
Keryp € Kerg. Por tanto

Ker(yp) C ﬂ Ker(y) =0.
weHomg(M,C) peHomgr(M,[1;¢1 Ci)
Con lo que
ﬂ Ker(p) =0.

peHomg(M,C)
Por tanto C es cogenerador.

1) = 4) Sea M un R—mddulo izquierdo y sea

[l <

weHomg(M,C)

con C, = C para todo ¢ € Homg(M, C). Consideremos el morfismo

p:M — l_l Cy
peHomg(M,C)
m — (cp)

donde (c,,) = ¢(m) par todo ¢ € Homg(M, C). Param € Ker(y), se cumple

me ﬂ Ker(p) =0.
weHomg(M,C)
Por lo tanto ¢ es un monomorfismo.
4) = 1) Sea M un R—moddulo izquierdo, por hipdtesis existe un monomorfismo
Y:M — [lie;Cicon G = C paracadai € I. Sim es lai-ésima proyeccion de
[1;e; Ci en C;, entonces mjyy € Homg(M, C). Luego

ﬂ Ker(p) < ﬂ Ker(my) = Ker(y) = 0.
weHomg(M,C) i€l

Entonces

ﬂ Ker(p) =0.

weHomg(M,C)
Por tanto C es un cogenerador. [ |
Propiedades y caracterizaciones fuertes de cogeneradores.

Teorema 1.11.7. Sea C un R—modulo izquierdo. C es un cogenerador de R—Mod
si y solo si para cada médulo inyectivo I existe un producto directo de copias de C

el cual contiene un sumando directo isomorfo a 1.
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Demostracion. Si C es cogenerador, por el Teorema 1.11.6, para cada médulo M
existe un monomorfismo, ¢: M — [];c; C;, donde C; = C. Entonces en particular,
para I R—modulo izquierdo inyectivo existe un monomorfismo ¢: I — [[;c; G,
donde C; = C, y como [ es inyectivo, cada monomorfismo se escinde, es decir,
Im(¢) es un sumando directo de [[;c; C;. Ademads, Im(¢) = I dado que ¢ es
monomorfismo. Con lo cual, se cumple lo deseado.

Verifiquemos el reciproco. Por el Teorema 1.6.13, para cada R-mddulo izquierdo
M existe un monomorfismo ¢ : M — I con [ inyectivo. Sean M e I R-mddulos
izquierdos con [ inyectivo talque ¢y : M — I es monomorfismo. Como / es inyectivo
existe, por hipétesis, un producto directo [];c; C; de copias de C que contiene un
sumando directo isomorfo a /. Sea N sumando directo de [[;; C; tal que N = I,
entonces si ¢: I — N es un isomorfismo, 7;: N — C; la i—€sima proyeccién de N

en C; y y: C; — C un isomorfismo, tenemos:

m Ker(p) < Ker(ympy) = 0.
weHomg(M,C)

Se cumple que Ker(ympy) = 0 pues y es isomorfismo. Por lo tanto C es un

cogenerador. [

Corolario 1.11.8. Sea I un cogenerador inyectivo y C un R modulo izquierdo.
Entonces C es un cogenerador siy solo si existe un producto directo de copias de C

que contiene un sumando directo isomorfo a 1.

Demostracion. Si C es cogenerador, el resultado se cumple por el Teorema 1.11.7.
Supongamos que existe un producto directo de copias de C que contiene un sumando

directo isomorfo a /. Entonces

ﬂc,-:l’eaL

i€A
con A un conjunto, C; = Cy I’ = I. Seat: I — [];ca Ci el monomorfismo
inclusion, sean M, B R—mddulos izquierdos y sea A € Homg(M, B) tal que A # 0.
Como I es cogenerador existe € Homg(B, I) con ¢ # 0 tal que A4 # 0, entonces
Wy € Homg (B, [[;caCi) conwy # 0y 0 # wyA. Porel Teorema 1.11.3, [];c4 Ci es
un cogenerador y por el Teorema 1.11.6 C es un cogenerador. [ |

Teorema 1.11.9. Sea C un R-médulo izquierdo. C es un cogenerador de R—Mod
si y sélo si cada morfismo a: A — B para el que Hom(a, 1¢) es un epimorfismo,

es un monomorﬁsmo.
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Demostracion. SiC escogeneradory @: A — Besunmorfismo tal que Hom(a, 1¢)

es un epimorfismo, entonces dado ¢ € Homg(A, C) existe v € Homg(B, C) tal que
¢ =yYa,luego

0 < ker(a) =a™'(0) < ﬂ a(ker(y)) =

weHomg(B,C)
= ﬂ ker(Wa) = ﬂ ker(p) = 0.
weHomg(B,C) weHompg(A,C)

Por tanto « es monomorfismo.

Verifiquemos el reciproco. Sea M un R—mddulo izquierdo y definamos

B= || ¢
peHomgr(M,C)
con C, = C para cada ¢ € Homg(M,C) y sea
a:M — B

m = (p(m))

entonces para ¢, € Homg(M, C) ocurre que ¢, = m,, @ = lcm,, a, donde

r,: || Ce—Ch=C
peHomg(M)

es la ¢,—ésima proyeccion, entonces

Hom(a, 1¢): Homg(B,C) — Homg(M, C)
/S 1cl//a

es un epimorfismo. Por hipétesis se sigue que @ es un monomorfismo, por tanto

ﬂ ker(y) = ker(a) =0

weHomg(M,C)

y en consecuencia C es cogenerador, como se deseaba. [

Corolario 1.11.10. Si C es un cogenerador inyectivo de R—-Méd y si «: A — B
es un morfismo, entonces: « es un monomorfismo si y solo si Hom(a, 1¢) es un

epimorfismo.
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Demostracion. Supongamos que a: A — B es un monomorfismo. Para cada

morfismo ¢ : A — C tenemos el siguiente diagrama

A»L)B_

’|

C

Por hipotesis C es inyectivo, asi que existe un morfismo A: B — C tal que conmuta

el diagrama

es decir, ¥ = da = l¢Aa y por tanto

Hom(a, 1¢): Homg(B,C) — Homg(A,C)
170 [ 1clﬁa

es un epimorfismo.

El reciproco se sigue del Teorema 1.11.9. [

Ahora concentraremos nuestra atencion en un modulo particular. Sea S un médulo
simple y E(S) su cdpsula inyectiva, para la que asumimos S < E(S). Sea C un

cogenerador, entonces como

m Ker(p) =0
peHompg(E(S),C)
debe haber un morfismo ¢ € Homg(E(S),C)talque S £ Ker(p)ycomo S es simple
se sigue que S N Ker(yp) = 0. Ademas S es esencial en E(S), entonces Ker(¢) = 0,

es decir, ¢ es un monomorfismo. Luego

o S —Im(p)

a > @(x)

es también cdpsula inyectiva de S donde el médulo Im(¢), que es isomorfo a E(S),
es un submoédulo inyectivo de C. Como es un submdédulo inyectivo, es de hecho un
sumando directo de C.

Se establecié por tanto que el cogenerador C, para cada médulo simple S, contiene

una cdpsula inyectiva de éste.
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Observaciéon. Consideremos los R—méddulos izquierdos simples, como = es una
relacién de equivalencia podemos formar clases de equivalencia con ellos.
Notemos que dado S simple, S = Rs con s € S. Si consideramos el siguiente

morfismo

ps: R — Rs

r = rs

es claro que es un epimorfismo, entonces por el Primer Teorema de Isomorfismo

existe k: ﬁzw — Rs isomorfismo tal que el siguiente diagrama conmuta
s

R
1
R

ker(gs

7

% o Rs.
7
7
7 K
)

Es decir, para cada R—modulo izquierdo simple existe un ideal 7 de R tal que
S = R/I. Por lo tanto la cantidad de R—md&duos izquierdos simples estd acotada por
la de los ideales de R, el cual sabemos que es un conjunto. De ahi que si tomamos un
representante de cada clase de isomorfismos de los R—mddulos izquierdos simples,

S;, entonces {S; | i € I} es en efecto un conjunto.

Teorema 1.11.11.  a) El R—mddulo izquierdo C es un cogenerador de R—Mod
si 'y solo si C contiene una capsula inyectiva de cada R—médulo izquierdo

simple.

b) Sea {S; | i € I} un sistema de representantes de clases de isomorfismos
de R—modulos izquierdos simples y sea E(S;) la cdpsula inyectiva de S;.

Entonces

Co=| [Es)
i€l

es un cogenerador.

¢) Un R—modulo izquierdo C es un cogenerador si'y sélo si C posee un submo-

dulo isomorfo a C,.

Demostracion. a) Se determind previamente que un cogenerador contiene una
cédpsula inyectiva para cada médulo simple. Resta verificar el reciproco.
Supongamos ahora que C cumple que contiene una cdpsula inyectiva para cada

R—mddulo simple S. Sea M un R—mddulo izquierdo distinto de cero, y tomemos
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m € M tal que O # m, entonces Rm es finitamente generado y por el Teorema 1.3.15
tiene un submaédulo maximo A. Luego S = Rm/A es simple. Seay: S — E(S)una
capsula inyectiva de S con E(S) < C, la cual existe por hipdtesis. Como y es un

monomorfismo se tiene que y(m + A) # 0. Consideremos el morfismo

entonces yv(m) = y(m + A) # 0.

Como E(S) es inyectivo, existey’: M — E(S)tal que el siguiente diagrama conmuta

Rm—‘—> M

o A

E(S)
En consecuencia y’(m) # 0. Si

p: M —C

x =y

entonces se sigue que ¢(m) # 0, es decir m ¢ Ker(g). Como m es arbitrario se
sigue que:

ﬂ Ker(e) =0

peHomg(M,C)
se concluye que C es un cogenerador.
b) C, contiene una cédpsula inyectiva de cada R—modulo izquierdo simple. Del
inciso a) C, es cogenerador.
¢) Si C es un cogenerador, por el inciso a) para cada médulo simple S; existe Q; < C

con Q; = E(S;). Seavy;: E(S;) — Q; isomorfismo. Afirmamos que
Z Q= @ 0.
iel iel
Sea S’ = yi(S;), entonces S’ = §; y S <¢5 Q;. Por el Teorema 1.6.3, para demostrar

la afirmacidn es suficiente verificar que:

Supongamos que la suma no es directa, entonces existe J C [ finito tal que Y¢S

no es directa, luego {n € N | 3, S/ no es directa } es un subconjunto no vacio de
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los naturales y por tanto tiene elemento menor rn, es decir,

n
S
i=1
no es directa pero
n n
-,
i=2 i=2
Entonces S}, N (S, ® S, & --- @S] ) # 0, como §;, es simple se sigue que S/ C
S, ®S, ®--- @S, . Seam lai—€ésima proyeccion de S;, @ --- @ S, en S] con
i € {2,...,n}, entonces existe i, € {2,...,n} tal que 7; (S} ) # 0. Como S, y S,
son simples se sigue que S} = 7;,(S;,) = S}, luego S, = §] =S, =, loque

n io

es una contradiccion. Asi que
2,9 =D
i€l i€l

y por lo tanto

vi | |ESH - o

iel iel

(a;)) = Z%‘(ai)

es un isomorfismo pues y; es un isomorfismo para cada i € I. Luego, C tiene
un submodulo isomorfo a C,. Ahora, si suponemos que C posee un submdédulo

isomorfo a C, del inciso a) se sigue que C es cogenerador. [ |
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Capitulo 2
CARACTERIZACIONES DE ANILLOS MAX

Definicion 2.0.1. Un R-médulo izquierdo M es un médulo Max si y sélo si cada

submoddulo N # 0 de M tiene al menos un submdédulo maximo.

Definiciéon 2.0.2. Un anillo R es un anillo MAX izquierdo si y sé6lo si cada
R—médulo izquierdo M # 0 es un médulo Max.

2.1 Moéodulos Max

Teorema 2.1.1. Sea {B; | i € I} una familia de R—modulos izquierdos. B =
@ie] B es Max si 'y solo si B; es Max, para cada i € 1.

Demostracion. Supongamos que B es Max. Como B; < B para cada i € I, si
A < Bjcon A # 0, entonces A < By por tanto A tiene un submoédulo méximo. Por
tanto, para cada i € [ se tiene que B; es Max. Ahora, si {B; | i € I} es una familia
de médulos Max, veamos que B es Max. Sea N < B con N # 0, entonces existe

0 # XZicym; € N con J C I finito. Para i, € J y m;, # 0 consideremos

B % B
@iEI i in >

|

N

donde ¢ es la inclusion y 7, la i,—€ésima proyeccion. Entonces
mi,umi,) = 7, («(mi,)) = i, (m;,) = m;, # 0.

Con lo que 7t # 0. Sea f = mt |7iotN) . N — mi,u(N), f es epimorfismo
y 0 # m,«N) < B;, que es Max, por tanto m; ((N) tiene un cociente simple
h: mi,uN) — S, luego

N — T, t(N) — S

y por tanto N tiene un cociente simple. [ |

Teorema 2.1.2. Un anillo R es un anillo MAX izquierdo si y sélo si R tiene un

R—modulo izquierdo C que es cogenerador Max.
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E(S)),

donde {S; | i € I} es un sistema de representantes de clases de isomorfismos de

Demostracién. Supongamos que R es un anillo MAX izquierdo. SeaC = €p),,
R—médulos simples y E(S;) sus respectivas cdpsulas inyectivas. Entonces por el
Teorema 1.11.11 C es un cogenerador, veamos que C es Max.

Sea M < Ccon M # 0, como R es un anillo izquierdo max, M tiene un submdédulo
méximo, y por tanto C es Max.

Verifiquemos que se cumple el reciproco. Sea M # 0 un R—moddulo izquierdo, por
hipétesis existe C cogenerador de R—Mod que es Max, por el Teorema 1.11.4 existe
h: M — Ctal que h # 0, luego Im(h) # 0y Im(h) < C, como C es Max Im(h)
tiene un submédulo maximo.

Por el Primer Teorema de Isomorfismos existe un isomorfismo ¢: Im(h) — %(h)

tal que el siguiente diagrama conmuta

bl @)

M —— Im(h)
7
v P /90
7
Ker(h)
donde v es el epimorfismo candnico.
Entonces Im(h) = %(h) Si Im(h) tiene un submédulo méaximo, %(h) también lo

tiene y por el cuarto teorema de isomorfismos, si hay un médulo méximo en %(h)

lo hay en M. Por lo tanto R es un anillo MAX izquierdo. [

Definicion 2.1.3. Sea R un anillo. R es co-artiniano izquierdo si y sé6lo si para

cada R—moddulo izquierdo simple S la cdpsula inyectiva de S, E(S), es noetheriano.

Corolario 2.1.4. Si R co-artiniano izquierdo entonces R es un anillo MAX izquierdo.

Demostracion. Sea S un R—mddulo izquierdo simple, afirmamos que E(S) es Max.
Sea M < E(S), M # 0. Consideremos I' = {B | B < M}, I es un subconjunto de
submodulos de E(S) y por hipétesis E(S) es noetheriano. Asi I tiene un elemento
maximo y en consecuencia M tiene un submoédulo maximo. Tenemos asi que para
cada R—modulo simple S, E(S) es Max.

Sea C = (P, E(Si), donde {S; | i € I} es un sistema de representantes de clases
de isomorfismos de R—mddulos izquierdos simples. E(S;) es Max para cada i € 1,
entonces por el Teorema 2.1.1, C es Max y por tanto C es cogenerador Max. Por el
Teorema 2.1.2, R es MAX izquierdo. [
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Ejemplo: Consideremos a Z, con p primo. Z, es simple, pero E(Z,) = Z,~ que

no es noetheriano.

Parailustrar cuando E(S) no sélo es neteriano, también simple, citaremos un teorema

de Kaplansky, pero primero introduciremos la siguiente terminologia.

Teorema 2.1.5. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) Cada R—mddulo izquierdo simple S es inyectivo, es decir, E(S) es simple.
2) rad(M) = 0 para cada R—modulo izquierdo M.

3) Cada ideal izquierdo I # R es la interseccion de ideales izquierdos maximos,
esto es, radr(R/I) = 0.

Demostracion. 1) = 2) Sea {S; | i € I} un conjunto de representantes de clases
de isomorfismos de R—mddulos izquierdos simples. Por hipétesis los elementos de
{S; | i € I} son inyectivos, entonces S; = E(S;) para cada i € 1. De ahi que €P,; S;
es un cogenerador de R—Mdd y es semisimple. Sea M un R—moddulo izquierdo,

entonces

rad(M) = ﬂ Ker(y) C ﬂ Ker(y) =0,

weHomg(M,N) <p€H0mR(M,@i€I Si)
N semisimple

donde la dltima igualdad se da por la definicion de cogenerador.
2) = 3) Sea I un ideal izquierdo de R, entonces g(R/I) es un R—mddulo izquierdo

y por hipétesis rad(g(R/I)) = 0. Entonces

0=rad(z(R/D)= ) R<B/1>=( A B)/I.

I<B maximo en R I<B maximo en R

Por lo tanto
= () B
I<B maximo en R
que era lo que se deseaba.
3) = 1) Sea S un R—mddulo simple, entonces S es ciclico y existe x € S tal que
S = Rx,sea¢: R — Stal que o(r) = rxy v: R — R/Ker(p) el epimorfismo

canénico, entonces por el Primer Teorema de Ismorfismos existe un isomorfismo
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W : R/Ker(p) — S tal que el siguiente diagrama conmuta.

R—% 5.
|
v /w

R7

Ker(p)

Como Ker(p) es maximo en R, entonces cada R—modulo izquierdo simple S se
puede escribir como R/I donde I es maximo en R.

Usaremos el criterio de Baer para vérificar que S es inyectivo. Por lo anterior,
S = R/M donde M es un ideal maximo en R.

Sealunidealde Ry ¢: I — R/M con ¢ # 0. Como Ker(¢) es submédulo maximo
en I, entonces existe a € I \ Ker(y) tal que Ra + Ker(p) = I y por el inciso 3)
existe M) ideal maximo en R tal que Ker(¢) < My y My + I = R. Pues si cada
ideal maximo M que es intersectando de ker(¢) cumpliera que / C M, entonces
I C ker(p) C Iy por tanto ¢ seria el morfismo 0, lo que es una contradiccién y por
tanto / + M; = R. De ahi que Ra N M; C ker(y) ya que si M, tuviera un elemento
b € Ra que no estd en ker(y), entonces I = Rb+ ker(¢) C Mj, pero M no contiene
a I. Ahora, usando la ley modular

MiNI=M;N(Ra+ Ker(p)) =(Ran M)+ Ker(y) = ker(p).

Sea ¢: R — R/M tal que ¢(M;) = 0y ¢(I) = ¢(I). Como My NI = ker(p)

entonces ¢ estd bien definida y es tal que el siguiente diagrama conmuta

R—2.
|/

("2
1

Como esto se cumple para cada ideal I de R, por el criterio de Baer R/M = S es

S

inyectivo. [ |

Definicion 2.1.6. R es un V—anillo izquierdo en caso de que R cumpla alguna de
las proposiciones del Teorema 2.1.5.

Nota:

i) Un V—anillo izquierdo es un anillo MAX izquierdo. En efecto, dado M # 0,
si M no tuviera algin submdédulo méaximo, rad(M) = M, pero por hipétesis

rad(M) =0 # M, por tanto M debe tener algiin submédulo maximo.
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ii) Los V—anillos con co-artinianos.

Teorema 2.1.7. Para cualquier anillo conmutativo R, las siguientes condiciones

son equivalentes:

1) R es Von Neumann regular.
2) R es un anillo reducido de dimension de Krull 0.

3) Para cualquier ideal maximo M < R, la localizacion Ry es un campo.

Demostracién. 1) = 2) Paraa € R, existe x € R tal que a = axa = a*x. Entonces
a’* = 0 implica @ = 0, por tanto R es reducido. Para demostrar el resto de 2)
mostraremos que cualquier ideal primo P es maximo. Para eso, veamos que R/P
es un campo. Para a ¢ P, a = a*x para algiin x € R. Notemos que ab = 0 implica
que ab € P,como P es primoy a ¢ P se sigue que b € Py por tanto b=0. Luego
@ no es un divisor de cero y cancelando a @ de @ = aax tenemos que @x = 1 y por
tanto R/P es un campo.

2) = 3) Sea M un ideal mdximo de R. Si R es reducido, sea (r,a) € Ry tal
que (r,a)" = 0, entonces (r",a") = 0y por tanto r* = 0y a” = 1. Como R es
reducido, se sigue que r = 0y por tanto (r,a) = 0 con lo cual R es reducido,
es decir, Nil (R(M)) = 0. Si R tiene dimension de Krull 0, entonces también Ry
tiene dimension de Krull 0. Pero M) es el tnico ideal primo de Ry, entonces
My, = Nil,R = Nil(R()) = 0. Por tanto (R, M(sr)) es local y por el Teorema
1.10.10 se cumple que Ry)/rad(Ry) es un anillo con divisién y como Ry es
conmutativo, es un campo. Ademds rad(R)) = My = 0. Por lo tanto R es un
campo.

3) = 1) Sea a € R. Dado M ideal maximo de R, tenemos:
(aR/a*R)y = (aR))/(@*R)my = aRuy/a*Ro-
Como Ry es un campo, aR) = azR(M), entonces
(aR/a*R)u) =0

para cada ideal maximo M, por tanto aR/a’R = 0, de donde a = a’x para algtin

x € Ry porlo tanto R es Von Neumann Regular. [

Teorema 2.1.8. Sea R un anillo conmitativoy M = R/ A con A un ideal mdximo en

R, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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1) M como R—modulo izquierdo es inyectivo.
3) M como R—modulo izquierdo es divisible.

2) La localizacion Ry es un campo.

Demostracion. 1) = 2) Se sigue del corolario anterior.

2) = 3) Primero notemos lo siguiente: para r € A, la ecuacién 1 = rv no tiene
solucién parav € M, pues 1 = rvimplica I —rv € A. Como r € A entonces rv € A,
de ahique 1 = 1 — rv + rv € A lo que es una contradiccién. Si anng(r) C anng(1),
por ser M divisible, la escuacién 1 = rv tendria solucién para algin v € M lo
que no ocurre, de ahi que anng(r) ¢ anng(1), por tanto existe x € anng(r) tal que
xé annR(T). Luego xr = 0, pero 0 # xl =%, por tanto x ¢ A. Es decir, cadar € A
es anulado por algin elemento que no estd en A.

Sea = € Ry

i) Sir € A, entonces existe x € R\ A tal que rlx = rx = 0 = Oax, es decir
(r,a) ~ (0, 1).

ii) Si r ¢ A, entonces &+ € R, y 72 = % (pues R es conmutativo, 1 ¢ Ay

arl =ral)

Por tanto, R4 es un campo.
3) = 1) Supongamos que R4y €s un campo y veamos que M es inyectivo via el
criterio de Baer. Sea U < Ridealde Ry ¢: U — gR un morfismo de R—mddulos

izquierdos. Notemos que
k. Ra
A Ay

Sea ry: U — Uy tal que 1 (u) = 7 y consideremos el siguiente diagrama:

U—2 M
ﬂ
U
Sea
R
Y U - —
(A) Aon)
1
- = —p(u)
-



~

Veamos que ¢ esta bien definida. Sean

\\l&

= = € Uy, entonces existe x € R\ A

tal que u'rx = ur'x, por tanto ¢(u'rx) (ur’x) de donde rxp(u’) = r'xp(u).

1
= —r'xp(u).
rr’'x

De donde %go(u’) = %gp(u) y por tanto ¢ estd bien definida. Ademas

u 1
um@ =y (T) = 160 = e,
Entonces el siguiente diagrama conmuta

U—f2-m

ﬂl\j //
Y
U

Ademads, como R4 es un campo entonces Uy = 0 0 Ua) = Ray:

i) SiUga) = R(a), tenemos el siguiente diagrama conmutativo con k = Idy, A

Uiy — R

| A

M

ii) Si Uiy = 0, entonces para cualquier morfismo «: R4y — M tenemos el
diagrama conmutativo

Uiy — R

| A

M

Seamy: R — Ra) tal que mo(r) = T y consideremos el siguiente diagrama
(4) talq T

Uipy Ry

IR wal
s

U - R

Sea

A:R — M
(7
ro— k|-
1
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Entonces parau € U

M) = A0 = & (3) = e () =¥ (T) = wm@) = e

Es decir, el diagrama

7/
7/
272

es conmutativo, y por el criterio de Baer M es inyectivo. [ |

Teorema 2.1.9. (Teorema de Kaplansky) Un anillo conmutativo R es un V—anillo

si y solo si R es un Von Neuman regular.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.1.7 y del Teorema 2.1.8. [

Definicion 2.1.10. Sea R un anillo y L un ideal izquierdo de R. L es T—nipotente
derecho si y s6lo si para cada sucesion {ri}l?‘il en L existe k e Ntalqueriry---ry =
0.

Teorema 2.1.11. Sea R un anillo e I un ideal izquierdo de R. Entonces M es un
R/1-mddulo izquierdo si y solo si M es un R—mddulo izquierdo y IM = 0.

Demostracion. Se sigue del ejemplo 9 de la seccion 1.4 de [2]. [

Teorema 2.1.12. Sea R un anillo. R es MAX izquierdo si y sélo si rad(R) es
T—nilpotente derecho y (R/rad(R)) es MAX izquierdo.

Demostracion. Denotemos K = R/rad(R).

(=) Por el Cuarto Teorema de Isomorfismos, si cada R—mdédulo izquierdo diferente
de cero tiene un submodulo maximo, entonces cada K—moddulo diferente de cero
tiene un submodulo maximo.

Suponga que B es un R—mddulo izquierdo diferente de cero y A un submédulo de
Bcon A+ rad(B) = B. Si A # B entonces por hipétesis B/A tiene un submédulo
maximo, esto es, existe un submodulo méximo A de B que contiene a A. Como por
definicién rad(B) < A, se tiene que A + rad(B) < A, lo que es una contradiccién
pues A + rad(B) = By A < B. Por lo tanto A = B, y en consecuencia para
cada R—-mddulo izquierdo B, rad(B) es superfluo en B. Ahora sea {j;}:°, una
sucesion de elementos en Rad(R). Si F es un médulo libre con base {x;}°, y F’

un submédulo de F generado por {x; — jixi+1 }lf’il entonces por el Corolario 1.10.12
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se tiene que rad(F) = (rad(R))F y tenemos ademas que F’ + (rad(R))F = F, asi
F’ + rad(F) = F, pero rad(F) es superfluo en F, por tanto F’ = F, luego existen

r, ..., € Rtal que
n
Xy = Z”i(xi — Ji%i+1)
i=1
n
= rx + Z(Vi = Fi1Ji=1)Xi = F'njnXn+1-
i=2
Por la independencia de la base {x;}>, 11 = 1, r; = ri_yj; parai € {2,...,n}

y 1njn = 0. Ahora r, = r;j; = ji. En general si ry = ji--:jr-1, donde k €
{2,...,n— 1}, entonces ry+1 = rijx = j1 - - - jk. Con este proceso encontramos que
Fn=J1 Jn1 Y J1+ - Iy = rujn = 0, por lo tanto Rad(R) es T—nilpotente.

(<) Sea M un R—moédulo izquierdo diferente de cero. Afirmamos que (Rad(R))M +#
M y lo demostraremos por contradiccion, es decir, supongamos que (rad(R))M =
M.

Como M es diferente de cero, (rad(R))M es diferente de cero y por consiguiente
existen j; € Rad(R)ym; € M talque jym; # 0,ademascomom € M = (rad(R))M
existe n € N tal que

n
my = Z rin; donde r; € Rad(R) y n; € M parai € {1, ...,n},
i=1
como jim; # 0 entonces existe k € {1,...,n} tal que jirgn; # 0. Denotemos a
rk = ja 'y ng = my, entonces jijomy # 0. Por induccion existe una sucesion {j;}7,
enrad(R)y unasucesion {m;} en M con j; - - - Jymy # Oparak € {1,2,...}. Esto
contradice que rad(R) sea T—nilpotente, entonces para un R—mdédulo M diferente
de cero se tiene que (rad(R))M # M, luego W # 0y por hipétesis tiene un

submdédulo médximo y por tanto M lo tiene, lo que demuestra el resultado. [

Lema 2.1.13. Sea R un anillo conmutativo. Si R es MAX izquierdo, entonces cada

elemento de R que no sea divisor de cero es una unidad.

Demostracion. Sea x € R tal que x no es divisor de cero. Sea A = @21 Ry;,
donde Ry; = %, es decir, Rx' = g(0 : y;). Si B = Y2 R(xyi+1 — y;), entonces
% = 3.2, Ry;, donde y; = y; + B. Supongamos que A # B, entonces por hipdtesis
A/ B tiene un submédulo maximo M. Siy, ¢ M, entonces Ry, + M = A/By existe

m € M yr € Rtal que 3, = ry, + m. Notemos que x"ry, = 0 pues Rx' = (0 : y;)
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y notemos también que x"y,, =y, pues

XYou = yn = X" xyan = yano1) + XA (XY20-1 = Yan—2) +

+ X" (xyn-2 = yau-3) + X" HXY20-3 = You-a) +

+ ......

+ X(XY20-(n-2) = Yon-(n—1)) + X°(XY20—(n=1) = Y2n-n) =
n

= Z X" (XYan-(i-1) = Y2n—i) € B.
i1

Por tanto

Yo = X"y, = X"(ry, + m) = X"ry, + x"m = x"m € M,

lo que es una contradiccion.

Entonces y, € M paran € {1,2,...} y M = A/B, pero eso no es posible pues
M es maximo en A/B. Por lo tanto A/B = 0, es decir, A = B. Entonces existen
r, ..., € Rtal que

n
yi o= Zri(x)’m - Vi)
i=1
n
—riy1 + (Z(ri—lx - ri)yz') + X Ynel.

i=2

Como los y’s son independientes, y; = —r1y1,7xX € g(0; yiy1) = Rx"!

yri-ix—r; €
r(0;y,) = Rx' parai € {2,3,...}. Como r,x € Rx""' y x no es divisor de
cero, tenemos que r,x = rx"*! para algin r € R, entonces r,x = rx"x, luego
r, = rx" y por tanto r, € Rx". Supongamos que r; € Rx* cuando k € {2,...,n}.
Como rg_1x — ry € Rx*, re_jx € Rx* y como x no es divisor de cero ocurre que
ri—1 € Rx*~1. Esta induccén finita muestra que r; € Rx, entonces y; = —ryy; = 0.
Por tanto R% = Ry;=0yR=Rx. Como1l € R, exister € Rtalque 1 =rx = xr.

Asi, x es unidad. [ ]

Teorema 2.1.14. Sea R un anillo conmutativo. R es MAX izquierdo si y solo si

rad(R) es T—nilpotente derecho y %}R) es un anillo Von Neumann regular.

Demostracion. Denotemos K = R/rad(R).

Por el Teorema 2.1.12 se cumple que Rad(R) es T—nilpotente y cada K—mddulo
distinto de cero tiene un submdédulo méximo. Verifiquemos que K es Von Neumann
regular.

Seaa € K talque a # 0, como Ka es conmutativo y no tiene ideales nilpotentes (pues
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rad(R) contiene a todos los ideales nilpotentes de R), entonces Ka N (0;a) = 0
pues si w € Ka N ¢(0;a) con w # 0, se cumple que w = ra y wa = 0 para algin
r € K, entonces raa = 0y por consiguiente rraa = 0, es decir, w2 =0, luego Kw
es un ideal nilpotente de Ka lo que es una contradiccion.

Sea K = K/x(0;a) y para k € K sea k = k + 1(0;a). Si ka = 0, entonces
ka € Ka N (0;a) = 0, luego k € x(0;a) y k = 0, por tanto @ no es un divisor de
ceroy porel Lema2.1.13 Ka = K y Ka @ 1(0; a) = K. Esto muestra que cada ideal
principal de K es un sumando directo de K, por tanto K es Von Neumann regular.
(=) Basta verificar que todo K—mddulo distinto de cero tiene algin submédulo
maximo.

Como K es Von Neumann regular y conmutativo, por el Teorema 2.1.9, cada
K—moddulo simple es inyectivo. Sea M un K—mddulo distinto de cero y tomemos
m € M tal que m # 0.

Km es ciclico si Km no tiene submddulos propios distintos a 0, entonces Km es
simple, y si los tiene, por el Teorema 1.3.15, existe B < Sm méaximo distinto de cero

y Km/B es simple. De cualquier forma existe un epimorfismo
p: Km— A

con A simple y por tanto inyectivo. Si¢: Km — M es la inclusion entonces existe

¢: M — A tal que el siguiente diagrama conmuta

Km—‘—~

7
'
GDl ,//‘15
A

Y Ker¢ es submddulo méximo de M. Por el Teorema 2.1.12 se cumple el resultado.

Definicion 2.1.15. (Serie radical) Sea M un R—mddulo izquierdo. Si @ un ordinal

sucesor tal que @ = y + 1, entonces se define rad®(M) como:
rad®(M) = rad”™" (M) = rad(rad”(M)).
Si a es un ordinal limite, se define rad®(M) como:

rad®(M) = ﬂ rad?(M).
Bea

Teorema 2.1.16. Sea M un R—mddulo izquierdo. Los siguientes enunciados son

equivalentes:
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1) M es Max.
2) Para cada ordinal B, radP(M) tiene un submédulo mdximo o es cero.

3) Para algiin ordinal «, rad®*(M) = 0.

Demostracién. 1) = 2) Basta notar que rad®(M) < M para cada ordinal 8y como
M es Max, radP(M) tiene un submédulo méximo o es cero.

2) = 3) Notemos que si y < f3, entonces rad?(M) < rad”(M).

Sirad®(M) # 0, entonces por hipétesis existe M, < rad®(M) maximo enrad®(M),
luego S, = rad®*(M)/M, es simple. De la Observacion de la seccién 1.11 hay a lo
mads tantos simples como ideales de R. Sea 8 un nimero cardinal mas grande que
la cardinalidad del conjunto potencia de R, se sigue que rad?(M) = 0.

3) = 1) Consideremos K # 0 submédulo de M y sea A < a el menor ordinal tal que
K ¢ rad*(M), si A no es un ordinal sucesor, entonces como K C rad?(M) para cada
B < A se sigue que K C (g, radP(M) = rad*(M) lo que es una contradiccion,
por tanto A es un ordinal sucesor y en consecuencia K C rad*~'(M).

Si K = rad*'(M), entonces K tiene un sumédulo mdximo pues rad(K) =
rad (M) # K.

Si K # rad*~'(M), entonces K no estd contenido en algtin submédulo méximo M’

de rad*='(M) pues de lo contrario, si para cada M’ méaximo en rad*~'(M) K € M’

KgﬂA.

A<rad®' (M)
A maximo

Es decir, K C rad(rad*~'(M)) = rad* (M) 1o que es una contradiccién. Luego, K
no estd contenido en algiin M’ maximo en rad*~'(M). Afirmamos que K N M’ es

entonces

maéximo en K.

Primero notemos que como K no estd contenido en M’ existe a € K tal que
a ¢ M’, como M’ es maximo se sigue que M’ + Ra = rad*~'(M) y se cumple que
M’ + Ra < M’ + K, entonces M’ + K = rad*™""(M).

Ahora, si KN M’ < C < K, se sigue que

M=M+KnM <C+M <K+M =rad* (M)

Como M’ es mdximo en rad'~'(M) se sigue que C+ M’ = M’ 0o C+ M’ =
rad*~"(M). Si C + M’ = M’, entonces C < M’ N K y por lo tanto C = M’ N K.
SiC+ M =rad*'(M)= M+ K, entonces

K=Knrad“'M)=Kn(C+M)=C+(KnM)=C
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Por tanto M es Max. [ ]

Corolario 2.1.17. Sea C un cogenerador en R—-Mod. R es MAX izquierdo siy solo

si C tiene un radical transfinito nilpotente.

Demostracion. Si R es MAX izquierdo, entonces C es Max y por el Teorema 2.1.16
C tiene un radical transfinito nilpotente. Ahora si C tiene un radical transfinito
nilpotente, por el Teorema 2.1.16 C es Max y por el Teorema 2.1.2, R es MAX
izquierdo. [

Lema 2.1.18. Sea Q un R—modulo izquierdo casi-inyectivo, entonces cada A < Q
fuertemente invariante en Q es casi-inyectivo, en particular, rad*(M) es casi-

inyectivo para cada ordinal .

Demostracion. Sea A < Q un submddulo fuertemente invariante en Q. Como
E(A) < E(Q)y E(Q) esinyectivo,sead: E(A) — E(A)y consideremos el siguiente
diagrama
E(A)——E(Q)
|
E(A)

L

EQ)

Como E(Q) es inyectivo existe x: E(Q) — E(Q) tal que el siguiente diagrama
conmuta:
E(A)—E(Q)

/
P /
/

EA)

/K
/
3 /

¥
EQ)

y por tanto A = (A = k, es decir, A es la restriccion del morfismo «: E(Q) — E(Q)
y como Q es casi-inyectivo por el Teorema 1.6.17 Q es fuertemente invariante en
E(Q) y por tanto « induce un morfismo kK en End(Q), kK = k |p. Por hipétesis A
es fuertemente invariante en Q, entonces K(A) < Ay siempre pasa que A < E(A),
luego A(A) = (tA)(A) = (kt)(A) = k(A) = K(A) < A, es decir, A(A) < A, por tanto
A es fuertemente invariante en E(A) y por el Teorema 1.6.17, A es casi-inyectivo.

Verifiquemos que para cada ordinal @, rad®(Q) es fuertemente invariante en Q. La
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demostracion se haré por induccion transfinita.

Si ¢ € Hom(Q, Q) entonces por el Teorema 1.10.3, ¢(rad(Q)) < rad(Q) y por
tanto rad(Q) es fuertemente invariante en Q y por el Teorema 1.6.17, rad(Q)
es casi-inyectivo. Ahora sea @ un ordinal tal que rad®(Q) es casi-inyectivo y
verifiquemos que rad®*'(Q) es fuertemente invariante en rad®(Q). Sea ¢ €
Hom(rad®(Q), rad®(Q)), entonces por el Teorema 1.10.3

(rad™(Q)) = ¢(rad(rad®(Q))) < rad(rad*(Q)) = rad**\(Q).

Es decir, rad®*1(Q) es fuertemente invariante en rad®(Q) y por hipétesis inductiva
y el Teorema 1.6.17, rad®*'(Q) es casi-inyectivo.

Sea « un ordinal limite tal que rad?(Q) es casi-inyectivo para cada 8 < a. Sea
¢ € Hom(Q, Q), entonces ¢(rad?(Q)) < radP(Q) para cada 8 < a, por tanto:

¢ (ﬂ radﬂ@))

B<a

() etrad” Q)
B<a

() rad®©@)
B<a
= rad®(Q).

¢(rad®(Q))

IA

IA

Luego rad®(Q) es fuertemente invariante en Q y por el Teorema 1.6.17 rad®(Q) es
casi-inyectivo. Con lo que queda demostrado que para cada ordinal «, rad®(Q) es

casi-inyectivo. [ |

Definicion 2.1.19. Un R—mddulo izquierdo N es llamado co-ciclico si y sélo si
N tiene un submoédulo simple K el cual estd contenido en cada submédulo de N

diferente de cero.

Teorema 2.1.20. Sea R un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) R es MAX izquierdo.

2) Cada R—médulo izquierdo M # 0 casi- inyectivo tiene al menos un submoédulo

maximo.

3) Cada R—modulo izquierdo M + 0 casi-inyectivo co-ciclico tiene al menos un

submodulo mdximo.
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Demostracion. 1) = 2)y 2) = 3) Son claros.

3) = 1) Sea {S; | i € I} un sistema de representantes de clases de isomorfismos de
R—médulos izquierdos simples y E(S;) sus respectivas capsulas inyectivas. Veamos
que rad(E(S;)) es co-ciclico para cadai € I. S; <.,; E(S;) paracadai € I. Si
rad(E(S;)) # 0, entonces rad(E(S;)) N S; # 0y por tanto S; = S; Nrad(E(S;)) pues
S; es simple, luego S; < rad(E(S;)).

Afirmamos que para cualquier submédulo de rad(E(S;)), diferente de cero, S; esta
contenido en él. Sea B < rad(E(S;)) tal que B # 0, entonces como rad(E(S;)) <
E(S)y Si <es E(S;), se sigue que S; N B # 0y como S; es simple, se tiene que
S; N B = §; y por tanto S; < B, es decir, para cada B < rad(E(S;)) tal que B # 0 se
cumple que S; < By S; es simple, por lo tanto rad(E(S;)) es co-ciclico. De manera
andloga se verifica que para cada ordinal «, tal que rad®(E(S;)) # 0 se cumple que
rad®(E(S;)) es co-ciclico. De 3) y por el Teorema 2.1.16 E(S;) es Max para cada
i € I ademds por el Teorema 2.1.1 C = P,; E(S;) es Max y finalmente por el
Teorema 2.1.2 R es MAX izquierdo. [ |

Definicion 2.1.21. Sea M un R—modulo izquierdo. M es fiel si y sélo si para cada

r € Rtal que r # 0, existe m € M de forma que rm # 0.

Proposicion 2.1.22. Sea M un R—mdédulo izquierdo fiel. Si I es un ideal de R tal
que IM = 0, entonces I = 0.

Demostracion. Supongamos que I # 0, entonces existe » € [ tal que r # 0. Como
M es fiel existe m € M con rm # 0, pero eso contradice el hecho de que IM = 0.
Por lo tanto 7 = 0. [ |

Corolario 2.1.23. Sea M un R—mdédulo izquierdo. Si M es fiel y tiene un radical

transfinito nilpotente, entonces R tiene radical transfinito nilpotente.

Demostracion. Sea J = rad(R), veamos que J*M < rad®(M) para cada ordinal
a. La prueba se hard por induccion transfinita.

Por el Teorema 1.10.4, JM < rad(M).

Seaun ordinal a tal que J*M < rad®(M). Seaa € M\{0}y ¢,: J* — rad®(M)tal
que @,(r) = ra. ¢, estd bien definida pues por hipétesis inductiva J*M < rad®(M).
Luego por el Teorema 1.10.3

rad**!(R)a = g,(rad(rad*(R))) < rad(rad*(M)) = rad"*' (M),
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entonces

Z rad®*'(R)a = rad®* (RYM < rad®*'(M).
aeM

Por lo tanto rad®" (R)YM < rad®"'(M).

Ahora, sea @ ordinal limite tal que rad?(R)M < rad®(M)paracada 8 < «, entonces

JM = (ﬂ Jﬁ) M< ) (JBM) < () rad(M) = rad®(m).
B<a B<a B<a

Por tanto, para cada ordinal @ se cumple que J*M < rad®(M).

Si M tiene un radical transfinito nilpotente, entonces para un ordinal @ ocurre que
rad*(M) = 0, como J*M < rad®(M) se sigue que J*M = 0y como M es fiel
de la Proposicion 2.1.22 se sigue que J¢ = 0, es decir, R tiene radical transfinito

nilpotente. [ |

2.2 Series Loewy y mdodulos semisimples transfinitos

Definicion 2.2.1. Unaserie Loewy descendente o dual paraun R—mddulo izquierdo
M es una cadena descendente { M, },eca de submoddulos indexados por un ordinal A

tal que M, = M, Mo o semisimple y

M[Y+1
My = ﬂ M,
a€ef

para cualquier ordinal limite 8 € A.

Definicion 2.2.2. Sea M un R—moédulo izquierdo. Decimos que M es semisimple
transfinito si y sélo si existe una serie Loewy descedente {M,},ea con M, = 0

para algin a € A.
Teorema 2.2.3. Cualquier R—modulo izquierdo M semisimple transfinito es un

modulo Max.

Demostracion. Como M es semisimple transfinito existe una serie Loewy descen-
dente {M, }qen tal que M, = 0 para algtiin @ € A.

Veamos por induccién transfinita que
rad®(M) C M,.

Para M, tenemos que M, = M 2 rad’°(M). Supongamos que rad*(M) C M,.

Como = es semisimple, por el Teorema 1.10.6,

Ma+1
M,
rad( < ) =0

a+l1

65



y por el Teorema 1.10.5 rad(M,) € M,+;. Entonces por hipétesis inductiva
rad*(M) C M, y por tanto

rada/+1(M) — rad(rada(M)) - rad(Ma) C My,

es decir, rad®*'(M) C M,.,.

Si B € A es un ordinal limite tal que paracaday € 8
rad”(M) C M,,

entonces
rad®(M) = () rad”(M) < (| My = Mp.
Yes YeB
Concluimos por induccién transfinita que para cada @ € A se cumple que rad*(M) C
M,. Para a € A tal que M, = 0 se sigue que rad*(M) = 0y por el Teorema 2.1.16
M es Max. [ |

Corolario 2.2.4. Si para cada R—mdédulo izquierdo simple S, E(S) es semisimple

transfinito, entonces R es MAX izquierdo.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.3 para cada R—mddulo izquierdo simple S, E(S)
es Max. Sea {S; | i € I} un sistema de representantes de clases de isomorfismos de
R-médulos izquierdos simples, entonces (P, ; E(S;) es un cogenerador de R—Méd.
Por el Teorema 2.1.1 €P,_, E(S;) es Max y del Teorema 2.1.2 R es MAX izquierdo.

[

iel

2.3 Modulos Bass

Definicion 2.3.1. Sea M un R—mddulo izquierdo. M es un médulo Bass siy sélo si
cada submédulo M’ < M tal que M’ # M esté contenido en un submédulo maximo
de M.

Los siguientes teoremas (Teorema 2.3.2 y Teorema 2.3.3) nos proporcionan una
condicion de doble anulador para ideales finitamente generados de A, el anillo de

endomorfismos de un R—mddulo izquierdo casi-inyectivo.

Teorema 2.3.2. Sea Q un R—modulo izquierdo casi-inyectivo y I ideal izquierdo de

A = Endg(Q) tal que annpyanng(I) = 1. Entonces para cada x € A

annyanng(l + Ax) =1 + Ax.
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Demostracion. Sea x € A. Siy + Ax € I + Ax, para a € anng(I + Ax), entonces
(Y + Ax)(a) = 0, de ahi que ¥ + Ax € annpanng(l + Ax). Por tanto

I+ Ax C annpanng(I + Ax).
Para la otra contencién veamos primero que
anng(l + Ax) = anng(I) N anng(x).

Notemos que annp(I) N anng(x) € anng(I + Ax) es inmediato.

Si a € anng(I + Ax) para cada y + Ax € I + Ax se cumple que (¥ + Ax)(a) = 0,
en particular para ¢ € [ y para x se tiene que ¥, x € I + Ax y por tanto ¢(a) =0y
x(a) = 0 de ahi que a € annp(I) N anng(x).

Ahora, sea y € annpanng(I + Ax) = anny(anng(I) N anng(x)), entonces
anng(I) N anng(x) € anng(y)

y por tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo

x|aan(1)

anng(I) N anng(x) —— anng(I) — x(anng(I))

T

anng(y) —— Q

Im(y)

Sea

k: x(anng(l)) — Im(y)
x(a) = y(a)

y consideremos el siguiente diagrama
x(anng(I)) —Q

|

Im(y)

|

Q
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Como Q es casi-inyectivo, existe 4 € A tal que conmuta el siguiente diagrama

x(anng(I)) ——Q

Im(y) ////l
%
Q
Notemos que Ax(anng(l)) = A(u(x(ann)))) = k(x(anng(l))) = y(anng(l)), en-

tonces

(v = Ax)(anng(1)) = y(anng(D)) - Ax(anng(1))) = y(anng(D) — y(anng(D)) = 0.

De esto se sigue que y — Ax € annpanng(l) = I 'y en consecuencia y € [ + Ax. Por
tanto
annyanng(l + Ax) =1 + Ax.

Teorema 2.3.3. Sea Q un R—mdédulo izquierdo casi-inyectivo. Si A = Endg(Q)

entonces para I ideal izquierdo de A finitamente generado se cumple:

annaanng(l) = 1.

Demostracion. Veamos que para cada x € A se cumple que annpanng(Ax) = Ax
y usando una cantidad finita de veces el Teorema 2.3.2 se obtiene lo deseado. Para
eso basta ver que annpanng({o}) = {0}, donde 0: Q — Q es el morfismo que
manda a todos los elementos de Q al elemento 0 € Q.

Si x € annpanng({0}), entonces x(anng({o})) = 0, pero

anng({o}) = {a € Q | 0o(a) = 0} = Q.

Entonces x € A es tal que para a € Q, x(a) = 0 € Q, por tanto x = 0. En

consecuencia
annpanng({o}) = {o}.

Se tiene que {0} es un ideal finitamente generado de A que cumple las hip6tesis del

Teorema 2.3.2, entonces para cada x € A se cumple que
annpanng(Ax) = annpanng({o} + Ax) = {0} + Ax = Ax
que era lo deseado. [
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Teorema 2.3.4. Sea Q un R—modulo izquierdo casi-inyectivo que contiene una
copia de cada imagen simple de Q y A = Endg(Q). Si Q es un modulo Bass

entonces N tiene un zoclo esencial izquierdo.

Demostracion. Sea J < A un ideal izquierdo de A tal que J # 0, entonces existe
aeJtalquea #0. Seal = Aa, I #0,1 < J con [ finitamente generado, entonces
por el Teorema 2.3.3

annpanng(l) = 1.

Por hipétesis Q es Bass y anng(I) < Q, se sigue que existe Q" < Q mdximo tal que

annp(l) < Q'. Qg es simple, entonces por hipétesis existe

Q
g o Q
monomorfismo. Consideremos la siguiente composicion:
v o _ ¥
0 " 0

Donde v es el epimorfismo canénico. Sea A = ¢v, entonces A € A. Afirmamos que
L = Adesunideal izquierdo contenidoen /. Notemos que Q' = Ker(yv) C Ker(A),
Como anng(I) < Q’, anng(I) € Ker(A), luego A(anng(l)) = 0y por tanto

A € annpanng(l) = 1.

De esto se sigue que A4 < I. Afirmamos que A4 es minimo.

Si Aa < A4, entonces @ = A para algin S € A y por tanto
Q' < Ker(d) < Ker(a),

de donde Q" < Ker(a) < Q y Q' es maximo en Q, por tanto Q' = Ker(a) o
Ker(a) = Q. Si Ker(a) = Q, entonces a es el morfismo cero. Si Ker(a) = Q’,
entonces tenemos
Ker(a) = Q" < Ker(2).

Notemos que Ker(a) = anng(Aa), entonces A(anng(Aa)) = 0y como A« es
finitamente generado,

A € annpyanng(Aa) = Ac,
es decir, A1 < Aa y por tanto A1 = Aa. Se concluye que A4 es minimo contenido
en /.
Luego, Al < zoc(A) por lo que 0 # zoc(A) NI C zoc(A) N J. Asi

J N zoc(A) #0

y por lo tanto zoc(A) <5 A. [
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2.4 Condiciones de doble anulador para cogeneradores
Teorema 2.4.1. (Teorema DAC) Sea C un R—modulo izquierdo. SiC es cogenerador
de R—Mod, I < gR, M < C, y A = Endg(C), entonces se satisface:
a) I = anngannc(I).
b) M = anncanna(M).
Demostracion. a)Por el Teorema 1.11.6 existe un monomorfismo ¢ : g(R/I) — C?

para algin cardinal @. Si(x;)eslaimagenenCde 1+1 € R/I, entocesy(1+1) = (x;).
Afirmamos que

anng({x;}) = 1.
Para r € R, si r(x;) = 0 se tiene que:

O=r(xp)=ry(1+1)=y(r+1).

Como ¢ es monomorfismo, » + I = 0 y por tanto » € I. De esto se sigue que
anng(x;) C 1.
Ahora, dador € 1,

r(x)=ry(1+1)=y@r+1)=y(l)=0.
Por tanto anng({x;}) = I y del inciso c) del Lema 1.8.1,
I = anng({x;}) = annganncanng({x;}) = anngannc(I),

es decir,

I = anngannc(I).

b) Por el inciso 4) del Teorema 1.11.6 existe un monomorfismo de h: C/M — C*

para algun cardinal @. Sea A la siguiente conposicion

h

Cc —= ce .

S

Notemos que Ker(1) = M. Si p,: C* — C es la a—ésima proyeccion, ¢, =
PaodeA.
Afirmamos que
M = ﬂ Ker(gy).
En efecto, sea a € () Ker(y¢,), entonces para cada @ ocurre que ¢,(a) = 0. De

ahi que para cada a tenemos que p, o A(a) = 0, con esto A(a) = (0), luego
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a€Ker(d) =M.
Ahora sim € M, A(m) = 0, y para cada « se satisface que ¢, = p(A(m)) = 0 por

lo que m € (), Ker(¢q), demostrando la afirmacion.

2, Ao

Luego

M = ﬂKergoa = annc
a

y por el inciso ¢) del Lemal.8.1,

M = annc Z Agy | = anncannpanne = anncanna(M),
a

P

es decir,

M = anncanna(M).

2.5 Cogeneradores inyectivos

Si algun cogenerador de R—Mdd es un moédulo Max, entonces R es un anillo MAX
izquierdo. En esta seccion veremos dos condiciones sobre un cogenerador C min-
imo inyectivo que son necesarias y suficientes para que R sea un V-anillo: (1)
rad(C) = 0y (2) C es un médulo Bass y A = Endg(C) tiene radical de Jacobson

igual a cero.

Del Teorema 1.11.11, C = €p,_; E(S;) donde {S; | i €} es un sistema de represen-

tantes de R—moddulos izquierdos simples, entonces C es cogenerador minimo.

Teorema 2.5.1. Sea C cogenerador minimo inyectivo de R—Mod, y W la suma
directa de un conjunto completo de R—modulos izquierdos simples no isomorfos
(Por tanto C es la cdpsula inyectiva de W, y W es el zoclo de C). Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1) R es un V—anillo izquierdo.

2) rad(C) = 0.

Demostracion. 1) = 2) Por definiciéon cada R—mddulo izquierdo M cumple que
rad(M) = 0, en particular rad(C) = 0.
2) = 1) Sea S un R—médulo simple, S < C, de 2) existe un submédulo maximo M

de C que no contiene a S. Luego S " M = 0 pues de lo contrario0 # SN M < §
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lo que contradice el hecho de que S es simple. Ademas M < S+ M < C. Como
M es maximo, S + M = C, por tanto C = § @ M. Ademds, por hipétesis C es
inyectivo y por el Teorema 1.6.10 cada sumando directo de un médulo inyectivo es
inyectivo, entonces S es inyectivo. Como la propiedad de ser inyectivo se preserva
bajo isomorfismo y por hipétesis W < C, se sigue que cada R—mddulo izquierdo

simple es inyectivo, por tanto R es un V—anillo. [

Teorema 2.5.2. Sean M un R—modulo izquierdo casi-inyectivo y A = Endg(M),
entonces
rad(A) = {1 € A | ker(Qd) <., M}.

Demostracion. Sea I = {1 € A | ker(d) <.,; M}. Veamos que I es un ideal

izquierdode A. Sid € Ayu, v € I, entonces
Ker(uyNn Ker(v) C Ker(u +v), Ker(u) C Ker(Au).

Como ker(u) N Ker(v) y Ker(u) son esenciales en M se sigue que Ker(u +v)y
Ker(Au) son esenciales en M y por tanto / es un ideal izquierdo de A.

Paras € I, Ker(s) N Ker(1 +s) = 0 pues parau € M, s(u) = 0 = u + s(u) implica
que u = 0, ademds como Ker(s) <., M entonces Ker(1 + s) = 0. Es decir, para
cada s € I, 1 + s tiene inverso, por el Teorema 1.10.8 se sigue que I C rad(A).

Sea s € rad(A), K = Ker(s) y L el seudocomplemento de K y sea
w:Ims(L) — L
s(x) > x
Entonces ¢ es un epimorfismo. Ademads iy es monomorfismo pues si s(x) = s(y)

para x,y € L,entonces x —y € Ker(s)NL=KNL =0conloque x =y.

Consideremos el siguiente diagrama

s(L)>>l//—>> LM

!

donde ¢ son las respectivas inclusiones. Como M es casi-inyectivo, existe t € A tal

que el siguiente diagrama conmuta:

(L)~ L= M

-

~
L //
// t
-

A

M
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Siu=x+yeL+KconxeLyy e K, entonces:

(s — sts)(u) = s(x) — sts(x) = s(x) — sy(s(x)) = s(x) — s(x) = 0.

Ademas, del Teorema 1.6.6, L + K es esencial en M y como L + K < Ker(s — sts)
se sigue que Ker(s — sts) es esencial en M y por tanto s — sts € I. —st € rad(A)
pues es un ideal y s € rad(A). Por el Teorema 1.10.8 existe (1 — s¢)~! inverso de
1 — st, luego (1 — st)~'(s — sts) = s, s — sts € I, ademds I es un ideal. De esto se

sigue que s € I con lo cual queda demostrado el teorema. [ |

Teorema 2.5.3. Si el cogenerador minimo inyectivo C de R—Mod es un modulo
Bass, y si A = Endg(C) tiene radical de Jacobson igual a cero, entonces R es

V—anillo izquierdo (y C es semisimple).

Demostracion. Consideremos a W como en el Teorema 2.5.1, W = zoc(C). Si
W = C, entonces cada submddulo de C es un sumando directo, y como por hipétesis
C es inyectivo cada submoédulo de C es inyectivo. Si S es un R—mddulo simple,
podemos encontrar una copia de S que es submddulo de C y por tanto inyectivo,
luego S es inyectivo, Por tanto R es V—anillo.

Si W # C, por hipétesis C es Bass y por tanto existe M < C maximo tal que W < M.
C/M es simple y W es la suma directa de un conjunto completo de R—mddulos
izquierdos simples no isomorfos, entonces C/M < Wy W < C. Asi que existe un

monomorfismo ¢: C/M — C. Tenemos el siguiente diagrama:

c—CuC

Como C es inyectivo, entonces existe y: C — C tal que el siguiente diagrama
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conmuta:

Ic
C C
/
/
v /
/
/
C
A
M,
/
1
14
C

Asi que ¥ € Endr(C), y # 0, M C Ker(¢y) < C y M es maximo, por tanto
Ker(y) = M. Como M <., C, pues W es escencial en su capsula inyectiva por
definicién, E(W) = Cy W < M < C, luego por el Teorema 2.5.2 ¢ € rad(A) lo
cual contradice que rad(A) = 0, por tanto W = C y R es un V—anillo. [

Teorema 2.5.4. Si S es un R—modulo izquierdo semisimple, entonces el anillo de
endomorfismos de E(S), A = Endg(E(S)), satisface:

1) rad(A)={1e A|S C Ker(1)}.
2) rad(A) = ann(S).
3) A = A/rad(A) = Endg(S).
Demostracion. 1) Por el Teorema 2.5.2
rad(A) = {1 € A | Ker(1) <.; E(S)}.
Como S es esencial en su cdpsula inyectiva E(S), entonces
{1eA|SCKer()} C{1e€A|Ker(d) <., E(S)}.

Sea A € A tal que Ker(d) <.y E(S), entonces Ker(1) NS <.; E(S), en particular,
Ker(1) NS <. S. Por el Teorema 1.7.6 Ker(1) NS = S y por tanto S C Ker(A),

con lo que
{1eA|SCKer(D)}={1eA|Ker(d) <.s E(S)}.

2) Se sigue de que
annpa(S) = {1 € A | S C Ker(1)}.
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3) Para cada ¢ € Endg(S), consideremos el siguiente diagrama

S——=E(S)

Como E(S) es inyectivo, existe 4, € A tal que el siguiente diagrama conmuta:

S——=E(S)
/

Sea

®: Endp(S) —

anna(S)
v = Ay + annp(S)

Veamos que @ estd bien definida.

Si para ¢ € Endg(S), 11, A2 € A son tales que wy = A;t 'y wy = Ay, entonces
A1(S) = 2u(S), luego 21(S) = 22(S) y (4 — 22)(S) = 0. De esto se sigue que
A1 — Ay € annp(S), por tanto A1 + annp(S) = Ay + annp(S). Se concluye que @ esta

bien definida.

Veamos que @ es un morfismo de anillos.

Sean Y1, Yo € Endg(S)y Ay,, Ay, € A tales que wyy = Ay, Ly wpr = Ay,t. Entonces

(W +¥2) = + by = Ay L+ Ayt = (Ay, + Ayt
es decir, el siguiente diagrama conmuta
S——=E(S)
/
Y1+ 4

/
/

S / /llﬁl +/l¢2
/
¥

E(S)
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Por tanto, @1 + ¢2) = Ay, + Ay, = OY1) + P(¥2).

Ademas

Wnyp2) = (W12 = (Ay, 02 = Ay, (Wh2) = Ay, (Ayyt) = (A, Ay, ).
Entonces el siguiente diagrama conmuta

S—=E(S)
/

Yiyn /
/
/

S|(’\ // /ld,l /1¢2
3 /
¥
E(S)

y por tanto @ 1¢2) = Ay, Ay, = O(1)D(Y2), asi que @ es un morfismo.

Afirmamos que @ es monomorfismo. En efecto, sean ¢, Y2 € Endg(S) tales que
D(y1) = (), por tanto

Ay, +annp(S) = Ay, + annp(S),
entonces Ay, — Ay, € anna(S), de ahi que Ay, (S) = 4y,(S) y por consiguiente

Wy = Ayt = Ayt = wh.

Como ¢ es monomorfismo, ¥ = . Luego, ® es monomorfismo.

Finalmente, veamos que @ es epimorfismo, sea A + anna(S) € A/annx(S) y sea
Y S — Stal que y(s) = A(s), entonces ¥ € Endgr(S) y wy = A, por lo que
®O(Y) = A + annx(S). Por lo tanto

A

Endg(S) = TN

Corolario 2.5.5. Sea C cogenerador inyectivo minimo de R—Mod y A = Endg(C),
entonces A = AJrad(A) es un producto [1;ca Di de anillos con division D; =
Endg(S;) uno por cada clase de isomorfismos de R—modulos izquierdos simples S;.

Por lo tanto, A es un V—anillo.

Demostracion. C = P,_, E(S;),donde {S; | i € A} esun sistema de representantes

de R—mddulos iquierdos simples. C es inyectivo por hipdtesis, entonces C =
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E(P;c4 Si), ademds €P;_, Si es semisimple y por el Lema 1.4.14

@Si)_ Endg (E (DicaSi))  Endr(C)

" rad (Endg (E (D;c45i))) ~ rad(Endg(C)) =A

EndR

i€A
Veamos que

EndR

$ S,-) = [ | Endr(s).
ieA ieA
Notemos que S; es completamente invariante en (5, , S; para cada i € A. En

efecto, seay € Endg (P4 Si), si¢(Si) = 0, entonces ya se cumple lo deseado. Si
U (S;i) # 0, sea

o8 — Y(S)
sio = Y(s)

Es claro que ¢ es un epimorfismo. Ademds Ker(¢) < S; y si Ker(¢p) = S;, de esto
se sigue que ¥/(S;) = 0 pero estamos suponiendo que no. Entonces dado que S; es
simple se sigue que Ker(¢) = 0y por tanto ¢ es un isomorfismo. Como {S; | i € A}
es un sistema de representantes de clases de isomorfismos de R—mddulos izquierdos
simples, se sigue que si j € A coni # j, entonces S; N y(S;) = 0, por tanto S; es

completamente invariante en (P, , ;.

Sea
®: Endp @S,-) - nEndR(S,-)
i€A €A
l// = ay
donde

@yt A — U Endg(S;)
i€A
AT
® estd bien definida pues para cada i € A, §; es completamente invariante en
P, Si- Claramente es un morfismo, resta ver que es un isomorfismo.
Si @y = ay, cony, p € Endg (€D, Si), entonces para cada i € A, ¢(S;) = ¢(S;) y
por tanto ¢ = .
Seaa: A — Uijca Endg(S;) y sea o: Py Si = Py Si tal que

0 (Z ) =, ai)(s).

ieJ ieJ
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Entonces ®(¢) = «a, por lo tanto, @ es un isomorfismo.
Por el Lema 1.4.15, para cadai € A, Endg(S;) es un anillo con division, luego A es
un producto de anillos con division [[;c4 Endgr(S;), con {S; | i € A} un sistema de

representantes de clases de isomorfismo de R—mddulos izquierdos simples. [

Dado un R—mddulo izquierdo M, decimos que M satisface la condicion de cadena
ascendente (CCA) si para cualquier cadena de submédulos de M, { M, };cn, existe
n, € N tal que para cada m € N con la propiedad de que n, < m se cumple que:
My, =M,,.

Corolario 2.5.6. Si C es un cogenerador minimo inyectivo de R—Mod y A =

Endg(C) entonces
A

A = Vel l];[ Endg(S)).

Ademds A es un anillo MAX izquierdo (derecho) si y solo si rad(A) es T—nilpotente

derecho (izquierdo). Finalmente, A es MAX derecho siy solo si C satisface la CCA

en niicleos de productos {j, - - - jaj1} de elementos de rad(N\).

Demostracion. La primera parte se sigue de la demostracion del Corolario 2.5.5.
Como A es V—anillo entonces es MAX. A = A/J(A), entonces por el Teorema
2.1.12, A es MAX si y s6lo si J(A) es T—nilpotente.

Falta ver que J(A) es T—nilpotente izquierdo si y sélo si C satisface la condicion de
cadenas ascendentes para profuctos de nucleos {j, - - - j1 }. Si J(A) es T—nilpotente
izquierdo, para {j, - - - j1 }» con j; € J(A), entonces {j, }ren €s una sucesioén en J(A)

y por tanto existe m € N tal que j,, - -- j; = 0. Esto implica que la cadena
ker(j1) < Ker(jaj1) < --- < Ker(jk---j1) < -

se estaciona y por tanto se cumple lo deseado.
Supongamos el reciproco. Sea {j, },en una sucesion de elements de J(A), entonces

tenemos la siguiente cadena
Ker(j1) < Ker(jaJ1) < Ker(jzjaji1) < -+ < Ker(jn---j1) < -+~

Sea k, = j, - j; entonces existe n, € N tal que Ker(k,,) = Ker(k,,) para cada m

mayor o igual a n,. En particular

Jn,+1 € annpKer(k, ) = annpyannc(Aky,)
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y 0 =k, (Ker(ky,+1)) = kn,(annc(Ak,,+1)). Por tanto
kyn, € annpannc(Akp,+1) = Nkp, 41
pues se cumplen las hipétesis del Teorema 2.3.3. De ahi que
Ak,, < Ak, +1 < Ak,
luego existe @ € A tal que k,, = ak,, +1. Es decir,
Jnodno=1"""J1 = @fny+1ingJno—1"""J1-

De ahi que para cada a € ImK,, se cumple que «j, +1(a) = a, por lo que
Ker(ju,+1) N ImK,, = 0y del Teorema 2.5.2, Ker(j,,+1) es esencial en C por
tanto /mK,, = 0 conlo que j,, ---j1 = 0y J(A) es T—nilpotente derecho. [

Corolario 2.5.7. Si C es cogenerador inyectivo minimo de R—Mod que satisface la

CCA en submodulos esenciales entonces A = End(C) es un anillo MAX derecho.

Demostracion. Del Corolario 2.5.6, A es MAX derecho si y sélo si satisface la
CCA en nucleos de productos finitos de elementos de rad(A).

Sea {j, - - ji}n tal que j; € rad(A). Tenemos la siguiente cadena
Ker(j1) < Ker(j2j1) < --- < Ker(jn---j1) < -

Como rad(A) es un ideal de A, entonces ji - - - j1 € rad(A) para cada k € N. y del
Teorema 2.5.2 los niucleos son escenciales en C y por tanto la cadena

Ker(j1) < Ker(j2j1) < -+ < Ker(ju--+j1) < -+
se estaciona, de ahi que A es MAX derecho. []

Teorema 2.5.8. Sea C es cogenerador inyectivo de R—-Mod y A = End(C) tiene

zoclo esencial izquierdo entonces C es un modulo Bass.

Demostracion. Sea M un submédulo propio de C, entonces C/M es distinto de
cero. Como C es cogenerador, por el Teorema 1.11.4, existe h: C/M — C tal que

h # 0. Por tanto, si v: C — C/M es el epimorfismo canénico, entonces A = hv

c—2~Ct . c

estalque A e A, 1 #0y M C Ker(Q).

Como A tiene zoclo esencial, por el Teorema 1.10.15, existe A4, ideal minimo en
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A contenido en AA. Veamos que Ker(4,) = C, es un submédulo maximo de C que

contiene a M.
Si Ker(1,) < B < C, se sigue que
annp(C) < annp(B) < annp(Ker(A,)).

Notemos que
Ker(A,) = annc(AA,),

entonces por el Teorema 2.3.3,
annpannc(AAd,) = A,
de ahi que

{6} = annp(C) < annp(B) < annpannc(AAd,) = AA,

y A1, es minimo. De esto se sigue que annp(B) = Ad,. Ademads
A, = annpannc(AA,) = annpa(Ker(A,)).

Por tanto

anncanna(B) = annc(AA,) = anncannpaker(A,).

Por el Teorema 2.4.1 se sigue que B = Ker(A,) y por tanto, Ker(4,) es maximo
en C. Ademds Ad, C AA, de ahi que 4, = ad para algin @ € A y por tanto
M C Ker(A,). [

Teorema 2.5.9. Para un anillo R, un C cogenerador inyectivo de R—Mod y A =

End(C) los siguientes enunciados son equivalentes:

1) R es MAX izquierdo.
2) C es un modulo Makx.

3) A/L tiene zoclo distinto de cero, para L = anna M, donde M es un submédulo

distinto de cero de C.

Demostracion. 1) < 2) Por el Teorema 2.1.2.
2) = 3) Supongamos que C es Max y sea M < C distinto de cero. Entonces existe

M, < M maximo en M, M /M, es distinto de cero y C es cogenerador, luego por
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el Teorema 1.11.4 existe h: M /M, — C tal que h # 0, consideremos el siguiente

IT | C
4

M/M,

’

como C es inyectivo existe 1, € A tal que el siguiente diagrama conmuta

—t.C

/
MM, %

/
h| 7
¥

C

diagrama

Notemos que A,(M,) = h(v(M,)) = 0y que A,(M) # 0.
Consideremos L = anna M, entonces por el Teorema 2.4.1,

M = anncannaM = annc(L)
y consideremos también L, = annx(M,), por el Teorema 2.4.1, se cumple que:
annc(L,) = anncanny(M,) = M,,.
Luego
annc(L + AA,) = annc(L) N annc(A,) = M N Ker(A,) = M,.

La ultima igualdad se cumple porque M, < Ker(d,) "M < M y M, es maximo en
M.

Por otra parte, como L = annp(M), del Teorema 2.4.1, se sigue que
annc(L) = anncanny(M) = M

y por ende

annpannc(L) = anny(M) = L.

Por el Teorema 2.2.4 se cumple que

L + A, = annpannc(L + Ad,) = anna(M,) = L,.
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Por el mismo argumento, para cada A’ € L \ L, se cumple que L, = L + A, pues

necesariamente annc(L + A1) = M, y de ahi
L+ A" = anny(M,) = L,,.

Por lo tanto, L es mdximoen L, y L,/L es minimo en A/L de ahi que zoc(A/L) # 0.
3) = 2) Sea M < C distinto de cero, y sea L = annpa(M). Por el Teorema 2.4.1,

annc(L) = annc(anny(M)) = M.

Por hipétesis existe L,/L submédulo minimo en A/L. Sea M, = annc(L,). Note-
mos primero que como L < L,, se cumple que annc(L,) < annc(L), es decir,

M, < M. Ademas notemos que
L = anny(M) = annpannc(L).
Entonces por el Teorema 2.3.2, paracada A € L, \ L se tiene que:

L+ Al = annpannc(L + AQ)
= annp (annc(L) N annc(A))
= annp (annc(L) N Ker(A))
= annpy (M N Ker(Q))
= anny (M N M,) = anny(M,).

Como L,/L es minimo, L es mdximo en L,, por tanto para A € L, \ L se cumple
que
L+Ad=L,.

De ahi que, annpa(M,) = L,. Veamos que M, es maximo en M. Si ocurre que

M, < M’ £ M, entonces
annp(M) < anna(M’) < anna(M,),

es decir,
L < annpy(M') < L,.

Pero L es maximo en L, entonces anna(M’) = L, y por el Teorema 2.4.1
M’ = anncanny(M') = annc(L,) = M,,.
Por tanto, M, es un submoédulo maximo de M. [ ]
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Corolario 2.5.10. Si R es un anillo MAX izquierdo, C cogenerador inyectivo y
A = End(E), entonces A/ tiene zoclo distinto de cero para los siguientes tres tipos

de ideales izquierdos 1.

0) L, ideal izquierdo finitamente generado de A.
1) Ly un ideal anulador izquierdo de A.

2) L, = L + L, donde L, es finitamente generado y L = annyM para un
submodulo M de C.

Demostracion. 0) Si L, es un ideal propio finitamente generado de A, por el
Teorema 2.3.3,

annpannc(L,) = L,.

Si annc(L,) = 0, entonces L, = annpyannc(L,) = A, pero L, es propio en A,
por tanto annc(L,) # 0. Ademds annc(L,) < C, por el Teorema 2.5.9 para
annaannc(L,) = L,, A/L, tiene zoclo distinto de cero.
1) Si L; es un anulador en A, entonces L; = +X, para algin subconjunto X de A.
Sabemos que

X = (X)),

de ahi que L; = +((Ly)4).
Sea
LiC= ) ImB.
BeLf
Veamos que anny(L;C) = +(L}).
Si A € annp(L;C)y a € Ly, entonces Aa(C) = 0. Como Aa € A, se sigue que
Aa =0y por tanto 1 € ~(L;").
Ahorasea @ € *(L;). SiA € L{", entonces ad = 0, por tanto a(A(C)) = 0, de donde
a € annp(Li C).
Tenemos que
annp(L;yC) = +(Ly) = Ly

y L C < C, por el Teorema 2.5.9 se cumple lo deseado.
2)Si L, = L+ L, con L, finitamente generado 'y L = annx(M) para M < C, por el
Teorema 2.4.1

annc(L) = anncanny(M) = M,

83



de ahi que

annpannc(L) = anny(M) = L.

Entoces por el Teorema 2.3.2 se cumple que L, = annpannc(L,), por tanto
Ly = annp(M)

con M, = annc(L,) < C. Entonces del Teorema 2.5.9, A/ L, tiene zoclo distinto de

CE€ro. |

Teorema 2.5.11. Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes

1) Para todo R—modulo izquierdo M # 0, Zoc(M) # O.
2) Todos los cocientes de R, distintos de cero, tienen submodulos minimos.

3) Para cada R—mdédulo izquierdo M + 0, Zoc(M) <.; M.

Demostracion. 1) = 2) Es claro.
2) = 3) Sean M # 0 un R—mdbdulo izquierdoy B < M con B # 0. Existe a € B tal

que a # 0, si consideramos el morfismo

vs: R — Ra

r — ra

entonces ¢, # o es un epimorfismo y por el Primer Teorema de Isomorfismos, existe

K: KL — Ra isomorfismo. Por hipétesis —X— tiene al menos un submédulo
er(¢a) Ker(¢a)
minimo, pues Ker(¢,) S Ryaque ¢,(1) = a # 0,y por tanto %W es un cociente

de R distinto de cero. De ahi que Ra tiene al menos un sumédulo minimo y por
tanto Zoc(M) N Ra # 0. Ademads

0# Zoc(M)N Ra < Zoc(M) N B.

Por lo tanto Zoc(M) <.; M.
3) = 1) Sea M # 0 un R—mddulo izquierdo. Si Zoc(M) = 0, entonces Zoc(M) N

M # 0 lo cual es una contradiccion. [

Definicion 2.5.12. Sea R un anillo. Decimos que R es semi-artiniano izquierdo si

y s6lo si satisface alguna de las condiciones del Teorema 2.5.11.

Corolario 2.5.13. Si C es un cogenerador inyectivo de R—Mod con anillo de endo-

morfismos A semi-artiniano izquierdo, entonces R es Max izquierdo.
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Demostracion. Si A = End(C) es semi-artiniano izquierdo, entonces A/L tiene
zoclo distinto de cero paracada L £ Ay por el Teorema 2.5.9, R es MAX izquierdo.
[

Teorema 2.5.14. Sea R un anillo, entonces

rad(R) = ﬂ{annR(S) | S es un R—modulo izquierdo simple }.

Demostracion. Sea S un R—mdédulo izquierdo simple, entonces S = R/K con K

ideal maximo de R. Luego

anng(S) = anng(R/K) C K

rad(R) = ﬂ B,

B<R maximo

de ahi que
ﬂ{annR(S) | $ es un R—modulo izquierdo simple } C rad(R).
Para la otra contencion, sea S un R—modulo izquierdo simple y notemos que

anng(S) = ﬂ{annR(a) | a € S},

donde S = R/K con K ideal maximo de R. Notemos que si b € S, entonces para
cada k € K, ka = 0, y por tanto K C anng(b).
Paraa € Scona # Oseac € R\ anng(a), entonces ca # Oy portantoc ¢ Ky K

es maximo, entonces
R =K + Rc C anng(a) + Rc C R,

de ahi que R = anng(a)+ Rc y por tanto anng(a) es maximo con lo cual se concluye

la otra contencion. [ ]

Corolario 2.5.15. Si C es un cogenerador inyectivo de R—Mod, y A = End(C),
entonces R es MAX izquierdo siy solo si J = rad(R) es T—nilpotente y A/ L tiene
zoclo distinto de cero para cada ideal L = annaM donde M < C distinto de cero

es anulado por J.

85



Demostracion. Sea F = annc(J). Afirmamos que F es cogenerador inyectivo
de R/J-Mébd. Sean A, B R—moddulos izquierdos anulados por J, @: A — B

monomorfismoy 8: A — F morfismo, entonces tenemos lo siguiente

Como C es inyectivo existe 4: B — C tal que el diagrama conmuta

B
F /2
L

/
/
4

C

A»LB
/
/
/
/

Notemos que A(B) < F,puesdador e Jybe B
rd(b) = A(rb) = 2(0) =0,

entonces A(b) € annc(J). Por tanto y = A |V hace que conmute el siguiente

diagrama

y por tanto F' es inyectivo. Ademads del Teorema 2.5.14 y de que C tenga una copia
de cada simple se sigue que F contiene una copia de cada R—mddulo simple y
como F es inyectivo, entonces F' tiene una copia de cada cdpsula inyectiva de los
R—mddulos izquierdos simples. Por tanto F es cogenerador inyectivo de R/J—-Méd.
Ahora, supongamos que R es MAX izquierdo, entonces del Teorema 2.1.12, R/J
es MAX izquierdo y J es T—nilpotente derecho. Como R/J es MAX izquierdo y
F es cogenerador inyectivo, por el Teorema 2.5.9, End(F)/L tiene zoclo diferente
de cero, donde L = anng,qr)y(M) y M es un submddulo diferente de cero de F, es
decir, un submddulo de C anulado por J.

El reciproco se sigue de que F es cogenerador inyectivo de R/J—Mobd y por el
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Teorema 2.5.9 se cumple que R/J es MAX izquierdo. Luego R/J es MAX izquierdo
y por hipdtesis J es T—nilpotente derecho, entonces por el Teorema 2.1.12, R es
MAX izquierdo. u

(8191 14]
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