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INDICE GENERAL I

Introduccion

Este trabajo de tesis tiene como propdsito dar una intoducciéon al tema de
las funciones Lipschitz y sobre funciones Holder . Enunciamos y demostramos
algunos resultados sobre funciones Lipschitz y Holder: reales de variable real,
sobre espacios métricos y sobre espacios normados.

En [6] se menciona que: los espacios de Lipschitz han sido estudiados
por décadas, pero que su progreso ha sido lento y algunos de sus resulta-
dos basicos son de tiempos recientes. No existe una “razén matematica” del
porqué muchos de los teoremas recientemente probados, no lo fueron desde
hace 40 o 50 anos. Parte de la explicacién es, probablemente, que los espa-
cios de Lipschitz no habian despertado mucho interés y han sido vistos como
construcciones mateméticas con poca aplicacion.

La condicion Lipschitz aparecié por primera vez en el trabajo de R. Lips-
chitz sobre series trigonométricas, y en ecuaciones diferenciales ordinarias,
asi como, en un trabajo de Holder sobre Teoria de Potencial, (vedse [5]).

Enseguida damos una breve descripcion de los capitulos que componen
esta tesis.

En el Capitulo 1, enunciamos algunos teoremas basicos sobre funciones
Lipschitz real-valuadas de variable real definidas en un intervalo. Enunciare-
mos teoremas sobre la relacion de las funciones Lipschitz con los conceptos
de funcién acotada, continua, uniformemente continua y diferenciable, teore-
mas sobre el “comportamiento” de las funciones Lipschitz con respecto a las
operaciones de suma, multiplicaciéon y composicion de funciones, teoremas de
convergencia, teoremas de extension y la definicién de algunas normas sobre
el espacio de todas las funciones Lipschitz. No demostraremos los teoremas
de este capitulo, ya que estos teoremas los demostraremos en el contexto
de los espacios métricos, espacios normados y algebras. Sin embargo, si pre-
sentamos un conjunto de ejemplos, con la finalidad de ilustrar los conceptos
involurados y determinar el alcance de los teoremas. Para las demostraciones
de estos teoremas, remitimos al lector al libro [1]

En el Capitulo 2, enunciamos los teoremas presentados en el Capitulol,
pero en el contexto de los espacios métricos, espacios normados y algebras
normadas. en este capitulo demostramos la mayoria de los teoremas y ve-
remos los alcances y limitaciones de estos teoremas. El propdsito de este
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capitulo, ademas de presentar las demostraciones, es ilustrar el uso de la
analogia para plantear problemas con base en resultados conocidos.

En el Capitulo 3 realizamos un estudio del concepto de funciéon Holder,
éste es una generalizacion del concepto de funcién Lipschitz. El estudio lo
realizamos basados en el realizado en lo dos capitulos anteriores. Finalmente,
en el Capitulo 4 introducimos el concepto de funciéon g-Lipschitz, éste ge-
neraliza el de Holder, realizamos un estudio breve, basados en lo estudiado
anteriormente. Todos los resultados que presentamos son conocidos; nuestra
contribucion es haber demostrado con detalle algunas de las demostraciones.



Capitulo 1

Funciones Lipschitz
real-valuadas de variable real

1.1. Introduccion

En este capitulo presentamos algunos resultados béasicos sobre funciones
Lipschitz real-valuadas definidas sobre un intervalo I C R, los que nos ser-
viran de guia para los siguientes capitulos. Presentamos los conceptos de
funciéon acotada, continua, uniformemente continua, diferenciable, y Lips-
chitz; para después establecer las relaciones que tienen este tipo de funciones
con las funciones Lipschitz. Estudiaremos el “comportamiento” de las funcio-
nes Lipschitz con respecto a las operaciones algebraicas de suma, producto,
composicién de funciones, con respecto al limite puntual(uniforme) de suce-
siones de funciones. También, veremos algunos teoremas de extension y tres
normas que se definen en el espacio de todas las funciones Lipschitz, acota-
das real-valuadas de variable real. Como comentamos en la intoduccién no
demostramos estos teoremas, ya que muchas de ellas las presentaremos en
el contexto de los espacios métricos, cuando tenga sentido, o en el contexto
de espacios normados o de algebras normadas. Lo que si presentaremos son
contraejemplos, en el caso de que algtin resultado no sea verdadero.

En ete capitulo, I representa un intervalo en R.



2 Funciones Lipschitz real-valuadas de variable real

1.2. Funciones acotadas, continuas y unifor-
memente continuas

Definicién 1.1. Sea f : I — R una funcion. Decimos que la funcion f es
acotada sobre I, si existe M > 0 tal que

|f(z)| < M, para cada x € 1.

Definicién 1.2. Sean f : I — R una funcion y xog € I. Decimos que la
funcion f es continua en xq, si para cada €, existe 6 = §(xg,€) > 0 tal que

para cada x € I, si |x —xo| < 0, entonces |f(x)— f(zo)| < e.

Decimos que f es continua en A C I, si es continua en cada punto de A.
Denotamos
C(I,R)={f:1—R: f continua en I}

Co(I,R) ={f € C(I,R) : f es acotada en [}.

Sabemos que ambos son espacios vectoriales sobre R con las operacio-
nes usuales de suma de funciones y producto de un escalar real por una
funcion. Mas atn, son algebras, si también consideramos el producto usual
de funciones. También, sabemos que, en general, C,(I,R) es un subconjun-
to propio de C(I,R). En el caso de que I sea un intervalo cerrado finito,
coinciden. Cuando consideremos a Cy(/,R) como espacio normado (o algebra
normada, ya qué también tiene un producto) serda con la norma uniforme,
l|flloo = sup{|f(z)|] : € I}. Con esta norma Cy(I,R) es un espacio de
Banach.

Definicién 1.3. Sea f : I — R wuna funcion. Decimos que la funcion f es
uniformemente continua en I, si para cada € > 0, eziste 6 = d(e) > 0, tal
que

para cada x,y € I, si |x —y| <0, entonces |f(x)— f(y)] <e.
Denotamos
Cu(I,R) ={f: 1 — R: f uniformemente continua en I}.

Sabemos que C,(I,R) C C(I,R) y que en general la contencién es propia.
En el caso de que I sea un intervalo cerrado finito, coinciden. C,(I,R) es
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espacio vectorial sobre R con las operaciones usuales de suma de funciones y
producto de un escalar real por una funcién, si también consideramos el pro-
ducto usual de funciones no es un algebra, ya que el producto de dos funciones
uniformemente continuas no necesariamente es uniformemente continua. Sin
embargo, el espacio

Cuw(I,R)={f €Cy(I,R): f es uniformemente continua y acotada en I}

es una subdlgebra de C,(1,R). También se tiene que, en general, la contencién
es propia. Sin embargo si, I sea un intervalo cerrado finito, coinciden.

Definicién 1.4. Sea f: I — R una funcion. Decimos que f es una funcion
Lipschitz o que satisface una condicion de Lipschitz, si existe una constante
k >0 tal que

|f(z) — f(y)| < klr —y| para cada z,y € R. (1.1)

Es claro que la condicién (1.1) es equivalente a para cada x,y € I, con

x # vy, se tiene
f(z) — f(y)

<k 1.2
|z — 9 (1:2)

Observacion. Algunos autores la llaman funcién Lipschitz continua, Lips-
chitz con constante de Lipschitz k o k-Lipschitz, si la constante es importante
v k se le llama una constante de Lipschitz para la funcién f.

La constante de Lipschitz de la funcién f, denotada por L(f), se define
€como

L(f)y=mf{k >0:|f(x) — f(y)| < k|z —y| para cada z,y € I}.
Esta expresién se escribe también como

|f(x) = f(y)]

L(f):sup{Lz(): T ]

< L para toda x,yel}.

Es claro que L(f) € R.

Teorema 1.5. Si una funcion f: I — R es Lipschitz, entonces es unifor-
memente continua y por lo tanto, también continua en I.

El reciproco no necesariamente es verdadero, un ejemplo es el siguiente:
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Ejemplo 1.6. La funcién f(z) = /z es uniformemente continua en [0, 1],
como lo demostramos a continuacién . Sea ¢ > 0, Tomemos § = £ y Sean
x,y € I con

|z —y| <6, entonces |vr— y| <+|r—y|<e.

Notemos, sin embargo, que f no es Lipschitz en [0, 1]. Supongamos que
st lo es, entonces existe una constante k£ > 0 tal que

’\/5_ VYl < k|lz —y| para cada z,y € [0,1].

Tomemos y = 0, entonces /x < kz, entonces y/z/x < k para cada z € (0, 1],
Lo que es una contradiccién, ya que (1/4/z) — oo cuando x — 07

Observemos que una funcién Lipschitz no necesariamente es acotada, por
ejemplo la funcion identidad definida en R es Lipschitz pero no es acotada.
El conjunto X = {f : I C R — R : f es Lipschitz} es cerrado bajo la
suma, producto por un escalar de funciones, como se muestra en el siguiente
teorema.

Teorema 1.7. Sean f,qg € X y a un numero real, entonces
1. f+ g es Lipschitz en I,
2. af es Lipschitz en I.

X no es un algebra de funciones, ya que el producto de dos funciones
Lipschitz no es necesariamente Lipschitz, como lo muestra el siguiente ejem-
plo:

Ejemplo 1.8. Sea f : R — R definida como f(z) = x. Esta funcién es
Lipschitz. Sin embargo, el producto h : R — R, h(x) = 2%, no es Lipschitz
en R.

En efecto, por contradiccién, supongamos que existe L > 0 tal que para
cualesquiera x1, x5 € R se cumple la desigualdad

|h(w2) = h(z1)] < Llws — a4].

Entonces para cualesquiera xq,xo € R, con x; < w9, se cumple la de-
sigualdad
|h(z2) — h(z1)]

To — T

< L.
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En particular, si z; =0y x9 = n, con n € N, entonces

n?—0

<L
n—0 —

osean < L, para cada n € N, lo que es una contradiccion ya que N no es
un conjunto acotado.

Sin embargo, el conjunto {f : I — R : f es Lipschitz y acotada}, el que
denotaremos por Lip(I,R) o Lip(I), es un élgebra con las operaciones usuales
de suma, producto por un escalar y producto de funciones. Como ya sabemos
que es un espacio vectorial real, basta el siguiente teorema.

Teorema 1.9. Sean f,g € Lip(I), entonces fg es Lipschitz.

Con respecto a la composicion de funciones se tiene que

Teorema 1.10. Sean I,.J intervalos y f : I — R y g : J — R funciones
Lipschitz tales que f(I) C J C R. Entonces go f es Lipschitz.

1.3. Funciones diferenciables

El concepto de funcion Lipschitz es un concepto muy cercano al concepto
de funcién diferenciable, como se muestran en los teoremas que veremos en
esta seccién. Como mencionamos en la introduccion, la condicién Lipschitz
se publicé, por primera vez, en el trabajo de R. Lipschitz sobre series trigo-
nométricas, y en ecuaciones diferenciales ordinarias, asi como en un trabajo
de Holder sobre Teoria de Potencial, (vedse [5]). Iniciaremos esta seccién,
enunciando el concepto de funcion diferenciable, para posteriormente pre-
sentar los teoremas que relacionan este concepto con el de Lipschitz. Dos
resultados muy importante son: una funciéon Lipschitz real-valuada definida
en un intervalo, es diferenciable casi dondequiera (con respecto a la medi-
da de Lebesgue) y una funcién diferenciable en I es Lipschitz, si y sélo si,
tiene derivada acotada en I. El tema de la diferenciabilidad de una funciéon
Lipschitz es dificil, actualmente se estudia en el contexto de los espacios nor-
mados. Nosotros no lo tocaremos mas en esta tesis, ya que requiere conceptos
que no estan a nuetro alcance. Consideramos pertinente mencionarlo por su
importancia y sus origenes historicos.
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Definicién 1.11. Sean f : I — R una funcion y xo € I. Decimos que la
funcion f es diferenciable en xq, si para cada € > 0, existe § = 0(xg,e) > 0
tal que

f(@) — f(@o)

r — T

para cada x € I, si 0 < |z — xo| <0, entonces <e.

Decimos que f es diferenciable en A C I, si es diferenciable en cada punto
de A.

Los dos teoremas siguientes se pueden demostrar usando el Teorema del
Valor Medio.

Teorema 1.12. Sea f : I — R diferenciable en I. Entonces f es Lipschitz
en I, si y solo si, f es acotada en I.

Teorema 1.13. Sea f : I — R Lipschitz. Entonces f es diferenciable casi
dondequiera (con respecto a la medida de Lebesgue).

1.4. Convergencia puntual y Convergencia uni-
forme

Si una sucesion de funciones Lipschitz reales de variable real converge
puntualmente a una funcion ;Es ésta, Lipschitz? La respuesta es no, como
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.14. Definamos f : [0,1] — R como f(z) = y/x y para cada
n € N definamos f,, : [0,1] — R como

s si € [0, 5],
Jal@) = {\/E sioze[h1).

Cada funcién f;, es Lipschitz en [0, 1]. La sucesién { f,, }nen converge pun-
tualmente en [0, 1] a la funcién f definida como f(z) = \/x, sabemos que f
no es una funcién Lipschitz.
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. Qué pasa, si en lugar de convergencia puntual, consideramos convergen-
cia uniforme? El resultado tampoco es verdadero. El mismo ejemplo funciona,
yva que la sucesion de funciones es creciente, son funciones continuas en un
compacto, converge a una funcién continua, asi que por el Teorema de Dini,
se concluye que la sucesién converge uniformemente a f,en [0, 1] y la funcién
limite no es Lipschitz. Sin embargo, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.15. Sean f: 1 - R y f,: I = R (n € N) funciones. Suponga-
mos que f, es Lipschitz para cadan € N y que el conjunto {L(f,) : n € N} es
acotado superiormente en R . Supongamos ademds que la sucesion { fn}nen
converge puntualmente en I a la funcion f, entonces f es una funcion Lips-

chitz y L(f) < sup{L(f,) : n € N}.

1.5. Teoremas de Extension

El siguiente teorema es un teorema de extensién para funciones unifor-
memente continuas.

Teorema 1.16. Sea f : I — R una funcion uniformemente continua en 1.
Entonces existe una unica funcion uniformemente continua F : I — R tal
que F | =1

Teorema 1.17. Sea f 11 — R una funcion k-Lipschitz. Entonces existe una
funcion k-Lipschitz F' : I — R tal que F’I = f.

. Pero, la funcion f se puede extender a todo R? La respuesta es si, pero
a diferencia del Teorema 1.17, la extension de la funcién Lipschitz f a todo
R, no necesariamente es unica. Como lo muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.18. Definamos la funcién f : [0, 1] — R como f(x) = z. Es claro
que la funcién f es Lipschitz en [0, 1]. Dos extensiones Lipschitz a R son

1. F; : R — R definida como Fj(z) = z. La funcién F} es una extension
de f y, ademads, es Lipschitz en R.
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2. I : R — R definida como

0, si x€(—00,0],
Fy(x)=<x, si zel0,1],

1, si ze€l0,00).

La funcién F; es una extension de f a todo R y, ademas, es Lipschitz en R

Teorema 1.19. Sea f : I — R, una funcion k-Lipschitz. Entonces existe
una funcion k-Lipschitz F' : R — R tal que F‘I = f.

1.6. Normas en Lip(I,R)

El conjunto Lip(I,R) es un subespacio vectorial (subédlgebra , ya que tam-
bién tiene un producto) de Cy(I,R) y por lo tanto hereda la norma uniforme;
|| flloo = sup{|f(z)| : x € I}, para f € Lip(I,R). Con esta norma presenta-
remos dos resultados. el primero se refiere a que toda funcion uniformemente
continua y acotada en I se puede aproximar uniformemente por una sucesion
de funciones Lipschitz.

Teorema 1.20.
Sea I C R un intervalo. Entonces Lip(I,R) = Cyp(I,R)

En el caso de que el intervalo I sea un intervalo cerrado finito, se tiene el
siguiente corolario.

Corolario 1.21.
Sea I C R un intervalo cerrado finito. Entonces Lip(I,R) = C(I,R).

Es decir, toda funciéon continua en un intervalo cerrado finito se puede
aproximar uniformemente por una sucesion de funciones Lipschitz. De aqui se
deduce que Lip(I,R), con la norma uniforme, no es un espacio de Banach.
Antes de definir la siguiente norma, recordemos el concepto de constante de
Lipschitz. Sea f : I — R una funcién Lipschitz, la constante de Lipschitz de
f, denotada por L(f), se define como

L(f) =mf{k >0:|f(z) — f(y)| < k|lz —y| paratoda z,y € I}.
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Teorema 1.22.
Sea I C R un intervalo. La funcion || - || : Lip(I,R) — R definida como

Al = L(F)

es una seminorma en Lip(I,R).

No es norma, ya que L(f) puede ser 0 sin ser f la funcién 0; por ejemplo
una funcién constante distinta de 0. Para definir una norma en Lip(I,R),
tomamos a € I.

Teorema 1.23.
La funcién || - || : Lip(I,R) = R definida como ||f|| = |f(a)| + L(f), es

una norma en Lip(I,R). Con esta norma Lip(I,R) es un espacio de Banach.



Capitulo 2

Funciones Lipschitz con
dominio y codominio espacios
métricos

2.1. Introduccion

El concepto de funcién de Lipschitz se define, de manera analoga que en
el caso real, para funciones con valores en un espacio métrico y con dominio
otro espacio métrico. En este capitulo presentamos y demostramos un con-
junto de resultados basicos sobre funciones Lipschitz, con dominio un espacio
métrico y codominio otro espacio métrico. Nuestra guia seran los resultados
planteados en el capitulo anterior. Veremos cuales siguen siendo vélidos y
cuales no. Como en el capitulo 1, presentaremos los conceptos de funcién
acotada, continua y uniformemente continua. También veremos el comporta-
miento de las funciones Lipschitz, con respecto al limite puntual(uniforme)
de sucesiones de funciones; algunos teoremas de extension.

2.2. Funciones acotadas, continuas y unifor-
memente continuas

Definicién 2.1. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos. Sea f: X —Y
una funcion. Decimos que la funcion f es acotada sobre X, si existe M > (0

10
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tal que
p(f(z), fly) < M para cada x,y € I.

Definicién 2.2. Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos y sean f : X — Y
una funcion y xg € X. Decimos que la funcion f es continua en xy st para
cada € > 0, existe 0 = §(xg,e) > 0, tal que

para cada v € X, si d(x,z9) <0, entonces p(f(x), f(zo)) <e.

Decimos que f es continua en A C X, si es continua en cada punto de A.

Denotamos
C(X,)Y)={f:X =Y : fcontinua en X}.

Co(X,Y)={f eC(X,Y): f esacotada en X}.

Es claro que, salvo que se tenga una estructura vectorial (o de algebra), no
tiene sentido plantear si estos espacios son espacios vectoriales o algebras.
Sabemos que, en general, C,(X,Y") es un subconjunto propio de C(X,Y’). En
el caso de que X sea un espacio métrico compacto, coinciden. Lo que si se
tiene es que la funcion

doo : X XY, = R, definida como du(f,g) = sup{p(f(z),g(x)):z € X}.

es una métrica en Cp(X,Y), con la que Cp(X,Y) es un espacio métrico com-
pleto.

Definicién 2.3. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos. Sea f: X —Y
una funcion. Decimos que la funcion [ es uniformemente continua en X st
para cada € > 0, existe § = d(g) > 0, tal que

para cada x,y € X, sid(x,y) <J, entonces p(f(z), f(y)) <e.
Denotamos

Cu(X,Y)={f:X — Y : f uniformemente continua en X'}

Sabemos que C,(X,Y) C C(X,Y) y que en general, la contencién es
propia. En el caso de que X sea un espacio métrico compacto, coinciden.
También, denotamos
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Cu(X,Y)={f €C(X,Y): f es acotada y uniformemente continua en X}.

En general, C,s(X,Y) es un subconjunto propio de Cp(X,Y). En el caso
de que X sea un espacio métrico compacto, coinciden.

Definicién 2.4. Sean (X,d) y (Y,p) dos espacios métricos. Una funcion
f:(X,d) — (Y, p) es Lipschitz, si existe una constante k > 0 tal que

p(f(x), f(y)) < kd(z,y)  para cada x,y € X (2.1)

Es claro que la condicién (2.1) es equivalente a que para cada = y y
elementos de X, con x # y, se tiene

p(f(z), f(y))
—d(:v, m <k (2.2)

Observacion. Algunos autores la llaman funcién Lipschitz continua, Lipschitz
con constante de Lipschitz k o k Lipschitz, si la constante es importante y a
k se le llama una constante de Lipschitz para la funciéon f. La constante de
Lipschitz de la funcién f, denotada por L(f), se define como

L(f) = imf{k > 0: p(f(z), f(y)) < kd(z,y) paratoda z,y € X}.

Esta constante se puede escribir

L(f):sup{Lzo:WgL para toda x,yeX}.

Es claro que L(f) € R. Con el simbolo, Lip(X,Y) denotaremos al con-
junto
{f:X =Y : fes Lipschitz y acotada}.

Es obvio que toda funcién constante es Lipschitz. Dados dos espacios
métricos (X, d) y (Y, p) iexisten funciones de X a Y, no constantes, que sean
Lipschitz? En el caso de que Y = R. La respuesta es si. Como lo muestra el
siguiente ejemplo. Pero antes recordemos que dado (X, d) un espacio métrico
y A C X no vacio y x € X, se define la distancia de x al conjunto A,
denotada por d(z, A), como d(x, A) = inf{d(z,y) : y € A}. Es conocido que
|d(x, A) — d(y, A)| < d(z,y)| para cada x,y € X .
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Ejemplo 2.5. Si A es un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X, d),
entonces la funcién f : X — R definida como f(z) = d(x, A) es 1-Lipschitz.

Sin embargo, hay espacios métricos (X, d) y (Y, p), donde las tnicas fun-
ciones Lipschitz de un espacio métrico X a otro espacio métrico Y, son las
constantes.

Ejemplo 2.6. Sea X = R con la métrica usual y Q con la métrica usual,
es conocido que toda funcion continua de R en QQ es constante; por lo tanto
como toda funcién Lipschitz es continua, se tiene que las tnicas funciones
Lipschitz de R en Q son las constantes.

Como en el caso de funciones real valuadas de variable real se tiene que:

Teorema 2.7. Si una funcion f: (M,d) — (N, p) es Lipschitz, entonces es
uniformemente continua y por lo tanto continua.

€
Demostracion. Sea ¢ > 0. Tomemos § = = donde k£ > 0 es una cons-

tante tal que

para cada z,y € X se tiene que p(f(z), f(y)) < kd(x,y).

Sean z,y € X tal que d(z,y) < £, entonces p(f(z), f(y)) < k% =¢. Por

lo tanto, f es uniformemente continua.

g

Observacion. El reciproco no necesariamente es cierto, vease el ejemplo
1.6.

Como mencionamos en la introduccion de este capitulo, en el contexto
general de los espacios métricos, no tiene sentido plantearse , salvo que se
tenga estructura algebraica en el codominio, si el conjunto de todas las fun-
ciones Lipschitz de un espacio métrico a otro es un espacio vectorial o un
algebra. Este punto lo abordaremos mas adelante, en el contexto de los es-
pacios normados. Sin embargo, si podemos plantearnos que es lo que ocurre
con respecto a la composicion de funciones, y entonces se tiene el siguiente
teorema.
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Teorema 2.8. Sean (X,d),(Y,n) vy (Z,p) espacios métricos y sea
f:(X,d) — (Y,n) yg: (Y.n) — (Z,p) funciones Lipschitz. Entonces
go f:(X,d) — (Z,p) es Lipschitz, ademds L(go f) < L(f)L(g)

Demostracion. Como f y g son funciones Lipschitz, entonces para cada
r,y € X yu,v €Y setiene que

n(f(x), f(y) < L(f)d(x,y) v plg(u),g(v)) < L(g)n(u,v).

Sean z,y € X, entonces

p(gof)(x), (gof) (W) = p(g(f(x)), 9(f(v))) < L(g)n(f(z), f(y) < L(g)L(f)d(z,y).
O

2.3. Convergencia puntual, convergencia uni-
forme

Como vimos en el ejemplo 1.14, el limite puntual (ni el uniforme) de una
sucesién de funciones Lipschitz es Lipschitz. Sin embargo, en el contexto de
los espacios métricos se tiene un resultado analogo al teorema 1.15

Teorema 2.9. Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos, sean f y f, (n € N)
funciones de X a'Y, f, Lipschitz para cada n € N y {L(f,) : n € N} es
acotado superiormente en R. Supongamos ademds que la sucesion {f}nen
converge puntualmente a f, entonces f es una funcion Lipschitz y L(f) <

sup{L(f,) : n € N}

Demostracion. Sean z,y € X, como la métrica p e una funcién continua
enY XY ylim, o fu(x) = f(2x) y lim, o fu(y) = f(y), entonces

p(f(x), f(y) = lim p(fu(z), f(y)) (2.3)
Ademas, se tiene
p(fu(@), fu(y)) < L(fn)d(z,y)). (2.4)

Entonces, de (2.3) y (2.4) se tiene que

p(f(2), [(y)) < L(fn)d(z,y) < sup{L(fn) : n € N}d(z,y)
Por lo tanto, f es Lipschitz y L(f) < sup{L(f,):n € N}.
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2.4. Teoremas de Extension

Antes de iniciar el tema de Teoremas de extension para funciones Lips-
chitz, presentamos un Teorema de Extensién para funciones uniformemente
continuas.

Teorema 2.10. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos, con (Y, p) com-
pleto y AC X. Si f: A=Y, es una funcion uniformemente continua en A,
entonces existe una unica funcion uniformemente continua F : A — Y tal

queF|A:f.

Con este teorema podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.11. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos, con (Y, p) com-
pletoy A C X. Si f + A =Y es una funcion k-Lipschitz en A, entonces
existe una unica funcion k-Lipschitz F : A —'Y tal que F|A = f.

Demostracion. Por el Teorema 2.10 existe una tinica funciéon uniforme-
mente continua F : A — Y, tal que F | 4 = [ Asf que basta demostrar que
la funcién F es k-Lipschitz. Sean x,y € A, entonces existen dos sucesiones
{Zn}nen ¥ {Yn }nen de elementos de A que convergen a z y y, respectivamente.
Como f es k-Lipschitz y F es una extensién de f se tiene

p(F(x,), F(yn)) < kd(xp,y,)), para cadan € N. (2.5)

Como las métricas d y p son continuas de (2.5), la convergencia de {x,, }nen
axy de {yn}nen a y se tiene

p(F(x), F(y)) < kd(z,y).

Por lo tanto, la funcién F' es k-Lipschitz. La unicidad se sigue del hecho
de que toda funcién Lipschitz es uniformemente continua.
O
. Pero, la funcion f se puede extender a todo X7 La respuesta es no como
lo muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 2.12. Sean a,b € R con a < b, X = [a,b] con la métrica usual,
A ={a,b} yseaY = {1,2} con la métrica usual. Definamos f : {a,b} =Y
como

fla)=1y f(b) =2
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Esta funcién es 2-Lipschitz, sin embargo, no existe una funcién F : [a,b] — Y
Lipschitz, tal que F ’ 4 = J. Supongamos que si existe una funciéon F', pero
esto nos lleva a una contadiccién, ya que [a, b] es conexo, F es continua y por
lo tanto su imagen, Y es conexo; lo cual es una contradiccion.

Un problema importante es determinar las condiciones que deben cumplir
dos espacios métricos, X y Y, tal que para cada A C X y cada funcién,
f A — Y k-Lipschitz exista F' : X — Y k-Lipschitz tal F’A = f. Una
solucion parcial la di6 McShane en 1934, en el caso de que el codominio sea
R, (vedse [4]). Pero a diferencia del Teorema 2.11, la extensién de la funcién
Lipschitz f a todo R no es necesariamente unica.

Presentaremos dos construcciones de la extension de la funcion f una,
conocida como la extensién de McShane. Esta extension es minimal en el
sentido de que si G es otra funcién k-Lipschitz que extiende a f, entonces
la funcion G es mayor o igual que la extensién de McShane; y otra conocida
como la extension de Whitney, (vedse [7]), y ésta es maximal, en el sentido de
que si H es una funcion k-Lipschitz que extiende a la de Whitney, entonces
la funcién H es menor o igual que la de Whitney. Estas construcciones las
presentaremos en la siguiente seccion.

2.5. Funciones Lipschitz con Valores Reales

En esta seccién estudiamos las funciones Lipschitz definidas en un espacio
métrico X y codominio R. Como R tiene, a parte de la estructura métrica,
estructura algebraica (se puede sumar, multiplicar,...), estructura de orden
(se pueden comparar dos nimeros reales) y ademads tiene buenas propiedades
métricas,algebraicas..., el estudio de este tipo de funciones se enriquece, por
ejemplo veremos Lip(X,R) es un algebra con las operaciones de suma usual
de funciones, producto de un escalar real por una funcién y producto de
funciones; tabmbién se puede estudiar las propiedades del orden, aunque por
razones de tiempo no lo haremos.

Empezaremos con el siguiente resultado referente a las operacione alge-
braicas.

Teorema 2.13. Sea (X, d) un espacio métrico y sean f,g: X — R Lipschitz.
Entonces
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a) L(af) =|a|L(f) para toda a € R
b) L(f+g) < L(f) + L(g); y

Demostracidn.

a) Tenemos que:

L(af) = Wf{k>0:laf(x) —af(y)| < kd(xz,y) paratoda z,y € X}
= inf{k >0:|a||f(z) — f(y)|] < kd(x,y) paratoda z,y € X}
= la|L(f).

b) Sabemos que:

(f+9)(x) = (f+9)W)] < |f(@) = fy)]+lg(z) — g(y)]
<L

|
[L(f) + L(g))d(z,y).
Ast, L(f + g) < L(f) + L(g).
O
Es decir, el conjunto de todas las funciones Lipschitz real-valuadas con
dominio un espacio métrico es un espacio vectorial real con las operaciones
usuales de suma de funciones y multiplicacién de un nimero real por una
funcién. ;, Qué ocurre con el producto de funciones? El producto de Lipschitz
no necesariamente es Lipschitz, ver ejemplo (1.8). Sin embargo, si se adiciona
la hipotesis de que las dos funciones sean acotadas se tiene

Proposicion 2.14. Sean f : X — R y g : X — R funciones Lipschitz
acotadas, entonces fqg es Lipschitz.

Demostracion.
Sean z,y € X. Tenemos que

[(fg)(z) = (fo)W)] < lgW)lf(x) = fF) + [ f(2)llg(x) — g(y)]
< Mgl L(f) + | fllo L(g)]d(z, y).

Ast, L(fg) < |9l L(f) + [ fll oo L(g)- 0

De los Teoremas 2.13 y 2.14 se sigue que Lip(X,R) es un algebra de
funciones.
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Teorema 2.15. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea F una familia de fun-
ciones real-valuadas definidas en X, k-Lipschitz. Supongamos que existe un
xog € X tal que el conjunto {f(xo) : f € F} es acotado inferiormente. En-
tonces para cada © € X el conjunto {f(x): f € F} es acotado inferiormente
y la funcion F : X — R definida como

F(z)=mf{f(x): fe F}
es k- Lipschitz en X.

Demostracién. Sea x € X. Como el conjunto {f(zg) : f € F} es
acotado inferiormente, existe M > 0, tal que para cada

feF, M< f(xo) (2.6)
y como cada f € F es k-Lipschitz se tiene
|[f (@) = f(zo)| < kd(z, o) (2.7)
Entonces, de (2.6) y (2.7) se tiene
M — kd(z,x0)| < f(zo) — kd(z, o) < f(2).

Asi, tenemos que el conjunto { f(x) : f € F} es acotado inferiormente. Ahora,
veamos que la funcion F' es Lipschitz. Sean z,y € X y f € F. Como f es
k-Lipschitz tenemos que

—kd(z,y) < f(z) — f(y) < kd(z,y).
Entonces
—kd(z,y) + f(y) < f(z) < f(y) + kd(z,y). (2.8)

Entonces, de la definicién de la funcién F' y la desigualdad del lado derecho
de (2.8) se tiene

F(r) < f(z) < f(y) + kd(z,y).

Entonces
F(x) < F(y) + kd(x,y).

Entonces
F(x) = F(y) < kd(z,y). (2.9)
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De la definicién de la funcién F' y la desigualdad del lado izquierdo de
(2.8) se tiene
Fz) - F(y) > —kd(z,y). (2.10)

De (2.9) y (2.10) se concluye
|F(z) = F(y)| < kd(z,y).
Por lo tanto, la funcién F' es k-Lipschitz. O

Teorema 2.16. Sean (X,d) y A C X f: A — R una funcion k-Lipschitz.
Entonces existe una funcion k-Lipschitz F' : X — R tal que F’A = f.

Demostracién. Definamos la funcién F : X — R como

F(z) =inf{f(y) + kd(z,y) : y € A}.

De la desigualdad del triangulo, se sigue que para cada y € A la funcién
hy : X — R definida como hy,(xr) = f(y) + kd(z,y) es k-Lipschitz. Del
Teorema 2.15, se sigue que la funcién F' es k-Lipschitz y ademés para cada
x € A se tiene que F(z) = f(z). Asi que F es la funcién deseada.

O

Para la construccion de McShane necesitamos el siguiente teorema:

Teorema 2.17. Sean (X,d) y F es una familia de funciones real-valuadas
definidas en X k-Lipschitz. Supongamos que existe un xo € X tal que el
conunto {f(xo) : f € F} es acotado superiormente . Entonces para cada
x € X el conjunto {f(x) : f € F} es acotado superiormente y la funcion
F: X — R definida como

F(z) =sup{f(z) : f € F}
es k- Lipschitz en X.

Demostracién. Sea = € X.Como el conjunto {f(xg) : f € F} estd aco-
tado superiormente, existe M > 0 tal que para cada

feF, flxg)) <M (2.11)
y como cada f € F es k-Lipschitz se tiene

|f(x) = f(zo)| < kd(z, x0). (2.12)
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Entonces, de (2.11) y (2.12) se tiene
f(x) < f(xo) +d(x,10) < M + kd(x, 7).

Asi, tenemos que el conjunto {f(x) : f € F} es acotado superiormente.
Ahora, veamos que la funcién F' es Lipschitz. Sean = y y nimeros reales y
f € F. Como f es k-Lipschitz tenemos que

—kd(z, z0) < f(z) — f(y) < kd(z, zo).
Entonces
—kd(z,y) + f(y) < f(z) < f(y) + kd(z,y). (2.13)

Entonces, de la definicion de la funcién F'y la desigualdad del lado izquierdo
de (2.13) se tiene

—kd(z,y) + f(y) < f(z) < F(z).
Entonces
F(y) < F(z) + kd(z,y).

Entonces
F(y) — F(z) < kd(z,y). (2.14)

De la definicion de la funcion F' y la desigualdad del lado derecho de
(2.13) se tiene
F(z) — F(y) > —kd(z,y). (2.15)

De (2.14) y (2.15) se tiene
|F(z) = F(y)| < kd(z,y).
Por lo tanto, la funciéon F' es k-Lipschitz. O

Teorema 2.18. Sean (X,d) y AC X f: A — R una funcién k-Lipschitz.
Entonces existe una funcion k-Lipschitz F': X — R tal que F‘A = f.

Demostracion. Definamos la funcién F' : X — R como

F(x) =sup{f(y) — kd(z,y) : y € A}.

De la desigualdad del tridangulo, se sigue que para cada y € A la funcién
hy : X — R definida como h,(z) = f(y)—kd(x,y) es k-Lipschitz. Del teorema
2.17 se sigue que la funcion F' es k-Lipschitz y ademés para cada x € A se
tiene que F(z) = f(z). Asi que F' es la funcién deseada.

O
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2.6. Normas en Lip(X,R)

En Lip(X,R) se pueden definir al menos tres normas, andlogas a las
que se definieron en el caso de el espacio Lip(X,R); la primera es la norma
uniforme que “hereda” como subespacio vectorial (o como algebra, ya que en
este caso también se tiene el producto de funciones) de C(X, R), con la norma,
[|f]| = sup{|f(z)| : * € X}, la segunda, usando la constante de Lipschitz y la
tercera tomando la suma de la norma uniforme y dela constante de Lipschitz.

Teorema 2.19. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces
1. Tip(X,R) = Cup(X, R).
2. Si X es compacto, entonces Lip(X,R) = C(X,R).

El punto 1 del teorema anterior dice que toda funciéon uniformemente
continua y acotada se puede aproximar uniformemente por una sucesién de
funciones Lipschitz. y e punto 2. dice que toda funcién continua en un espacio
métrico compacto se puede aproximar uniformemente por una sucesion de
funciones Lipschitz. De aqui se deduce que Lip(X,R) con la norma uniforme
no es un espacio de Banach. Antes de definir la siguiente norma, recordemos
el concepto de constante de Lipschitz. Sea f : X — R una funcién Lipschitz,
la constante de Lipschitz de f, denotada por L(f), se define como

L(f)=mf{k>0:]|f(x) — f(y)| < kd(x,y) para toda x,y € X}.

Primero, demostraremos un resultado que es verdadero para espacios métri-
COS.

Lema 2.20. Sean (X,d) y (Y, p), dos espacios métricosy f : X — Y funcion
Lipschitz. Entonces, para cada x,y € X, se tiene p(f(x), f(y)) < L(f)d(z,y).

Demostracién. Sean z,y € X. Por la definicién de L(f), existe una
sucesion {k, }nen tal que

para cada z,y € X, se tiene p(f(z), f(y)) < knd(z,y), (2.16)

y que converge a L( f). Por la continuidad de las métricas, y (2.16) se concluye

p(f(2), [(y)) < L(f)d(z,y). U
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Teorema 2.21.
Sea (X,d) un espacio métrico. La funcion ||-|| : Lip(X,R) — R definida
como

A1l = L(f)

es una seminorma en Lip(X,R).

Demostracién. Es claro que para cada f € Lip(X,R) , se tiene ||f|| =
L(f) > 0. Ademas, La constante de Lipschitz de la funcién 0 es 0. Sea A € R
y [ € Lip(X,R). Para A = 0, se tiene que [[Af|| = |A|||f]|]- Sea A # 0 .
Entonces, de la definicién de L(Af) se tiene que para cada z,y € X

IAf(@) = Af ()| < L(Af)d(z,y), (2.17)
entonces
@)= )l < S50 (2.18)
De la definicién de L(f) y de (2.18) se tiene
up <=l (2.19)

También, por (2.20), se tiene que para cada x,y € X

[f(z) = f(y)] < L(f)d(z,y), (2.20)

Entonces
IACf () = F)I < IAL(f)d(z, y). (2.21)
De la definicién de L(Af) y de (2.21) se tiene

LAS) < IALL(S)- (2.22)

De (2.19) y (2.22), tenemos |A|||f]| = [|Af]]-
Sea f,g € Lip(X,R). Entonces, para cada z,y € X, se cumple

[f (@) + lg(2)| < (L(f) + L(g))d(z,y), (2.23)
Entonces, por la desigualdad del tridngulo y la definicién de L(f+g), se tiene

1+ gll < (111 + gl
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Por lo tanto,

Al = L(F)

es una seminorma.
O

Observacion Esta seminorma no es norma, ya que L(f) puede ser 0 sin
ser f la funcién 0. Por ejemplo una funcién constante distinta de 0. Para
definir una norma en Lip(X,R), tomamos a € X. Con esta norma Lip(X,R)
es un espacio de Banach.

Teorema 2.22.
Sea (X, d) un espacio métrico. La funcion ||-||r, : Lip(X,R) — R definida
como

AL = [f(a)] + L),

es una norma en Lip(X,R).

Demostracién. Es inmediato que || f||L = |f(a)| + L(f) > 0. Sea A € R
y f € Lip(X,R). Entonces

Ml = Af(@)] + L) = MIF(@)] + ML) = A

Para la desigualdad del tridngulo; sean f, g € Lip(X,R). Entonces

f+glle = [f(@)+g(a) [+ L{f+g) < |fa)|+]g(a) |+ L{F)+L(g) = [l +]gl]c-

Por ltimo, si ||f||z = |f(a)] + L(f) = 0, entonces |f(a)] = 0y L(f) = 0,
entonces f(a) =0y f es una funcién constante. De estos dos ultimos hechos
se cumple que f es la funcién 0.

O

Lema 2.23. Sean { f, }nen una sucesion en Lip(X,R) — R y f € Lip(X,R).
Entonces

1. {fu}nen converge a f con la norma || - ||n, si y solo si, {fn(a)}nen
converge a f(a) y {L(fn)}nen converge a L(f).

2. {fn}nen es sucesion de Cauchy con la norma ||-||, siy solo si{fn(a)}nen
es de Cauchy y {L(fn)}nen es de Cauchy en R.
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Demostracién. 1. Supongamos que {f, },en converge a f con la norma
|| - ||L- Sea ¢ > 0, entonces existe N = N(¢) € N tal que, para cada n € N, si
n > N, entonces || f, — f|| < &, entonces, si n > N se tiene

[fula) = fla)l <&y L(fn—f) <e,

por lo tanto, {f,(a)}men converge a f(a) v {L(fn)}nen converge a L(f).
Supongamos que las sucesiones {f,(a)}nen v {L(fn)}nen convergen a f(a)
yL(f), respectivamente. Sea ¢ > 0, entonces existen N; = Ny(¢) € Ny
Ny = Ny(e) € N tal que,

si m > Ny, entonces |f,(a) — f(a)] < %, (2.24)
Y £
si n > Ny, entonces |L(f, — f)| < 3 (2.25)

Entonces, Sea n > Ny y n > N,, entonces de (2.24) y (2.25), se sigue || f, —
flle = |fula) = f(a)|+L(f,— f) < §+5 = €. Por lo tanto la sucesién { f, }nen
converge, con la norma || - ||, a la funcién f.

2. Supongamos que { f,, }nen es sucesién de Cauchy con la norma || - || .
Sea ¢ > 0, entonces existe N = N(¢) € N tal que, para cada n,m € N, si
n,m > N, entonces ||f, — fm||L < €, entonces, si n,m > N se tiene

[fnla) = fm(a))l <&y L(fn— fm) <e,

de esto ultimo, se concluye que la sucesién { f,,(a)}ren es de Cauchy y, tam-
bién {L(f,)}nen es de Cauchy.
U

Teorema 2.24.
Lip(X,R) con la norma || - ||, es un espacio de Banach.

Demostracion.

Sea { fy }nen una sucesién de Cauchy en Lip(X,R). De 2. del Lema 2.23,
se tiene que la sucesion {f,(a)},en es de Cauchy, por lo tanto, converge en
R, digamos a f(a) y {L(fn)}nen es de Cauchy, por lo tanto, converge en R,
digamos a L. Ahora, de la definicién de L(f, — f.,) se tiene que para cada
x € X, x # a se cumple

(@) = fin(x) = fnla) = fm(a)| < L(fn = fm)d(z,a). (2.26)
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De (2.26) y que {L(fn)}nen es sucesién de Cauchy, por lo tanto, existe
una funcién f : X — R tal que la sucesién {f, }nen converge puntualmente
a la funcién f en X. De (2.9) se tiene que la funcién f es Lipschitz, es decir
f € Lip(X,R). Ahora, demostraremos que la sucesién { f,, },en converge a la
funcién f, con la norma || - ||z. Como la sucesién {f,(a)}nen es convergente
a f(a); Por 1. del Lema (2.23), basta probar que {L(f,)}nen , converge a
L(f). Sea e > 0, entonces existe N = N(¢) € N tal que, para cada n,m € N,
sin,m > N, entonces

L(fn_fm) <5: (2.27)

Sea n > N. Entonces para cada m > N se tiene, de la definicion de
L(f, — fm) se tiene que para cada = € X, y # x se cumple

[fn(@) = fa(@) = fo(y) = f ()| < L(fo = fm)d(z,y). (2.28)

Entonces, de (2.27) y se concluye

’fn<x> - fm(x) - fn(y) - fm(y)‘ < d(l'?y)e' (2'29)

entonces, tomando el limite, cuando m — oo, obtenemos

|(fn = F)(@) = (fo = )| < d(z,y)e.

Entonces,
L(fn - f) S d(az,y)s.

Por lo tanto, la sucesién {L(f,,) }nen, converge a L(f). Asi, {f,}nen con-
verge a la funcién f, con la norma || - ||.

g

2.7. Funciones Lipschitz en Espacios Norma-
dos

Esta seccion realizaremos un estudio breve de las funciones Lipschitz entre
espacios normados o de un espacio métrico a un espacio normado. El estudio
serd esquematico, en la seccién anterior lo hicimos para el caso particular del
espacio normado R. Un resultado importante que mencionamos es que un
operador lineal de un espacio normado a otro espacio normado es acotado, si
y s6lo si es Lipshitz y que la norma uniforme del operador es justamente la
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constante de Lipschitz del operador. Otro que presentamos es que Lip(X,Y)
es un espacio de Banach, si el espacio normado Y es Banach, si Y es un
algebra normada, entonces Lip(X,Y’) también lo es.

Sea (X, ||.]|) un espacio normado, es conocido que la funcién d(z,y) =
||z —yl||, donde z € X y y € X es una métrica en X. Cuando consideremos a
(X, ||-]]) como espacio métrico es con esta métrica. En el caso de funciones de
un espacio normado a otro espacio normado la definicién de funcién Lipschitz
en términos de las normas es

Definicién 2.25. Sean (X, |.||x) y (Y,||.|ly) espacios normados y una fun-
cion [ (X, |.llx)) = (Y, |l-lly)) es Lipschitz, si existe una constante k > 0
tal que

IT(z) =Ty <kllz —yllx  para todos  z,y € X.

En el caso de espacios métricos una funcién Lipschitz es uniformemente
continua pero no necesariamente el reciproco es verdadero. Un problema in-
teresante es que condiciones deben cumplir los espacios métricos o la funcion,
para que una funcién uniformemente continua sea Lipschitz, en el caso de los
espacios normados, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.26. Sean (X, |.|x) v (Y,|.lly) espacios normados y sea
T : X — Y un operador lineal. Entonces son equivalentes:

1. T es Lipschitz,
2. T es uniformemente continua,
3. T es continua en 0 € X,
4. Existe una constante c tal que ||T(z)|ly < c||z]x para todo x € X.
Demostracion.
1 = 2 Como T es Lipschitz existe M > 0 tal que
I7(2) = T(w)lly < Ml|z —yllx para todos z,y € X.

Sea € > 0, tomemos 0 = 17, entonces para cada r,y € X tenemos que

si|lz —yllx < 47 , se tiene que
IT(z) =Ty < Mz —yllx <My =¢

Por lo tanto, T' es uniformemente continua.
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2 = 3 Como T es uniformemente continua, entonces 7' es continua en par-
ticular es continua en el 0.

3 = 4 Supongamos que 1" es continua en 0. Entonces existe 6 > 0 de tal
manera que si ||z — 0]|x < 0 entonces

IT(2)lly = [IT(x) = TO)]y <1.

Dado 0 # z € X, tenemos que § = |[dz/|z|x|lx, entonces
IT(0x/||x||«)|ly <1y como T es lineal tenemos que

(-2 ® ) entonces [Ty < el
= T entonces T ==\l
) = Telx v < gllzllx

Asi, solo basta tomar ¢ = = para obtener lo que se quiere.

0

4 = 1 Como T es un operador lineal y se mantiene (4), entonces T" es Lips-
chitz ya que

1T (x)=T()lly = IT(z=y)lly <Cllz—ylx para cualesquicra z,y € X.
0
Observacion El inciso (4) del Teorema 2.26 es la definicién de operador

lineal acotado 7. Un operador lineal es acotado si y soélo si, es Lipschitz.
Ademas,

|1T)| = inf{k >0:||T(x)-T(v)|ly <k|lz—y|x paracada z,y € X} = L(T).

Teorema 2.27. Sea (X, d) un espacio métrico y sean f, g Lipschitz. Entonces

a) L(af) = |a|L(f) para toda a € R

b) L(f +9) < L(f) + L(9); y

Demostracién.
a) Tenemos que:
L(af) = Wf{k>0:|laf(x) —af(y)|ly < kd(z,y) paratoda z,y € X}

= mf{k >0:|a|ll]|f(x) = f(y)|ly < kd(xz,y) para toda z,y € X}
= la[L(f).
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b) Tenemos que:

I(F +9) (@) = (f + ) Wly <[If (@) = FWlly +lg(z) — g(W)lly
< [L(f) + L(g)ld(z,y).

Ast, L(f +g) < L(f) + L(g)-

O
Es decir, el conjunto de todas las funciones Lipschitz vectoriales con do-
minio un espacio métrico es un espacio vectorial real, con las operaciones
usuales de suma de funciones y multiplicacién de un ntmero real por una
funcién. Si Y es un espacio normado, no tiene sentido la siguient pregunta:
., Qué ocurre con el producto de funciones?. Sin embargo, si Y es un algebra
normada, la pregunta si tiene sentido. Ya vimos que el producto de funciones
Lipschitz no necesariamente es Lipschitz, ver ejemplo (1.8), sin embargo, si
se adiciona la hipotesis de que las dos funciones sean acotadas se tiene

Teorema 2.28. Sean (X,d) un espacio métrico y (Y, |.||y) un dlgebra nor-
mada y sean [ X =Y yg: X — Y funciones Lipschitz acotadas, entonces
fg es Lipschitz.

Demostracién.
Fijemos z,y € X. Tenemos que

1(F9) (@) = (FO)Wlly < Ng@)lIv Il f (=) = FW)lly + 1 @)llyllg(x) = g(w)lly
< llgllee LA d(2, y) + | flloo L(g)d(, )

Ast L(fg) < [lgllooL(f) + [ fllocL(g) .

De los teoremas 2.27 y 2.28, se sigue que Lip(X,Y) es un algebra de
funciones. Los teoremas 2.15 y 2.17 no se pueden plantear en un espacio
normado, salvo que se introduzca un orden en el espacio. Eso lo dejaremos
para un estudio posterior. También los teoremas de extension para funciones
Lipschitz de un espacio normado a otro son dificiles y no los abordaremos en
esta tesis.



Capitulo 3

Funciones Holder

En este capitulo presentamos el concepto de funcién Holder, éste es una
generalizacion del concepto de funcién Lipschitz, fue introducido por Holder
en sus trabajos sobre Teorfa de Potencial ver ([5]).El estudio que hemos hecho
sobre las funciones Lipschitz en los dos capitulos anteriores se puede replicar
punto por punto para las funciones Hélder; salvo una caso: No es cierto que
toda funcion Holder sea diferenciable casi dondequiera.

3.1. Funciones Holder Reales

Definicién 3.1. Sean I C R un intervalo y sea f : I — R una funcion.
Se dice que f satisface la condicion Holder, si existe una constante k > 0 y
0<a<1tal que |f(x)— fly)] < klz —y|* para toda x,y € R

Las funciones que cumplen con esta condicion se llamam funciones Holder.

Teorema 3.2. 5i f : I C R — R es Holder, entonces es uniformemente
continua.

ol €
Demostracién. Sea ¢ > 0. Tomemos ¢ = \/% ,donde k y 0 < <1

son numeros tales que

para cada z,y € I se tiene |f(z)— f(y)| < klz —y|®.

29
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ol €
Sean z,y € I con |z —y| < \/% Entonces,

|

@)~ F@) < ko —yl* <k | {/2 :k<%):a

Por lo tanto, f es uniformemente continua. El reciproco no necesariamente
verdadero. Para o = 1 vease el ejemplo 1.6.

g

También, como en el caso de las funciones Lipschitz, el conjunto de las
funciones Holder acotadas en un intervalo forman un algebra, es decir, la
suma de funciones Holder es Holder, el producto de una funcién Holder con
un escalar es Holder, y el producto de funciones Holder es Holder. Veamos
que en efecto pasa esto.

Teorema 3.3. Sea I CR ysean f: I - R yg: I — R funciones Hélder
acotadas, 0 € R. Entonces

1. f+ g es una funcion Hélder en I,
2. of es una funcion Holder en I,

3. gf es una funcion Holder en I.

Demostracién.

1. Sabemos por hipdtesis que, existen k,p > 0 tales que

|f(z) = fy)l < klz —y|*y |g(z) — g(y)| < plz —y|*, asi

I(f+9)(@) = (f+9)W)|=f(x) +g(z) — f(z) — g(y)]
< |[f(@) = fW)l +l9(z) — 9(y)|
< klz —y|* + plz —y|*
= (k+p)lz —y[*
= hlz —y[*

Por lo tanto, f + g es Holder.
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2. Sabemos por hipotesis que, existe £ > 0 tal que

|f(z) = f(y)] < klz —y[

((@f)(@) = (@) )] = lolf(z) = FY)I
= |ol[f(z) = f(y)]
< lolklz —y[*
= hl|z —y|“.

Por lo tanto, o f es Holder.

3. Como f y g son Holder, existen k,m > 0 tales que
|f(@) = f)| < klz—y|* y |g(z) — g(y)| < m|z — y|* Asi

(9./)(@) = (a./)W)] = lg(x) f(x) — g(y) [ (¥)]
< |f@)lg(x) — gl + lgW)I[f (z) — F(W)]]
< |f(@)|lmlz —y[*] + g(W)I[k]z — y|*]
< [l fllso + Kllglloo]|z — y[*
= hl|lz —y|*.
Por lo tanto, gf es Holder.
O
Observacion. En general el producto de funciones Hélder no necesaria-
mente es Holder.
Para el caso o = 1, vedse el ejemplo 1.8 .

El siguiente teorema nos sirve, entre otras cosas, para justificar porqué se
toma 0 < o < 1.

Teorema 3.4. Sea f: I — R una funcion Holder. Si o > 1, entonces f es
constante.

Demostracién. Como f es Holder, se satisface |f(x)— f(y)| < k|z —y|®.
Sean y € I y x # y. Entonces,

() (@) = ()] < klz —yl|*
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Entonces

Como « > 1, se tiene que

im0 < h’mM < limk|z —y|* ' = 0.
Ty Ty ’x — y’ z—y

De esto tultimo se concluye que f es diferenciable en y y que f'(y) = 0.
Por lo tanto, f es una funcién constante, ya que su derivada es 0 en I.
O

3.2. Funciones Holder en Espacios Métricos

Definicién 3.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea 0 < o < 1, se denota
por X* = (X, d®) al mismo conjunto X con la métrica d*. Se le denomina,
a X%, un espacio métrico de Holder.

Definicién 3.6. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos y0 < o < 1. Una
funcion f: (X, d) — (Y, p) es Hélder en X si eziste una constante k > 0 tal
que

d(f(z), f(y) < klp(z,y)]*.

La constante de Holder de la funcién f, denotada por L*(f), se define
como:

Lo(f) =inf{k > 0: p(f(z), f(y)) < kd*(z,y) paratoda x,y € X}.

Esta constante se puede escribir

p(f(z), f(y))

L2(f) zsup{LZO: ko (2, y)

< L para toda z,y € X}.
Es claro que L*(f) € R. Como en el caso de las funciones Lipschitz:

Teorema 3.7. Si una funcion f : (M,d) — (N,p) es Hélder, entonces es
uniformemente continua.
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o€
Demostracion. Sea € > 0. Tomemos § = \/%, donde £y 0 < a < 1 son

nimeros tales que ,
para cada z,y € X se tiene que p(f(x), f(y)) < kd*(x,y).

Sean z,y € X con d(z,y) < Q/E Entonces,

al €

p(f(l')7 f(y)) < kda(l'7y)l€qkj E =&

Por lo tanto, f es uniformememte continua.

4

Observacion. El reciproco no necesariamente es cierto. Para o = 1 vedase
el ejemplo 1.6.

3.3. Funciones Holder en Espacios Normados

En el caso de los espacios normados también se pueden definir los espacios
normados Hélder.

Definicién 3.8. Sea (X, || - ||z) un espacio normado. Sea 0 < o < 1, se
denota por X* = (X,|.||) al mismo conjunto X con la norma ||.||3. Se le
denomina, a X%, un espacio normado de Hélder.

Definicién 3.9. Sean (X, [.||3) v (Y,[l.l;) espacios normados y sea
T :X —Y un operador lineal. T' es Holder si existe una constante M > 0 y
0 <a<1taque|T(x)—T(y)|, < Mlz—yl2 para todos z,y € X.

Se tiene un teorema andlogo al Teorema 2.26

Teorema 3.10. Sean (X, |[.|3) v (Yi[[.[l5) espacios normados y sea
T : X — Y un operador lineal. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. T es Holder,

2. T es uniformmente continua,
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3. T es continua en 0 € X,

4. Existe una constante ¢ tal que ||T(z)||, < c||z||S para todo x € X.
Demostracioén.

1 = 2 Sea ¢ > 0. Tomemos § = ;. Entonces para cada z,y € X tenemos

5
que si ||z — y||¢ < — , entonces

M

3
I1T(2) =TWlly < Mllz —ylls = M-r=¢

Por lo tanto, T es uniformemente continua.
2 = 3 Como T es uniformemente continua, para cualquier € > 0 existe d > 0
tal que si [z — y||s < 6, entonces ||T'(x) — T(y)|l5 < e.

En particular, si y = 0, para cualquier ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si
|z —0[|3 < 0 entonces ||T'(z) —T(0)[|5 <e.

Por lo tanto T es continua en 0.
3 = 4 Suponagmos que 7' es continua en 0. Entonces podemos elegir 6 > 0
de tal manera que si ||z — 0]|$ < §, entonces
IT()[ly = [IT(x) = T(O)[ly < 1.

«

ox

2|l

= g, entonces se tiene

Sea 0 # x € X. Como

x
«

ox
T <
H (umm)
y

ox )
Pero T (W) = WT([E), porque T es lineal, y asi obtenemos
aib Tl

1
1T (z)[ly < ngH;‘ Basta tomar ¢ = — para obtener la condicién 4.

J

4 = 1 Como T es un operador lineal se tiene
1T(z)=T W)y = [T (z—y)lly < Cllz—yll7 para cualesquiera z,y € X.
Por lo tanto, T es es Holder.
O



Capitulo 4

Funciones g-Lipschitz

4.1. Introducciéon

En este capitulo se presenta una generalizacién del concepto de funcion
Lipschitz y del concepto de funcién Holder, lo llamaremos funcion g-Lipschitz,
donde g es una funcién dada. El concepto lo presentamos en un marco bastan-
te general. Los resultados que vimos en los capitulos anteriores serdan nuestra
guia para el estudio de las funciones g-Lipschitz. Sélo presentaremos algunos
resultados béasicos, los referentes a la relacion de las funciones g- Lipschitz
con las funciones uniformemente continuas y el “comportamiento” de estas
funciones con respecto a las operaciones de funciones. Los demads resultados
quedaran para futuros estudios.

4.2. Propiedades elementales de las funciones
g-Lipschitz

Definicién 4.1. Sean (X,d) y (Y,p) espacios métricos. Sea

g:10,00) = [0,00) y f: X =Y wuna funcion. Decimos que f es g-Lipschitz

en X si existe k> 0 tal que

para cada x,y € X se tiene que p(f(x), f(y)) < kg(d(x,y)). (4.1)

Denotemos por Lip,(X,Y) ={f: X - Y : f es g-Lipschitz y acotada}.

35
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Observaciones
1. Si g(z) = x, entonces Lip,(X,Y) = Lip(X,Y).
2. Sea 0 < aw < 1. Si g(z) = x*, entonces Lipy(X,Y) = Lip*(X,Y).

w

. Sig(x) =0, entonces Lip,(X,Y) =R.
4. Sea c € R*. Si g(z) = ¢, entonces Lip,(X,Y) = B(X,Y), donde
BX,)Y)={f: X =Y : [ esacotada en X.}

Como en el caso de las funciones Lipschitz podemos definir la constante
de Lipschitz de una funcién g-Lipschitz, la denotaremos por L,(f), como

L(f) = mf{k > 0 p(f(2), f(y)) < kg(d(z,y)) para toda z,y € X}.

Si g(z) > 0 para cada z € [0,00), esta constante se puede escribir

(@), 1)

L) = sup {L =0 e, y)

< L para toda x,yeX}.

Es claro que L(f) € R.

Teorema 4.2. Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos. Sea g : [0, 00) — [0, 00)
una funcion continua en 0 y g(0) = 0. Sea f: X — Y g-Lipschitz. Entonces
f es uniformemente continua.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como la funciéon g es continua en 0 existe
d =0(g) > 0 tal que

si 0 <z < 0, entonces |g(z)] < e. (4.2)

Tomemos z,y € X con d(z,y) < J. Entonces, de (4.2) y el hecho de que
f es g-Lipschitz se tiene que

o(f(x), f(y) < kg(d(z,y)) < ke.

Por lo tanto, f es uniformemente continua.
O
Para facilitar el trabajo y lograr mejores resultados, trabajaremos con
espacios normados, en este caso, nuestra definicion toma la forma



4.2 Propiedades elementales de las funciones g-Lipschitz 37

Definicién 4.3. Sean (X,|| - ||.) y (Y,]| - ||y) espacios normados. Sea g :
[0,00) = [0,00) y f: X =Y una funcidn. Decimos que f es g-Lipschitz en
X si existe k> 0 tal que

para cada z,y € X se tiene que ||f(z) = f)lly < kg(llz = yll.). (4.3)

En el contexto de los espacios normados tenemos el siguiente resultado

Teorema 4.4. Sean (X, ||-||z) y (Y.||-]|y) espacios normados y g : [0, 00) —
[0,00). Sean f,h € Lip,(X,Y) y A € R. Entonces,

1. f4+he Lip,(X,Y) y Lip,(f + h) < (Ly(f) + Ly(h)).
2. Af € Lipy(X,Y) y Ly(Af) = [A[Lg(f).
Demostracién.

1. Sean x,y € X. Entonces,

I+ ) () = (F + )W)y

£ (2) + h(z) = f(y) = h)lly
1f (@) = FW)lly +[Ih(z) = h(y)]ly
(Lo(f) + Lg(h))l|z = yllx-

Entonces, f + h € Lip,(X,Y) y Lip,(f +h) < (L,(f) + Ly(h))

<
<

2. Sean z,y € X. Entonces,

AN @) = AN Wy = ML) = F)lly < ILg(Hz = yllx.

Entonces, A\f € Lipy(X,Y) v Ly(Af) < |ALy(f). La otra desigualdad,
IANLy(f) < Ly(Af), se prueba de manera similar. Asi, tenemos que

Lyg(Af) = [A[Lg(f)-

0
Es decir, el conjunto de todas las funciones g-Lipschitz de un espacio
normado a otro es un espacio vectorial real, con las operaciones usuales de
suma de funciones y multiplicacién de un nimero real por una funcion. Si
Y es un espacio normado, no tiene sentido la siguient pregunta: ; Qué ocurre
con el producto de funciones?. Sin embargo si Y es un algebra normada, la
pregunta si tiene sentido. Ya vimos que el producto de funciones Lipschitz
no necesariamente es Lipschitz, ver ejemplo (1.8), sin embargo, si se adiciona
la hipotesis de que las dos funciones sean acotadas se tiene
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Teorema 4.5. Sean (X,|| - ||x espacio normado y (Y,|| - ||y) un dlgebra
normada y sean f : X — Y yh : X — Y funciones g-Lipschitz acotadas,
entonces fh es g-Lipschitz.

Demostracion.
Sean z,y € X. Tenemos que

|(FR) () = (PRIl < TRy (1] (@) = FW)lly + [[f @)y [lg(x) = g(w)]]y
< [[IPlloe L(Hg(lz = yllx) + [ fle L) g (|2 = ylIx)

Ast, Ly(fh) < [|BllocL(f) + || flloo Lg(h). -
De los Teoremas 4.4 y 4.5, se sigue que Lip,(X,Y’) es un élgebra de
funciones.
Obviamente las propiedades de Lip,(X,Y’) dependen de las propiedades
de la funcién g; en el contexto tan general que escogimos puede ocurrir que
el espacio Lip,(X,Y’) tenga funciones que no son continuas aunque g sea
continua. Un ejemplo es:

Ejemplo 4.6. Sea g : [0,00) — [0,00), definida por g(z) = 1,
f:10,00) = R, definida por:

fa) = {0, si z€0,1),

1, st z=1.

Podemos observar que f no es continua en 1. Ademés f es g-Lipschitz ya
que
0, s z,y€](0,1),
I, st zel0,1),y=1.

If(fff)—f(y)IZ{

Basta tomar k£ =1



Bibliografia

[1] CAROTHERS N.L. , Real Analysis, Cambridge University Press, New
York, 2000.

[2] FRASER, R. B. , Banach spaces of funtions satisfacing a modulus of con-
tinuity condition, STUDIA MATHEMATICA, T. XXXII (1969), 277-
283

[3] LUUKKAINEN, J AND VAISALA,J , Elements of Lipschitz Topology,
Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A I Math. 3 (1997), 85-122

[4] McSHANE E. J., Extension of range of functions. Bull. Amer. Math.
Soc., 40:837-842, 1934.

[5] PIETSCH , History of Banach Spaces and Linear Operators, Birkhauser,
Boston, 2007

(6] WEAVER NIK , Lipschitz Algebras, World Scientific Co. Lte. Ltd, 1999.

(7] WHITNEY H., Analytic extension of differentiable functions defined in
closed sets. Trans. Amer. Math. Soc., 36(1):63-89, 1934.

39



