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Introducciéon

¢Qué son las "pruebas visuales"? la pregunta no tiene una respuesta simple y
concisa. Las pruebas visuales son dibujos o esquemas que ayudan al lector a ver
por qué un enunciado matematico en particular puede ser verdadero ,y también
ov e rcomo se podria comenzar a trabajar para dar una demostracion de que
ésta es verdadera. Yuri lvanovich comenta: " Una buena prueba es la que nos
hace sabios ", un sentimiento compartido por Andrew Gleason quién afirma : "Las
pruebas en realidad n o0 estan ahi para convencerte de que algo es cierto, estan
ahi para mostrar te por qué es verdad 6 . si@plemente podemos decir que las
pruebas visuales pueden ser divertidas e interesantes didacticamente. Las
pruebas visuales han sido publicadas en Mathematics Magazine y The College
Mathematics Journal, desde  hace varios afios.

Sin embargo las pruebas visuales no son innovaciones reci entes - han existido por
mucho tiempo , tal vez su primera aparicion fue en la antigua Grecia y China,y
mas tarde en el siglo X en Arabia y en el renacimiento de Italia. Hoy las pruebas sin
palabras aparecen regularmente en revistas de todo el mundo y en la World Wide
Web por ejemplo en Wolfram Demostrations Proyect.

Algunos argumentan que las pruebas visuales no son realmente “pruebas”, sin
embargo Martin Gardner , en su popular columna " Juegos Matematicos " de
Scientific American (Octubre de 1973) , discutié como "mirar - ver" diagramas . Dijo
que : "en muchos casos una prueba aburrida puede ser complementada por una
analogia geométrica tan simple y hermosa que la verdad de un teorema se
comprende casi de un vistazo ."

En algunos casos, una prueba visual puede incluir ecuaciones para guiar al
lector , pero el énfasis esta principalmente en los indicios visuales que ayudan a
relacionar las condiciones y las ideas llegan mas facilmente. Hay muchas pruebas
visuales relacionadas co n varios tépicos de las matematicas : geometria , teoria de
nameros , trigonometria , calculo , desigualdades etc.

Lo que se hara en este trabajo es una breve recopilacion de varias
demostraciones que incluyen problemas de &areas, desigualdades, identidades
trigonométr icas, series geométricas, propiedades de la integral, entre otros
usando Ovisual i zac En ehcagtao In@klaremasgdncipalmente
de los numeros figurados y algunas de sus propiedades. E n el Capitulo 2 veremos
diferentes pruebas del Teorema d e Pitagoras. En el Capitulo 3 presentaremos
algunas d esigualdades. E n el Capitulo 4 veremos algunas pruebas utilizando
teselados . Por ultimo en el Capitulo 5 veremos algunas sugerencias didacticas A
diferencia de otros trabajos en geometria nosotros sele ccionamos teoremas cuya
demostracion puede comprenderse con un oOgolpe de vista 6. Por ejemplo usando
areas veremos una demostracion del teorema de Pitdgoras (de hecho hay varias)
y también daremos una demostracién usando teselados . Como en la mayoria de
las demostraciones solo necesitamos conocimientos basicos . Este trabajo puede
ser comprend ido por jovenes de secundaria y Bachillerato . Desde la secundaria
son conocidas por los estudiantes las identidades:



a+b?=a*+2ab+b*y a+b a—-b =a*-b?
que son ilustradas geométricamente y se remontan a los Elementos de Euclides.

A continuacion se presenta un par de explicaciones que dan dos autores
mexicanos de la importancia de la visualizacion en mateméticas . Por un lado, Hitt
(2002), destaca que:

0 La vidacddm emmadtematica tiene que ver con una imagen que ayuda al
entendimiento de un enunciado o un problema y la puesta en marcha de

una actividad, que si bien no llevara automaticamente a la respuesta
correcta si puede conducir al resolutor a comprender la s ituacion que se
esta tratando. Una de las caracteristicas de esta visualizacion es el vinculo
entre representaciones para la busqueda de la solucion a un problema
determinadoo.

Mientras que Cantoral y colaboradores (2000), explican que:

Nz

0 é Se entiende por visualizacion la habilidad de representar,
trasformar, generar, comunicar y reflejar la informacion visual
(imagen). En este sentido se trata de un proceso mental muy usado
en distintas éareas del conocimiento matematico y, mas
general ment e, cient2ficobod.

Conviene hacer una distincion entre ver y visualizar, ver se reduce a la capacidad

del ojo de captar la imagen lo cual es un proceso fisiolégico, mientras que la
visualizaciébn es un proceso cognoscitivo, que esta vinculado con la cultura del
sujeto: experie ncia, costumbres y valores.

El recurso tradicional en la ensefianza geométrica ha sido el dibujo. No dibujar en
Geometria seria renunciar a la esencia de esta disciplina. Segun Alsina [11], el
dibujo en Geometria tiene interés como lenguaje para ejemplific ar o representar
conceptos y propiedades.

La representaciéon grafica es una forma de comunicac i6n, un lenguaje para
expresar, construir los conocimientos geométricos. La comunicacién grafica debe

ser una habilidad aprendida y practicada ya que es una herram ienta muy util en
la resolucion de problemas. En muchas ocasiones la representacion grafica de los
datos de un problema puede sugerirnos las estrategias para encontrar la
solucion, hay dos clases de representacion: la representacion de objetos reales o

co ncretos y la representa cion de ideas abstractas [15]

Es importante que, en el transcurso de sus actividades académicas, los alumnos
desarrollen su capacidad para comunicar su pensamiento y se acostumbren
gradualmente a los diversos medios de expresién m atematica: lenguaje natural,
simbolico, asi como el uso de tablas, diagramas y dibujos.

Los estudiantes tienen distintas opiniones acerca del dibujo y su importancia para
la resolucion de problemas geométricos [12]. Unos creen que el dibujo es
innecesario por eso lo trazan sin mucho cuidado vy tratan de fundamentar sus



razonamientos sin referirlos al dibujo. Otros, al contrario, consideran al dibujo como
el elemento decisivo en la resolucion e incluso piensan que no es necesario
argumentar de uno u otro modo l o que Oes evidente en el di buj c
de vista son erréneos, pues ningun dibujo por hermoso, ilustrativo y exacto que
sea, puede sustituir la demostracion légica de un problema geométrico, ya que el

dibujo no es mas que una guia para los razonam ientos. Sin embargo, el papel del
dibujo no se reduce solamente a la ilustracion de los razonamientos durante la
resolucion de un problema, en muchas ocasiones resulta que el dibujo hecho
acertadamente es lo que puede dar la idea sobre el empleo de un concepto o
proposicion matemética, o sobre la necesidad de trazar lineas auxiliares o de
realizar una construccion adicional, es decir, el dibujo juega un papel
importantisimo en la resolucién de la mayoria de los problemas pues permite
sugerir la idea de la solucién.

Hay problemas geométricos que no solo requieren de una determinada férmula,

0 el uso de cierto concepto, sino ademas dibujar bien las figuras geométricas
para tratar de cumplir correctamente con las condiciones del problema, pero
debemos sefia lar que aunque se vea clara la configuracion espacial, dada la
precision y nitidez con que esta hecho el dibujo, es necesario demostrar todas las
afirmaciones, incluso las que parecen evidentes. Cuando no se utilizan evidencias

del dibujo, sino que se trat a de una argumentacién estricta, entonces el alumno

se convence de sus posibles errores en su dibujo. Esto es importante porque si se
visualiza mal una figura , los calculos y argumentos desde el inicio seran incorrectos

y por lo tanto el resto es trabajo  inutil.

Sin embargo debemos tener cuidado con la visualizacién al trabajar con alumnos

que tienen poca experiencia, por ejemplo si se les presenta un rectangulo de 10

por 8 y luego se dibuja adentro otro rectangulo de 4 por 6 casi todos dicen que

son seme jantes. Los alumnos interpretan la semejanza como sinénimo de
Oparecidos6 y no en su significado t®cnico: Ot er
caen en el error. Se presenta un par de ejemplos de ofal acias ¢
confiar en casos particulares del  dibujo en el capitulo 1.

En calculo integral hay dos problemas que se dejan a los alumnos rela cionados
con el célculo del volumen de solidos de revolucion: volumen del toro y volumen
de la interseccidon de dos cilindros. A muchos alumnos se les dificulta, pero la

principal razén es no poder visualizar la figura para poder hallar el intervalo de
integracion, por ello es importante que los alumnos aprendan a visualizar.

OLas personas recuerdan | os aspec
un concepto mejor que los aspectos anal 2ticos. O
S. Vinner






Capitulo 1. Pruebas visuales con Numeros Naturales.

En este capitulo veremos algunos temas relacionados con los numeros
figurados, desigualdades, representacion de nameros a través de volimenes de
objetos. Antes de comenzar veremos algunas definiciones.

1.1 Nameros figurados

La idea de representar un nimero por un conjunto de objetos se remonta al
menos a los antiguos griegos [8]. Cuando la representacion toma la forma de un
poligono como un tridngulo o un cuadrado , el ndmero se llama a menudo

namero figurado .

Los numeros triangulares T,
(1,3,6,10,15,...) sonenterosdeltipo T, =1+ 2+ 3+...4+n
Los nimeros cuadrados G,
(1,4,9,16,25,...) sonenterosdeltipo C, =1+3+5+7+...+42n—-1)
Los numeros pentagonales P,
(1,5,12,22,...) sonenterosdeltipo P, =1+ 4+ 7+...+4(3n—2)
Los nimeros hexagonales H,
(1,6,15,28,...) sonenterosdeltipo H, =1+ 5+ 9+...+4(4n—3)
Y asi sucesivamente eran conocidos por los pitagoricos.
Algunas propiedades de los nimeros figurados son:
a) Todo numero cuadrado (de cualquier orden) es la suma de un ndmero

triangular del mismo orden y otro de orden inmediatamente anterior (ver
figura 1.1.1) , es deci r:

CTL = Tn + Tn—l




b) Un numero pentagonal se puede obtener como la suma de un triangular
del mismo orden mas dos veces otro de orden inmediatamente
anterior, es decir:

¢) Un numero hexagonal se puede  obtener como la suma de un triangular del
mismo orden mas tres veces otro de orden inmedi atamente anterior,
es decir:

H, = T, + 3Ty4

La féormula general para un nimero figurado K n de klados es:
K, =T, + k—3T,_; (k>2)

Cuando k =3 tenemos, como era de esperarse a los triangulares, los casos
k = 4,5, 6 se pueden verificar facilmente.

En los problemas que consideraremos acerca de los nimeros naturales 1,2,..la
idea para hallar la soluciébn puede ser obtenida por la repre sentaciéon de
nameros mediante conjuntos de objetos. D ado que la eleccién de objetos no es
importante, por lo general se pueden utilizar puntos, cuadrados, esferas, cubos y

otros objetos comunes faciles de dibujar.

Cuando nos enfrentamos a la tarea de verificar un enunciado acerca de los
nameros naturales (por ejemplo, mostrando que la suma de los n primeros
nimeros impares es  n?) un enfoque comun es utilizar la induccion matematica ,
sin embargo con este enfoqu e algebraico rara vez resulta claro para los alumnos
de por qué la afirmacion es cierta. Un enfoque geométrico, en donde se puede
visualizar la relaciébn de nimero como una relaciébn entre objetos, a menudo

puede proporcionar una  mejor comprension.
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Enunciare mos dos principios simples de conteo

1. Si Usted cuenta los objetos de dos formas diferentes, obtendra el mismo
resultado vy,

2. Si dos conjuntos tienen una correspondencia uno a uno, entonces tienen el
mismo numero de elementos.

El primer principio ha sido llamado el principio de Fubini (  conocido por el teorema
sobre el intercambio de orden de integracién en las integrales dobles). Llamamos

a la segunda, el principio de Cantor. George Cantor (1845 - 1918), lo utilizo
ampliamente en sus investigacione s sobre la cardinalidad de los conjuntos
infinitos. Ahora ilustraremos los dos principios. [NOTA: los dos principios son
realmente equivalentes.]

1.2 Suma de los enteros impares

Teorema: Paratodo n > 1, 1 +3 +5+...4+ (2n—1) = n®
Prueba:

En la Fig. 1.2.1, podemos contar los puntos de dos maneras, multiplicando el
nimero de filas por el nimero de columnas (nxn), o por el niUmero de puntos en
cada region en forma de L. Por el principio de Fubini, los dos deben ser lo mismo

Fig.1.2.1
A pesar de que s6lo se muestra la identidad para el caso n = 7, el patrén es
claramente valido para cualquier nimero natural n.

En la Fig. 1.2.2, vemos a dos conjuntos de puntos, el de la derecha es simplemente
una reordenacion de los puntos del de la izquierda. Es facil ver una
correspondencia uno a uno entre los elementos de los dos conjuntos (Puntos
similarmente sombreados corresponden). Cont ando por filas en el conjunto de la
izquierda, tenemos 1 +3 +5+....... + (2n — 1) puntos, n* en el conjunto de la
derecha, y el principio de Cantor establece el resultado.

11
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Fig. 1.2.2

Como vimos anteriormente, la suma de los n primeros nimeros impares es  n2. Si

representamos 1+3+4+--+((2n—1) por un oOtri8ngul o6 de <cuadr ad
como se muestra a continuacion en la Fig. 1. 2.3(a), entonces cuatro copias de

estos oOtri8ngulosdé forman un c QraHgrl2@8¢).con | ados

Porlotanto 1+3+ -4+ 2n—1 = = n?

La misma idea (usando cubos) se puede emplear en tres dimensiones para
establecer la siguiente secuencia de identidades:

1+2=3
4+5+6=7+8

9+10+11+12=13+14+15

12



Note que cada fila comienza con un numero cuadrado. El patrén general
n® + (m* + D+...+(m* + n) = (n®* + n+ D+...+(n* + 2n) se puede probar por
induccién , pero la siguiente prueba visual es mucho mas agradable.

En la Fig. 1.2.4 vemos el caso n = 4 contamos el nimero de cubos pequefios en
la pila en dos formas diferentes (reacomodando) obtenemos

16+ 17+ 18+ 19+ 20 = 21 + 22 + 23 + 24.

Si hubiera més capas e nlafigura 1.2.5 observe que se empieza con un cuadrado
n x n, la siguiente capa es (n xn) + 1y asi sucesivamente.

Fig. 1.2.5

Hay muchas relaciones agradables entre los nimeros triangulares y cuadrados . La
mas simple es tal vez la que se ilustra en el lado derecho dela Fig.1.2.2 es:

T, ,+T,=C, = nZ

Se dan dos propiedades mas de los triangulos (ajustando T, =0 para mayor
comodidad ):

Mas propiedades de T,: Paratodo n > 0 se tiene:

(@) 8T, +1=(2n+ 1)*
(b) 9T, + 1 = T3p44

13



Prueba :
La siguiente figura ilustra las dos propiedades (aqui hemos usado cuadrados).

() (b)

Fig. 1.2.6

Enla Fig. 1.2.6 (a) se tienen 8 numeros triangulares que se van reacomodando de
tal manera que se forma el cuadrado y el uno es el cuadrito (en negro) de en
medio. E nlaFig. 1.2.6 (b) se tienen 9 numeros triangulares que se reagrupan para
formar el numero triangular deseado Yy al igual que (a) el uno es el cuadradito (en
negro). La figura 1.2.6 a) aparece en el libro de Pickover [6].

Un comentario de tipo histérico  : Gauss demuestra que

"Todo numero entero es suma de, a lo sumo, tres niameros triangulares".

En su obra oDisquisiciones Aritm®ticasdé publicad
su cuaderno de notas en 1796 como Eureka: N=D +D +D
n(n+1)(2n+1).

Teorema .Paratodo n > 1,12 422 +3%2+...+n? = .

Prueba:

La identidad
n(n+1)(2n+1)

12 +2% +3%° 440" = ————,
sera establecida al mostrar que  3(1% + 2%+ 3%+ ---..n%) es igual en el area de
un rectangulo cuyas dimensiones son 2n +1 por 1+2+--..+n (Ver Fig.
1.2.7)

14
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Fig. 1.2.7
1.3 Suma de enteros consecutivos

Aungue es muy conocida la suma de Gauss aqui damos otra demostracion
visual menos conocida.

Teorema: Paratodo n > 1, Tp= 2D

Prueba:
También podemos utilizar los dos principios para establecer la formula clasica de
la suma de los primeros n numeros naturales:

n(n+1)

I+2 4+ n=—
Si afladimos una columna de n puntos hacia el lado izquierdo del arreglo de la
Fig. 1.2.1, obtenemos el arreglo de la Fig. 1.  3.1. Contando los puntos de la regiéon
en forma de L obtenemos 2 +4+..... + 2n , mientras que multiplicar el nimero
de filas por el nUmero de columnas obtenemos n (n + 1), por el principio Fubini se
obtiene el re sultado deseado (después  dividir por 2).

O

O

O‘.
L ][@)
) XL JC
09000000

Fig. 1.3.1
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Alternativamente, podemos hacer dos copias de 1+ 2+...+n vy reordenar los
puntos, como se muestra en la Fig. 1. 3.2. El conjunto de la izquierda tiene
2(1 + 2 +....+n) puntos, mientras que la de la derecha tiene n? + n puntos. El
principio de Cantor (y la division por 2 otra vez) produce el resultado deseado.

A R R
R R R R s
R R R s

S R R
o S AR
[ R

Fig. 1.3.2

El arreglode 1+ 2+ ---4+ n puntos en la forma de triangulo del lado izquierdo de

la Fig. 1.3.2 explica porque lasuma | 4 5 4 ...4 , = 2" es llamadael enésimo
2

namero triangular
NOTA: En el Triangulo de P ascal podemos encontrar ndmeros naturales, nimeros

triangulares y numeros tetraédricos gue no se trata aqui  por cuestiones de
espacio , pero es una buena alternativa didactica que se comente en clase.

Otra forma muy préctica para representar un numero (positivo) es por el &rea de

una region en el plano. Las formas mas sencillas de estas regiones son cuadrados

y rectangulos, un problema de conteo se convierte ahora en célculo de areas, y
las desigualdades entre los nimeros se puede n establecer al mostrar que una
region tiene un area mayor o menor que otra.

Anteriormente nos encontramos con varias representaciones visuales para el
enésimo ndm ero triangular T, = 1 +2 + 3 +....+n. Si utilizamos un cuadrado
de area 1 para representar el nimero 1, dos cuadrados para representar a 2,y
asi sucesivamente, entonces el area de la Fig. 1.3.3 (a) representa T,. Para
calcular el &rea, trazamos la diagonal del cuadrado mas a la derecha en cada

fila como se muestra en la Fig. 1.3.3 (b), y calculamos las &reas del triangulo
resultante sin sombrear y los n pequefios triangulos sombreados

- I (b) I

Fig. 1.3.3

16



Por lo tanto

Ta=142+ - +n=-n’41ip=12"""
2 2 2
Otra forma de evaluar T, es tomar dos copias de la region de la Fig. 133 @y
luego calculamos el area. Aqui 2Th= n(n+1),y porlotanto Th=1, 5, 4+1 .
2

(Ver Fig. 1.3.4).

Fig. 1.3.4

1.4 Suma de cuadrados de enteros

Representaremos un nimero positivo por los correspondientes cubos unitarios . En
los casos mas simples podemos representar un producto de tres enteros positivos

por el volumen de un sélido rectangular. También podemos representar un entero

por una coleccid6 n de cubos unitarios, y establecer las identidades mediante el
célculo del volumen. En muchos casos podemos necesitar modificar o
reacomodar las partes de un objeto antes de calcular el volumen.

Teorema: Paratodo n > 1, 124224 .. 4n? =112 "+16(2”+1)
Prueba:

Con anterioridad vimos una representacion visual para el enésimo numero
triangular T, = 1+ 2+ ---+n como el area de una regibn compuesta por una
coleccién de cuadrados unitarios, y usando areas de triangulos para establecer

la formula para T, (Fig. 1.3.3). Andlogamente podemos representar un cuadrado
con lado k (entero) como una colecciéon de k? cubos unitarios, y calcular la suma
124+ 2%+ .-+ n?® através de volimenes como seilustraen la Fig. 1 .4.1:

17



1/2

La ultima capa es un cuadrado
de n x n cubos

Fig. 1.4.1
Porlotanto 1%+ 2% 4 . 4n? =-nfn+ 22 2 ]-Ip= nntl Gntl)
3 2 2 3 6
En el célculo se utilizé la formula para el volumen de la piramide (1/3 del area de

la base porlaaltura)y 2™+ porlasuma 1 + 2+....+n.
2

Veamos otra forma para demostrar este teorema. E n la Fig. 1.4.2 (a) vemos como
tres copias de 12+ 22+ --- + n? puede ensamblarse para formar un sélido con una
base rectangular, y cuando los cubos en la capa superior se cortan a la mitad y

se mueven, el resultado es una caja rectangular de dimensiones n por n+1

por n + (1/2).

Para mayor claridad tenemos las siguientes fotografias
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Se ensamblan

Seobservaqueen | a parte super i merotriasgaldr rascdal sa cortan Y4
a la mitad y se completa un paralelepipedo de dimensiones: nn+1) y(n+ %),
para hallar su volumen simplemente multiplicamos.

Como unimos tres copias tenemos

1
3124224+.-4n%® =n n+§ n+1

Otraidea es pegar esta figura (arriba) dos veces y se divide entre 6.
1.5 Suma de numeros triangulares

De manera similar podemos encontrar una formula para la suma de los n
primeros nameros triangulares:
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n n+1 (n+2) .
Teorema: Paratodo n > 1, Ty +T, + T3 + -+ T, = ¢ °©s decir

n(n+1) _ n n+l (n+2)

1+ 3+ 6+-+

2 6
Prueba:
Despu®s de poner 0Ocapasdé6 de cubos unitarios g u
triangulares, "cortamos" pequefias pirdmides (en gris en la Fig. 1.5.1) y colocamos
cada pequefia piramide en la parte superior del cubo de la cual se obtuvo, en la
base |l enamos algunos huecos con Opiezas extras:i
mayor. Para no alterar el volumen inicial debemos quitar (n -1) piramides mas
pequefias a lo largo del borde de la base. A continuacion se muestra ¢ 6mo se

hacen los cortes:

1/6

4

- (n+1)

Para darnos una mejor idea de los cortes que se realizan para llegar a la piramide
veamos las siguientes fotografias.
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Por lo tanto

1 1 +1 (n+2
Ty+Ty 4+ +Ty=2n+13—2nt1 =220
NOTA: Aplicando induccién o propiedades de la sumatoria es facil demostrar
estaigualdad per o el alumno no comprende de ddonde sal

que se visualiza no se olvida.
1.6 Suma alternante de cuadrados

Hay muchas relaciones bonitas entre los numeros figurados, una de las cuales es
la siguiente. Considere sumas alternantes de cuadrados:

12-22= -3 = -(1+2);
12- 22+ 32= +6= + (1+2+3);
12- 22+ 32-42=-10= -(1+2+3+4);

El resultado de las sumas son nameros triangulares, y parece que el patrén general
es
12 _ 22 + 32 . (_1)n+1n2 — (_1)n+1Tn

Podemos ilustrar este patrén con puntos, usando color morado para distinguir los
puntos que desaparecen en estas operaciones Fig. 1.6.1:
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000 000
® 0
® 0 - 00 00
- + - — -
® 0 [ N
O O
Fig. 1.6.1

1.7 Sumas de cubos.

Teorema: Paratodo n = 1,13 +23 433+ +n3=(1+2+3+-+n)2=T7

Prueba:
Podemos utilizar las areas planas para ilustrar una identidad para los cubos de los
nameros enteros mediante la representaciéon de un cubo como n copias de  n?

para un entero n. Por ejemplo, la Fig. 1.7.1 ilustra la identidad
1P¥34+22+33+4+nd=1+2+3++n)?
En la figura, en la que dos cuadrado s se superponen en un cuadrado mas

pequefio. Siempre hay un cuadrado adyacente vaci 0 mas pequefio de la misma
area.

Fig. 1.7.1

Teorema: Paratodo n>1, 7%, *,i+j-1 =n°

Prueba:

Representamos la suma doble como una coleccibn de cubos unitarios y
calculamos el volumen de una caja rectangular formado por dos copias de la
coleccion. VealaFig . 1.7.2.
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Fig. 1.7.2

Observe que las dos copias de la suma S= {1 j=1i+j—1 cabenen una

caja rectangular con base n? y altura 2n, por lo tanto, calculando el volumen de
la caja en dos formas obtenemos 2S = 2n® 0S = n?

A continuacion veremos algunos ejercicios resueltos utilizando numeros figurados

pero sobre todo utilizando pruebas  visuales.

Problema : dar una prueba visual de
Tongr = 3T + Thyq

Para poder resolver este problema nos basamos en las siguientes
figuras. Su p o n g a mo sn6 g m Rciradlos entonces como del lado izquierdo de
la igualdad nos indica 2n + 1 tenemos lo siguiente:

OO OCO O

En seguida completamos el namero triangular generado de la siguiente

manera: §
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Y por ultimo la solucion del problema

Es decir, tenemos 3T, + Tj,;1 porlotanto, Ty,4q = 3T, + Thsq

Pero tenga mucho cuidado cé mo interpreta las figuras ya que una figura
mal hecha nos va arrojar un mal resultado. A continuacion tenemos algunos

ejemplos:
1.8 jCuidado con los dibujos !
Ejemplo 1:

Dibujamos wuna semicircunferencia de radio 1, y luego se dibujan dos
%, i y asi sucesivamente ( ver dibujo 1.8.1). Se

observa que los radios tienden a cero y el area de los semicirculos también tiende
a cero pero jCuidado ¢ on los dibujos!

semicircunferencias de radio

Fig. 1.8.1

Porque s e opodr 2 a afirmar con base en el
semic2rculos tienden al di 8metr o deé¢ desasmi

apariencias jHaga los céalculos!

Ao = Area del primer semicirculo.

. . 1
Ay = area de dos semicirculos conr = >

7

. . 1
A, = Area de cuatro semicirculos conr = 7 e, et c.

24
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Algo semejante podemos preguntar sobre el perimetro de los semicirculos.

P, = perimetro del primer semicirculo.

. . 1
P; = perimetro de dos semicirculos conr = >

, . 1
P, = perimetro de cuatro semicirculos conr = - €, etc.

Observar que: A, tiende a cero mientras que P, per manece constante.

Hemplo 2:

Demostrar que todo triangulo es isésceles

Sea ABC (Fig. 1.8.2 (a)) un triangulo cualquiera. Tracemos la bisectriz del 2C vy la
perpendicular al lado  AB en su punto medio. Desde su punto de interseccion G,
tracemos las perpendiculares GD y GF a AC y BC respectivamente, y unamos Ay
B con G. Los triangulos CGD y CGF son iguales o congruentes por tener el lado caq
comun, «£1 =42 por construccion, y 243 = «£4 por ser angulos rectos. (Dos
triangulos que tienen iguales dos angulos y un lado son congruentes.) Por
consiguiente, DG = GF. (Los elementos homoélogos de tridngulos iguales, son
iguales). En los triangulos GDA y GFB, 45y 46 son rectos y por esta r G en la
perpendicular al punto medio de AB, ha de ser AG = GB. (Todo punto situado en
la perpendicular al punto medio de un segmento, es equidistante de sus
extremos). Por tanto, los triangulos GDA y GFB son congruentes. (Dos triangulos
rect angulos son congruentes si tienen iguales la hipotenusa y un cateto.)

(o
1\2
F
4 ’
D{3 %
~~~~~ ’I
"’l §~~~~
A ”, ~~~“~B
g E
Fig. 1.8.2 (a)

De estos dos pares de triAngulos congruentes (CGDyCGF) y (GDAyGFB)
deducimos respectivamente,

CD = CF (1)
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DA =FB @)

Sumando las igualdades (1) y (2) se obtiene la nueva igualdad CA = CB, de
modo que el triangulo  ABC es isGsceles como se queria demostrar.
C
1\ 2
F
4,
D's? I,’G
A e B
Fig. 1.8.2 (b)

Se puede decir que no sabemos siEG y CG se cortan dentro del triangulo. Muy
bien, examinaremos todas las posibilidades. La demostracion anterior es vélida

letra por letra en los casos en que G coincida con E, o G esté fuera del triangulo,
pero lo suficientemente cerca de AB paraque Dy F caigan sobre CAy CB,yno
sobre sus prolongaciones. Las Fig. 1.8.2 (b) y Fig. 1.8.2 (¢) ilustran estos casos.

Queda la posib ilidad (Fig. 1.8.2 (d)) de que G quede tan fuera del triangulo que D
y F estén en las prolongaciones de  CA y CB. También, como en el primer caso, los
triangulos CGD y CGF son congruentes, como también lo son los triangulos GDAy
GFB. En consecuencia se verifican las igualdades CD = CFy DA = FB. Y restando
estas dos igualdades se obtiene CA = CB.

~ao
~-
-~
-~

Fig. 1.8.2 (c)
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Fg. 1.8.2 (d)

Finalmente, puede ocurrir que  CG y EG no se corten en un punto, G, sino que o
coincidan o sean paralelas. En cualquiera de estos casos, ( Fig. 1.8.2 (e)) la bisectriz
CP del angulo C sera perpendicular a AB de modo que 47 =4£8; y como
21 =12, y CP escomun, el triangulo APC es igual al triangulo BPC, y por tanto

también CA = CB.

718
B
P

Fig. 1.8.2 (e)

Parece, que hemos agotado todas las posibilidades, y que hemos de aceptar la
conclusion evidentemente absurda de que todos los triAngulos son isdsceles. Sin
embargo, queda todavia otro caso que vale la pena investigar. ¢No es posible
que uno de los puntos D y F, caigan dentro del triangulo, y que el otro caiga
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fuera? Una figura correctamente dibujada, indicara que ésta es en realidad la
Unica posibilidad. Ademas podemos demostrarlo como sigue:

Circunscribamos un circulo al triangulo ABC, (Fig. 1.8.2 (f)). Puesto que 2«1 = 2£2,CG
debe bisecar al arco AB.(4£1 y 42, son triangulos inscritos, y por ser iguales deben
comprender arcos iguales. ) Pero también EG biseca al arco AB. (La
perpendicular al punto medio de una cuerda, biseca al arco de la cuer da.) Por
consiguiente G esta en el circulo circunscrito y  CAGB es un cuadrilatero inscrito.
Pero 2CAG — «£CBG es un angulo llano (Los &ngulos opuestos de un cuadrilatero
inscrito son suplementarios.) Pero si #2CAG y CBG fueran los dos re ctos, Dy F
coincidirian con A y B respectivamente; por lo tanto la conclusién de que

CD = CF, (a la que llegamos en el primer caso), nos llevaria a que CA= CB, lo
cual es contrario a nuestra hipétesis de que ABC es un triangulo cualquiera. P or
consiguiente, uno de los angulos CAG o CBG ha de ser agudo y el otro obtuso, lo
cual significaque o D o F (enlafigura el punto D) debe caer fuera del tridngulo, y

el otro por dentro. Las relaciones CD = CF y DA = FB, son ciertas aqui , como
también lo eran en los otros casos. Pero puesto que CB = CF + FB, tenemos

ahoraque CA = CDZ DA envezde CD + DA.

Fig. 1.8.2 (f)

Esta discusion ha sido larga, pero instructiva. Muestra con cuanta facilidad se
puede extraviar el razonamiento por lo que los ojos ven en la figura, y pone de
manifiesto, la importancia de dibujar correctamente, sefialando con cuidado las
posiciones relativas de los puntos esenciales para la demostracion. Si hubiéramos
empezado por construi r con regla y compas las bisectrices y las diversas
perpendiculares, nos habriamos ahorrado mucho trabajo.
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Capitulo 2. Pruebas visuales en geometria.

En este capitulo ve remos algunas aplicaciones del T eorema de Pitagoras,

Teoremas de famosos matematicos co

entre otros .

mo Arquimedes, Tales, Tolomeo, Fermat

2.1 La demostracion Chou Pei Suan Ching del teorema de Pitagoras

Quizas la mas simple (y mas elegante) prueba

la siguiente del
aproximadamente

un cuadrado Fig. 2.1.1:

Chou Pei Suan Ching ,
del 200 a.C. Utiliza s6lo el movimiento  de triAngulos dentro de

visual del teorema de Pitagoras es
un documento chino que data

a+b

b2

a2

Fig. 2.1.1

El area total de las porciones blancas dentro del gran cuadrado se mantiene sin
cambios ya que tres de los cuatro triangulos sombreados son movidos a nuevas

p osiciones.

El lector debe percibir

gue estos
resultado.

2.2 Prueba de Leonardo da Vinci del teorema de P

representan la misma éarea

, con base en los dibujos

(cuadrados) izquierdo y derecho,

(a+ b)? de donde se desprende el

itagoras.

En la Fig. 2.2.1 tenemos una prueba visual del teorema de Pitagoras atribuido al

notable Leonardo da Vinci (1542

rectangulo con cuadrados en los catetos
estratégicamente agregd dos copias de un tr
discontinuas CC’' y DD’. Por reflexién, DEFD’ es congruente con DBAD’, y por

rotacion , CBA'C’ es congruente con
la derecha de

DBAD'

con respecto al punto

- 1619). A la imagen "estandar" de un triangulo

y la hipotenusa, Leonardo
iangulo rectangulo, y las dos lineas

CAB'C’. Observe que una rotacion de  90°a

B muestra que DBAD' y CBA'C’

también son congruentes. De ahi que los hexagonos DEFD'AB y CAB'C'A’B tienen
partes congruentes y por lo tanto la misma area, de la que sigue el teorema de

Pitagoras.
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2.3 H teorema de Pitagoras

Sabemos que , la altura a la hipotenusa de un triangulo rectangulo divide al
triangulo en dos triangulos mas pequefios, cada uno semejante al original. Esto
proporciona la siguiente prueba del teorema de Pitdgoras (Ver Fig. 2.3.1):

x=ao§, y=b°€’

a*+h’

c=X+y=

x [ 1] y

Fig. 2.3.1

2.4 Pappusy Pitagoras.

En el libro IV de esta Coleccibn Matematica, Pappus de Alejandria (circa 320
d.C.) declar6 | a siguiente generalizacion del Teorema de Pitagoras.

30



Teorema: Sea ABC cualquier triangulo, y ABDE,ACFG cualesquiera dos
paralelogramos descrito s externamente sobre AB y AC. Prolongue DE y FG para

reunirse en H, y dibuje BL y CM iguales y paralelos a  HA. Luego, el area,
BCML = ABDE + ACFG. Véase laFig. 2.4.1.

H

Fig. 2.4.1
Prueba:

La siguiente prueba utiliza areas sucesivas, preservando transformaciones de los
paralelogramos Fig. 2.4.2:

H
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gy
P

AN

Si el triangulo es un triangulo rectangulo, y los paralelogramos cuadrados,
tenemos la siguiente prueba del teorema de Pitagoras Fig. 2.4.3:

Fig. 2.4.2
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Fig. 2.4.3

2.5 Mosaicos pitagoricos

Antes de ¢ omenzar con este tema veamos qué son los Teselados que también
mas adelante lo svamos a retomar.

Un teselado es una regularidad o patréon de figuras que cubre o pavimenta
completamente una superficie plana que cumple con dos requisitos:

1. que no queden huecos
2. que no se superpongan las figuras

Los teselados se crean usando transformaciones isométricas  sobre una figura
inicial.

Distintas culturas en el tiempo han utilizado esta técnica para formar pavimentos
0 muros de mosaicos en catedrales y palacios.

Es un error comun referirse al teselado como "teselacion” lo cual es una
traduccion equivocada de la palabra en inglés "tesellation” . El dnico término
correcto en espafioles "teselado" .

Antecedentes histéricos

1 Algunos mosaicos sumerios con varios miles de aflos de antigliedad
contienen regularidades geométricas.

1 Arquimedes en el siglo Ill a. C. hizo un estudio acerca de los poligonos
regulares que pueden cubrir el plano

1 Johannes Kepler , astrénomo aleman, estudié los poligonos regulares que
pueden cubrir el plano, en su obra OHarmonice mundi 6 d1619. Ademas
realizé estudios en tres dimensiones de los llamados sélidos platénicos.

1 Entre 1869 y 1891, el matematico Camille Jordan y el cristalégrafo Evgenii
Konstantinovitch Fiodorov  estudiaron completamente las simetrias del
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plano, in iciando asi el estudio sistematico y profundo de los llamados
teselados .
T Hugo Steinhaus en su | ibro o0l nstant8neas mat e
formas diferentes de cubrir el plano con movimientos geométricos que se
repiten regularmente, solo tres de ell o0s constan de una misma figura:
triangulo equilatero, cuadrado y hexagono, las restantes utilizan mas de
una figura geomeétrica.

1 Un personaje clave en este tema es el artista holandés M. C. Escher (1898-
1972) quien, por sugerencia de su amigo el matematico H. S. M. Coxeter ,
aprendié los teselados hiperbdlicos, lo que motivd su interés . Legd un

sinnimero de bellas, curiosas y misteriosas obras de arte.

Conceptos previos

1 En un teselado plano la suma de todos los angulos que concurren a un
vértice es 360°.

1 Un poligono es regular si tiene todos sus lados y angulos iguales.

1 Un poligono es convexo si todas su s diagonales estan en el interior del
poligono.

Un poligono es concavo si no es convexo.
Asi pegar mosaicos en el plano es una familia numerable de conjuntos
cerrados (los azulejos) que cubren el plano sin dejar huecos ni superposiciones. En

la Fig. 2.5.1 vemos las porciones de dos ejemplos, compuesto por azulejos que son
cuadrados de dos tamafios diferentes en (a) y rectangulos y cuadrados en (b).

(b)

Fig. 2.5.1

34


http://es.wikipedia.org/wiki/Maurits_Cornelis_Escher
http://es.wikipedia.org/wiki/1898
http://es.wikipedia.org/wiki/1972
http://es.wikipedia.org/wiki/Harold_Scott_MacDonald_Coxeter
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81ngulo

De he cho, mosaicos como los de la Fig. 2.5.1  se han utilizado durante muchos
siglos en los hogares, iglesias, palacios, etc. Si superponemos una segunda rejilla

de azulejos "transparentes”, podemos construir demostraciones visuales de una
serie de teoremas matematicos . Comenzamos con los azulejos d e la Fig. 2.5.1,
gue produce varias pruebas  visuales del teorema de Pitdgoras.

Ahora veamos cdmo se pueden construir los mosaicos pitagoricos. Comenzamos

con el mosaico de la Fig. 2.5.1 (a), y la superposicién de una rejilla transparente

de azulejos cuad rados, como se muestra en la Fig. 2.5.2 (a). Note que el lado del

cuadrado en la superposicién es la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos

catetos son los lados de los dos cuadrados mas pequefios en el mosaico original.

Como se observa en la Fig. 2.5. 2 (b), el mosaico y la superposicién generan una

prueba por "diseccion" del teorema de Pitagoras, en donde uno ve coémo los

cuadrados de |l os <catetos del tri 8ngul o debe se
(rearmado, ensamblado nuevamente) para formar el cuadrado de la hipotenusa.

Esta prueba es usualmente atribuida a Annairizi de Arabia (circa 900 d.C.).

(b)

FAg. 2.5.2

Si trasladamos la rejilla sobrepuesta de cuadrados tal que los vértices de los
cuadrados superpuestos coincidan con los centros de los cuadrados mas grandes
en el mosaico original, obtenemos una segunda diseccién de la prueba del
teorema de Pitagoras. Esta prueba, en la Fig. 2.5.3, a menudo se le atribuye a
Henri Perigal (1801 - 1899). Cualquier otra posicion trasladada por la rejilla
sobrepuesta produ ce otra prueba -de hecho, hay incontables y diferentes
disecciones que prueban el Teorema de Pitdgoras construido a partir del mosaico

en la Fig. 2.5.1 (a).
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(b)

Fig. 2.5.3

El piso con azulejo en la Fig. 2.5.1 (b), con una superposicion de azulejos
cuadrado s cuyos lados son diagonales a los rectdngulos en el mosaico original, es
la base de la conocida  expresion . "jHe aqui!" la prueba del teorema de Pitagoras
atribuida a Bhaskara (siglo 12 a.C .), como se ilustra en la Fig. 2.5.4

Fig. 2.5.4
Si el azulejo en el patron general (viene de que son tres diferentes), ilustrado en la
Fig. 2.5.1 (b), usando tres rectdngulos diferentes de los cuales dos tienen
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diagonales de longitud 1, y la superposicién de una rejilla de rombos, obtenemos
unapruebad e | a identidad trigonom®tVeriFig25mseno de |
sin(a + B) = sinacosp + cosasinf

sin B

Ccos

sin a
Fig. 2.5.5

Nota: Para poder determinar qué es sina+f en la figura anterior , nos
apoyamos de la ley del  producto cruz de dos vectores.

I

uxv

uxXv = u vsina
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Sin B

Las barras indican la norma del vector.

2.6 De Pitagoras a la trigonometria.

Y geométricamente uXv representa
el area del paralelogramo y por como esta construido el paralelogramo u 'y
v por hipétesis son iguales a 1.

Anteriormente vimos la elegante prueba de Chou Pei Suan Ching del teorema de
Pitagoras, que empleaba cuatro copias de un triangulo rectangulo. Esa prueba se
puede modificar facilmente, usando multiples copias de dos triangulos diferentes,
para dar una prueba de la formula de adicié
calculamos las é&reas de las regiones sombreadas de dos formas diferentes  Fig.

n para el seno. En esta prueba

2.6.1.
Sin B
Sina
B
Cos B Cos a
sin(a + B) = sinacosf + cosasinf
Fig. 2.6.1

Prueba:
A partir de nuestra figura inicial lo que haremos es trazar algunas perpendicular es

como podemos ver en la Fig.

2.6.2 a la derecha

Cos B Cosa

Sina

sin B

Fig. 2.6.2
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En seguida lo que hacemos es cortar y pegar areas trasladandolas como se
muestra en la Fig. 2.6.3.

Sin B

Sin a

Fg. 2.6.3

Y por ultimo trasladamos el area superior derecha hacia el lado superior izquierdo
como podemos ver en laFig.2.6.4, para asi obtener el resultado deseado

Cos a
Sin a
Sin B
Cos 3
Fig. 2.6.4.
NOTA: Para poder ver que estd correctamente colocado a+ [ usamos

propiedades del paralelogramo
1.- Todo paralelogramo tiene iguales sus lados opuestos.
2.- Todo paralelogramo tiene iguales sus angulos opuestos.

Basandonos en la Fig. 2.6.5. a y B son dados, asi que ahora supongamos que entre
ayf estd un angulo w y el angulo adyacente a w es A, asi que:
a+ B+ w=180°
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Lo que nosotros queremos determinar es que: A=a+ B
Entonces, 2w + 24 = 360°
w + 1 =180°
Sustituyendoen a + B+ « = 180° tenemos:
a+f+w=w+ 1 esdecir a + f+= 1

Y para determinar quién es  sin @ + 8 nos apoyamos nuevamente del producto
cruz de vectores .

2.7. Las areas del Arbelos y del Salinén.

En esta seccion consideraremos dos resultados que se le atribuyen a Arguimedes
(ca. 287a. C. 6 ca. 212a. C.) quien es considerado uno de los cientificos mas
importantes de la antigiedad . La mayor parte de los trabajos arquimedianos
incluyen una matematica decididamente avanzada y creativa para su época,
pero el gran matematico de Siracusa no dej6 de proponer también problemas
elementales. En su Libro de los Lemas , por ejemplo, en la proposicion 4 nos

encontramos con un estudio de | a figur a I I ama
zapatero 0 . El l'ibro de | os |l emas contiene tambi ®n u
acerca de | o que Il ama Arqu2medes el salin-n c
veamos mas a detalle cada uno de estos teoremas, comencemos con el area de

Arbelos.

El arbelos es la figura que se obtiene quitando a un semicirculo de diametro PR los

semicirculos de didmetros PQ y QR, siendo Q un punto entre Py R; o también se
dice que es el triangulo curvilineo formado por tres semicircunferencias
mutuamente tangentes, cuyos centros estan ali neados sobre la misma recta. Para
construirlo consideremos un segmento PRy un punto Q en éste, se traza en un
mismo semiplano los semicirculos de diametros PR PQ y QR, como se muestra en
la Fig. 2.7.1.

S

Fig. 2.7.1
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TEOREMA:Sean P, Q y R tres puntos sobre una recta, con Q entre P y R. Se dibujan
semicirculos en el mismo lado de la recta con diametro PQ, QR, y PR. Dibuja mos
la perpendicular a PR que pase por Q, que encuentra al semicirculo mas grande

en S. Entonces el area A del Arbelos es ig ual al area Cdel circulo con didmetro
QS. (Ver Fig. 2.7.2)

Fig. 2.7.2
Comencemos recordando el teorema de Pitagoras que nos dice:

OEn todo triAngulo rectangulo la suma de las areas de los cuadrados
construidos sobre los catetos es igual al area del cuadrado construido
sobre la hipotenusa 0 .

Pero este teorema no sélo se cumple para los cuadrados construidos sobre
los catetos y la hipotenusa de  cualquier tridngulo rectangulo sino para cu alquier
poligono regular construido sobre dichos catetos y su hipotenusa

Recordemos que:

1) Un poligono regular de n lados siempre se puede descomponer en n triangulos
isésceles .

2) Cada tridngulo is6sceles se divide con la altura en dos triangulos rectangulos

Asi que para este problema nosotros ocuparemos la siguiente igualdad:

I
N Q
N
+
NI
NS
NI
N O
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Prueba:

Dada la perpendicular QS la prolongamos hacia el lado inferior del arbelos
obteniendo un punto de interseccién con |l a <circunpaeardespuwEs a QO
generar un triangulo rectangulo como se muestra en la Fig. 2.7.3

A+A1+A2=B1+B2

Fig. 2.7.3
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Nuevamente por el teorema de Pitagoras , ver Fig. 2.7.4

O @

B1=A1+C1 B2=A2+C2

Fig. 2.7.4
Y con un poco de algebra obtenemos . (Fig. 2.7.5)
A+Al1+A2=B1+B2
A+A1+A2=A1+C1+A2+C2

A=C1+C2€

A=C

Fig. 2.7.5
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Ahora veamos el Salinén , ¢ Como se construye?

Sean P, Q, R, S, cuatro puntos sobre una recta (en ese orden) tal que PQ=RS. Son
dibujados semicirculos sobre la recta con didmetros PQ, RS y PS, otro semicirculo
es dibujado debajo de la recta con diametro QR. Un Sal in6n es la figura acotada
por esos cuatro semicirculos. Sean M y N las intersecciones del eje de simetria del
Salinén con sus fronteras. Entonces el area del Salinbn A es igual al area del circulo
Ccon diametro MN Fig. 2.7.6.

Fig. 2.7.6

Teorema: Sean M y N las intersecciones del eje de simetria del Salinén con sus
fronteras. Entonces el area del Salinbn A es igual al area del circulo  Ccon diametro
MN Fig. 2.7.7.

Fig. 2.7.7
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Prueba:

Primero partimos que en general el &rea de un semicirculo de radio r es grz ,y el
area de un triangulo inscrito en un semicirculo de radio r y cuya base es el

2
diametro de dicho semicirculo es 2% = r? porlo tanto obtenemos la Fig. 2.7.8:

]
N
>

Fig.2.7.8

Ahora partiendo de nuestra hipotesis tenemos (Ver secuencia de figuras Fig.2.7.9):
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o
%
g
I

Fig. 2.7.9

NOTA: Para determinar que en verdad la figura en azul es un cuadrado hacemos
un poquito de algebra.

El Teorema de Pitagoras nos dice que:

c2=a?+b%->c= a?+b?

N
4

Ahora bien la hipotenusa mayor de longitud r esigual a:

Hg= 72+ 7%= 2ri= Zr
La hipotenusa pequefia  de longitud x es igual a:
Hp= x®+x’= 2x’= 2x

Y la hipotenusa mediana de longitud r-x esigual a:

Hm= r—x2+ (@ —-x)= 2(r—x)’= 2(r—x)= 2r— 2x
-Hg8Hp= 2r—- 2«x

=Hm
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2.8 Un teorema de Tales

Uno de los muchos teoremas geométricos atribuidos a Tales de Mileto (640 - 546
a.C.) 0 Los lados correspondientes de triangulos semejantes son proporcionales -
es clave en estudio de las figuras semejantes y las bases para definir las funciones
trigonométricas. Vamos a utilizar isometria para probar este teorema de triangulos
rectangulos.

En la Fig. 2.8.1 (a) hemos superpuesto el mas pequefio de un par de triangulos
semejantes en el mas grande, y queremos demostrar que a/a’'= b /b’. Primero
rotaremos el triangulo mas pequefio 180 ° sobre el vértice 0, a continuacion,
dibuje un rectangulo alrededor de los dos triangulos, segun lo indicado por las

lineas discontinuas en la Fig. 2.8.1 (b). Los tridngulos por encima y por debajo de la
diagonal del rectangulo son congruentes y por lo tanto tienen la misma area, del
que se desprende que los dos rectangulos grises tienen la misma area, es decir,
ab=ab’ . Porlotanto a/a’'= b/b’". Nota:si c y c’ denotan las hipotenusas de
los triangulos, ¢ /¢’ = a/a’= b /b’ sigue por el &lgebra simple.

2.9 H teorema de Viviani

El siguiente teorema, atribuido a Vicenzo Viviani (1622 - 1703), da una notable
propiedad de los triangulos equilateros.

Teorema: Las perpendiculares a los lados de un punto P sobre la frontera o dentro
de un triangulo eq uilatero suma la altura del tridngulo.

Prueba:
La siguiente prueba usa sélo rotacion para establecer el teorema (Fig. 2.9.1).
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Fig. 2.9.1

Si el punto se encuentra en la frontera entonces la Fig. 2.9.2 nos da una prueba
visual del Teorema .

Fig. 2.9.2

2.10 Teorema de Tolomeo

El siguiente teorema -y prueba, utiliza solamente tri angulos semejantes - se debe a
Tolomeo de Alejandria (circa 150 d.C.).

Teorema: En un cuadrilatero inscrito en un circulo, el producto de las longitudes
de las diagonales es igual a | a suma de los productos de las longitudes de los

lados opuestos.
@ 3
®)

Fig. 2.10.1
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Prueba:

La Fig. 2.10.1(a) ilustra en general un cuadrilatero inscrito en un circulo, y en la Fig.
2.10.1 (b) dibujamos el segmento de recta CM paraque 2£DCM seaiguala £ACB.
Los angulos 2CDB y £CAB subtienden al mismo arco  CB, por lo tanto, son iguales,
y por lo tanto los triAngulos ADCM y AACB son similares (véase la Fig. 2.10.2 (a)).

Por consiguiente CD/MD = AC/AB, asique AB-CD = AC-MD
C

@ () T

Fig. 2.10.2

Del mismo modo, los angulos #ZDAC y «DBC subtienden el mismo arco de  DC,
por lo tanto son iguales, y por lo tanto los triAngulos ADAC y ACBM son similares
(véase la figura 7.2 (b)). Por lo tanto  BC/BM = AC/AD, asi que BC-AD = AC- BM.
Sumando tenemos AB-CD + BC-AD = AC(MD + BM) = AC-BD

2.11 Un teorema de Gaspard Monge

El gedbmetra francés Gaspard Monge (1746 - 1818) observé una curiosa propiedad
sobre algunos tridngulos asociadas con una recta de pendiente positiva en el

primer cuadrante. Para ser precisos, sea AB un segmento de la recta, y M su
punto medio. Construim o0s tridngulos con vértice M como se muestra en la Fig.
2.11.1 (a), y denotamos sus areas por Sxy Sy. También la construccion del  AOAB,
como se muestra en la Fig. 2.11.1 (b), ysea S su area, entonces S = |Sx—Sy |.

(b)

Fig. 2.11.1
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NOTA: cuando la y-interseccion de la recta es positiva, | Sx=Sy | = Sx- Sy, ¥y
cuando la  x-interseccion es positiva, | Sx—Sy | = Sy—Sx. Consideramos el primer

caso, el segundo es similar.] La secuencia de transformaciones preservando area s
en la Fig. 2.11.2 demuestra el teorema. La diferencia sombreada para Sxy Sy

indica que Sy se restarade Sx.

N =

N|=

N|=

Fig. 2.11.2
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2.12 H punto de Fermat de un triangulo.

El punto de Fermat de un triangulo agudo se define de la siguiente manera: Sea
el punto en el interior del AABC tal que FA + FB + FC sea minimo (véase la Fig.

2.12.1 (a)). Sorprendentemente, el punto de

siguiente manera: Construir triangulos equilateros sobre los lados de
se ilustra en la Fig. 2.12.1 (b), y unir cada vértice del

triangulo equilatero opuesto. Estas tres lineas
AABC.

Fermat se puede encontrar de la

se cruzan en el punto de Fermat del

F

AABC, como
AABC al vértice exterior del

La siguiente prueba utiliza una rotacién. En el AABC, seleccionamos cualquier
punto P y con ectamos P a los vértices A,By C. Ahora rote el AAPB60°

izquierda para formar ~ AC'P’'B, y dibujar las lineas

©)].

A (b)

ala

C'A y P'P [véase la Fig. 2.12.1

Fig. 2.12.1

Ahora AABC’ es equilatero, PA = P'C,
equilatero, asi que PB = P'P. Por lo tanto

PB = P'B, y por lo tanto ABPP’ es

PA+PB+PC=CP +PP+PC

Esta ultima suma sera un minimo cuando

(note que, como la imagen de A bajo la rotaciébn es C’, la posicion de (€’

depende de P). Por lo tanto, PA+ PB + PC es un minimo siy so6lo si

Py P’ se encuentran sobre larecta  CC’
no
P estd en

C'C, y para P,” BPC’' = 60°. Donde la eleccion de cada lado del triangulo para

rotar fue arbitraria, P también debe estar en
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2.13 La razon dorada en el pentagono regular

La razon dorada =1+ 5)/2=1.618 aparece en muchos contextos
sorprendentes en geometria. Una ocurrencia tal es el siguiente: Sea X la longitud
de una diagonal en un pentagono regular cuyos lados tienen longitud 1, como
se ilustra en la Fig. 2.13.1 (a).

(a)

1 \_/ 1
Fig. 2.13.1

Dos diagonales tales que de un vértice comun forman un triangulo isésceles, que
puede ser dividido por un segmento de otra diagonal en dos triangulos mas

pequefios, como se ilustra en la Fig. 2.13.1 (b) y (c). Los angulos marcados p or a
en la Fig. 2.13.1 (c) son iguales ya que cada uno subtiende a un arco igual a 1/5
de la circunferencia del circulo que circunscribe. Por lo tanto el tridngulo azul es

también is6sceles, B = 2a,yasia = 36°, ya que la suma de los angulos produce

el triangulo original 5a = 180 °. Ahora resulta que el angulo sin marcar en el
triangulo rosa es 3 = 72°, y por lo tanto también es isésceles y semejante al
triangulo original. Porlotanto x/1 = 1/(x—1) vy, porlo que x es la raiz (positivo)
de x2-x—1 = 0, esdecir, x = (1 + V5)/2 como se afirma.

2.14 H area entre los lados y cevianas de un triangulo.

Una ceviana es un segmento de recta que une un vértice de un triangulo con un
punto en el lado opuesto (o su ampliacion). En un triangulo equilatero, dibuja dos
cevianas de los vértices de la base a los puntos 1 / 3 del camino hacia el vertice
superior, como se muestra en la Fig. 2.14.1. ¢ Cual es la relacion entre las areas del
triangulo original y el triangulo sombreado delimitado por los cevianas y la base?
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Fig. 2.14.1

Sea [ABC] que denota el area de | triangulo AABC. En la Fig. 2.14.2, utilizamos
cinco copias del AABC, y observe que AAPQ es semejante al AADE, y que
[APQ] = (1 /25) [ADE]. Por otra parte, [ADE] = (5/2) [ABC]. Por lo tanto

[APQ] = (1/25)[ADE] = (1/25)(5/2)[ABC] = (1/10)[ABC],
yporlotanto [APB] = (1/5)[ABC].

Fig. 2.14.2
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Capitulo 3.Desigualdades

En este capitulo veremos la media aritmética y la geométrica, desigualdades,
algunas funciones trigonométricas, etc.

Media aritmética y media geométrica

La media aritmética  (también llamada promedio o simplemente media ) de un
conjunto finito de nimeros es igual a la suma de todos sus valores dividida entre el
numero de sumandos.

La media geométrica  de una cantidad arbitraria de numeros (digamos n
nameros) es la raiz n-ésima del producto de todos los nimeros.

n
=]l = Va, a2,
i=1

3.1 Desigualdades entre la media aritmética y la media geomeétrica.

La forma mas conocida y mas comun del "promedio" de dos nimeros ayb es
la media aritmética  (a + b) /2 que siempre se encuentra entre ay b. Pero hay
otras medias. La media geométrica de dos niumeros positivos ay b es gp, que
de nuevo se encuentra entre a 'y b. Por ejemplo, la ley de Weber -Fechner en la
psicologia de la percepcion que varia como el logaritmo de los estimulos. Por lo

tanto, es la media geométrica de dos estimulos que se percibe como la media
aritmética de sus respectivas percepciones.

¢,Como comparar a la media aritmética y media geométrica? En la Fig. 3.1.1 se
muestra que para 0 < a < b, tenemos g < +/ab < (a+b)/ 2 < b- Note que (i)
un triangulo inscrito en un semicirculo es un triangulo rectangulo, (ii) la altura a la
hipotenusa divide al triangulo rectangulo en dos triAngulos rectangulos mas
pequefios semejantes a la original, y (iii) la relacion de los correspondient es lados
de los triangulos semejantes son iguales, por lo tanto al h="h/ b,0 h= gp.

Noétese que la perpendicular mas larga de un semicirculo a su diametro es el
radio (véase la Fig. 3.1.1 (b)) establece la desigualdad.
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(a)

-— > <3 < a o b -
Fig. 3.1.1
Otra oOomedianao de inter®s es | a media aybm- nica:
es dada por 2ab/(a + b) y de nuevo se encuentra entre ay b. Por ejemplo, si

uno conduce D km a una velocidad de a km /h, yregresa D km a una
velocidad de b km /h, la velocidad media para el viaje redondo es
2ab/(a+b) km [h. La media armoénica es mas pequefio que la media
geomeétrica y la media aritmética para 0 < a < b, como se muestra en la Fig. 3.1.2,
una demostracion se debe a Pap  pus de Alejandria (alrededor de AD 320). Una
vez mas, la desigualdad resulta de la comparacion de las longitudes de los lados

de tridngulos semejantes.

M
A
A G
o b e a -
a+b — 2ab
= ., GM= ab, = ,  AM >GM > HM
2 a+b
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Finalmente consideramos la raiz cuadrada de la media, gue para los nameros
positivos a y b esta dada por (a2 + b?)/2. Por ejemplo dados dos cuadrados

con lados de longitud a y b, el lado de un cuadrado cuya area es la media
aritmética de a? y b? es la raiz cuadrada de la media de ay b. Laraiz cuadrada
de la media es mayor que las tres medias que se consideraron,

PM = b, HM < GM < AM < RM

Fig. 3.1.3
Asi que tenemos
- 2ab — a+b a® + b*
0<a<bimplicaa<——< ab< < <b,
a+b 2 2

Como se muestra en la figura 3.1.3 y de las comparaciones de longitudes de los
lados de tridngulos semejantes y el teorema de Pitagoras.

3.2 la media aritmética de la suma de los cuadrados es mayor que el cuadrado
de la media aritmét ica.

Dado un par de nuameros positivos, ¢COmo es la media de los cuadrados en
comparacion al cuadrado de las medias? La respuesta se revela en la Fig. 3.2.1y
un célculo simple.
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2a* 4+ 2b* = (a + b)?
~a*+b* _ a+b

> 2
2 2
—
Fig. 3.2.1
De hecho, el resultado puede extenderse a cualquier nimero finito n de nimeros
positivos, como se muestra en la Fig. 3.2.2 a continuacion para n = 4.
| nai+a;+-+ai = ag+a,++a, ?
J — 2 2 g2
F Ca+ai++ad | oapta;+ta,
h n o n
Fig. 3.2.2

3.3 La desigualdad de tres nimeros de la media aritmética y de la media
geomeétrica.

Vamos a establecer la desigualdad de la media aritmética y de la media
geomeétrica para tres numeros, es decir, *xyz< (x+y+2z)/3 para x,y,z>0.
Para ello, primero introduciremos un cambio de variables, x =ad y = b3, z=c3,

y mostrar que 3abc < a® + b3 + ¢3. Lo haremos en dos pasos, primero se probara
un lema.
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Lema:; ab + bc + ac < a® + b? + 2

n

a2

Fig. 3.3.1
La imagen de la Fig. 3.3.1 ilustra un caso tipico de inclusion, ya que para
a> b > c, los rectangulos con las areas ab,bc y ac estan contenidos en la
unién de los cuadrados (areas) a2, b2y c2.

Teorema : Sean a, b, c nlmeros positivos entonces  3abc < a® + b® + 3.

Prueba:

bc abc

. abc

In

abc
ab

Fig. 3.3.2
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Por el lema, el rectangulo de la izquierda Fig. 3.3.2 esta contenido en el de la
derecha (nétese que ambos tienen la misma base a + b + c En el rectangulo de
la izquierda Fig. 3.3.2 vemos tres rectangulos, cada uno con area abc mas seis
regiones rectangulares a color. A la derecha de la Fig. 3.3.2 vemos seis
rectangulos a color con las mismas areas que los de la izquierda a lo largo de los
tres rectdngulos sobre la diagonal con areas ad, b3y c8. En esta imagen (en
contraposicion a la Fig. 3.3.1) a2, b2, c?, ab,bc,y ac representan longitudes en
lugar de areas.

La Fig. 3.3.3 muestra la misma desigualdad  3abc < a3 +b3 +¢3 pero en la forma

V)

Fig. 3.3.3
Aqui abc representa el volumen de la caja con lados de longitud a=>b=>c.
Pero esta caja esta claramente contenida en la union de las tres piramides de la
derecha cuyas bases son cuadrados (&reas) a?, b2,y c2, ycon alturas a,b, Vy c,
respectivamente.
3.4 La propiedad mediante.
En el numer o de mar zomaltehaln®az7t3 cde tehltdher 6 apar e

articulo de Laurence Sherzer, un maestro de octavo grado, que inmortalizo a uno

de sus estudiantes, Robert McKay. La historia es la siguiente: el grupo est aba

estudiando la densidad de Q , y Sherzer explicaba como encontrar un ndmero

racional mediante la basqueda del promedio. McKay hizo notar que no era

necesario trabajar tanto para resolver el problema. Para encontrar un numero (no
necesariamente su promedi o), afirm- que bastab
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y sumar los denomi nador eso. Par a gran sorpresa

realmente funcionaba. En el articulo, Sherzer proporciono la prueba de este
método.

Sia,b,c,d son numeros positivos tales que a /b < c¢/d, entonces la fraccion
(a + ¢)/ (b + d), formada por la adicion de numeradores y denominadores es
llamado la mediantede  a /by c/d,y siempre se encuentraentre a/byc/d,es
decir,

a ¢ a a+c ¢

E<E mellcaE<b+d<E

Representando a, b,c,d como segmentos de recta e interpretando las fracciones
como las pendientes de los segmentos de recta conduce a la siguiente
demostracion (Ver Fig. 3.4.1).

Fig. 3.4.1

3.5 Una desigualdad pitagérica

En esta seccién presentaremos una  prueba visual de una doble desigualdad:
Paratodo a,b > 0,

a?+b? <a+b< 2+ a?+b?
En la Fig. 3.5.1 (a) representamos a y b como los catetos de un triangulo

rectangulo con hipotenusa c= g2+ p2 . Por la desigualdad del triangulo

(Dado cualquier triangulo la suma de cualesquiera dos de sus longitudes es mayor
que la tercera) , ¢ < a+ b que prueba la primera desigualdad. Para la segunda,
note que el lado de longitud a + b del cuadrado es menor o igual a la longitud
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de la diagona | 2 del cuadrado con lado c. La Fig. 3.5.1 (b) muestra que si
a=Db,entonces g4+ ph =¢ 2

(@) (b)

cV2

Fig. 3.5.1

3.6 Algunas desigualdades

La Fig. 3.6.1 puede ser empleada para demostrar que la suma de un numero
positivo y su reciproco es siempre por lo menos 2, es decir, para cualquier positivo
x,x + (1 /x) = 2. Dado que el producto de x y 1/x es 1, ordenar cuatro
rectdngulos de estas dimensiones en un cuadrado, como se muestra en la Fig.
3.6.1. Donde el area de cada rectangulo es 1, el &rea del cua drado resultante es
por lo menos 4, y por lo tanto la longitud x + (1/x) de un lado del cuadrado
debe ser por lo menos 2.

Esta idea se puede generalizar para dar una prueba mas de la desigualdad entre

la media aritmética y la media geométrica, dejando a y b que denotan las
dimensiones de cada uno de los cuatro rectangulos:

(a+b)*>4ab

_a+b> b
Ty = a

Fig. 3.6.1
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En célculo, una aplicacion de la integral definida es el area bajo la grafica de
una funcién. Interpretar el logaritmo natural de un nimero positivo como el area
bajo la grafica de y = 1/x enunintervalo conduce a la demostracion de la

desigual dad de Napier,

1 Inb—lna 1

Sib>a>0,entonces — < ——< —,
b b—a a

como se muestra en la Fig. 3.6.2. La desigualdad de Napier se puede utilizar para
derivar una expresion de limite familiar para el ndmero e. Sea a=1y
b =1 +1/n, ytomamos el limite cuando  n tiende a infinito:

n 1 1 1

—<In 14+—- <1-—
n+1 n n n

n 1
——<n-ln 1+H <1,

n+1
n
limn 1+—- =1
n—-oo n
n
“lim 14— =e
n—oo n
vy A
1 b1 1
—b—a < —dx<—b—a
b e X a
1
Y=X 1<lnb—1na<1
b b—a a
Nota: % y % representan las
alturasy b — a la base.
a b e
|
Fig. 3.6.2
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3.7 NUmeros como valores de la funcion.

Dada la grafica y = f (x) de una funcion no negativa, el segmento de recta
vertical que conecta los puntos (a,0) y (a,f (a)) representa el numero  f (a).
Como una ilustracién, mostramos que para e<a<b, abt>b2. En la Fig. 3.7.1,
vemos que la pendiente de la recta La (es decir, lna/a) es mayor que la
pendiente de la recta Ly (es decir, Inb /b), que a su vez conduce al resultado
deseado.

y= In(x

Ina Inb b a
e$a<b=>T>T=>a >b

Fig. 3.7.1

En particular, cuando a = ey b = tenemos que e% >w¢

3.8 Desigualdad de Cauchy - Schwarz.

Para cualesquiera nimeros reales a,b,x,y, la desigualdad de Cauchy -Schwarz,
establece que

ax +by < a?+b?%- x?+y2

Usando la propiedad de valor absoluto tenemos ax+by < a x + b y, asi
establece la desigualdad de Cauchy -Schwarz, esto es suficiente para demostrar
que

ax+by< a?+b%? x2+y2
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En la Fig. 3.8.1, volvemos a utilizar el resultado de Pappus , a partir de un triangulo
rectdngulo cuyos catetos tienen una longitud a y b,y dos rectangulos de
dimensiones a por x y b por y.Se obtiene un paralelogramo cuyos lados
tienen longitudes  a?+hb2 y x2+y2, y con area menor o igual a la del
rectangulo con lados de la misma longitud.

\az+b?

Fig. 3.8.1

3.9 Desigualdad del triangulo

Dados cualesquiera tres nimeros positivos a, b, c, existe un triangulo con lados de
longitudes a,b y ¢ siysblosia + b>c, b+ c> ay c+ a> b.Sin pérdida
de generalidad, supongamos que a < b < c. Entonces s6lo la primera
desigualdad ya mencionada (a + b > c) no es trivial.
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La Fig. 3.9.1 muestra un triangulo con lados de longitud a, b, ¢, rotando los lados

BC y AC, coincidiendo con  AB, vemos que el lado AB esta contenido en la union
delos lados BCy AC,porloque ¢ <a + b.Lo contrario es inmediato.

Una consecuencia interesante es que la funcién raiz cuadrada es subaditiv a.
Dados los nuUmeros positivos  ay b, construir un triangulo rectangulo con catetos

Va y Vb, y la hipotenusa a+b (puede confirmar esto con el teorema de
Pitagoras). Entonces la desigualdad del triAngulo anterior produce que

Va +Vb> a+b.
3.10 Desigualdad de Tolomeo.

En el Capitulo anterior nos encontramos con el teorema de T  olomeo: En un
cuadrilatero inscrito en un circulo, el producto de la longitud de las diagonales es

igual a la suma de los productos de las longitudes de los lados opuestos. Pero
¢qué ocurre con un cuadrilatero en general? En el caso de un cuadrilatero

conv exo en general, el producto de la longitud de las diagonales es menor o

igual a la suma de los productos de las longitudes de los lados opuestos, como se
ilustra en la secuencia de figuras en la Fig. 3.10.1.

La primera imagen muestra el cuadrilatero. En la segund a imagen , el lado de
longitud b se ha rotado para que coincida con la diagonal de longitud e,y un
segmento dibujado paralelo a | lado de longitud d. Esto crea un triangulo (en gris)
semejante al triangulo con lados de longitud cd,e.
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En la tercer a imagen rotamos el triangulo gris a la posicidbn que se muestra, y se
dibuja el segmento de longitud x.Noteque bd /e + x = f.Eltriangulo en color
es similar al triangulo de lados a,b,e (note que los lados adyacentes al angulo
marcado comun son proporcionales), y por lo tanto puede ser trasladado a la
posicion que se muestra en la cuarta imagen . Ahora resulta que x = ac /e, de
modoque bd /e +ac/e = f,oequivalentemente, ef < ac + bd.

™

©)] (@)

Fig. 3.10.1

3.11 Funciones trigonométricas

Es tradicion escolar ilustrar las funciones trigonométricas en el circulo unitario.
Como se muestra en la siguiente Fig. 3.11.1:

Cotangente c

Tangente

AB= Secante
AC= Cosecante

y
1
1
!
1
1
1
1
!
1
'
'
1
1
1
1
|
1
1
!
'
!
1
1
1
1
1
1
!

Fig. 3.11.1

67



En los libros de Trigonometria nos demuestran la siguiente identidad
cos A—B =cosAcosB +senAsenB

Utilizando geometria analitica y & Igebra, parten de la siguiente igualdad
apoyandonos desde luego en nuestro circulo unitario Fig. 3.11.2:

¥

R(cos A, sen A) S(cos B, senB)

=Y

0 (1,0) Y

P(cos (A-B), sen (A-B))

—

Fig. 3.11.2

cos A—B —1%+ sen A—B —0%= (cosA—cosB)?>+ (senA — senB)?

Desarrollando el algebra nos queda la siguiente identidad:
cos A— B =cosAcosB +senAsenB

Los valores de las seis funciones trigopnométricas de un angulo agudo O pueden
ser representados por las longi tudes de los segmentos de recta en tres triangulos,
como se ve en la Fig. 3.11.3:
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cscC

cot o

Note que la figura 3.11.3 también establece la identidad

Fig. 3.11.3

sec
sin 8 \ltan 6
[0 |
cos 6
|_
1

(tan 6 + 1)%*+ (cot 8 + 1)*= (secB + csc 9)?

L

cosacosf

sin(a + B) =sin a cos B+ cos a sin B
cos(a + 3)= cos a cos B- sin a sin B

cos asinp

Isin a cos B

Fig. 3.11.4
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tan(a+p)=

tana+tanf

1-tanatanp

tan B
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Varias identidades trigonométricas basicas se pueden representar de manera
similar por la identificacion de segmentos de recta en ciertos triangulos con las
funciones trigonométricas de los angulos apropiados. La Fig. 3.11.4 ilustra las
férmulas de adicion para el seno, coseno y tangente de angulos agudos:

3.12 Suma de los términos de una progresion aritmética

Desdeel 1 +2 +3+....+n eslasumade n términos en progresion aritmética,

tal vez las mismas ideas nos permitira ilustrar y evaluar la suma S de n numeros
en una progresion aritmética general con el primer término a Yy una diferencia
comin d:

S=a+ a+d + a+2d +-..+ a+ n—14d.

Generalizando la Fig. 1.2.4 de la seccién 1.2 tenemos lo siguiente, que se h a
llamado el "6rgano -pipe" método para sumar ndmeros en una progresion
aritmética Fig. 3.12.1:

a+d

a+2d

a+(n-1)d
| |

Fig. 3.12.1

Por lo tanto 2S = n[a+a + (n— 1)d], de modo que S = (n/2)[2a+ (n— 1)d].

La cifra es, sin duda familiar para cualquiera que haya trabajado con regletas.
NOTA:
Algebraicamente S=a+ a+d + a+2d +--..+ a+ n—1d

=na+d+2d+3d+--.+n—-14d
=na+d1+2+4+--+ n—1
2na dn—1n

n
= + > =§[2a+d(n—1)/2].
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3.13 De dos a tres dimensiones.

El lector probablemente estd bien informado con la siguiente representacion de
area de la férmula familiar para descomponer en factores la diferencia de dos
cuadrados Fig. 3.13.1:

a?—b*= a—b a+b cona>bh

atb

Fig. 3.13.1

Usando volumenes, tenemos una representacion analoga para descomponer en
factores la diferencia de dos cubos Fig. 3.13.2:

a®—b3 = a—b a?+ab+ b?

a>—b*=a*a—-b +b*a—b +ab(a—Db)

Fig. 3.13.2
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Identificando los elementos claves.

Las imagenes Mateméaticas  son algo mas que una representacion artistica, ya que

a menudo contienen una gran cantidad de informacién. Hay hechos sofisticados

que contienen simbolos, asi como lineas, angulos, proyecciones, medidas, etc. En
este capitulo se expone la técnica de introducir especial "marcas" en las
imagenes para identificar las partes relevantes: la igualdad de segmentos, la
igualdad de los angulos, repeticiones, subconjuntos similares o congruentes, etc.

En muchos casos con la identificacion adecuada de los elementos clave
facilmente se obtiene una prueba del resultado deseado. Este es también el caso

de la geometria euclidiana, donde, utilizando regla y compas, hay que construir
figuras con wuna coleccion d e elementos relacionados (lados, angulos,
bisectrices,...). El procedimiento se convierte en un proceso de identificacion de
cdmo los datos determinan las partes desconocidas. Al hacer dibujos
matematicos... jimportan los detalles!

3.14 Acerca de las bisec trices de angulos de un cuadrilatero convexo.

En un triangulo las tres bisectrices de los &ngulos se encuentran en el centro. ¢, Qué
pasa con un cuadrilatero convexo? El siguiente resultado nos da la respuesta
completa, y la prueba se basa en una simple imagen en la que todos los angulos
relevantes se identifican.

Dado cualquier cuadrilatero convexo, si sus cuatro bisectrices determinan un
nuevo cuadrilatero, entonces el nuevo cuadrilatero es ciclico (es decir, puede ser
inscrito en un circulo).

Podemos hacer un dibujo sencillo con los elementos basicos descritos en el
enunciado anterior, y marca r en él los angulos clave (véase la Fig. 3.14.1). Sin
embargo, los angulos a,b,x,y,z,t deben satisfacer

a+x+y=mn b+z+t=mn 2x+2y+2z+2t=2m
Por consiguiente
at+b=n—-x—-y + m—z—t =2n— x+y+z+t =m

Es decir, el nuevo cuadrilatero debe estar inscrito en un circulo.
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Fig. 3.14.1
3.15 Cuadrilateros ciclicos con diagonales perpendiculares

El siguiente ejemplo muestra cdmo la identificacion de angulos puede ayudar a
descubrir triangulos isdsceles, que a su vez conduce a la igualdad de ciertos
segmentos.

Sea ABCD un cuadrilatero inscrito en un circulo cuyas diagonales son
perpendiculares (Fig. 3.15.1). Muchos de esos cuadri lateros existen, por ejemplo,
dado un sistema de coordenadas cartesianas, todos los cuadrilateros obtenidos a

partir de las intersecciones de los ejes X e y con un circulo que contiene el
origen serd en esta clase. Sea P la interseccion de las dia gonales. Ahora vamos a
demostrar visualmente que si una linea que pasa por P es perpendicular a un lado
del cuadrilatero, el lado opuesto esta dividido en dos.

En una imagen que describe el cuadrildtero dado marcamos &angulos
complementarios x e y en P y donde estos angulos aparecen en el resto de la
imagen:
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Fig. 3.15.1

Note que «2DACYy «DBC ambos subtienden al arco DC,y £ADBy £ACB ambos
subtienden al arco AB. Por lo tanto APBQ es isOsceles, asi BQ = PQ, y APQC es
también isésceles, asi QC = PQ, donde BQ = QC.

3.16 Una caracteristica de la hipérbola rectangular
Aqui hay una propiedad poco conocida y notable de la hipérbola rectangular.

Teorema: Cualquier linea que corte una rama de la hipérbola y = 1/x endos
puntos A y B interseca los ejes en los puntos A’ y B’ de tal manera que los

segmentos de recta AA’y BB’ tienen la misma longitud, es decir, AA' = BB’ (Ver
Fig. 3.16.1)
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b a+b o
Fig. 3.16.1
La siguiente prueba, debido J. L. Garcia Roig, es un calculo simple de las
longitudes de los segmentos de recta correspondientes.
Prueba:
La ecuacion de la recta secante que pasa por los puntos A(a,1/a)y B (b,1/b)

es y=1/a+1/b —x/ab, que intercepta los ejes en 0,1/a+1/b) vy
(a + b,0). Ahora se sigue que los triangulos en color azul son congruentes, y por
lo tanto sus hipotenusas AA’y BB’ tienen la misma longitud.
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Capitulo 4. Mosaicosy series.

En la resolucion de problemas matematicos, a menudo es ventajoso combinar
varias técnicas de resolucion de problemas. Lo mismo es cierto para la creacion

de pruebas visuales de los teoremas matematicos. En este capitulo se presenta
una variedad de ejemplos de la combinacion de muchas de las técnicas que se
encuentran en capitulos anteriores, ¢ =~ omo algu nas transformaciones, cuadraturas
de poligonos, algunos mosaicos, procedimientos iterativos, etc.

Transformaciones que preservan areas.

Las transformaciones basicas que preservan longitudes en el plano son las
rotaciones , traslaciones y reflexiones, que hemos examinado con anterioridad . Ya
que si preservan longitudes, necesariamente conservan los éangulos, éareas,
volimenes, etc. Ahora vamos a  considerar las transformaciones en el plano que

no pueden preservar longitudes y angulos, pero preservan areas.

Primero considere los triangulos y paralelogramos. Si dos triangulos tienen una
base comun y si sus veértices se encuentran en una linea parale la a la base, deben
tener areas iguales, como se ilustra en la Fig. 4.1 (a). Del mismo modo, dos
paralelogramos con una base comun y la misma altura también tienen la misma

area, como se ilustra en la Fig. 4.1 (b). Utilizamos estas transformaciones sencill as
para demostrar dos teoremas importantes en la siguiente seccion.

@ ®)

Fig. 4.1
4.1 Cuadratura de poligonos

Uno de los problemas clasicos de la geometria griega en cuestion es "cuadrar"
una figura: dada una figura, construir un cuadrado con la misma &rea en un
namero finito de pasos usando s6lo un compas y una regla sin marcar. Como
sabemos, es imposible la cuadratura del circulo, pero vamos a mostrar cémo
cuadrar un convexo de  nlados.

Hay varias aproximaciones visuales a la cuadratura de un convexo de n -lados. La
primera es inductiva, por lo que comenzamos con triangulos.

Lema: Cualquier tridngulo puede ser cuadrado con regla y compas.
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Fig. 4.1.1

Se pasa del triangulo al paralelogramo formado por dos copias del tridngulo,
entonces el rectangulo  es de igual area, luego del rectdngulo a un cuadrado
cuyo lado es la media geométrica de las dimensiones del rectangulo, y por lo

tanto tiene la misma area (véase la Fig. 3.1.1 (a) de la seccién 3.1), y finalmente a
un cuadrado con la mitad del area de | triangulo inicial mostrado en esta
secuencia de imagenes.

Teorema: Dado un convexo de n -lados Pn, n = 4, se puede construir con regla y

compas un convexo de  (n-1) - lados Pn.1 con la misma area que  Pp.

Fig. 4.1.2
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Prueba:
La construccién en la  Fig. 4.1.2 se explica por si misma , salvo para destacar que la
linea por la izquierda - del vértice de P, esta dibujada paralela a la diagonal

discontinua.

4.2 Areas iguales en la particion de un paralelogramo.

Tome un paralelogramo, y de forma arbitraria coloque puntos en dos lados
adyacentes, dibuja lineas a los vértices en los lados opuestos, como se muestra en
la Fig. 4.2.1 (a). Esto divide el paralelogramo en ocho regiones con areas
ab,..... ,h, como se indica. La siguiente secuencia de area - preservand o
transformaciones (Fig. 4.2.1 (b)) muestra que

a+b+c=d.

Igualando las areas de los triangulos se obtiene
a+h+2b+f+c= b+ h+ f+d, que es equivalente al resultado deseado.

4.3 Mosaicos cartesianos.

El mosaico con todos los cuadrados del mismo tamafio se asemeja a un papel
cuadriculado ordinario, por lo que llaman un mosaico cartesiano (en general,
cuando todos los azulejos en un  mosaico tienen el mismo tamafio y forma, se le
llama un mosaico monohedral). Cuando superponemos la misma rejilla
transparente utilizada en las figuras 2.5.2, 2.5.3, y 2.5.4 de la seccién 2.5, se obtiene
una prueba del siguiente teorema, como se ve en la Fi g.4.3.1.
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Teorema: Si las lineas de los vértices de un cuadrado son dibujados por los

puntos medios de los lados adyacentes, entonces el area del cuadrado mas
pequefio asi producido es una quinta parte del cuadrado dado.

Prueba:

Con una superposicion  diferente (no un mosaico), el mismo mosaico Cartesiano
produce una prueba (en la Fig. 4.3.2) del siguiente teorema.

Fig. 4.3.1
Teorema: Un cuadrado inscrito en un semicirculo tiene dos quintas partes del
area de un cuadrado inscrito en un circulo del mis mo radio.
Prueba:
Ver Fig. 4.3.2
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4.4 Mosaicos cuadrilateros.

Hasta ahora, los mosaicos que hemos considerado han utilizado cuadrados y
rectdngulos. Sin embargo, las copias de cualquier cuadrildtero céncavo o
convexo, también  producird un mosaico monohedral del plano, como se ilustra
en la Fig. 4.4.1.

@

Fig. 4.4.1

Con una superposicion de azulejos de paralelogramos transparentes, el mosaico
en la Fig. 4.4.1 (a) se utiliza en la Fig. 4.4.2 para probar el siguiente teorema.

Teorema: El area de cualquier cuadrilatero convexo Q esigual a la mitad del
area de un paralelogramo P cuyos lados son paralelos e iguales en longitud a las
diagonalesde Q.

Prueba:
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Este teorema proporciona quizas la forma mas sencilla para calcular el are
un cuadrilatero en general. De hecho, el teorema es también cierto para los
cuadrilateros céncavos a pesar de que una de las diagonales es exterior al
cuadrilatero

4.5 Mosaicos triangulares.

Al igual que en los cuadrilateros, las copias de un triAngulo arbitrario también
formard un mosaico monohedral del plano. El siguiente teorema es un analogo
del primer teorema de la seccién 4.3, y esta prueba se ilustra en la Fig. 4.5.1 con
un mosaico triangular y una superpo  sicién triangular.

Teorema: Si los puntos de un tercio a cada lado de un triangulo se unen a los
vértices opuestos, el triangulo resultante es igual en area a una séptima parte del
triangulo original.

Prueba:

Fig. 4.5.1
4.6 Mosaicos con cuadrados y paralelogramos.
Tome un paralelogramo arbitrariamente y la construccion de cuadrados en el
exterior de cada uno de los lados. ¢Qué tipo de cuadrilatero se forma al unir los

centros de los cuadrados? Para responder a la pregunta, ampliamos la
construccién de un mosaico, como se muestra en la figura 4.6.1.
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