BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS

PRUEBAS VISUALES Y SU USO DIDACTICO

TESIS QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
LICENCIADA EN MATEMATICAS

PRESENTA:

AYERIM PATRIA HERRERA CASTILLO

DIRECTOR DE TESIS:
LIC. PABLO RODRIGO ZELENY VAZQUEZ

Puebla Pue.
12 de diciembre de 2011




Agradecimientos.

Quiero agradecer a Dios por darme el entendimiento necesario para el
desarrollo de este trabajo.

A mis padres por su apoyo y amor incondicional que dia a dia me brindan
y gque sin ello no seria nada, por tenerme paciencia pero sobretodo por ser
buenos padres. Los AMO vy esta tesis estd dedicada a ustedes.

A mi asesor por su empeno y paciencia que puso para la realizaciéon del
trabajo y por todo el tiempo que me dedico.

A mis profesores que aceptaron ser parte del jurado, y por todas las
observaciones hechas para la mejora del trabajo.



indice.

Infroduccion.

Capitulo 1. Pruebas visuales con NOmeros Naturales.

oNoOU A W=

NUmeros figurados.

Suma de los enteros impares.
Suma de enteros.

Suma de cuadrados de enteros.
Suma de numeros triangulares.
Suma alternante de cuadrados.
Suma de cubos.

Cuidado con los dibujos!!!.

Capitulo 2. Pruebas visuales en geometria.

2.1

2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14

La demostracion Chou Pei Suan Ching del teorema de
PitGdgoras.

Prueba de Leonardo da Vinci del teorema de Pitdgoras.
El teorema de Pitdgoras.

Pappus y Pitadgoras.

Mosaicos Pitagoricos.

De Pitdgoras a la tfrigonometria.

Las dreas del Arbelos y del Salindn.

Un teorema de Tales.

El teorema de Viviani.

Teorema de Tolomeo.

Un teorema de Gaspard Monge.

El punto de Fermat de un tridngulo.

La razén dorada en el pentdgono regular.

El drea entre los lados y cevianas de un tridngulo.

Capitulo 3. Desigualdades

3.1

3.2

3.3

3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

Desigualdades enfre la media aritmética y la media
geométrica.

La media aritmética de la suma de los cuadrados es mayor
gue el cuadrado de la media aritmética.

La desigualdad de tres nUmeros de la media aritmética y de
la media geométrica.

La propiedad mediante.

Una desigualdad Pitagorica.

Algunas desigualdades.

NUmeros como valores de la funcién.

Desigualdad de Cauchy- Schwarz.

Desigualdad del tridngulo.

~O

11
15
17
19
2]
22
24

29
29

29
30
30
33
38
40
47
47
48
49
51
52
52

55
55

58

60
61
62
64
64
65



3.10
3.11
3.12
3.13
3.14

3.15
3.16

Desigualdad de Tolomeo.

Funciones tfrigonomeétricas.

Suma de los términos de una progresion aritmética.

De dos a tres dimensiones.

Acerca de las bisectrices de dngulos de un cuadrildatero
convexo.

Cuadrilateros ciclicos con diagonales perpendiculares.

Una caracteristica de la hipérbola rectangular.

Capitulo 4. Mosaicos y series.

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12

Cuadratura de poligonos.

Areas iguales en la particion de un paralelogramo.
Mosaicos cartesianos.

Mosaicos cuadrilateros.

Mosaicos triangulares.

Mosaicos con cuadrados y paralelogramos.
El volumen de una pirdmide cuadrada.
Series geométricas.

El crecimiento de una figura iterativamente.
Formula de Herdn.

La ley del paralelogramo.

La ley del cuadrilatero.

Capitulo 5. Uso diddctico

Conclusiones

Bibliografia

66
67
70
/1
72

73
74

77
77
79
79
81
82
82
83
84
87
89
21
23

25

103

104



Infroduccion

sQué son las "pruebas visuales'? la pregunta no tiene una respuesta simple vy
concisa. Las pruebas visuales son dibujos o esquemas que ayudan al lector a ver
por qué un enunciado matemdatico en particular puede ser verdadero, y también
“ver” como se podria comenzar a trabajar para dar una demostracion de que
ésta es verdadera. Yuri lvanovich comenta: "Una buena prueba es la que nos
hace sabios", un sentimiento compartido por Andrew Gleason quién afirma: "Las
pruebas en realidad no estan ahi para convencerte de que algo es cierto, estan
ahi para mostrarte por qué es verdad”. O simplemente podemos decir que las
pruebas visuales pueden ser divertidas e interesantes diddcticamente. Las
pruebas visuales han sido publicadas en Mathematics Magazine y The College
Mathematics Journal, desde hace varios anos.

Sin embargo las pruebas visuales Nno son innovaciones recientes - han existido por
mucho tiempo, tal vez su primera aparicion fue en la antigua Grecia y China, y
mds tarde en el siglo X en Arabia y en el renacimiento de Italia. Hoy las pruebas sin
palabras aparecen regularmente en revistas de fodo el mundo y en la World Wide
Web por ejemplo en Wolfram Demostrations Proyect.

Algunos argumentan que las pruebas visuales no son realmente "pruebas”, sin
embargo Martin Gardner, en su popular columna "Juegos Matemdticos" de
Scientific American (Octubre de 1973), discutic como "mirar - ver" diagramas. Dijo
que: "en muchos casos una prueba aburrida puede ser complementada por una
analogia geométrica tan simple y hermosa que la verdad de un teorema se
comprende casi de un vistazo."

En algunos casos, una prueba visual puede incluir ecuaciones para guiar al
lector, pero el énfasis estd principalmente en los indicios visuales que ayudan a
relacionar las condiciones y las ideas llegan mds facilmente. Hay muchas pruebas
visuales relacionadas con varios tépicos de las matematicas: geometria, teoria de
numeros, tfrigonometria, cdlculo, desigualdades etc.

Lo que se hard en este trabajo es una breve recopilacion de varias
demostraciones que incluyen problemas de dreas, desigualdades, identidades
trigonométricas, series geométricas, propiedades de la integral, entre oftros
usando “visualizacidn geométrica”. En el capitulo 1 hablaremos principalmente
de los nUmeros figurados y algunas de sus propiedades. En el Capitulo 2 veremos
diferentes pruebas del Teorema de Pitadgoras. En el Capitulo 3 presentaremos
algunas desigualdades. En el Capitulo 4 veremos algunas pruebas utilizando
teselados. Por Ultimo en el Capitulo 5 veremos algunas sugerencias diddacticas. A
diferencia de otros trabajos en geometria nosotros seleccionamos teoremas cuya
demostracion puede comprenderse con un “golpe de vista”. Por ejemplo usando
dreas veremos una demostracion del teorema de Pitdgoras (de hecho hay varias)
y también daremos una demostracion usando teselados. Como en la mayoria de
las demostraciones solo necesitamos conocimientos bdsicos. Este trabajo puede
ser comprendido por jévenes de secundaria y Bachillerato. Desde la secundaria
son conocidas por los estudiantes las idenfidades:



a+b?=a*+2ab+b*y a+b a—-b =a*—b?
que son ilustradas geométricamente y se remontan a los Elementos de Euclides.

A continuacidon se presenta un par de explicaciones que dan dos autores
mexicanos de la importancia de la visualizacion en matematicas. Por un lado, Hitt
(2002), destaca que:

“La visualizacion matemdtica tiene que ver con una imagen que ayuda al
entendimiento de un enunciado o un problema y la puesta en marcha de
una actividad, que si bien no llevard automdticamente a la respuesta
correcta si puede conducir al resolutor a comprender la situacion que se
estd tratando. Una de las caracteristicas de esta visualizacion es el vinculo
entre representaciones para la busqueda de la solucidon a un problema
determinado”.

Mientras que Cantoral y colaboradores (2000), explican que:

“... Se entiende por visuadlizacion la habilidad de representar,
frasformar, generar, comunicar y reflejar la informacion visual
(imagen). En este sentido se trata de un proceso mental muy usado
en distintas dreas del conocimiento matemdtico 'y, mds
generalmente, cientifico”.

Conviene hacer una distincidon entre ver y visudlizar, ver se reduce a la capacidad
del ojo de captar la imagen lo cual es un proceso fisioldgico, mientras que la
visualizacién es un proceso cognoscitivo, que estd vinculado con la cultura del
sujeto: experiencia, costumbres y valores.

El recurso tradicional en la ensenanza geométrica ha sido el dibujo. No dibujar en
Geometria seria renunciar a la esencia de esta disciplina. Segun Alsina [11], el
dibujo en Geometria tiene interés como lenguaje para ejemplificar o representar
conceptos y propiedades.

La representacion grdfica es una forma de comunicacién, un lenguaje para
expresar, construir los conocimientos geométricos. La comunicacién grdfica debe
ser una habilidad aprendida y practicada ya que es una herramienta muy Util en
la resoluciéon de problemas. En muchas ocasiones la representacion grafica de los
datos de un problema puede sugerirnos las estrategias para encontrar la
solucién, hay dos clases de representacion: la representacion de objetos reales o
concretos y la representacion de ideas abstractas [15].

Es importante que, en el transcurso de sus actividades académicas, los alumnos
desarrollen su capacidad para comunicar su pensamiento y se acostumbren
gradualmente a los diversos medios de expresion matematica: lenguaje natfural,
simbdlico, asi como el uso de tablas, diagramas y dibujos.

Los estudiantes tienen distintas opiniones acerca del dibujo y su importancia para
la resolucidon de problemas geométricos [12]. Unos creen que el dibujo es
innecesario por eso lo tfrazan sin mucho cuidado y fratan de fundamentar sus



razonamientos sin referirlos al dibujo. Otros, al contrario, consideran al dibujo como
el elemento decisivo en la resolucidn e incluso piensan que no es necesario
argumentar de uno u otro modo lo que “es evidente en el dibujo”. Ambos puntos
de vista son erréneos, pues ningun dibujo por hermoso, ilustrativo y exacto que
seq, puede sustituir la demostracion logica de un problema geométrico, ya que el
dibujo no es mdas que una guia para los razonamientos. Sin embargo, el papel del
dibujo no se reduce solamente a la ilustracion de los razonamientos durante la
resolucion de un problema, en muchas ocasiones resulta que el dibujo hecho
acertadamente es lo que puede dar la idea sobre el empleo de un concepto o
proposicion matemdtica, o sobre la necesidad de trazar lineas auxiliares o de
realizar una construccion adicional, es decir, el dibujo juega un papel
importantisimo en la resolucién de la mayoria de los problemas pues permite
sugerir la idea de la solucion.

Hay problemas geométricos que no solo requieren de una determinada férmula,
o el uso de cierto concepto, sino ademds dibujar bien las figuras geométricas
para tratar de cumplir correctamente con las condiciones del problema, pero
debemos senalar que aungue se vea clara la configuracién espacial, dada la
precision y nitidez con que estd hecho el dibujo, es necesario demostrar todas las
afirmaciones, incluso las que parecen evidentes. Cuando no se utilizan evidencias
del dibujo, sino que se frata de una argumentacion estricta, entonces el alumno
se convence de sus posibles errores en su dibujo. Esto es importante porque si se
visualiza mal una figura, los cdlculos y argumentos desde el inicio serdn incorrectos
y por lo tanto el resto es trabajo inutil.

Sin embargo debemos tener cuidado con la visualizacion al trabajar con alumnos
que tienen poca experiencia, por ejemplo si se les presenta un rectadngulo de 10
por 8 y luego se dibuja adentro ofro rectdngulo de 4 por é casi todos dicen que
son semejantes. Los alumnos interpretan la semejanza como sindnimo de
“parecidos” y no en su significado técnico: “tener lados proporcionales”, por eso
caen en el error. Se presenta un par de ejemplos de “falacias geométricas™ por
confiar en casos particulares del dibujo en el capitulo 1.

En cdiculo integral hay dos problemas que se dejan a los alumnos relacionados
con el cdlculo del volumen de sdlidos de revolucion: volumen del toro y volumen
de la interseccion de dos cilindros. A muchos alumnos se les dificulta, pero la
principal razén es no poder visualizar la figura para poder hallar el intervalo de
integracion, por ello es importante que los alumnos aprendan a visualizar.

“Las personas recuerdan los aspectos visuales de
un concepto mejor que los aspectos analiticos.”
S. Vinner






Capitulo 1. Pruebas visuales con NUmeros Naturales.

En este capitulo veremos algunos temas relacionados con los nUmeros
figurados, desigualdades, representacion de nimeros a través de voliUmenes de
objetos. Antes de comenzar veremos algunas definiciones.

1.1 NUmeros figurados

La idea de representar un nUmero por un conjunto de objetos se remonta al
menos a los antiguos griegos [8]. Cuando la representacion toma la forma de un
poligono como un tridngulo o un cuadrado, el nUmero se llama a menudo
numero figurado.

Los numeros triangulares T,

1+2+34+...+n

(1,3,6,10,15,...) son enteros del tipo T,
Los niUmeros cuadrados C,,
(1,4,9,16,25,...) sonenterosdeltipo ¢, =1 +3+5+7+...+4@2n—-1)
Los niUmeros pentagonales P,

(1,5,12,22,...) sonenterosdeltipo B, =1+ 4 + 7+...+(3n—2)

Los nUmeros hexagonales H,,

(1,6,15,28,...) sonenterosdeltipo H, =1+ 5 + 9+...4+ (4n— 3)

Y asi sucesivamente eran conocidos por los pitagdricos.
Algunas propiedades de los nUmeros figurados son:
a) Todo nUmero cuadrado (de cualquier orden) es la suma de un nUmero
tfriangular del mismo orden y otro de orden inmediatamente anterior (ver
figura 1.1.1), es decir:

CTL = Tn + Tn—l

OO0

OO0 4.

0e
.

0..
.0‘--.0101
OO0

Fig. 1.1.1



b) Un nUmero pentagonal se puede obtener como la suma de un triangular
del mismo orden mds dos veces otro de orden inmediatamente
anterior, es decir:

c) Un nUmero hexagonal se puede obtener como la suma de un friangular del
mismo orden mMmAds tres veces ofro de orden inmediatamente anterior,
es decir:

H, = T, + 3Ty4

La féormula general para un numero figurado Kn de k lados es:
K, =T, + k—=3T,; (k>2)

Cuando k =3 tenemos, como era de esperarse a los friangulares, los casos
k = 4,5,6 se pueden verificar facilmente.

En los problemas que consideraremos acerca de los nUmeros naturales 1,2, ... la
idea para hallar la solucidn puede ser obtenida por la representacion de
numeros mediante conjuntos de objetos. Dado que la eleccidén de objetos no es
importante, por lo general se pueden utilizar puntos, cuadrados, esferas, cubos y
ofros objetos comunes faciles de dibujar.

Cuando nos enfrentamos a la tarea de verificar un enunciado acerca de los
numeros naturales (por ejemplo, mostrando que la suma de los n  primeros
numeros impares es  n?) un enfoque comun es utilizar la induccién matemdtica,
sin embargo con este enfoque algebraico rara vez resulta claro para los alumnos
de por qué la afirmacién es cierta. Un enfoque geométrico, en donde se puede
visualizar la relacion de nimero como una relacion enfre objetos, a menudo
puede proporcionar una mejor comprension.
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Enunciaremos dos principios simples de conteo:

1. Si Usted cuenta los objetos de dos formas diferentes, obtendrd el mismo
resultado y,

2. Si dos conjuntos fienen una correspondencia uno a uno, entonces fienen el
mismo nUmero de elementos.

El primer principio ha sido llamado el principio de Fubini (conocido por el teorema
sobre el intercambio de orden de integracién en las integrales dobles). Liamamos
a la segunda, el principio de Cantor. George Cantor (1845 - 1918), lo utilizd
ampliamente en sus investigaciones sobre la cardinalidad de los conjuntos
infinitos. Ahora ilustraremos los dos principios. [NOTA: los dos principios son
realmente equivalentes.]

1.2 Suma de los enteros impares

Teorema: Paratodon = 1, 1 +3 +5+...+ (2n—1) = n

Prueba:

En la Fig. 1.2.1, podemos contar los puntos de dos maneras, multiplicando el

numero de filas por el nUmero de columnas (nxn), o por el nUmero de puntos en
cada region en forma de L. Por el principio de Fubini, los dos deben ser lo mismo.

A pesar de que solo se muestra la identidad para el caso n = 7, el patrén es
claramente vdlido para cualquier nUmero natural n.
En la Fig. 1.2.2, vemos a dos conjuntos de puntos, el de la derecha es simplemente

una reordenacién de los puntos del de la izquierda. Es facil ver una
correspondencia uno a uno enfre los elementos de los dos conjuntos (Puntos
similarmente sombreados corresponden). Contando por filas en el conjunto de la
izquierda, tenemos 1 +3 +5+....... + (2n — 1) puntos, n® en el conjunto de la
derecha, y el principio de Cantor establece el resultado.

11
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Como vimos anteriormente, la suma de los n primeros niUmeros impares es n2. Si
representamos 1+ 3 + -+ (2n — 1) por un “fringulo” de cuadrados unitarios,
como se muestra a continuacién en la Fig. 1.2.3(a), entonces cuatro copias de
estos “tridngulos” forman un cuadrado con lados de longitud 2n Fig. 1.2.3 (b).

Porlotanto 1+3+ -4+ 2n—1 = = n?

La misma idea (usando cubos) se puede emplear en tres dimensiones para
establecer la siguiente secuencia de identidades:

1+2=3
4+5+6=7+8

9+10+11+12=13+14+15

12



Note que cada fila comienza con un nUmero cuadrado. El patron general
n®> + (* + D+...+(n* + n) = (n®* + n+ D+...+(n* + 2n) se puede probar por
induccioén, pero la siguiente prueba visual es mucho mdas agradable.

Enla Fig. 1.2.4 vemos el caso n = 4 contamos el nUmero de cubos pequefos en
la pila en dos formas diferentes (reacomodando) obtenemos

16+ 17+ 18+ 19+ 20 = 21 + 22 + 23 + 24.

Si hubiera mds capas en la figura 1.2.5 observe que se empieza con un cuadrado
n x n, la siguiente capa es (n x n) + 1 y asi sucesivamente.

Fig. 1.2.5

Hay muchas relaciones agradables entre los nUmeros friangulares y cuadrados. La
mds simple es tal vez la que se ilustra en el lado derecho de la Fig. 1.2.2 es:

T, ,+T,=C, = n

Se dan dos propiedades mas de los triangulos (ajustando T, = 0 para mayor
comodidad):

Mas propiedades de T,,: Para todon > 0 se tiene:

(a) 8T, +1=(2n+ 1)
(b) T, + 1 =Tsp41

13



Prueba:
La siguiente figura ilustra las dos propiedades (aqui hemos usado cuadrados).

() (b)

Fig. 1.2.6

En la Fig. 1.2.6 (a) se tienen 8 nimeros triangulares que se van reacomodando de
tal manera que se forma el cuadrado y el uno es el cuadrito (en negro) de en
medio. Enla Fig. 1.2.6 (b) se tienen 9 nUmeros triangulares que se reagrupan para
formar el numero triangular deseado y al igual que (a) el uno es el cuadradito (en
negro). La figura 1.2.6 a) aparece en el libro de Pickover [6].

Un comentario de tipo histdrico: Gauss demuestra que

"Todo numero entero es suma de, a lo sumo, tres nuUmeros triangulares".

En su obra “Disquisiciones Aritméticas” publicada en 1801 y que fue anotado en
su cuaderno de notas en 1796 como Eureka: N = A +A +A

Teorema. Paratodon > 1, 12 +2% +3%+...+n? = w
Prueba:
La identidad

n(n+1)(2n+1)

12 + 2% +3%+...+n?* = e

serd establecida al mostrar que 3(1% + 22+ 32+ ---..n%) esigual en el drea de
un rectdngulo cuyas dimensiones son 2n +1 por 1+ 2+--..+n (Ver Fig.
1.2.7)

14
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1.3 Suma de enteros consecutivos

Aungue es muy conocida la suma de Gauss agqui damos otra demostracion
visual menos conocida.

Teorema: Para todo n > 1, Tp= 2D

Prueba:
También podemos utilizar los dos principios para establecer la férmula cldsica de

la suma de los primeros n numeros naturales:
nn+1
142 44 n = %

Si anadimos una columna de n puntos hacia el lado izquierdo del arreglo de la
Fig. 1.2.1, obtenemos el arreglo de la Fig. 1.3.1. Contando los puntos de la region
en forma de L obtenemos 2 +4 +..... + 2n , mientras que multiplicar el nUmero
de filas por el nUmero de columnas obtenemos n (n + 1), por el principio Fubini se
obtiene el resultado deseado (después dividir por 2).

0@ | )|®|®

O

Q)
.'»"' ”‘\ O
000009000

O

XXX
Fig. 1.3.1
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Alternativamente, podemos hacer dos copias de 1+ 2 +...4+ n y reordenar los
puntos, como se muestra en la Fig. 1.3.2. El conjunto de la izquierda tiene
2(1 + 2 +....+n) puntos, mientras que la de la derecha tiene n 2 + n puntos. El
principio de Cantor (y la division por 2 otra vez) produce el resultado deseado.

IR
R R s
R R

S R R
o AR
L R

Fig. 1.3.2

El arreglode 1+ 2 + ---+ n puntos en la forma de triangulo del lado izquierdo de

la Fig. 1.3.2 explica porque la suma ¢ 424 g = 2N es llamada el enésimo
2
numero triangular,

NOTA: En el Triangulo de Pascal podemos encontrar nUmeros naturales, nUmeros
triangulares y nUmeros tetraédricos que no se frata aqui por cuestiones de
espacio, pero es una buena alternativa diddctica que se comente en clase.

Otra forma muy prdctica para representar un niUmero (positivo) es por el drea de
una regién en el plano. Las formas mds sencillas de estas regiones son cuadrados
y rectdngulos, un problema de conteo se convierte ahora en cdiculo de dreas, y
las desigualdades entre los nUmeros se pueden establecer al mostrar que una
region tiene un drea mayor o menor que ofra.

Anteriormente nos enconframos con varias representaciones visuales para el
enésimo numero triangular T,, = 1 +2 4+ 3 +....+ n. Si ufiizamos un cuadrado
de drea 1 para representar el nUmero 1, dos cuadrados para representar a 2, y
asi sucesivamente, entonces el drea de la Fig. 1.3.3 (a) representa T,. Para
calcular el dreqa, trazamos la diagonal del cuadrado mds a la derecha en cada
fla como se muestra en la Fig. 1.3.3 (b), y calculamos las dreas del tridngulo
resultante sin sombrear y los n pequenos tridngulos sombreados

- I (b) I

Fig. 1.3.3

16



Por lo tanto
n n+1

2

Th=1+2+-+n= %n2+%n=

Otra forma de evaluar T es tomar dos copias de la regién de la Fig. 1.3.3 (a) y
luego calculamos el drea. Aqui 2Tn= n(n+ 1), y por lo tanto Th= 14 n4+1 .
2

(Ver Fig. 1.3.4).

Fig. 1.3.4

1.4 Suma de cuadrados de enteros

Representaremos un nUmero positivo por los correspondientes cubos unitarios. En
los casos mds simples podemos representar un producto de tres enteros positivos
por el volumen de un sélido rectangular. También podemos representar un entero
por una coleccién de cubos unitarios, y establecer las identidades mediante el
cdlculo del volumen. En muchos casos podemos necesitar modificar o
reacomodar las partes de un objeto antes de calcular el volumen.

2 _ n n+tl (2n+1)

Teorema: Paratodon > 1, 124+ 2%+ . 4+n -

Prueba:

Con anterioridad vimos una representacion visual para el enésimo numero
tiangular T, = 1+ 2+ -4+ n como el drea de una regidn compuesta por una
coleccién de cuadrados unitarios, y usando dreas de tridngulos para establecer
la formula para T;, (Fig. 1.3.3). Andlogamente podemos representar un cuadrado
con lado k (entero) como una coleccidn de k* cubos unitarios, y calcular la suma
124+ 2%+ ---+n? através de volimenes como se ilustra en la Fig. 1.4.1:

17



1/2 1/3

La ultima capa es un cuadrado
de n x n cubos

Fig. 1.4.1

nn+l 1 ] 1n _ nn+1 (2n+1)
2 - .

Porlo tanto 1% + 2% + ---. 4+n? =%n2n+2[ . -

En el cdlculo se utilizd la formula para el volumen de la pirdmide (1/3 del drea de
la base porlaaltura)y n(m+) porlasumal + 2+....+n.
2

Veamos otra forma para demostrar este teorema. En la Fig. 1.4.2 (a) vemos como
tres copias de 12+ 22 + --- + n? puede ensamblarse para formar un sélido con una
base rectangular, y cuando los cubos en la capa superior se cortan a la mitad y
se mueven, el resultado es una caja rectangular de dimensiones n por n +1

por n + (1/2).

Para mayor claridad tenemos las siguientes fotografias
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Se ensamblan

Se observa que en la parte superior “sobra” un nUmero triangular, la cual se corta
a la mitad y se completa un paralelepipedo de dimensiones: n,(n+ 1) y (n+ %),
para hallar su volumen simplemente multiplicamos.

Como unimos tres copias tenemos

1
3124224+.-4n%® =n n+§ n+1

Oftra idea es pegar esta figura (arriba) dos veces y se divide entre 6.
1.5 Suma de nimeros triangulares

De manera similar podemos encontrar una formula para la suma de los n
primeros numeros triangulares:
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+1 (n+2
Teorema: Paratodon > 1, Ty + T, + T3+ -+ T, = MT(n) , es decir

n(n+1) _ n n+l (n+2)
2 6

1+ 3+ 6+-+

Prueba:

Después de poner “capas” de cubos unitarios que representan los numeros
triangulares, "cortamos" pequenas pirdmides (en gris en la Fig. 1.5.1) y colocamos
cada pequena pirdmide en la parte superior del cubo de la cual se obtuvo, en la
base llenamos algunos huecos con “piezas extras”. El resultado es una pirdmide
mayor. Para no alterar el volumen inicial debemos quitar (n-1) pirdmides mds
pequenas a lo largo del borde de la base. A continuacidn se muestra cémo se
hacen los cortes:

- (n+1)

Para darnos una mejor idea de los cortes que se realizan para llegar a la pirdmide
veamos las siguientes fotografias.

20
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Por lo tanto
Ty+Tp 44T, =2 n+1%—=n+1 =

n n+l (n+2),
6

NOTA: Aplicando induccidn o propiedades de la sumatoria es fdcil demostrar
esta igualdad pero el alumno no comprende de “donde sale” dicha féormula. Lo
que se visualiza no se olvida.

1.6 Suma alternante de cuadrados

Hay muchas relaciones bonitas entre los nUmeros figurados, una de las cuales es
la siguiente. Considere sumas alternantes de cuadrados:

12-22=-3 =-(1+2);
12-22+ 3%= +6=+ (1+2+3);
12- 22+ 32-42=-10= -(1+2+3+4);

El resultado de las sumas son nUmeros triangulares, y parece que el patrén general
es
12 _ 22 + 32 . (_1)n+1n2 — (_1)n+1Tn

Podemos ilustrar este patrén con puntos, usando color morado para distinguir los
puntos que desaparecen en estas operaciones Fig. 1.6.1:
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®0 00 0 00
® 0
® 0 ° 00 00
- + - — -
s o0 o0
@ O
Fig. 1.6.1

1.7 Sumas de cubos.
Teorema: Paratodon > 1, 13423 +33+ - +n¥=(1+2+3++n)2 =T2

Prueba:

Podemos utilizar las dreas planas para ilustrar una identidad para los cubos de los
numeros enteros mediante la representacion de un cubo como n copias de n?
para un entero n. Por ejemplo, la Fig. 1.7.1 ilustra la identidad

1P¥34+22+33+4+nd=1+2+3++n)?
En la figura, en la que dos cuadrados se superponen en un cuadrado mds

pequeno. Siempre hay un cuadrado adyacente vacio mds pequeno de la misma
dreaq.

Fig. 1.7.1

Teorema: Paratodon>1, 7%, %, i+j-1 =n°

Prueba:

Representamos la suma doble como una coleccidn de cubos unitarios vy
calculamos el volumen de una caja rectangular formado por dos copias de la
coleccién. Vea la Fig. 1.7.2.
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Fig. 1.7.2

Observe que las dos copias de la suma S = L, ., i+j—1 caben en una

caja rectangular con base n? y altura 2n, por lo tanto, calculando el volumen de
la caja en dos formas obtenemos 25 = 2n®, 0S5 = nd.

A continuacion veremos algunos ejercicios resueltos utilizando nUmeros figurados
pero sobre fodo utilizando pruebas visuales.

Problema: dar una prueba visual de
Tony1 = 3T + Thyq

Para poder resolver este problema nos basamos en las siguientes

figuras. Supongamos que “n" son 3 circulos entonces como del lado izquierdo de
la igualdad nos indica 2n + 1 tenemos lo siguiente:

OO OCO O

En seguida completamos el niumero triangular generado de la siguiente

manera: §
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Y por Ultimo la solucion del problema

Es decir, tenemos 3T,, + T,;1 porlo tanto, Toppq = 3T, + Thsa

Pero tenga mucho cuidado cémo interpreta las figuras ya que una figura
mal hecha nos va arrojar un mal resultado. A continuacioén tenemos algunos
ejemplos:

1.8 jCuidado con los dibujos!
Ejemplo 1:

Dibujamos una semicircunferencia de radio 1, y luego se dibujan dos

%, i y asi sucesivamente (ver dibujo 1.8.1). Se

observa que los radios tienden a cero y el drea de los semicirculos tfambién tiende
a cero pero jCuidado con los dibujos!

semicircunferencias de radio

Fig. 1.8.1

Porque se “podria afirmar con base en el dibujo que el perimetro de los
semicirculos tienden al didmetro del semicirculo inicial”, pero no se fie de las
apariencias jHaga los cdlculos!

Ao = Area del primer semicirculo.

. . 1
Ay = area de dos semicirculos conr = >

. . 1
A, = Aarea de cuatro semicirculos conr = R etc.
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Algo semejante podemos preguntar sobre el perimetro de los semicirculos.

P, = perimetro del primer semicirculo.

. . 1
P, = perimetro de dos semicirculos conr = >

. . 1
P, = perimetro de cuatro semicirculos conr = 2 etc.

Observar que: A, tiende a cero mientras que B, permanece constante.
Ejemplo 2:
Demostrar que todo tridngulo es isésceles

Sea ABC (Fig. 1.8.2 (a)) un tfridngulo cualquiera. Tracemos la bisectriz del £C vy la
perpendicular al lado AB en su punto medio. Desde su punto de interseccion G,
fracemos las perpendiculares GD y GF a AC y BC respectivamente, y unamos A y
B con G. Los tridngulos CGD y CGF son iguales o congruentes por tener el lado CG
comun, «1 =42 por construcciéon, y 243 =24 por ser dngulos rectos. (Dos
tridngulos que tfienen iguales dos dngulos y un lado son congruentes.) Por
consiguiente, DG = GF. (Los elementos homdlogos de tridngulos iguales, son
iguales). En los tridngulos GDA y GFB, 45 y 46 son rectos y por estar G en la
perpendicular al punto medio de AB, ha de ser AG = GB. (Todo punto situado en
la perpendicular al punto medio de un segmento, es equidistante de sus
extremos). Por tanto, los tridngulos GDA y GFB son congruentes. (Dos tridngulos
rectdngulos son congruentes si tienen iguales la hipotenusa y un cateto.)

C
112
F
4,
DL3, %
~~~~ ’I
"’l ~~~~~
A ”, ~~~“~B
. 3
Fig. 1.8.2 (q)

De estos dos pares de friangulos congruentes (CGDyCGF) y (GDAyGFB)
deducimos respectivamente,

CD = CF (1)
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DA =FB (2)

Sumando las igualdades (1) y (2) se obfiene la nueva igualdad CA = CB, de
modo que el tridngulo ABC es isdsceles como se queria demostrar.
C
1\ 2
F
4,
D's? ,”6
A — B
Fig. 1.8.2 (b)

Se puede decir que no sabemos si EG y CG se cortan dentro del tridngulo. Muy
bien, examinaremos todas las posibilidades. La demostracion anterior es vdlida
letra por letra en los casos en que G coincida con E, o G esté fuera del tridngulo,
pero lo suficientemente cerca de AB para que D y F caigan sobre CAy CB, y no
sobre sus prolongaciones. Las Fig. 1.8.2 (b) y Fig. 1.8.2 (c) ilustran estos casos.

Queda la posibilidad (Fig. 1.8.2 (d)) de que G quede tan fuera del triangulo que D
y F estén en las prolongaciones de CA y CB. También, como en el primer caso, los
tridngulos CGD y CGF son congruentes, como también lo son los tridngulos GDA y
GFB. En consecuencia se verifican las igualdades CD = CFy DA = FB. Y restando
estas dos igualdades se obtiene CA = CB.

Fig. 1.8.2 (c)
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Fig. 1.8.2 (d)

Finalmente, puede ocurrir que CG y EG no se corten en un punto, G, sino que o
coincidan o sean paralelas. En cualquiera de estos casos, (Fig. 1.8.2 (e)) la bisectriz
CP del dngulo C serd perpendicular a AB de modo que 47 = £8; y como
21 =12+2, y CP es comun, el triangulo APC es igual al friangulo BPC, y por tanto
también CA = CB.

7|8
P

Fig. 1.8.2 (e)

Parece, que hemos agotado todas las posibilidades, y que hemos de aceptar la
conclusion evidentemente absurda de que todos los tridngulos son isésceles. Sin
embargo, queda todavia otro caso que vale la pena investigar. sNo es posible
que uno de los puntos D y F, caigan dentro del tridngulo, y que el otro caiga
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fuera2 Una figura correctamente dibujada, indicard que ésta es en realidad la
Unica posibilidad. Ademds podemos demostrarlo como sigue:

Circunscribamos un circulo al tridngulo ABC, (Fig. 1.8.2 (f)). Puesto que 421 = £2,CG
debe bisecar al arco AB. (4«1 y 42, son triangulos inscritos, y por ser iguales deben
comprender arcos iguales.) Pero también EG bissca al arco AB. (La
perpendicular al punto medio de una cuerda, biseca al arco de la cuerda.) Por
consiguiente G estd en el circulo circunscrito y CAGB es un cuadrildtero inscrito.
Pero £CAG — 4£CBG es un angulo llano (Los dngulos opuestos de un cuadrildtero
inscrito son suplementarios.) Pero si ZCAG y CBG fueran los dos rectos, D y F
coincidirian con A y B respectivamente; por lo tanto la conclusion de que
CD = CF, (a la que llegamos en el primer caso), nos llevaria a que CA = CB, lo
cual es contrario a nuestra hipodtesis de que ABC es un tridngulo cualquiera. Por
consiguiente, uno de los dngulos CAG o CBG ha de ser agudo vy el otro obtuso, lo
cual significa que o D o F (en la figura el punto D) debe caer fuera del tridngulo, y
el otro por dentro. Las relaciones CD = CF y DA = FB, son ciertas aqui, como
también lo eran en los ofros casos. Pero puesto que CB = CF + FB, tenemos

ahora que CA = CD - DA envezde CD + DA.

Fig. 1.8.2 (f)

Esta discusion ha sido larga, pero instructiva. Muestra con cudnta facilidad se
puede extraviar el razonamiento por lo que los ojos ven en la figura, y pone de
manifiesto, la importancia de dibujar correctamente, senalando con cuidado las
posiciones relativas de los puntos esenciales para la demostracion. Si hubiéramos
empezado por construir con regla y compds las bisectrices y las diversas
perpendiculares, nos habriamos ahorrado mucho trabagjo.
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Capitulo 2. Pruebas visuales en geometria.

En este capitulo veremos algunas aplicaciones del Teorema de Pitdgoras,
Teoremas de famosos matemdticos como Arquimedes, Tales, Tolomeo, Fermat
entre otros.

2.1 La demostracion Chou Pei Suan Ching del teorema de Pitdgoras

Quizds la mds simple (y mas elegante) prueba visual del teorema de Pitadgoras es
la siguiente del Chou Pei Suan Ching, un documento chino que data
aproximadamente del 200 a.C. Utiliza sélo el movimiento de tridngulos dentro de
un cuadrado Fig. 2.1.1:

b b*

a+b

a2

Fig. 2.1.1

El drea total de las porciones blancas dentro del gran cuadrado se mantiene sin
cambios ya que tres de los cuatro tridngulos sombreados son movidos a nuevas
posiciones.

El lector debe percibir, con base en los dibujos (cuadrados) izquierdo y derecho,
que estos representan la misma drea (a+ b)%, de donde se desprende el
resultado.

2.2 Prueba de Leonardo da Vinci del teorema de Pitagoras.

En la Fig. 2.2.1 tenemos una prueba visual del teorema de Pitdgoras atribuido al
notable Leonardo da Vinci (1542 - 1619). A la imagen "estdndar’ de un fridngulo
rectdngulo con cuadrados en los catetos y la hipotenusa, Leonardo
estratégicamente agregd dos copias de un tridngulo rectdngulo, y las dos lineas
discontinuas CC' y DD’. Por reflexién, DEFD’ es congruente con DBAD’, y por
rotacion, CBA'C’ es congruente con CAB’C’. Observe que una rotacién de 90 ° a
la derecha de DBAD’ con respecto al punto B muestra que DBAD' y CBA'C’
también son congruentes. De ahi que los hexdgonos DEFD’AB y CAB'C’A'B tienen
partes congruentes y por lo tanto la misma drea, de la que sigue el teorema de
PitGdgoras.

29



2.3 El teorema de Pitagoras

Sabemos que, la altura a la hipotenusa de un fridngulo rectdngulo divide al
tridngulo en dos tridngulos mds pequenos, cada uno semejante al original. Esto
proporciona la siguiente prueba del teorema de Pitadgoras (Ver Fig. 2.3.1):

a b b
=] - =De—
b X a.c,v =

a*+h’

c=X+y=

x [ 1] y

Fig. 2.3.1

2.4 Pappus y Pitagoras.

En el libro IV de esta Coleccién Matemdtica, Pappus de Alejandria (circa 320
d.C.) declaré la siguiente generalizacion del Teorema de Pitdgoras.
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Teorema: Sea ABC cualquier fridngulo, v ABDE,ACFG cualesquiera dos
paralelogramos descritos externamente sobre AB y AC. Prolongue DE y FG para
reunirse en H, y dibuje BL y CM iguadles y paralelos a HA. Luego, el drea,
BCML = ABDE + ACFG.Véase laFig.2.4.1.

H

Fig. 2.4.1
Prueba:
La siguiente prueba utiliza dreas sucesivas, preservando transformaciones de los
paralelogramos Fig. 2.4.2:
H
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TS
(A (BN

AN\ W

Fig. 2.4.2

Si el trigdngulo es un tridngulo rectdngulo, y los paralelogramos cuadrados,
tenemos la siguiente prueba del teorema de Pitdgoras Fig. 2.4.3:
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Fig. 2.4.3

2.5 Mosaicos pitagoéricos.

Antes de comenzar con este tema veamos qué son los Teselados que también
mds adelante los vamos a retomar.

Un teselado es una regularidad o patrén de figuras que cubre o pavimenta
completamente una superficie plana que cumple con dos requisitos:

1. que no queden huecos
2. que no se superpongan las figuras

Los teselados se crean usando transformaciones isométricas sobre una figura
inicial.

Distintas culturas en el tiempo han utilizado esta técnica para formar pavimentos
0 muros de mosaicos en catedrales y palacios.

Es un error comun referirse al teselado como "teselaciéon" lo cual es una
fraduccion equivocada de la palabra en inglés "tesellation”. El Unico término
correcto en espanol es "teselado”.

Antecedentes historicos

e Algunos mosaicos sumerios con varios miles de anos de antigiedad
contienen regularidades geométricas.

e Arquimedes en el siglo Il a. C. hizo un estudio acerca de los poligonos
regulares que pueden cubrir el plano

e Johannes Kepler, astrbnomo alemdn, estudid los poligonos regulares que
pueden cubrir el plano, en su obra “Harmonice mundi” de 1619. Ademds
realizd estudios en tres dimensiones de los llamados sdlidos platdnicos.

e Enfre 1869 y 1891, el matematico Camille Jordan vy el cristalégrafo Evgenii
Konstantinovitch Fiodorov estudiaron completamente las simetrias del
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plano, iniciando asi el estudio sistemdtico y profundo de los llamados
teselados.

e Hugo Steinhaus en su libro “Instantdneas matematicas” explica que hay 17
formas diferentes de cubrir el plano con movimientos geométricos que se
repiten regularmente, sélo tres de ellos constan de una misma figura:
tridngulo equildtero, cuadrado y hexdgono, las restantes utilizan mds de
una figura geométrica.

e Un personaje clave en este tema es el artista holandés M. C. Escher (1898-
1972) quien, por sugerencia de su amigo el matematico H. S. M. Coxeter,
aprendid los teselados hiperbdlicos, lo que motivd su interés. Legd un
sinnUmero de bellas, curiosas y misteriosas obras de arte.

Conceptos previos

e En un teselado plano la suma de todos los dngulos que concurren a un
vértice es 360°.

e Un poligono es regular si tiene todos sus lados y dngulos iguales.

e« Un poligono es convexo si todas sus diagonales estdn en el interior del
poligono.

Un poligono es concavo si no es convexo.
Asi pegar mosaicos en el plano es una familia numerable de conjuntos
cerrados (los azulejos) que cubren el plano sin dejar huecos ni superposiciones. En

la Fig. 2.5.1 vemos las porciones de dos ejemplos, compuesto por azulejos que son
cuadrados de dos tamanos diferentes en (a) y rectdngulos y cuadrados en (b).

(b)

Fig. 2.5.1
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De hecho, mosaicos como los de la Fig. 2.5.1 se han uftilizado durante muchos
siglos en los hogares, iglesias, palacios, etc. Si superponemos una segunda rejilla
de azulejos "transparentes’, podemos construir demostraciones visuales de una
serie de teoremas matemdaticos. Comenzamos con los azulejos de la Fig. 2.5.1,
que produce varias pruebas visuales del teorema de Pitdgoras.

Ahora veamos como se pueden construir los mosaicos pitagoricos. Comenzamaos
con el mosaico de la Fig. 2.5.1 (a), y la superposicion de una rejilla fransparente
de azulejos cuadrados, como se muestra en la Fig. 2.5.2 (a). Note que el lado del
cuadrado en la superposicion es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos
catetos son los lados de los dos cuadrados mds pequenos en el mosaico original.
Como se observa en la Fig. 2.5.2 (b), el mosaico y la superposicion generan una
prueba por "diseccion" del teorema de Pitdgoras, en donde uno ve cdémo los
cuadrados de los catetos del tridngulo debe ser “cortado” y reacomodado
(rearmado, ensamblado nuevamente) para formar el cuadrado de la hipotenusa.
Esta prueba es usualmente atribuida a Annairizi de Arabia (circa 900 d.C.).

(b)

Fig.2.5.2

Si trasladamos la rejilla sobrepuesta de cuadrados tal que los vértices de los
cuadrados superpuestos coincidan con los centros de los cuadrados mds grandes
en el mosaico original, obtenemos una segunda diseccion de la prueba del
teorema de Pitagoras. Esta prueba, en la Fig. 2.5.3, a menudo se le atribuye a
Henri Perigal (1801 - 1899). Cualquier ofra posicion trasladada por la rejilla
sobrepuesta produce ofra prueba -de hecho, hay incontables y diferentes
disecciones que prueban el Teorema de Pitdgoras construido a partir del mosaico
en la Fig. 2.5.1 ().
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(b)

Fig.2.5.3

El piso con azulejo en la Fig. 2.5.1 (b), con una superposicion de azulejos
cuadrados cuyos lados son diagonales a los rectdngulos en el mosaico original, es
la base de la conocida expresién. "jHe aquil" la prueba del teorema de Pitdgoras
atribuida a Bhaskara (siglo 12 a.C.), como se ilustra en la Fig. 2.5.4

Fig.2.5.4
Si el azulejo en el patrén general (viene de que son tres diferentes), ilustrado en la
Fig. 2.5.1 (b), usando tres rectdngulos diferentes de los cuales dos fienen
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diagonales de longitud 1, y la superposicion de una rejilla de rombos, obtenemos
una prueba de la identidad trigonométrica “seno de la suma ". Ver Fig. 2.5.5.
sin(a + B) = sinacosp + cosasinf

sin B

Ccos

sin a
Fig. 2.5.5

Nota: Para poder determinar qué es sina+f en la figura anterior, nos
apoyamos de la ley del producto cruz de dos vectores.

I

uxv

uxXv = u vsina
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Sin B

Las barras indican la norma del vector. Y geométricamente  uxwv  representa
el area del paralelogramo y por como estd construido el paralelogramo u vy
v por hipdtesis son iguales a 1.

2.6 De Pitagoras a la trigonometria.

Anteriormente vimos la elegante prueba de Chou Pei Suan Ching del teorema de
Pitdgoras, que empleaba cuatro copias de un tridngulo rectdngulo. Esa prueba se
puede modificar faciimente, usando multiples copias de dos fringulos diferentes,
para dar una prueba de la féormula de adicidn para el seno. En esta prueba
calculamos las dreas de las regiones sombreadas de dos formas diferentes Fig.
2.6.1.

Sin B

B Sina

Cos B Cos a

sin(a + B) = sinacosf + cosasinf
Fig. 2.6.1
Prueba:

A partir de nuestra figura inicial lo que haremos es trazar algunas perpendiculares
como podemos ver en la Fig. 2.6.2 a la derecha

sin B

Sina

Cos B Cos a Cos B Cos a

Fig. 2.6.2
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En seguida lo que hacemos es cortar y pegar dreas trasladdndolas como se
muestra en la Fig. 2.6.3.

Sin B

Sin a

Fig. 2.6.3

Y por Ultimo trasladamos el drea superior derecha hacia el lado superior izquierdo
como podemos ver en la Fig. 2.6.4, para asi obtener el resultado deseado.

Cos a

Sin a

Sin B

Cos 3
Fig. 2.6.4.

NOTA: Para poder ver que estd correctamente colocado a+ p usamos
propiedades del paralelogramo

1.- Todo paralelogramo tiene iguales sus lados opuestos.
2.- Todo paralelogramo tiene iguales sus dngulos opuestos.

Basdndonos en la Fig. 2.6.5. a y  son dados, asi que ahora supongamos que entre
ayf estd un dngulo w vy el dngulo adyacente a w es A, asi que:
a+ B+ w=180°
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Lo que nosotros queremos determinares que: A= a + 8
Entonces, 2w + 21 = 360°
w + A =180°
Sustituyendo en a + B+ w = 180° tenemos:
a+pf+w=w+ 1 esdecira + += 1

Y para determinar quién es sin a + f Nos apoyamos nuevamente del producto
cruz de vectores.

2.7. Las areas del Arbelos y del Salinéon.

En esta seccién consideraremos dos resultados que se le atribuyen a Arquimedes
(ca. 287 a.C. - ca. 212 a.C.) quien es considerado uno de los cientificos mdas
importantes de la antfigledad. La mayor parte de los trabajos arquimedianos
incluyen una matemdtica decididamente avanzada y creativa para su época,
pero el gran matemdtico de Siracusa no dejé de proponer también problemas
elementales. En su Libro de los Lemas, por ejemplo, en la proposicion 4 nos
encontramos con un estudio de la figura llomada arbelos o *“cuchillo de
zapatero”. El libro de los lemas contiene también un teorema (la proposicion 14)
acerca de lo que llama Arguimedes el salindn o “bodega para sal”. Ahora
veamos mds a detalle cada uno de estos teoremas, comencemos con el drea de
Arbelos.

El arbelos es la figura que se obtiene quitando a un semicirculo de didmetro PR los
semicirculos de didmetros PQ y QR, siendo Q un punto entre P y R; o también se
dice que es el trigngulo curviineo formado por fres semicircunferencias
mutuamente tangentes, cuyos centros estan alineados sobre la misma recta. Para
construirlo consideremos un segmento PR y un punto Q en éste, se traza en un
mismo semiplano los semicirculos de didmetros PR, PQ y QR, como se muestra en
la Fig. 2.7.1.

S

Fig. 2.7.1
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TEOREMA: Sean P, Q y R tres puntos sobre una recta, con Q entre P y R. Se dibujan
semicirculos en el mismo lado de la recta con didmetro PQ, QR, y PR. Dibujamos
la perpendicular a PR que pase por Q, que encuentra al semicirculo mds grande
en S. Entonces el drea A del Arbelos es igual al drea ¢ del circulo con didmetro
QS. (Ver Fig. 2.7.2)

Fig.2.7.2
Comencemos recordando el teorema de Pitdgoras que nos dice:

“En todo triangulo rectangulo la suma de las dreas de los cuadrados
construidos sobre los catetos es igual al drea del cuadrado construido
sobre la hipotenusa”.

Pero este teorema no sélo se cumple para los cuadrados construidos sobre
los catetos y la hipotenusa de cualquier fridngulo rectangulo sino para cualquier
poligono regular construido sobre dichos catetos y su hipotenusa,

Recordemos que:

1) Un poligono regular de n lados siempre se puede descomponer en n tfridngulos
isosceles.

2) Cada tridngulo isésceles se divide con la altura en dos tridngulos rectangulos.

Asi que para este problema nosotros ocuparemos la siguiente igualdad:

I
N Q
N
+
NI
NS
NI
N O
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Prueba:

Dada la perpendicular QS la prolongamos hacia el lado inferior del arbelos
obteniendo un punto de interseccidn con la circunferencia Q', para después
generar un tridngulo rectédngulo como se muestra en la Fig. 2.7.3

A+A1+A2=B1+B2

Fig. 2.7.3
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Nuevamente por el teorema de Pitdgoras, ver Fig. 2.7.4

O @

Bi1=A1+Ca1 B2=A2+C2

Fig.2.7.4
Y con un poco de dlgebra obtenemos. (Fig. 2.7.5)
A+A1+A2=B1+B2
A+A1+A2=A1+C1+A2+C2

A=C1+C2=C

Fig. 2.7.5
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Ahora veamos el Salinén, ;Cémo se construye?

Sean P, Q, R, S, cuatro puntos sobre una recta (en ese orden) tal que PQ=RS. Son
dibujados semicirculos sobre la recta con didmetros PQ, RS y PS, otro semicirculo
es dibujado debajo de la recta con didmetro QR. Un Salinén es la figura acotada
por esos cuatro semicirculos. Sean M y N las intersecciones del eje de simetria del
Salindn con sus fronteras. Entonces el drea del Salindn #A es igual al drea del circulo
¢ con didmetro MN Fig. 2.7.6.

Fig.2.7.6

Teorema: Sean M y N las intersecciones del eje de simetria del Salindbn con sus
fronteras. Entonces el drea del Salindn A es igual al drea del circulo ¢ con didmetro
MN Fig. 2.7.7.

Fig. 2.7.7
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Prueba:

Primero partimos que en general el drea de un semicirculo de radio r es grz .,y el

drea de un fridngulo inscrifo en un semicirculo de radio r y cuya base es el
2

didmetro de dicho semicirculo es 2% =r? porlo tanto obtenemos la Fig. 2.7.8:

]
N E |
>

Fig. 2.7.8

Ahora partiendo de nuestra hipdtesis tenemos (Ver secuencia de figuras Fig.2.7.9):
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p - g

Fig.2.7.9

NOTA: Para determinar que en verdad la figura en azul es un cuadrado hacemos
un poquito de dlgebra.

El Teorema de Pitdgoras nos dice que:

c2=a?+b%->c= a?+b?

N
N

Ahora bien la hipotenusa mayor de longitud r es igual a:

Hg= P +1%= 2= 2r
La hipotenusa pequena de longitud x es igual a:.
Ho= X+ x= 2= 2x

Y la hipotenusa mediana de longitud r-x es igual a:

Hm= r—x2+ (@ —-x)= 2(r—x)’= 2(r—x)= 2r— 2x
-Hg-Hp= 2r- 2«x

=Hm
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2.8 Un teorema de Tales

Uno de los muchos teoremas geométricos atribuidos a Tales de Mileto (640 - 546
a.C.) - Los lados correspondientes de tridngulos semejantes son proporcionales-
es clave en estudio de las figuras semejantes y las bases para definir las funciones
trigonométricas. Vamos a utilizar isometria para probar este teorema de triangulos
rectangulos.

En la Fig. 2.8.1 (a) hemos superpuesto el mdas pequeno de un par de fringulos
semejantes en el mds grande, y queremos demostrar que a/a’ = b /b’. Primero
rotaremos el fridngulo mdas pequeno 180 ° sobre el vértice 0, a continuacion,
dibuje un rectdngulo alrededor de los dos triadngulos, segun lo indicado por las
lineas discontinuas en la Fig. 2.8.1 (b). Los tridngulos por encima y por debajo de la
diagonal del recténgulo son congruentes y por lo tanto tienen la misma drea, del
gue se desprende que los dos rectangulos grises tienen la misma drea, es decir,
ab=ab’. Porlotantoa/a’= b/b’". Nota:si ¢ y ¢’ denotan las hipotenusas de
los tridngulos, ¢ /¢" = a/a’= b /b’ sigue por el digebra simple.

2.9 El teorema de Viviani

El siguiente teorema, atribuido a Vicenzo Viviani (1622- 1703), da una notable
propiedad de los tridngulos equildteros.

Teorema: Las perpendiculares a los lados de un punto P sobre la frontera o dentro
de un tridngulo equilatero suma la altura del tridngulo.

Prueba:
La siguiente prueba usa sélo rotacion para establecer el teorema (Fig. 2.9.1).
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444

Fig. 2.9.1

Si el punto se encuentra en la frontera entonces la Fig. 2.9.2 nos da una prueba
visual del Teorema.

P
Fig. 2.9.2

2.10 Teorema de Tolomeo

El siguiente teorema -y prueba, utiliza solamente tridngulos semejantes- se debe a
Tolomeo de Alejandria (circa 150 d.C.).

Teorema: En un cuadrildtero inscrito en un circulo, el producto de las longitudes

de las diagonales es igual a la suma de los productos de las longitudes de los

lados opuestos.

) ®) 4

Fig. 2.10.1
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Prueba:

La Fig. 2.10.1(a) ilustra en general un cuadrilatero inscrito en un circulo, y en la Fig.
2.10.1 (b) dibujamos el segmento de recta CM para que 4DCM sea igual a £ACB.
Los dngulos £CDB y £CAB subtienden al mismo arco CB, por lo tanto, son iguales,
y por lo tanto los fridngulos ADCM y AACB son similares (véase la Fig. 2.10.2 (a)).

Por consiguiente CD/MD = AC/AB, asique AB-CD = AC-MD
C

@ () T

Fig. 2.10.2

Del mismo modo, los dngulos 2DAC vy «DBC subtienden el mismo arco de DC,
por lo tanto son iguales, y por lo tanto los tridngulos ADAC y ACBM son similares
(véase la figura 7.2 (b)). Por lo tanto BC/BM = AC/AD, asi que BC-AD = AC- BM.
Sumando tenemos AB - CD + BC- AD = AC(MD + BM) = AC-BD

2.11 Un teorema de Gaspard Monge

El gedmetra francés Gaspard Monge (1746 - 1818) observd una curiosa propiedad
sobre algunos tridngulos asociadas con una recta de pendiente positiva en el
primer cuadrante. Para ser precisos, sea AB un segmento de la recta, y M su
punto medio. Construimos tridngulos con vértice M como se muestra en la Fig.
2.11.1 (a), y denotamos sus dareas por Sx y Sy. Tambien la construccion del 40AB,
como se muestra en la Fig. 2.11.1 (b), y sea S su drea, entonces S = | Sx—Sy |.

(b)

Fig. 2.11.1
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NOTA: cuando la y-interseccion de la recta es positiva, | Sx=Sy | = Sx- Sy, ¥
cuando la x-inferseccién es positiva, | Sx—=Sy | = Sy—Sx. Consideramos el primer
caso, el segundo es similar.] La secuencia de transformaciones preservando dreas
en la Fig. 2.11.2 demuestra el teorema. La diferencia sombreada para Sx y Sy
indica que Sy se restard de Sx.

N =

N|=
N

N|=

Fig. 2.11.2
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2.12 El punto de Fermat de un triangulo.

El punto de Fermat de un tridngulo agudo se define de la siguiente manera: Sea F
el punto en el interior del AABC tal que FA + FB + FC sea minimo (véase la Fig.
2.12.1 (a)). Sorprendentemente, el punto de Fermat se puede enconfrar de la
siguiente manera: Construir tfridngulos equildteros sobre los lados de AABC, como
se ilustra en la Fig. 2.12.1 (b), y unir cada vértice del AABC al vértice exterior del
tridngulo equildtero opuesto. Estas tres lineas se cruzan en el punto de Fermat del
AABC.

La siguiente prueba utiliza una rotacién. En el AABC, seleccionamos cualquier
punto P y conectamos P a los vértices A,B y C. Ahora rote el AAPB60° ala
izquierda para formar AC'P'B, y dibujar las lineas C'A y PP [véase la Fig. 2.12.1
(c)].

A (b)

Fig. 2.12.1

Ahora AABC' es equildtero, PA = P'C',PB = P'B, y por lo tanto ABPP’ es
equilatero, asi que PB = P'P. Por lo tanto

PA+PB+PC=CP +PP+PC

Esta Ultima suma serd un minimo cuando P y P’ se encuentran sobre la recta CC’
(note que, como la imagen de A bagjo la rotacidon es €', la posicion de ¢’ no
depende de P). Por lo tanto, PA+ PB + PC es un minimo siy sélo si P estd en
C'C, y para P, £BPC' = 60°. Donde la eleccion de cada lado del fridngulo para
rotar fue arbitraria, P también debe estar en B'B y A’A.
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2.13 La razén dorada en el pentagono regular

La razén dorada ¢ =(1+ 5)/2=1.618 aparece en muchos confextos
sorprendentes en geometria. Una ocurrencia tal es el siguiente: Sea x la longitud
de una diagonal en un pentdgono regular cuyos lados tienen longitud 1, como
se ilustra en la Fig. 2.13.1 (q).

(a)

(b) (c)

Fig. 2.13.1

Dos diagonales tales que de un vértice comun forman un fridngulo isdsceles, que
puede ser dividido por un segmento de ofra diagonal en dos tridngulos mas
pequenos, como se ilustra en la Fig. 2.13.1 (b) y (c). Los dngulos marcados por a
en la Fig. 2.13.1 (c) son iguales ya que cada uno subtiende a un arcoiguala 1 /5
de la circunferencia del circulo que circunscribe. Por lo tanto el tridngulo azul es
también isésceles, B = 2a, y asia = 36 °, ya que la suma de los dngulos produce
el tridngulo original 5a = 180 °. Ahora resulta que el dngulo sin marcar en el
triingulo rosa es B = 72°, y por lo tanto también es isésceles y semejante al
triangulo original. Porlo fantox /1 = 1/ (x—1) y, por lo que x es la raiz (positivo)
de x2-x—1 = 0, esdecir, x = (1 + V5)/2 como se afirma.

2.14 El area entre los lados y cevianas de un triangulo.

Una ceviana es un segmento de recta que une un vértice de un tfriangulo con un
punto en el lado opuesto (o su ampliacién). En un tridngulo equildtero, dibuja dos
cevianas de los vértices de la base a los puntos 1 / 3 del camino hacia el vértice
superior, como se muestra en la Fig. 2.14.1. 3Cudl es la relacion entre las dreas del
triingulo original y el tridngulo sombreado delimitado por los cevianas y la base?
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Fig. 2.14.1

Sea [ABC] que denota el drea del tridngulo AABC. En la Fig. 2.14.2, utilizamos
cinco copias del AABC, y observe que AAPQ es semejante al AADE., y que
[APQ] = (1 /25) [ADE]. Por ofra parte, [ADE] = (5/2) [ABC]. Por lo tanto

[APQ] = (1/25)[ADE] = (1/25)(5/2)[ABC] = (1/10)[ABC],
y porlo tanto  [APB] = (1/5)[ABC].

Fig. 2.14.2
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Capitulo 3.Desigualdades

En este capitulo veremos la media aritmética y la geométrica, desigualdades,
algunas funciones trigonométricas, etc.

Media aritmética y media geométrica

La media aritmética (también llamada promedio o simplemente media) de un
conjunto finito de nUmeros es igual a la suma de todos sus valores dividida entre el
numero de sumandos.

La media geométrica de una cantidad arbitraria de nUmeros (digamos n
numeros) es la raiz n-ésima del producto de todos los nUmeros.

n
=]l = Va, a2,
i=1

3.1 Desigualdades entre la media aritmética y la media geométrica.

La forma mds conocida y mds comun del "promedio” de dos nUmeros ay b es
la media aritmética (a + b) /2 que siempre se encuentra entre a y b. Pero hay
ofras medias. La media geométrica de dos nimeros positivos ay b es  gp. que

de nuevo se encuentra entre a y b. Por ejemplo, la ley de Weber-Fechner en la
psicologia de la percepcidon que varia como el logaritmo de los estimulos. Por lo
tanto, es la media geométrica de dos estimulos que se percibe como la media
aritmética de sus respectivas percepciones.

¢Como comparar a la media aritmética y media geométrica? En la Fig. 3.1.1 se
muestra que para 0< a < b, tenemos g < Vab < (a+b)/ 2 < b- Note que (i)
un tridngulo inscrito en un semicirculo es un tridngulo rectdngulo, (ii) la altura a la
hipotenusa divide al friangulo rectdngulo en dos fridngulos rectadngulos mas
pequenos semejantes a la original, vy (ii) la relacién de los correspondientes lados
de los triangulos semejantes son iguales, porlo tanto a/h=h/b, 0 h= gp.

Noétese que la perpendicular mds larga de un semicirculo a su didmetro es el
radio (véase la Fig. 3.1.1 (b)) establece la desigualdad.
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(a)

y
A
|

Fig. 3.1.1

Ofra "mediana” de inferés es la media armonica: para los nUmeros positivos a y b
es dada por 2ab/(a+ b) y de nuevo se encuentra entre a y b. Por ejemplo, si
uno conduce D km a una velocidad de a km /h, y regresa D km a una
velocidad de b km /h, la velocidad media para el vigje redondo es
2ab/(a+b) km /h. La media armoénica es mds pequeno que la media
geomeétrica y la media aritmética para 0 <a < b, como se muestra en la Fig. 3.1.2,
una demostracion se debe a Pappus de Alejandria (alrededor de AD 320). Una
vez mads, la desigualdad resulta de la comparacién de las longitudes de los lados
de fridngulos semejantes.

M
A
A G
o b e a -
a+b — 2ab
= ., GM= ab, = ,  AM >GM > HM
2 a+b
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Finalmente consideramos la raiz cuadrada de la media, que para los nUmeros
positivos a y b estd dada por (a2 + b?)/2- Por ejemplo dados dos cuadrados

con lados de longitud a y b, el lado de un cuadrado cuya drea es la media
aritmética de a? y b? es la raiz cuadrada de la media de a 'y b. La raiz cuadrada
de la media es mayor que las tres medias que se consideraron,

Asi que tenemos

— a+b a? + b?

] ) 2ab
0<a<blmpllcaa<m< ab < > < > <b,

Como se muestra en la figura 3.1.3 y de las comparaciones de longitudes de los
lados de tridngulos semejantes y el teorema de Pitdgoras.

3.2 la media aritmética de la suma de los cuadrados es mayor que el cuadrado
de la media aritmética.

Dado un par de nUmeros positivos, 3Como es la media de los cuadrados en
comparaciéon al cuadrado de las medias? La respuesta se revela en la Fig. 3.2.1 y
un cdlculo simple.
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2a* 4+ 2b* = (a + b)?
a’+b*> a+b
. >
2 2

2

Fig. 3.2.1

De hecho, el resultado puede extenderse a cualquier nUmero finito n de niUmeros
positivos, como se muestra en la Fig. 3.2.2 a continuacién para n = 4.

| naf+ai+-+ai = a; +a, + +a, ?
J pe— 24 02 4 g2
F Ca+ai++ad | oapta;+ta,
h n N n
Fig. 3.2.2

3.3 La desigualdad de tres nUmeros de la media aritmética y de la media
geométrica.

Vamos a establecer la desigualdad de la media aritmética y de la media
geométrica para tres nUmeros, es decir, 3 xyz < (x +y+2z)/3 Para x,y,z>0.
Para ello, primero intfroduciremos un cambio de variables, x = a®, y = b3, z = ¢,

y mostrar que 3abc < a® + b3 + ¢3. Lo haremos en dos pasos, primero se probard
un lema.
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Lema: ab + bc + ac < a® + b? + 2

n

a2

Fig. 3.3.1

La imagen de la Fig. 3.3.1 ilustra un caso tipico de inclusién, ya que para
a> b > c, losrectangulos con las dreas ab,bc y ac estan contenidos en la
unién de los cuadrados (dreas) a2, b2y c2.

Teorema: Sean a, b, c nUmMeros positivos entonces 3abc < a® + b® + .

Prueba:

bc abc

. abc

In

abc
ab

Fig. 3.3.2
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Por el lema, el rectdngulo de la izquierda Fig. 3.3.2 estd contenido en el de la
derecha (nétese que ambos tienen la misma base a + b + ¢ En el rectdngulo de
la izquierda Fig. 3.3.2 vemos tres rectdngulos, cada uno con drea abc mMAs seis
regiones rectangulares a color. A la derecha de la Fig. 3.3.2 vemos seis
rectdngulos a color con las mismas dreas que los de la izquierda a lo largo de los
tres rectdngulos sobre la diagonal con dreas a3, b3 y ¢3. En esta imagen (en
contraposicion a la Fig. 3.3.1) a2, b?, ¢?, ab,bc,y ac representan longitudes en
lugar de dreas.

La Fig. 3.3.3 muestra la misma desigualdad 3abc < a3 +b3 +¢3 pero en la forma

V)

Fig. 3.3.3

AqQui abc representa el volumen de la caja con lados de longitud a > b > c.
Pero esta caja estd claramente contenida en la unidn de las tres pirdmides de la
derecha cuyas bases son cuadrados (dreas) a?, b2, y ¢2, y con alturas a,b, y c,
respectivamente.

3.4 La propiedad mediante.

En el numero de marzo de 1973 de "“The mathamatics teacher” aparecié un
articulo de Laurence Sherzer, un maestro de octavo grado, que inmortalizo a uno
de sus estudiantes, Robert McKay. La historia es la siguiente: el grupo estaba
estudiando la densidad de Q, y Sherzer explicaba cémo encontrar un nuUmero
racional mediante la busqueda del promedio. McKay hizo notar que no era
necesario tfrabajar tanto para resolver el problema. Para encontrar un numero (no
necesariamente su promedio), afiimd que bastaba con “sumar los numeradores
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y sumar los denominadores”. Para gran sorpresa de Sherzer, este método
realmente funcionaba. En el artficulo, Sherzer proporciono la prueba de este
método.

Si a,b,c,d son nimeros positivos tales que a /b < ¢ /d, entonces la fraccion
(a + ¢)/ (b + d). formada por la adicidon de numeradores y denominadores es
llamado la mediante de a /by ¢ / d. y siempre se encuenfraentrea /by c /d, es
decrr,

a c a a+c ¢

E<E mellcaz<b+d<a

Representando a, b,c,d como segmentos de recta e interpretando las fracciones
como las pendientes de los segmentos de recta conduce a la siguiente
demostracion (Ver Fig. 3.4.1).

Fig. 3.4.1

3.5 Una desigualdad pitagérica

En esta seccidon presentaremos una prueba visual de una doble desigualdad:
Para todo a,b > 0,

a?+b? <a+b< 2+ a?+b?
En la Fig. 3.5.1 (a) representfamos a y b como los catetos de un tridngulo
rectdngulo con hipotenusa ¢ = 42 4 p2z . Por la desigualdad del fridngulo

(Dado cualqguier tridngulo la suma de cualesquiera dos de sus longitudes es mayor
que la tercera), ¢ < a + b que prueba la primera desigualdad. Para la segunda,
note que el lado de longitud a + b del cuadrado es menor o igual a la longitud
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de la diagonal 2 del cuadrado con lado ¢. La Fig. 3.5.1 (b) muestra que si
a=b,entoncesqg+ph = ¢ 2

C)] (b)

Fig. 3.5.1

3.6 Algunas desigualdades

La Fig. 3.6.1 puede ser empleada para demostrar que la suma de un numero
positivo y su reciproco es siempre por lo menos 2, es decir, para cualquier positivo
x,x + (1/x) = 2. Dado que el producto de x y 1/x es 1, ordenar cuatro
rectdngulos de estas dimensiones en un cuadrado, como se muestra en la Fig.
3.6.1. Donde el drea de cada rectdngulo es 1, el drea del cuadrado resultante es
por lo menos 4, y por lo tanto la longitud x + (1 /x) de un lado del cuadrado
debe ser por lo menos 2.

Esta idea se puede generalizar para dar una prueba mds de la desigualdad entre
la media aritmética y la media geométrica, dejando a y b que denotan las
dimensiones de cada uno de los cuatro rectdngulos:

(a+b)*>4ab

.ﬂ> b
..2_a

Fig. 3.6.1
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En cdlculo, una aplicacion de la integral definida es el drea bajo la grdfica de
una funcion. Interpretar el logaritmo natural de un niumero positivo como el drea
bajo la grafica de y = 1 /x enunintervalo conduce a la demostracion de la
desigualdad de Napier,

1 Inb—lna 1

Sib>a>0,entonces — < ——< —,
b b—a a

como se muestra en la Fig. 3.6.2. La desigualdad de Napier se puede utilizar para
derivar una expresion de limite familiar para el nimero e. Sea a =1 vy
b =1 +1/n, ytomamos el limite cuando n tiende a infinito:

n 1 1 1

—<In 14+—- <1-—
n+1 n n n

n 1
——<n-ln 1+H <1,

n+1
n
limin 1+— =1
n—oo n
n
~lim 14— =e
n—oo n
7 \
1 b1 1
—b—a < —dx<—b—a
b e X a
1
Yo% 1 Inb—Ilna 1
el < =
b b—a a
Nota: % y % representan las
alturasy b — a la base.
a b -
|
Fig. 3.6.2
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3.7 NUmeros como valores de la funcion.

Dada la grdfica y = f (x) de una funcidon no negativa, el segmento de recta
vertical que conecta los puntos (a,0) y (a, f (a)) representa el nimero f (a).
Como una ilustracién, mostramos que para e < a < b, ab>b°. En la Fig. 3.7.1,
vemos que la pendiente de la recta Lq (es decir, Ina /a) es mayor que la
pendiente de la recta Ly (es decir, Inb /b), que a su vez conduce al resultado
deseado.

y= In(x

Ina Inb b a
esa<b=>T>T=>a >b

Fig. 3.7.1

En particular, cuando a = ey b = m tenemos que e >1€

3.8 Desigualdad de Cauchy- Schwarz.

Para cualesquiera niumeros reales a, b, x,y, la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
establece que

ax +by < a?+b?%- x?+y2

Usando la propiedad de valor absoluto tenemos ax+by < a x + b y, asi
establece la desigualdad de Cauchy-Schwarz, esto es suficiente para demostrar
que

ax+by< a?+b%? x2+y2

64



En la Fig. 3.8.1, volvemos a utilizar el resultado de Pappus, a partir de un tridngulo
rectdngulo cuyos catetos tienen una longitud a y b, y dos rectdngulos de
dimensiones a por x y b por y.Se obtiene un paralelogramo cuyos lados
tienen longitudes a2+b%2 y x2+4y2, y con drea menor o igual a la del
rectdngulo con lados de la misma longitud.

\az+b?

Fig. 3.8.1

3.9 Desigualdad del triangulo

Dados cualesquiera tres nUmeros positivos a, b, ¢, existe un tridngulo con lados de
longitudes a,b y ¢ siysdlosia + b>c¢, b + c> a y c + a> b.Sin pérdida
de generalidad, supongamos que a < b < c. Entonces sélo la primera
desigualdad ya mencionada (a + b > c¢) no es trivial.
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Fig. 3.9.1

La Fig. 3.9.1 muestra un tridngulo con lados de longitud a, b, ¢, rotando los lados
BC y AC, coincidiendo con AB, vemos que el lado AB estd contenido en la union
de loslados BC y AC, porlo que ¢ < a + b. Lo contrario es inmediato.

Una consecuencia interesante es que la funcion raiz cuadrada es subaditiva.
Dados los numeros positivos a 'y b, construir un tridngulo rectadngulo con catetos

Va y Vb, y la hipotenusa a+b (opuede confirmar esto con el teorema de
Pitdgoras). Entonces la desigualdad del tridngulo anterior produce que
va +Vvb> a+b.

3.10 Desigualdad de Tolomeo.

En el Capitulo anterior nos encontramos con el teorema de Tolomeo: En un
cuadrilatero inscrito en un circulo, el producto de la longitud de las diagonales es
igual a la suma de los productos de las longitudes de los lados opuestos. Pero
2Qué ocurre con un cuadrildtero en general? En el caso de un cuadrildtero
convexo en general, el producto de la longitud de las diagonales es menor o
igual a la suma de los productos de las longitudes de los lados opuestos, como se
ilustra en la secuencia de figuras en la Fig. 3.10.1.

La primera imagen muestra el cuadrildtero. En la segunda imagen, el lado de
longitud b se ha rotado para que coincida con la diagonal de longitud e, y un
segmento dibujado paralelo al lado de longitud d. Esto crea un tridngulo (en gris)
semejante al tridngulo con lados de longitud ¢, d, e.
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En la tercera imagen rotamos el tridngulo gris a la posicién que se muestra, y se
dibuja el segmento de longitud x. Note que bd /e + x = f. El tridngulo en color
es similar al tridngulo de lados a,b,e (note que los lados adyacentes al dngulo
marcado comun son proporcionales), y por lo tanto puede ser trasladado a la
posicidn que se muestra en la cuarta imagen. Ahora resulta que x = ac /e, de

modo que bd /e +ac /e = f.0equivalentemente, ef < ac + bd.

™

©)] (@)

Fig. 3.10.1

3.11 Funciones trigonométricas

Es tradicion escolar ilustrar las funciones trigonométricas en el circulo unitario.
Como se muestra en la siguiente Fig. 3.11.1:

Cotangente c

------90

Tangente

AB= Secante
AC= Cosecante

Fig. 3.11.1
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En los libros de Trigonometria nos demuestran la siguiente identidad
cos A—B =cosAcosB +senAsenB

Utilizando geometria analitica y dlgebra, parten de la siguiente igualdad
apoydndonos desde luego en nuestro circulo unitario Fig. 3.11.2:

¥

R(cos A sen A) S(cos B, senB)

=Y

0 (1,0) Y

P(cos (A-B), sen (A-B))

—

Fig. 3.11.2

cos A—B —1%+ sen A—B —0%= (cosA—cosB)?>+ (senA — senB)?

Desarrollando el dlgebra nos queda la siguiente identidad:
cos A— B =cosAcosB +senAsenB

Los valores de las seis funciones trigonométricas de un dngulo agudo @ pueden
ser representados por las longitudes de los segmentos de recta en tres tridngulos,
como se ve en la Fig. 3.11.3:
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cscC

cot o

Fig. 3.11.3

sec
sin 8 \ltan 6
[0 |
cos 6
|_
1

Note que la figura 3.11.3 también establece la identidad

(tan 6 + 1)*+ (cotd + 1)*= (secB + csc9)?

cosacosf

sin(a + B) =sin a cos B+ cos a sin B
cos(a + 3)= cos a cos B- sin a sin B

cos asinp

Isin a cos B

Fig. 3.11.4
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Varias identidades trigonométricas bdsicas se pueden representar de manera
similar por la identificacion de segmentos de recta en ciertos tridngulos con las
funciones trigonométricas de los angulos apropiados. La Fig. 3.11.4 ilustra las
formulas de adicidon para el seno, coseno y tangente de dngulos agudos:

3.12 Suma de los términos de una progresién aritmética

Desdeel 1 +2 +3+....+n eslasumade n términos en progresion aritmética,
tal vez las mismas ideas nos permitird ilustrar y evaluar la suma § de n nUmeros
en una progresion aritmética general con el primer término  a y una diferencia
comun d:

S=a+ a+d + a+2d +--..4+ a+ n—-14d.
Generalizando la Fig. 1.2.4 de la seccién 1.2 tenemos lo siguiente, que se ha

llamado el "érgano-pipe" método para sumar nimeros en una progresion
aritmética Fig. 3.12.1:

a+d

a+2d

a+(n-1)d
| |

Fig. 3.12.1

Por lo tanto 25 = n[a +a + (n — 1)d], de modo que S = (n/2)[2a+ (n— 1)d].
La cifra es, sin duda familiar para cualquiera que haya trabajado con regletas.

NOTA:

Algebraicamente S=a+ a+d + a+2d +--..+ a+ n—1d
=na+d+2d+3d+--.+n—-1d
=na+d1+2+-+ n—-1
2na dn—1n

n
= + > =§[2a+d(n—1)/2].
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3.13 De dos a tres dimensiones.

El lector probablemente estd bien informado con la siguiente representacion de
drea de la formula familiar para descomponer en factores la diferencia de dos
cuadrados Fig. 3.13.1:

a?—b*= a—b a+b cona>bh

a
!b
a-b

atb
- )

Usando volUmenes, tenemos una representaciéon andloga para descomponer en
factores la diferencia de dos cubos Fig. 3.13.2:

Fig. 3.13.1

a®—b3 = a—b a?+ab+ b?

3

a>—b*=a*a—-b +b*a—b +ab(a—Db)

Fig. 3.13.2
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Identificando los elementos claves.

Las imagenes Matemdaticas son algo mds que una representacion artistica, ya que
a menudo contienen una gran cantidad de informacién. Hay hechos sofisticados
gue contienen simbolos, asi como lineas, dngulos, proyecciones, medidas, etc. En
este capitulo se expone la técnica de introducir especial "marcas’ en las
imdagenes para identificar las partes relevantes: la  igualdad de segmentos, |a
igualdad de los dngulos, repeticiones, subconjuntos similares o congruentes, etc.
En muchos casos con la idenfificacion adecuada de los elementos clave
facilmente se obtiene una prueba del resultado deseado. Este es también el caso
de la geometria euclidiana, donde, utilizando regla y compds, hay que construir
figuras con una coleccidn de elementos relacionados (lados, dangulos,
bisectrices,...). El procedimiento se convierte en un proceso de identificacion de
como los datos determinan las partes desconocidas. Al hacer dibujos
matemadticos... importan los detalles!

3.14 Acerca de las bisectrices de dngulos de un cuadrilatero convexo.

En un tridngulo las tres bisectrices de los dngulos se encuentran en el centro. 3;Qué
pasa con un cuadrildtero convexo? El siguiente resultado nos da la respuesta
completa, y la prueba se basa en una simple imagen en la que tfodos los dngulos
relevantes se identifican.

Dado cualquier cuadrildtero convexo, si sus cuatro bisectrices determinan un
nuevo cuadrildtero, entonces el nuevo cuadrilatero es ciclico (es decir, puede ser
inscrito en un circulo).

Podemos hacer un dibujo sencillo con los elementos bdsicos descritos en el
enunciado anterior, y marcar en él los adngulos clave (véase la Fig. 3.14.1). Sin
embargo, los dngulos a, b, x,y,z,t deben satisfacer

a+x+y=mn b+z+t=mn 2x+2y+2z+2t=2m
Por consiguiente
a+b=n—x—-y + m—z—t =2n— x+y+z+t =m

Es decir, el nuevo cuadrildtero debe estar inscrito en un circulo.
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Fig. 3.14.1
3.15 Cuadrilateros ciclicos con diagonales perpendiculares

El siguiente ejemplo muestra coémo la identificaciéon de dngulos puede ayudar a
descubrir tridngulos isdsceles, que a su vez conduce a la igualdad de cierfos
segmentos.

Sea ABCD wun cuadrildtero inscrito en un circulo cuyas diagonales son
perpendiculares (Fig. 3.15.1). Muchos de esos cuadrildteros existen, por ejemplo,
dado un sistema de coordenadas cartesianas, todos los cuadrilateros obtenidos a
partir de las intersecciones de los ejes x e y con un circulo que contiene el
origen serd en esta clase. Sea P la interseccién de las diagonales. Ahora vamos a
demostrar visualmente que si una linea que pasa por P es perpendicular a un lado
del cuadrilatero, el lado opuesto estd dividido en dos.

En una imagen que describe el cuadrildtero dado marcamos dngulos
complementarios x e y en P y donde estos dngulos aparecen en el resto de la
imagen:
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Fig. 3.15.1

Note que 2DACy 4DBC ambos subtienden al arco DC,y £ADB y £ACB ambos
subtienden al arco AB. Por lo tanto APBQ es isdsceles, asi BQ = PQ, y APQC es
también isdsceles, asi QC = PQ, donde BQ = QC.

3.16 Una caracteristica de la hipérbola rectangular
AqQui hay una propiedad poco conocida y notable de la hipérbola rectangular.

Teorema: Cualquier linea que corte una rama de la hipérbolay = 1/x en dos
puntos A y B interseca los ejes en los puntos A" y B’ de tal manera que los
segmentos de recta AA’ y BB’ tienen la misma longitud, es decir, AA" = BB' (Ver
Fig. 3.16.1)
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b a+b =

Fig. 3.16.1

La siguiente prueba, debido J. L. Garcia Roig, es un cdilculo simple de las
longitudes de los segmentos de recta correspondientes.

Prueba:

La ecuacion de la recta secante que pasa por los puntos A (a,1/a) y B (b,1/ b)
es y=1/a+1/b —x/ab, que interceptalos ejesen (0,1/a +1/b) Yy
(a + b,0). Ahora se sigue que los tridngulos en color azul son congruentes, y por
lo tanto sus hipotenusas AA’ y BB' tienen la misma longitud.
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Capitulo 4. Mosaicos y series.

En la resolucién de problemas matemdaticos, a menudo es ventajoso combinar
varias técnicas de resolucidon de problemas. Lo mismo es cierto para la creacion
de pruebas visuales de los teoremas matemdticos. En este capitulo se presenta
una variedad de ejemplos de la combinacidén de muchas de las técnicas que se
encuentran en capitulos anteriores, como algunas transformaciones, cuadraturas
de poligonos, algunos mosaicos, procedimientos iterativos, etc.

Transformaciones que preservan dreas.

Las tfransformaciones bdsicas que preservan longitudes en el plano son las
rotaciones, traslaciones y reflexiones, que hemos examinado con anterioridad. Ya
que si preservan longitudes, necesariamente conservan los dangulos, dreas,
volumenes, etc. Ahora vamos a considerar las transformaciones en el plano que
no pueden preservar longitudes y dngulos, pero preservan dreas.

Primero considere los fringulos y paralelogramos. Si dos tridngulos tienen una
base comun y si sus vértices se encuentran en una linea paralela a la base, deben
tener dreas iguales, como se ilustra en la Fig. 4.1 (a). Del mismo modo, dos
paralelogramos con una base comun y la misma altura también tienen la misma
drea, como se ilustra en la Fig. 4.1 (b). Utilizamos estas transformaciones sencillas
para demostrar dos teoremas importantes en la siguiente seccion.

@ ®)

Fig. 4.1
4.1 Cuadratura de poligonos

Uno de los problemas cldsicos de la geometria griega en cuestion es "cuadrar”
una figura: dada una figura, construir un cuadrado con la misma drea en un
numero finito de pasos usando sélo un compds y una regla sin marcar. Como
sabemos, es imposible la cuadratura del circulo, pero vamos a mostrar cémo
cuadrar un convexo de n lados.

Hay varias aproximaciones visuales a la cuadratura de un convexo de n-lados. La
primera es inductiva, por lo que comenzamos con tridngulos.

Lema: Cualquier tridngulo puede ser cuadrado con regla y compds.
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Fig. 4.1.1

Se pasa del tridngulo al paralelogramo formado por dos copias del tridngulo,
entonces el rectdngulo es de igual dreaq, luego del rectdngulo a un cuadrado
cuyo lado es la media geométrica de las dimensiones del rectdngulo, y por lo
tanto tiene la misma drea (véase la Fig. 3.1.1 (a) de la seccidn 3.1), y finalmente a
un cuadrado con la mitad del drea del tridngulo inicial mostrado en esta
secuencia de imdagenes.

Teorema: Dado un convexo de n-lados Pn, n = 4, se puede construir con regla y
compds un convexo de (n-1) - lados Pn.1 con la misma drea que Ph.

Fig. 4.1.2
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Prueba:

La construccidén en la Fig. 4.1.2 se explica por si misma, salvo para destacar que la
linea por la izquierda- del vértice de Pn estd dibujada paralela a la diagonal
discontinua.

4.2 Areas iguales en la particion de un paralelogramo.

Tome un paralelogramo, y de forma arbitraria coloque puntos en dos lados
adyacentes, dibuja lineas a los vértices en los lados opuestos, como se muestra en
la Fig. 4.2.1 (a). Esto divide el paralelogramo en ocho regiones con dreas
ab,..... ,h, como se indica. La siguiente secuencia de drea- preservando
transformaciones (Fig. 4.2.1 (b)) muestra que

a+b+c=d.

lgualando las dreas de los triangulos se obtiene
a+h+2b+f+c= b+ h+f+d, que esequivalente al resulfado deseado.

4.3 Mosaicos cartesianos.

El mosaico con todos los cuadrados del mismo tamano se asemeja a un papel
cuadriculado ordinario, por o que llaman un mosaico cartesiono (en general,
cuando todos los azulejos en un mosaico tienen el mismo tamano y forma, se le
llama un mosaico monohedral). Cuando superponemos la misma rejilla
transparente utilizada en las figuras 2.5.2, 2.5.3, y 2.5.4 de la seccidn 2.5, se obtiene

una prueba del siguiente teorema, como se ve en la Fig. 4.3.1.
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Teorema: Si las lineas de los vértices de un cuadrado son dibujados por los

puntos medios de los lados adyacentes, entonces el drea del cuadrado mads
pequeno asi producido es una quinta parte del cuadrado dado.

Prueba:

Con una superposicion diferente (no un mosaico), el mismo mosaico Cartesiano
produce una prueba (en la Fig. 4.3.2) del siguiente teorema.

Fig. 4.3.1

Teorema: Un cuadrado inscrito en un semicirculo tiene dos quintas partes del
drea de un cuadrado inscrito en un circulo del mismo radio.

Prueba:
Ver Fig. 4.3.2
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4.4 Mosaicos cuadrilateros.

Hasta ahora, los mosaicos que hemos considerado han utilizado cuadrados vy
rectadngulos. Sin embargo, las copias de cualquier cuadrildtero céncavo o
convexo, también producird un mosaico monohedral del plano, como se ilustra
enla Fig. 4.4.1.

@

Fig. 4.4.1

Con una superposicion de azulejos de paralelogramos transparentes, el mosaico
en la Fig. 4.4.1 (a) se utiliza en la Fig. 4.4.2 para probar el siguiente teorema.

Teorema: El drea de cualquier cuadrilatero convexo @ es igual a la mitad del

drea de un paralelogramo P cuyos lados son paralelos e iguales en longitud a las
diagonales de Q.

Prueba:
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Este teorema proporciona quizds la forma mds sencilla para calcular el drea de
un cuadrildtero en general. De hecho, el teorema es también cierto para los
cuadrilateros concavos a pesar de que una de las diagonales es exterior al
cuadrilatero

4.5 Mosaicos triangulares.

Al igual que en los cuadrilateros, las copias de un tridngulo arbitrario también
formard un mosaico monohedral del plano. El siguiente teorema es un andlogo
del primer teorema de la seccion 4.3, y esta prueba se ilustra en la Fig. 4.5.1 con
un mosaico triangular y una superposicion triangular.

Teorema: Si los puntos de un tercio a cada lado de un tridngulo se unen a los
vértices opuestos, el triingulo resultante es igual en drea a una séptima parte del
triangulo original.

Prueba:

Fig. 4.5.1

4.6 Mosaicos con cuadrados y paralelogramos.

Tome un paralelogramo arbitrariamente y la construccién de cuadrados en el
exterior de cada uno de los lados. sQué tipo de cuadrildtero se forma al unir los
centros de los cuadradose Para responder a la pregunta, ampliamos Ia
construccién de un mosaico, como se muestra en la figura 4.6.1.
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Fig. 4.6.1

4.7 El volumen de una pirdmide cuadrada

Practicamente la misma idea presentada antes dicha para sumar cuadrados
puede ser empleada para encontrar el volumen de una pirdmide cuadrada. Sea
Po una pirdmide con una base cuadrada de lado de longitud b vy altura h,
como se ilustra en la Fig. 4.7.1. Por Principio de Cavalieri, Po tiene el mismo
volumen que la pirdmide P, en la cual dos de los lados triangulares son
perpendiculares a la base. La Pirdmide P, fiene la misma propiedad que la
pirdmide P, sin embargo, su altura es también la base de lado de longitud b. Por
Ultimo, tres copias de P, encajan entre si para formar un cubo (donde un cubo de
lado de longitud b puede ser faciimente cortado para formar tres copias de Pj).

b b

Por lo tantfo tenemos
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Procedimientos iterativos

En estrecha relacion a la idea de utilizar varias copias de algunas imdagenes es el
siguiente procedimiento en donde empleamos varias copias de una imagen (de
hecho, a veces un nuUmero infinito), pero de tal forma que la parte de la imagen
es un version a escala de toda la imagen. Por ejemplo, el lado superior derecho
de la Fig. 4.7.2 (a) es la cuarta parte del cuadrado, es una versidn a escala de
todo el cuadrado. Si ahora permitimos que la longitud del cuadrado mayor sea 1
y etiquetamos los rectdngulos y cuadrados interiores con sus respectivas dreas,
tenemos en la Fig. 4.7.2 (b) una prueba visual de la serie geométrica con razén

1/2: 1/2+1/4 +1/8+....... =

(@

I

Fig. 4.7.2

4.8 Series geométricas

Aqui hay dos imdgenes que “muestran visualmente” que la

2 3
1 1 1
=+ = 4 =
4 4 4

4o =1
3
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Prueba:

Veamos la construcciéon de una de ellas para llegar a la “demostracion visual”, en
la otra figura se utiliza la misma idea.

En la Fig. 4.8.1 (a), note que el cuadrado mdas grande de color café es 1 /4 del
cuadrado original, la Fig. 4.8.1 (b) es 1 /4 de 1 /4 del cuadrado original, y asi
sucesivamente, y que juntos los cuadrados de color café hacen 1/3 del
cuadrado original (al igual que los blancos y los cuadrados de color azul). Ver
secuencia de figuras.

a)

Fig. 4.8.1

Ahora veamos la suma de las fracciones que tienen como denominador
potencias de 3 que da como resultado 1/2.

1/3 + 1/9 + 1/27 + 1/81 + .. = 1/2
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Prueba:
Veamos como podemos llegar a nuestra figura que demuestra visualmente la
serie, para esto construyamos la siguiente secuencia de figuras (Ver Fig. 4.8.2):

R
e

Fig. 4.8.2
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Como podemos ver el fruco de la prueba visual consiste en trazar la diagonal de
nuestro cuadrado original y como en la Ultima figura trasladamos las areas de los
tridngulos que se forman por encima de la diagonal trazada, por debajo de dicha
diagonal.

Esta idea puede extenderse a encontrar la formula para la suma de una serie
geométrica general (con un primer término positivo a vy razén r). En la Fig. 4.8.3,
el procedimiento iterativo consiste en dividir el gran fridngulo blanco en
trapezoides similares. El tfridngulo azul y el gran tridngulo blanco son similares, por
lo que la proporcidon de horizontal a vertical en cada lado es el mismo, que

conduce
a

1—r

a+ar+ar’*+ar’+ .=

Fig. 4.8.3

4.9 El crecimiento de una figura iterativamente

En lugar de dividir una cifra dada en copias sucesivamente mdas y mds pequenas
de si mismo, podemos ampliar una figura en forma iterativa. En la Fig. 4.9.1 (q)
tenemos un arreglo cuadrado de 4% = 16 puntos, que "crece" a un arreglo de
4® = 64 puntos en la Fig. 4.9.1 (b) mediante la adicién de tres copias de si mismo
a lo largo de la parte superior y derecha del la figura. A su vez, la Fig. 4.9.1 (b)
"crece" a un arreglo de 4* = 256 puntos de la misma manera en la Fig. 4.9.1(c).
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Fig. 4.9.1

Después de n pasos, el lado del cuadrado tiene una longitud de
1+1+2+4+4+--+2" = 21 ycalculando el nUmero de puntos en el cuadrado
de dos formas conduce a

143 1+4+4%+ - +4" = 21 2 =4t

Por lo tanto
n+1 __ 1

14+4+4% 4 +4" = 3

Un patrén similar de crecimiento iterativo puede ser empleado para examinar las
sumas de los numeros triangulares T,, = 1 +2 +3 +....4+ n. Cuando n es una
potencia de 2. Por ejemplo, la parte mdas a la derecha de la Fig. 4.9.2 muestra
que

3T1+T2+T4_+T8 +3=T17 OT1+T2+T4+T8=§T17_1
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Contfinuando de esta manera, tenemos

S

1
Ty =T1+T,+Ty+ - +Tyn = §T2n+1+1 -1
k=0

4.10 Formula de Herén.

La notable férmulade Herdn g = s s—q s—b (s—c) Paraeldrea K deun

fridngulo con lados de longitud  a,b,c. y semiperimetro s = (a+b+c)/2
se puede probar por una variedad de métodos. En esta seccidén presentamos las
pruebas visuales de los dos lemas que reducen la prueba de la férmula de Heréon
a usar dlgebra elemental. Sea AABC un tridngulo de lados a,b,¢, como en la
Fig. 4.10.1 (a), y bisecar cada angulo para localizar el centro de la circunferencia
inscrita (como lo hizo Herdén). Extender un inradio (radio del circulo inscrito)
(longitud r) a cada lado del fridngulo ahora el fridngulo original queda
particionado en seis friingulos rectdngulos mds pequenos, con longitudes de los
lados como se indica en la Fig. 4.10.1 (b).

(a) " (b)

L i

Fig. 4.10.1

Lema 1: El drea K de un tridngulo es igual al producto de su inradio (radio del
circulo inscrito) y semiperimetro.

Prueba:

Como los seis tridngulos interiores son todos tridngulos rectdngulos, se pueden
organizar en un rectangulo cuyas dimensiones son r por x + y + z = s, COMO
se muestra en la Fig. 4.10.2.
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Fig. 4.10.2

Lema 2:Sia,B y y son cualesquiera dngulos positivos tales que a+ B+ y = /2
entonces tana tanf + tanf tany + tany tana = 1.

Prueba:

Primero construimos un tridngulo rectdngulo con dngulo agudo a y catetos de
longitud 1 y tan « como se muestra en la Fig. 4.10.3. Después construimos el
tridngulo rectangulo con dngulo agudo B, con catetos como se muestra en la Fig.
4.10.3; y luego el tridngulo rectdngulo mds pequeno con dngulo agudo a vy
catetos de longitud tan B y tan a tan . Por Ultimo anadir el tridngulo rectdngulo
con dngulo agudo y. Puesto que a« + B + y = m /2, la figura resultante es un
rectdngulo, y los lados verticales tienen las mismas longitudes, obteniendo el
resultado deseado.

tan a tan 8

tanatan g

sec a tan 8

tan y(tan a + tan )

—

tan a+ tan 8

Fig. 4.10.3
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Teorema (Férmula de Herén): El drea K de un tridngulo con lados de longitud
a,b,c y semiperimetros = (a + b + ¢)/2 estd dada por

K= ss—a s—b (s—c).
Prueba:

Aplicando el Lema 2 a los dngulos a, B,y y en la Fig. 4.10.1 (b) obtenemos

1 = tana tanf + tanf tany + tany tana

+

N =
KI=

+

NI =

X

<=
<=

_rx+y+z) s K?
B xXyz C xyz  sxyz

En el Ultimo paso se sigue del Lema 1. Donde el semiperimefro s satfisface
s=x+y+z=x+a=y+b=z+c deellosededuce que

K?’=sxyz=ss—a s—b (s—c)
Que completa la prueba.
4.11 La ley del paralelogramo.

sSabia usted que en cualquier paralelogramo, la suma de los cuadrados de las
diagonales es igual a la suma de los cuadrados sobre los lados?e Véase la Fig.

4.11.1:

Fig. 4.11.1
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En las préoximas cuatro figuras mostramos con una secuencia de imdgenes como
los cuatro cuadrados de los lados pueden ser transformados, usando rotaciones,
traslaciones y el teorema de Pitdgoras, en un cuadrado sobre cada una de las
diagonales.

Tenga en cuenta que en el movimiento de la Fig. 4.11.3 a la Fig. 4.11.4, movimos
dos rectdngulos de color gris claro y un cuadrado de color gris mds oscuro en el
lado izquierdo de la figura a la derecha.

Fig. 4.11.2

Fig. 4.11.3

Fig. 4.11.4
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Fig. 4.11.5

4.12 La ley del cuadrilatero.

En la seccion anterior, vimos que para cualquier paralelogramo, la suma de los
cuadrados de las diagonales es igual a la suma de los cuadrados de los lados, un
resultado que llamamos la ley del paralelogramo. Ahora generalizamos el
resultado a los cuadrildteros convexos arbitrarios.

Teorema: En cualquier cuadrildtero convexo la suma de los cuadrados de los

lados es igual a la suma de los cuadrados de las diagonales mdas cuatro veces el
cuadrado de la distancia entre los puntos medios de las diagonales. Véase la Fig.
4.12.1

aA+bP+E+d* =+ +49°

d

Fig. 4.12.1
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Prueba:

Uniendo los puntos medios de los lados del cuadrildtero a los puntos medios de las
diagonales, como se muestra en la Fig. 4.12.2 (a), se crean dos paralelogramos
con lados de longitud segun la etiqueta (recordemos que un segmento de recta
que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es paralela al tercer lado
e igual a su mitad).

(b)

Fig. 4.12.2

Aplicando la ley del paralelogramo a los paralelogramos sombreados en la Fig.
4.12.2 (a) obtenemos
a

2 2
g+hi=23 +2 5 Vg4st=2 2 42

Sumando, tenemos

2t tstihi=2 & 42 b2+2 €%
gTs =43 2 2

N
N

Uniendo los puntos medios de los lados del cuadrildtero como se muestra en la
Fig. 4.12.2 (b) obtenemos otro paralelogramo, de modo que

2 2
S+ h?=2 - +2 jz—c

N[ ®

Combinando las dos demostraciones pasadas (y eliminando fracciones)
obtenemos el resultado deseado.
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Capitulo 5. Uso didactico

En este capitulo mostraremos algunos ejemplos en donde podemos apoyarnos de
las figuras para encontrar la solucion de ciertos problemas. Para dar continuidad
al tema principal se decidié dejar al final las sugerencias diddcticas.

Para el capitulo 1.

Es recomendable desarrollar con mdas tiempo el tema de los nUmeros figurados, el
programa oficial de secundaria 2006 (vigente) marca ver sucesiones de niUmeros
mediante patrones geométricos, como una de las vias para que los alumnos
inicien la manipulacion de simbolos algebraicos. El objetivo es que los alumnos
obtengan el término “n-esimo” usando n para representar cualquier numero
entero.

Se pueden desarrollar en clase la demostracion algebraica de los nUmeros
triangulares, pentagonales y hexagonales.

En bachillerato se pueden usar las propiedades de la sumatoria para probar las
igualdades que se estudian en el capitulo 1 por induccion matemdtica. En
particular en la demostracién de la suma de numeros triangulares (ver 1.4y 1.5) se
sugiere pedir a los alumnos que hagan el desarrollo de los cortes del cubo.

Las plantillas sugeridas se muestran a continuacion (Las siguientes imagenes
fueron hechas por la alumna Elizabeth Gante Coronel a la cual agradezco su
aportacion):

Al armar tres figuras como la siguiente podemos formar un cubo. Se usd para la
suma de cuadrados, que visualizamos como una pirdmide cuadrangular (ver 1.4).
La necesidad de explicar mds claramente como se formaba la pirdmide nos llevo
a resolver el problema desarrollando la plantilla en cartulina.
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Con seis figuras armables como ésta formaremos otro cubo.

o | =
ol

Dos figuras armables como el de la izquierda y uno como el de la derecha forman
un cubo. Estas plantillas nos ayudaron a entender mejor los cortes que se hacen
en la prueba visual de la suma de los nUmeros triangulares (ver 1.5).
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Una figura como la que se muestra a continuaciéon forma otro cubo.

Mitad del cubo cortando por la diagonal de las caras

Para el capitulo 2

En el apartado 2.1 se sugiere resaltar que se parte de la conocida ilustracion
geométrica de la féormula para el binomio al cuadrado.

llustramos el Teorema de Pitdgoras dibujando sobre cada uno de los lados
poligonos reglares (ver pdgina 42). Mostramos dos ejemplo uno con fringulo
equilatero y otro con pentdgono regular.
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Para el 2.2 se sugiere usar geogebra u ofro software para explicar lo que son los
giros de una figura en torno a un punto fijo, lo que nos lleva al tema de simetria.

Para el 2.4 se usa la propiedad en donde el drea de un paralelogramo entre
paralelas se conserva si dejamos fijo uno de los lados y deslizamos el otro. Es la
esencia de la demostraciéon de Pitdgoras atribuido a Pappus.

En la seccion 2.5 nos muestra una forma bonita de frabajar Teorema de Pitdgoras
con teselados. En los libros de texto de matemdaticas para secundaria por ejemplo
“El hombre y las matemdaticas 2", ahi se ven los teselados como algo novedoso sin
embargo no desarrollan ningun resultado y los alumnos lo ven como simple
pasatiempo.

Para el tema de dreas, se usa la técnica de “cortar y pegar” que los alumnos
suelen usar de manera natural en problemas sencillos de cdlculo de dreas.

También con el Arbelos y Salinon de Arquimedes apartado 2.7, se puede motivar
el tfratamiento de problemas de dreas desde un punto de vista diferente a la
clase tradicional que puede motivar a los alumnos.

Para el capitulo 3

Podemos explicar mds a detalle las desigualdades y usar las desigualdades del
frabajo como ampliacion.

El apartado 3.1 es una bonita forma de ver también semejanza de tridngulos vy
podria ser mds atractivo para los alumnos que explicdndolo de forma tradicional.

El ejemplo 3.4 se introduciria en el tema de pendientes de rectas, para que el
alumno comprenda mejor su definicién.
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La seccién 3.6 nos muestra una forma mds sencilla de ver una aplicacion de la
integral.

El ejemplo 3.11 seria una forma mds interesante de ensenar las formulas de las
funciones trigonométricas (suma de dngulos) para salir de la rutina de los libros de
texto de trigonometria.

Para el capitulo 4

Utilizamos varias técnicas de resolucidon de problemas, es decir, reflexiones,
traslaciones, rotaciones para preservar drea y mediante alguno de los ejemplos
presentados aqui serd mds facil y menos aburrido para los alumnos introducirles
estos temas.

En el apartado 4.1 apoydndonos del programa Geogebra podemos ensenarles a
los alumnos como hacer figuras como si utilizdramos regla y compds, que seria
mucho mds divertido.

En la seccion 4.3 nuevamente hacemos uso del programa Geogebra para la
realizacion de los teselados y hacer mds agradable las actividades geométricas.

Podemos iniciar con un fratamiento mdas elemental de las series geométricas vy
mdas adelante ilustrarlas como en el trabajo.

Para el 4.3 usamos el programa Geogebra para hacer los mosaicos y explicar de
forma mds sencilla sus Teoremas.

Para el 4.8 mediante procedimientos iterativos podemos intfroducir el tema de
series.

A continuacidn veremos algunos ejercicios en donde se emplean las tfraslaciones
y rotaciones de dreas para su resolucion y la “técnica de cortar y pegar” para
resolver problemas de cdlculo de dreas es natural para los jévenes.

1.-El lado del cuadrado es igual a 10cm. se frazan dos semicirculos con didmetro
en uno de los lados. Hallar el drea sombreada.
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2.-En el diagrama, los cinco circulos tienen el mismo radio, y se focan como se
muestra. El cuadrado pequeno se une a los centros de los cuatro circulos
exteriores. La razén del drea sombreada de todos los circulos al drea no

sombreada es: e —
4 \ / N\
/ \ / N
/ \ / \
\ — \
\ /‘ - /
\\\ -~ y//
s//// J/ \\\‘:
‘ — |
A A X 7

3.-En el diagrama, cada circulo es dividido en dos dreas iguales y O es el centro
del circulo mayor. El drea del circulo mds grande es é4tr. El drea total de la region
sombreada es:

4.-La estrella hexagonal de la figura tiene 12 cm? de drea. 3Cudl es, en cm?, el
drea del hexdgono regular circunscrito?

\\\\(//, ~ \‘y 3 /

5.-Estos tres hexdgonos regulares son del mismo tamano. X, Y, Z representan las
dreas de las zonas sombreadas. 3Cudl de las siguientes afirmaciones es
verdadera?

<t // b \ << B S
/ ) \ \/\(
/ \ o
/ : \ /// \\‘
\\\ M /// < >
. \\ /// = i /
U \ &
¥
X Y Z
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A) X es igualaY perono aZ B) XesigualaZperonoaY C)Yes
igual a Z pero no a X

D) X, Yy Zson las tres iguales E) X, Yy Zson las tres distintas.

6.-En una circunferencia hay inscrito un cuadrado de lado “a” y sobre sus lados
hemos dibujado semicircunferencias como indica la figura. 3Cudl es el drea de la
zona sombreada? e \

7.-Si el drea del hexdgono exterior de la figura es 3 cm?, el drea de la estrella
inferior en mm2, es:

7R
_/ N,
\ /
/ \

8.- Cuatro cuartos de circulo son dibujados de cada vértice en un cuadrado
unitario. Encuentra el drea de la regidon sombreada.

9.- El punto O es el centro del pentdgono regular y el punto G es punto medio de
uno de los lados. 3Qué porcentaje del total del pentdgono es la region
sombreada?
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10.- Bl drea del cuadrado es 36cm? hallar el drea del circulo.

11.- Hallar la razén del area sombreada al drea blanca.

a)

Ejemplos Avanzados

Como mencionamos con anterioridad un ejemplo puede ser que los alumnos en
muchas ocasiones no pueden visualizar la figura para determinar el volumen de la
interseccion de dos cilindros o el volumen del toro (que vienen propuestos en las

paginas 463 y 464 del libro de cdiculo de James Stewart), Unicamente
mostraremos las figuras.

Interseccidn de dos cilindros.
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Toro

circunferencia

o

eje de

generadora

rotacion
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Conclusiones.

“La visualizacion es un catalizador bdsico para el entendimiento y la memoria, sin
ella nuestro cerebro debe trabajar mds duro para entender conceptos y
habilidades, tendriamos una tendencia a rechazar los contenidos de
entendimiento presentados sin ellos. La visualizacion usada antes de la discusion
simbdlica incrementa la probabilidad de que los estudiantes recuerden los
conceptos matematicos que estan siendo ensenados.

No hay nada como una demostracion visual para que un resultado matemdadtico
quede suficientemente claro. Las demostraciones analiticas son necesarias, tienes
sus ventagjas, pero si mediante un dibujo podemos ver el resultado, podemos
admirar mucho mas su belleza y dicho resultado se nos acaba quedando mucho
mejor”. E. D. LAUGHBAUM

Por desgracia no podemos demostrar de manera visual todo resultado
matematico (o si, quién sabe). Ademds, aunque tengamos un grdfico explicativo
del mismo siempre nos hard falta una demostracion formal que nos asegure que
dicho resultado es cierto. De todas formas, eso no resta ni un dpice de belleza a
las demostraciones visuales.

Medina [9] explica 12 principios en relacidn con el aprendizaje, entre ofros
comentamos rdpidamente el Principio 4: “No prestamos atencion a las cosas
aburridas”. Principio 9: “Estimule mds sentidos”. Principio 10: “La vista domina todos
los sentidos”. Esto resalta la importancia de la visualizacion.

Para el principio 9 propone ademdads las siguientes reglas para elaborar buenas
presentaciones.

1. Los estudiantes aprenden mejor de las palabras y las imdgenes que de las
palabras solas.

2. Los estudiantes aprenden mejor cuando se les presenta simultGneamente
palabras e imagenes que se corresponden, que cuando se les presenta
sucesivamente.

3. Los estudiantes aprenden mejor cuando se excluye material superfluo en
lugar de incluirlo.

4. Los estudiantes aprenden mejor de la animacioén y la narracién que de la
animacién con texto en pantalla.

El Principio 10. Cuanto ma&s visual sea la informacion recibida, mayores serdn las
probabilidades de que sea reconocida y recordada. Este fendbmeno es tan
dominante que ha recibido un nombre propio: efecto de superioridad pictérica.

Los maestros deberian aprender por qué las imdgenes captan la atencion de los
alumnos.

“Cuando se requiere explicar un concepto, es mas facil hacerlo si se dispone de
una imagen, a cuando se carece de ella”.
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