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LII
La eleccién del maestrdl

1.;Qué es esto, Lucilio, que cuando nosotros nos inclinamos hacia un sitio,
nos atrae a otro y nos empuja hacia alli de donde deseamos apartarnos?
., Qué es lo que lucha contra nuestra alma y no nos permite que queramos
nada una vez para siempre? Fluctuamos entre varios propdsitos; no quere-
mos nada libremente, nada absoluto, nada perpetuo. — 2. <<Es — dices —
la estulticia, que no permanece firme en nada, nada le agrada durante mu-
cho tiempo.>> Pero, jcomo o cuando desprendernos de ella? Ninguno por
si mismo se basta para desprenderse de ella; es necesario que alguno eche la
mano, que alguno eduque. — 3. Epicuro dice que algunos llegaron a la ver-
dad sin ayuda de nadie, que ellos mismos se hicieron el camino; a éstos los
halaga en gran manera, a estos que tuvieron la decision por ellos mismos,
que se entregaron a ellos mismos; [sigue diciendo] que algunos necessitaron
ayuda ajena; no hubiesen ido si nadie les hubiese precedido, pero siguieron
bien; de entre éstos, dice que estaba Metrodoro; ingenio éste noble, pero de
segunda linea. Nosotros no somos de aquella primera linea, pero bien nos
trata si somos admitidos en la segunda. Ni siquiera desprecies a ese hombre
que puede salvarse por el favor de otro; y el querer salvarse [ya] es mucho
esto. — 4. Ademads de estas [dos categorias de hombres] encontrarés otra clase
de hombres que no han de desdenar la de aquellos que pueden ser obligados
e impelidos al bien, quienes no sélo necesitan un guia, sino de uno que los
ayude y, por asi decirlo, que los obligue; ésta es la tercera categoria. Si buscas
un ejemplo de ésta, Epicuro dice que Hermaco fue de esa clase. Asi, pues,
felicita al primero, [pero] admira més al segundo; pues aunque uno y otro
llegaron al mismo fin, sin embargo, es mayor la alabanza al haber llevado a
término lo mismo en una materia, [esto es, en un hombre|, mas dificil [de
manejar]. — 5. Pues piensa que han sido levantados dos edificios, dispares
desde sus cimientos, igualmente elevados y magnificos. El uno recibié unos
cimientos solidos; alli crecié en seguida la obra; al otro fatigaron los cimientos
sobre tierra humeda y blanda y quedé agotado por mucho esfuerzo mientras
se llega a suelo firme. La parte grande y mas dificil del segundo queda oculta
para el que contempla lo que hicieron el uno y el otr(ﬂ — 6. Algunos tempe-

1Séneca, Cartas a Lucilio, prélogo y traduccion literal del latin por Vicente Lopez Soto,
Juventud, 3a. ed., Espana, 2006, Col. “Libro de bolsillo Z”.

2Texto dudoso, pero no si argumentamos asi: << A la vista, los dos han realizado su
obra, pero se ignora el esfuerzo del segundo.>> [Nota del traductor]
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ramentos [son| faciles y dispuestos; otros, como dicen, deben manejarse con
esfuerzo y preocupacion por sus cimientos. Asi, pues, yo llamaré mas feliz al
que no tuvo dificultad consigo mismo, [pero] ha merecido méas por si mismo
el que ha vencido la malignidad de su naturaleza y no se ha encaminado, sino
que ha ido arrastrado hacia la sabiduria. — 7. Conviene que sepas que este
temperamento duro y penoso se nos ha dado a nosotros; caminamos a través
de obstaculos. Asi, pues, luchemos y reclamemos la ayuda de algunos. <<;A
quién reclamaré?>>. dices. A uno u otro. Pero tu dirigete a los primitivos,
que estédn desocupados; [pues] no pueden ayudar solamente los que existen,
sino también los que existieron. — 8. Pero dentro de esos que existen elijamos
a los que no atropellan con gran celeridad las palabras y quieren manejar
los lugares comunes y son rodeados por gente vulgar, sino a los que ensenan
[con la ejemplaridad de| su vida, a los que cuando dijeron qué debe hacerse lo
prueban con [la conducta de] su vida; qué debe evitarse y no son sorprendidos
nunca en lo que dijeron que debe evitarse. Elige como ayuda al que mas ad-
mires, cuando lo veas que cuando lo oigas. — 9. Y no por eso te prohibiré que
también oigas a los que tienen la costumbre de admitir y disertar con el
pueblo, con tal que con este propésito acudan al pueblo, el de que lleguen a
ser mejores y los hagan, si no hacen esto por ambiciéon. Pues, ;qué cosa es
mas vergonzosa que la filosofia tratando de obtener aclamaciones? ;Acaso el
enfermo alaba al médico que corta [un miembro]? — 10. Callad, acoged favora-
blemente y prestaos a la curacion; aunque me aclamarais, no lo escucharé de
otra forma que si gimierais al poner el dedo [en la llaga] de nuestros vicios.
. Queréis atestiguar que atendéis y os conmovéis por la grandeza de las cosas?
Sea pues. ;jPor qué no lo he de permitir que jusguéis y aportéis el sufragio de
lo [que es] mejor? En la escuela de Pitdgoras, los discipulos debian guardar si-
lencio cinco anos. Por tanto, jcrees que se les permitié a ellos hablar y alabar
en seguida? — 11. Mas, jcudn grande es la demencia de aquel al que despiden
sonriente del auditorio las aclamaciones de los ignorantes! ;Por qué te ale-
gras de haber sido alabado por estos hombres, a los que ti mismo no puedes
alabar? Fabiano, hablaba al pueblo, pero era escuchado con discrecién; de
vez en cuando surgia una gran aclamacion de los que alaban no el tono del
discurso pronunciado de modo inofensivo y flojo, sino el que habia evocado
la grandeza de las ideas. — 12. Hay una diferencia entre la aclamaciéon de
un teatro y [la] de una escuela; pues existe también alguna licencia en la
alabanza. Todas las cosas, si se observan, tienen sus indicios, y es posible
tomar argumento, [para conocimiento| de las costumbres, de las cosas més
insignificantes: al impudico lo descubre el modo de andar, un movimiento
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de la mano, a veces una respuesta, un dedo llevado a la cabeza, un [cierto]
movimiento de los ojos; la risa delata al malvado; el rostro y su porte al de-
mente. Esas cosas, pues, se ponen de manifiesto por sus sintomas. Sabrés cudl
es cada uno si observas de qué modo alaba, de qué modo es alabado. — 13.
Por aqui y por alld un auditorio multimillonario amenaza al filésofo, y sobre
su cabeza posa una muchedumbre de admiradores; no es alabado él entonces,
si lo comprendes bien, sino que es aclamado. Déjese ese griterio para aquellas
profesiones que tienen como fin agradar al pueblo, adérese a la filosofia. — 14.
Se habra de permitir a los jévenes seguir alguna vez los impulsos del corazon,
mas entonces cuando hagan esto por impulso, cuando no puedan imponerse
a sl mismos silencio; tal alabanza es como un estimulo para el auditorio y
obra de manera estimulante para los jovenes. Conmuévanse por las ideas, no
por las palabras altisonantes; por otra parte, la elocuencia perjudica, si no
les facilita el deseo de la verdad, sino el de si misma [la elocuencial. — 15.
Ahora aplazaré esa cuestion, pues exige un propio y extenso planteamiento
de cémo debe hablarse al pueblo, qué debe permitirsele a él ante el pueblo y
qué al pueblo delante de él. No habra duda de que la filosofia ha sufrido dano
después de que se la ha prostituido; pero puede mostrarse en su santuario,
con tal que la lleve no un vendedor ambulante, sino un maestro.






Introduccion

El estudio formal de los grupos topolégicos se remonta al articulo de Leja,
Sur la notion du groupe abstrait topologique [10], presentado en 1927, en el
cual se establece por primera vez la definicién de grupo topolégico, aunque
los problemas relacionados a esta estructura aparacen dentro del analisis
con el desarrollo de los grupos de Lie y varias de sus propiedades. Como
es de esperar, la combinacién de la estructura algebraica de grupo con la
estructura de espacio topologico ha dado lugar al crecimiento de una rama de
la Matematica en la cual convergen al menos tres areas: Algebra, Topologia y
Anélisis, lo que muestra, per se, la riqueza del concepto de grupo topolégico.

Uno de los propoésitos de esta tesis es explorar algunas de las propiedades
bésicas de grupos topoldgicos, pues se obtienen resultados sorprendentes
con muy poca herramienta matematica, por ejemplo, es muy facil demostrar
que todo grupo topoldgico es un espacio homogéneo, lo cual no ocurre con
cualquier espacio topoldgico, ademas, se pueden construir subgrupos con
propiedades fuertes con poco esfuerzo (relativamente). También, respecto a
las propiedades de separacién se tienen hechos maravillosos, por ejemplo, si
un grupo es Ty entonces es un espacio de Tychonoff, lo cual permite estudiar,
de manera més o menos sencilla, cualquier grupo topoldgico.

Otro de los propésitos es estudiar cémo algunas propiedades de finitud so-
bre grupos topolégicos se relacionan con la compacidad. Por ello se vuelve
pertinente la revisién de los FC-grupos, cuyo origen se debe a Usikov a
partir del estudio, en la década de los 60’s, de grupos conexos, grupos con
un subgrupo abierto y compacto, y el grupo cociente G /Gy, donde Gy es la
componente conexa del elemento identidad. Es importante mencionar que
Grosser y Moskowitz generalizaron el concepto en su articulo Compactness
conditions in topological groups [6] con el fin de obtener resultados menos
restrictivos acerca de compacidad en grupos topologicos.

Ya que uno de nuestros intereses es la Teoria de Categorias, una manera

XI
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de relacionarlo con la Teoria de Grupos Topoldgicos y, en particular, con la
compacidad en grupos topologicos es mediante el estudio de la compacidad
categdrica. El Teorema de Kuratowski-Mréwka (ver Teorema carac-
teriza la compacidad en el caso de espacios topologicos de Hausdorff, a la
vez que sugiere una manera de definir la compacidad categorica en grupos
topologicos: Un grupo G de Hausdorff es categoricamente compacto, abre-
viado c-compacto, si para cualquier grupo H se cumple que la proyeccion
canonica 7y : G X H — H manda subgrupos cerrados de G x H en subgru-
pos cerrados de H. A primera vista no aparece ningiin concepto categérico,
pero al observar en detalle notamos que en la definicion dada antes requiere,
al menos, de las siguientes condiciones dentro de una categoria arbitraria:
a) productos finitos, b) subobjetos, ¢) imagenes de subobjetos bajo morfis-
mos, y d) una nocién de subobjeto cerrado. Manes dio una definicién de
c-compacidad en los siguientes términos: Un objeto X es c-compacto si la
proyeccion my @ X X Y — Y es un morfismo c-cerrado para cada Y. Sin
embargo, esta definicién resulté incompleta en el sentido de la existencia de
espacios compactos no c-compactos. Lo anterior motivé a Dikranjan y Giuli
a proponer una formulacién distinta que ha resuelto el problema anterior y
algunos otros: Un objeto X es c-compacto si la proyeccion my : X XY — Y
es un morfismo c-preservador para cada Y. Para mas detalles remitimos al
lector al Appendix de [12] y al libro de Dikranjan y Tholen [3].
Justamente el problema de definir correctamente la c-compacidad para re-
cuperar el sentido topoldgico de compacidad (con la idea de hacer topologia
en una categoria), lleva de la mano a un problema interesante: En la ca-
tegoria de los Grupos Topolégicos, ;la c-compacidad coincide con
compacidad? Dikranjan y Uspenskij en [4, Question 5.2] se preguntaban
acerca de la existencia de un grupo discreto infinito y c-compacto, ya que ello
daria una respuesta negativa a la pregunta planteada. Fue en 2013, cuando
Klyachko, Yu y Osin respondieron afirmativamente a Dikranjan y Uspenskij
en [9], con lo cual el problema que persiste es el siguiente: {En qué clases
de grupos topoldégicos la compacidad coincide con compacidad?. En
[4] se exhiben varios ejemplos de clases de grupos en las cuales c-compacidad
coincide con compacidad, a la vez que se desarrollan conceptos mas laxos,
los cuales son estudiados a profundidad en Chapter 4 de [12].

En consideracion a este preambulo la presente tesis se estructura de cuatro
capitulos. El primer capitulo es de preliminares, donde se aprovecha para es-
tablecer convenciones acerca de notacién y conceptos algebraicos y topoldgi-
cos que seran utilizados a lo largo de este trabajo. También, se presentan
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algunas propiedades de los espacios compactos de Hausdorff. Este capitulo
es pertinente debido a la polisemia existente en la literatura, principalmente
en lo que respecta a los axiomas de separacion.

El Capitulo |2 es una introduccién a la Teoria de Grupos Topoldgicos; esto se
hace con dos objetivos: 1) mostrar algunos de los resultados elementales de
la teoria, y 2) exhibir algunas de las técnicas de trabajo con grupos topoldgi-
cos. Para el desarrollo de este capitulo se sigui6 el orden dado en [I8] en vez
del dado en [7], y se combiné con la presentacién dada en [12]. También se
revisé el excelente texto [I], el cual se recomienda al lector interesado en es-
tructuras mas laxas (semigrupos topoldgicos, grupos casitopoldgicos, grupos
semitopolégicos, etc.) o en estructuras mas restrictivas (anillos topolégicos,
campos topoldgicos, etc.).

El primer acercamiento al problema que nos interesa se presenta en el Capitu-
lo , donde se estudian los FC-grupos y algunas de sus propiedades princi-
pales. Asimismo, se aprovecha este capitulo para introducir la nocién alge-
braica de extension y se le relaciona con la estructura de grupo topoldgico.
En el Capitulo 4] se tratan los conceptos necesarios para atacar el problema
de la c-compacidad. Al principio se define el concepto de c-compacidad y
se estudian algunas de sus propiedades elementales, para luego dar un salto
conceptual que permita observar las similitudes con la compacidad, como lo es
la caracterizacion con filtros especiales de la c-compacidad y su relacion con el
Teorema de Tychonoff (respecto a productos). La segunda parte del capitulo
se dedica a revisar algunas clases de grupos en las cuales la c-compacidad
coincide con la compacidad usual; esta seccion se concluye con la presentacion
de una clase més en la cual se verifica esta equivalencia: la clase de los FC-
grupos localmente compactos.

Se incluyen tres apéndices con la finalidad de hacer autocontenido este tra-
bajo. En el Apéndice [A] se da una revisién a la topologia compacto-abierta
para lograr que el grupo de automorfismos de un grupo topolégico. También
se introducen acciones de grupo sobre espacios topologicos con la finalidad de
simplificar la construccién del producto semidirecto de grupos topoldgicos.
Aqui se sigue la construccién realizada en [16, Chapter C].

El Apéndice [B] versa sobre compleciones de grupos topoldgicos, y en él se de-
muestra que cualquier grupo topoldgico admite una complecion en el sentido
de Raikov y ademds se prueba que cualquier grupo localmente compacto es
completo. En la escritura de este apéndice se sigui6 el desarrollo de [12] por
su concision, aunque para un estudio profundo de estructuras uniformes y
compleciones remitimos al lector a [15].
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El 1ultimo apéndice difiere de todo el contenido anterior por su tematica
puramente algebraica. La primera parte se dedica a revisar la condicién de
finitud local en un grupo, ya que en los grupos infinitos localmente finitos
tiene lugar la existencia de subgrupos abelianos infinitos. En la segunda parte
se estudia la contraparte algebraica de los FC-grupos, los FC-grupos, con
la finalidad de permitir una prueba del Teorema principal de esta tesis. Es
de notar, que los FC-grupos finitos son, salvo por la estructura topolégica,
FC-grupos.
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Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es establecer convenciones acerca de los conceptos
que seran utilizados. En principio, consideraremos que el lector esta familia-
rizado con los conceptos basicos de Teoria de Conjuntos, Teoria de Grupos
y Topologia.

Usaremos los simbolos usuales de la Teoria de Conjuntos, en particular, N de-
nota al conjunto de niimeros naturales sin el cero y w al conjunto de niimeros
naturales con cero. Como es habitual Z,Q, R denota a los niimeros enteros,
los niimeros racionales y los nimeros reales, respectivamente. También, si X
es un conjunto, 1x : X — X denota a la funcién identidad y en caso de
conjuntos con estructura donde el conjunto subyacente sea el mismo pero no
la misma estructura usaremos idy para referir la funcién identidad. Para una
revision intuitiva y réapida referimos al lector al capitulo de preliminares de
[2.

Respecto a Teoria de Grupos usaremos (G, -) para denotar un grupo y, en ge-
neral, emplearemos las definiciones y teoremas dados en [14], con la salvedad
de que el producto directo de grupos sera entendido como el producto carte-
siano con las operaciones coordenada a coordenada, y al subgrupo formado
por los elementos cuyas entradas son casi todas identidad salvo una can-
tidad finita le llamaremos suma directa. Asimismo, cambiamos la notacion
algebraica de dicha referencia por la notacién presentada aqui.

Para la parte de Topologia usaremos principalmente [17] y la complementare-
mos con [5]. Con V% (x) denotaremos a la familia de vecindades abiertas de
x en el espacio topolégico X y cuando no haya lugar a confusién se em-
pleard solamente V° (z), también, intx (A) y clx (A) denotan el interior y la
cerradura de un conjunto A en un espacio X, respectivamente, y si no hay
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ambigiiedad se omite el subindice. Cuando no se especifique la topologia de
un espacio X se usara Ty para referirse a ella.

En la siguiente seccién se presentan algunas definiciones con la finalidad de
aclarar en qué sentido se usa cada concepto en consideracién a la variedad
de significados que aparecen en la literatura. También se establecen algunos
teoremas que seran empleados en algunas pruebas, los cuales son bien conoci-
dos y por ello se omite su prueba y se invita al lector a consultar las pruebas
respectivas en las referencias indicadas al inicio de este parrafo.

1.1. Algunas propiedades de espacios com-
pactos de Hausdorff

En primer lugar, y con la finalidad de hacer uniforme establecemos el voca-
bulario que emplearemos acerca de los axiomas de separacion.

Definicién 1.1. Sea X un espacio topolégico.

(1) X es un espacio Tqo si para cualesquiera x,y € X con x # y se cumple
que existe U € 1x tal que contiene a uno de los puntos x o y pero no
al otro.

(2) X es un espacio Ty si para cualesquiera x, y € X con x # y se cumple
que existen U, V € 1x tales que x e U\'V yy e V\U.

(8) X esun espacio Tq o espacio de Hausdorff si para cualesquiera x, y €
X conx #y existen U,V € 7x tales quex e U, y eV yUNV = @.

(4) X es un espacio regular si para cualesquiera F' C X cerrado y x €
X\ F, existen U, V € Tx tales quex € U y F C V.

(5) X es un espacio T3 si X es reqular y Tj.

(6) X es un espacio completamente regular si para cualesquiera FF C X
cerrado y x € X \ F existe una funcion continua f : X — [0,1] tal

que f(z) =0y f(F) C {1}

(7) X es un espacio T35 o0 espacio de Tychonoff si X es completamente
reqular y T .
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(8) X es un espacio normal si para cualesquiera dos cerrados ajenos Fy y
Fy en X exmisten dos abiertos ajenos U y V' tales que Fy C U y Fy, C V.

(9) X es un espacio T4 si X es un espacio normal y T;.

Tenemos una caracterizacién de espacios de Hausdorff en términos de filtros.

Teorema 1.2. Sea X un espacio topologico. X es de Hausdorff si y solo si
todo filtro en X tiene a lo mds un punto limite.

El siguiente teorema muestra una importante relacion entre axiomas de se-
paracion, axiomas de numerabilidad y espacios métricos.

Teorema 1.3. [de metrizacion de Urysohn] Sea X un espacio topoldgico.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es T3 y es sequndo numerable.

(2) Eziste una inmersion de X en [0,1]* (donde [0, 1] tiene la topologia
heredada de (R, Tg)).

(3) X es metrizable y separable.

A continuacién se presenta uno de los conceptos mas importantes en Topologia
general, en torno al cual gira el presente trabajo.

Definicién 1.4. Sea X un espacio topologico. X es compacto si cualquier
cubierta abierta de X posee una subcubierta finita.

Ahora revisemos algunas de las propiedades elementales de la compacidad.
Teorema 1.5. Sea X un espacio topologico compacto.
(1) Si FF C X es cerrado en X, entonces F es compacto.

(2) Si f: X — Y es una funcion continua y sobreyectiva, entonces Y es
compacto.

El siguiente resultado muestra que los subespacios compactos se comportan
como puntos.
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Teorema 1.6. Sea X un espacio topologico.

(1) Si X es Ty y K1 y Ky son subespacios compactos ajenos, entonces
existen subconjuntos abiertos ajenos A y B de X tales que K1 C A y
K, C B.

(2) Si X esTs, K es subespacio compacto y F' es un subconjunto cerrado de
X tales que K N F = @, entonces existen subconjuntos abiertos ajenos
Ay B de X tales que K C Ay F CB.

(3) Si X es compacto y Ty, entonces X es Ty.
Teorema 1.7. Sean X y Y espacios topoldgicos.
(1) Si X es Ty y K C X es compacto, entonces K es cerrado.

(2) Si X es compacto, Y esTo y f: X — Y es una funcion biyectiva y
continua, entonces f es homeomorfismo.

Una familia F de X tiene la propiedad de interseccién finita si cualquier
subfamilia finita 7' de F tiene interseccién no vacifa. Con esto también se
puede caracterizar a la compacidad.

Teorema 1.8. Un espacio topologico X es compacto si y solo si para cual-
quier familia F de cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita
se cumple que NF # &.

Como es de esperar, la compacidad es una propiedad que “se comporta bien”
con respecto a productos.

Teorema 1.9. Sea {X,}acr una familia de espacios topolégicos. El espacio
[I,c; Xa es compacto siy solo si para cualquier oo € I se cumple que X, es
compacto.

Ahora daremos una caracterizacion de la compacidad en términos de filtros.

Teorema 1.10. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) X es compacto.



1.1 Algunas propiedades de espacios compactos de Hausdorff 5

(2) Cualquier filtro en X tiene un punto de acumulacion.

(3) Cualquier ultrafiltro en X converge.

Un concepto relacionado con la compacidad es el siguiente.

Definicién 1.11. Un espacio topologico X es localmente compacto si
para cualquier x € X existen U € V°(z) y K C X compacto tales que
UCK.

Ahora enunciamos algunas de sus propiedades importantes.
Teorema 1.12. Sea X un espacio topologico T.

(1) X es localmente compacto si y sdlo si para cualquier x € X eziste
U € V° (x) tal que clx (U) es compacto.

(2) X es localmente compacto si y sdlo si cualquier x € X posee una base
local de vecindades compactas.

(8) Si X es localmente compacto y A C X es abierto en X, entonces A es
localmente compacto.

(4) St A C X es localmente compacto y denso en X, con X localmente
compacto, entonces A es abierto en X.

Teorema 1.13. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios topoldgicos
continua, abierta y sobreyectiva. St X es localmente compacto, entonces Y
es localmente compacto.

Observemos que la compacidad local “se porta bien” con respecto a los pro-
ductos.

Teorema 1.14. Sea { X, }acr una familia de espacios topoldgicos. El espacio
[I.c; Xa es localmente compacto siy sélo si para cualquier o € I se cumple
que X, es localmente compacto y casi todos los X! s son compactos salvo una
cantidad finita de ellos.

Los siguientes dos resultados muestran propiedades adicionales de espacios
compactos y localmente compactos. Se incluyen sus pruebas porque muestran
algunas técnicas de construccién.
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Teorema 1.15. Sea X un espacio topologico compacto. Si § es una familia
de subconjuntos cerrados de X, F = N§ y O es un conjunto abierto en X
tal que I estd contenido en O, entonces existe una subfamilia finita $ de §
tal que N$ estd contenido en O. Si ademds la interseccion de cualesquiera
dos elementos de § contiene a un tercer elementos de §, entonces existe un
elemento de § contenido en §.

Demostracién. Sea § = {(X \ O)NA| A € §}. Como O es un subconjunto
abierto de X, entonces X \ O es cerrado en X, luego, §’ es una familia de
cerrados de X. Ya que

NF=X\O)NNF=(X\O)NF =g

y X es compacto, se sigue que §’ no tiene la propiedad de interseccién finita.
Asi, existen Ay,..., A, € § tales que N7, (X \O)NA4;) = @, es decir,
(X\O)NnN,A; = &. Luego, si H = {A;|i € {1,...,n}}, se tiene que
nHn C 0.

Para la segunda parte notemos que podemos considerar

(AN A) NN (A N Ay) C O,

y como por hipétesis para cada par existe F(;;11) € § tal que F(;;11) C
A;N A, parai € {1,...,n— 1}. Luego consideramos la interseccién de los
Fli,iv+1)’s por parejas y repetimos el proceso una cantidad finita de veces para
obtener G € § tal que G C O. O

Teorema 1.16. Sea X un espacio topologico de Hausdorff.

(1) Si X es compacto entonces para cada x € X la componente conexa de
x coincide con la interseccion de los conjuntos cerrados y abiertos (al
mismo tiempo) que contienen a x, es decir,

C,=N{ACX|AeV°(z) y A es cerrado}.

(2) Si X es localmente compacto y totalmente disconezo, entonces la fa-
milia de subconjuntos compactos y abiertos es una base para X .

Demostracién. Sean v € X, A={AC X|AeV°(x) y Aes cerrado}
y D =nNA . Como D es intersecciéon de cerrados, se sigue que D es cerrado
en X. Ademads, como C, es cerrado, se tiene que para cada A € A se cumple
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C,=AnNC, C A porque C, es conexo, es decir, C, C A. De lo anterior se
obtiene que C, C D.

Mostraremos que D es conexo y por la maximalidad de C, se obtendra que
D = C,. Sea B un subconjunto cerrado y abierto de (D, 1p) tal que = € B,
se probara que B = D.

Como B es cerrado en D y D es cerrado en X, entonces B es cerrado en X,
analogamente, D \ B es cerrado en X. Como X es compacto y T5, entonces
X es Ty (Teorema [L.6|[3)), por lo cual existe U € 7y tal que B C U y
cdx (U)n(D\ B) =o.

Ya que B C U, entonces D\ U C D\ B, de donde

DA (clx (U)\U) = DnNelx (U)N (X \U)
— ¢l (U) N (D\ V)
gch(U)ﬂ(D\B),

es decir, DN(clx (U)\ U) C clx (U)N(D \ B). Puesto que clx (U)N(D \ B) =
@, se sigue DN (clx (U)\U) = @.
También se cumple que

N{AN(clx (U)\U)|A € A} = (N)N(clx (U)\ U) = DN(elx (U) \ U) = 2,

y como clx (U)\ U es cerrado en X, entonces {AN (clx (U))| A € A} es una
familia de cerrados de X, y ya que X es compacto, se obtiene que dicha familia
no posee la propiedad de interseccién finita, lo cual implica la existencia de
Ay, Ay € A tales que NP (AN (clx (U)\U)) = @.

Claramente C' = NI A; € 2. Se afirma que C Nclx (U) = CNU. Ya que
trivialmente se cumple CNU C C'Nely (U), resta probar la otra contencién.
Supongamos que existe x € C' Nclx (U) con x ¢ C N U, esto implica que
z e CN(cx (U)\U) = @, esto es una contradiccién. Por lo tanto se tiene
la igualdad afirmada. De lo anterior se tiene que C' N U € 2 porque es
interseccién finita abiertos, interseccién de cerrados en virtud de la igualdad
anterior y contienen a x.

Por lo dicho antes, D C CNU C U, es decir, D\ B C U. Ahora, si D\ B # &
se obtiene una contradiccién con clx (U) N (D \ B) = &, en consecuencia,
D\ B = @, esto es, D = B. Por lo tanto, D es conexo.

Supongamos que (X, 7x) es localmente compacto y totalmente disconexo.
Seax € X y U € V°(x). Sin pérdida de generalidad supongamos que clx (U)
es compacto. Por (1), para cada y € clx (U) \ {z} existe un subconjunto
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cerrado y abierto V,, tal que V, C ¢l, (U),y ¢ V, y = € V,. Notemos que
NyeaxwnoVy \U C U\ U = @ y también V, \ U es cerrado en el espacio
compacto clx (U) \ U. Por esto, existe un subconjunto finito F' de X tal
que NyerV, \ U = @. Asi, V = NyepV, es cerrado porque es interseccién de
cerrados, es abierto porque es interseccion finita de abierto y x € V C U. U

Ahora presentamos una clase de funciones entre espacios topolégicos con
propiedades muy especiales y que relacionan compacidad con preimagenes.

Definicién 1.17. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre espacios
topoldgicos. [ es una funcion perfecta si f es una funcion cerrada y para
cualquier elemento y de Y se cumple que f~1 (y) es compacto en X.

Teorema 1.18. Sea f: X — Y es una funcion entre espacios topoldgicos.
Si f es una funcion cerrada, entonces para cualquier subespacio L de Y se
cumple que la restriccion flg-iry : f~1 (L) — L es cerrada.

Teorema 1.19. Sea f : X — Y una funcion perfecta. Se cumple:

(1) Para cualquier subespacio cerrado A de X, la funcion fla : A — Y
es perfecta.

(2) Para cualquier subespacio B de Y, la funcion f|p-1py: 71 (B) — B
es perfecta.

Teorema 1.20. Sea f: X — Y wuna funcion perfecta y sobreyectiva. Si 'Y
es compacto, entonces X es compacto.

Corolario 1.21. Sea f : X — Y una funcion entre espacios topolégicos. Si
f es perfecta, entonces para cualquier subespacio compacto Z de'Y se cumple
que f~1(Z) es compacto en X.

El siguiente resultado es 1util al trabajar productos finitos de compactos con
cualquier espacio.

Lema 1.22. Sean X y Y espacios topologicos, A subconjunto de X y y un
punto deY . Si A es compacto, entonces para cualquier subconjunto W abierto
en X XY tal que A x {y} C W existen U abierto en X y V abierto en'Y
tales que A x {y} CUxV CW.
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Concluimos este capitulo con el Teorema de Kuratowski-Mrowka, el cual es
una caracterizacién de compacidad en términos de funciones.

Teorema 1.23. [de Kuratowski-Mréwka] Sea X un espacio topoldgico de
Hausdorff. X es compacto si y solo si para cualquier espacio topolégico Y la
sequnda proyeccion my 1 X XY — Y es cerrada.

Demostracién. (a) Supongamos que X es compacto. Sea F© C X x Y
cerrado. Sea y € Y \ m (F). Como X xY C (X xY)\ F, en virtud del
Lema [1.22 se tiene que existen U abierto en X y V abierto en Y tales que
Xx{yt CUXxV C (XxY)\F,lo cual implica que X x VN F = @,
de donde se sigue que m (F) NV = @, estoes, y € V C Y \ my (F). Asi,
Y \ 7 (F) es abierto, de donde se sigue que 7 (F') es cerrado. Por lo tanto,
9 es cerrada.

(b) Probaremos el reciproco. La demostracién se hard por contradiccion.
Supongamos que X no es compacto. Sea {F, },e; una familia de conjuntos
cerrados en X con la propiedad de interseccion finita tal que Nyer F,, = 9.
Consideremos 9 ¢ X y definamos sobre Y = X U{y,} la siguiente topologia

v ={A C Y] existen {a;}1; C Iy K C X tales que
A={yp}UKUN,F,}UP(X).

Como todo subconjunto de X que no contiene a yq es abierto y NperFoy = 9,
se tiene que Y es Tj.

Ahora, F' = clxxy ({(z,z) |z € X}) es cerrado en X X Y, entonces my (F)
es cerrado en Y y X C my (F). Como yp € m (F) = cly (X) =Y, existe
zo € X tal que (zg,y0) € F. De aqui, para cualesquiera U € V (o) y o € T
se cumple que [U x ({yo} U F,)] N{(z,z)|x € X} # @. Asi, para cualquier
a € I se tiene que U N F,, # &, lo cual implica que xo € F,, para cualquier
a € 1, esto es, xg € NyerFl, 1o cual es una contradiccion.

Por lo tanto, X es compacto. Il
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Capitulo 2

Conceptos basicos acerca de
grupos topoloégicos

En este capitulo se presentan algunas propiedades basicas de grupos topolégi-
cos. La mayoria de los resultados fueron ordenados de acuerdo a como apare-
cen en [I8], aunque también pueden encontrarse en [7] en un orden diferente
y algunos de ellos en versiones méds generales, con un enfoque ligado a grupos
con estructura topoldgica mas laxa, como en el caso de grupos semitopologi-
cos o grupos paratopoldgicos, en [1].

2.1. Definiciones y teoremas elementales

Iniciaremos esta seccién con la definicién del concepto principal a tratar a lo
largo de este trabajo.

Definicién 2.1. Una terna (G, -, 7), donde G es un conjunto no vacio, - es
una operacion binaria sobre G y 7 es una familia de subconjuntos de G, es
un grupo topologico si

(1) (G, -) es un grupo (abstracto),
(2) (G, T) es un espacio topoldgico,
(3) las funciones m : (G7) x (G, 7) — (G, 7) y In : (G, 7) — (G, 7)

definidas por m(z,y) =z -y y In(x) = 71, donde z7' es el elemento
inverso de x en el grupo (G, -), son continuas.

11
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Si (G, -, T) es un grupo topoldgico, la topologia T es una topologia de
grupo.

Notemos que la condicion la Definicién formula de manera natural la
relacién que existe entre la topologia y la operacion de un grupo dado, pues
exige que la operacion en el grupo, vista como funcion, sea continua y que la
inversion de elementos también sea una funcién continua.

Ahora, para simplificar la escritura en lo sucesivo daremos la siguiente

Notacién 2.2. Sea (G, -, 7) un grupo topoldgico.

(1) Cuando no haya lugar a confusién se usard G en lugar de (G, -, 7).
También, para x, y € G se escribird zy en lugar de x - y, y se usard 7¢4
para denotar la topologia de G’ cuando sea necesario.

(2) Sea z € G. Denotaremos con Vg (z) a la familia de vecindades abiertas
de x. En caso de que no haya confusion, simplificaremos la notacion a

Ve (z).
(3) Sean V, W C G. Tenemos que

(i) el producto de los elementos de V y W se denota por VIW =
{vwlv € V, w € W}, en caso de que V = W se usa VV = V?
y esta ultima se generaliza de manera natural para cada n € N,
también, si V' = {v}, escribiremos vW y similarmente el otro caso;

(i) el conjunto de los elementos inversos de V es V=1 = {v™ v € V}.

(4) El elemento identidad de G se denotard por eq, y en caso de que no
haya lugar a confusiéon solamente por e.

Ahora, tenemos el siguiente

Lema 2.3. La condicion de la Deﬁm’cio’n se puede expresar como
(3") Dados x, y € G se cumple que

(i) para cada U € V°(xy) existen V € V°(x) y W € V°(y) tales que
VW cU,y

(ii) para cada U € V° (x71) existe V € V° (x) tal que V-1 C U.
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Demostracion. Debemos que ver que ambas condiciones son equivalentes.
Primero notemos que (ii) ocurre si y sélo si In es continua, por lo cual resta
ver que (i) sucede si y s6lo si m es continua.

Supongamos que se satisface (i). Sea (z,y) € G x G y consideremos U €
V° (zy); por (i) se cumple que existen V € V°(z) y W € V°(y) tales que
VW C U. Notemos que V X W € 1gxg y m(V x W) = VW, luego, m(V X
W) C U, de donde se sigue que m es continua.

Ahora, supongamos que m es continua. Sean z,y € G y tomemos U €
V° (zy), como m es continua, existe un abierto Z en G' x G tal que (z,y) € Z
y m(Z) C U. Como estamos considerando la topologia producto en G x G,
existen V. € V°(x) y W € V°(y) tales que V. x W C Z. Tenemos que
m(V x W) = VW, entonces VIW C m(Z) C U, lo cual concluye la prueba.
O

A continuacién presentamos una definicién alternativa de grupo topoldgico.

Teorema 2.4. Sean (G, ) un grupo y T una topologia sobre G. La terna
(G, -, T) es un grupo topolégico si y sélo si

g93: (G, 1) x (G, 1) — (G, 7)
g3z, y) =y~
es una funcion continua.
Demostracién. (i) Supongamos que (G, -, 7) es un grupo topolégico.
Consideremos las funciones m y In de la Definicion [2.1]
Tenemos que la funcién diagonal de la funcién identidad 14 y de I'n es conti-

nua, esto es, la funcion Ag, my : (G, -, 7) x (G, -, 7) — (G, -, 7)< (G, -, T)
definida por

Aggmy (@, y) = (la(z), In(y)) = (:c, yfl)

es continua.
Ahora, vemos que para cualesquiera z, y € G se cumple que

mo A{1(;,]71} (I’, y) =m (SL’, yil) = xyil =93 (‘Tu y) )

por tanto, gs = mo Ag ).

Como Afi,,my y m son funciones continuas, la composicién de funciones
continuas es una funcién continua y gz = mo Ay, 1,1, se sigue que gz es una
funcién continua.
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(74) Supongamos que la funcién

g9s: (G, 1) x (G, 7)) — (G, 7)
ga(x,y) = zy ™"

es continua.

Para ver que (G, -, 7) es un grupo topoldgico resta mostrar que las funciones
m y In de la definicién de grupo topoldgico son continuas.

Primero demostremos que In es una funcién continua. Consideremos la fun-
cion

f: (G, 1) — (G, 1) x (G, 1)
f(x) = (e z)

que es continua porque es una inclusién.
Notemos que para cada x € GG se cumple que

~1 -1
gsof(x)=gs(e,x) =ex " =a " = In(x),

esto es, In = gzo f. Como g3 y f son funciones continuas, la composiciéon de

funciones continuas es una funcién continua y In = gso f, se tiene que In es

una funcién continua.

Observemos que la funciéon diagonal de 1 y In es

A{lGJn} : (G’ T) X (G7 T) — (Gv T) X (Gv 7_)
Aigny (2,y) = (1g (x), In(y)) = (z,y7").

Sabemos que Ay, rn) es una funcién continua.
Para cada (z, y) € G x G se cumple que

-1

930Ny (T, y) =93 (2, y ) =2 (y')  =ay=m(z,y),

por lo tanto, m = g3 0 Agy, 1y. Por un argumento similar al usado para ver
la continuidad de In se sigue que m es una funcién continua. U

Ejemplos 2.5. (1) Si (G, *) es un grupo abstracto y consideramos la to-
pologia indiscreta 7;,4 sobre G, entonces (G, *, Ti,g) €s un grupo topoldgico
que se llama grupo indiscreto.

(2) Si (G, *) es un grupo abstracto y consideramos la topologia discreta 74,
sobre G, entonces (G, *, Tys) es un grupo topoldgico que se llama grupo
discreto.
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(3) El grupo aditivo de los numeros reales R con la topologia usual es
un grupo topoldgico. Para mostrarlo, consideremos la base {B (z,¢)|x €
Ry e > 0}, donde B (z, ) = {y € R||y — x| < £}. En este caso, para cua-
lesquiera x, y € R se tiene que m(x, y) =z +y y In(x) = —x, veamos que
m y In son funciones continuas.

Sean x € Ry V € V°(—xz). Tenemos que existe € > 0 tal que B (—z, ¢) C V.
Vemos que x € B(x,¢) y In(B(x,¢)) = B(—xz,e) C V. Por esto, In es
una funcién continua.

Ahora, si z,y € R fijos y V € V°(x +y), entonces existe € > 0 tal que
B(z+y,e) CV.Sead = 5. Tenemos que x € B (z, §) y y € B(y, §), luego

m (B (z, 6) x B(y, ) C B(x+y,¢)
ya que por la desigualdad del tridngulo para el valor absoluto
ftw—(w+y) | <|e—yl+w—o| <e.
Por tanto, + es continua.

Definicién 2.6. Sean G un grupo topologico y g un elemento de G fijo.

(1) La traslacion derecha con respecto a g es la funcion ¢, : G — G
definida por ¢4 (v) = xg.
(2) La traslacion izquierda con respecto a g es la funcion o, : G — G

definida por o, (x) = gx.

Como es de esperarse, las traslaciones en grupos topoldgicos tienen propie-
dades interesantes que las hacen tutiles en el estudio de estos espacios, como
lo indica el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Sean G un grupo topolégico y g un elemento fijo de G. Se
cumple que:

(1) la traslacion derecha ¢, es un homeomorfismo,
(2) la traslacion izquierda o, es un homeomorfismo, y

(3) la funcion In que manda un elemento en su inverso es un homeomor-
fismo.
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Demostracion. Probaremos que ¢, es homeomorfismo.

(a) Mostraremos que ¢4 es una funcién continua. Notemos que f : (G, 7¢) —
(G, 7¢) % (G, 7¢) definida por f (x) = (2, g) es una funcién continua. Ademas
para cada x € G se cumple que

mo f(z) =m(z, g) =9 = ¢, (7).

Como m es una funcién continua y la composiciéon de funciones continuas es
una funcién continua, se sigue que ¢, es una funcién continua.

. . . 1
(b) Resta ver que ¢4 tiene inversa continua. Afirmamos que (¢,)" = @41,
para mostrarlo notemos que para cada x € G se cumple que

Gg 0 Pg-1 () = Py (Pg—1 (7)) = &g (959_1) = (1‘9_1) g==x (g_lg) =xe=1x
Pg-1 0 @y (z) = Pg-1 (ng () = Pg-1 (zg) = (zg) g_l =Z (99_1) = Te =7,

es decir, ¢y 0 ¢,-1 = 1g = ¢,-1 0 ¢y, por lo cual ¢ -1 es la funcion inversa de
¢g. La continuidad de ¢,-1 se sigue del inciso (a).

La prueba de que o, es homeomorfismo es andloga a ([1]).

Como In es una funcién continua porque G es grupo topoldgico, resta
probar que In es una funcion biyectiva con inversa continua. Tenemos que
In es su propia inversa porque

Inoln(z)=In(In(z))=In(z7") = (xfl)_l =z,
asi InoIn = 1g. O

A partir del Teorema anterior se obtienen los siguientes resultados que per-
miten caracterizar el comportamiento de la topologia de un grupo topolégi-
co. Como se verda mas adelante, al contrario de lo que ocurre en los espacios
topolodgicos en general, donde caracterizar los conjuntos abiertos puede ser
muy complicado, en el caso de los grupos topoldgicos hay maneras muy sen-
cillas de hacerlo.

Teorema 2.8. Sean G un grupo topoldgico y T su topologia. Si B (e) es una
base local del elemento identidad e, entonces las familias {zU|x € G y U €
B(e)} y{Uz|z € G yU € B(e)} son bases para .

Demostracién. Sea W un conjunto abierto de G no vacio. Consideremos
a € W. Por el Teorema , oq-1 (W) =a 'W. Como a € W, se sigue que
e=a"‘ta€atW.
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Como a~!'W es un conjunto abierto porque o,-: es una funcién abierta,
existe V € Ble) tal que V C a7 'W. Luego, aV C aa™'W = eW = W, esto
es, aV C W.

Por lo tanto, {xU|z € G, y U € B(e)} es una base para 7.

Una prueba andloga muestra que {Uz|z € G, y U € B(e)}. O

En adelante usaremos indistintamente cualquiera de las dos bases dadas en
el Teorema anterior.
Antes de continuar, requerimos un concepto auxiliar.

Definicién 2.9. Sea A subconjunto de un grupo topologico G. Diremos que
A es simétrico si A~ = A. En particular, si V es una vecindad abierta,
diremos que V es una vecindad simétrica si V' =1V

Teorema 2.10. St G es un grupo topolégico y U es una vecindad abierta
del elemento identidad e, entonces existe una vecindad simétrica V de e tal
que V. C U. Esto equivale a que la familia de vecindades simétricas de la
identidad forman una base local de la identidad.

Demostracién. Sea U € V° (e). Como In es homeomorfismo, In (U) = U~!
es abierto y e € U™}, por lo cual U=t € V° (e). Sea V = UNU!. Claramente
se satisface que V™1 =V y V € V°(e) y, por definicién, V C U. O

Notacién 2.11. En adelante, la base local de e formada por las vecindades
simétricas de e se denotard por V* (e).

Asi como se tiene una base local de la identidad formada por vecindades
simétricas, en el caso de los grupos topologicos también se tiene una base
local de la identidad formada por subconjuntos cerrados.

Teorema 2.12. Sea G un grupo topolégico.

(1) Si U es una vecindad abierta de e, entonces para cada nimero natural
n existe una vecindad abierta de e tal que V™ C U.

(2) SiU es una vecindad abierta de e, entonces existe una vecindad abierta
V de e tal que cl (V) C U. Esto es, las vecindades cerradas de e forman
una base local de e.
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Demostracién. Sea U € V° (e).

La prueba se hard por inducciéon sobre n. Para n = 1 basta tomar V' =
U. Supongamos que para n € N existe W € V° (e) tal que W™ C U, se
probard que para n + 1 existe V' € V° (e) tal que V"™ C U.

Como la funcién m es continua y m(e, e) = e, para W € V° (e) existen
Vi, Vo € V° (e) tales que ViV, C W. Si V = Vi N Vs, entonces V2 C W, de

donde se sigue que
Vn+1 VQvn 1 C Wwnr— 1 =W g .

Sea V € V° (e) tal que V2 C U. Por el Teorema existe W € V* (e)
tal que W C V. De esto se sigue que W2 C U.

Sea x € cl (W). Entonces Wx NW # &, asi, existen x1, xo € W tales que
T17 = . Luego, x = 7 'xs € WW = W2 C U. Por lo tanto, cl (W) C U.
O

Antes de caracterizar completamente a las bases de grupos topolégicos, es-
tudiemos el comportamiento de los conjuntos abiertos y de los conjuntos
cerrados respecto a las operaciones de grupo.

Teorema 2.13. Sea G un grupo topologico. Consideremos a un elemento de
G, A, B, O y M subconjuntos de G.

(1) Si O es un conjunto abierto, entonces aO, Oa, O™, MO y OM son
conjuntos abiertos.

(2) Si A es un conjunto cerrado, entonces aA, Aa y A~ son conjuntos
cerrados.

(3) Si A y B son conjuntos compactos, entonces AB y A1 son conjuntos
compactos.

(4) La cerradura de A se puede expresar como la interseccion de todos los
productos de A por las vecindades abiertas de la identidad, tanto a
1zquierda como a derecha, esto es

= AW_ M wA

Weve(e Weve(e)
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Demostracion. Supongamos que O es un conjunto abierto. Como por
el Teorema se tiene que la traslacion izquierda o, es homeomorfismo,
entonces o, es una funcién abierta, por lo tanto o, (O) = aO es un conjunto
abierto. Analogamente, si consideramos la traslacion derecha ¢, obtenemos
que ¢, (O) = Oa es un conjunto abierto. Ademads, como la funcién In tam-
bién es homeomorfismo, se tiene que In (O) = O~! es un conjunto abierto.
Notemos que

MO = ] mOyOM= | Om,

meM meM

asi que, por lo ya demostrado, se tiene que para cada m € M los conjuntos
mQO y Om son abiertos, por lo cual MO y OM son uniones de conjuntos
abiertos y, por tanto, son conjuntos abiertos.

Supongamos que A es un conjunto cerrado. Como por el Teorema se
tiene que las traslaciones ¢, vy 0., asi como la funciéon In son homeomorfismos,
se sigue que dichas funciones son cerradas, por tanto ¢, (4) = Aa, o, (A) =
aAy In(A) = A~! son conjuntos cerrados.

Supongamos que A y B son compactos, entonces A x B es compacto
en el espacio G x G (con la topologia producto). Por la definicién de grupo
topoldgico se tiene que la funciéon m : G x G — G definida por m (z, y) = zy
es continua, y como m(A x B) = AB y la compacidad se preserva bajo
imagenes continuas, tenemos que AB es compacto. Ademds, como In es
continua y In (A) = A~ se sigue que A~! es compacto.

[4) Probaremos que cl (A) = [Ny ey AW

(a) Sea W € V° (e). Por el Teorema existe V€ V*(e) tal que V. C W
y por se tiene que AV es un conjunto abierto. Como e € V', se tiene
que A C AV. Mostremos que ¢l (A) C AW. Sea = € cl(A), como V es
abierto y x € 2V, se tiene que V' € V° (z), luego, 2V N A # @, esto implica
que existen v € V y a € A tales que zv = a, de donde se obtiene que
r=av' € AV = AV C AW. Por lo tanto, cl (A) C Nyepo() AW.

(b) Sea x € Nyeyo() AW. Se mostrard que si V € V° (z), entonces VNA # 2.
Sea V' € V° (e). Tenemos que V 'z es abierto por , como x € V se sigue
que z7t € V7! luego, e = v 'z € V7lz, asi que V~lz € V°(e). Entonces
x € AV ~tx, por lo cual existen a € Ay v € V tales que z = av~'z, de donde
se obtiene que e = zz~! = av " 'zz~! = av™!, lo cual implica que v = a. Por
lo tanto ANV # @, esto es, x € cl (A).

De (a) y (b) se obtiene la igualdad deseada. Una prueba andloga muestra que

el (A) = Ny WA. 0
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Notemos que el producto de dos subconjuntos cerrados de un grupo topolégi-
co no necesariamente es cerrado: consideremos A = {m + m+r1} y B=Zen
el grupo aditivo R con la topologia usual. Tenemos que A + B no es un sub-
conjunto cerrado porque para cada m € Z se tiene que m es un punto de
acumulaciéon de A+ By m ¢ A+ B. Sin embargo, es posible dar condiciones
para que dicho producto si lo sea. Para facilitar lo anterior, primero veremos
una propiedad muy importante de los grupos topoldgicos que no cumplen
todos los espacios topolédgicos.

Teorema 2.14. Todo grupo topolégico es un espacio homogéneo.

Demostracién. Sea GG un grupo topoldgico. Sean z, y € GG, se probara que
existe un homeomorfismo f : G — G tal que f(x) = y. Consideremos
f = ¢z-1,. Tenemos, por el Teorema , que f es homeomorfismo y ademas

f@)=¢oy () =a(@7ly) = (zz7)y =ey =y. O
A partir del Teorema anterior es inmediato el siguiente

Corolario 2.15. Sean G un grupo topologico y g un elemento de G. Se
cumple que

(1) las familias {gU|U € V°(e)} y {Ug|U € V°(e)} son bases locales de
9,

(2) las familias {gU|U € V*(e)} y{Ug|U € V*(e)} son bases locales de
9, Y

(3) si F(e) es una base local de la identidad formada por vecindades cerra-
das, entonces las familias {gF|F € F (e)} y{Fg|F € F (e)} son bases
locales de g.

Ahora, como se prometid, daremos una condicién suficiente para que el pro-
ducto de un cerrado y un subconjunto sea cerrado y, ademas, mostraremos
que los grupos topoldgicos tienen propiedades de separaciéon muy buenas.

Teorema 2.16. Sea G' un grupo topoldgico.
(1) G es un espacio topoldgico regular.

(2) Si A es un subconjunto compacto de G y B es un subconjunto cerrado
en G, entonces AB y BA son subconjuntos cerrados en G.
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Demostracidn. Por el Teorema se tiene que dada U € V° (e)
existe V€ V° (e) tal que V C ¢l (V) C U. Como G es un espacio homogéneo,
se tiene que para cada x € G y cada W € V° (x) existe Z € V° (z) tal que
Z Cel(Z) CW. Por lo tanto, G es un espacio regular.

Se demostrard que G'\ BA es un subconjunto abierto en G. Sea a € G\ BA.
Por el Teorema se tiene que para cada x € A el conjunto Bz es
cerrado. Como para cada x € A se cumple que a ¢ Bx y Bx es cerrado,
existe V € V*(a) tal que V N Bz = @. Ya que {aU|U € V* (e)} es una base
local de a (por el Corolario 2.15|[2)), para cada x € A existe U, € V* (e) tal
que aU, N Bx = &. Ahora, como para cada U, existe W, € V° (e) tal que
W2 C U, (por del Teorema y para ese W existe V,, € V*(e) tal
que V, C W, (por el Teorema , se tiene que para cada r € A existe
V, € V* (e) tal que V2 C U,.

Afirmacion: Para cada x € A se cumple que aV, N BxV, = .

La prueba de la Afirmacion se hara por contradiccién. Supongamos que para
algin xg € A se tiene que aV,, N BxyV,, # @. Entonces existen vy, vo € V,,
y b € B tales que av, = bxyvy, de aqui se tiene que av,v; ' = bxg. Como
V2 C U, se tiene que avivy" € aV,, V! = aV? C U,. Por tanto, ya que
avlvgl € U, y bxy € Bxy, se tiene que U,, N Bxy # I, lo cual contradice que
Uz N By = @.

Tenemos que {zV,|z € A} es una cubierta abierta de A porque cada zV, es
abierto (por del Teorema , y como A es compacto por hipdtesis, se
tiene que existen x1, ..., x, € A tales que A C Ul x;V,,.

Sea W =N, V,.. Como para cada i € {1, ..., n} se cumple que e € V., se
sigue que W # @ y, por construccién, W € V* (e). Ademés, por la Afirma-
cién, se cumple que para cada i € {1, ..., n} se satisface que aW N Bx;V,, =
&, lo cual implica que

aW N BA=aW N (B (U z;Vy,))
=aW N (UL, Bx;Vy,)
=U, (W N Bx;Vy,)
=UL,@
= .

De esto se sigue que aWW € V° (a) satisface que aW C G\ BA. Por lo tanto,
G\ BA es un subconjunto abierto de G.
Una prueba analoga muestra que AB es un conjunto cerrado. O
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Notemos que a partir del Teorema anterior se obtiene que si el grupo topologi-
co G es T, entonces también es T3 y, por lo tanto, T5. El siguiente teorema
muestra que se puede pedir una propiedad de separacién mas débil para
obtener propiedades de separacion fuertes.

Teorema 2.17. Sea G un grupo topologico. Si G es Ty, entonces G es T.

Demostracion. Supongamos que G es Ty. Si z, y € G, entonces, sin pérdida
de generalidad, existe una vecindad abierta de x que no contiene a y. Por el
Teorema [2.8] existe U € V° (eg) tal que y ¢ Uz, esto implica que yz~! ¢ U,
de donde se sigue que zy~! ¢ U™, es decir, x ¢ U~ 'y. Por lo tanto, G es T}.
O

Del Teorema anterior es inmediato el siguiente resultado.
Corolario 2.18. Si G es un grupo topoldgico, entonces son equivalentes:
(a) G es un espacio topoldgico Ty,
(b) G es un espacio topolégico de Hausdorff,
(c) G es un espacio topolégico Ty, y
(d) G es un espacio topoldgico Ty.

Demostracién. Ya tenemos que (a) = (b) = (¢) = (d). Resta ver
que (d) = (a). Por el Teorema se tiene que si G es Tj, entonces G
es T1, y por el Teorema [2.16[se tiene que GG es un espacio regular, asi que G
es Ts. O

De hecho, en el caso de los grupos topologicos, se tiene que si G es un grupo
topologico Tp, entonces G es de Tychonoff, sin embargo por ahora carecemos
de la herramienta necesaria para mostrarlo.

Ejemplos 2.19. (1) Si G es un grupo topoldgico indiscreto, entonces G es
un grupo topoldgico que no es Ty ni 7.

(2) Si G es un grupo topoldgico discreto, entonces G es Tj.

(3) El grupo topolégico (R, +, 7x) es Ts.

Ahora veremos que en el caso de los grupos topoldgicos, los subconjuntos
compactos se comportan como puntos.



2.1 Definiciones y teoremas elementales 23

Teorema 2.20. Sea G un grupo topologico. Si U es un conjunto abierto y

K C U es compacto, entonces existe una vecindad abierta W de eq tal que
KCKWCU.

Demostracién. Como U es abierto, para cada k € K existen Vj, € V° (e) y
Wy, € V° (e) tales que kVi, C U y W2 C Vi. Tenemos que por del Teorema
se cumple que para cada k € K el conjunto kW, es abierto y, por ello,
{kW| k € K} es una cubierta abierta de K y, como K es compacto, existen
ki, ..., k, € K tales que K C U} k;W;,.

Sea W = N, Wy,. Como para cada i € {1, ..., n} se cumpple que e € W,
se obtiene que W # @& y, como W es una interseccién finita de abiertos, se
tiene que W es abierto, esto es, W € V° (e). Como e € W, K = Ke C KWV.
Ahora, si k € K, entonces existe j € {1, ..., n} tal que k € k;W;,. Asi, se
cumple que

EW C kWi, W C k;W;W; C E;V; C U
Por lo tanto, K C KW CU. ]

A continuacién daremos dos maneras de construir topologias sobre grupos
abstractos de manera que se obtengan grupos topoldgicos y ejemplos de gru-
pos topoldgicos construidos con dichas técnicas.

Teorema 2.21. Sean G un grupo algebraico y C una coleccion de subconjun-
tos de G los cuales contienen al elemento identidad e y satisfacen

(S1) para cada C € C se tiene que C~' = C,
(S2) para cada C € C existe C' € C tal que (C’/)2 CC,y
(83) para cualesquiera C € C y g € G existe C" € C tal que g~'C"g C C.

Sea D = {NC'|C' C C finito } la familia de intersecciones finitas de elemen-
tos de C. Entonces

7 ={0 C G| para cualquier x € O existe D € D tal que Dx C O}

es una topologia de grupo sobre G y e pertenece al interior de cada elemento
D de D. Ademds, se cumple que N = NC es un subgrupo normal de G vy si
N = {e} entonces T es de Hausdorff.
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Demostracién. (i) Mostraremos que 7 es una topologia sobre G. Tenemos
que por vacuidad @ € 7, y como para cada z € GG y cualquier D € D se tiene
que Dz C G, entonces G € 7. También, si A C 7y x € UA, entonces existe
Ag € A tal que z € Ay, luego, existe Dy € D tal que Dox C Ay, y por tanto,
Doyx C UA, esto es, UA € 7. Finalmente, si Ay, Ay € 7, como Ay, Ay € T,
para x € A; N Ay existen Dy, Dy € D tales que Dix C Ay y Doz C Ay, y por
la forma de los elementos de D se cumple que D = Dy N Dy € D, de aqui se
sigue que Dx C Dyx C Ay y Dx C Dox C Ay, y por tanto, Dx C A; N Ay,
es decir, Ay N Ay € 7.

(7i) Se probard que con la topologia 7 la operacién en el grupo es G es una
funcién continua, es decir, que la funcion m : (G, 7) x (G, 7) — (G, 7)
definida por m (z, y) = zy es continua. Sea (x, y) € G X G y consideremos
U e Vg (zy). Ya que zy € U, por la definicién de 7, existe D = N ,C; € D
tal que Dzy C U. Por (52), para cada i € {1, ..., n} existe C; € C tal que
(C;)2 C C;, y por (83) existe C; € C tal que xC; 2~! C C;. A partir de esto
obtenemos que

7

(C’;x) (C';/y) =, (xC’;/x_1> zy C C,Cixy C Cizy. (2.1.1)

Sean D; = ﬂ?le; y Dy = ﬂleC;/. Por definicion se tiene que Dy, Dy € D.
Afirmamos que Dz x Doy C m™! (U), para mostrarlo es suficiente notar que
si (dyz, doy) € Dix X Doy, entonces

dll’dgy = m(dlx, dgy) eEm (DllL' X Dgy) = Dll’Dgy.

Por la cadena es inmediato que DizDsy C Daxy, asi que dyxdsy €
Dxy, esto es dyzdoy € U. Por lo tanto, la funciéon m es continua.

(731) Mostremos que la funcion In : (G, 7) — (G, 7) definida por In (z) =
27! es continua. Sea V € 7. Se probard que V! € 7. Si x € V, entonces

z~' € V71 Como V € 7, existe D = N, C; € D tal que Dz C V. Por (S1),

para cada i € {1, ..., n} se cumple que le = (;, de donde es inmediato
que D™t = D. Asi que 27 'D! = 271D C V=L Por (S3), para cada i €
{1,..., n} existe C; € C tal que 2C; x~ C C}, esto implica que C; z~* C

2~'C;. Luego, D = N?_,C; € D cumple que Dz~! C 27'D C V. Por lo
tanto In es una funcién continua.

De (ii) y (iii) se obtiene que T es una topologia de grupo para G.

(iv) Sea A C G. Por definicién de 7 se tiene que

int (A) ={xz € A| existe D € D tal que Dz C A}
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Ahora, por (52), para cada C € C existe C" € C tal que (C')2 C C, yyaque

ecC C (C’/)2, se sigue que e € int (C). De lo anterior es inmediato que
para cada D € D existe D' € D tal que e € D' C int (D) (basta tomar los
(s respectivos y considerar su interseccion). Por lo tanto, para cada D € D
se tiene que e € int D.

(v) Veamos que N = NC es subgrupo de G. Si C' € C, por (52) existe C" € C

tal que (C’/)2 C (C, ademés, por (S1) se cumple que (C’/)_l = (', estos
hechos implican que

’ ’ -1
NNeco () ca
de donde se sigue que

NN~ =nNgec (NN7Y) CNeecC =N,

es decir, N es un subgrupo de G. Ahora, para ver que N es normal en G
probaremos que si g € G, entonces g 'Ng=N.Sige Gy C €C, por (S3)
se tiene que existe C” € C tal que ¢~ 'C" g C C. De lo anterior se sigue que
g 'Ng C g~'C"g C C, lo cual implica que

9 'Ng=nNcec (97'Ng) € NeecC = N.

Por lo tanto, N es subgrupo normal de G.

(vi) Notemos que e € Neecint (C) € NC = N, por lo cual si N = {e},
entonces se tiene que 7 es T}, y por el Corolario [2.18] se sigue que 7 es de
Hausdorft. O

Observacién 2.22. En el Teorema no se afirma que la familia C es una
sub-base de 7, ya que lo mas que se puede asegurar es que para cada C € C
se cumple que e € int, (C).

Teorema 2.23. Sean G un grupo (abstracto) y By una coleccion de subcon-
juntos de G que contienen al elemento identidad tal que

(B1) para cada B € By se cumple que B™' = B,
(B2) para cada B € By existe B' € By tal que (B/)2 C B,
(B3) para cualesquiera B € By y g € G existe B' € By tal que g7'B'g C B,

(B4) para cualesquiera B € By y « € B existe B' € By tal que B'x C B, y
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(B5) para cualesquiera By, By € By existe By € By tal que B3 C By N Bs.
Entonces la familia

B={Bg|BeB,ygeG}
es base para una topologia de grupo sobre G. Ademds, si N\B = {e}, entonces

la topologia generada por B es de Hausdorff.

Demostracion. Como la familia B, satisface las condiciones del Teorema
2.21] sea 7 la topologia generada por ella. Por (B4) se tiene que cada elemento
de By pertenece a 7. Sea O € 7 y consideremos x € O. Por la definicién de

la topologia 7, existen By, ..., By € By tales que (ByN---N Bg)x C O. Por
(B5) existe B € Btal que B' C ByN---NBy,yporello B2 COy B'x € B.
Por lo tanto, B es una base para 7. O

Concluiremos esta seccion con algunos ejemplos adicionales de grupos topologi-
Cos.

Ejemplo 2.24. Definiremos una infinidad de topologias sobre el grupo adi-
tivo de los enteros (Z, +). Para ello, sea p € Z un ntimero primo fijo y para
cada k € N sea Uy = p*Z. Consideremos la familia By = {U,| k € N}. Note-
mos que B cumple (B1) — (B5) del Teorema [2.23} (B1) se satisface porque
si pFx € Uy, entonces p* (—x) € Uy; (B2) se cumple porque 2U,, C Uy; (B3)
se tiene porque Z es abeliano y Uy = —z + Uy, + x; (B4) se sigue del hecho
de que si pFz € Uy, basta considerar U,; = U, para tener que Uy + pFz C Uy,
y para (B5) si consideramos U, y Uy, entonces basta considerar U,, con
m = maz{r, s} para tener que U, C U, NUs. Por tanto, B es base para una
topologia de grupo en Z que se llama topologia p-adica. Para ver que en
efecto hemos definido una infinidad de topologias basta mostrar que para cua-
lesquiera dos ntimeros primos distintos p y ¢ se tiene que la topologia p-adica
7, es diferente de la topologia g-adica 7,, para ello consideremos el conjunto
M ={p, p* ..., p", ...} y observemos que 0 € cl. (M) y 0 ¢ cl, (M), por
lo tanto, las topologias son distintas.

Ejemplo 2.25. El grupo de las matrices invertibles (no singulares) de orden
n con entradas en R y operacién el producto de matrices se llama grupo
general lineal de orden n sobre R y se denota por GL (n, R). Si considera-
mos en GL (n, R) la topologia generada por la métrica

d(A, B)= | > |Ai;— Byl

ij=1
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para A = (A;;), B = (B;;) € GL(n, R), tenemos que la funcién definida
por (A, B) = AB™! es continua. Por lo tanto, GL (A, B) con la topologia
T4 €S un grupo topoldgico.

2.2. Relaciones entre grupos topolégicos

El analisis de algunas propiedades intrinsecas de un grupo topoldgico ya fue
realizado en la seccién anterior. En la presente seccion estudiaremos el com-
portamiento de un grupo topoldgico con respecto a otros y para ello, tal
como ocurre en el caso de los grupos o de los espacios topoldgicos, estu-
diaremos cuales son los morfismos que relacionan a los grupos topolégicos
asi como las subestructuras que surgen naturalmente a partir de la definicién
de grupo topoldgico. Es de destacar que la construccion de los grupos pro-
ducto y grupos cociente fue tomada del desarrollo hecho por Géabor Lukacs
en [12], mientras que las versiones de los teoremas de isomorfismo fueron
desarrolladas de acuerdo a [I].

En primer lugar, definiremos a las funciones que serdn interesantes en el
estudio de los grupos topoldgicos.

Definicion 2.26. Sean G y H grupos topoldgicos, y f : G — H una fun-
cion. f es un homomorfismo de grupos topoldgicos si f es un homo-
morfismo de grupos abstractos y ademds

(1) f es un homomorfismo abierto si f es una funcion abierta,
(2) f es un homomorfismo cerrado si f es una funcion cerrada,
(3) f es un homomorfismo continuo si f es una funcion continua.

En lo sucesivo, por brevedad utilizaremos homomorfismo en lugar de homo-
morfismo de grupos topolégicos. Cuando sea necesario se usara homomorfis-
mo de grupos para referirnos a un homomorfismo de grupos abstractos.
Ahora, aprovecharemos la homogeneidad los grupos topoldgicos para probar
propiedades acerca de homomorfismo.

Teorema 2.27. Sea f : G — H un homomorfismo. Se cumple que
(1) [ es homomorfismo abierto si y sélo si f es abierta en eq, y

(2) f es homomorfismo continuo sty solo si f es continua en eg.
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Demostracion. Notemos que si f es abierto o continuo, entonces f es abierto
o continuo en e, respectivamente, por lo cual basta probar las implicaciones
reciprocas.

Supongamos que f : G — H es abierto en e. Sea A € 7¢ y consideremos
h € f(A). Entonces existe gy € A tal que f (go) = h. Como e € gy Ay
gy ' A es abierto en G (ver Teorema ), se sigue que gyt A € Vg (eq), v
como f es abierta en eg, se tiene que f (go_lA) es abierto en H.

Ya que f es un homomorfismo de grupos, obtenemos que

ot A) = f(90") f(A),
de donde

y por del Teorema se tiene que hf (gO_IA) es abierto en H, luego
f(A) es abierto en H. Por lo tanto, f es homomorfismo abierto.
Supongamos que f es continua en e. Sea g € G y consideremos W &
V5 (f (9)). Se probara que existe U € V& (g) tal que f(U) C W.

Por el Teorema existe W' € Vg (ex) tal que f(g) W' C W. Como f
es continua en eg, existe U € Vg (eq) tal que f (U’) C W'. Por del
Teorema se tiene que gU’ es abierto en G, y como ¢ € gU’, entonces
gU" € V& (g). Entonces

F0)=f@f(U)crigw cw

Si U = gU’ se cumple lo deseado. Por lo tanto f es continua. O

Observacion 2.28. Existen homomorfismos continuos que no son abiertos.
Sea GG un grupo abstracto y consideremos Gy;s el grupo topoldgico discreto
v Ging €l grupo topoldgico indiscreto. Claramente la funcién identidad id :
Gais — Ging s un homomorfismo continuo que no es abierto.

Ahora presentaremos el concepto que relaciona los homomorfismos topoldgi-
cos con los isomorfismos algebraicos.



2.2 Relaciones entre grupos topolégicos 29

Definicién 2.29. (1) Un homomorfismo f : G — H es un isomorfismo
topologico si f es un isomorfismo de grupos y homeomorfismo de
espacios topologicos.

(2) Un homomorfismo g : G — G es un automorfismo topolégico si g
es un isomorfismo topoldgico.

(3) Dos grupos topolégicos G y H son topolégicamente isomorfos si
existe un isomorfismo topolégico f : G — H.

Es inmediato de la Definicién [2.29) el siguiente resultado.

Lema 2.30. Si f : G — H es un isomorfismo topoldgico, entonces f y f~*
son homomorfismos abiertos.

Ahora daremos ejemplos de automorfismos topolégicos.

Teorema 2.31. Si G es un grupo topologico y g € G es un elemento fijo,
entonces la funcion I, : G — G definida por I, (x) = grg™" es un automor-
fismo topolégico. Tales automorfismos se llaman automorfismos internos

de G.

Demostracién. Ya sabemos por el Teoremal[2.7que las traslaciones ¢,-1, o, :
G — G son homeomorfismos, como para cada z € G se tiene que

Pa-1 004 () = g1 (04 (7)) = ¢g-1 (ax) = (ax) 0™ = aza' = I, (z)

se sigu(i que I, = ¢,-1 0 04, es decir, I, es un homeomorfismo, por tanto, I,
y ()" son funciones continuas.

-1 .
Resta ver que I, y (I;)” son homomorfismos. Si z, y € G, entonces

-1 -1

Iy (zy) = g(zy) g~ =g(zey) g
=g (zg'gy) 9" = (9zg7") (9yg™")
= [g (:U) Ig (y) )

por lo cual I; es homomorfismo.

Ahora, como (I,) ™" = (¢y100,) " = (5,)" (¢g-1) " = 0410 ¢y, es decir
, g g g g 9 9 g © )

para cada x € G se tiene que 0,1 0 ¢, = g~ 'zg, se sigue que (I;)” es un

homomorfismo. O

A partir del Teorema anterior se tienen lo siguiente.
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Observaciones 2.32. Para cada elemento g € G consideremos el automor-
fismo interno I,.

(a) Si G es un grupo abeliano, entonces para cada g € G se tiene que
I, = 1c.

(b) Si G no es un grupo abeliano, entonces G admite “muchos” automor-
fismos internos.

En Mateméticas, una vez que se define una estructura (conjunto, grupo,
espacio topoldgico, categoria, etcétera) surge de manera natural el concepto
de subestructura, lo cual motiva el estudio de los sughrupos topoldgicos de
un grupo topoldgico.

Definicién 2.33. Sea G un grupo topologico y H un subconjunto de G. H
es un subgrupo topolégico si cumple que

(1) H es subgrupo (algebraico) de G y

(2) H es subespacio topoldgico con la topologia inducida por la topologia de

G.

Como es de esperarse, los subgrupos topoldgicos son grupos topoldgicos.

Teorema 2.34. Si G es un grupo topoldgico y H es un subgrupo topologico
de G, entonces (H, x|y, Ta|u) es un grupo topoldgico.

Demostracion. Como G es un grupo topoldgico, la funcién g3 : GXxG — G
dada por (z, y) — zy ! es continua (ver Teorema [2.4). Luego, si considera-
mos la funcién gy : H x H — H tal que g5 (x, y) = g3 (7, y), tenemos que
es la restriccién de g3 a H x H, y como H es subgrupo (algebraico) de G,
entonces gé (H x H) = H, y como se trata de una restriccién, gé es continua.
Por el Teorema [2.4] se sigue que H es grupo topoldgico. U

En adelante usaremos el Teorema sin referencia explicita a él. También,
usaremos subgrupo para referirnos a un subgrupo topoldgico, en caso necesario
emplearemos subgrupo algebraico para hablar de subgrupos sin considerar
su topologia.

Para estudiar los subgrupos y su comportamiento con respecto a la cerradura
en el grupo topoldgico usaremos el siguiente resultado auxiliar.
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Teorema 2.35. Si G es un grupo topoldgico, A y B son subconjuntos de GG,
entonces

(1) ¢l (A) el (B) C cl (AB),
(2) (cl(A)™ =l (A™),

(3) para cualesquiera x,y elementos de G se cumple que x (cl (A))y =

cl (zAy), y

(4) si ademds G es Ty y para cualesquiera a € A y b € B se cumple que
ab = ba, entonces para cualesquiera a € cl (A) y b € cl (B) se tiene que
ab = ba.

Demostracién. Sean z € cl(A) y y € cl(B). Consideremos W €
V° (zy). Como la funcién (z, y) — zy es continua (ver Definicién [2.1)), exis-
ten Vi € V° () y Vo € V° (y) tales que V1V, C W. Ya que = € cl (A), existe
a € G tal que a € AN Vp; andlogamente, existe b € G tal que b € BN V5.
Entonces ab € AB y ab € V1V, C W, esto es, ABNW # &. De lo anterior
se tiene que zy € cl (AB). Por lo tanto, cl (A) ¢l (B) C cl (AB).

Como por el Teorema se tiene que la funcién inversion In es ho-
meomorfismo, tenemos que In (cl (A)) = cl (A™1).

Como por y del Teorema las traslaciones son homeomorfismos,
se tiene que, para z,y € G fijos, 0, o ¢, es un homeomorfismo. Ya que
0, 0 ¢y (A) = xAy obtenemos que

z(cl (A))y = 0,0 ¢y (cl (A))
=cl (0,0 ¢y (A))
= cl (zAy) .

Notemos que la funcién h : G x G — G definida por h (a, b) = aba=*b~"
es continua porque las operaciones producto e inversién son continuas porque
G es grupo topoldgico. Como G es Tp, se tiene que G es T (ver Teorema
, luego {e} es cerrado y dado que h es continua se obtiene que h™! () =
{(a, b) € G x G|laba='b~™! = e} es cerrado. Claramente A x B C h™!(e).
Ademads, se cumple que cl (A x B) = cl(A) x ¢l (B) por la forma de la
topologia en G' x G, asf que ¢l (A) x cl (B) = ¢l (A x B) C h™! (e). Por lo
tanto, para cualesquiera a € cl (A) y b € cl (B) se tiene que ab = ba. d

Ahora tenemos la herramienta para analizar el comportamiento de los sub-
grupos con respecto a la cerradura.
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Teorema 2.36. Sean G es un grupo topologico y H y N subgrupos de G. Se
cumple que

(1) cl (H) es subgrupo de G,

(2) si N es subgrupo normal de G, entonces cl (N) es subgrupo normal de
G,

(8) H es un conjunto abierto si y sélo siint H # &, y
(4) si H es un conjunto abierto, entonces cl (H) = H.

Demostracion. Como H es subgrupo de G, H?> C H y por del
Teorema se sigue que (cl (H))* C ¢l (H?) C ¢l (H). Ademis, como
H=! C H porque H es subgrupo, por del Teorema tenemos que
(cl (H))™' =cl(H™") C ¢l (H). Por lo tanto, ¢l (H) es un subgrupo.

Como N es normal, se cumple que para cualquier a € G se tiene que
a"'Na C N. Luego, por (3)), para cualquier a € G se verifica que

a ' (cl(N))a=cl(a"'Na) Ccl(N).

Por lo tanto, ¢l (N) es subgrupo normal de G.

Si H es conjunto abierto, como e € H, se cumple que int H = H # &.
Si int H # @, entonces existe x € int H. Luego, existe U € V° (e) tal que
xU C H. Entonces para cualquier y € H se tiene que

yU =yx'aU Cyaz™'H = H.

Como yU es abierto porque U es abierto (ver Teorema ), tenemos que
H es abierto.

Sea H un subgrupo abierto de G. Entonces G \ H = U{Hz|z ¢ H}.
Como H es abierto, entonces cada Hx es abierto, por lo tanto, G \ H es
abierto. Por consiguiente, H es cerrado. U

A continuacion usaremos el Teorema [2.36] para estudiar el comportamiento
de algunos subgrupos particulares.

Teorema 2.37. Si G es un grupo topologico y U es una vecindad simétrica

o0

de e, entonces L = U2, U™ es subgrupo abierto y cerrado de G.
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Demostracion. Es claro que e € L. Sean x, y € L. Entonces existen k, [ € N
tales que x € U* y y € U, por lo que zy € UF C L, también, 2 ' €
(U‘l)k = U* C L. Por lo tanto, L es subgrupo de G. Como L es una unién
de conjuntos abiertos (ver Teorema [2.13|(L))), se tiene que L es abierto y por
del Teorema se tiene que L es cerrado. O

Teorema 2.38. Sean G un grupo topolégico y H un subgrupo de G. H es
un espacio discreto si y solo si H tiene un punto aislado.

Demostracion. Por un lado, si H es un espacio discreto todos sus puntos
son aislados. Por otro lado, si x € H es un punto aislado, entonces existe
U e Ve (eq) tal que Uz N H = {x}. Ahora, si y € H, entonces

UyNH=Uzsx'ynHa 'y = (UxN H) zly = {x}qu = {y}.

Por lo tanto, todos los puntos de H son aislados, es decir, H es un espacio
discreto. [l

Teorema 2.39. Sea G un grupo topologico. St H es un subgrupo tal que
existe una vecindad abierta U de e tal que clg (U) N H es cerrado en G,
entonces H es cerrado en G.

Demostracion. Sea V € Vg (eg) tal que V2 C U. Si x € clg (H), se pro-
bara que = € H.

Por el Teorema se tiene que clg (H) es subgrupo de G, luego 27! €
clg (H). Como 7'V € Vg (z71) (ver Teorema [2.13|([)), tenemos que existe
yex 'VNH.

Afirmamos que zy € clg (U) N H. La prueba se hard por contradiccion.
Supongamos que zy ¢ clg (U)NH, como clg (U)NH es cerrado por hipdtesis,
existe W € Vg (eq) tal que Way N (clg (U)NH) = @. Como (WNV)x €
Ve (z) y « € clg (H), entonces existe z € (WNV)aNH =WznVanH.
Notemos que se cumple que zy € (V) (z7)V =V (z7'2)V = V2 C U,
también zy € HH = H y zy € (Wx)y = Waxy. Esto contradice la eleccién
de W. Luego, xy € clg (U) N H. Por lo tanto

T =Teq =X (yy’l) = (vy)y ' € H,
pues y~! € H porque y € H y H es un grupo. U

Se sabe que en los espacios topoldgicos no cualquier subespacio discreto es
cerrado en el espacio, es mas, ni en el caso de los grupos topoldgicos esto es
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cierto: Consideremos el grupo aditivo de niimeros reales R con la topologia
usual y sea A = {*|n € N}. Se tiene que A es un subespacio discreto de R y
no es cerrado en R. Como se observa, a pesar de las excelentes propiedades de
separacién de R, ello no fue suficiente para obtener que cualquier subespacio
discreto es cerrado (en el espacio subyacente). Una manera de obtener este
hecho es considerar subgrupos discretos de grupos de Hausdorff.

Teorema 2.40. Todo subgrupo discreto de un grupo topologico Ty es cerrado.

Demostraciéon. Sea GG un grupo topolégico Ty y H un subgrupo discreto de
G. Consideremos U € Vg (ec) tal que UNH = {eg}. Por el Teorema[2.12|[2),
existe V' € Vg (eq) tal que clg (V) C U. Entonces, clg (V)N H = {eg}. Como
G es Ty, por el Teorema , se tiene que G es Ty y, por ello, {eg} es cerrado.
Por el Teorema [2.39 se tiene que H es cerrado. U

La siguiente estructura derivada de la definicién de grupo topoldgico es la
originada de la estructura algebraica de grupo cociente.

Definicién 2.41. Sea G un grupo topolégico y N un subgrupo normal de G.
El grupo cociente G/N se obtiene al equipar al grupo cociente algebraico

de G por N con la topologia final con respecto a la proyeccion natural p :
G — G/N.

Como se ha visto en la Definicién [2.41] cuando sea necesario a G/N se le lla-
mard grupo cociente algebraico para distinguirlo del grupo topolégico G/N.
El siguiente teorema sintetiza la informacion bésica acerca de los grupos
cociente.

Teorema 2.42. Sean G un grupo topologico y N un subgrupo normal de G.
(1) La proyeccion natural p : G — G/N es funcion abierta.
(2) El grupo cociente G/N es un grupo topoldgico.
(8) El grupo cociente G/N es de Hausdorff si y sélo si N es cerrado en G.

(4) Si f: G — L es un homomorfismo continuo y N C Ker f, entonces
f induce un unico homomorfismo continuo f : G/N — L tal que
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f = fop, es decir, el siguiente diagrama conmuta

G— 2 /N
I
f
Y

L

(5) Si H es un subgrupo de G que contiene a N, entonces H/N es un
subgrupo de G/N .

(6) Si H es un subgrupo cerrado de G que contiene a N, entonces H/N es
un subgrupo cerrado de G/N.

(7) El grupo cociente G/N es discreto si y sdlo si N es abierto en G.

Demostracion. Sea A C GG un subconjunto abierto. Ya que
P (p(A) = NA = UpennA,

por del Teorema se tiene que N A es abierto, esto es, p (A) es abierto
en G/N.
La familia

By ={p(U)|U € V" (ec)}

cumple las condiciones del Teoremal[2.23 porque, salvo (B1), V* (e¢) las satis-
face, y por tanto, B, genera una topologia de grupo T sobre G/N. Ya que p es
una funcién abierta (por ), cada elemento de By es abierto en la topologia
cociente de G/N. Por otro lado, si W es abierto en la topologia cociente y
Nz € W, entonces p~! (W) es abierto y contiene a x en G. Luego, existe
V e V*(eq) tal que Vo C p~' (W), de donde se sigue que p (V) Nz C Wy,
asi, p (V) (Nx) € T. Por lo tanto, T coincide con la topologia cociente sobre
G/N.

(3) Por el Teorema se cumple que

e (N) = Nueveee) NU = Nueveeeyp” (0 (U)) = p~' (Nveve(ee)p (U)) -

Asi, si N es cerrado, entonces Nyeyee)p (U) = {N} en G/N, y por tan-
to G/N es Ti. Por el Corolario se obtiene que G/N es de Hausdorft.
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Reciprocamente, si G/N es de Hausdorff, entonces { IV} es subconjunto ce-
rrado de G/N, y por tanto, N = p~' ({N}) es cerrado en G porque p es
continua.

La existencia y unicidad del homomorfismo f se tiene de Teorfa de
Grupos, por lo cual resta probar su continuidad. Si U € V° (L), entonces
f~H(U) € V°(G) por la continuidad de f. Como p es una funcién cociente

vl (7—1 (U)) — f~1(U), se sigue que ' (U) € V° (eq/n). Esto muestra

que f es continua en la identidad y, por el Teorema , se implica que
f es continua en G'/N.

Como la funcién p es cociente, entonces su restricciéon p|g : H — G/N
también es continua. Ademds, como N C H, entonces Ker (p|y) = N. Por
@), p|# induce un homomorfismo continuo inyectivo ply : H/N — G/N.
Para mostrar que p| g es un encaje, es decir, que la topologia cociente de H/N
coincide con la topologia heredada por G/N, sea U € V° (eq) y x € HNNU.
Entonces z € H y x = nu para algunos n € N y u € U. Luego, u = n"'x €
N='H = H (porque N C H y H es subgrupo), de donde v € U N H. Ahora,
por el hecho de ser H un subgrupo y N C H se obtiene

plu(H)NNU=NHNNU=HNNU
CHNNWUNH)=NUNH)=plg(UNH).

Luego, por el Teorema se sigue que P|y es abierta en su imagen, es
decir, p|y es un encaje.

(©) Sea Nz € clg/n (H/N). Entonces NUz N H # @ para cualquir U €
V° (eq), lo cual implica que nux = h para algunos n € Nyu € Uy h € H.
Luego

uwr=n"'he N'H=H,

porque N C H, y asi, Ur N H # @ para cada U € V°(eq). Por tanto
x € clg (H) = H. Esto muestra que H/N es cerrado en G/N.

Si G/N es discreto, entonces {N} = {Neg} es abierto en G/N. Ya que
la proyeccién natural p es continua, se sigue que p~* ({N}) = N es abierto
en G.

Ahora, si N es abierto en GG, entonces para cualquier g € G se cumpe que Ng
es abierto en G (ver Teorema 2.13|[1])). Luego, como la proyeccién natural
es una funcién abierta p se sigue que para cualquier ¢ € G se satisface
p(Hg) = {Hg} es abierto en G/N. Por lo tanto, G/N es discreto. O
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Nuevamente, nuestro interés estd en estudiar las relaciones entre un grupo y
sus grupos cociente asi como las relaciones entre los propios grupos cociente
de uno o mas grupos topoldgicos.

Teorema 2.43. Sean G y H grupos topologicos y f : G — H un isomor-
fismo topolégico. Si Gy es un subgrupo normal cerrado de G y Hy = f (G),
entonces los grupos cociente G/Go y H/Hy son topoldgicamente isomorfos
bajo el isomorfismo topolégico ® : G/Gy — H/Hy estd dado por la férmula
® (Gox) = Hoy donde f(z) =vy.

Demostracién. Sean ¢ : G — G/Gy y v : H — H/H, las proyec-
ciones naturales. Es claro que ¥ es un homomorfismo por definiciéon y por
la operacién de clases laterales. También, por definicién de ¥ se cumple que

Yo f=Wodqp.

G H

G/Go—2—~ H/H,

Como f,® y 1 son homomorfismos continuos y abiertos, se sigue que ® es
homomorfismo continuo y abierto. Para ver que ® es isomorfismo topoldgico,
resta mostrar que ® es biyectiva y como ® es sobreyectiva, soélo que P es
inyectiva. Sean Gor € G/Goy y y = f(x) fijos. Si ® (Gozr) = Hy, entonces
Y (y) = Hy, por lo cual y € Hy y x € Gy, de donde se obtiene que Ker (®) =
{ec/c,}, esto es, @ es inyectiva. O

A continuacién recuperemos los teoremas de isomorfismo. Como se verd, en
el caso de los grupos topoldgicos, no es suficiente con agregar la palabra
“topologico” para tener los teoremas ya que se deben tener en cuenta las
condiciones que permiten establecer los isomorfismos topoldgicos.

Teorema 2.44. [Primer Teorema de Isomorfismo de Grupos Topolégicos/
Sean Gy H grupos topologicos y f : G — H un homomorfismo sobreyectivo,
continuo y abierto. Si N = Ker (f), entonces N es un subgrupo normal de
G, y el homomorfismo h : G/N — H dado por h(Nxz) = f(x) es un
isomorfismo topoldgico. Si H es Ty, entonces N es cerrado en G.
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Demostracion. Tenemos de la parte de Teoria de Grupos que N es subgrupo
normal de G y que h : G/N — H es un isomorfismo de grupos.
Consideremos p : G — G//N la proyeccién natural. Notemos que por defini-
cién se cumple que f = h o p. Ahora, si V € 7g, entonces f~1 (V) =
(hop) " (V) = p 1 (K" (V)), de donde se sigue que h~' (V) = p(f~1(V)).
Ya que p es abierta (Teorema ) y f71(V) es abierto porque f es con-
tinua, se obtiene que h™' (V) =p (f~(V)) es abierto en G/N y por tanto h
es una funcién continua.

Ahora, si U abierto en G/N, entonces existe un abierto W en G tal que
p (W) =U. Luego, h(U) = h(p(W)) = f (W), y como f es abierta, entonces
h (U) es abierto en H. Asi, como h es isomorfismo de grupos y homeomorfismo
de espacios topoldgicos, se tiene que h es isomorfismo topoldgico.

Si H es Ty, entonces {ey} es cerrado en H y como f es continua, entonces
N = f~' ({eg}) es cerrado en G. O

Notemos que el hecho de ser f continua, abierta y sobreyectiva implica que
f es una funcion cociente.

Teorema 2.45. Sean G y H grupos topologicosy f - H — Gyg: G — H
homomorfismos continuos. Si g o f = 1y, entonces H es topologicamente
isomorfo a G/Ker(g), f es un encaje y g es una funcion cociente.

Demostracién. Sean p : G — G/Ker (g) la proyeccién natural y h :
G/Ker(g) — H la tnica funcién tal que h o p = g. Luego, h es un ho-
momorfismo continuo biyectivo y, ademas, hopo f = go f = 1. Por otro
lado,

hop=1lgo(hop)=ho(pof)ohonp,

y como h es inyectiva y p es sobreyectiva, entonces lg,ker(g) = po f o h.

Como h es un homeomorfismo, obtenemos que g = h o p es una funcién
cociente. Como f’ : H — f(H) es una biyeccién cuya inversa f~! es la
restriccién de g a f (H), por lo cual es continua. Esto muestra que f es un
encaje. U

Teorema 2.46. [Sequndo Teorema de Isomorfismo de Grupos Topolégicos]
Sea G un grupo topologico. St N es un subgrupo normal cerrado de G, M
es un subgrupo topoldgico de G y p : G — G/N es la proyeccion natural,
entonces el grupo cociente M N/N es topoldgicamente isomorfo a p (M).
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Demostracién. Notemos que MN = p~! (p(M)). Como p es una funcién
abierta y continua (Teorema ), la restricién ¢ de p a M N es abierta,
continua y sobreyectiva de M N en p(M). Ya que M es subgrupo de G y
p es homomorfismo, entonces p(M) y MN son subgrupos de G/N y G,
respectivamente. Notemos que ¥~ (¢ (eg)) = p~ ! (p(eq)) = N, por lo cual,

Ker () C N.
Por el Primer Teorema de Isomorfismo de Grupos Topolégicos se cumple que
MN/N y p(M) son topolégicamente isomorfos. O

Teorema 2.47. [Tercer Teorema de Isomorfismo de Grupos Topoldgicos]
Sean G y H grupos topologicos y f : G — H un homomorfismo con-
tinuo, abierto y sobreyectivo. Si Hy es un subgrupo normal cerrado de H,
Gy = f7'(Hy) y N = Ker(f), entonces G/Gy, H/Hy y (G/N)/(Gy/N)

son topologicamente isomorfos.

Demostracién. Sean p : G — G /Gy y q : H — H/H, las proyecciones
naturales respectivas. Tenemos que go f : G — H/Hjy es un homomorfismo
continuo, abierto y sobreyectivo con ntcleo GGy. Por el Primer Teorema de
Isomorfismo de Grupos Topolégicos se cumple que G /Gy es topolégicamente
isomorfo a H/H,.

Como Gy es normal y cerrado en G, la funcién ® : G/N — H definida
por ® (Nz) = f(x) es isomorfismo topoldgico por el Primer Teorema de
Isomorfismo. Ademas, ¢ (Gy/N) = Hy. Por el Teorema se concluye que
(G/N) /(Gy/N) es topolégicamente isomorfo a H/H,. O

Ahora revisaremos otros espacio que también surge de manera natural, el
producto de grupos topolégicos.

Definicién 2.48. Sea G = {G,|a € I} una familia no vacia de grupos
topoldgicos. El grupo producto de la familia es el grupo G =[] G = [[,c; Ga
con el producto directo algebraico y dotado de la topologia producto.

A continuacién mostraremos que la Definiciéon anterior es correcta: consi-
deremos la funcién h : G x G — G definida por h ((za),cr (Ya)oer) =
(a¥aaer- S1 [ G x G — [ e (Ga x Gy) esté definida por

f ((xa)ael ’ (ya)ael) = (‘Tonya)ae]a

entonces f es una funcién continua. Ademds, si g : [[,cq (Ga x Go) — G
estd dada por g ((Za,Ya)ues) = (Tala)aess €ntonces g es una funcién con-
tinua. Ya que h = g o f, se tiene que h es una funcién continua, y por el
Teorema se tiene que G es un grupo topoldgico.
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Teorema 2.49. [Propiedad asociativa del producto] Sean G' = ], .; Go un
producto de grupos topoldgicos y {Js}per una particion de 1. Se cumple que

G es topoldgicamente isomorfo a H = [[5cx (Hang G’i>.

Demostracién. Para cada § € K sean Hy = [[,c;, Ga v 7y, = A{mi :
G — G,li € Jz}. Tenemos que por la propiedad universal del producto
topoldgico (cf. topologia inicial) la funcién el producto diagonal P = Agcgy,
es la unica funcién continua que hace conmutar el siguiente diagrama

P
HﬁeK Hﬁ Hael Ga

B g
Hpy
Ademas, es claro que P es un homomorfismo de grupos. También se tiene

que el producto diagonal () = Agecgms de las proyecciones [$-ésimas de H es
la dnica funciéon continua que hace conmutar el siguiente diagrama

Q
Hael Ga HﬁeK HB

También se tiene que () es un homomorfismo. Como
mgoQo P =my 0P =mg,

y mgo lg = g, por la unicidad del morfismo que preserva esta composicion,

se tiene que ) o P = 1y. Analogamente se obtiene que P o () = 14. Por lo

tanto, G es topoldgicamente a H. ]

Los siguientes resultados son inmediatos de la Definicién de producto de
grupos topolégicos.
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Lema 2.50. Sea G = [[.,c; Ga un producto de grupos topolégicos. Para
cada B € I se cumple que la [(-ésima proyeccion mz : G — Gpg es un
homomorfismo continuo, abierto y sobreyectivo.

Lema 2.51. Sea G = [[,c; Ga un producto de grupos topoldgicos. Si para
cada € I se considera la incluson js : Gz — G definida por js(z) =
(Ya)aes CON Yo = T siac = [y eq en otro caso, entonces jg es un isomorfismo
topologico entre Gz y jz (Gg).

El siguiente teorema exhibe una propiedad importante del producto débil o
suma directa de grupos topoldgicos.

Teorema 2.52. Si G = [[,; Ga es un producto de grupos topoldgicos y H
es el producto débil de la familia {Gy}acr, entonces H es un subgrupo normal

y denso de G.

Demostracion. Si U es un bésico canodnico, entonces existe J C [ finito
donde para cada 8 € J se tiene que 73 (G) # Gps. Para cada € J sea
ys € w3 (G). Si consideremos (Yo ),e; € G definido por y, = eq, sia & Jy
Yo = Yp si a € J, entonces (Ya),c; € H. Por esto, H es denso en G.

Es claro que H es subgrupo de G. Finalmente, si v = (24),.; € G yh =
(ha)ae; € H, entonces existe J C I finito donde para cada 3 € J se tiene
que hg # eg,, luego, si a € 1 \ J se sigue que v hor,' = eg,, por lo tanto,
rhx™' € H. O

Ahora, revisemos el producto directo interno de grupos topolégicos.

Definicién 2.53. Sean G un grupo topoldgico y { N;}, una familia finita de
subgrupos normales y cerrados de G. G se descompone topologicamente

en el producto directo de los subgrupos Ny,...,N, si G es el producto di-
recto interno de la familia {N;}_, y para cualquier coleccion Uy, ... U, de
vecindades abiertas de e, relativas a Ny, ..., N,, respectivamente, existe una

vecindad U (relativa a G) de eq tal que U es subconjunto de Uy - --U,.

Teorema 2.54. Sea G un grupo topolégico. Si G se descompone topologi-
camente en el producto directo de Ny,...N, y H = [[\_, N;, entonces la
funcion ¢ : H — G dada por ¢ (xy,...,x,) = T1- T, €S un isomorfismo
topoldgico y ¢ o m; = 1y, para cada j € {1,...,n}.
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Demostracion. El isomorfismo algebraico se tiene y también ¢ o m; = 1y
para cada j € {1,...,n}. Resta ver que v es continua y abierta.

Sean U,V € V& (eq) tales que V" C U. Si V; = VN N; para cada i €
{1,...,n}, entonces V' =[]\, Vi € V} (en). Luego, ¢ (V') C U y por tanto
¢ es continua (Teorema [2.27|[2)).

Ahora, si W =[], W; es un bésico de H tal que ey € W, entonces, como G
se descompone topoldgicamente en el producto de los Nj's, existe Z € V¢ (eq)
tal que Z C Wy ---W,, = ¢ (I}, W;). Por el Teorema se sigue que
Y es abierta. U

2.3. Grupos compactos

A continuacién estudiaremos el comportamiento de los subespacios com-
pactos de un grupo topoldgico. Ya que el presente trabajo de tesis versa
sobre compacidad categérica en grupos topoldgicos, esta seccion sera muy
importante para entender cémo es el comportamiento de los compactos con
respecto a las operaciones de grupo.

Teorema 2.55. Sea G un grupo topoldgico. Si U es una vecindad abierta de
eq y K un subespacio compacto de G, entonces existe una vecindad abierta
V' de eq tal que para cualquier elemento x de K se satisface la contencion

2Vt CU.

Demostracién. Sea W € V* (eg) tal que W3 C U. Tenemos que {Wz},cx
es una cubierta abierta de K, y como K es compacto, se sigue que existen
Z1,...,2T, € K tales que K C U, Wx,.

Consideremos V = NI, x; *Wax;. Por construccion, V € V° (eq) y oVt C
W para cada i € {1,...,n}. Ahora, si z € K, entonces existe k € {1,...,n}
tal que z € Waxy, esto es, x = wzy para algin w € W, luego

eVa ' = wr Ve lw™ CuWw™ CW3 C U
]

Sabemos que las proyecciones naturales no siempre son funciones cerradas,
pero en el caso de subespacios compactos, esto si ocurre.

Teorema 2.56. Sea G un grupo topologico. Si N es un subgrupo normal
compacto de G, entonces p: G — G /N es una funcion cerrada.
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Demostracién. Sea A C G cerrado. Se probard que (G/N) \ (p(A)) es
abierto en G/N. Sea x € G tal que p(z) ¢ p(A), entonces x ¢ NA. Por el
Teorema se tiene que N A es cerrado, por lo cual existe una vecindad
abierta U de = tal que U N NA = @. Como p es una funciéon abierta, se
cumple que p (U) es un abierto en G/N, el cual satisface p(z) € p(U) y
p(U)Np(A) = @. Si esto ultimo no ocurre, entonces existe z € p (U)Np (A),
esto es, existen a € Ay u € U tales que p (a) = p (u) = 2, es decir, ua™ € N,
de donde se sigue que u € NA, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
(G/N)\ (p(A)) es abierto en G/N. O

El siguiente resultado muestra que la compacidad se hereda a subgrupos
cerrados y espacios cociente.

Teorema 2.57. Sean G un grupo topologico y N un subgrupo cerrado y
normal de G. Si G es compacto , entonces N y G/N son compactos; si G es
localmente compacto, entonces N es localmente compacto y, si ademds, G es
de Hausdorff, se tiene que G/N es localmente compacto.

Demostracion. Tenemos que la compacidad y la compacidad local son
hereditarias a subespacios cerrados, por tanto, si G es compacto o localmente
compacto, entonces N es compacto o localmente compacto, respectivamente.
Ademds, como la proyeccién natural p : G — G/N es continua y sobreyec-
tiva y la compacidad se preserva bajo funciones continuas, si G es compacto,
se implica que G/N es compacto.

Supongamos que G es localmente compacto y de Hausdorff. Sea p(a) €
G/N. Como G es localmente compacto, existe U € V° (a) tal que clg (U) es
compacto en G, luego, p (clg (U)) es compacto en G/N. Como U C clg (U),
se tiene que p (U) C p(clg (U)). Ademds, como G es Ty, se tiene que G/N es
Ty, y ya que p (clg (U)) es compacto en G/N, entonces p (clg (U)) es cerrado,
asi que clg/n (p(U)) C p(cle (U)), por tanto, clg/y (p(U)) es compacto en
G/N. De lo anterior se obtiene que clg/n (U) es una vecindad compacta de
p(a). De esto se concluye que G/N es localmente compacto. O

Para finalizar esta seccion mostraremos que en el caso de compacidad, existe
un reciproco al Teorema anterior. El reciproco de este teorema establecera que
si N y G/N son compactos, entonces G es compacto. Antes de probar dicha
afirmacion, el siguiente resultado establece otro hecho importante sobre la
proyeccion natural.
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Teorema 2.58. Sea G un grupo topologico y N un subgrupo normal compacto
de G. La proyeccion natural p : G — G/N es una funcion perfecta.

Demostracion. Por el Teorema [2.56| se tiene que p es una funcién cerrada.
Notemos que si x € G, entonces p~! (p (z)) = Nz es compacto. Esto concluye
la prueba. O

Finalmente, como consecuencia inmediata del Teorema anterior, establece-
mos el resultado anunciado.

Teorema 2.59. Sean G un grupo topolégico, N un subgrupo normal com-
pacto de G y p : G — G/N la proyeccion natural. Si @ es un subespacio
compacto de G/N, entonces p~* (Q) es compacto en G. En particular, si G/N
es compacto, entonces G es compacto.

2.4. Pseudonormas en grupos topoldgicos

En esta seccién estudiaremos la topologia de un grupo topoldgico mediante
pseudonormas con la finalidad de probar que todo grupo topoldgico es com-
pletamente regular, lo cual nos da muy buenas propiedades de separacion y
simplifica la descripcion de la topologia. Es importante considerar que los re-
sultados aqui presentados se pueden obtener mediante pseudométricas (como
en [12]), pero se ha preferido hacer de acuerdo a [18].

Primero daremos algunas propiedades de pseudonormas y posteriormente las
emplearemos para caracterizar topologias.

Definicién 2.60. Sean G un grupo topolégico y N : G — R>( una funcion.
N es una pseudonorma en G si cumple que N (eg) = 0 y para cualesquiera
elementos x y y de G se cumple que N (zy~') < N (z) + N (y).
Lema 2.61. Sea N una pseudonorma en G. Se cumple que

(1) N(z) >0y N(x7') = N (z) para cualquier elemento x de G,

(2) para cualesquiera x,y € G se cumple N (xy) < N (z)+ N (y), y

(3) para cualesquiera z,y € G se cumple que |N () — N (y)] < N (z7y).
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Demostracion. La primera desigualdad se tiene por Definicién. Para la
segunda desigualdad tenemos que

N (z7') =N (eqz™") < N(ec) + N(x)=N(x), y
N(@)=N(@)7) =N (ea(@™)) S Nea) + N (@) =N (7).
Por lo tanto, N (z) = N (z71).

Siz,y € G, entonces, por (1), N (zy) < N (z)+ N (y~') = N (z)+ N (y).
Tenemos que

Ny) =Ny " )=N(y 'za ) =N((y'z)27") <N (y'z) + N (z),
y como N (y~tz) =N <(y*1x)_1> = N (z71y), se sigue que

N(y) <N (z7'y) + N (z),

lo cual implica que —N (z7'y) < N (z) — N (y).
Por otro lado, se satisface

N(z)=N(yy'z) =N (z7'yy ') <N (z7'y) + N (y)

de donde N (z) — N (y) < N (z7y).
Luego
—N (z7'y) < N(z) = N(y) <N (27 'y)
es decir
IN () =N (»)] <N (z7'y) .

O
En adelante, se usaran las propiedades anteriores sin referencia explicita al
Teorema 2.611

Los siguientes resultados muestran algunas maneras de obtener pseudonor-
mas a partir de pseudonormas dadas.

Teorema 2.62. Sean G un grupo topolégico, k un nimero real no negativo
y M y N pseudonormas en G.

(1) kN : G — Rsy, dada por v — kN (z), es una pseudonorma en G.
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(2) M+N : G — Rsq, dada por x — M (z)+ N (z), es una pseudonorma
en G.

Demostracidn. Notemos que kN (eg) = k(0) = 0y kN (zy™!) <
k(N (x)+ N (y)) = kN (z) + kN (y). Por lo tanto, kN es una pseudonorma
en G.

(2)) Tenemos que M + N (eg) = M (eg) + N(eg) =0+0=0y

(
M+ N (zy ™) =M (zy™") + N (zy™")
< (M (z) + M (y)) + (N (z) + N (y))
=(M(z)+N(z))+(M(y)+ N
=M+ N(z)+ M+ N (y),

de donde se obtiene que M + N es una pseudonorma en G. U

Teorema 2.63. Sea f : G —> H un homomorfismo de grupos topoldgicos.
St M es una pseudonorma en H, entonces N = M o f es una pseudonorma

en G.

Demostracién. Como f es homomorfismo de grupos, entonces f (eg) = ey,
luego N (eq) = M (f (eg)) = M (eg) = 0. Ahora, si z,y € G entonces

N(zy™) =M (f(zy™") =M (f(2) f (y7) =M (f (@) (F () )
SN(f (@) + N(f(y) =M(z)+ M(y).

Por lo tanto, M es una pseudonorma. U

Ya que nos interesa definir pseudonormas sobre grupos topoldgicos, es con-
veniente tener un método que no dependa de otras pseudonormas.

Teorema 2.64. Sea G un grupo topologico. Si f : G — R es una funcion
acotada, entonces la funcion N : G — R definida por

N (x) = sup{|f (yx) — f (y)| |y € G}
es una pseudonorma en G.

Demostracion. Observemos que para cualquier y € G' se cumple que

|f (yee) = fF W)l =1f(y) = fw)]=0,
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por lo que N (eg) = 0. Sean x,y € GG, entonces

N(xy’l)zsup{’f(zxy’l)— HZGG}
Ssupﬂf(zxy ) zx‘+\f (zx) — f(2)]| 2 € G}
< supd{| (say™ >\|zeG}+sup{rf<zx>+f< )|z ec)
< sup{|f (ty™") — f(®)| |t € G} + N (2)
=Ny ') +N(z )-

Notemos que para x € G se cumple

N (z7') = sup{|f (yz") = f (v)|ly € G}
= sup{|f (2) — (Zx)l\zeG} con z =y~
= N (2).

Luego, N (zy™') < N (y™!) + N (z) = N (z) + N (y). Por lo tanto, N es una
norma en G. U

Ahora estudiaremos algunas pseudonormas con propiedades adicionales.

Definicién 2.65. Sean G un grupo topolégico y N una pseudonorma en G.
N es una pseudonorma invariante si para cualesquiera elementos x,y de
G se cumple que N (z) = N (y 'zy).

Observacién 2.66. Notemos que si sustituimos x por yz en la Definicién
anterior (y podemos hacerlo porque la traslacién izquierda es un automor-
fismo topoldgico), obtenemos la siguiente formulacién equivalente N (zy) =
N (yx), para cualesquiera =,y € G.

Definiciéon 2.67. Sea N : G — R>( una pseudonorma. N es una pseudo-
norma continua si es continua como funcion de G a R.

Teorema 2.68. Sean G un grupo topolégico, a un elemento de G y N
una pseudonorma en G. Si N es una pseudonorma continua, entonces la
pseudonorma N, : G — Rsq definida por N,(x) = N (a"'za) es una
pseudonorma continua.

Demostracién. Veamos que N, es un pseudonorma. Notemos que N, () =
N (a*xa) = N (I,~1x), donde I,-1 es el automorfismo interno respectivo,
luego, en virtud del Teorema [2.63| se tiene que N, es una pseudonorma.
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Como I,-1 es un automorfismo topoldgico (cf. Teorema|2.31)) y IV es continua,
entonces N, es continua. O

La siguiente caracterizacién de pseudonormas continuas es similar al Teorema
(12.27]).

Teorema 2.69. Sean G un grupo topolégico y N una pseudonorma en G.
N es continua si y solo si para cualquier numero real positivo € existe una
vecindad U de e tal que para cualquier elemento x de U se cumple N (x) < ¢,
es decir, N es continua si y solo si N es continua en eg.

Demostracién. (1) Si N es continua, entonces N es continua en e, es decir,
si € > 0 entonces existe U € V° (eg) tal que para cualquier z € U se tiene
|IN (z) — N (eg)| < e. Como

[N (2) = N (ec)| = [N (2)] = N (),

se tiene el resultado deseado.

(2) Supongamos que para cualquier € > 0 existe U € V° (eg) tal que para
cualquier z € U se cumple N (z) < e.

Sea ¢ > 0. Entonces existe U. € V° (eq) tal que para cualquier x € U, se
verifica N () < e. Sea z € G, entonces zU. € V°(z). Luego, si y € zU. se
sigue 2y € U, y por hipétesis, N (27 1y) < e. Por el Teorema se
obtiene que |N (2) — N (y)| < N (27'y) < . Por lo tanto, N es continua en
zZ. U

Notacién 2.70. Si G es un grupo topoldgico y N es una pseudonorma,
entonces para cada nimero real positivo ¢ se usara

By (¢) ={z € G| N (z) < ¢},

que podriamos llamar bola abierta de radio € y centro en eg.

Como ya habia dicho, nos interesa definir pseudonormas que no dependan
de otras pseudnormas y el Teorema nos permite hacerlo a partir de
una funcién acotada. A continuacion, se estableceotra forma de obtener una
pseudnorma que depende de la topologia del grupo topoldgico.
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Teorema 2.71. Sea G un grupo topolégico. Si {U,}icw €s una sucesion de-
creciente de vecindades simétricas de eq, tal que

Uz, CU;, (2.4.1)

)

entonces se puede definir una pseudonorma continua N : G — R tal que
para cualquier 1 € w se cumple que

1 1
“\cyi.c . 4.
OIS 243

Ademds, si para cualesquiera i € w yy € G se cumple que

y Uy C U, (2.4.3)

entonces se puede definir N de manera que también sea pseudonorma inva-
riante.

Demostracion. Primero se construira por induccion una familia de vecin-
dades de e como sigue: Para n = 1 sea U (1) = Uy. Ahora, para n € N fijo
ym € {l,...,2" — 1} se define

1
U (2n+l) = Un+1 (244)
' 2 1
m + m

La condicién impuesta en ([2.4.5)) garantiza que no se repiten fracciones. Con
esto, hemos definido un sistema de vecindades U (r) de eq, donde r recorre
todas las fracciones diddicas positivas. Ademas, si m > 2" definimos

U (;) el (2.4.6)

Ahora probaremos por induccién sobre n que

m 1 m—+1
U(o)U (5 ) cU . 2.4.7
20 () <v () 24
Notemos que si m > 2™, la contencién se deduce directamente de ([2.4.6)), asi,
resta analizar los casos cuando m < 2". Para n = 1 se tiene que

1 1
U (5) U <§> =U,U, C Uy =Uj.
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Supongamos que es cierta la relacion para p < n. Probaremos que
vale para n. Consideremos dos casos:

Caso 1: m = 2k con k un entero positivo.

En virtud de las relaciones (2.4.1)), (2.4.4]) y (2.4.5) se tiene que

() () (B0 ()

Caso 2: m = 2k 4+ 1 con k un entero positivo.
Tenemos que

m 1 2% + 1 k
U<2—R>U(2—n>_(]< - )Un_U(Qn_1>UnUn

k k 1
o) s =0 (3) v (35)

E+1 m+ 1
/(=) -v (")

Con esto se concluye que ([2.4.7)) es vélida.

Para continuar, observemos que si r y s son dos fracciones diddicas, con
!

0 < r < s, podemos suponer sin pérdida de generalidad que r = % Y §= 5,
para algunos enteros positivos k, [ con k < I, y por (2.4.7) y (2.4.4)) se obtiene
que U (r) C U (s).

Si x € G, definimos f(z) = inf{r € Q|z € U(r)}. Como U (r) = G si
r > 1, entonces para cualquier x € G se cumple f () < 1. De la definicién
de f vemos que si f () < r, entonces x € U (r). Luego, como para cualquier
n € N se cumple que eq € U (2%), entonces f (eg) = 0.

Como f : G — R es una funcion acotada, por el Teorema se tiene que
N : G — R definida por

N

N

N (z) = sup{|f (yx) — f (W)||ly € G}

es una pseudonorma en G. Se probard que N satisface ([2.4.2)).
Notemos que si N (x) < % para algiin x € GG, entonces se sigue de la definicién
de N y de f(eg) =0 que

1

[ @) = 1f (eqw) [ (eq)) < N (2) < 5
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Por una observacién realizada anteriormente se deduce que z € U (%) =U;

por lo tanto, By (zi) C U;. Por otro lado, si z € U; y y € GG, entonces existe
k € N tal que

k—1 k

5 ST <3

Asi, por la observacién anterior se obtiene que y € U (Qﬁ), de donde se deduce

que yr € U (gﬁ) UyyrtelU (QE) U;t. Como U; es una vecindad simétrica

y se seatisfacen (2.4.4) y (2.4.7), entonces yz,yz~' € U (&)
Luego,
E+1
. k+1
f(yx 1) < 2

También se cumple

k;—i—l_k—l 1

flyz) = f(y) <

9i 9i  9i-1
k+1 k-1 1
-1 — QA
f (y(E ) f(y) — 9 9 2i—1

Puesto que las relaciones anteriores son validas para cualquier y € G, si
sustituimos y por yx, obtenemos en particular que

F )~ ) < g
de donde )
[ (y2) = F W)l < 5
para y € (G, es decir,
N (@) < o

por lo cual

1
TNER)

Lo anterior prueba que (2.4.2)) es vélida para la pseudonorma N. La misma

condicion ([2.4.2) implica que N es continua en eg y, por el Teorema ([2.69)),
N es continua en G.
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Finalmente, notemos que si para cada i € w, U; cumple , entonces
cada U (r) definido mediante ((2.4.4)),(2.4.5)) y (2.4.6]) lo cample. También, de
la definiciéon de f y por la condicion se tiene que para cualesquiera
z,y € G se satisface f (y~'ay) = f (x), de donde se obtiene lo siguiente

N (y'wy) = sup{|f (zy~"zy) — f (2)| |z € G}
= sup{|f (yzy~'x) = f (yzy )| | 2 € G}
= N (z)

donde la segunda igualdad se da porque las traslaciones derechas e izquierdas
son automorfismos topoldgicos y la tercera se cumple por definicién de N.
Por lo tanto, N es una pseudonorma invariante. O

El siguiente Teorema muestra que en cualquier grupo topoldgico se puede
definir una pseudonorma continua con en el Teorema [2.71]

Teorema 2.72. Sea G un grupo topologico. St U es una vecindad abierta
de e, entonces eziste una pseudonorma continua N en G tal que By (1)
esta contenida en U.

Demostracién. Sea Uy = U N U~!. Construimos inductivamente una suce-
sién {U;}ie. de vecindades simétricas de e con la propiedad UfJrl C U; como
sigue: Uy ya esta definida y si U; esté definida, entonces existe V; € V° (eq)
tal que V.2 C U; (cf. Teorema, y definimos U; 1 = V;N Vfl. Claramente
UZ, C Vi C U;. Esto concluye la construccién.

Por el Teorema existe una pseudonorma continua N en G tal que para

cualquier 7 € N se cumple

1 1
By(=)cUu cBy(-—],

en particular, para ¢+ = 0 se tiene

1
By (@> =By (1) C Uy CU.

Esto concluye la prueba. U

Corolario 2.73. La topologia de cualquier grupo topologico se pude generar
mediante una familia de pseudonormas continuas.
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Demostracién. Si U € V° (eq), se hace la contruccion del Teorema [2.72 [J

Concluiremos esa seccién con el resultado anunciado.
Teorema 2.74. Todo grupo topologico es completamente regular.

Demostracion. Sea G un grupo topoldgico. Consideremos x € G y U €
V° (z). Se probard que existe una funcién continua f : G — [0, 1] tal que

f@)=0y{yeG|fly) <1} CU.

Tenemos que 71U € V°(eg), entonces por el Teorema existe una
pseudonorma continua N en G tal que By (1) € 27'U. Notemos que la
funcién f : G — [0,1] definida por f(y) = N (z7'y) es continua en G,
f(z) = N(z'2) = N(e¢) = 0y si f(y) < 1, entonces 7'y € 27U, es
decir, y € U, y por tanto, {y € G| f (y) < 1} C U. O

De acuerdo al Teorema anterior y al Teorema [2.18] es inmediato el siguiente
resultado.

Corolario 2.75. Sea G un grupo topolégico. Son equivalentes las siguientes
propiedades:

(1) G es Ty,
(2) G esTh.
(3) G es de Hausdorf.
(4) G es Ts.
(5) G es de Tychonoff.
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Capitulo 3
FC-grupos

En este capitulo estudiaremos una estructura adicional acerca de los grupos
topolégicos. Como se verd mas adelante, los FC-grupos se comportan como
grupos topoldgicos abelianos y en varios sentidos se parecen a los F'C-grupos
(ver Apéndice . La parte algebraica acerca de extensiones fue tomada de
[16] v los teoremas posteriores al teorema de Usakov se pueden encontrar en
[19].

3.1. Definicion y ejemplos

Antes introducir la definicién de FC-grupo, requerimos otro concepto adi-
cional.

Definicién 3.1. Sean G un grupo (abstracto) y x un elemento fijo de G. La
clase de conjugacion de x es

Ce (z) = {9 'zglg € G}.

En caso de que no haya lugar a confusion sélo se usard C (z).

A continuacién introducimos el concepto que da titulo a este capitulo.
Definicién 3.2. Sea G un grupo topolégico.

(1) Un elemento g de G es un FC-elemento o elemento acotado si clg (C (g))
es compacto.

95
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(2) La parte acotada de G es

B(G)={g€G|g es FC — elemento}.
(3) G es un FC-grupo si B(G) = G.

Para los fines de la presente tesis establecemos lo siguiente.

Convencién 3.3. Todos los grupos topolégicos considerados seran de Ty-
chonoff.

Si G es un grupo (abstracto) y H es un subgrupo de G, se dice que H
es un subgrupo caracteristico si para cualquier automorfismo « de G se
cumple que « (H) < H. De hecho, se satisface o (H) = H porque también se
tiene que o' (H) < H. Veamos que la parte acotada de G es un subgrupo
caracteristico de G.

Teorema 3.4. Sea G un grupo topolégico. La parte acotada B (G) es un
subgrupo caracteristico de G.

Demostracién. Primero veamos que B (G) es un subgrupo de G. Si z,y €
B (eg), entonces

Clzy™) ={z""(zy ") 2|z € G}
={(z7"2z) (=7 'y '2) |z € G}
C{zlazlze Gy 2|2 € G}
= {z7'wz|z € G} In ({zyz""|2 € G})
= C () In(C(y))
C e (C(z)) ce (In(C (y)))
= cla (C(x)) In(cla (C (y)))
Comoz,y € B(G), clg (C(x))y clg ((y)) son compactos, luego, In (clg (C (y)))

es compacto. Por tanto, clg (C (x)) In (clg (C (y))) es compacto. Por las con-
tenciones anteriores se obtiene que

cl (C'(zy™")) C clg (C(2)) In(cla (C'(y))),

lo cual implica que clg (C' (zy~!)) es compacto, es decir, zy~' € B(G). Por
esto, B (G) es subgrupo de G.
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Ahora, sea @ un automorfismo topolégico. Vemos que si x € B (G), entonces

C(a(:c))z{y“a( )yly € G}
= {a(2)"" () ()|Z€G}
={a(z ") a (2)|z € G}
= {a (2~ xz)|z€G}
=a ({z 22|z € G})
a(C(z))

Por lo cual

ca (C(a () = ce (o (C(2)) = a(de (C (2))),

y como C'(x) es compacto y « es continua, entonces clg (C' (a (z))) es com-
pacto. Por lo tanto, B (G) es un subgrupo caracteristico de G. U

Ejemplos 3.5. (1) Si G es un grupo topolégico abeliano, entonces G es
FC-grupo porque para cualquier x € G se cumple que C (z) = {x}.

(2) Si G es un grupo compacto, entonces G es FC-grupo.

Resulta que no es inmediato pensar en la existencia de F'C-grupos que no
sean compactos ni abelianos, por ello, a continuacién se exhibe un ejemplo.

Ejemplo 3.6. Consideremos el grupo K = [],., K; donde para cada i € Z
se considera el grupo multiplicativo K; = Zy = {—1, 1} y el grupo aditivo de
los enteros Z con la topologia discreta.

Observemos que K es compacto porque es el producto de espacios compactos,
y por ello es localmente compacto. Por la Proposicion se tiene que
Aut (K) es un grupo topoldgico con la topologia compacto abierta modifica-
da. Definamos 7 : Z — Aut (K) para cada n € Z como el automorfismo
n(n) = n, : K — K dado por 1, ((¢:);cz) = (Si4n)icz- Claramente 7
en 1 porque Z esta dotado de la topologia discreta, luego 1 es continua. Si
G-: g Xy Z, entonces G es un grupo topoldgico en virtud de la Proposicién
Observemos que para cualquier (&;),., € K se cumple que (5,)161Z = (&i)iez

por la forma de sus elementos.



58 FC-grupos

Como Z no es compacto, se tiene que G no es compacto. A continuacién
mostraremos que G no es abeliano. Sean € = (&;),5,,& = (§);e, € K dados
por

[ oS ez ([ siezo2y
Tl s i=o0 VST A s ie{0,2,4)

y consideremos (g,2),(£,0) € G. Al operar obtenemos por un lado

(57 2) (57 0) = (5772 (f) 2+ 0)
= ((&&ﬂ)iez,o)

donde €_5&, = —1, y por otro lado

(€,0)(5,2) = (§mo (¢),0+2)
= ((&€)iez,2)

donde £ 56 9 = 1. Como estos productos difieren en la coordenada —2 del
producto en K, se tiene que el producto no es conmutativo en G.

Para concluir este ejemplo, se mostrars que G es FC-grupo. Como ya se vio,
G no es compacto, pero si es localmente compacto porque Z es localmente
compacto y K es compacto. Sea (k,n) € G, si consideramos (h,m) € G
arbitrario, entonces

(hym) (k,n) (hym)™" = (A (k) ;m +n) (n-m (B7Y) , —m)
= (hnm (k) TNlm4n (U—m (h)) ) (m + n) - m)
= ("0 (k) 1 (h) ;1)

de donde se deduce que Cg ((k,n)) € K x {n}. Como K x {n} es compacto
y G es de Hausdorff por ser el producto de espacios de Hausdorff, se tiene
que K x {n} es cerrado en G, de donde clg (Cq ((k,n))) C K x {n}, lo cual
implica que clg (Cq ((k,n))) es compacto. Esto muestra lo deseado.

3.2. Propiedades

El siguiente resultado muestra que la clase de los FC-grupos es cerrada bajo
subgrupos cerrados, imagenes homomorficas y productos arbitrarios.
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Teorema 3.7. Sean G un FC-grupo y {G;}icr una familia de grupos topoldgi-
CoSs.

(1) Si M es un subgrupo cerrado de G, entonces M es un FC-grupo.

(2) Si f: G — H es un homomorfismo continuo, entonces f (G) es un
FC-grupo.

(3) Tlic; Gi es un FC-grupo si y sdlo si para cada i € I se cumple que G,
es FC-grupo.

Demostracion. Supongamos que M es un subgrupo cerrado de G. Si
y € M, entonces

cla (Cu (y)) € cla (Ca (y)) -

Como M es cerrado y Cyr (y) € M, entonces cly (Crr (y)) = cla (Cu ().
Como clg (Cq (y)) es compacto, se tiene que cly (Chr (y)) es compacto porque
es subconjunto cerrado de un compacto. Por lo tanto, B (M) = M.

Sea f : G — H un homomorfismo continuo. Sabemos que f (G) es un
subgrupo de H, resta ver que f (G) es FC-grupo. Sin pérdida de generalidad
supongamos que [ es sobreyectiva (Teorema [2.44)). Si h € H, entonces existe
g € G tal que f(g) = h. Ademads, se cumple que

falgz) = f(a7") f9) flx)=(f(2)" fg) f(x) =k 'Rk,

donde f (z) =k, esto es, k™ hk € f (clg (Cq (g))).

Como clg (Cg (g)) es compacto, se sigue que f (clg (Cs (g))) es compacto.
Como H es Ty, se tiene que f (clg (Cq (g))) es cerrado en H (Teoremal[L.7|([1])).
Ya que para cualquier k € H se satisface k™ 'hk € f (clg (Ce (g))), entonces

Cre) (h) € [ (cla (Ca (9)))

implica que
i (Cr) (1)) € £ (e (Ca ().

esto es, cly (Cf(G) (h)) es compacto en H. Por lo tanto, la imagen continua
de un FC-grupo es un FC-grupo.

(3) (@) Si[l;c; Giesun FC-grupo, como las j-ésimas proyecciones canénicas
son funciones continuas sobreyectivas, se verifica que G, es FC-grupo para
cada j € I.
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(b) Supongamos que para cada i € I se cumple que G; es un FC-grupo. Sea
Y = (Yi);er € [ Lic; Gi- Puesto que
Crie, (y) = {z7 yz|z € HGz} - H{Iflyim r; € Gy},
el el

se satisface lo siguiente

dre, (Cria: (v) € dpe; (H{%lyzfci\ T; € Gi}>
i€l
= HClGi ({:L‘l_lyll’z| x; € Gz})
iel
= H clg, (CGz (yZ))
i€l
Como cada G; es FC-grupo, se tiene que clg, (Cg, (y;)) es compacto, como
la compacidad es productiva, [[..; clg, (Cq, (vi)) es compacto, y dado que
crie: (Crye: (y)) es cerrado en un compacto, entonces clfje, (Cla; () es
compacto. ]

El siguiente resultado establece una relaciéon entre los grupos cociente, los
grupos compactos y los F'C-grupos.

Teorema 3.8. Sean G un grupo topoldgico, N un subgrupo normal y cerrado
de G. Si N es compacto y G/N es un FC-grupo, entonces G es FC-grupo.

Demostracién. Sea y € G y consideremos p : G — G/N la proyeccién
natural. Notemos que clg/n (Can (p(y))) es compacto en G/N porque G/N
es F'C-grupo. Como p es una funcién perfecta (Teorema , entonces
p~ (cle/n (Cayn (p(y)))) es compacto en G. Ya que p~* (Cayn (p(y))) C
pt (clg/N (Cg/N (p (y)))) y para cualquier x € G se cumple
vty € p~ (Com (0 ()
se obtiene que C¢ (y) € p~* (Caynv (p(y))), de donde
cle (Ca (y) C ela (p7 (Cayw (p (1))
Cp ' (cleyn (Can (p(y))) -
Por lo tanto, clg (Cq (y)) es compacto. O

A continuaciéon daremos algunas definiciones que nos permitiran simplificar
el lenguaje.
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Definicién 3.9. Una sucesion

Yn—1 Tn Yn+1
: > An—l > An > n+1 An+2

de homomorfismos de grupos es exacta en n si Im (v,_1) = Ker (y,). La
sucesion es exacta si es evacta en cada n. Una sucesion exacta corta es
una sucesion exacta

0 A, n A, 7 A, 0.

De la Definicion de sucesién exacta corta tenemos que el homomorfismo
es inyectivo y el homomorfismo 7, es sobreyectivo. Esto motiva la siguiente

Definicién 3.10. Una sucesion exacta corta

0 A, n A, ik A, 0.

se parte si existe un homomorfismo § : A3 — Ay tal que 7306 = 1y,.

En la Definicién anterior se puede sustituir la condiciéon por la existencia de
un homomorfismo 6 : Ay — A; tal que o~y = A;.

Definicién 3.11. Sean G, N y Q) grupos. G es una extension de N por ()
(o de N bajo Q) si existe una sucesion exacta corta

0 N G Q 0

Para el caso de grupos topoldgicos, las Definiciones y se modi-
fican cambiando “grupos” por “grupo topoldgico” y “homomorfismo de gru-

pos” por “homomorfismo continuo”.

Definicién 3.12. Una clase H de grupos topolégicos tiene la propiedad de
los tres espacios si se cumple lo siguiente: si H es un subgrupo normal y

cerrado de G y tanto H como G/H son elementos de H, entonces G estd en
H.

La definicion anterior se puede expresar si dada la sucesién exacta corta

0——N——G@—2 ~G/N——0

donde N es un subgrupo normal y cerrado de G, ¢ es la inclusion y p la
proyeccién natural, con N y G/N con una propiedad 3, entonces G tiene la
propiedad *B. Por ejemplo, del Teorema [2.59] se obtiene lo siguiente.
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Teorema 3.13. La clase de los grupos topoldogicos compactos tiene la pro-
piedad de los tres espacios.

A pesar del Teorema , la propiedad de ser FC-grupo no es una propiedad
de los tres espacios.

Observacién 3.14. La clase de los FC-grupos no es cerrada bajo exten-

siones. Para mostrarlo, consideremos Z, = {1, —1} y definamos 7 : Zy —

Aut (R) como 7 (n) = n, donde 7, : R — R estd determinado por 7, (r) =

nr. Sea G = R x,, Zs.

Sea y = (r,n) € Gy consideremos x = (s,m) € G arbitrario. Tenemos que
1

zyr~t = (s,m) (r, )(87 m)-
= 3+77m )(nm 1 m_l)
= s+nm() )( ms m)

Tenemos dos casos. Si n = 1, entonces zyz~! = (mr, 1), de donde Cg (y) =

{(r,1),(=r,1)}, esto es, clg (Cq (y)) es compacto en G. Ahora, si n = —1,
notemos que ryz ' = (25 + mr, 1). Supongamos que m = 1, luego para t € R
fijo se obtiene la ecuacion lineal 2s +r = ¢ que tiene soluciéon. De lo anterior
se tiene que

{eyr Yz € G} = {(t,~1) [t e R} =R x {—1}.

Como R es cerrado en R y {—1} es cerrado en Zs,, entonces R x {—1} es
cerrado en G, luego clg (Cq (y)) = R x {—1} y R x {—1} no es compacto en
G. Por lo tanto, G no es un FC-grupo.

Por otro lado, por la Proposicién existe una sucesion exacta que se parte

o— R * g .7 0

en la cual, como R es abeliano, R es un FC-grupo y como Zs es compacto,
Zo es F'C-grupo, pero G no es F'C-grupo.

A partir de ahora nos centraremos en el estudio de los grupos localmente
compactos.
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Teorema 3.15. Sea G un grupo topoldogico localmente compacto y totalmente
disconexo. Si U es una vecindad abierta de eq, entonces existe un subgrupo
H abierto y compacto de G tal que H estd contenido en U.

Demostracion. Por el Teorema existe una vecindad K de x la cual
es abierta y compacta tal que K C U. Sea @Q = {q € G|Kq C K}, se
mostrard que H = QN Q™! es un subgrupo compacto y abierto de G tal que
HCU.

Como eg € @, entonces () # @. Sean ¢ € () un elemento fijoy k € K
arbitrario. Como kq € K y K es abierto, por la continuidad de m existen
vecindades Uy y V, de k y g, respectivamente, tales que U,V C K. Notemos
que {Ux|k € K} es una cubierta abierta de K, y como K es compacto,
entonces existe una subcubierta finita Uy,,..., Uy, de K. Sea V = N} Vj,.
Se cumple que KV C K y por tanto V C ). Como V es interseccién finita
de abiertos se tiene que es abierto y como g € V', entonces V' € V°(q). Por
tanto, () es abierto. Asi, H es abierto.

A continuaciéon mostraremos que H es un subgrupo de G. Si hy,hy € H,
entonces hy € Q y hy' € Q, luego

K (hihy') = (Kh) hy' € Khy' C K,

de donde se implica que h1hy* € Q. Andlogamente se muestra que hoh; ' € Q,
es decir, hihy' € Q7. Asi, hih;' € H. Esto prueba que H es subgrupo de
G.

Como H es subgrupo abierto, por el Teorema se tiene que H es un
subgrupo cerrado, y ya que H C K, entonces H es compacto. O

Antes de enunciar y probar el siguiente resultado, presentamos algunos con-
ceptos auxiliares.

Definicion 3.16. Sea X un espacio topologico. Un subconjunto A de X es
relativamente compacto si A estd contenido en un subconjunto compacto

de X.

En seguida presentamos una caracterizacion de los subconjuntos relativa-
mente compactos de un espacio de Hausdorff.

Proposicion 3.17. Sean X un espacio topoldgico Ty y A un subconjunto de
X. A es relativamente compacto si y solo si clx (A) es compacto.
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Demostracién. (a) Si A es relativamente compacto, entonces existe B C X
compacto tal que A C B. Como X es T5 se sigue que B es cerrado (Teorema
[L.7(1), luego, clx (A) C B, lo cual implica que cly (A) es compacto.

(b) Siclx (A) es compacto, como A C clx (A), se tiene que A es relativamente
compacto. ]

Definicién 3.18. Sea G un grupo topoldgico (no necesariamente Ty ).

(1) Un subconjunto A de G es invariante bajo los automorfismos
internos de G si para cualquier elemento g de G se cumple que I, (A)
estd contenido en A.

(2) Un elemento g de G es un elemento periédico de G si g pertenece
a un subgrupo compacto de G. También, un subconjunto A de G es
periodico si todos sus elementos son periodicos.

(8) La parte periddica de G, denotada por P (G), es el conjunto de ele-
mentos periodicos de G. En particular, G es puro si P (G) = {eq}.

El siguiente teorema fue establecido por V. I. Usakov en 1962, aunque existe
una versién més general debida a Grosser y Moskowitz en [6]. La prueba
aqui presentada esta basada en la construccién realizada en el articulo referi-
do.

Teorema 3.19. [Usdkov] Sea G un grupo topolégico totalmente disconezo y
localmente compacto. St A es un subconjunto de G relativamente compacto,
periddico e invariante bajo los automorfismos internos de G, entonces el
subgrupo cerrado generado por A es un subgrupo normal y compacto de G.

Demostracién. Sea [B] el subgrupo cerrado generado por un subconjunto
B,y si B = {b}, usamos tnicamente [b]. Vemos que (A) es normal en G
porque los elementos de (A) son productos finitos de elementos de A y por la
invariancia de A bajo los automorfismos internos de G se tiene que también
lo es (A), es decir, (A) es normal en G. Luego, por el Teorema se
obtiene que [A] es normal en G.

Como A es invariante bajo los automorfismos internos de G y relativamente
compacto, se tiene que cada elemento de A es un FC-elemento. Ya que G es
localmente compacto y totalmente disconexo, por el Teorema |3.15| existe un
subgrupo K abierto y compacto.
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que A es simétrico y contiene a eq.
Como K es abierto y contiene a la identidad, existe una cubierta abierta de
A de la forma {aK},ca,a)- Como clg (A) es compacto, existe una subcu-
bierta finita {a; K}, esto es clg (A) C U a; K. Como en realidad estamos
considerando una cubierta abierta formada por las clases laterales izquierdas,
podemos suponer que para cada i € {1,...,n} se tiene que a; € A.

Como cada a; es periddico por hipdtesis, se tiene que [a;] es compacto. Asi,
como nos interesa que [A] sea compacto, basta probar que

(4) € [a] -+ a, K.

Como A= A"'y eg € A, podemos escribir cada elemento = de (A) como un
producto finito de elementos de la forma a;k;, con i € {1,...,n} y k € K.
Ahora, por la invariancia de A se deduce que x puede ser escrito de la forma
ai, - -a;,k donde iy € {1,...,n} y k € K, para ello basta considerar lo
siguiente

T = ag kiag,ky - ag,ky,
= aslklaSle_lklkg cee aspkp
= Cle (k:lasgkrl_l) ]{?11{?2 R aspkp

= as,ag,krky - - - ag, Ky

y si repetimos el procedimiento una cantidad finita de veces obtenemos la
descomposicion anunciada. Sea p la longitud de x. Ahora, para p fijo se define
la altura de p como
p_l . p_2 . . .
nP= e +nP" %y + + 1p.
Sea p fijo. Supongamos que para algin r < p se cumple que 7,1 < %,. Como
-1 -1 S N ) /

;. @, a;,,, € A, entonces a; , a;a;,, = a;k’, cona; € Ay k € K, esto
implica que a;,a;,,, = a;.,,a;k". Nuevamente, si usamos la invariancia de A
repetidamente (como arriba), es posible “mover” £’ hacia la derecha para
obtener

T =gy gy Gy Gy - GG, K

con j; € {1,2,...,n}y%€K.
Ya que el r-ésimo indice decrece en 1 y la altura de los indices aumenta en a
lo mas n — 1, se cumple lo siguiente

decremento total de la altura >n"" — (n—1) (1+n+---+ np_(’”“l))

=nP7" — (n”_’" — 1) =1.
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Asi, el cambio realizado deja fija la longitud de z, pero hace estrictamente
menor la altura de p. Por lo tanto, si x esta escrito en una forma de minima

altura, entonces se debe tener que i; < --- < i,. Esto prueba que (A) C
[ai] - - [an] K. Como [a]---[a,])K es compacto (y cerrado), se tiene que [A]
es compacto. Esto concluye la prueba. Il

A continuacién caracterizamos una propiedad muy importante de la parte
acotada de un grupo topoldgico.

Teorema 3.20. Sea G un grupo topolégico localmente compacto. B (G) es
abierto si y solo st G tiene una vecindad abierta, invariante bajo los auto-
morfismos internos de G y compacta de eg.

Demostracién. (a) Supongamos que B (G) es abierto y que G no tiene
vecindades abiertas, invariantes bajo los automorfismos internos de Gy com-
pactas de eg. Sea N una vecindad compacta de eg tal que N C B (eg), v
consideremos V € V* (eg) tal que clg (V)* C N.

Construiremos sucesiones {z }nen ¥ {an nen tales que

(i) para cualquier n € N se tiene y,, = x1---z, € V,
.. —1 .
(i) anTpi1Tpio- - xma, ' €V para cualesquiera n,m € N con m > n, y

(iii) los conjuntos N, ayxia;'N, asx129a5' N, ..., akx1x2~~:cka,;1]\7,
son disjuntos.

Primero, se afirma que existen a; € Gy 1 € V tales que Nﬂalxlale = .
Si por lo contrario, N intersecta a cualquier conjunto de la forma aza™!, con
a € Gyx €V, entonces existen y,z € N tales que axa 'y = 2, de donde
ara™ € NN71 Asi, A, = UsegaVa™t € NN~ por lo cual clg (A) es una
vecindad compacta e invariante bajo los automorfismos internos de G del
elemento identidad eg, lo cual contradice la hipotesis inicial.

Supongamos que se han construido los conjuntos {z1,...,zx} v {a1,...,ax},

con k > 1, cuyos elementos satisfacen las condiciones
(1) para cualquier ¢ € {1,...,k} se tiene que y; = x1x9---x; €V,

(2) para cualesquiera i € {1,...,k—1} y j > 1 se cumple que

~1
a;Tiy1---xja; € V)y
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(3) los conjuntos N, ayxia;'N, ..., apy - - - 20, N son disjuntos.

Consideremos la traslacién izquierda oy, , los homomorfismos f; : G — G
definidos por f; (¥) = a;xi1 - wpa; t coni € {1,... k— 1}, y el automorfis-
mo interno I,, . Ya que todas las funciones mencionadas mandan e en V', por
la continuidad de ellas, existe W € V° (eq) tal que su imagen esté contenida
en V' (basta considerar la interseccién de las vecindades W que existen para
cada cada funcién). Sea

R, =NU (alxlale) U (agxlxgaglN) U---J (akxl . -xka,le) :

Si para cualesquiera x € Wy a € G se satisface que R Nax 2o - - 20 1N #
<, entonces
Ap = Ugega (z1 - mpW)a™ ' C RkRgl,

y cle (Ay) (clg (Ag)) ™" es una vecindad invariante bajo los automorfismos
internos de G y compacta del elemento identidad eg, lo cual es una con-
tradiccion. Por lo tanto, existen xxy; € Wy apr1 € G tales que Ry N
(ak+1x1$2 o 'Ikl’k+1a’;i1N> = . Esto concluye la construccion de las suce-
siones.

Ahora, como y, € V C N para cualquier n € N y N es compacto, existe
un punto de aglomeracién y € N de la red {y,}nen, por lo cual existe una
subred {y,, }aen que converge a y. Si denotamos por lim,z, al punto limite
de la red {z,}, entonces

anya;I = lim, (anxlxg . -Ima;l)

. ~1 -1
= lim, (anxl ceeTpa, ) (anan C Ty, Q, ) ,

L€ clg (V), se obtiene

puesto que a,Tp4y1 - T, a,

anya, € a1y - pa;, clg (V).

Ahora, si suponemos que la red {a,, ya;j} converge a © € (G, entonces existe
vy € V tal que amya;; = xvy (a partir de algin momento). De lo anterior
se sigue

n

~1,-1 -1 -1
T = Qp, Y@, Uy € Un 01Ty Tnya,, - (clg (V) C an, 21+ 1p,0,, N,
. . e .. 71
lo cual contradice la condicién (4ii) y por ello la red {a,,ya, '} no es con-

vergente. Un argumento similar muestra que {a,,ya, '} no tiene subredes
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convergentes. En consecuencia, clg (C (y)) no es compacto, peroy € N C N,
lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, G tiene una vecindad invariante bajo los automorfismos internos
compacta de la identidad e.

(b) Supongamos que existe N € V& (e) compacta e invariante bajo los au-
tomorfismos internos de G. Si g € N, entonces Cg (g) € N, y como N es
compacto, se sigue que clg (Cq (g)) es compacto, esto es, g € B (G). Luego,
N C B(G). Como B (G) es un subgrupo de G (Teorema [3.4) con interior no
vacio, se obtiene que B (G) es abierto en virtud del Teorema [2.36](3). O

Los siguientes resultados son inmediatos del Teorema anterior.

Corolario 3.21. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. Si G es
un F'C-grupo, entonces G tiene una vecindad de e compacta e invariante
bajo los automorfismos internos de G.

Corolario 3.22. Sea G un grupo topolégico localmente compacto tal que
B (G) es denso en G. G es un FC-grupo si y sélo si G tiene una vecindad
de e compacta e invariante bajo los automorfismos internos de G.

Demostracion. El Corolario |3.21] nos da la primera implicacién. Para la
segunda implicacién notemos que por el Teorema se obtiene que B (G)
es abierto. Como B (G) es un subgrupo de G (Teorema [3.4), por el Teorema
se tiene que B (G) es cerrado en G, esto es, clg (B (G)) = B (G). Por
lo tanto, G es FC-grupo. O

Corolario 3.23 (D. H. Lee y T. S. Wu). Sea G un grupo topoldgico local-
mente compacto. Si G es totalmente disconexo, entonces B (G) es abierto si
y solo si G tiene un subgrupo normal, abierto y compacto.

Demostracién. Por el Teorema[3.19] si G tiene un subgrupo normal, abierto
y compacto, entonces B (G) es abierto.

Supongamos que B (G) es abierto. Nuevamente por el Teorema [3.19] se tiene
que existe una vecindad N de eg compacta e invariante bajo los automor-
fismos internos de G. Por el Teorema [3.15| existe un subgrupo K abierto y
compacto contenido en N. Notemos que A = Uyeqr Kz~ ! satisface A es in-
variante bajo los automorfismos internos de G, es periédico y relativamente
compacto. Por el Teorema[3.19] A genera un subgrupo H compacto y normal
de G. Como A C H y A es abierto, por la homogeneidad de H (Teorema
, se tiene que H es abierto. Esto concluye la prueba. U
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Corolario 3.24. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. St G es un
EFC-grupo totalmente disconexo y K es un subgrupo compacto de G, entonces
K estd contenido en un subgrupo compacto, abierto y normal de G.

Demostracién. Sea k € K. Por hipdtesis se tiene que C' (k) es relativamente
compacto, invariante bajo los automorfismos internos y periédico. Luego, por
el Teorema , C' (k) genera un subgrpo Nj compacto y normal de G. Ya
que G es un FC-grupo, por el Corolario , existe un subgrupo N de G
con la propiedad de ser compacto, abierto y normal. Luego, como { N Ny } e x
es una cubierta abierta de K, existe una subcubierta finita N' = { NNy},
de N. Claramente A = UN es compacto, invariante bajo los automorfismos
internos de G y periddico. Asi, nuevamente por el Teorema [3.19] se cumple
que A genera un subgrupo H normal compacto y abierto de GG. Es evidente
que K C H. Esto concluye la prueba. O
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Capitulo 4

Compacidad categédrica en
grupos topoloégicos

Uno de los resultados mas importantes acerca de compacidad es la carac-
terizacion en términos de objetos y funciones establecida en el Teorema de
Kuratowski-Mréwka (Teorema . Este resulta ser la base para una for-
mulacién categérica de compacidad como se puede ver en [12].

En este capitulo se introduce la nociéon de compacidad categoérica en grupos
topolégicos como fue definida por Dikranjan y Uspenskij en [4]. En la primera
seccion se hace un desarrollo de varios de los resultados mencionados en
dicho articulo combinandolos con algunos resultados establecidos en [12] para
tener un panorama completo de dichos hechos, mientras que en la segunda
seccién se presentan teoremas de compacidad (en términos de G. Liukécs),
esto es, teoremas que establecen equivalencia entre compacidad categérica y
compacidad usual en ciertas clases de grupos topolégicos.

Nuevamente usaremos la Convencién porque estamos interesados en tra-
bajar con grupos topologicos de Hausdorff.

4.1. c-compacidad y h-completez

En esta seccién desarrollaremos dos conceptos acerca de grupos topologicos

los cuales se comportan de forma similar a los espacios compactos.
El primero de ellos esta motivado en el Teorema de Kuratowski-Mrowka.

71
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Definicién 4.1. Sea G un grupo topolégico. G es categdéricamente com-
pacto, o por brevedad c-compacto, si para cualquier grupo topologico H se
cumple que la proyeccion mo : G x H — H manda subgrupos cerrados en
subgrupos cerrados.

Es importante mencionar que el uso de c-compacto no debe confundirse con
C-compacto mencionado en [Il 346,395,402-406,666].

El segundo concepto estd relacionado con la complecion de Raikov de un
grupo topoldgico y su comportamiento respecto a homomorfismos continuos.

Definicién 4.2. Sea G un grupo topologico. G es h-completo si para cual-
quier homomorfismo continuo y sobreyectivo f : G — H se cumple que H
es completo (en el sentido de Raikov).

Es de notar que, por la Proposicién[B.11], la Definicién anterior es equivalente
a pedir que para cualquier homomorfismo continuo f : G — H se satisface
f (G) es cerrado en H.

Para nuestros intereses inicamente usaremos la complecién de Raikov, por lo
cual siempre se consideraran grupos completos o compleciones de un grupo
en el sentido de Raikov. Para mayores detalles consultar el Apéndice [B]
Ahora, mostraremos que la c-compacidad y la h-completez se comportan
como la compacidad respecto a los homomorfismos continuos, es decir, la clase
de grupos c-compactos es cerrada bajo imdgenes homomorficas sobreyectivas.

Teorema 4.3. Sean G y H grupos topologicos y f : G — H un homomor-
fismo continuo y sobreyectivo.

(1) Si G es h-completo, entonces H es h-completo.
(2) Si G es c-compacto, entonces H es c-compacto.

Demostracion. Sea h : H — L un homomorfismo continuo. Notemos
que h(H) =h(f(G)) = hof (G),y como G es h-completo, entonces ho f (G)
es cerrado en L. Por lo tanto, H es h-completo.

Sea L un grupo topoldgico, S un subgrupo cerrado de H x L y consi-
deremos 7, : G x L — Ly 7}, : H x L — L las proyecciones canénicas.
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Notemos que el siguiente diagrama es conmutativo

AL{f.1
GXLMHXL
7_[_/
Ty, L
L

Asf, S = (A{f,1.}) 7" (S) es cerrado en G x L porque A{f,1,} es continua.
Luego, 7, (S') es cerrado en L porque G es c-compacto. Tenemos que

w1 (S) = 7 (A{f, 1.} (S")) = w1 (57).
Esto concluye la prueba. U

Veamos que la c-compacidad es hereditaria a subgrupos cerrados.

Teorema 4.4. Sean G un grupo topoldgico y S un subgrupo cerrado de G.
St G es c-compacto, entonces S es c-compacto.

Demostracion. Si H es un grupo topolégico, entonces S x H es un subgrupo
cerrado de G x H, por lo cual si M es un subgrupo cerrado de S x H, entonces
M es un subgrupo cerrado de G x H, por lo cual 7wy (M) es cerrado en H.
Esto concluye la prueba. U

Ahora veamos que la condicién de c-compacidad implica la h-completez.

Teorema 4.5. Sea G un grupo topologico. St G es c-compacto, entonces G
es h-completo.

Demostracion. Sea f : G — H un homomorfismo continuo. Como G es
de Hausdorff, entonces {(z, f (z)) |z € G} es cerrado en G x H. Por lo tanto,
f (G) es subgrupo cerrado de H. O

En lo que sigue el objetivo serd mostrar que la c-compacidad y la h-completez
son propiedades productivas. Para ello introduciremos algunos filtros espe-
ciales que nos permitiran caracterizar dichos conceptos y también demostrar
la propiedad mencionada.
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Definicién 4.6. Sea G un grupo topolégico y § un filtro sobre G. § es un g-
filtro si existen un homomorfismo (no necesariamente continuo) h : G — L
sobre un grupo topologico L y un punto y de L tal que § es generado por

Bry = {7 (Uy)|U €V} (er)}.

Si ademds el interior de cada elemento de § es no vacio, entonces § es un
og-filtro.

A continuacion caracterizamos a estos filtros.

Teorema 4.7. Sean G y L grupos topologicos, h : G — L un homomorfismo
(no necesariamente continuo) y y un elemento de L.

(1) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) By, es una base-filtro.
(b) & & Bhy.
(c) y € cly (h(Q)).

(2) Siy €l (h(G)), entonces h es continua si y solo si cada elemento de
Bh,y tiene interior no vacio.

Demostracion. [(a) <= (b)] Si h ' (Uy),h ! (Uy) € By, donde
Ui, Uy € V3 (er), entonces Uy N Uy € V5 (er) y por lo tanto, A~ (Uyy) N
h=t (Uyy) = b=t (U1 NUs) y) € Byy. Luego, la familia By, es cerrada bajo
la formacién de intersecciones finitas. Asi, B, es base filtro si y sélo si
@ & Byy.

[(b) <= (c)] Tenemos que @ ¢ By, si y solo si para cada U € V5 (er,) se
cumple que h™! (Uy) # &, lo cual equivale a que h (G) N Uy # & para cada
U € V5 (er). Esto tltimo es equivalente a que y € ¢l (h (G)).

Si h es continua, entonces h~! (Uy) es abierto en G' porque Uy es abierto
en L. Por (1) se tiene que y € clr (h(G)) implica que h™! (Uy) # & para
cada U € V7 (er). En partiular, cada elemento de B}, tiene interior no vacio.
Reciprocamente, si intg (h™' (Uy)) # @ para cada U € V} (er), por el
Teorema basta probar que h es continua en eg. Sea V € V5 (er)
y consideremos U € V*(er) tal que U? C V. Por hipétesis se tiene que
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intg (h~' (Uy)) # @, por lo cual existen z € h™' (Uy) y W € Vg (eq) tales
que Wx C h=! (Uy). Ademds,

W CWW™ = War W = Wa (Wa) ™!
C hH (Uy) (B (Uy)) S ((Uy) (Uy) ™)
=h ' (Uyy™'U) == (UUT)
C h H (V).

Por lo tanto, h es continua en eg. Il

Del Teorema anterior es inmediata la siguiente caracterizacion de los og-
filtros.

Corolario 4.8. Sea G un grupo topologico. Un filtro § sobre G es un og-filtro
st y solo si existen un homomorfismo continuo h: G — L yy € L tales que
§ es generado por By, .

Demostracion. Si § es un og-filtro, entonces por definicién existen un ho-
momorfismo h : G — Ly y € L tales que § es generado por By, y cada
elemento de § tiene interior no vacio, en particular, cada elemento de By,
tiene interior no vacio y por el Teorema [£.7] se sigue que h es continua.

Por el otro lado, supongmamos que § es generado por By, con h: G — L
continuay y € L. Si F' € §, entonces existe U € V5 (er) tal que h~! (Uy) C
F.Yaque h™* (Uy) € By, C§ y § es un filtro, se obtiene que h™! (Uy) # @.
Ademss, h™! (Uy) es abierto en G porque h es continua. Por lo tanto, & #
h=! (Uy) Cintg (F). d

Ahora mostraremos que asi como existen los filtros maximales que con-
tienen a los filtros, también existen g-filtros maximales y og-filtros maximales.
Primero establezcamos un concepto relacionado con familias de filtros.

Definicién 4.9. Sea X un conjunto. Una familia {Fa}acs de filtros sobre X
es compatible si la coleccion

B = {ﬂleFai

ke N7 Fai € {ga}ael}

de intersecciones finitas arbitrarias no contiene al conjunto vacio.
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Es conveniente observar que en particular cada §, es cerrado bajo intersec-
ciones finitas, lo cual implica que B también lo es, lo cual permite afirmar que
B es una base filtro si y sélo si la familia {Fa}acs es compatible. También,
si § es un filtro sobre X el cual contiene a cada §,, entonces B C §' y, por
lo tanto, @ ¢ B; por otro lado, si @ ¢ B, entonces el filtro § generado por la
base filtro B contiene a cada §, para cada o € I, y en este caso, § C § para
cada filtro § que contenga a cada §,, lo cual significa que § es la menor cota
superior de {§a }aer ordenada por la inclusién usual. Por lo tanto, la familia
{Ta}aer tiene supremo si y sélo si es compatible.

Teorema 4.10. Sean G un grupo topoldgico y {Fa}acr una familia compa-
tible de filtros sobre G.

(1) Si cada o es un g-filtro, entonces sup{§atacs €s un g-filtro.

(2) Si cada Fo es un og-filtro, entonces sup{Fa}acr €s un og-filtro.

Demostracién. Ya que {§,}aer es compatible, entonces
B={N_Fo|k €N, F, € {Fatact}

no contiene al vacio. Asi, B genera a § = sup{Fa }tacr-

(1)) Para cada o € I existen un grupo topolégico L,, un homomorfismo h,, :
G — Loy Yo € L, tales que §, es generado por By, .. Sean L = Hael L,
y h : G — L el homomorfismo diagonal definido por A (g) = (ha (9))ae;-
Sea U € V7 (er) y consideremos un bésico V' = [] ., Vi que contiene a e,
tal que V' C U, donde existe un conjunto finito A = {ay, ..., ax} tal que si
p € A, entonces Vg # Lgy Vg = Lgsi f €1\ A Se tiene que

r\'f:lh;il (Vaiyai) =h! (Vy) - h! (U?/)

y Myhyt (Vaya,) € B, lo cual implica que A~ (Uy) € §. Asi, By, C .
Luego, si §' es el filtro generado por By, se cumple que §' C F.

Ahora, si F' € § existe NF_,F,, € B tal que N¥_,F,, C F puesto que § es
generado por B. Ya que cada §,, es generado por B existen V,, €
Vi, (er,,) tal que b= (Vo,ya,) € Fa, y por ello

a; Yo

ht (Vy) = ﬂ?:lhgil (Vai¥a,) C mf:lFai CF,

donde V es una vecindad bésica de ey. Luego, F' € § porque h™' (Vy) € By,
y & es generado por By ,. Esto muestra que § C §'. Por lo tanto, § = §' y
§ es generado por By, ,. En conclusion, § es un g-filtro.
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Si cada §, es un og-filtro, entonces por el Teorema se tiene que
cada h, es continua y por lo tanto h (como se definié arriba) es continua.
Por el Corolario 4.8 se tiene que § es un og-filtro. g

A continuacién presentamos los conceptos maximales de g-filtro y og-filtro.

Definicién 4.11. Sea {Fu}oa € I una familia de filtros sobre un grupo
topoldgico.

(1) Supongamos que cada §, es un g-filtro. § es un g-filtro maximal si
S es un g-filtro mazimal en {Fo}acr-

(2) Supongamos que cada §, es un og-filtro. § es un og-filtro maximal
si § es un og-filtro mazimal en {§q}tacr-

Como se habia dicho antes, siempre existen los g-filtros maximales y los og-
filtros maximales.

Teorema 4.12. Sea § un filtro en G.
(1) Si§ es un g-filtro, entonces existe un g-filtro mazximal que lo contiene.
(2) SiF es un og-filtro, entonces existe un og-filtro maximal que lo contiene.

Demostracion. Ya que cada cadena ascendente de filtros es compatible,
por el Teorema [4.10| se tiene que cada cadena ascendente de g-filtros u og-
filtros tiene una cota superior que es nuevamente un g-filtro o un og-filtro,
respectivamente. Por el Lema de Zorn se obtiene el resultado deseado. [l

Pasamos a analizar el comportamiento de los g-filtros y og-filtros respecto a
los grupos cociente, pra ello requerimos el siguiente lema acerca de grupos.

Lema 4.13. Si h : G — L es un homomorfismo de grupos, entonces para
cualesquiera A subconjunto de L y B subconjunto de G se cumple

h~t(h(B)A) = Bh™' (A).
Demostracion. Notemos que
h (B (A)) = h(B)h (h™ (4)) C h(B) A

implica que Bh™! (A) C h™! (h (B) A).



78 Compacidad categérica en grupos topoldégicos

Por otro lado, si ¢ € h™! (h(B) A), entonces h(g) € h(B) A, por lo cual
existen b € By a € A tales que h(g) = h (b) a, de donde se obtiene que

h(b) " h(g)=h (") h(g)=h(b"g) =a,

es decir, b™'g € h'(A). Asi, g € bh'(A) C Bh ' (A). Por lo tanto,
b1 (B) A C Bh'(A). 0

Teorema 4.14. Sean G un grupo topolégico, N un subgrupo normal de G
(no necesariamente cerrado) y p: G — G /N la proyeccion natural.

(1) Si § es un g-filtro sobre G, entonces p (§) es un g-filtro sobre G/N.

(2) Si§ esun g-filtro maximal sobre G, entoncs p (§) es un g-filtro mazimal
sobre G/N.

Si ademas, N es cerrado en (.
(3) Si § es un og-filtro sobre G, entoncs p (§) es un og-filtro sobre G/N.

(4) Si§ es un og-filtro maximal sobre G, entoncs p (F) es un og-filtro ma-
zimal sobre G/N .

Demostracion. Por Definicién existen un grupo topolégico L, un homo-
morfismo h : G — Ly y € L tal que § es generado por By, ,. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que h (G) es denso en L (en caso necesario cambia-
mos L por cf, (h(G))). Por el Teorema [L.7(1) se tiene que y € clr, (h(G)).
Como N es normal en G, h (N) es normal en h (G), y por el Teorema [2.36|(2)
se obtiene que N = cly, (h (N)) es un subgrupo normal cerrado de L.

Sea ¢ : L — L/N la proyeccién canénica respectiva. Como N C h~ (N) =
Ker (qo h), entonces ¢ o h induce un homomorfismo de grupos h : G/N —
L/N tal que goh = honp.

A continuacién mostraremos que By 5, genera a p (§). Si F' € p (), entonces
existe F' € § tal que p(F) C F', por lo cual existe U € V} (er) para el cual
se cumple h™! (Uy) C F. Sea V € V* (L) ey, tal que V? C U. Por el Teorema
se cumple que N C h(N)V, de donde se sigue que

NV Ch(N)VV C h(N)U.
Ademas, por el Lema [4.13| se tiene

"t (NVy) Ch ' (h(N)Uy) = Nh=H (Uy) =p~ ' (p (b (Uy))) -
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Ya que g o h = h o p, entonces

p (W avy) =

Por lo tanto,

—1 — —1

h (q(V)Ny)=h (q(Vy)) Cp(h " (Uy)) Cp(F)C F".

Ya que nt (q (V) Ny) € Bﬁ,mn las contenciones anteriorems muestran que
p(§) esté contenido en el filtro generado por By g, Por otro lado, a partir

de la igualdad g o h = h o p se sigue que para cada U € V¢ (er) se verifica
h™ (R (N)Uy) C R~ (NUy) =h™ (¢ (¢ (Uy))) =p~" (7" (NUy)) .

Ast, p(h~ (R (N)Uy)) C B (NUy). Como h~* (h(N)Uy) € By, C 3, se
obtiene que nt (NUy) € p(3). Por lo tanto, B;, %, € p(3). En conclusién,
p () es generado por By, -

Por el Corolario existe un g-filtro maximal §) sobre G/N tal que
p(§) C 9. En particular, para cualesquiera F' € §y H € § se cumple p (F)N
H # emptyset, asi que NFNp ' (H) # @y, como Np~' (H) = p~! (H),
Fnp(H)+#@. Por lo anterior, § y p~* () son g-filtros compatibles.

Por el Teorema existe un g-filtro §’ sobre G que contiene a Fy p~! (9).
Ya que § es un g-filtro maximal se tiene que §F = F y p~ ' () C F. Por lo
tanto ) C p (§). Por la maximalidad de $ se sigue que p (F) = 9, esto es,
p (F) es un g-filtro maximal.

Si § es un og-filtro sobre G, entonces § es un g-filtro sobre G y, por ,
p(§) es un g-filtro sobre G/N. Ahora, si F' € p(F), existe F' € § tal que
p(F) C F'. Como § es un og-filtro se cumple que intg (F) # &, y como p es
una funcién abierta, p (intg (F')) es abierto en G/N. Ademaés,

p(intg (F)) Cp(F) C F.

De lo anterior se sigue que intg/n (F') # @. Por lo tanto, p (§) es un og-filtro.
Por el Corolario [4.10][2)), existe un og-filtro maximal §) sobre G/N tal que
p(F) C $. En particular, para cualesquiera F' € § y H € §) se cumple que
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p(F)NH # @, luego, NFNp~! (H) # @, y por consiguiente FNp~! (H) # &
porque Np~' (H) = p~' (H). De esto, § y p~' (9) son og-filtros compatibles.
Por el Teorema existe un og-filtro maximal §' que contiene a § y
p 1 ($). Como § es og-filtro maximal se tiene que §F = §, asi p~' () C 3.
De lo anterior se implica que $ C p (§). De la maximalidad de $ se deduce
que $ = p(F). Por lo tanto, p (F) es og-filtro maximal. O

Ahora usemos el Teorema anterior para caracterizar la c-compacidad y la h-
completez en términos de filtros, lo cual reafirma el comportamiento similar
al de la compacidad usual. Primero revisemos la c-compacidad.

Teorema 4.15. Sea G un grupo topologico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) G es c-compacto.

(2) Para cualquier subgrupo K de G se cumple que cualquier g-filtro mazi-
mal en K converge en G.

(8) Para cualquier subgrupo K de G se satisface que cualquier g-filtro sobre
K tiene un punto de acumulacion en G.

Demostracién. [[I) = (2)] Sea K un subgrupo de Gy § un g-filtro
maximal en K. Por definicién existen un grupo topolégico H, un homomor-
fismo de grupos h : K — H y y € H tal que § es generado por By, ,. Sea
Graf (h) ={(z,2) e GxH|xz € K, z = h(x)} la grafica de h y consideremos
S = clgxm (Graf (h)). Asi obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

K S¢C Gx H

THI|S TH

donde 1y : G x H — H es la proyeccion candnica y i : K — G es la
funcién inclusién. Ya que Graf (h) C S, se cumple h (K) = 7y (Graf (h)) C
g (S). Como G es c-compacto y S es subgrupo cerrado de G X H, entonces
7 (S) es subgrupo cerrado de H. Luego, cly (h (K)) C 7y (5).
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Por el Teorema [1.7|[1), v € cly (h(K)), por lo cual existe 7y € G tal que
(xo,y) € S. Sea $ el g-filtro generado por B;, ,, en K. A continuacién
mostraremos que $) y § son compatibles. Si F' € §y H € $, entonces existen
UeVy(en) yV € Vg(eq) tales que h'(Uy) C Fy Vap N K C H.
Como Vg x Uy es una vecindad abierta de (z¢,y) en G X H, se tiene que
W N Graf (h) # @. De lo anterior se implica que

@ #VrgNh™ ™ (Uy) CVayNF,
y en particular, como F' C K,
d#VeeNK)NFCHNF.

Por lo tanto, § y $ son g-filtros compatibles. Por el Teorema existe
un g-filtro § en K que contiene tanto a § como a £. Por la maximalidad de
S se tiene que § =F y H C F. Asi, Vo N K € § para cada V € V° (eq) ¥
por tanto ik (§) converge a xy en G.

(@) = (@3)] Sea K un subgrupo de G y § un g-filtro en K. Por el Teorema
existe un g-filtro maximal §" en K que contiene a §. Por , el filtro
§’ converge a algtiin = € GG. Por lo tanto, x es un punto de acumulacién de §
en G.

(B) = ] Sean H un grupo topoldgico, S un subgrupo cerrado de G x H
yy€cly(my(9)).

Por el Teorema , Bry1s,y €8 una base filtro en S y por ello genera un
g-filtro F en S. Sean K = 75 (S) y N = Ker (ngls) = SN({eg} x H). Por el
Primer Teorema de Isomorfismo de grupos, se tiene que K es algebraicamente
isomorfo a S/N. Por el Teoremal[d.14{(I), se tiene que 7¢|s (F) es un g-filtro en
K y por (3)), m¢|s () tiene un punto de acumulacién z en G. SiU € Vy, (ep),
entonces

SN (G x Uy) = (muls) " (Uy) € Bryjsw €,

de modo que mgls (SN (G x Uy)) € mgls (§). Por consiguiente, para cada
V € V2 (eq) se cumple

Vwﬂﬂ'g‘s (Sﬂ (G X Uy)) #+ @,

De lo anterior se obtiene que (Va x Uy) NS # @ para cualesquiera V' €
Ve (eq) vy U € Vi (en). Luego, (x,y) € claxn (S) = S. Por lo tanto, y =
g (x,y) € 7y (S). Esto prueba que 7 (S) es cerrado en H. O

Ahora revisemos la h-completez.
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Teorema 4.16. Sea G un grupo topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) G es h-completo.
(2) Cada og-filtro mazimal en G converge.

(8) Cada og-filtro en G tiene un punto de acumulacion.

Demostracién. [(1)) = (2)] Sea § un og-filtro maximal en G. Por el Coro-
lario existen un homomorfismo continuo h : G — L v y € L tales
que § es generado por By,. Como G es h-completo, h(G) es completo, de
donde se sigue que h (G) es cerrado en L. Por el Teorema se tiene que
y € cly (h(G)) = h(G), por lo cual existe x € G tal que h(z) = y. Como h
es continua, ™! (Uy) es una vecindad abierta de x para cada U € V5 (er).
Luego
Bh,y - {V$| Ve Vé (6@)} = Blc,x'

Ya que el filtro §' generado por By, es un og-filtro, por la maximalidad de
§ se consigue §' = §. Por lo tanto, § converge a x.

[((2) = (3)] Sea § un og-filtro en G. Por el Teorema [1.12|2), existe un og-
filtro maximal §’ tal que § C §'. Por , § — x para algun x € GG. Luego,
x es un punto de acumulacion de §.

((3) = (U)] Sea f: G — H un homomorfismo continuo. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que H es completo (en caso necesario, cambiamos
H por H ). Para probar que f (G) es completo basta demostrar que f (G) es
cerrado en H.

Sea y € cly (f (G)). Por el Teorema [4.7| se sigue que By, es una base filtro y
genera un og-filtro §. Siy ¢ f (G), entonces para cada = € G existen U, V, €
V3 (ey) tales que Uy NV, f () = &, de donde se obtiene que f~! (U,y) N
Y (Vof(z)) = @. Como f es continua, f~+ (V,f(x)) = f~1(V,)x es una
vecindad de x en GG. Asi, x no es un punto de acumulacion de § para cada
x € G, esto es, § es un og-filtro en G' que no tiene puntos de acumulacion,
lo cual contradice (3)). Esto muestra que y € f(G), por lo tanto, f(G) es
cerrado en H. U

Uasaremos los resultados anteriores para mostrar que la c-compacidad y la
h-completez son propiedades productivas.

Teorema 4.17. Sean G =[], ; Go un grupo producto y 7o : G — G4 la
proyeccion canonica para cada o € 1.
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(1) G es c-compacto si y sdlo si G, es c-compacto para cada o € 1.
(2) G es h-completo si y solo si Gy, es h-completo para cada o € 1.

Demostracion. En ambos casos, la prueba de que el produto c-compacto o
h-completo implica que cada factor es c-compacto o h-completo se sigue del
Teorema al considerar las proyecciones candnicas respectivas..
Supongamos que {G,}aer €s una familia de grupos c-compactos. Para
mostrar que G es c-compacto, sea K un subgrupo de G y § un g-filtro ma-
ximal en K. Ademads, para cada a € I sea K, = 1, (K).

Por el Primer Teorema de Isomorfismo, K, es isomorfo algebraicamente a
K/Ker (ma|k) para cada a € I. Por el Teorema [1.14|[2), ma|x (§) es g-filtro
maximal en K,. Como cada g, es c-compacto, el Teorema|4.15|permite afirma
que T,|x (F) converge en G, es decir, para cada « € I existe g, € G, tal
que T, (§) — go- Esto implica que § — (ga)pe; — (ga)nes en G. Esto
muestra que todo g-filtro maximal en cualquier subgrupo de G' converge en
G. Por el Teorema |4.15[se obtiene que G es c-compacto.

Supongamos que {G, }aer es una familia de grupos topoldgicos h-comple-
tos. Sea § un og-filtro maximal en G. Como para cada « € I se cumple que 7,
es una funcion abierta, se tiene obtiene un isomorfismo topoldgico entre G,
y G/Ker (m,). Luego, por el Teorema [4.14|[4]), 7, (F) es un og-filtro maximal
en G,. Como G, es h-completo, se tiene que 7, (§) converge en G,, (Teorema
, esto es, para cada « € [ existe g, € G, tal que 7, (§) — ga. Por lo
anterior, § — (ga),e; €0 G. Esto prueba que cualquier og-filtro maximal
en GG converge. Por el Teorema se sigue que G es h-completo. U

El desarrollo siguiente permitird mostrar que en la clase de los grupos topolégi-
cos abelianos la h-completez coincide con compacidad.

Teorema 4.18. Sea H un subgrupo central cerrado de un grupo topoldgico
G. Si f : H— H' es un homomorfismo continuo sobreyectivo, entonces
existen un grupo topoldgico G', un subgrupo cerrado Hy de G', un isomorfismo
topologico i : H' — Hy y un homomorfismo continuo sobreyectivo F' : G —
G tal queio f=F|g.

Demostracion. Sea B = {f~1(U)V|U € Vien,V € V% (eg)}. Notemos
que B es invariante bajo los automorfismos internos de G por la forma de
sus elementos, es decir, si I, es un automorfismo interno de G, entonces

I, (B) C B. También, para cada W, € B existe W € B tal que W? C ;. Si
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W= f1(U)V, existen U’ € Vi, (eg) y V' € V5 (eg) tales que (U')* C U y
(V’)2 C V, luego
ROy (Vo) v U (U V) V! (H es central)
c (W) vy
crrmv.

ast, W = f=1(U") V' cumple que W C W;. Ademds, para cualesquiera U €
Vi (en) y V € Vi (eg) existen Uy € V; | v Vi € V¢ (eg), respectivamente,
tales que Uy ' CU y V' C V,y como f~ (U ) = (f* (U) ", se sigue

(Vif o)) = o vt o) v

De manera andloga, para cualquier P = f~L(U)V,Q = f~Y(W)Z € B
construimos R € f~! (A) B € B tal que R C PN Q. Adicionalmente, por el
hecho de ser U y V bésicos en sus respectivas topologias, para cualquier g € G
, existen U’ y V', en las bases respectivas, tales que U'g C Uy V'g CV, por
lo cual para P € By g € G siempre existe S € B tal que Sg C P. Por el
Teorema [2.23, B' = {Byg| B € B, g € G} es una base para una topologfa 7/
sobre G (no necesariamente de Hausdorff), en particular, B es una base local
para e en (G, 7).

Por el Teorema 2.13|[4]), la cerradura en (G,7’) de H es

N{H - (fTHU)V)|U € Ve,V € Vi (eq)} = N{HV|V €V, (ec)} = H.

Por lo tanto, H es cerrado en (G, 7'), luego H contiene a K = clv ({eg}).
Ademds, K es subgrupo normal de G por el Teorema|2.36) “. ). Sean G’ = G/ K
el grupo cociente y ' : G — G’ la funcién dada por F' = pg o idg, donde

i : (G,7") — G’ es la proyeccién canénica y idg : (G,7¢) — (G,7') es
una funcién identidad (que es continua porque 7 < 75). Como K C H, se

tiene que Hy = F (H) es cerrado en G’ (Teorema [2.42]([6))).
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Consideremos el siguiente diagrama

(H.73) : H'
|

Fly .
|
|
\i

/
- (H.7'n) /K
l
Hy

Notemos que el tridngulo inferior es conmutativo (con [ un isomorfismo
topoldgico) por la forma en que se eligié H;. Para el tridngulo superior usa-
mos el Teorema [2.42[4)), asf existe el isomorfismo topoldgico m. Basta tomar
it =1lom. g

Teorema 4.19. Sea G un grupo topoldgico. Si H es un subgrupo central
cerrado de G, entonces H es h-completo.

Demostracién. Consideremos f : H — H’' un homomorfismo continuo
sobreyectivo. Por el Teorema[4.18] H’ es isomorfo topolégicamente a un sub-
grupo cerrado de G’, el cual es una imagen de GG bajo un homomorfismo con-
tinuo. Como G es h-completo, entonces G’ es h-completo (Teorema [£.3((T)).
Por tanto, H' es completo. Esto concluye la prueba. O

El Teorema [4.19| significa que la h-completez es hereditaria a subgrupos cen-
trales cerrados.

4.2. Clases de grupos en las cuales c-compa-
cidad es equivalente a compacidad

Con lo desarrollado hasta ahora, surge de manera natural la pregunta: ; Todo
grupo topologico c-compacto es compacto? El primero ejemplo es el de los
grupos compactos, y los que se han obtenido después parecen reafirmar ese
hecho, sin embargo, en [4] se propone una respuesta negativa, alegando la
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posible existencia de un grupo discreto infinito c-compacto. En [9], publi-
cado en 2013, se mostré que en efecto existe un grupo discreto c-compacto
infinito por medio del uso de la nocién de grupo no topologizable y de grupos
conocidos como monstruos de Tarski. Por ello, el problema que permenece es
describir todas las clases de grupos topoldgicos en los cuales dichos conceptos
sean equivalentes, puesto que ya se sabe que en general no lo son.

En esta seccion presentamos algunas clases de grupos en los cuales la propie-
dad de ser c-compacto implica el ser compacto, en particular, presentamos
un resultado nuevo acerca de FC-grupos. Primero revisamos algunos con-
ceptos auxiliares que nos permitiran mostrar que las clases de los grupos
abelianos, de la serie central de un grupo fijo, de los grupos topolégicamente
hiperabelianos y de los grupos solubles, el concepto de c-compacidad coincide
con el de compacidad. Nuevamente, por la Convencién [3.3] todos los grupos
considerados seran de Hausdorff a menos que se diga lo contrario.

Definicién 4.20. Sea G un grupo topoldgico.

(1) G es precompacto si para cualquier vecindad U de eq existe un sub-
conjunto finito F' de G tal que FU = G.

(2) Sea T un cardinal infinito. G es T-precompacto si para cualquier
vecindad U de eq existe un subconjunto A con card (A) < 7 tal que

AU = G.

Definicién 4.21. Sea G un grupo topologico. G es minimal si cualquier
homomorfismo inyectivo continuo f : G — L es un encaje (homeomorfismo
en su imagen,).

Notemos la similaridad entre la h-completez y la minimalidad en grupo
topoldgico. Por otro lado, el siguiente resultado muestra una caracterizacion
de la minimalidad, la cual a veces es usada como definicién de minimalidad

(ct. [).

Teorema 4.22. Sea G un grupo topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) G es minimal.

(2) No existe una topologia de grupo sobre G que sea de Hausdorff y es-
trictamente mas gruesa que T¢.
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Demostracién. [(I) = (2)] Supongamos que 7’ es una topologia de grupo
sobre G tal que 7' < 7¢. La funcién identidad idg : (G, 7¢) — (G, 7') es un
homomorfismo continuo e inyectivo, por se tiene que es un encaje, por lo
tanto, 71 = 7¢.

[(2) = ] Sean f : G — L un homomorfismo continuo e inyectivo y 7’
la topologia inicial inducida por f sobre G, es decir, 7/ = {f~1 (A)| A € 7.}
Tenemos que 7" < 7¢ porque f es continua. Como f es inyectiva y L es T}

NV (ee) = £ (NV7 (er)) = {ec}-

Asi que 7" es T}. Las operaciones de grupo de GG son continuas con respecto a
7’ porque f es homomorfismo de grupos. Luego, 7’ es de Hausdorff (Corolario
2.18) y 7" < 7 es una topologia de grupo mas gruesa sobre G. Por (2)), 7/ = 7
y f es un encaje. O

Ahora presentamos un concepto relacionado con la minimalidad.

Definicién 4.23. Sea G un grupo topolégico. G es totalmente minimal
si cada homomorfismo continuo f: G — L es abierto en su imagen.

Al igual que ocurre con la minimalidad, la minimalidad total tiene una ca-
racterizacion que a veces es utilizada como definicién del concepto (cf. [4]).

Teorema 4.24. Sea G un grupo topolégico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) G es totalmente minimal.
(2) Cada homomorfismo continuo y sobreyectivo f : G — L es abierto.

(3) Si N es subgrupo normal cerrado, entonces (G/N, ') es minimal.

Demostracién. [(1) = (2))] Es obvio.

[((2) = (3)] Sea 71 una topologfa mds débil que 7" sobre G/N. Notemos que
la proyeccién canénica p : G — (G, 71) es continua y sobreyectiva, y por
(2), p es abierta. Luego, 7 = 7’ (Teorema 4.22)).

(B) = (1)] Sea f : G — L un homomorfismo continuo y p : G —
(G/N,7") la proyeccién candnica con N = Ker (f). Ya tenemos que p es
una funcién abierta y, por lo tanto, f induce un homomorfismo inyectivo
continuo f : (G/N,7") — L tal que f = f o p (Teorema y ().
Como (G/N,7') es minimal, f es un encaje. Luego, f = f o p es abierta en
su imagen. O
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Corolario 4.25. Si G es un grupo topolégico totalmente minimal, entonces
G es minimal.

A continuacién damos algunos ejemplos de estos conceptos.

Ejemplos 4.26. (1) Si G es un grupo topolégico compacto, entonces G es
minimal. En efecto, si N es subgrupo normal cerrado de G, entonces
G/N es compacto, luego G/N es minimal porque cualquier funcién
inyectiva y continua de un espacio compacto en un espacio de Hausdorff
es un encaje.

(2) El grupo espacial lineal SL,, (R) es totalmente minimal para cada n >
2. De hecho, SL,, (R) es conexo, localmente compacto, totalmente min-
imal y no es compacto (la prueba de este hecho escapa al interés del
presente trabajo y por ello se omite).

El siguiente resultado pertene a los llamados teoremas de funciones abier-
tas en relacién a homomorfismos continuos sobreyectivos entre elementos de
ciertas clases de grupos topoldgicos. Se omite su prueba por su compleji-
dad, aunque de acuerdo a Dikranjan y Uspenskij [4] se puede consultar en el
articulo Uber metrische Gruppen de S. Banach publicado en 1931.

Proposicién 4.27 (Teorema de funciones abiertas de Banach). Cualquier
homomorfismo continuo sobreyectivo entre grupos completos sequndo nume-
rables es abierto.

Teorema 4.28. St G es un grupo topologico w-precompacto y h-completo,
entonces cualquier homomorfismo continuo y sobreyectivo f : G — H con
H un grupo metrizable es abierto.

Demostracién. Sea U € V° (eg). Notemos que G es topoldgicamente iso-
morfo a un subgrupo M de un grupo topolégico K = [] .; G; segundo nu-
merable, y como para cada « € I se cumple que G, es T5, entonces cada G;
es T; (Corolario, y como Tj5 es una propiedad productiva, se obtiene que
K es T3 y segundo numerable, de donde por el Teorema de Metrizacion de
Urysohn se sigue que K es metrizable y separable. Por lo anterior, podemos
suponer que existen un homomorfismo continuo g : H — K y V € V° (ek)
tal que U = g~ (V).
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Consideremos h = A(f,g) G — Hx Ky L=h(G).Sim:L—Hy
n : L — K son las restricciones de las proyecciones candnicas mg y g a L,
respectivamente, entonces f =mohy g=noh.

Sea W =n~1 (V) € V° (e1). Tenemos que

h(U)=h(g " (V))=h(h' (n " (V) =h(h"(W)) =W,

de donde f (U) =m (h(U)) =m (W).

Como G es h-completo y H y L son imagenes homomorficas continuas de G,
se tiene que H y L son completos. Ya que H = f (G) y L = h(G), también
H y L son metrizables y w-precompactos, de donde, H y L son separables,
es decir, segundo numerables. Puesto que m : L — H es un homomorfismo
continuo sobreyectivo entre grupos completos segundo numerables, por el
Teorema de Banach se sigue que m es abierta y por ello f(U) = m (W) €
V° (ey). Por lo tanto, f es abierta. O

Teorema 4.29. Sea G un grupo topoldgico tal que el peso de red (la menor
cardinalidad de una red en G, denotado por nw (G)) cumple que nw (G) < T,
con I' un cardinal. Entonces G es I'-precompacto y admite una topologia de
grupo mds gruesa tal que su peso w (G) (la menor cardinalidad de una base
en G) es alo mdsT.

Demostracién. Observemos que el niimero de Lindel6f [ (G) (minimo cardi-
nal A\ para el cual toda cubierta abierta tiene una subcubierta de cardinalidad
a lo mas \) cumple que [ (G) < nw (G) < w(G) porque cada base es una
red.

Por otro lado, observemos que para X C G y U € V°(eg) se cumple que
{zUNUx},ex es una cubierta abierta de X y existe una subcubierta {zU N
Uz}.es de cardinalidad a lo més [ (x). En particular, |[S| < I(z) y X C
(SU)N (US), es decir, I (X) < 7 implica que X es 7-precompacto. Asi, G es
['-precompacto.

Notemos que las imagenes continuas de redes son redes y ademas el peso
de la red imagen es menor o igual que el peso de la red original. En virtud
de Corollary 2.17 de [12] existe una topologia de grupo 7' sobre G tal
que el cardcter x (G, T') de (G, T’) es menor o igual que I', donde x (X) es
el supremo del conjunto formado por las minimas cardinalidades de bases
locales de cada punto z € X.

Puesto que (G, T’) es una imagen continua de (G, 7g), entonces nwG, T’
nw (G, Te) < I'. Esto muestra que (G, T") es I'-precompacto. Y como x (G)
I', entonces w (G, T') < T (cf. Lemma 2.28 de [12]).

CINIA
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Corolario 4.30. Si G es un grupo con una red numerable, entonces admite
una topologia de grupo de Hausdorff 7" mds gruesa tal que (G,7') es metri-
zable.

Teorema 4.31. Todo grupo h-completo con una red numerable es minimal
y metrizable.

Demostracion. Sea G un grupo topoldgico h-completo con una red nume-
rable. Por el Corolario se obtiene que G es metrizable y w-precompacto,
luego, idg : (G, 7¢) — (G, 7') es un homomorfismo continuo. Por el Teorema
m se tiene que idg es abierto, de donde idg es un homeomorfismo y 7¢ = 7.
Asi, G no admite una topologia de grupo de Hausdorff mas gruesa. Por lo
tanto, G es minimal (Teorema [1.22). d

Corolario 4.32. Cualquier grupo topologico h-completo con una red nume-
rable es totalmente minimal y metrizable.

Demostracion. Sean GG un grupo topoldgico y N un subgrupo normal ce-
rrado de G. Como G es metrizable, entonces G/N es metrizable, y ya que G
es w-precompacto, se sigue que G/N es w-precompacto. Luego, G/N cumple
las hipotesis del Teorema de donde se obtiene que G/N es minimal. Por
lo tanto, G es totalmente minimal (Teorema [4.24). U

Teorema 4.33. Sea G un grupo topologico w-precompacto. Si todos los sub-
grupos normales cerrados de G son h-completos, entonces G es totalmente
minimal.

Demostracion. Se probara que para cualesquiera homomorfismo sobreyec-
tivo f: G — H y U € V° (eg) se tiene que f (U) es abierto en H.

Como en la prueba del Teorema m, podemos suponer que U = ¢g~! (V)
para algin homomorfismo continuo g : G — K y algin V € V° (eg), con
K segundo numerable. Si L = Ker (g), entonces f (U) = f(UL), y por la
sobreyectividad de f se obtiene que U = UL. Como L es un subgrupo nor-
mal cerrado de G porque Ker(g) = g7 ' ({ex}) v {ex} es cerrado en K
porque K es Tj, se verifica que L es h-completo, de donde se sigue que f (L)
es cerrado en H, por lo cual H/f (L) es de Hausdorfl (Teorema [2.42)3)).
Notemos que existe un homomorfismo natural f : G/L — H/f (L) in-

ducido por f (Teorema [2.43). Por el Teorema se sigue que g es un
homomorfismo abierto y, por ello, G es topolégicamente isomorfo a K. Asi,
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podemos considerar el homomorfismo f : K — H/f (L), lo cual impli-
ca que H/f (L) tiene una red numerable. Ya que H/f (L) es una imagen
continua de G, se sigue que H/f (L) es metrizable. Ahora, por el Teorema
[1.28] la composicion G — H — H/f (L) es abierta, de modo que la im-
agen de f(U) bajo H — H/f (L) es abierta en H/f (L). Por lo tanto,
fU)=fUL)= f(U) f(L) es abierto en H. O

Corolario 4.34. Cualquier grupo c-compacto w-precompacto es totalmente
minimal.

Demostracion. Sea GG un grupo topoldgico c-compacto w-precompacto. En-
tonces todo subgrupo cerrado es c-compacto, en particular cualquier sub-
grupo normal cerrado de G es c-compacto y, por el Teorema [4.5] cualquier
subgrupo normal cerrado de G es h-completo. Ya que se cumplen las hipétesis

del Teorema [£.33] O

Corolario 4.35. Si G un grupo topoldgico c-compacto, entonces cada sub-
grupo cerrado separable de G es totalmente minimal.

Demostracion. Como G es un grupo topoldgico, por el Corolario [2.73| se
tiene que existe una pseudonorma que genera la topologia de G, la cual
genera un pseudométrica que induce la topologia de grupo de G. Luego, cada
subgrupo cerrado separable es pseudometrizable por lo cual cada subgrupo
cerrado tiene una red numerable. Como cada subgrupo cerrado de G es c-
compacto, se sigue que cada uno de ellos es h-completo. Por el Corolario [4.32
se tiene el resultado deseado. U

A continuacién enunciamos un resultado cuya prueba escapa de la herramien-
ta desarrollada hasta ahora, por lo cual se omite.

Proposicién 4.36. [Teorema de Prodanov-Stojanov] Cualquier grupo topo-
l6gico abeliano minimal es precompacto.

Aunque no lo parezca, éste es uno de los resultados mas profundos e impor-
tantes acerca de la minimalidad de grupos abelianos.

Teorema 4.37. En la clase de los grupos topoldgicos abelianos, h-completez
cotncide con compacidad.
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Demostracion. Sea G un grupo topoldgico abeliano h-completo. Ya que
la h-compes hereditaria a subgrupos centrales cerrados (Teorema , se
obtiene que todos los subgrupos cerrados de GG son h-completos. Analicemos
dos casos:

Caso 1: Supongamos que G es separable.

Ya que G es pseudometrizable, se sigue que G es segundo numerable y por
ello es w-precompacto. Por el Teorema 4.33] G es totalmente minimal. Como
G es topolbgicamente isomorfo a G/{eg} v {ec} es cerrado en G, entonces
G es minimal. Por el Teorema de Prodanov-Stojanov se concluye que G es
precompacto.

Como G es subgrupo cerrado de GG y central, G es h-completo, y como 14 :
G — G es continua y sobreyectiva, entonces G' es completo. Como G es
completo y precompacto, se sigue que G es compacto (ver Corolario .
Caso 2. Por el Caso 1 se tiene que todos los subgrupos cerrados separables
de G son compactos, asi, G es numerablemente compacto, lo cual implica
que G es precompacto. Como G es completo y precompacto, en virtud del
Corolario se concluye que G es compacto. O

Corolario 4.38. En la clase de los grupos topologicos abelianos, c-compaci-
dad coincide con compacidad.

Ahora estudiemos otra clase de grupos.

Definicién 4.39. La serie central superior {Z, (G)} de un grupo G se
define recursivamente como sigue: sin =1 se toma Z, (G) = Z (G) el centro
de Gy para cada n > 1 consideremos p, : G — G/Z, (G) la proyeccion
natural y sea Z,1 (G) = p, ' (Z (G/Z, (Q))).

Lema 4.40. Sea G un grupo topoldgico. Para cadan € N se tiene que Z, (G)
es un subgrupo cerrado normal de G y Zprm (G) = ' (Zn (G Z, (Q))).

Demostracién. Para cada g € G se cumple que la funcién [g,—] : G — G
definida por z — gzrg~'z~! es continua porque las traslaciones y la inversién
son continuas en G. Por lo anterior, la preimagen [g, —| ™' ({eg}) es cerrado
en GG para cada g € G y por lo tanto

Z(G) = Ngeglg, =17 ({ec})

es cerrado en G. Ademds, siz,y € Z (G) y g € G, entonces xy~'g = xgy ' =
gry~ ', de donde se implica que xy~! € Z (G), y por esto, Z (G) es subgrupo
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de G. También g tzg = g lgxr = v € Z (G), por lo cual Z (G) es subgrupo
normal cerrado de G.
Ahora probaremos la afirmacién sobre induccién sobre n. El caso n = 1
es el anterior. Supongamos que el resultado se satisface para n. Entonces
Zn (G) es subgrupo normal cerrado de G, de donde G/Z,, (G) es un grupo
topolégico de Hausdorff. Por lo que se ha mostrado, Z (G/Z,, (G)) es un sub-
grupo normal cerrado del espacio cociente G/Z,, (G). Por lo tanto, Z,, 1 (G) =
22 (G/7, (G)).
Ahora, la segunda parte del enunciado se mostrara por induccién sobre m.
Para m = 1 la afirmacién coincide con la definicién. Supogamos que la afir-
macién se cumple para m, es decir, p, (Zpim (G)) = Zn (G/Z, (G)), 0 equi-
valentemente, Z,,, (G) /2, (G) = Z,, (G/Z, (G)), entonces

G/Z(G) _  G/Z.(G)

Zn(G]Z, () Zpsm (G) [ 2, (G)
Por un Teorema de Isomorfismo
G
Zn+m (G)

Asi obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

~ fracG/Z, (G)Zyim (G) | Z, (G).

G b G/Z, (@)
Pn+m p'/m

G G~ _ G/2.(G)
Zntm(©) = Znim(@) — Znym(G)/Zn(G)

donde p!, es la proyeccién canodnica correspondiente. Sea X = Z (%) ,

luego, por definicién, Z,,1 (G/Z, (G)) = p;,} (X). A partir del diagrama se
obtiene que

o' (Zin1 (G2, (@) = p, " (03 (X)) = D (X))

Por otro lado, X es el centro de G/Z,, 1., (G) (salvo isomorfismo). Por lo tanto
Prtm (X) = Zpime1 (G) y por la cadena de igualdades anterior se obtiene

que

o' (Zin11 (G2 (G))) = Zim1 (G) -



94 Compacidad categérica en grupos topoldégicos

Teorema 4.41. Sea G un grupo topologico. Si G es h-completo, entonces
cualquier grupo Z, (G) de la serie central superior de G es compacto.

Demostracion. Como la h-completez se preserva bajo subgrupos centrales
cerrados, para cualquier n € N se cumple que el grupo 7, (G) /Z, (G),
que es el centro del grupo h-completo G/Z, (G) y por ello es abeliano, es h-
completo. Por el Teoremal[d.37se sigue que Z,11 (G) /Z, (G) es compacto. Ya
que la clase de los grupos compactos tiene la propiedad de los tres espacios,
se obtiene por induccién que todos los grupos Z, (G) son compactos. O

Corolario 4.42. St G es un grupo topolégico c-compacto, entonces cualquier
elemento de la serie central superior de G es compacto.

Definicién 4.43. Un grupo topologico es milpotente si existe un nimero
natural n tal que Z,(G) = G. El menor numero tal que Z, (G) = G es
llamado clase de nilpotencia de G.

Corolario 4.44. En la clase de los grupos topologicos nilpotentes, h-completez
coincide con compacidad.

Corolario 4.45. En la clase de los grupos topoldgicos nilpotentes, c-compa-
cidad coincide con compacidad.

Antes de presentar la siguiente clase de grupos topoldgicos en la cual la
c-compacidad coincide con la compacidad requerimos un concepto y dos
proposiciones adicionales.

Definicién 4.46. Sea G un grupo topolégico (no necesariamente Ts). La
componente conexa Gy de G es la componente conezxa de eq en G.

Proposicién 4.47 (Teorema de Iwasawa). Si G un grupo localmente com-
pacto tal que G/Gq es compacto, entonces existe un niumero natural n tal que
G es homeomorfo a R" x C, donde C' es un subgrupo compacto mazximal de

G.

Esta version del Teorema de Iwasawa corresponde a 32.5 Malcev-Iwasawa
Theorem(c) de [16]. El resultado original, enfocado al estudio de grupos de
Lie, se puede consultar en [§].

La siguiente clase de grupos relaciona la compacidad local, la conexidad y la
c-compacidad.



4.2 c-compacidad implica compacidad 95

Teorema 4.48. En la clase de los grupos topologicos localmente compactos
y conexos, c-compacidad coincide con compacidad.

Demostracion. Ya que R es abeliano y no compacto, entonces R no es c-
compacto. Sea GG un grupo localmente compacto y conexo. Tenemos que G
no tiene subgrupos cerrados isomorfos a R. Notemos que por el Teorema [£.47]
G es homeomorfo a R" x (', para algin n € w y C subgrupo compacto de G.
Ya que G no tiene subgrupos cerrados isomorfos a R, se obtiene que n = 0,
de donde se sigue que G es homeomorfo a C'. Por tanto, G' es compacto. [J

El siguiente lema es 1til para trabajar con la componente conexa de la iden-
tidad.

Lema 4.49. Si G es un grupo topoldgico (no necesariamente Ty ), entonces
la componente conexa Gy es un subgrupo cerrado normal de G.

Demostracion. Notemos que para cualquier x € Gy se cumple que eg =
rr~! C Goz~! C Gy por la maximalidad de Gy y esto implica que Gy es
subgrupo de GG. Como G es la componente conexa de eg, entonces Gg es
cerrado en G. Ya que para cualquier a € G se cumple que [, es un isomorfismo
topolégico, se tiene que I, (Gy) = aGoa™' es conexo, y por la maximalidad
de la componente conexa, como eg € aGoa™!, se tiene que aGoa™t' C Gy.
Puesto que I,-1 también es un isomorfismo topolégico para cualquier a € G,
entonces a 'Gya C Gy, lo cual implica que Gy C aGya~'. De lo anterior se
obtiene que para cualquier a € G se cumple que aGya~t = Gy. Por lo tanto,
G es subgrupo normal y cerrado en G. U

Finalmente, mostramos otra clase de grupos localmente compactos en la cual
el concepto categérico de compacidad coincide con el concepto topoldgico.
Esta clase estd motivada por los resultados mostrados en el Capitulo [3| de
manera que el siguiente teorema es nuevo y da otra respuesta parcial al
cuestionamiento planteado al principio.

Teorema 4.50. En la clase de los FC-grupos localmente compactos, c-
compacidad coincide con compacidad.

Demostracién. Sea G un FC-grupo localmente compacto y c-compacto y
consideremos a Gy la componente conexa de G. Por el Lema[f.49 tenemos que
G es subgrupo normal y cerrado de G, por lo cual es FC-grupo (Teorema
B-7(T)). Asi, obtenemos la siguiente sucesién exacta

0 Go—*"—G—L - H 0
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donde 7 es la inclusién, H = G/Gy y p es la proyeccién natural.

Ya que la clase de los FC-grupos es cerrada bajo imagenes homomérficas
y p es sobreyectiva se obtiene que H es FC-grupo (Teorema ), y por
un argumento similar se verifica que H es c-compacto (Teorema [1.3)[2)).
También, ya que G es localmente compacto se sigue, del Teorema que
Go v H son localmente compactos. Ademas, como Gy es una componente
conexa, H es totalmente disconexo.

Como H es FC-grupo localmente compacto, por definicién se cumple que
B(H) = H y por el Corolario se verifica que H tiene un subgrupo
compacto, abierto y normal N. Por el Teorema se obtiene que NN es
cerrado.

Consideremos el grupo cociente H/N. Por argumentos similares a los usados
para H se obtiene que H/N es FC-grupo localmente compacto y c-compacto.
Vemos que del Teorema se implica que H/N es discreto. Dado que
H/N es FC-grupo discreto, para cada z € H/N se cumple que su clase de
conjugacién Cpy/n (x) es finita porque es compacta y cerrada en un espacio
discreto. Por lo anterior, H/N es un FC-grupo.

Probaremos por contradiccién que H/N es finito. Supongamos que H/N es
infinito. Ya que H/N es FC-grupo, por la Proposicién , existe un sub-
grupo K localmente finito y normal de H/N tal que (H/N) /K es abeliano.
Caso 1: K es infinito.

Entonces existe un subgrupo L de K con L abeliano e infinito (Proposicién
. Como L < K < H/N y es cerrado porque es discreto, entonces L es
c-compacto y abeliano. Por el Corolario [4.38|se tiene que L es compacto. Por
lo tanto, L es finito. Esto es una contradiccion.

Caso 2: K es finito.

Se sigue que (H/N) /K es infinito. Como (H/N) /K es abeliano y c-compacto,
por el Corolario se obtiene que (H/N) /K es compacto. Como el Teore-
ma implica que (H/N) /K es discreto porque K es abierto dado que
H/N es discreto, entonces se verifica que (H/N) /K es finito. Esto es una
contradiccion.

En conclusién, H/N es finito. Por lo tanto, H/N es compacto.

Dado que la siguiente sucesién

0 Ne— H—7" H/N 0

es exacta y la compacidad tiene la propiedad de los tres espacios (Teorema
, se sigue que H es compacto.
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Como Gy es localmente compacto, conexo y c-compacto, por el Teorema [1.48]
se tiene que G es compacto. Asi, al considerar la sucesién exacta

0 Goe—*"—G—L - H 0

obtenemos que G es compacto porque Gy y H son compactos y la compacidad
tiene la propiedad de los tres espacios.
Esto concluye la prueba. U

La construccién anterior motiva lo siguiente.

Conjetura 4.51. En la clase de los FC-grupos, c-compacidad coincide con
compacidad.

La cual estaria probada si se responde afirmativamente el siguiente cuestio-
namiento.

Pregunta 4.52. En la clase de los FC-grupos, ;minimalidad total implica
precompacidad?
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Conclusiones

En el presente trabajo se han revisado algunos resultados clasicos respecto
a F'C-grupos con la finalidad de entender su relacién con la c-compacidad.
Como se vio, la condiciéon de compacidad local permitié elaborar una prueba
de que en la clase de los FC-grupos localmente compactos la c-compacidad
equivale con la compacidad, pero justamente dicha construccion motiva lo
siguiente.

Conjetura 4.53. En la clase de los FC-grupos, c-compacidad coincide con
compacidad.

El camino seguido para llegar a la prueba del Teorema|4.50|sugiere de manera
natural el siguiente custionamiento:

Pregunta 4.54. En la clase de los FC-grupos, ;minimalidad total implica
precompacidad?

Ya que una respuesta afirmativa probaria la conjetura planteada.

Es importante mencionar otro posible enfoque para atacar este problema
estd dentro de la Teoria de Categorias, en particular, en la llamada Topologia
Categorica, como ejemplo de este enfoque tenemos la prueba categérica de
la propiedad productiva de la c-compacidad dada por M. Clementino, E.
Giuli y W. Tholen en Topology in a category: compatness, donde ademés
presentan la v-compacidad (en sentido categdrico) y desarrollan algunas de
sus propiedades, donde se generaliza el trabajo realizado en [4] donde dentro
de la categoria de grupos topoldgicos GrpTop. A pesar de esto, el trabajo
desarrollado en [4] (y con mas detalle en [I2]) es importante porque permite
caracterizar una propiedad categdrica en términos de la categoria subyacente,
lo cual da lugar a mayor herramienta y a nuevas lineas de investigacion.
Aunque el estudio de los grupos topoldgicos, en especifico de los FC-grupos,
es relativamente reciente, se han obtenido avances considerables en cuanto al
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conocimiento de sus propiedades. En particular, los resultados aqui pesenta-
dos son una somera revision y una pequena aportacion al basto universo de
los F'C-grupos, y buscan invitar al lector a futuras investigaciones acerca de
propiedades categoricas interpretadas dentro de la categoria GrpTop.



Apéndice A

Topologia compacto abierta y
producto semidirecto

En el presente capitulo se presenta una estructura de grupo que resulta
interesante por preservar varias propiedades (algebraicas y topoldgicas) y
no ser abeliano. Para llegar a dcho concepto primero revisaremos algunas
propiedades de la topologia compacto-abierta y posteriormente definiremos
el producto semidirecto de dos grupos algebraicos para estudiarlo al dotarlo
de la topologia compacto-abierta modificada cuando trabajemos con grupos
topoldgicos.

A.1. Topologia compacto abierta modificada

Definicién A.1. Sean X yY espacios topolégicos y denotemos por C (X,Y)
al conjunto de funciones continuas de X en Y. Para cualesquiera subconjun-
tos K yW de X y Y, respectivamente, sea

(K,W)={heC(X,Y)|h(K)C W}
La topologia generada por la sub-base
Se—o = {{K,W)| K es compacto y Wes abierto}
se llama la topologia compacto abierta T._, sobre C (X,Y).

Convenciéon A.2. En adelante, para cualesquiera espacios topologicos X
y Y se considerard a C' (X,Y) dotado de la topologia compacto abierta a
menos que se diga lo contrario.
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Lema A.3. Sean X y Y espacios topolégicos no wvacios y consideremos
C(X,Y). Se cumple que

(1) Y esTy siy solo si C(X,Y) esTp.
(2) Y esTy siy solosiC(X,Y) esTh.
(3) Y es Ty siy solo si C(X,Y) esTh.

Demostracién. (a) Sean ¢,9 € C'(X,Y) con ¢ # 1. Por ello, existe z € X
tal que ¢ (z) # ¢ (x). Consideremos U € Vy (¢ (z)) tal que ¢ (z) ¢ U.
Asi ({z},U) es una vecindad abierta de ¢ en C'(X,Y") que no contiene a 1.
Si ademas existe V' € Vy (¢ (x)) tal que U NV = &, entonces ({z},U) y
({z}, V) son vecindades disjuntas de ¢ y v, respectivamente.

(b) Sean y1,y2 € Y tales que y; # yo. Consideremos las funciones fi, fo :
X — Y tales que fi () = y1 y fo (x) = yo. Claramente, fi, fo € C(X,Y)y
existen z1, o € X tales que fi (x1) =1y fo(x2) =92. SIU €V° (f1) yV €
V° (f2), entonces existen U" € V§ (y1) y V' € V§ (y2) tales que ({z1},U’) CU
y ({z2}, V') C V. Esto concluye la prueba. O

El siguiente resultado muestra una propiedad importante de la cerradura de
los sub-bésicos de la topologia compacto abiera.

Lema A.4. Sean X y Y espacios topoldgicos. Si K es subconjunto compacto
de X y W es subconjunto abierto de Y, entonces

clecxy) (K W) € (K, cly (W) = clox,y) (K, cly (W) .

Demostracién. Sea ¢ € C'(X,Y). Si existe k € K tal que ¢ (k) & cly (W),
entonces ¢ € ({k},Y \ cly (W)), el cual cumple que (K, cly (W)) N {{k}, Y\
cly (W)) = @. Por lo tanto, (K, cly (W)) es cerrado y contiene a

clogx (K, V). =

La siguiente proposicién muestra que ciertas funciones se comportan como
operaciones de grupo para C (X,Y).

Proposiciéon A.5. [Continuidad de la composicion] Sean X, Y y Z espa-
cios topoldgicos y consideremos la funcion composicion k : C (X,Y) x
C(Y,Z) — C (X, Z) definida por k(f,g9) = go f la composicion usual.

(1) Sea v € C(X,Y) fijo. La funcion oa: C(Y,Z) — C (X, Z) dada por
Y = o es continua, es decir, la restriccion Iﬁ|{a}><c(y7z) es continua.
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(2) Sea 5 € C(Y,Z) fijo. La funcion fo_:C(X,Y) — C(X,Z) deter-
minada por ¢ — o ¢ es continua, esto es, la restriccion K|c(x,y)x{s}
es continua.

(8) Si'Y es localmente compacto, entonces K es continua.

Demostracién. Sean a € C(X,Y) y g € C(Y,Z) y supongamos que
K C X es un compacto y U C Z es un abierto tales que fo o € (K,U).
Entonces « (K) es compacto y a (K) subseteq3~! (U) € 1y. De lo anterior,
las vecindades (K, (U)) y (a(K),U) de a y (3, respectivamente, son
mandadas a (K, U) por fo_y _oq, repectivamente. Esto muestra y .
Ahora, supongamos que Y es localmente compacto. Para cada = € a (K)
existe V, € Vy () compacta tal que V,, C 7 (U). Como a (K') es compacto,
existe I C o (K) finito tal que oo (K) C W = UyepVy. Luego, W es abierto
y D = UscpVy es compacto. Por lo tanto,

(o, B) € (K, W) x (D,U) C k' ({K,U)).
Esto prueba ({3]). O

Proposicién A.6 (Continuidad de la funcién evaluacién). Sean X y Y es-
pacios topoldgicos. Si x € X, la funcion evaluacion w, : C(X,Y) — Y
definida por w, (¢) = ¢ () es continua.

Demostracién. Basta notar que ({z},U) es abierto en C (X, Y). O

Lema A.7. Sean X y Y espacios topologicos y T una topologia sobre un
subconjunto S de C(X,Y). Si la funcion w : X x S — Y definida por
w(z,¢) = ¢ (x) es continua, entonces T._,|s es mds gruesa que T .

Demostracién. Sean K compacto en X y U abierto en Y tales que (K,Y’) €
Tero. Se afirma que (K,U) NS € T. Vemos que para cada ¢ € (K,U) N
S y para cualquier k& € K existen V;, € V% (k) y Wi € V5 (¢) tales que
w (Vi x W) C U. Como K es compacto, existe F' C K finito tal que K C
UrerVs. Luego, W = UscpW; es una vecindad abierta de ¢ tal que W C
(K,U). Finalmente, como (K,U) € T|.—,, se sigue que T._,|s C T. O

Proposicién A.8. [Accidn continua] Sean X y 'Y espacios topoldgicos. Si
X es localmente compacto, entonces la funcion w: X — C(X,Y) — Y
definida por w (x,¢) = ¢ () es continua.
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Demostracién. Sea U abierto en Y. Consideremos z € X y ¢ € C'(X,Y)

tales que ¢ (z) € U. Luego, existe una vecindad compacta V' de x tal que
¢ (V) C U, de donde (z,¢9) € V x (V,U) Cw™ (U). O

A partir de este momento, retomamos la estructura de grupo topoldgico.

Proposiciéon A.9. Sean G un grupo topoldogico, m el producto en G, In la
inversion de elementos de G y T una topologia sobre G tal que m es continua.
Si T es la topologia generada por la sub-base {S N InT|S,T € T}, entonces
(G, m, 7_') es un grupo topoldgico. Ademdas, si (H,*,T") es un grupo topoldgico
y [ (H,x,T") — (G,m,T) es un homomorfismo continuo, entonces f :
(H,*,T") — (G,m,T) es un homomorfismo continuo.

Demostracién. Es claro que In es continua si consideramos 7 por la forma
de la sub-base, por lo cual resta mostrar que m es continua. Observemos
que para cualesquiera S, 7 € T y g,h € G tales que m(g,h) € SN In(T)
existen U € V°(g), V € V°(h), W € V°(In(h)) y X € V°(Ing) tales que
UxVCm(S)yW x X Cm ! (T). Por lo tanto,

(U x In(X)) x (VxIn(W))Cm (SNIn(T)).

Para la segunda parte, observemos que si S, T € T, entonces f~! (S) € Ty
FHT Y = (YD) e T, es decir, fH(SNIn(T)) e T O

Notacién A.10. Si X es un espacio topoldgico, Homeo (X) denota al con-
junto de homeomorfismos de X en si mismo.

Definicién A.11. Sea G un grupo topologico localmente compacto. A la
topologia inducida por T._, en Homeo (X) se le llama topologia compacto
abierta modificada.

Con abuso de notacién, dado un espacio topolégico X localmente compacto,
usaremos (Homeo (X),7._,) para denotar que Homeo (X) estd dotado de
la topologia compacto abierta.

El siguiente resultado es inmediato a partir de la Proposicién [A.9]

Corolario A.12. Si X es un espacio topoldgico localmente compacto, en-
tonces (Homeo (X), o, 72,0), donde o denota la composicion usual de fun-
ciones, es un grupo topoldgico.
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Corolario A.13. Sea X un espacio localmente compacto. Si consideramos
(Homeo (X),T.-,), entonces la funcidn w : X x Homeo (X) — X definida
por w (x,¢) = ¢ (x) es continua.

Demostracién. Notemos que la topologia inducida por 7._, en Homeo (X)
es mas gruesa que 7._,. En virtud de las Proposiciones y se tiene el
resultado deseado. ]

La proposicion siguiente resume toda la informacion acerca de los automor-
fismos topolégicos de un grupo topolédgico derivada a partir de los resultados
anteriores.

Proposicion A.14. Si G es un grupo topoldgico localmente compacto y
Aut (G) es el grupo de automorfismos topoldgicos de G, entonces

(1) Aut (G) es un subgrupo topoldgico de Homeo (G),

(2) Aut (G) dotado con la topologia inducida por la topologia compacto
abierta modificada T._, es un grupo topolégico, y

(3) la funcion w : G x Aut (G) — G definida por w(g,a) = a(g) es

continua.

A.2. Grupos topoldégicos de transformaciones

En esta seccién desarrollaremos herramientas que nos permitird efectuar facil-
mente la construccién del producto semidirecto.

Definicién A.15. Sean X un espacio topologico y G un grupo topolégico.

(1) Una accion de G sobre X es una funcion w : X xG — X tal que para
cualesquiera x € X y g, h € G se satisface w (z, gh) = w (w (z,9),h) y
w(x,eq) =x. Siw es una funcion continua, a la terna (X, G,w) se le
llama grupo topolégico de transformaciones.

(2) Una representacion mediante permutaciones de G en X es un
homomorfismo § : G — Sym (X), donde Sym (X) = {f : X —
X| f es biyectiva}. En particular, si X es localmente compacto, § :
G — (Homeo (X),K) es una representacion como grupo
topoldgico de transformaciones si 6 es un homomorfismo con-
tinuo.
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Ejemplos A.16. (1) Sea X un conjunto no vacio y consideremos o :
X x Sym (X) — X definida por o (z,¢) = ¢ (x). Para cualesquiera
r€ Xy ¢, e Sym(X) se cumple que

oz, poy)=¢ot(zr) =9 () =d(0(x,¢¥) =a(o(x,9),0),

y por otro lado o (z,1x) = 1x (z) = x. Por lo tanto, o es una accién
de Sym (X) en X.

(2) Si X es localmente compacto, por el Corolario se tiene que w :
X x Homeo (X) — X dada por w (x, ¢) = ¢ (x) es continua. A partir
del Ejemplo se obtiene que w es una accién continua.

(3) Sean G un grupo topoldgico y N un subgrupo normal de G. La funcién
wy : G/N x G — G/N dada por wy (Hz,g) = Hzg es una accién
continua.

(4) Si G es un grupo topoldgico y N un subgrupo normal de G, entonces
kn : N xG — G definido por & (z,9) = g 'xg es una accién continua.

Definicién A.17. Sean X un conjunto no vacio y G un grupo topolégico.

(1) Para cada accion w : X x G — X se define la representacion me-
diante permutaciones &, : G — Sym (X) para cada g € G como la
permutacion o, (g) : X — X dada por d,, (g9) () = w (z,g).

(2) Para cada representacion mediante permutaciones 0 : G — Sym (X))

se define la accion ws : X x G — X dada por ws (x,g9) =0 (g) (z).

En el siguiente lema se muestra que las funciones definidas arriba en efecto son
una representacion mediante permutaciones y una accién, respectivamente,
a la vez que muestra algunas de sus propiedades.

Lema A.18. Sean X un conjunto no vacio y G' un grupo topologico.

(1) Para cada accion w : X xG — X, la funcion d,, es una representacion
mediante permutaciones y ws, = w.

(2) Para cada representacion mendiante permutaciones § : G — Sym (X),
la funcion ws es una accion y 0, = 9.
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(8) Si X es un espacio topoldgico y w : X x G — X es una accion
continua, entonces 6 : G — (Homeo (X) ,ﬁ) es un homomorfismo
continuo. Si ademds X es localmente compacto, entonces 0, es una
representacion como grupo topoldogico de transformaciones.

(4) Si X es localmente compacto y 6 : G — (Homeo (X),T.—,) es una
representacion como grupo topologico de transformaciones, entonces
ws : X X G — X es una accion continua.

Demostracién. Notemos que 0, : G — Sym (X) estd bien definida.
También, para cada x € X se cumple que 0, (eg) () = w (x,eq) = x, esto
es, 0y (eg) = 1x. Ademds, para cualesquiera g, h € G se cumple que

dw (gh) (¥) = w (z, gh) = w (w (z,g) . h)
= 0y (h) (w (2, g)) = 0w (h) (0w (9) (7))
= 0w (h) 06y (9) (7),

por lo tanto, &, (gh) = d,, (h) 0 (g). Como o (0, (g) , 0w (h)) = dy (R) 06 (g),
esto muestra d,, es un homomorfismo.
Para la otra parte es suficiente observar que

ws,, (2,9) = 0w (9) (¥) = w (2, 9).

Notemos que para cualquier z € X se cumple que

ws (x,eq) =0 (eq) () =1, (z) = =,
y para cualesquiera g, h € G se satisface

wd (x, gh) = 6 (gh) (z) = 6 (h)
=4 (h) (4 (9) (z))
= ws (ws (x,9),h).

o (h) (x)
6 (h) (ws (2, 9))

Por lo tanto, ws es una accion.

Para la otra parte, notemos que &, (¢) : X — X estd dada por &, (g9) (z) =
ws (z,9) =6 (g) ().

Sea X un espacio topoldgico y supongamos que w : X x G — X es
una accion continua. Observemos que para cada g € G, la representacion
0w (g) + X — X se puede considerar como la restriccién w|xq, por lo
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cual 4y, (g) es continua. Ademds, In (6, (9)) = 0 (In(g)) (por (I)) también
es una funcién continua. Asi, obtenemos que d,, : G — Homeo (X).
Ahora, para cualesquiera K C X compacto y U C X abierto se cumple
que 0, (g9) € (K,U), lo cual equivale a que w (K x {g}) C U. Como w es
continua, para cada k € K existen Vi € V° (k) y Wy, € V°(g) tales que
w (Ve x Wy) C U, y ya que K es compacto, existe F' C K finito tal que
K C UpepVy. Ademés, W = NyepWy € V° (g). Luego, w (K x W) C U, es
decir, 6, (W) C (K, U).

El resto de la afirmacion e sigue en virtud de la continuidad de d,, y del hecho
de Homeo (X) estar dotado de la topologia compacto abierta junto con el
uso de la Proposicién [A.9]

Sié: G — Homeo (X) es un homomorfismo continuo, entonces a (z, g) =
(x,0(g)) define una funcién continua « : X x G — X x Homeo (X).
Por el Corolario la accién w' : X x Homeo (X) — X definida por
w' (z,¢) = ¢ (x) es continua. Por lo tanto, ws = w’ o v es continua. O

Ejemplo A.19. Si ky es como en el Ejemplo [A.16|{), entonces 6., C
Aut (N), por lo cual d,;,, induce un homomorfismo continuo de G en Aut (N),
donde Aut (N) esta dotado con la topologia inducida por la topologia com-
pacto abierta modificada sobre C' (N, N).

A.3. Producto semidirecto de grupos topolo-
gicos

En esta seccién introduciremos unos de los grupos que permiten conservar
estructura topoldgica pero que modifica sustancialmente la estructura alge-
braica. En primer lugar revisaremos el concepto algebraico e inmediatamente
lo dotaremos de una estructura de grupo topoldgico.

Definicién A.20. Sean H y N grupos yn: H — Aut (N) un homomor-
fismo. Consideremos m : (N x H) x (N x H) — N x H definido por

m ((n, k), (m, k)) = (n, h) (m, k) = (nn (h) (m) , hk) .

Al par (N x H,m) se le llama producto semidirecto de H y N con respecto
al homomorfismo 1 y se denota usualmente por N x, H, y cuando no haya
lugar a confusion se simplifica a N x H.
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En caso de que 7 sea el homomorfismo identidad se tiene que N x H coindcide
con el producto directo N x H. Otro hecho que es importante notar, es la
existencia de otras formas de definir este grupo, como ejemplo tenemos el de-
sarrollo realizado en [I5], donde se parte de una generalizacién del producto
directo interno y posteriormente se contrasta con el producto semidirecto ex-
terno. Aqui seguiremos el desarrollo de [16]. Para no sobrecargar la notacién
se usara 1, = 1 (h) para cualquier h € H.

Proposiciéon A.21. Sean H y N grupos (algebraicos) yn: H — Aut (N)
un homomorfismo (de grupos). Se cumple que:

(1) N x,, H es un grupo, {ex} x H es un subgrupo y N x {eg} es un
subgrupo normal de N X, H.

(2) Si N y H son grupos topoldgicos y la accion w, es continua, entonces
N %, H es un grupo topoldgico al considerar a N x H dotado de la
topologia producto. Ademds, si H y N son de Hausdorff, entonces N x,,
H es de Hausdorff y {ex} x H y N x {eg} son subgrupos cerrados.

Demostracién. (1) Primero veamos que el producto es asociativo. Por un
lado

((, ha) (m, o)) (n, ha) = (Inn, (m) , haha) (n, hs)
(lniu (m) Nhiho (n) ) h1h2h3) )

y por otro

(l7 hl) ((m7 hQ) (n7 h3)) = (l7 hl) (mﬁhz (n) ) h2h3>
= (Inny (magn, (n)) , hahohs) .

Como 7 es un homomorfismo, se verifica lo siguiente

Nhy (m) Nhihy (n) = Mhy (m) (nh1 © 77h2) (77,)
= Ty (m) Nhy (hQ (n)) = Ty (mnfm (n)) .

Por lo tanto, la multiplicacion definida sobre N x H es asociativa.
Sea afirma que (ey,ep) es el elemento identidad de N x,, H y que dado
(n,h) € N x H, (n,h)"" = (g,-1 (n="), k™). Para mostrarlo notemos que

(n,h) (en, em) = (nney, (en) , heg) = (n1n (en) , h) = (ney, h) = (n, h),
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y también

(n,h) (n, )™ = (0, h) (1 (1) L1071
= (nn (s (7)) B7)
(nnr () sem) = (Wit () en1)

= (1 () o) = (™ en) = (o).

Esto muestra que N x,, H es un grupo. Ahora, como

(eN,h)_1 = (nhfl (ej_\,l) ,h_l) = (T]}lfl (en) ,h_l) = (eN,h_l) ,

entonces se cumple lo siguiente

(GN, hl) (6N7 h2)71 — (eNa hl) (eNa h2_1>
= (€N77h1 (en) ,h1h2_1) = (€N€N, h1h2_1)
- (eNy h1h2_1) )

y por ello se tiene que {ey} x H es subgrupo de N x,, H.
También, como se satisface

(n,ey) (m,eg)” (776 1 ( ) = (n,ey) (neH (m—l) ,GH)
(n,en (1N (m ) ) (n,en) (m_l,eH)
= (nneH (m~ 1) ewen) = (nm~ 1,€H),

de donde se obtiene que N x {ey} es subgrupo de N x, H. Resta ver que
N x {ey} es normal, para ello, observemos que

(m,h) (n,en) (m, h) ™" = (man (n) , hegr) (g (m™") A7)

= (map (n) mn (-1 (m™1)) , hRTY)

(m77h (1) M- ( 1) €H)
= (mm (n)
(n)

mnp \n) Ney ( ) eH)
(mnh n)ym~! eH) €N x {eg}.

Notemos que el producto en N X, H puede ser descrito como la funcién

((m,h), (n,9)) = (m,wy (n, h) b, g) = (mwy (n, h), hg),
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y dado que los productos en N y H es continuo, respectivamente, la con-
tinuidad de w, asegura la continuidad del producto en N x,, H. También, la
inversién de elementos de NV x1,, H puede ser considerada como

() = (w0, (0, h7) 1) > (g (nn71) 7071,

y en virtud de la continuidad de las inversiones de elementos de N y H,
respectivamente, y de la continuidad de w, se obtiene que la inversién en
N %, H es continua.

Es claro que N x {ey} y {en} x H son cerrados en N x, H porque son el
producto de cerrados. Il

A partir del inciso del Lema se obtiene que la continuidad de w, se
obtiene cuando N es localmente compacto y 1 es una representacion como
grupo topoldgico de transformaciones.

A continuacién se presenta una caracterizacion interna de producto semidi-
recto.

Proposicién A.22. [Caracterizacion de productos semidirectos] Sea G un
grupo topolégico y supongamos que existen un sugrupo normal N de G y un
subgrupo H de G tales que G = NH y N N H = {eg}. Consideremos la
accion k : N x H — N definida por r(n,h) = h™'nh y sea 6 = 0, :
H — Aut (N) definida para cada h € H como 0, : N — N dado por
dn (m) = kn (m, h). Se cumple que:

(1) la funcion o : N xg H — G definida por o (n,h) = nh es un homo-
morfismo continuo biyectivo, y

(2) si N es localmente compacto, entonces & es continua con respecto a

(AUt (N> 7K) :

Demostracion. Notemos que & = m|yx g, y como G es grupo topoldgico,
entonces « es continua. Ya que para cualesquiera m,n € N y h,l € H se
cumple que

(mh) (nl) = m (hnh™") hl = mI, (n) hl,

y también

(m, h) (n,l) = (mdy (n),hl) = (ml, (n),hl),

entonces

a((m,h)(n,0)) =a(m,h)a(n,l),



112 Topologia compacto abierta y producto semidirecto

es decir, a es un homomorfismo de grupos. Tenemos que a es sobreyectivo
porque G = NH, y es inyectivo porque Ker (o) < NN H = {eq}.
Se sigue inmediatamente del Ejemplo y del Lema [A.18@). O

La siguiente proposicion es un reciproco del resultado anterior.

Proposicion A.23. Sean G y H grupos topologicos y ¢ : G — H un
homomorfismo continuo. Si existe un homomorfismo continuo o : H — G
tal que ¢ o o0 = 1y, entonces

(1) ¢ es un morfismo cociente y o es un encage, y

(2) si K = Ker (¢) y se considera 6 : H — Aut (K) definida para cada
h € H como el morfismo 6 (h) = 6, : K — K determinado por
0 (k) = o (h) ko (h™1), entonces el producto semidirecto K x5 H es un
grupo topoldgico y la funcion a: K X\ 0H — G definida por o (k, h) =
ko (h) es un isomorfismo de grupos topoldgicos.

Demostracion. Es el Teorema .

Notemos que para cualesquiera h € H y k € K se satisface ws (k,h) =
o (h)ko (h™1), y como o es continua y G es un grupo topoldgico se obtiene
que wg es continua. Por la Proposiciéon se tiene que K x5 H es un
grupo topoldgico.

Como para cualesquiera (k,h), (j,1) € K x5 H se verifica

a(k,h)a(j,l) =ko(h)jo(l)
= ko (h) jo (h) "o (k) o (1)
= ko (j) o (hi)
=« (kdp (7), M)
= a((kh)(5:1),

entonces a es un homomorfismo.

Observemos que a (ex,ey) = exo (eg) = exey = eg. Se mostrard la con-
tinuidad de « en (ex,eq). Sean U,V € Vg (eg) tales que V? C U. Como
ogo¢: G — G es continua, existe W € Vg (eg) tal que o o (W) C V.
Como ¢ es una funcién cociente (por (|1f)), se tiene que ¢ es una funcién
abierta, luego, ¢ (W) es abierto en H. Como (V N K) x ¢ (W) es abierto en
K xs H y

A ((VAK)x ¢ (W) ={k(o(@w)) ke VAK, we W}t CVVCU,
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se sigue que « es continua en (e, eg). Por el Teorema se tiene que
« es continua.

Ahora, la funcién 3 : G — K x5 H definida por 3 (g) = (g0 (¢ (971)), ¢ (9))
es la inversa de . Primero notamos que (3 esta bien definida y ademas, por
un lado se satisface

=9 =9,
y por otro
Boal(k,h)=p(ko(h))
= (ko (h)o (¢ ([ko ()] ), ¢ (ko (1))
= (ko (h)a (¢ (o (h) k™)), 0 (k)¢ (o (h)))
= (ko (h)a (¢ (o (h7")))o (o (k")) enln (H))
= (ko (h)o (1g (k7)) o (en), h)
= (ko (h)o (™) eg, h)
= (kek, h)
= (k,h),

de aqui se concluye que en efecto [ es la inversa de . Ya que es evidente la
continuidad de [, se sigue que « es un isomorfismo topoldgico. Il

Notemos que la Proposicién anterior muestra que la sucesion

¢

0 K" .@ H 0

es exacta porque i (K) = Ker(¢) y se parte porque o es una inversa por
la izquierda para ¢. Como H es topoldgicamente isomorfo a G/ K, existe un
subgrupo H' de G tal que H' es topoligicamente isomorfo a G/ K. Por esto,
existe un subgrupo de G tal que G es topoldgicamente isomorfo a K x5 H'.
Ahora, si existen un subgrupo normal N de G y un subgrupo H de G tales
que la sucesién
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se parte, entonces N x5 H es topoldgicamente isomorfo a G. En virtud de
estas elucubraciones basadas en las dos proposiciones anteriores se puede
enunciar el siguiente resultado.

Proposicion A.24. Un grupo topologico G es un producto semidirecto o se
representa como un producto semidirecto si y solo si existen subgrupos H y
N de G con N normal y una sucesion exacta

¢

0 K .@q H

g

En tal caso, G es topoldgicamente isomorfo a N x, H conn, : N — N
dado por ny, (n) = o (b= no (h).



Apéndice B

Compleciones de grupos
topoloégicos

En cursos basicos de anaalisis se estudian sucesiones y sucesiones de Cauchy
para conocer el comportamiento de algunos subconjuntos de los ntmeros
reales R, de los espacios euclidianos R"”, el plano complejo C y, en general,
de espacios métricos. En el caso de éstos, se muestra que existen espacios
métricos en los cuales las sucesiones de Cauchy no necesariamente son con-
vergentes y para ello se desarrolla el concepto de complecion de un espacio y
se demuestra que dicha estructura contiene de manera densa a un subespacio
homeomorfo al espacio original y, ademas, dicha complecién es unica salvo
homeomorfismo.

Una generalizacién usual del concepto de sucesion es el concepto de filtro, el
cual nos permitird construir compleciones de grupos topolégicos. Es impor-
tante reconocer que no existe una tnica forma de completar grupos topolégi-
cos, como ejemplo tenemos la complecion de Weil, donde se pueden tener
conplecién izquierda o complecion derecha, la cuales no necesariamente for-
man un grupo topolégico. Para un estudio detallado de esta construccion
y de otras varias a partir de uniformidades remitimos al lector a [15]. Para
los fines que perseguimos usaremos una complecion que siempre forma un
grupo topoldgico: la complecion del supremo o compleciéon de Raikov. Para
ello, primero definiremos filtros adecuados para su construccién, haremos la
construccién y estableceremos resultados importantes acerca de ella.

En este Apéndice se usara la Convencién respecto a los grupos conside-
rados a menos que se diga lo contrario.
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Definicién B.1. Sea G un grupo topoldgico. Un filtro de Cauchy en G es
un filtro F tal que para cualquier vecindad abierta U de e existe un elemento
F de F que satisface FF~1 C U y F7'F C U. G es un grupo completo
en el sentido de Raikov si cualquier filtro de Cauchy en G es convergente.

Ya que nos interesa generalizar el concepto de sucesiéon de Cauchy es de
esperar que todo filtro convergente sea de Cauchy. El siguiente resultado da
algunas propiedades adicionales.

Proposiciéon B.2. Sea G un grupo topoldgico.
(1) Cualquier filtro convergente es un filtro de Cauchy.

(2) Si F es un filtro de Cauchy, entonces F~' = {F~'|F € F} es un filtro
de Cauchy.

(3) Si Fy y Fao son filtros de Cauchy, entonces el filtro producto F1Fy gene-
rado por la base-filtro { F1 Fs| Fy € Fi, Fy € Fa} es un filtro de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que § es un filtro en G tal que F — ¢ para
algin g € G. Sea U € V° (eg) Por el Teorema ([1), existe V € V° (eq)
tal que V? C U. Ademsés, como los automorfismos internos son funciones
continuas, existe W € V* (eq) tal que ¢g7'Wg C V y gWg™' C V. Como
F — g, existe F' € F tal que F C (¢gWW) N (Wg). Luego

F'FC (W) (Wg) =g 'WWg=(g7'Wg) (¢7'Wg) CVV CU.

Andlogamente FF~1 C U.

Se sigue a partir de la definicién de filtro de Cauchy.

(3) Sea U € V° (eq). Consideremos V' € V° (eg) tal que V3 C U (Teorema
). Como F; es filtro de Cauchy, existe F; € JF; tal que FlFfl CcV.
Sea x € Fy. Con un argumento similar al de (1)), existe W € V° (e¢) tal que
aWaz=t C V. También, como F, es filtro de Cauchy, existe I, € F, tal que
FyFy ' CW, luego o Fy ' C2Wa™' C V| y ya que eg € o' F, entonces

(FlFQ) (FlFQ)_l = F1F2F271F171 Q F1 (Fflﬂ?) FQF;l (xilFl) Ffl
C (RFY) (eRF e (RFTY) CVVV C U

Analogamente se muestra que existen F] € Fy y Fj € F; tales que

(F1F3) ™" (F[F3) C U.
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Si tomamos F = (Fy N F)) (F, N F}), entonces FF~' C Uy F~'F C U. Esto
concluye la prueba. Il

El siguiente resultado muestra que la completez se comporta como la com-
pacidad con respecto a subgrupos cerrados.

Proposicion B.3. Sea G un grupo topoldgico completo. Un subgrupo H de
G es completo si y solo si H es cerrado en G.

Demostracién. (a) Supongamos que H es subgrupo completo y sea y €
clg (H). Entonces existe un filtro F en G tal que F — g. Por la Proposicién
se tiene que F es de Cauchy en G. Luego, la restriccién F|y = {F C
H|F € F} es un filtro de Cauchy. Ya que H es completo, existe h € H tal
que Flg — h, es decir, F — h. Como G es T, entonces h = g. Por lo
tanto, g € H.

(b) Supongamos que H es cerrado en Gy sea F un filtro de Cauchy en H. Sea
F' el filtro en G generado por F. Si U € Vg (eq), entonces UNH € V5, (ex),
por lo cual existe F' € F tal que FF' CUNH y F7'F C Un H. Como
F € F', entonces FI-' C U y F~'F C U, por lo cual 7' es un filtro de
Cauchy en GG. Como G es completo, entonces existe g € G tal que F' — g.
Ya que H es cerrado, g € H y, por tanto, F — g. U

Tal como ocurre con los g-filtros y los og-filtros, los filtros de Cauchy se
comportan bien respecto a los homomorfismos continuos.

Proposicion B.4. Sea f : G — H un homomorfismo continuo de grupos
topoldgicos. Si F es un filtro de Cauchy en G, entonces f (G) es un filtro de
Cauchy en H.

Demostracion. Sea U € Vy, (eg). Como f es continua se tiene que f~! (U)
V& (eg), por lo cual existe F' € F tal que FF~' C f~1(U)y F7'F C f~1 (U
Por lo tanto, f (F) f(F) ' CUy f(F)" f(F)C U como se deseaba. [

Corolario B.5. La completez es una propiedad productiva.

€
).

Demostracién. Sean {G,, } e una familia de grupos topolégicos completos,
G = [l.e; Ga, v para cada o € I consideremos la proyeccién canénica 7, :
G — G,. Si F es un filtro de Cauchy en G, entonces para cada o € [ se
cumple que 7, (F) es un filtro de Cauchy en G, (Proposicién [B.4). Luego,

existe g, € G, tal que T, (F) — go. Por lo tanto, F — (ga),e;- O

El siguiente resultado muestra una propiedad importante acerca de grupos
completos.
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Proposicion B.6. Sean G un grupo topologico, D un subgrupo denso de G y
H un grupo topoldgico completo. Cada homomorfismo continuo f: D — L
se extiende de forma unica a un homomorfismo continuo f : G — H.

D— (G
I
I
/ :3!?
I
Y
H

Demostracién. Primero se mostrard la existencia del homomorfismo f.
Ahora, si g € G, entonces existe un filtro F, tal que F, — gy D € F,. Por
la Proposiciéon se tiene que cada Fy es un filtro de Cauchy en G, y por
lo tanto también lo es su restricciéon F|p = {F C D|F € F}. Ahora, por la
Proposicién , se obtiene que f (F|p) es un filtro de Cauchy en H, y como
H es completo, entonces existe f (g) tal que f (F|p) — f(g). Si F' es otro
filtro tal que 7' — g y D € F'|p, entonces F'|p (.F]D)fl — eq en D. De
lo anterior se obtiene que f (F'|p) f (Flp) ™ = f (F'|p (le)_l) — ey por
la continuidad de f. Por lo tanto, f (g) es independiente de la eleccién del
filtro. Asi, f : G — H esta bien definida.

A continuacién mostraremos que f es homomorfismo de grupos. Si ¢1, g» € G,
consideremos filtros F; y F3 tales que F; — g1, Fo —> g2, D € F1 N Fo,
luego, como .7-"1}"2_1 — glg;1 y D € }"1.7:2_1, se sigue que T(glggl) =
f(gl)f(gg)_l_.

Veamos que f es continua. Sea U € V§, (ey). Consideremos W € Vy (en)
tal que clg (W) C U. Como f es continua en D, existe V € V& (eg) con
f(VnD)CW,yporelloV Ceclg(VND). Asi, si x € V, existe un filtro
FenGtalque F—s 2y VNDEeEF, dedonde f(x) € cly (f(VND))C
clyr (W) C U. Esto prueba que f (V) C U. Por el Teorema, se obtiene
que f es continua.

Finalmente, si h : G — H es otro homomorfismo continuo tal que h|p = f
entonces f|p = h|p y por la densidad de D se obtiene que h = f. Esto
muestra la unicidad deseada. U

Una construccion usual de la complecion de un espacio métrico es mediante la
formacion de un espacio de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy y
en esa idea se basara la construccién a realizar, por ello el siguiente resultado
serd ttil para hacer elecciones de clases de equivalencia.
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Lema B.7. Sean G un grupo topologico y F un filtro de Cauchy en G. Se
cumple que el filtro Foq generado por {WFW|W € V°(eq)} es un filtro
de Cauchy minimal, es decir, si H es un filtro de Cauchy tal que H C F,
entonces Fpm C H.

Demostracién. Sea & el filtro generado por la base-filtro V° (es). Como
& — eq, por la Proposicion se sigue que £ es un filtro de Cauchy.
Ahora, por el inciso de la Proposicion , EFE es un filtro de Cauchy
y cumple que F,.5 C EFE. Por otro lado, si X € EFE, entonces existen
E\,Ey ey F e Ftalque EyFE; C X,y como £ es generado por V° (eq),
entonces existen Uy, Uy € V° (eq) tales que Uy C Ey y Uy C Ey, por lo cual
W = U; NU, satisface WFW C E1FE, C X, es decir, X € F,,4. Por tanto,
Fmin = EFE.

Resta mostrar que F,,4, es minimal. Sea H un filtro de Cauchy tal que H C F
y consideremos WFW € F,., donde W € V° (eq) y F € F. Como H es un
filtro de Cauchy, existe H € H tal que H*H C W.Yaque F,H € Fy F es
un filtro, e sigue que FNH # @, asi, sea h € FNH. Es claro que h™'H C W,
por lo cual H C hW C FW C W FW, de donde se obtiene que WFW € H.
Esto muestra que F,,4 C H. O

al igual que ocurre en el caso de espacios métricos, una complecién de un
grupo topoldgico G es un grupo topoldgico G' completo y tal que existe un
subgrupo H de G denso e isomorfo topologicamente a G.

Proposicion B.8. Cualquier grupo topoldgico admite una complecion que es
unica salvo isomorfismo topologico.

Demostracion. Sea G un grupo topoldgico y consideremos G el conjunto de
todos los filtros de Cauchy minimales, es decir, si F € G, entonces Fg = F
(con la notacién del Lema . Se mostrara que G es un grupo con las
operaciones definidas en la Proposicion [B.2}

Sean Fi, Fo € G. Por la Proposicién e obtiene que F1.F, ' es un filtro
de Cauchy, por lo cual resta ver que es minimal. Sean F} € F; y Fy € Fo,
entonces existen F] € F; y W € V°(eq) tales que Wi F{W; C F; porque
F1 es minimal y, de manera andloga, existen Wy € V° (eq) y Fy € F; tales
que Wy F3W, C Fy. Ahora, para W = W, N W, se satisface WF/W C Fy y
W (F)™'W C F;, de donde se implica

WE(F)""W CWFWW (F)""W C FLF; ",
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y por lo tanto F1Fy ' € G. La asociatividad de la multiplicacion se sigue de
la asociatividad de la multiplicacién en G. El elemento identidad de G es el
filtro £ generado por V° (eg) (ver Lema puesto que & C FF ! para
cualquier filtro F, en particular, para F € é, se tiene que FF ! = & por la
minimalidad de FF~! y el hecho de contener a £. En conclusién, G es un
grupo.

A continuacién se construird una topologia de grupo para G. Sea Bg =
{U|U € V*(eg)} con U = {F € G|U € F}. Se probaré que B, cumple
las condiciones del Teorema [2.23}

(B1) Se cumple a partir de la definicién de Bo.

(B2) SiU e By, entonces existe V € V° (eg) tal que V2 C U, lo cual implica

que (V) C [7,

(B3) SeanU € Byy F € G. Como FLEF = Ey U € &, existen W € V° (eg)
y F € F tales que F~'WF C U, luego, para V. =W NW~" se cumple
que F :1VF NU y V es simétrica. De lo anterior se sigue que V € B
y FYWFCU.

(B4) Sean U € By y F € U. Entonces U € F y, por la minimalidad de F,
existen F € Fy W € V° (eg) tales que WFW CU.SiV =WnW-1,

se obtiene que VF C U con V simétrica. Por lo tanto, Ve Bg y
VFCU.

(B5) Si U1, Ug € BO son tales que U1, Uy € V* (eq), entonces V =U; NU;y €
V* (eq), y ademés V C Uy N Us.

Ahora se mostrard que la topologia 7" generada por E; es de Hausdorff. Si
F € G\ {€}, existe £ € & tal que £ ¢ F. Ya que & es generado por
V° (eg), existe U € V° (eq) tal que U C E. Luego, V. =UNU"' € V° (eq) es
simétrica y cample V C E'y V & F, es decir, F ¢ V y V € By. Por lo tanto,
NBy = {€}. En virtud del Teoremam se concluye que T es de Hausdorff.
Sea i : G — G el homomorfismo definido por i(z) = Ex. Sii(g) = &,
entonces g € E para cualquier £ € &, en particular, g € U para cualquier
U € V° (eq), es decir, g = e porque G es de Hausdorft. Asi, Ker (i) = {eg},
esto es, 7 es inyectiva. Como 7~ <ﬁ> = U para cada U € V° (eq), se tiene

que ¢ es continua y abierta en eq, y en virtud del Teorema se tiene que



121

i es continua y abierta. Por lo tanto, ¢ es un encaje. Se afirma que i (G) es

denso en G. Si F € G y Ue Bvo, entonces existe F' € F tal que FF~1 C U
porque F es un filtro de Cauchy en G. Para x_€ F fijo se cumple que
xF~1 C U, de donde U € xF Lt Asi, aF7' € U y por ello ExF~! € U.
Luego, £z =i (x) € UF, lo cual muestra la densidad deseada.

Veamos que G es rupo topoldgico completo. Sea H un filtro de Cauchy en
G. Por el Lema 7, ‘H contiene un filtro de Cauchy H,,s minimal en G.
Basta mostrar que Hmm converge, por lo cual, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que H = H4. Consideremos F = {i"' (H)|H € H}. Se
afirma que:

(a) F € H.
(b) H— F.

(a) Sea H € ‘H. Como H es filtro de Cauchy minimal, existen W € V° (eé) y
H' € H tales que WH'W C H. Ya que i (G) es denso en Gy WH'W es abier-
to en G, se obtiene que HNi (G) # @. Luego, i ' (H) # @ para cada H € H,
es decir, @ ¢ F. Puesto que H es un filtro y las intersecciones y uniones
son preservadas por preimdgenes, se obtiene que JF es un_filtro. Ademads,
si U € V° (eq), entonces existe H € H tal que HH™* C Uy H- 1HCU
porque H es filtro de Cauchy, y de esto se sigue que i1 (H) (i ! (H)) CUy
(i"* (H))""i"' (H) C U, por lo cual F es un filtro de Cauchy en G. También,
como H es minimal, para cualquier H € H existen H' € Hy W € V° (eé)
tales que WH'W C H, de donde, i~* (W)i~' (H")i™' (W) Ci~' (H), y como
i es continua, entonces i ! (W) € V° (eq), y asi, F es un filtro de Cauchy
minimal en G.

- - 2
(b) Sea U € By. Tenemos que existe V' € By tal que <V> C U. Como H es

un filtro de Cauchy en 6—’, existe H € H tal que HH 1 C 17 de donde se sigue
que it (H) (it (H))f1 CV.Sizei ! (H) fijo, entonces x (i~ (H))f cV,
de donde V € zF ! y por ello xF~! E Viyi(e) FléxF ' € V. Ademés,
como i (z) € H, se obtiene que Hi(z)™' C V. Luego,

HF ' = (Hi(x) ") (i(z) FY) CVV CU,

es decir, H C UF. Por lo tanto, para cualquier Ue EE existe H € H tal que
HCHCUF, estoes, H — F.
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Finalmente, mostraremos la unicidad de la complecion de G. Sea H otra
complecién de G. Por la Proposicién se tiene que el encaje j : G —
H se extiende a un homomorfismo continuo j : G — H porque i (G) es
denso en G. Anaélogamente, el homomorfismo i : G — G se_extiende a un
homomorfismo continuo 7 : H — G. Como i o j~ G — G restringido a
i (G) coincide con la identidad y i (G) es denso en G, entonces ;o j = 15. De
manera similar se observa que joi = 1. Por lo tanto, G es topoldgicamente
isomorfo a H. Esto concluye la prueba. O

Es de esperar que el tomar bases en un grupo topoldgico permita generar
bases de su complecién.

Corolario B.9. Si B es una base para el elemento identidad de un grupo
topologico G, entonces B' {B|B € B} es una base para el elemento
identidad de la complecion G.

Demostracién. Si W € V° (eg), entonces existe U € V* (eg) tal que U C

W porque BO es una base para la identidad en G (con la notacién de la
Proposicién [B.§ E Ya que Bj, es una base ¢ para la identidad en G, existe

B € B|, tal que B C U. Por lo tanto, BEB’yBCUCU O

A continuacin observamos que la complecién se porta bien respecto a cerrados
y productos.

Corolario B.10. (1) Sea G un grupo topolégico. Si H es un subgrupo de
G, entonces H = clg (H).

—~——

(2) Si {Ga}tacr €s una familia de grupos topoldgicos, entonces HGa =

acl
[1c.
acl

Demostracién. Por la Proposicién se obtiene que clz (H) es com-
pleto porque es subgrupo cerrado de G. Como H es denso en clg (H), se tiene
el resultado deseado. .

Tenemos que [], ., G, es Subgrupo denso en [ [, .; G- Como por el Coro-

lario se tiene que Hae ; G es completo, entonces se obtiene la conclusion
deseada. O
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Un grupo topoldgico G con la propiedad de ser cerrado en cualquier grupo que
lo contiene como subgrupo se llama absolutamente cerrado. El siguiente
resultado muestra que esta condicion es equivalente a la completez.

Corolario B.11. Un grupo topoldgico G es completo si y sélo si es absolu-
tamente cerrado.

Demostracién. (a) Supongamos que G es completo y que estd contenido
como un subgrupo en el grupo H. Entonces G' es un subgrupo del grupo
completo H (la complecién de H), luego, por la Proposicién , G es cerrado
en H. En particular, G = G N H es cerrado en H.

(b) Si G es absolutamente cerrado, como G es denso y cerrado en su comple-
cion CNJ, luego, G = G. U

El siguiente resultado brinda una clase de grupos completos, es decir, muestra
que existen grupos completos.

Corolario B.12. Cualquier grupo topolégico localmente compacto es com-
pleto. En particular, cualquier grupo discreto y cualquier grupo compacto es
completo.

Demostracion. Sean G un grupo topoldgico localmente compacto y G su
complecion. Sea U € V° (eq) tal que clg (U) es compacto y consideremos
V=UnNU"'. Asi K = clg (V) es compacto, y entonces K es cerrado en G
y clg (U) K C G. Por su forma, existe W € V* (eg) tal que V. =W NG.
Sea z € G. Como G es denso en G existe g € Wz NG, y por la simetria de
W se obtiene que x € Wg. Observemos que por la densidad de G se sigue
que clzg (Wg) =clg (WgnNG) =clg (Ug).

Ya que la traslacion derecha ¢, es un homeomorfismo (Teorema [2.7Y(1)), se
verifica que clgz (Ug) = (clg (U)) g = Kg. Por ello

reWgCecs(Wg)=KgCGg=0G.
Por lo tanto, G = G. O

A partir del Corolario anterior los siguientes hechos son inmediatos.

Corolario B.13. Un grupo topoldgico G es precompacto si y sélo si su com-
plecion G es compacta.
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Demostracion. Sl G es precompacto, entonces G es precompacto en G.
Como clg (G) = G se obtiene que G es compacto por ser la cerradura de un

precompacto. Y si G es compacto, como clz (G) = é, se obtiene que G es
precompacto. U

Corolario B.14. Un grupo topoldgico G es compacto si y solo si es completo
Yy precompacto.

Demostracion. Si G es compacto, entonces es precompacto y es cerrado en
cualquier espacio de Hausdorff que lo contiene como subespacio, en particular,
es cerrado en cualquier grupo que lo contiene como subgrupo, es decir, es
absolutamente cerrado y en virtud del Corolario se obtiene que G es
completo. B

El reciproco se cumple en virtud del Corolario m porque G = G ya que G
es completo. Il

Finalmente, veamos que la completez tiene la propiedad de los tres espacios.

Proposiciéon B.15. Sea G un grupo topologico. St N es un subgrupo normal
de G y N y G/N son grupos completos, entonces G es completo.

Demostracién. Sea G la compleciéon de G. Por el Corolario , como
N es completo y es subgrupo de G, entonces N es cerrado en G. Notemos
que la inclusién 7 : G — G induce un homomorfismo inyectivo continuo
in : G/IN — G/N con imagen densa en G/N. Como N C G se sigue que
(NU)NG = N (UNG) para cualquier U € V° (eg) v, por lo tanto, iy es
abierta sobre su imagen (Teorema [2.27|(1) Por lo tanto, el cociente G/N es
denso en G /N. En virtud del Corolario se obtiene que G/N es cerrado
en G/N porque G/N es completo. Asf, G/N G/N, es decir, G = G. Esto
concluye la prueba. U



Apéndice C

Condiciones de finitud sobre
grupos

En este apéndice estudiaremos dos condiciones de finitud sobre grupos. La
primera es la finitud de los subgrupos finitamente generados, condiciéon que
permite definir los grupos localmente finitos. Por otro lado, se estudia la
finitud de las clases de conjugacién y da origen a los llamados F'C-grupos,
los cuales son la contraparte algebraica de los FC-grupos y por ello tienen
un comportamiento similar. Como veremos, estas clases de grupos poseen
propiedades interesantes respecto a su operacion de grupo, subgrupos y pro-
ductos directos, asi como su relacién hacia extensiones.

C.1. Grupos localmente finitos

Iniciaremos la exposicion con el concepto que da titulo a esta seccion.

Definicién C.1. Sea G un grupo. G es un grupo localmente finito si
cada subgrupo finitamente generado es finito.

Observemos que a partir de la Definiciéon anterior se obtiene que un grupo
localmente finito es un grupo de torsiéon. También es inmediato el siguiente
resultado.

Proposiciéon C.2. (1) Si G es un grupo localmente finito, entonces cual-
quier subgrupo de G es localmente finito.
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(2) Si f: G — H es un homomorfismo con G un grupo localmente finito,
entonces f (G) es un grupo localmente finito.

Ahora mostraremos que la clase de grupos localmente finitos es cerrada bajo
extensiones.

Proposicién C.3. [Schmidt] Sea G un grupo. Si N es subgrupo normal de G
y N y G/N son grupos localmente finitos, entonces G es un grupo localmente
finito.

Demostracién. Sea H un subgrupo finitamente generado de GG. Observemos
que H/(H N N) es isomorfo a (HN) /N, el cual es finito por ser subgrupo
de G/N. Ahora, por 1.6.11 de [14] se obtiene que H N N es finitamente
generado, por lo cual es finito. Se concluye que H es finito. O

A continuacion haremos una revision rapida al concepto de p-subgrupos en el
marco de grupos localmente finitos. Primero, recordemos que dado un niimero
primo p, un grupo finito es un p-grupo si su orden es una potencia de p y
que dado un grupo finito GG, un p-subgrupo de Sylow de G es un p-subgrupo
de orden p®, donde |G| = p*m y med (p,m) = 1. Ahora, generalicemos este
concepto.

Definicién C.4. Sean G un grupo (no necesariamente finito) y p un nimero
primo. Un subgrupo H de G es un p-subgrupo de Sylow si es un p-subgrupo
maximal.

La Definicion anterior es correcta, ademés, por el Lema de Zorn se cumple
que cualquier p-subgrupo estd contenido en p-subgrupo de Sylow, lo cual
implica, en particular, la existencia de los p-subgrupos de Sylow. También, a
partir del Teorema de Sylow, cuando G es finito se obtiene que un p-subgrupo
maximal de G tiene orden igual a la mayor potencia de p que divide a |G|,
lo cual muestra que esta generalizacion conserva la definicién para el caso
finito.

A partir del parrafo anterior se podria esperar un comportamiento similar
de los p-subgrupos de Sylow para el caso infinito, pero no es asi, de hecho
se presentan situaciones como la existencia de p-subgrupos no isomorfos. El
lector interesado en estudiar un poco mas cual es el comportamiento de esta
clase de subgrupos puede consultar [14], 14.3]. Para nuestro interés basta el
siguiente resultado acerca de p-subgrupos de Sylow en grupos localmente
finitos.
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Proposicion C.5. Sea G un grupo localmente finito. Si P un p-subgrupo de
Sylow de G finito, entonces todos los p-subgrupos de Sylow de G son finitos
y conjugados.

Demostracion. Sea P, un p-subgrupo de Sylow de G. Tenemos que H =
(P, Py) es finito porque G es localmente finito. Como P es p-subgrupo de
Sylow de H, se sigue por el Teorema de Sylow que P; estd contenido en
algin conjugado de P. En particular, |P;| < |P| y ningin p-subgrupo de G
puede tener orden mayor que |P|. De lo anterior se concluye que cualquier
p-subgrupo de Sylow es finito y cualesquiera dos p-subgrupos de Sylow son
conjugados con P. U

Para continuar establecemos el cuestionamiento: jcualquier grupo infinito
tiene algiin subgrupo infinito abeliano? La respuesta es positiva en el caso de
grupos con un elemento de orden infinito, por lo cual se puede restringir al
caso de los grupos de torsiéon. Aunque no es facil obtener una respuesta, en
general es negativa, por lo cual es interesante saber en qué clases de grupos
se tiene una respuesta afirmativa. Mds adelante se mostrara que en la clase
de grupos localmente finitos la respuesta es afirmativa; para la prueba se
requiere el siguiente resultado técnico.

Proposicién C.6. [Sunkov] Sea G un grupo de torsion e infinito. Si G tiene
una involucion i, es decir, i* = eq, tal que su centralizador Zg (i) es finito,
entonces el centro de G (Z (G)) contiene una involucion o G tiene un sub-
grupo propio infinito con centro no trivial. En ambos casos existe un elemento
no trivial con centralizador infinito.

Demostracién. La prueba se hara por contradiccién. Supongamos que la
conclusion de la Proposicion es falsa.

Recordemos que el centralizador de un elemento g € G es Zg (g) = {z €
Glgr = zg}, y si 2,9 € G, denotemos 19 = g 'zg para simplificar la es-
critura. También, a los elementos g € G tales que g' = g~! los llamaremos
i-elementos. Ahora, la prueba se hara en cinco pasos.

(i) Existen una infinidad de i-elementos.

En primer lugar observemos que la clase de conjugaciéon Cg (i) es infinita
porque el indice |G : Zg (i) | es infinito. Asi, G contiene una infinidad de
involuciones. Ahora, ya que Zg (i) es finito, entonces existe una infinidad de
clases laterales de la forma Z¢ (i) a con a una involuciéon. Observemos que

(aai)i =it (ai_lai) i=1ilaia =da'a = (aai) ,
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es decir, aa’ es un i-elemento. También, si aa® = bb’, entonces los elementos a
y b son involuciones, por lo cual, ab € Z; (i), asi que Zg (i) a = Zg (i) b. De
lo dicho antes se obtiene que involuciones pertenecientes a diferentes clases
laterales generan una infinidad de i-elementos.

(ii) G contiene solamente una cantidad finita de elementos de orden par.
Supongamos que X = {z,|r € N} es un conjunto infinito de elementos de
orden par de GG. Tenemos que para cada r € N existe un entero positivo m,.
tal que z]' es una involucién, por lo cual, para cada r € N se cumple que
' € Zg (i). Pero s6lo una cantidad finita de los " son distintos, asi que
para algun 7 se tiene que la involucién )" es centralizada por una infinidad
de x,. Esto contradice la hipétesis de falsedad de la Proposicion.

Elijamos un i-elemento a # i de orden impar y sea k = ia. Notemos que
k? = iaia = i’a‘a = e, y como a # 4, k es una involucién.

(iii) Existe una infinidad de i-elementos b no triviales de orden impar tales
que v = ik? es un i-elemento de orden impar. Denotemos por S a dicho
conjunto.

Notemos que si u = ik?, entonces u es un i-elemento porque u’ = k% = u~.
Por otro lado, ya que la Proposicién es falsa, Zs (k) es finito con k una
involucién. Luego, si b varia sobre las clases laterales médulo Z (k), entonces
obtenemos una infinidad de elementos de la forma u = ik®, de los cuales, por
(74), un numero finito de ellos es de orden par.

Observemos que el grupo (i,k) es un grupo diédrico en el cual a = ik es
un elemento de orden impar. Entonces, (i) y (k) son conjugados porque son
2-subgrupos de Sylow de (i, k). De aqui se sigue que existe a; € (a) tal que
i = k™.

(iv) Para cada b € S existe h € Zg (k) tal que la involucién j = bi cumple
que (hay) = a7th!.

Sea u = ik’ como en (iii). Ya que u tiene orden impar, i y k* son conjugados
en (i, k®), por lo tanto, existe u; € (u) tal que i = (bk)ul. Asi, tenemos que
kb =i = k% lo cual implica que h = buja;' € Zg (k). Observemos que
j = bi es una involucién porque b* = b~!. Ademds,

77 (hay) §j = bibuybi = bb'uib' = b~ uy bt = uth Tt = (hay) ',

lo cual prueba (iv).
(v) Conclusién. Por (iv) y la finitud de Zg (k) se sigue que existe un sub-
conjunto infinito 7" de S y un elemento h € Zs (k) tales que j = bi conjuga

X : . - >
a ¢ = ha; a su inverso para cada b € T. Si b1’ € T, entonces ¢ = ¢! = ',
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asf que & =& y b(1))”" € Zg (¢). Como T es infinito se obtiene que Zg (c)
es infinito.
Supongamos que ¢ € Z(G). Ya que ¢ = ha; y h € Zg (k), entonces a; €

Zg (k). Luego, k = k™ = i, lo cual implica que a = eg, y esto es una
contradiccién. Por lo tanto, ¢ ¢ Z(G) y por ello Zg (c) es un subgrupo
propio con centro no trivial. Ul

Para concluir esta seccion presentamos el teorema que responde al cuestio-
namiento planteado antes. Es importante mencionar que la prueba usa el
teorema de Feit y Thompson que establece la solubilidad de los grupos de
orden impar, el cual es muy complicado de acuerdo a [14] y se puede encontrar
en el articulo Solvability of groups of odd order de los autores mencionados.
Ademads, como se menciona en [I4], no se conoce una prueba que no use ese
teorema complicado.

Proposicién C.7. [P. Hall-Kulatilaka, Kargapolov] Cualquier grupo infinito
localmente finito tiene un subgrupo abeliano infinito.

Demostracién. La prueba se hard en ocho pasos. Primero veremos (de (7)
a (vit)) que cualquier grupo infinito localmente finito tiene un elemento no
trivial con centralizador infinito, y se concluird en (viii) con el resultado
deseado.

La prueba se hara por contradiccion. Supongamos que GG es un grupo infinito
localmente finito tal que cualquier elemento no trivial tiene centralizador
finito.

(i) Si F' es un subgrupo finito no trivial de G, entonces el normalizador
Ng (F) es finito.

Recordemos que Ng (F) = {g € G|g7'Fg = F}. Notemos que para x €
F\ {eg} se cumple que Zg (F) < Zg (x) vy Zg (x) es finito. Asi, Zg (F) es
finito. Como Zg (F') < Ng (F), se obtiene que N¢ (F) es finito.

(ii) Existe un subgrupo finito F' tal que Zg (F') = {eg}.

Sea z € G\ {eg}. Tenemos que Zg (x) = {1,y1,...,yn} con y; # eg. Co-
mo Zg (y;) es finito, podemos tomar z; € G con z; ¢ Zg (y;). Como G es
localmente finito, F' = (z,y;, z;/i = 1,...,n) es finito. Claramente, Zg (F) <
Za (), pero como y; vy z; no conmutan, se obtiene que Zg (F') = {ec}.

(iii) Para cualquier nimero primo p se cumple que los p-subgrupos de Sylow
de G son finitos y conjugados.

Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow infinito. Ya que P es local-
mente finito y los elementos no triviales de P tienen centralizador finito,
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por (ii) existe un subgrupo finito ' de P tal que Zp (F) = {e}. Como
Z(F) < Zp(F), se tiene que Z (F) = {e}, esto es, F = {e}. Esto implica
que P =1, lo cual es una contradiccién. Por la Proposicion se tiene la
conjugacion de los p-subgrupos de Sylow.

(iv) Cualquier cociente propio de G es finito.

Sea N un subgrupo normal de G no trivial. Tenemos que N posee un p-
subgrupo de Sylow P para algin nimero primo p. Ya que todos los p-
subgrupos de Sylow de N son conjugados, para cualquier g € G se cumple
que g 'Pg < N y g~ 'Pg es un p-subgrupo de Sylow, luego, por el Teo-
rema de Sylow, ¢g7'Pg = n~!Pn para algin n € N, lo cual implica que
gn~t € N¢(P)y g€ Ng(P)N,yporelloG= Ng(P)N. Asi que |G : N| =
|Ne (P) : NN Ng (P) |, que es finito en virtud de (i) y (¢ii). Esto prueba lo
deseado.

(v) G es un grupo localmente soluble (es decir, los subgrupos finitamente
generados son solubles) sin elementos de orden 2.

El Teorema de Sunkov (Proposicién muestra que GG no contiene una
involucion. Luego, los subgrupos finitamente generados de G tienen orden
impar, y por el Teorema de Feit y Thompson son solubles.

(vi) G no es residualmente finito.

Antes de probar este hecho, recordemos que un grupo G es residualmente fini-
to si para cualquier g € G\ {eg} existe un subgrupo normal N de G tal que
g ¢ Ny G/N es finito. La prueba de (v) se hara por contradiccién. Supong-
amos que G es residualmente finito. Notemos que existe un p-subgrupo de
Sylow P de G no trivial para algin primo p. Sea T' = (Zg (z) |z € P\ {e}).
Puesto que P es finito, entonces T' es finito y ademas, P < T'. La condicién
de ser residualmente finito implica que existe un subgrupo normal K de G
con indice finito en G tal que K NT = {e}, lo cual implica que K NP = {e}.
Ya que los p-subgrupos de Sylow son conjugados, se sigue que K no tiene
elementos de orden p. Como K # {e}, entonces existen un nimero primo
q # p y un g-subgrupo de Sylow @ de K no trivial. Si N = Ng (Q), por
un argumento similar al dado en (iv), se obtiene que G = NK. Tenemos
que |P| divide a |G : K| = |[N : NN K| porque P es isomorfo a PK/K.
Si reemplazamos P por un subgrupo conjugado adecuado (la operacién no
afecta por la normalidad de K'), podemos suponer que P < N. Por lo tanto,
Q" =Q.

A continuacién probaremos P es un grupo de Frobenius, es decir, PQ
tiene un subgrupo H tal que para cualquier x € PQ \ H se cumple que
HNH*={e}. Seax € PNPY\{e} conye Q)\{e}. Entonces z = a¥ para
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algiin a € P\ {e}, luego [a,y] = a~'z € PN Q = {e} porque Q es subgrupo
normal de P@. Asi obtenemos que y € KN Zg (a) < KNT = {e}, lo cual es
una contradiccion. Esto muestra que P(@Q) es un grupo de Frobenius. Ademas,
en virtud de 10.5.6 de [14] se tiene que P es ciclico.

El parrafo anterior muestra que cada subgrupo de Sylow de G es ciclico. Por
10.1.10 se obtiene que los subgrupos finitos de G tienen longitud derivada
2, lo cual genera que G tiene longitud derivada 2. Si G fuera abeliano y g €
G\ {e}, entonces Zg (g) = G es finito. Como esto es falso, G' = [G, G| # {e}.
Ahora, para g € G'\ {e} se tiene que G’ < Zg (g), esto es, G’ es finito. Luego,
por (iv) se obtiene que G/G” es finito, lo cual implica que G es finito y esto
es una contradiccion.

(vii) Conclusién. Sea R la interseccion de todos los subgrupos normales de G
con indice finito. Por lo hecho en (vi) se obtiene que R # {e}, de donde G/R
es finito por lo mostrado en (iv). Sea N un subgrupo normal no trivial de R.
Tenemos que R es un grupo localmente finito con la propiedad de central-
izadores finitos como G, asi que (v) muestra que R/N es finito. Luego, |G : N|
es finito, por lo cual la unién de los subgrupos normales de G contenidos en
N tiene indice finito en G. Ya que dicha unién contiene a R, se sigue que
N = R, por lo cual R es un grupo simple. Puesto que G es localmente solu-
ble, también R es localmente soluble. Un teorema de Mal’cev establece que
cualquier grupo localmente soluble tiene orden primo (ver 12.5.2 de [14]),
por lo cual R es de orden primo. De lo anterior se deduce que G es finito,
esto es una contradiccion. Por lo tanto, G tiene un elemento no trivial con
centralizador infinito.

(viii) Es suficiente probar que cualquier grupo infinito localmente finito tiene
un elemento no trivial con centralizador infinito.

Supongamos que G es un grupo infinito localmente finito para el cual ex-
iste un elemento no trivial con centralizador infinito. Elijamos un subgrupo
abeliano A; con centralizador infinito C; en G, por ejemplo, A; = {eg}. Asi,
A; es subgrupo normal de C y C}/A; es un grupo infinito localmente finito,
y por hipdtesis se obtiene que existe x € C; \ A; tal que el centralizador
D/Ay = Z¢,a, (xA;) es infinito.

Dado que el subgrupo Ay = (x, A;) es finitamente generado, se obtiene que A,
es finito. Sea Cy = Z5 (Az). Notemos que Cy < D, por lo cual Cy < Zp ().
Por otro lado, D < (4 implica que Zp (z) < O, asi que Cy = Zp (x). Ya
que el grupo conmutador [D,z] es subgrupo de A; y A; < A, se tiene que



132 Condiciones de finitud sobre grupos

As es subgrupo normal de D. Se verifica que
|\D:Zp(x)| =|D:Cy| <|Aut (As)] < 0.

Como D es finito, se sigue que Zp () es infinito, por lo cual Zg (As) = Cs.
Inductivamente se construye una cadena infinita de subgrupos abelianos A; <
Ay < -+ tales que Zg (A;) es infinito. La unién de la cadena es un subgrupo
abeliano infinito. U

C.2. FC-grupos

En esta seccion se presenta una clase de grupos que se basa en el estudio de
las clases de conjugacion.

Definicién C.8. Sea G un grupo. Un elemento g de G es un F'C'-elemento
st su clase de conjugacion Cg (g) es finita.

Como es de esperar, los F'C-elementos forman un subgrupo.

Proposicion C.9. Sea G un grupo. Los FC-elementos de G forman un
subgrupo caracteristico de G.

Demostracion. Sean x,y dos F'C-elementos. Observemos que

Co ey ') ={9 " (zy ") glg € G}
={(97'z9) (¢97'y " 'g) |9 € G}
C Cq(x)Cq (v)

y como Cg (y~') = In(Cq (y)), se concluye que Cg (zy~') es finito. Por lo
tanto, zy~! es FC-elemento y por ello los FC-elementos forman un sub-
grupo de G. El hecho de que el subgrupo de FC-elementos sea subgrupo
caracteristico se sigue de que para cualquier automorfismo « se cumple que

Cq (a(x)) = a(Cq (Q)). O

Observemos que el concepto de F'C-elemento es una generalizacién del con-
cepto de elemento central, puesto que los elementos del segundo tipo sélo
tienen un tunico conjugado. Por esto, al subgrupo de F'C-elementos se le
llama F'C-centro.
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Definicién C.10. Sea G un grupo. G es un FC-grupo si G coincide con
su F'C-centro.

Ejemplo C.11. Cualquier grupo finito o cualquier grupo abeliano es un
FC-grupo.

Proposicion C.12. La clase de los FC-grupos es cerrada bajo subgrupos,
imdgenes homomorficas y productos finitos.

Demostracién. Sean G un F'C-grupo y H un subgrupo de GG. Notemos que
para cualquier h € H se cumple que Cy (h) = Cg (h) N H. Por lo tanto, H
es un F'C-grupo.

Sea f : G — G’ un homomorfismo con G un FC-grupo. Sin pérdida de
generalidad supongamos que f es sobreyectiva. Si y € G, entonces

Cor (y) ={h'yhlh e G} ={(f (9)) " f(2) f (9) |9 € G}
={f (g 'zg) g€ G} = [ (Cq (x)),

y por lo tanto Cer (y) es finita.
Sean {G;}?_; una familia de FC-gruposy G = [[\_, G;. Siz = (x1,...,2,) €
G, entonces
Co (x) = {y~'ayly € G}
= {(yl_lxlyl, . ,y;la:nyn) |Vie{l,...,n}:y; € G;}

C H Ce, (x:),
i=1

y como para cada i € {1,...,n} se tiene que Cg, (x;) es finito, se obtiene que
[1-, Cq, (x;) es finito. Esto prueba que Cg () es finito. Por lo tanto, G es
FC-grupo. O

Notemos que la propiedad de ser F'C-grupo puede extenderse a sumas direc-
tas, puesto que la clase de conjugacién de cada elemento se puede considerar
como el producto finito de las clases de conjugacion de las coordenadas del
elemento que no son identidades. Por otro lado, la clase de los FC-grupos
no es cerrada bajo extensiones y para ello basta considerar el grupo G de la
Observacién [3.14] dado que R y K son abelianos, esto es, son FC-grupos.
El siguiente resultado muestra una forma de obtener subgrupos normales
finitos. Para hacerlo, diremos que un subconjunto de un grupo es normal si
contiene todos los conjugados de sus elementos.
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Proposiciéon C.13. [Lema de Dicman] Sea G un grupo. Si X es un subcon-
junto normal finito formado por elementos de orden finito genera un subgrupo
normal finito.

Demostracién. Sea X = {z1,x9,...,2,} un subconjunto normal de G y
H = (X). Es claro que H es normal en G, por lo cual resta probar que
H es finito. Si h € H \ {e}, entonces h = x'---27'", donde 1 < a; <
n. Aunque pueden existir varias expresiones de h, elegimos la de minima
longitud r. Ademads, para estas expresiones de minima longitud existe una
que es la primera en el orden lexicografico de r-adas: (o, ..., ;) antecede
a(af,...,al)sla; =al parai < sy a, < o para algin s < r. Denotemos
por h = y1ys - - -y, donde y; = .

Supongamos que o; = «; para ¢ < j. Si “movemos” y; hacia la izquierda
obtenemos

h=yu e Yior Ways) Yl Y7V U

la cual es una expresion de longitud menor que r, de donde se sigue que todos
los «; son diferentes. Ahora, si suponemos que a; > a;, entonces

h=y - -yi_1yi+1yfi“yi+2 o Yr,

pero esta expresion de longitud r antecede a 15 - - - ¢, en el orden las r-adas.
Por lo tanto, aq < as < -+ < a,. Por lo tanto, existen a lo més [, |z;]
posibilidades para h. U

Es importante notar la similitud en la construccién realizada aqui con la
realiada en la prueba del Teorema [3.19,

Seguiremos el estudio de los F'C-grupos enfocandonos en los grupos de tor-
sién. Para ello requerimos un concepto auxiliar.

Definiciéon C.14. Sea G un grupo. G es residualmente finito si para
cualquier elemento g no trivial del grupo se cumple que existe un subgrupo

N normal de G tal que g ¢ N y G/N es finito.
En primer lugar analizaremos el cociente de un F'C-grupo por su centro
Z(G).

Proposicién C.15. [Baer] Si G es un FC-grupo, entonces G/Z (G) es un
grupo de torsion residualmente finito.
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Demostracién. Observemos que Z (G) = NyeaZe (g), y como cada Zg (g)
es de indice finito se obtiene que G/Z (G) es residualmente finito.
Ahora para g € G consideremos G/Z¢ (g). Elijamos un tinico representante
de cada clase de equivalencia, digamos 217 (9),...,2nZc (g). Como C =
" 1 Za (x;) tiene indice finito, se sigue que K = U{N <G| N C C} también
es de indice finito. Luego, existe m € N tal que g™ € K, por lo cual para
cada z; se cumple que ¢"x; = z;g™. Puesto que {x;}", v Z¢ (g) generan G,
se obtiene que g™ € Z (G). Esto concluye la prueba. O

A continuacién presentamos un teorema que caracteriza a los FC-grupos de
torsion.

Proposicion C.16. Sea G un grupo de torsion. G es un FC-grupo si y solo
si cada subconjunto finito estd contenido en un subgrupo normal finito.

Demostracion. Supongamos que G es un F'C-grupo y sea F' un subconjunto
finito. Tenemos que el conjunto de elementos conjugados de F' en G es un
subconjunto finito normal de Gy, por la Proposicién [C.13] se tiene que dicho
subconjunto genera un subgrupo normal finito.

Para la reciproca, supongamos que cualquier subconjunto finito de G esta con-
tenido en un subgrupo normal finito. Si z € GG, entonces existe un subgrupo
F normal finito de G. Luego, todos los conjugados de x pertenecen a F, es
decir, Cg (z) es finito. O

Es importante notar que la prueba anterior es muy similar a la realizada en
el Corolario [3.23] También, a los F'C-grupos de torsién habitualmente se les
llama grupos localmente finitos y normales.

Proposicién C.17. [B. H. Newmann/ Si G es un FC-grupo, entonces el
subgrupo deriwvado G' = [G : G] es un grupo de torsién. Ademds, los elementos
de orden finito (elementos de torsion) forman un subgrupo que contiene a G'.

Demostracién. Observemos que por las Proposiciones N se ob-
tiene que G/Z (G) es un grupo localmente finito. Ahora, si X es un subgrupo
finitamente generado de G, entonces X/ (X N Z (G)) es finito, lo cual implica
que X/Z (X) es finito. Luego, por un Teorema de Schur se obtiene que X' es
finito. Ya que G’ es la unioén de los X’ se sigue que G’ es un grupo de torsion.
Para la segunda parte, sean x,y € G tales que existen m,n € N con 2™ =
eq = y™. Observemos que (zy~1)"™" G’ = G, por lo cual (:)sy_l)l para algun
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[ € N. Por lo tanto, los elementos de orden finito forman un subgrupo que
contiene a G’. O

Para concluir esta secciéon presentamos un resultado que relaciona de manera
directa a los F'C-grupos con los grupos localmente finitos.

Proposicion C.18. Sea G un grupo. Si G es FC-grupo, entonces existe un
subgrupo T normal y localmente finito de G tal que G/T es abeliano.

Demostracién. Sea T' el conjunto de los elementos de torsiéon de G. Por la
Proposicién tenemos que G < T < G. Como G es FC-grupo y T es
subgrupo de G, se tiene que T" es un F'C-grupo, ademas, es claro que 1" es un
subgrupo de torsién. Por la Proposicién se obtiene que T es localmente
finito. Ya que G' < T, se concluye que G/T es abeliano. O



Referencias

[1] Arhangel’skii, Alexander y Mikhail Tkachenko, Topological Groups and
Related Structures, Atlantis Press- World Scientific, Serie “Atlantis Stud-
ies in Mathematics”, 2008.

[2] Christenson, Charles O. y William L. Voxman, Aspects of Topology, BCS
Associates, USA, 2nd. ed., 1998.

[3] Dikranjan, Dikran N. y W. Tholen, Categorical structure of closure op-
erators, Kluwer Academic Publishers, Netherlands, 1995.

[4] Dikranjan, Dikran N. y V. V. Uspenskij, Categorically compact topolog-
ical groups, Journal of Pure and Applied Algebra, 126, 149-168, 1998.

[5] Engelking, Ryszard, General Topology, Helderman-Verlag, Germany, Se-
rie “Sigma Series in Pure Mathematics”, Vol. 6, 1989.

[6] Grosser, Siegfried y Martin Moskowitz, Compactness conditions in topo-
logical groups, J. Reine Angew, Math., 236, 1-40, 1971.

[7] Hewitt, Edwin y Kennet A. Ross, Abstract Harmonic Analysis, Vol. I,
Springer-Verlag, USA, Serie “Comprehensive Studies in Mathematics”,
vol. 115, 2nd. ed., 1979.

8] Iwasawa, Kenkichi, On some types of topological groups, Anns. of Math.,
50(2), 507-558, 3, 1949.

9] Klyachko, Anton A., Alexander Yu. Olshanskii y Denis V. Osin, On
topologizable and non-topologizable groups, Top. and its Apps., 160,
2104-2120, 17, 2013.

137



138 REFERENCIAS

[10] Leja, Franciszek, Sur la notion du groupe abstrait topologique, Funda-
menta Mathematicae, Institute of Mathematics Polish Academy of Sci-
ences, 9, 37-49, 1, 1927.

[11] Liukkonen, John R., Dual spaces of groups with precompact conjugacy
classes, Trans. Amer. Math. Soc., 180, 85-108, 1973.

[12] Lukdcs, Gabor, Compact-like Topological Groups, Helderman-Verlag,
Germany, Serie “Research and Exposition in Mathematics”, Vol. 31,
2009.

[13] Neymet, Sylvia de, Introduccion a los Grupos Topolégicos de Transfor-
maciones, Sociedad Matematica Mexicana, México, Serie “Textos”, Vol.
23, 2005.

[14] Robinson, Dereck J. S., A course in the theory of groups, Springer-
Verlag, USA, Serie “Graduate Texts in Mathematics”, 2nd. ed., 1996.

[15] Roelcke, Walter y Susanne Dierolf, Uniform structures on topological
groups and their quotients, McGraw-Hill Inc., USA, 1981.

[16] Stroppel, Markus, Locally Compact Groups, European Mathematical So-
ciety, Germany, Serie “EMS Textbooks in Mathematics”, 2006.

[17] Casarrubias Segura, Fidel y Angel Tamariz Mascarria, Elementos de
Topologia General, Sociedad Matematica Mexicana, México, Serie “Tex-
tos”, Vol. 37, 2012.

[18] Tkachenko, Mikhail et al, Grupos topoldgicos, Universidad Auténoma
Metropolitana, México, 1997.

[19] Wu, T. S. y Y. K. Yu, Compactness propierties of topological groups,
Michigan Math., 19, 299-313, 1972.



	Introducción
	Preliminares
	Algunas propiedades de espacios compactos de Hausdorff

	Conceptos básicos acerca de grupos topológicos
	Definiciones y teoremas elementales
	Relaciones entre grupos topológicos
	Grupos compactos
	Pseudonormas en grupos topológicos

	 FC-grupos
	Definición y ejemplos
	Propiedades

	 Compacidad categórica en grupos topológicos
	c-compacidad y h-completez
	c-compacidad implica compacidad

	Conclusiones
	Topología compacto abierta y producto semidirecto
	Topología compacto abierta modificada
	Grupos topológicos de transformaciones
	Producto semidirecto de grupos topológicos

	Compleciones de grupos topológicos
	Condiciones de finitud sobre grupos
	Grupos localmente finitos
	FC-grupos

	Referencias

