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Introduccion

A menudo se necesitan hacer predicciones de interés que serviran para
conocer algo que se desea, para tomar decisiones que dependen de lo que pase
en el futuro, etc. Si las observaciones de series temporales estan disponibles
para una variable de interés y los datos del pasado contienen informacién
sobre el desarrollo futuro de una variable, es posible utilizar como prondstico
alguna funcién de los datos recopilados en el pasado.

Este enfoque para pronésticar puede ser expresado como sigue. Sea y;
el valor de la variable de interés en el periodo t. Entonces un prondstico para
el periodo T + h, puede tener la forma

@\TJrh = f(yT, Yyr—1, . .- 7y0)7 (0-0'1)

donde f(-) es una funcién adecuada que depende de las observaciones pasadas
Yr,Yr—1, - 5 Yo-

Frecuentemente la variable de interés no esta relacionada sélo con sus
valores pasados en el tiempo sino que, ademas, depende de los valores pasados
de otras variables. En este caso, si las variables relacionadas se denotan por
Yit, Yo, - - - Y, €l prondstico de yy 744 puede ser de la forma
@\k,T+h = f1 (y1,T, Yo, Yk, Yir—1,Y2 -1, Yk 1r-1,Y1,17-25 YK, 17-2,5
S Y10, Y2,00 0 5 YKL0)-

Un conjunto de series de tiempo yx,, k=1,..., K, t=1,---,T es lla-
mada una serie de tiempo multiple y la férmula anterior expresa el prondstico
Yk, 7+, como una funcién de una serie de tiempo multiple. Uno de los principa-
les objetivos del analisis de series de tiempo multiples es determinar funciones
adecuadas fi,..., fx que pueden usarse para obtener prondsticos.

Algunas de las definiciones basicas para entender maés, son las siguien-
tes.

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad, donde €2 es un espacio mues-
tral, F una sigma algebra de eventos de €2, y P es una medida de probabilidad
definida en F. Una variable aleatoria (y) es una funcién de variables reales
definida en Q tal que, para cada nimero real ¢, A, = {w € Q | y(w) < ¢} € F.
Esto es, A. es un evento para el cual la probabilidad esta definida en terminos
de P. La funcién Fj, : R — [0, 1] definida como F(c) = P(A.), es la funcién
de distribucion de y.
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Un vector aleatorio K-dimensional o un vector de variables aleatorias es
una funcién y de Q al espacio Euclideano K-dimensional R¥, esto es, y mapea,
aw € Qeny(w) = (y1(w),...,yx(w)) tal que, para cada c = (cy, ..., cx) € RF
Ac={wlyi(w) < ey yr(w) < cp(w)t € 7.

La funcién F : R¥ — [0,1] definida por F(c) = P(A.) es la funcién de
distribucién conjunta de y.

Si Z es un conjunto indexado a lo mas numerable, por ejemplo, el conjunto
de todos los enteros o todos los enteros positivos; un proceso estocastico
(discreto) es una funcién de valores reales

y:Z xQ— R,

tal que, para cada t € Z fijo, y(t,w) es una variable aleatoria. Un proceso
estocastico puede ser descrito por las funciones de distribucién de todas las
subcolecciones finitas de las y;, t € S C Z.

De manera analoga, un proceso estocastico miltiple es una funcién

y:Z x Q — RE,

donde para cada t € Z fijo, y(t,w) es un vector aleatorio K —dimensional.

Una realizacion de un proceso estocdstico K-dimensional es una suce-
sién de vectores y(w), t € Z, para w fijo. En otras palabras, una realizacién
de un proceso estocastico es una funcién Z — R*, donde t — y;(w).
Una serie de tiempo muiltiple es considerada como una realizaciéon o posible-
mente una parte finita de una realizacién, esto es, de vectores de la forma
(W), --ye(w))-

Se puede comenzar con predicciones que son funciones lineales de ob-
servaciones pasadas. Consideremos una serie de tiempo univariada y; y un
pronéstico de periodo h =1

Ur+1 =V +aiyr + ayr_1 + ...

Asumiendo que tnicamente un nimero finito, digamos p, de valores pasados
son usados en la férmula de prediccion, obtenemos

U1 =V +ayr + ayr—1 + ..+ Qpyr_pi1. (0.0.2)

Por supuesto, los valores verdaderos de yri.; no son exactamente iguales
a los del prondstico yr. Si denotamos el error de prondstico por upyq =
Yri1 — Yre1, S€ obtiene que

Y41 = Yr41 tUurpr =V + o yr + o+ QYr_py1 + U4 (0.0.3)
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Ahora, si el nimero de realizaciones de vectores aleatorios y la generacién de
datos se mantiene en cada periodo T, (0.0.3) tiene la forma de un proceso
autorregresivo

Y =V 4+ 1+ oo + Qpl—p + Uy, (0.0.4)

donde y¢, Y¢—1, ..., Yt—p ¥ Us son variables aleatorias. Para obtener un proceso
autorregresivo se asume que los errores de pronostico u; para diferentes pe-
riodos son no correlacionados, esto es, u; y us son no relacionados para s # t.

Si la serie de tiempo es considerada multiple, una extensién de (0.0.3)
es

Yer+1 =V + Qk11Y1,1 + Qp21Yor + oo + Q1Y + -t

(0.0.5)
Q1 pY1, T—pt1 + o + R pYKT—pr1, k=12, K.

i

Para simpliﬁc/ar la notacion, sea y; := (Yiz, o Yct) » Bt = Wit ooy Uict) ¥V =
(v1,v9, .., VK) ¥

Q11 - Q1K
Og1i 0 KK

entonces, (1.3.4) puede escribirse compactamente como
/y\T+1 =v+ AlyT + ...+ ApyT—p+l~ (()06)

Si las variables aleatorias y; son consideradas como vectores aleatorios, 0.0.6
es el pronéstico 6ptimo del modelo de un vector autorregresivo de la forma

w=v+Ay_1+..+ Ay, +uw (0.0.7)

donde w; = (uyy, -, ukt)/ forma una sucesién de vectores aleatorios de dimen-
sion K, independientes identicamente distribuidas, con media cero.

En la practica, para una serie temporal multiple dada, primero debe es-
pecificarse un modelo y estimarse sus parametros. Después, la adecuacion
del modelo se verifica mediante diversas herramientas estadisticas y luego el
modelo estimado se puede utilizar para prondsticos y anélisis dindmicos o
estructurales.
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Capitulo 1

Procesos autorregresivos
multidimensionales

1.1. Propiedades del proceso VAR

En este capitulo se estudiaran caracteristicas y propiedades de los pro-
cesos auterregresivos vectoriales (VAR), ademds se conocerdn suposiciones
que son necesarias para la modelacion y estudio de estos.

1.1.1. Procesos estables VAR

El objeto de estudio en lo siguiente es el modelo autorregresivo vectorial
de orden p (VAR(p))

w=v+Ay1+ ..+ Ay, +u, t=0x£1+£2,..., (1.1.1)

donde (1) = (Y, ..., yre) €s un vector aleatorio, las matrices A; son la ma-
trices de coeficientes, de dimensién (k x k); v = (v, ...1)  es un vector fijo
de dimensién (k x 1) y uy = (uyy, ..., ug¢) es un proceso de ruido blanco, esto
es, B(u;) =0, E(ug,u; ) =y y Eug,u, ) = 0 para s # t.

Para investigar las condiciones del modelo descrito en (1.1.1), primero
se considera el modelo autorregresivo vectorial de orden uno

Y =V + Alytfl + Uy (112)

Si este proceso de generacién comienza en el instante t = 1,
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y1 = v+ Ao+ u,

Yo = v+ Ay tur=v+A(v+ Ao +ur) +up
= (I + A)v + A%yo + Arug + ug,

ys = v+ Ay tus
= v+ A (I + A)v + APy + Ayuy + up) + us
= (I + A1+ AP+ APy + Ar*uy + Ajug + us,

t—1

yo= T+ A+ A%+ AT+ Ao+ A, (1.1.3)

n=1

Por lo tanto, los vectores ¥y, ..., y; estan determinados tinicamente por
Yo, U1, - - - , Uz. También la distribucién conjunta de vy, . . . , y; estd determinada
por la distribucién conjunta de yg, uq, .. ., u;.

Se analizara ahora qué tipo de proceso es congruente con (1.1.1). Para
esto se considera otra vez el proceso VAR(1). De (1.1.3) se tiene que

v = v+ Ay +ug
= (+A+. . A ATy S A

Si todos los eigenvalores de A; tienen médulo menor que uno, la sucesién
A 1 =0,1,..., es absolutamente sumable (por regla 3 Apéndice A.2). Por
lo tanto, la suma infinita y >~ A'u;_; converge en media cuadrdtica (por
Proposicién C.1). Por otra parte,

J 00
(por regla 3 Apéndice A.2). Ademds , A7t converge a cero rapidamente
cuando 7 — oo , asi podemos ignorar al término Aljﬂyt_j_l, en el limite.
Por lo tanto; v, en (1.1.2), es un proceso autorregresivo vectorial de orden
uno si puede ser escrito de la siguiente manera
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p=p+Y Au, t=0F1F2,..., (1.1.5)
n=1
donde pp = (I, — Ay) v, t =0,£1,£2,. ...
La distribucion y las distribuciones conjuntas de las variables aleatorias
estan determinadas unicamente por las distribuciones del proceso u;. De la
Proposicién C.2, se tiene que el primer y segundo momentos del proceso (y;)
estan dados por

E[yt] =L

1% + Z Aiut,i
n=1

i Aiut,i
n=1

= j+ lim ZAiE(ut_i)

=0

=B+ B (1.1.6)

= 1,

pues E(u;) =0parat =0+,1F2,...,y

Ly () = B [ = ) (e — )|

!

=F <Z Aliuti> <Z Aljuthj>
i=0 Jj=0

= Jin 3 AE (uein ) 4/ 1L
=0 =0

s h+j J'

= lim > AT, A
=0

= AN, AL

=0

Si todos los eigenvalores de A; tienen mdédulos menores que uno, se dice
que (y;) es un proceso estable . Por la regla 7 del Apéndice A.3, la condicién
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es equivalente a

det(l, — A1z) #0, para |z| <1.

(1.1.8)

Es importante mencionar que el proceso (y;) para t = 0+ 1,£2, ...
puede también ser definido si la condicién de estabilidad, en (1.1.8), no se

satisface.

El caso del proceso VAR(1) se puede extender para un proceso VAR(p)
con p > 1. Esto es, si (y;) es un proceso VAR(p) de dimensién K, puede

escribirse como
}/;f = V+Ath—1 + Uta

donde

P
I, 0 0 0
A— |05 0 0
0 0 I, 0

En analogia con la discusién anterior, (Y;) es estable si
det(Ig, — Az) #0 para |z| < 1.
Su primer momento es

pi= B(Y) = (I, — A) 7w

y las autocovarianzas estan dadas por

Fy(h) — iAh+iEU(Ai),,

=0

(1.1.9)

(1.1.10)

(1.1.11)
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donde Xy := E(U,, Uy).
Considerando a la matriz de dimensién (K x Kp),

J=[I:0:...:0], (1.1.12)

el proceso puede ser escrito como (y;) = JY;. La media puede reescribirse
como E(y,) = E(JY;) = JE(Y;) = Ju, las autocovarianzas como

[(
= E[(JY, = Jp)(JYin — Jp)']
= E[J(Y; — p)(Yien — p)J] (1.1.13)
= JE[(Y, = p)(Yien — )] J'
— JTy(h)J’

y ambas son invariantes bajo el tiempo.

El polinomio det(Ix, — A,) = det(l — A1z — --- — A,2P) se conoce
como el polinomio caracteristico del proceso VAR (p). Por lo tanto, el proceso
(1.1.1) es estable si su polinomio caracteristico no tiene raices en y sobre el
circulo unitario complejo. Formalmente, (1) es estable si

det(I, — Ayzg — ... — A2P) #0 para |z| < 1. (1.1.14)

Esta condicién es llamada condicién de estabilidad.
En resumen, decimos que y; es un proceso VAR(p) estable si (1.1.14)
se cumple y

p=JYi=Jp+JY AU, (1.1.15)
i=0
Debido a que U; := (u,,0...0)" estd determinado por el proceso de

ruido blanco uy, (y;) también lo estd. Un ejemplo importante es el caso en
que u; es un ruido blanco Gaussiano, esto es, u; ~ N (0,3,) para todo ¢ vy,
u; y us son independientes para s # t. En este caso, puede mostrarse que
(y:) es un proceso Gaussiano, esto es, las subcolecciones y;, ...,y tiene
distribucién normal multivariada para toda ¢t y h.
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1.1.2. La representacion de la media mévil del proceso
VAR

Previamente se ha considerado la representacién VAR(1)

Yi=v+A_,+U,

del proceso VAR(p) (1.1.1). Bajo la supocision de estabilidad, el proceso Y;
tiene una representacion

Yi=p+ ) AU, (1.1.16)

1=0

Esta forma del proceso es llamada representacion media movil o representa-
cién MA.
Luego, la representacién MA de (y;) puede ser encontrada multiplicando

(1.1.16) por la matriz J := [l : 0: ... : 0] definida en (1.1.12), como sigue
ye = JY;
=J|p+ ZAiUtfi
=0
=Ju+JY AU,
g ; ' (1.1.17)

=Jp+ > JATJU,;

1=0

=p+ Z Dy ;.
i=0

Aqui o= Jl,l,, (I)Z = JAZJ/ Ademas Ut = J/JUt y JUt = Ug¢.
Usando la Proposicién C.2, la representacién (1.1.17) brinda la posibi-
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lidad de determinar la media y las autocovarianzas de (y;) como sigue,

E(y,)=FE (H + Z (I)iuti>
= FE(u) + E(Z ®iup_;)

= [+ 71113)10 z”: z": D B (uy—_su—j) Dy

i=0 j=0

= I,
Ly(h) = El(y: — 1) Yen — 1))}
= E[(Z (I)iut—i)(z Qitty—p—i) |

h—1 00 00
= E[(Z Piup—; + Z (I)thiutfhfi)(Z Diuypi) ]
i=0 i=0 i=0
h—1 00 o) o)
= E[(Z q)iut—i)(z (I)iut—h—i)/ + (Z (I)h+iut—h—i)(z (I)iut—h—i)/]
i=0 i=0 i=0 i=0
h—1 00 [e's) [e'e]
= E[(Z q)iut—i)(z Do)+ F (Z (I)h+iut—h—i)<z Dy py)
i=0 i=0 i=0 i=0

= i Dy 0,
=0

(1.1.18)

Pero no es necesario calcular las matrices de coeficientes ®; a través de
la representacién VAR(1), como antes. Una forma maés directa de determinar
estas matrices es escribir el proceso VAR(p) en notacién de operadores de
retraso. El operador de retraso, L, es definido de tal manera que Ly, = y;_1,
esto es, retrocede el indice en un periodo. Usando este operador, (1.1.1) pue-
de escribirse como
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Yy = v + Alyt—l + ...+ Apyt—p + Uy
= v+ ALy, + ...+ A LPy 4wy
= v+ (A L+...+ ALy + .

Asi,
Yt — (A1L++Apr>yt :I/+ut, (1119)
esto es,
(I, — A\ L — AyL? — ... — A LP )y = v + (1.1.20)
0
A(L)y: = v + uy, (1.1.21)
donde A(L) =1, — A\L — ... — A,LP.

Sea ®(L) := >, ®;L", entonces
O(L)A(L) = Ig. (1.1.22)

Multiplicando (1.1.21) por ®(L), se obtiene que

- (i CI%-)I/—I—iq)iut_i. (1.1.23)

Se dice que el operador A(L) es invertible si |A(z)| # 0, para |z] # 1; ¥y
que el operador ®(L) es el inverso de A(L). Si esta condicién se cumple, la
matriz de coeficientes ®(L) = A(L)~! es absolutamente sumable, y entonces
O(L)u; = A(L) 'y (ver Apéndice B).

Las matrices de coeficientes ®; pueden ser obtenidas como en (1.1.22)
usando las relaciones
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Iy = (®(L)A(L)
= (®g+ 1L+ oL + .. ) (I, — AyL... — A,LP)
= Oy — DAL — DAL — ... — DoALP + & LA L — O LA L>—
O LALP + ... — O LA LP, . ..,
= Qg+ (D1 — DAL+ (By — D1 Ay — PoAp) L + .+ (B — Y BijA))
j=1

L'+ ...,

o bien

Ik - CI)O
6 - (I)l - (I)()Al
6 - (PQ - (I)lAl —_ (I)()AQ

J=1

donde A; = 0 para j > p. Por lo tanto, ®; puede ser calculada recursivamente
usando

(bO - [k7
! 1.1.24
j=1

La media p puede ser obtenida como sigue:

p=I—A —..) 'v=A1)"v = (1) (1.1.25)
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Para el proceso VAR(1), la recursién (1.1.24) implica que

Oy = I
Oy = Yo P A= DA =LA = A

CI)Q - 232':1 (I)i—jAj = (I)lAl + @0142 = (I)lAl = A1A1 = A12

(bz' - Z;:l (I)i—j - Ali

Para un proceso VAR(2), la recursién (1.1.24) resulta en

q)l = Al
(I)Q = CI)lAl + A2 - A12 + AQ
Py = DA + DAy = AP + Ay AL + A1 A,

O, = DA+ DA,

Vale la pena senalar que la representacion MA de un proceso estable
VAR(p) no necesariamente es de orden infinito. Esto es, las ®; pueden ser
todas cero para ¢ mayor que algin entero finito q.



1.1 Propiedades del proceso VAR 11

1.1.3. Procesos Estacionarios

Para cumplir el objetivo principal, pronosticar, los procesos de interés
son los procesos estables, por lo que ahora es necesario estudiar lo siguiente.
A continuacion se enuncia una definicién que complementa a la idea
de estabilidad y dara pie a que los estimadores considerados mas adelante
tengan propiedades deseables tales como: consistencia y distribucién normal.

Definicién 1.1 (Proceso estacionario). Un proceso estocdstico es estaciona-
ri0 St su primero y sequndo momentos son invariantes, esto es, Si

E(y) = p

/

El(ye — 1) (ye—n — p) ] = Uy(h) = Ty(=h) ,
para todot y h=0,1,2,....

A menudo se usan otras definiciones de estacionariedad. Por ejemplo,
la que asume que la distribucién conjunta de n vectores consecutivos es in-
variante en el tiempo para todo n. Sin embargo, aqui se usara la definicion
anterior. Por la definicién 1.1, el proceso de ruido blanco en (1.1.1) es un
ejemplo de un proceso estacionario. Ademads, de (1.1.18) se tiene que un pro-
ceso VAR(p) estable es estacionario. Este hecho se enuncia en la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.2 (Condicién de estacionariedad). Todo proceso VAR(p) es-
table (y;), es estacionario.

Demostracion. Sea (y;) un proceso estable, por (1.1.15) () es de la forma

(y) =TV, =Jp+J > AU =D (1.1.26)
1=0 =0
entonces
Ty(h) = ®ppiTu® (1.1.27)
=0

(por (1.1.18)), asi
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Fy(_h) = Zzoq)—hﬂ‘zu@il
- [ZZo@iZu@/—hﬂ}

= [Eih (I)izu(bl—hﬂ‘] l

/

= T,(h).

De lo que se concluye que T'y(h) = T',(—h)".
]

Como la estabilidad implica estacionariedad, la condicién de estabilidad
es frecuentemente referida como condicion de estacionariedad en la literatura
de series de tiempo. El reciproco de esta proposicién no siempre es cierta.
En otras palabras, un proceso inestable no necesariamente es un proceso no
estacionaro [5].

1.2. Calculo de autocovarianza y autocorre-
lacion de procesos estables VAR

Aunque las autocovarianzas de un proceso estable estacionario pueden
darse en términos de sus matrices de coeficentes como en (1.1.18), la férmula
no es viable en la practica porque involucra sumas infinitas. Para fines practi-
cos es mas facil calcular las autocovarianzas directamente de las matrices de
coeficientes.

1.2.1. Autocovarianzas de un proceso estable VAR(p)

Para ilustrar el calculo de las autocovarianzas cuando en el proceso los
coeficientes estan dados, suponemos que (y;) es un proceso VAR(p) estable

Y =V + Alyt—l + ...+ Apyt—p + Uy, (121)
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con matriz de covarianza FE(uu'y) = 3,. Alternativamente, el proceso se
puede escribir en su forma con media ajustada como

y—p=A1 (g1 — )+ F Ay — 1) +uy (1.2.2)

donde p = E(y;). Multiplicando por (y;_, — 1)’ tenemos

(e = 1) Wen — 1) = A1 — ) Yron — 1) + o+ Ap(yep — 1) (Wi — 1)’
+ we(Ye—n, — 1),
(1.2.3)

y tomando esperanzas

Ty(h) = El(ye — ) (We—r, — 1)']
= M E[(yr-1 — 1) W — )] + o + Apl(Ye—p — 1) (Yr-n — 1)’]
+ Elue(ye—n — 1)’
= AL, (h—1)+ ...+ ATy (h—p) + Elu(ye—n — )]

Si h = 0, entonces

[y(0) = AiTy(=1) + ... + ALy (=p) + Elu(ye — )]
=AT, (1) + ...+ A (—p) + 2,
= ALy (1) + ..+ A0 (p) + Eu,
pues I'y(7) = T'y(—1)’, ya que el proceso es estable y Elu(yi—p — p)'] = Xy
Si h > 0, entonces
Iy(h) =AT,(h=1)+ ...+ AT, (h—p). (1.2.4)

Estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de Yule-Walker y pueden
ser usadas para calcular X,(h) recursivamente para h > p, siempre que
Ay Ay Ay y Ty(p—1),...,T,(0) son conocidas.

Las matrices de autocovarianzas iniciales para |h| < p pueden ser de-
terminadas usando el proceso VAR(1) correspondiente a (1.2.1)

Vi—p=AYi1 —p)+U, (1.2.5)

donde Y;, A y U, son como en (1.1.9) y p := (i, ..., ¢’ ) = E(Y;). Procediendo
de manera analoga al caso anterior, se obtiene que para h =0

Iy (0) = ATy (1) + 2y (1.2.6)
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y para h > 0

I'y(h) = ATy (h —1). (1.2.7)
Si Ay, ..., A, y I'y(0) son conocidas, entonces I'y (h) puede calcularse recur-
sivamente usando (1.2.7). Si Ay, ..., A, y Xy son conocidas, I'y (0) puede ser

calculada como sigue. Para h = 1, de (1.2.7) se tiene que I'y (1) = AT'y(0).
Sustituyendo ATy (0) por I'y(1) en (1.2.6), tenemos
Iy (0) = ATy (0)A" + Xy, (1.2.8)
o bien
vecly (0) = vec(ATy (0)A" + vecXy
= (A ® A)vecl'y (0) + vecty,

(por la regla (1) y (2) del Apéndice A.5), donde vec es el operador de apila-
miento de columnas como se define en el Apéndice A.5, ¥, = E(U,U,) y

Yo — W
I'y(0)=E : (e =) os (rppr — 10)]
Yt—p—1 — U
I',(0) Iy(1) Ly(p—1) (1.2.9)
_ Iy(=1) I, (0) Ly(p—2)
Ly(—=p+1) Ty(=p+2) -~ Ty(0)

Asi, I'y(h),h = —p+1,...,p — 1, son obtenidos de

vecl'y(0) = (Lixp2 — A ® A) lvecty. (1.2.10)

1.2.2. Autocorrelaciones de un proceso estable VAR (p)
A veces las autocovarianzas son dificiles de interpretar. Por lo tanto las

autocorrelaciones
R,=D7'Th)D7", (1.2.11)

son usualmente mas convenientes para trabajar. Aqui, D es una matriz dia-
gonal con las desviaciones estandar de las componentes de (y;) en la diagonal
principal. Esto es, los elementos de la diagonal de D son las raices cuadradas
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de los elementos de la diagonal de I',(0). Denotando la covarianza entre y;; y
Yi1—n por ;;(h) los elementos de la diagonal, v11(0), ..., Yk x (0) son varianzas
de yiy, ..., Yk, respectivamente. Asi

1/4/711(0) 0
D! = (1.2.12)

0 1/\/ ik (0)

y la correlaciéon entre y; ¢ v y;—p €S

pis(h) = % (1.2.13)

donde p;;(h) es el ij-ésimo elemento de Ry (h).
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Capitulo 2

Pronosticacion

Como ya se ha mencionado, pronosticar es uno de los objetivos principa-
les del analisis de series de tiempo muiltiples. Por lo tanto, ahora se abordaran
algunos predictores.

El investigador usualmente se encuentra en una situacion en la tiene
que hacer afirmaciones sobre los valores futuros de las variables vy, ..., yk,
para un periodo en particular. Para ello tiene disponible un modelo para el
proceso de generacion de datos y un conjunto, digamos {2, , que contiene la
informacion disponible hasta el periodo ¢. El proceso de generacion de datos
puede ser, por ejemplo un proceso VAR(p) y €2, puede contener las variables
pasadas y presentes del sistema en consideracién, esto es € = {ys|s < t},
donde ys = (yls; e 7st)/'

En el contexto de los modelos VAR, los predictores que minimizan el
prondstico del error cuadrético medio (MSE) son los més utilizados [5].

2.1. Pronosticaciéon puntual

Supongamos (y;) = (yit, .-, Yxe¢) es un proceso VAR(p) estable de di-
mensién K. Entonces, el predictor de error cudratico medio minimo (MSE)
para el prondstico de horizonte h, en el origen del prondstico t, es el valor
esperado condicional

Ei(yern) = EWern| ) = E(yeen| {ys]s < t}). (2.1.1)

Este estimador minimiza el error cuadratico medio para cada componente
de (y;). En otras palabras, si (y;)(h) es cualquier predictor de paso h en el

17
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origen t,

!

MSE[y,(h)] = El(yesn — Y, (1) (Wrn — T, (R)) ]

> MSE[E(Yisn)] = El(Yern — Ee(Yesn)) Yern — Er(Yesn)) 1,
(2.1.2)

donde el signo de desigualdad entre dos matrices significa que la diferencia
entre la matriz izquierda y derecha es semidefinida positiva.

La optimizacién de la esperanza condicional se ve reflejada en lo si-
guiente,

MSE[y,(h)] = E{[yern — Ee(yen) + Ee(yern)y: ()]
X [Yeen — Ee(Yeen) + Ee(Yern) — (M)}

= MSE[E(ysn)] + E {[Et(yt+h = T (MEe(Yern — ?t(h))]/} )

pues E{[yi+n — E(ern)] [Ee(Yeen) = G, ()]} = 0, ya que [yern — By (ye4n)] es
una funcién de innovaciones después del periodo t que no estan correlaciona-

das con los términos contenidos en [Ey(yi+n) — 7, (h)], las cuales son funciones
de ys, 5 < t.
La optimizacion de la esperanza condicional implica que

Ei(Yirn) = v+ A1 E(Yrin—1) + oo + Ap B (Yrn—p) (2.1.3)

es el estimador éptimo de paso h de un proceso VAR(p), siempre que u; sea
ruido blanco independiente de modo que s # ¢, y por lo tanto, Ey(u;p) =0
para h > 0.

La férmula (2.1.3) puede ser usada para calcular recursivamente pre-
dictores de paso h, empezando con h = 1

Ei(yrr1) = v+ Ay + o+ Ay pi,
Ey(yiy2) = v+ AE (Y1 + Aoye) + o 4 ApYe—pio,

Por esta recursién tenemos que para un proceso VAR(1)
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Ei(yr1) = v+ Ay,
Ei(yr2) = v+ A E (Y1) = v+ A1(v + Ayye)
=v+Av+ A%yt =[xy + A))v + A%yt,

Ei(yen) = L+ A1 + ... + A’f_l)l/ + Ay,
La esperanza condicional tiene las siguientes propiedades:
(1) Es un estimador insesgado, esto es, E[y;in — Ei(yin)] = 0.

(2) Si u; es ruido blanco independiente,

MSE[E(yern)] = MSE[E(Y+n)Ye: Ye—1, -] (2.1.4)

Por otro lado, si u; es ruido blanco no independiente, usualmente se
requieren suposiciones adicionales para encontrar el predictor éptimo de un
proceso VAR(p). Considerando un proceso VAR(1)

Ye = A1y + . (2.1.5)

Como en (1.1.3), se tiene que

Yer1 = Arys + Upya,

Yerz = A1yep1 + U2 = Ar(Arye + ),
= A?yt + Aty + o,

Yirs = Ay + s = Ay (ATy + Avurgy + w2) + i,
= AJATu + Artn + s,

h—1
Yirh = A’f + Z Aiut—i-h—i-

1=0

Entonces, para un predictor

yt(h) = Boys + Biye—1 + -+ -,
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donde cada B; es una matriz cuadrada de dimensiéon K, se obtiene el error
de pronéstico

Yien —y(h) = Ay + Z?:_ol A'vugin—i — [Boye + Biye—1 + - -]
= Zh ;A WWiph—i + (A" — Bo)y — Y oicy Biyp—i.

Suponiendo que w4 ;, para j > 0, no estd correlacionado con y,_;, para¢ > 0,
se obtiene

MSE[y (1) |
- [ () (S Ao

+E { [(Ahl — Bo)y: — 221 Bilytfi} [(Ahl — Bo)y: — Zzoil Bilytfi} } .
Esta matriz se minimiza cuando By = A" y B; = 0. Entonces, el predictor
optimo para este caso especial es

yi(h) = Ay, = Ay (h — 1), (2.1.6)

El error de prondstico esta dado por

h—1
> A (2.1.7)
=0

y la covarianza del error del prondstico es

Yy(h): = MSE[y(h)] = [(Zh ;A 1ut+h—i> <Zi':ol Ailut+h—i>/]

= S ALY, AL = MSE[y(h — 1)] + A8, (A

pues E[(00 Afurpn-1-0) (Aruren—)] = 0 = Bl(Aruern—i) (S5 Aftren-1-:)')
h—2 4; ’
porque Zi:o AlutJrh,l,i y AlutJrh,i no estan correlacionados.
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En general, como un proceso VAR(p) con media cero

Y = Alyt—l + ...+ Apyt—p + Uy, (2].8)

puede escribirse como

Y, =AY, + U, (2.1.9)

donde (Y;), A y U; son como se definieron en (1.1.9). Usando argumentos
andlogos a los del caso VAR(1), el predictor éptimo resultante para Y;,; es

Y;(h) = A"Y, = AY;(h — 1). (2.1.10)

Haciendo induccion con respecto a h, se tiene que

yi(h)
v —| MY
y(h—p+1)
donde y:(j) := yst; para j < 0. Considerando nuevamente la matriz J :=
Ik :0:---:0] de dimensién (K x K,), se obtiene que el predictor éptimo

de paso h del proceso y; es

y(h) = JAY;(h — 1) = [Ay, ..., A)Yi(h — 1)
=Ay(h—1)+ ... + Ay (h — p).
Esta formula puede ser usada para calcular los prondsticos recursiva-
mente. Es importante notar que y;(h) es la esperanza condicional E;(y;yp) si
u; es ruido blanco independiente, porque la recursién en (2.1.3) es la misma

que la obtenida aqui para un proceso de media cero con v = 0.
Si el proceso y; tiene media distinta de cero, esto es,

ye=v+Aya+ -+ Ay + w,

se define z; := y; — p, donde p := E(y;) = (I — Ay —---— A,) " 'v. El proceso
x; tiene media cero y el predictor éptimo de paso h es

xi(h) = Ayze(h — 1) 4+ - - - + Ay (h — p).
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Sumando p a ambos lados de la ecuacion se tiene el predictor 6ptimo de y;

ye(h) = ze(h) +p=p+ Ar(ys(h — 1) — ) + -+ - + Ap(ye(h — p) — )
=v+ Ay, (h—1)+ -+ Ay (h—p).
(2.1.11)

De ahora en adelante, se hard referencia a y;(h) como el predictor dptimo
independiente de las propiedades del proceso de ruido blanco u,, esto es,
incluso si u; no es independiente sino sélo ruido blanco no correlacionado.

Usando

h—1
N A
Y, =A"Y, + E A'Uspi
i=0
para un proceso de media cero, se obtiene el error de prondstico

Yern — Ye(h) = J[Yign — Y( [ZA Utyn—i

(2.1.12)

:"
H

JA J JUpsh—i Z‘Piuwh—i,

I
o

i
donde las ®; son como en (1.1.17). El error de prondstico no cambia si tiene
una media distinta de cero porque el sumando asociado a la media se cancela.

La representacién del error de prondstico (2.1.12) muestra que el predictor
y:(h) puede ser expresado en términos de la representacién MA (1.1.17) como

yt(h) = u -+ Z (I)iut—i-h—i = U + Z <I>h+iut_i. (2113)

i=h i=0
De (2.1.12) se obtiene que, la matriz de covarianza del error del prondstico
esta dada por
h—1
Sy (h) == MSE[y(h)] = Y ®:;5,®; = Sy(h — 1) + 1T, 0), ;. (2.1.14)
i=0
Entonces, las varianzas de los errores de prediccién son mondtonoamente
crecientes, y cuando h — oo, se aproximan a la matriz de covarianza del
proceso (yt),

0) =3, =) &%, (2.1.15)
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ver (1.1.18). Esto es,

2, (h) — 3, (2.1.16)

cuando h — oo. Lo cual significa que X, (h) esta cotada por X,,.

2.2. Pronésticos por intervalo y regiones de
pronodstico

Para estudiar los prondsticos hacemos una suposiciéon sobre las distri-
buciones de y; o de u;. Suponiendo que u; ~ N(u,%,) y, que u; y us son
independientes para s # t, los errores son normalmente distribuidos

h—1
Yen — vi(h) =D gy s ~ N0,y (h)). (2.2.1)
=0

Este resultado implica que los errores de prondstico de los componentes in-
dividuales son normales(por Proposicién (C.4)), asi que

Ykt+h — ?Jk,t(h)
O (h)

~ N(0,1), (2.2.2)

donde yi+(h) es la k—ésima componente de y;(h) y ox(h) es la raiz cuadrada
del k—ésimo elemento de la diagonal de ¥, (h). Seleccionando dos valores de
las colas de esta distribucion, z,/2 y —24/2, tales que

— h
P {—Za/Z < yk’W;k(}i/)k’t( ) < Za/2} =1-aq,

v haciendo los célculos necesarios tenemos que,
1—a=P{yri(h) = 2a206(h) < Yiprn < Yne(h) + zapon(h)}

donde 1 — « es el coeficiente de confianza. Por lo tanto, un prondstico por
intervalo de 1 — «, de paso h, para la k—ésima componente de (y;) es

Ykt (h) £ 2a/20%(h) (2.2.3)
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o bien
[ykt(h) — Za/20k(h), Yrt(h) + Za/20k(h)] . (2.2.4)

La amplitud de los intervalos de prediccion va creciendo conforme h crece. Si
los intervalos de este tipo son calculados repetidamente a partir de un gran
numero de series de tiempo, entonces aproximadamente el (1 — ) % de los
intervalos contendréan el valor real de la variable aleatoria yy, 144.

El resultado en (2.2.1) también se puede usar para establecer regiones
de pronéstico conjuntas para dos o més variables. Por ejemplo, si se desea una
regién de pronéstico de N componentes, definimos la matriz F := [Iy : 0] y
con ayuda de (2) de la Proposicién (C.4), tenemos que

[Yern — yt(h)}’F’[FZy(h)F’]_lF[yt+h —yi(h)] ~ XQ(N)- (2.2.5)

Por lo tanto, la distribucién x?(NN) se puede usar para determinar un
pronéstico del 100 %(1 — «) para los primeros N componentes del proceso.
Pero en la practica la construccion es bastante exigente si N es mayor que
dos o tres. Por lo que puede usarse un enfoque aproximado para construir
regiones de confianza conjuntas. Para ello nos basamos en el hecho de que
para los eventos E1, ..., F, la siguiente desigualdad se cumple

P(E1U...E,) <P(E))+...+PE,).

Por lo tanto

P(ﬁlE) :1—7D<ZLNJIEZ»> Zl—ip(ﬂ)

Consecuentemente, si E; es el evento en el que y; ++1, cae dentro de un intervalo
H;, se tiene que

N
P (Fyun € Hy x .. Hy) > 1= P(E). (2.2.6)

=1

En otras palabras, si se quiere calcular un intervalo de prediccion del (1 — %) %
para cada una de las N componentes, el resultado de la region de prondstico
conjunta tiene la probabilidad de (1 — ) % de contener a las N variables
conjuntamente.



Capitulo 3

Estimacién para un proceso
autorregresivo multidimesional

En este capitulo se asumira que una serie multiple K —dimensional
Yty yr, con Yy = (Yig, - - - ,ykt)/ estd disponible y se sabe que es generada
por

Yy=v+Ayy1+ ..+ Ay + U (3.0.1)

En contraste con las suposiciones que se hicieron en el capitulo anterior,
ahora los coeficientes v, A;,..., A, y ¥, se suponen desconocidos, motivo
por el cual las secciones siguientes se discuten diferentes posibilidades para
estimar un proceso VAR(p).

3.1. Estimacion multivariada por minimos cua-
drados

En esta seccion se discute la estimacion miultiple por minimos cuadrados
(LS). Se considera el estimador obtenido para la forma estandar (3.0.1) de
un proceso VAR(p) y se enuncian algunas propiedades del estimador.

Suponga que una serie de tiempo vyi,...,yr estd disponible, es de-
cir, se tiene una muestra de tamano 7' para cada una de las K variables.
Ademas, suponga que estan disponibles p valores de muestra para cada va-
riable, y_pi1,..., Y. Es conveniente particionar una serie de tiempo en va-
lores de muestra y pre-muestra para simplificar. Para esto, se considera la
siguiente notacién

25
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Yi=(yi,.our) (K xT),
Bi= (v, A1, Ap) (K x (Kp+1)),
Z:=(Zo,....2ro1) (Kp+1)xT),
U:=(uy,...,ur) (K xT),
y =vec(Y) (KT x1), (3.1.1)
B:=wvec(B) ((K*+K)x1)
bi=wvee(B)  ((K’p+K)x1)
u:=vec(U) (KT x1),

1

Yt

Zi=1| " | (Kp+1)x1)
Yt—p+1

Aqui vec es el operador de apilamiento de columnas y los términos que
siguen a cada una de las definiciones anteriores, representan las dimensiones.
Entonces, el modelo VAR(p) puede ser escrito de forma compacta como

Y =BZ+U (3.1.2)
vec(Y) = vec(BZ) + vec(U)
= (Z' ® I )vec(B) + vec(U)

y= (2" xIg)B +u, (3.1.3)
donde ® senala el producto de Kronecker.
Note que la matriz de covarianza de u es
Yu=Ir®X,. (3.1.4)
Por lo tanto, la estimacion LS multivariada de § se basa en elegir el estimador
que minimiza
SB) =u'(I; @%,) 'u=u'(Ir @ B,)u
=ly— (ZeIx)B(Ixk 0%, 'y — (7' @ Ix)B)
=vec(Y — BZ) (Ir @ ¥ Nvec(Y — BZ)
tr[(Y — BZ)'Y>Y(Y — BZ)],

(3.1.5)
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usando las Reglas 5 y 6 del Apéndice A.5 y la ecuacién (3.1.3).
Para encontrar el minimo de esta funcién, partimos del término de la
segunda igualdad de (3.1.5), asi que

SB) =y (Lo y+B8(Z @ Ix) IS, ) (Z' @ Ix)B
—26(Z @ Ix)(Ir © ®%, ")y (3.1.6)
=y (Ir @S, W+ 4 (22 @5, -28(Z2 %, ),

usando la Regla 4 del Apéndice A 4.
Luego por las Reglas de derivacion del Apéndice A.6, se tiene que

%f) =2(z2 @2, ) -2Z %, y.

[gualando a cero las ecuaciones normales, se tiene que
(ZZ @S V8= (Z® S )y (3.1.7)
y consecuentemente, el estimador LS es

B=(zz2)"o5.'y)

(Z22)'Z @ Ix)y.

(3.1.8)

La matriz Hessiana de S(3) dada por

828
9508’

=227 ®%,")

es definida positiva lo que confirma que B es un vector minimizador. Para
que estos resultados se cumplan se debe suponer que ZZ’ es no singular.

El estimador LS puede escribirse de formas diferentes que seran de gran
utilidad mas adelante:

B=((22)"'Z@Ix)(Z' @ Ix)B +ul

=B+ (22 Z @ Ix)u (3.1.9)

(3.1.10)
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Por lo tanto,

B=YZ(22")™"
=(BZ+U)Z'(z2Z')™
=B+UZ(zZz)!

Otra p031b111dad para hallar este estimador resulta de multiplicar y, =
uy por Z, ;v tomando esperanzas. Asi, se tiene que:

E(yZ,_y) = BE(Zi-1Z,_;.)

Estimando E(y,Z, ,) por

T
Zyt t—1 — _YZ/

y E(Z-1Z,_,) = % por,

1 & 1
7 lnZ =527
T & T

se obtienen las ecuaciones normales

1 ~1
—YZ =B~
T T’
y por lo tanto, R
B=YZ'(zz")*!

Asi, otra posibilidad de escribir el estimador LS es

b=vec(B') = (Ix ® (ZZ) ' Z)vec(Y").

(3.1.11)

BZ, 1+

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)

(3.1.15)

3.2. Propiedades asintéticas del estimador de

minimos cuadrados

Como las propiedades de muestras pequenas del estimador por mini-
mos cuadrados (LS) son dificiles de derivar analiticamente, se analizaran las
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propiedades asintoticas. La consistencia y la normalidad asintética del esti-
mador por minimos cuadrados (LS) se cumplen facilmente si se satisafacen
los siguientes resultados:

[:=plimZZ']T (3.2.1)

existe y es no singular; donde plim denota convergencia en probabilidad. Y

1

1 : 1
ﬁ Z vec(utZt_l) = ﬁUQC(UZ/) = m —d) N(O, r X Zu) (322)
t=1

d . o ..
cuando T" — oo y — denota la convergencia en distribucién. Las condiciones
establecidas en la siguiente definicién son suficientes para que las condiciones
anteriores se cumplan.

Definicién 3.1 (Ruido blanco estdndar). Un proceso de ruido blanco uy =
(urg, -+ yuge) es llamado ruido blanco estandar si los vectores u; aleatorios
continuos satisfacen que E(u;) =0, ¥, = E(utu;) es no singular, u; y us son
independientes para s # t y para alguna constante finita ¢, se satisface que
Eluyujiugume| < ¢, para i,5,k,m=1,..., K y toda t.

La ultima condicién implica que todos los cuartos momentos existen y
estan acotados, lo que servira para la demostracién del Corolario 3.5.

Con esta definicién es facil establecer condiciones de consistencia y nor-
malidad asintética del estimador por minimos cuadrados (LS). El siguiente
lema sera 1til para probar estas condiciones.

Lema 3.2. Siy; es un proceso VAR(p) estable de dimension K, como en
(3.0.1), con error de ruido blanco estandar u;, entonces (3.2.1) y (3.2.2) se
cumplen.

Proposicién 3.3 (Propiedades asintdticas del estimador LS). Sea y; un pro-
ceso VAR(p) estable de dimension K, como en (3.0.1), con error de ruido
blanco estindar y B =Y Z'(ZZ')~! el estimador LS de B. Entonces

plimB = B (3.2.3)

VT(B — B) = VTvee(B — B) %5 N(0,T ' @ %) (3.2.4)
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o equivalentemente

VT(b—b) = VTvec(B' — B') % N (0,8, @ ), (3.2.5)

donde ' = plimZZ' /T, plim denota convergencia en probabilidad y % denota
convergencia en distribucion.

Demostracion. Usando (4.2.3), se tiene que

plimg — B = plim ( =0,

A Z 7!
UT plim( T )_1>

por el Lema 3.2, pues (3.2.2) implica que plim(2£) = 0.
Usando (3.1.9), se tiene que

VI(B—B8) =VT(22)7'Z @ I )u

= ((%ZZ’)‘l ® IK) %(Z ® I u.

Por lo tanto, por la regla (4) de la Proposicién B.1 | se tiene que \/T(B— B)
tiene la misma distribucién asintética que

(3.2.6)

1 1 PSS

Entonces, por el Lema 3.2, la distribucién asintética de /T (B — /) es normal
y la matriz de covarianza es

T I eT,) (I 'elk) =T"1ex,

El resultado (3.2.5) se demuestra andlogamente. O

Como se menciond anteriormente, si u; es un ruido blanco Gaussiano,
satisface las condiciones de la Proposicién 3.3, de modo que la consistencia y
la normalidad asintética del estimador LS se cumplen para procesos VAR(p)
estables Gaussianos.

Para evaluar la dispersién asintética del estimador LS se necesita co-
nocer (o al menos estimar) las matrices I' y ¥,. De (3.2.1), un estimador
consistente de I' es [5]

T'=27'/T.
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Como ¥, = E(usu'y), un estimador plausible para esta matriz es

-1 T S B B
Zu:— 1 /:—UU/:_Y_BZ Y_BZ/
T T 7 X )
. 1 / n—1 / n-1 !
= [V -vZz(22)2) [y -v2'(22)7'Z)] (3.2.7)
1
=Y [Ir = 2'(22) 2] [Ir - 2/(22)) ' 2] Y
1

=V (Ir—2Z'(Z2)'Z)Y'.

Frecuentemente se requiere un ajuste para los grados de libertad Entonces,
se puede considerar el estimador [5]

~ T _

Y= 2. 2.
T—Kp—1 (3:28)

Note que hay Kp+ 1 pardmetros en cada una de las K ecuaciones de (3.0.1)
y, por lo tanto, hay Kp+ 1 pardmetros en cada ecuacién del sistema (3.1.2).
Por supuesto, i\]u y iu son asintoticamente equivalentes. Son estimadores
consistentes de ¥, si las condiciones de la Proposicién 3.3 se cumplen.

Proposicién 3.4 (Propiedades asintdticas de los estimadores de la matriz
de covarianza de ruido blanco). Sea (y:) un proceso VAR(p) estable K —
dimensional con innovaciones de ruido blanco estindar y B un estimador de
B (coeficientes asociados con el proceso VAR) tal que /Tvec(B— B)converge
en distibucion. Supongamos que

.= -B2)(Y - B2Z) /(T —¢),
donde ¢ es una constante fija. Entonces

plimVT(S, — UU'/T) = 0.

Demostracion.
1 — — — (77 — AV
T(Y—BZ)(Y—BZ)':(B—B)( T )(B—B)’+(B—B) 7{]
Z/ . lA
v (B—B) + vy

T T
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Bajo las condiciones de la proposicién, plim(B — B) = 0. Por lo tanto , por
el Lema (3.2)
plim(B — B)ZU' VT =0

_ 77
plim |(B —B)=

Asi, VT [(Y —=BZ)(Y = BZ)'/T —UU'/T] = 0.
Por lo tanto, la Proposicién anterior se cumple, considerando que 7'/(T'—c) —
1 cuando T" — oo. ]

VT(B—-B)| =0.

La Proposicién anterior se cumple para ambos estimadores iu y iu
Esto implica que los estimadores 3, y >, tienen las mismas propiedades
asintoticas que el estimador

UU 1~
:_Zututv
T thl

el cudl se basa en los residuos desconocidos y, por lo tanto, no es factible en

la practica. Un resultado inmediato de la Proposicion 3.4 es que X, y %, son
estimadores consistentes de ¥, lo cual se establece en el siguiente corolario:

Corolario 3.5. Bajo las condiciones de la Proposicion 3.4, se tiene que

plimS, = plimS, = plimUU’' /T = %,.

Demostracion. Por la Proposicion 3.4, es suficiente mostrar que plimUU'=X,,
lo cual se sigue de B.4(4), pues

T
1 /_12 Ny
E <TUU) = T - E(utu t) = Eu

1

T
1 T
Var (Tvec(UU/)) =73 tg_l Var((uu'y)] < 729 0 (3.2.9)

cuando T' — o0, donde g es una cota superior constante para Var[(usu'y)].
Esta cota existe porque los cuartos momentos de u; son acotados, por la
definicién 3.1. ]
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3.3. Estimacién por minimos cuadrados con
datos ajustados a la media y estimacién
de Yule-Walker

3.3.1. Estimacién cuando se conoce la media del pro-
ceso

A veces un modelo VAR(p) es dado en la forma media ajustada

(Y — ) = As(Yer — 1) + -+ Ap(Ye—p — 1) + ws. (3.3.1)

La estimacién multivariada por minimos cuadrados de esta forma del
modelo se puede llevar a cabo si el vector y es conocido.
Para esto, consideramos la siguiente notacion

Yoz(yl_uf"ayT_:u) (KXT)a

A:(Ala“'vAp> (KXKp),
X = (YE]Ov e 7Y79—1> (KT X 1)7 (332)
y° = Vec(Y?) (K%p x 1)
a = Vec(A) (K?*p x 1)
Y — 1
Yo=| +  |[(Epx1),
Yt—p+1

donde los términos entre paréntesis denotan las dimensiones de cada vec-
tor y matriz, respectivamente. Podemos escribir (3.3.1), para t = 1,--- , T}
compactamente como

Y'=AX +U (3.3.3)
0
Y’ = (X ® Ig)a +u. (3.3.4)
El estimador por minimos cuadrados (LS) es visto como
a=((XX")'X®Ik)y’ (3.3.5)
o bien

A=Y'X'(XX")"". (3.3.6)
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Si (y;) es estable y wu; es ruido blanco estdndar, se puede mostrar que

[5]
VT(@—a) % N(0,%5), (3.3.7)
donde
Ya=Iy(0)'®X, (3.3.8)
’ I'y(0) := E(Y,%Y,). (3.3.9)

3.4. Estimacion del proceso media

Frecuentemente p es desconocido, en este caso puede ser estimada por
el vector de medias muestrales:

~|

1 T
U= U (3.4.1)
t=1

Usando (3.3.1), ¥ puede escribirse como

1
Y=p+ A+ {?Jr—(yo—w)—u} +

T
1
A T F(Ypir Yo~ Yropr = = yr) — h (3.4.2)
1 I
.
T =1
Entonces ) ]
donde
p 1—1
=D A | D (v - ?JT—j)] : (3.4.4)
i=1 §=0
Ademas,

E(zp/VT) = —E(27) = (3.4.5)



3.4 Estimacién del proceso media 35

VaT(ZT/\/_)——Var(zT) — 0 (3.4.6)

cuando T' — oo, porque (y;) es estable. En otras palabras, zr/ VT converge a
cero en media. Se sigue que VT (Ix — Ay — -+ — A,) (§ — p) tiene la misma
distribucién asintética que S u;/v/T (ver Proposicién B.1). Entonces, por el
Lema Central del Limite (Proposicién B.5)

1 & g
— S " SN0, 3,), (3.4.7)

si u; es ruido blanco estandar, se obtiene el siguiente resultado

Proposicién 3.6 (Propiedades asintéticas de la media muestral). Si el pro-
ceso VAR(p) (y:) dado en (3.3.1) es estable y uy es ruido blanco estandar,
entonces

VT — 1) 5 N(0,55), (3.4.8)
donde

Sp=(Ig — Ay = = A) "8, (g — Ay — - — A) 7.
En particular, plim y = pu.
La proposicién sigue de (3 4.3), (3 4.7) y (B.6).

Como pu = (I, — Ay — — A,) v, un estimador alternativo para el
proceso media es obtenido del estimador L.S:
A=y —A — —A) (3.4.9)

Usando otra vez la Proposicion B.6, este estimador es consistente y tiene una
distribucién asintética normal

~ d o ou
VT(ji — p) —>N<0 aﬁ,(r ® Ly )85) (3.4.10)
siempre que se cumplan las condiciones de la Proposicién 3.3. Se puede de-
mostrar que
o oy’
op' op
y por lo tanto, los estimadores 1z y 7 para p son asintéticamente equivalentes.
Este resultado indica que no importa asintoticamente si la media se estima
por separado o conjuntamente con los otros coeficientes VAR.

LI en,) s =5y (3.4.11)
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3.5. El estimador de Yule-Walker

El estimador LS también puede ser derivado de las ecuaciones de Y ule—
Walker dadas en (1.2.4). Asi, se tiene que

Ly(h 1)
Ly(h) =[A1,-, 4] | ,h >0,
Fy(h —p)

(3.5.1)

I'y(0) Fy(p_l)]

Ty(—p+1) - Ty(0)

y, por lo tanto
A= [Fy(l)a U 7Fy(p)] FY<O)_1'
Estimando Iy (0) por XX'/T'y ry(1),---,Ty(p)] por YOX'/T, el estimador
resultante es el estimador LS,
A=YOX/(XX)\. (3.5.2)

Alternativamente, las matrices de momentos I'y(y) pueden estimarse
utilizando tantos datos como estén disponibles, incluidos los valores de pre-

muestra. Por lo tanto, si una muestra yq,...,yr y p observaciones de pre-
muestra y_p41,. .., Yo estan disponibles, p puede estimarse como
1 T
V==— > (3.5.3)
T'+p t=—p+l

y I'y(h) puede ser estimado como

T
- 1
T,(h)=—— ) e — T 3.5.4
y(R) T+P—hgh:ﬂ(yt 7)Y — T°) (3.5.4)

Usando estos estimadores en (3.5.1), se obtiene el estimador de Yule —
Walker, para A. Para procesos estables, este estimador tiene las mismas
propiedades asintéticas que estimador LS. Sin embargo, puede tener propie-
dades menos bondadosas para muestras pequenas [5].
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3.6. Estimaciéon por maxima verosimilitud

3.6.1. Funcion de Verosimilitud

Suponiendo que la distribucién del proceso es conocida, la estimacién
por maxima verosimilitud (M L) es una alternativa a la estimacién LS. Ahora
se considerara que el proceso (y;) es Gaussiano. Es decir,

Uy
u=vec(U) | : ~N(0,Ir ® ). (3.6.1)
ur

En otras palabras, la funcién de densidad de probabilidad de u es

1 12 1 _1
Ademas
% 0 0 0]
— Ay Ig 0 0
: 0
u= =4 —Ap Ix 01 (y—n)
0 —A, 0
0 0 o —Ay e e Iy (3.6.3)
A Ay o —A)T
—Ay, —Aj 0
+ _Ap 0 0 (3/0 - ,U,)
| 0 0 ce 0 |

donde y = vec(Y) y p* = (1, ..., ii') son vectores de dimensién (TK x 1); y
Yo=Y pr1) Y U= (1, ..., 1) son vectores de dimensién (Kp x 1).
Consecuentemente, Ou/0y’ es una matriz triangular inferior con unos en la
diagonal principal y determinante igual a uno.



38 Estimaciéon para un proceso autorregresivo miiltidimesional

Por lo tanto, usando que u =y — p* — (X' ® I)a,

0
fy(y> = (9_;
1

o ~1/2
e [ ® Ey|

< exp E(y = (X I)a) (I 9 57 x (g — i — (X' @ I)a)
(3.6.4)

donde X y a son definidos como en (3.3.2). Por simplicidad, los valores
iniciales de Y son supuestos como numeros fijos. Asi, se obtiene la funcion
log-verosimilitud

InL(p,a, %)
KT T
1
— sl —p = (X e (Ir @) [y - p" = (X' ® Ix)a]

T P /
KT T 1
= - in2m = Sin|E) -5 > [(yt —p) = Ay — M)]
t=1 =1
p
X S (ye — ) — Z Ai(Ye-i — ,M)]
=1

KT T 3.6.5

— %Z <yt — Z Az’yt—i> 2! <yt - Z Aiyt—l’)
t i i

_gluf (IK_ZAZ>/E;1 <]K_ZAZ>M
_ —gln%r _ %ln 5] — %tr (Y0 — AXYS (Y0 — AX)]

donde Y := (y1 — pt,- - ,yr —p) y A:= (As,--+, A,) son como en (3.3.2).
Estas diferentes expresiones de la funcién log-verosimilitud son utilizadas més
adelante.
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3.6.2. Los estimadores ML

Para hallar los estimadores M L de u, o y >, se necesita el sistema de
derivadas parciales de primer orden:

ala%L = (IK — Z Ai) =, Z (yt — Z Aiyt—i>
-T (IK = Ai) Y <yt = AZ-) [ (3.6.6)

Z(yt — K= AY;O—J

t

=[x — A ® Ix)] =

Y

donde Y es definido como en (3.3.2) y j := (1,---,1) es un vector de
dimensién (p x 1),

olnL - !
e = (X L) (I @3, ) ly — px (X' @ Ix)ed (3.6.7)
— (X @ Uy - ) - (XX © @5,
olnL [ 0 DI
T 1 B _ _ 3.6.8
ox. = gou T (V- AT - AX)E, (3.6.8)

Igualando a cero y resolviendo el sistema de ecuaciones para los estimadores,
obtenemos

/7 = % (IK — Z Z@) Z <?/t - Z AVi?Jt—i) ) (3-6-9)

= ((XX’) T Xe IK) (y — u*) (3.6.10)

5, =+ (170 - 2)?) (370 - /T)?) (3.6.11)

donde X y Y? son obtenidos de X y YO, respectivamente, reemplazando p
por fi.
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3.7. Propiedades de los estimadores por mini-
mos cuadrados

Comparando los resultados con los estimadores por minimos cuadrados
obtenidos, resulta que los estimadores por méxima verosimilitud (ML) de
py a son semejantes a los estimadores por minimos cuadrados (LS). Por
lo tanto, 11 y @ son estimadores consistentes si (y;) es un proceso VAR(p)
Gaussiano estable y VT(i — i) y VT (@ — @) tienen distribucién asintética
normal. Ademas, la matriz de covarianza de la distribucién asintotica de los
estimadores de M L es el limite de T multiplicado por la matriz de informacion
inversa. La matriz de informacion es

D?inL
16)=—-F | —= 7.1
@) {a&a&} (37.1)
donde &' := (¢/,a’,0’) con o := wvech(3,). Note que este operador esta

relacionado con el operador vec por la matriz de eliminacion Ly, esto es,
vech(%,) = Lgvec(X,) o, definiendo w := vec(¥,), 0 = Lgw. Se sabe que la
matriz de covarianza asintética del estimador ML de § es

Jim [1(5) /7). (3.7.2)

Para determinar esta matriz, necesitamos las derivadas de segundo orden de
la funcién log — verosimilitud. De (3.6.6) a (3.6.8), obtenemos

O?InL I o
o ~T <1K - Z AZ-> I <1K - Z AZ-) , (3.7.3)

O*InL

= (XX'eX ! 3.7.4
et =~ (XX @5, (3.7.4)
2
Owow' 2 2
) , (3.7.5)
-3 (z'vv's; @ o)
aQZTLL ’
= —[Ix — ( @ I A5, Y VY ® Ik
opda’ -

(3.7.6)

P y dvec(A')’
- (ZutEullK) (Ix @ j ®1K)%
7 (0%
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inL 1 dvec(U) dvec(U)
= (2t YU _— Ig)———— .
R [y
y
PinL 1., dvec(A’)
=-(Zt e |( X)——— K'®Ix)|. 7.
o =3 o= [a v M L oo 10| (319
De (3.7.6) tenemos que
O*inL’
, 1 _
jlglgo TFE (3,uaa ) =0, (3.7.9)

pues E (3, Y,/T) — 0. Ademds, por (3.7.7), tenemos que

9?InL
E = 7.1
( - 8#’) 0 (3.7.10)

porque E (U) = 0y dvec(U')/0u' es una matriz de constante. También, de
(3.7.8), tenemos que

0?InL
lim T7'E 3.7.11
T <8w8a’) ( )
pues E(UX'/T) — 0. Asi, limr_,o, I(5/T) es la matriz diagonal por blo-

2 . . . . .
ues, pues Z1L o5 una matriz diagonal. Y obtenemos las distribuciones
) D606

asintoticas de pu,a y @, como sigue.
Multiplicar menos el inverso de (3.7.3) por T" da la matriz de covarianza
asintotica del estimador M L para el vector media u, esto es,

1 -1

VT(i—p) SN | o, (IK - Zp: AZ-) _ S (IK - iA’Z) . (3.7.12)

Por lo tanto, f tiene la misma distribucion asintética que 7 (ver Proposicién
3.6). En otras palabras, los dos estimadores para p son asintéticamente equi-
valentes. La equivalencia asintética de i y ¢ pueden ser vistos de (3.6.9) (ver
argumento antes de la Proposicién 3.6).

Tomando el limite de 7! multiplicado por la esperanza de menos
(3.7.4), resulta I'y(0) ® X 1. Note que E(XX'/T) no es estrictamente igual
a I'y(0) pues se asumen valores iniciales fijos y_,t1,...,%. Sin embargo,
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asintoticamente, a medida que T va al infinito, el impacto de los valores
iniciales se desvanece. Por lo tanto, se obtiene

VT(@—a)% N0,Ty(0)" @,). (3.7.13)

Este resultado también sigue de la equivalencia de los estimadores M L y LS.
Como E(UU’") =T¥%,, se sigue de (3.7.5) que

02ln L T
E =——('eu ). 7.14
(6w6w’) 2< w @ “) (3.7.14)

Denotando por Dk a la matriz de duplicacién (ver Apéndice A.5), de
modo que w = Dgo, se obtiene

Plnl Ow Plnl dw , 0%ln
Jodo’ ~ Do 9wder 9o’ DK i D (3.7.15)
y por lo tanto
VT (G —0) 5 N(0,55), (3.7.16)
con
S = —TE (aQZ" l)_l =2 [D' (X' @' D) B
’ dodo’ KA v TK (3.7.17)

— 2D} (%, ® ¥,)DY,

+ _ / _1 ’
Las propiedades de los estimadores descritos anteriormente se resumen
en la siguiente proposicion

Proposicién 3.7. Sea y; un proceso VAR(p) Gaussiano estable, entonces
los estimadores i, & y @ = vec(X,) ML son consistentes y

= p i 00
VT la—a| SN0, |0 55 0], (3.7.18)
o—o0 0 0 23

asi que [ es asintoticamente independiente de a y S y a es asintdticamente
independiente de p y 3,. Las matrices de covarianza dadas por

Sy = (IK - ZA7;> _ S (IK - ZA;> _ , (3.7.19)
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Yz =Ty (0@ %, (3.7.20)
Y5 = 2D} (2, ® $,) D . (3.7.21)

se pueden estimar consistentemente reemplazando las cantidades desconoci-
das por sus estimadores de ML y estimando I'y (0) por X X'/T.
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Capitulo 4

Seleccion del orden de un
proceso VAR y verificacion de
la adecuacion del modelo

4.1. Seleccciéon del orden de un proceso VAR

En la préactica, el orden generalmente es desconocido. Para la precision
del prondstico es util contar con procedimientos o criterios para elegir el
orden del proceso VAR adecuado.

4.1.1. Un esquema de prueba para la determinacion
del orden VAR

Asumiendo que se sabe que M es un limite superior para el orden VAR
(maximo nimero de pardmetros distintos de cero), la siguiente secuencia de
hipétesis nula y alternativa se pueden probar.

45
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H&AMIO vs H%AM%O
H2: Ay 1=0 ws Hi:Ay_,#0/Ay=0

. 4.1.1
Hé :AM—i—&—l =0 wvs Hll . AM—i—i—l 7é OlAM == AM_Z‘_;’_Q ( )

Hészle vs H{MA1:0|AM::A2,

cont=1,2,---, M.

En este esquema, cada hipdtesis nula se prueba condicionando que las
anteriores sean verdaderas. El procedimiento se termina y el orden VAR es
elegido de acuerdo a si se rechaza una de las hipdtesis nulas. Esto es, si H{
es rechazada, p = M — i 4+ 1 sera elegido como estimador del orden.

El estadistico para probar la i—ésima hipdtesis (4.1.1), es

ALr(i) = Tn|So (M — i)| — In|Su (M — i+ 1)]], (4.1.2)

donde i = 1,---, M, S,(m) denota el estimador ML de ¥, y el modelo
VAR(m) es ajustado a una serie de tiempo de longitud 7". Por la Proposicién
4.1 de [5], el estadistico de prueba tiene una distribucién asintética x?(K?)
si H} y la hipdtesis nula previa a H{ son verdaderas. Tenga en cuenta que
los pardmetros K? se establecen en H{.

4.2. Criterios de seleccion del orden VAR

Como el objetivo es pronosticar, tiene sentido elegir el orden de manera
que se minimice el error del prondstico. El criterio que se considerara se llama
criterio de error de prediccion final (FPE)

T+Km+1 T =

FPE(m) = det [ T TR 1Zu(m) o)
_T+Km+1Kdt§() -
“|\T-kK, —1| “

donde m es el orden del modelo y iu es el estimador ML de X,,.
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Basado en el criterio FPE, la estimacion p(FPE) de p se elige de tal
forma que
FPE[P(FPE)| = min{FPE(m)lm=0,1,..M}.

El orden que minimiza los valores de F'PFE se elige como estimacion
para p.

Akaike, basado en un razonamiento bastante diferente, derivé un crite-
rio muy similar, abreviado usualmente por AIC [1]. Para un proceso VAR(m)
el criterio es definido como

2mK?
a
La estimacién p(AIC) para p se elige de modo que este criterio se
minimice.
La similitud de los criterios AIC' y FPE se puede ver al notar que

(4.2.2)

AIC(m) = In|Sy(m)] +

In FPE(m) = AIC(m) + 2K/T + O(T?). (4.2.3)

Si el interés se centra en el orden correcto, tiene sentido elegir un esti-
mador que tenga propiedades asintéticas deseables, como la consitencia.

Se dice que un estimador es consistente si p limy_,o, p = p o equivalente-
mente limy_,, P(p = p) = 1. y fuertemente consistente si P(lim p = p}) = 1.

Corolario 4.1. Sea y, un proceso K—dimensional estable asociado con ruido
blanco estandar. Suponga que el orden maximo M > p y p son elegidos para
que minimicen a los criterios FPE(m) y AIC(m), para m = 0,1,..., M.
Entonces p(FPE) y p(AIC) son no consistentes.

Dos criterios consistentes que han sido bastante populares en trabajos
aplicados recientemente son HQ y SC. El primero en [3]

2 In InT
T

El estimador p(H(Q) es el orden que minimiza HQ(m) para m = 1,--- M
[7].

Utilizando argumentos bayesianos, Schwarz [10] dedujo el siguiente cri-
terio:

HQ(m) = In|Sy(m)] + mK?. (4.2.4)

SC(m) = In|Su(m)] + gmf{? (4.2.5)

De igual forma p(SC') es elegido de tal forma que minimice el criterio.
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Corolario 4.2. Sea y; un proceso K—dimensional estable asociado con ruido
blanco estandar. Suponga que el orden mdzximo M > p y p son elegidos para
que minimicen a los criterios SC' y HQ, para m = 0,1,..., M. Entonces
SC' es fuertemente consistente y HQ) es consistente. Si la dimension K del
proceso es mayor que uno, ambos criterios son fuertemente consistentes.

Proposicion 4.3. Sea y_pri1,---5%0, Y1, - - -, yr una serie de tiempo multiple

K —dimensional y suponga los modelos VAR(m), m =0,1,..., M, se ajustan
ay,...,yr. Entonces se cumplen las siguientes relaciones:

H(SC) < (AIC) si T > 8, (4.2.6)

p(SC) < (ff@) para todo T, (4.2.7)

PHQ) < (AIC) si T > 16. (4.2.8)

4.3. Las distribuciones asintéticas de las au-
tocovarianzas residuales y las autocorre-
laciones de un proceso VAR

4.3.1. Blancura de los residuos

Asumiendo que el modelo ha sido estimado por minimos cuadrados
(LS) y usando la notacién de la Seccién 3.1, el estimador de coeficientes
se denota por B y los residuos correspondientes son U = (uy,--- ,ur) =
Y — BZ. Ademas, sean

Cpi=—FU, i=01,--h

. . N 1 ~ .

Cri= (Cr,++ ,Co) = Z0F (I & ) (4.3.1)
& == vec(C)

y, correspondientemente,

~ ~

R:= 15*1@-1571, ﬁh = (ﬁl, o, Rp), Ty = vec(Ry) (4.3.2)
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donde D es la matriz diagonal, con las raices cuadradas de los elementos de
la diagonal de Cj en la diagonal principal y F; es de dimensién (7' x T'). Por
ejemplo, para ¢ = 2,

00 0 0O 0 0 0 10 O 0
00 000 00 0| 10 O 0
10 0 00 10 O |1 O 0
Fi=10 1 000l =01 ol [0 1 0] -
_0 0O ... 10 0_ _O 0 ... 1_ _0 0 ... 1_
y para it = 0, Fy = Ip, y F := (Fy,...,F)) es una matriz de dimensién
(T x hT).

Proposicién 4.4 (Distribuciones asintéticas ). Sea y; un proceso VAR(p)
estable de dimension K, con proceso de ruido blanco estdndar u;, tdéntica-
mente distribuido y considere la estimacion por LS. Entonces

VTC), % N (0,5c(h)), (4.3.3)
con
Se(h) = (Ih ® zué’r—lé) ® L.

(4.3.4)
= (I ®%5) -G [Ty(0) "' ©%,] G,

dondel := Z7Z'|T, Fy(g) ei la matrg’z de covarianza deY; == (y, -+, Yi_pi1),
Sy B10y o Bp_1 D

G =G, G:=|" E'“ P2 |y G es una matriz de dimension
0 0 Bp_pSy, :

(K, x K}) que tiene la misma forma que é, excepto que la primera fila de

ceros es eliminada.

Ahora, la distribucién asintética para las autocorrelaciones estimadas
se obtiene de una forma similar.

Proposicién 4.5 (Distribuciones asintéticas de autocorrelaciones residua-
les). Sea D una matriz diagonal (K x K) con raices cuadradas de ¥, en la
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diagonal y Gy := G(I;, ® D). Entonces, bajo las condiciones de la proposi-
cion anterior, se tiene que

\/T?h i N (Ov Er(h));

donde
S (h) = [(In ® Ry) — GyT 1G] @ R,,.
Especificamente,
VTvee(By) 5 N (0,5n(7), j=1.2,...,
donde
0
/ 4 ’ @jfl .
ER(]) = Ru - D_lz:u O : (I)j—l Ceee (I)j—p 1"—1 . ZlD_ ® Ru
q)jfp
(4.3.5)

con ®; =0 para i < 0.

4.3.2. Prueba de Portmanteau

Los resultados anteriores también se pueden usar para construir una
prueba para la significancia de las autocorrelaciones residuales hasta el re-
traso h. Esta prueba se denomina comtinmente prueba de Portmanteau. Esta
disenada para probar

Ho:Ry,=(Ry,---,R,) =0 contra H;:R,#0. (4.3.6)

El estadistico de prueba es

= (4.3.7)
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Por la Proposicién 4.4, tiene un distribucién asintética aproximada 2, como
se muestra en la siguiente Proposicion.

Proposicién 4.6 (Distribucién asintética del estadistico de Portmanteu).
Bajo las condiciones de la Proposicion 4.4, se tiene que, aproximadamente
para T y h grandes

h
Y EEEC
On 2 (GG GG (4.3.8)

= Tvec(ah)'(]h ® 60_1 ® ao_l)vec(éh) ~ x*(K?*(h —p)).

Para fines practicos, es importante recordar que la distribucién aproxi-
mada x? del estadistico de prueba puede ser enganosa para valores pequenos

de h.

4.3.3. Pruebas del multiplicador de Lagrange

Otra forma de probar un modelo VAR para autocorrelacién residual es
asumir un modelo VAR para el vector de error, u; = Dyug_1+- -+ Dpug_p+
vy, donde v; es ruido blanco. Esta es igual para u; si no hay autocorrelacion
residual. Por lo tanto, se desea contrastar el par de hipdtesis

Hy:Dy=---=D,=0 vs
01 " (4.3.9)
Hl : D] 7é O,
para al menos un j € {1,---,h}. La estadistica estdndar y? para probar

D =0,es

~ o~ o~ —~ ~1—1 ~ ~
Aar(h) = vee(TU') ([uu' - uz’(zz’)-lzu’} ® 2;1) vec(UU).

Proposicién 4.7 (Distribucién asintética de la estadistica Apys para la au-
tocorrelacion residual). Bajo las condiciones de la Proposicion 4.4

ALM i> Xg(th)-

A diferencia de la prueba de Portmanteau que deberia usarse solo para
h razonablemente grande, las pruebas de multiplicadores de Lagrange son
mas adecuadas para valores pequenos de h.
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4.4. Pruebas de anormalidad

La no normalidad de los residuos puede indicar, de forma general, que
el modelo no es una buena representacion del proceso de generacion de datos.
Por lo que es deseable probar este supuesto.

4.4.1. Prueba de anormalidad para proceso VAR

Un proceso VAR(p) estacionario, digamos

yr— =AY — )+ Ap(yy—p — 1) + s, (4.4.1)

es Gaussiano si y sélo si el proceso de ruido blanco wu; es Gaussiano. Por lo
tanto, la normalidad de las y; se puede comprobar mediante las u;. En la
practica, los terminos u; son remplazados por las estimaciones residuales.

La razén por la que las pruebas de normalidad se basan en los errores
y no en las observaciones originales y;, es que las pruebas basadas en es-
tos ultimos pueden ser menos poderosas que las basadas en los residuos de
estimacion.

Las pruebas desarrolladas a continuacién se basan en el tercer y cuar-
to momento central, que brindan informacion acerca de la asimetria y la
curtosis, de la ditribuciéon normal, respectivamente.

Proposicién 4.8. Sea y; un proceso VAR(p) Gaussiano de dimension K,
como en 4.4.1, donde u; es ruido blanco de media cero y matriz de covarianza

no singular ¥, y sean Ai, ..., A, estimadores consistentes con distribucion
asintotica normal, basados en una muestra yy, ...,yr. Defina

~ A

U= (e —9) — Al —9) — - = Al —9),  t=1,....T.

1 T
= SNl
T—Kp—1;“t“t

Y sea P una matriz que satisface PP =Y, tal que plz’m(p—P) = 0. Ademds,
sean
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con
. 1 R
bkl _fzwlita k:L 7K7
t=1
b2 — (b12a s 7bK2),7
1
. " B
bk2 _th;wkw k_la 7K
Entonces
bl d 6][{ 0
T\ - — N0 .
s 2O [0" ain )
La Proposicién 4.8 implica que
Xs i= 016 /6 5 V*(K), (4.4.2)
Xe =T Dy — 3 ) (b — 35)/24 5 XK, (4.4.3)
Aok = As + e S 2(2K). (4.4.4)
Por lo tanto, las tres estadisticas se pueden usar para probar la anor-
malidad.

La primera estadistica se puede usar para probar

wiy Wiy
H() B =0 vs H1 ) 7& 0
Wi, Wiy

y Ak se puede utilizar para probar

4 4
Wit Wiy
H()iE :3K vs HliE 7£3K
4 4
Wit Wit

Mas aun,
Aok = A + M 5 V2(2K)

(4.4.5)

(4.4.6)

(4.4.7)

se puede utilizar para la prueba conjunta de las hipdtesis nulas en 4.4.5 y

4.4.6.
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4.4.2. Prueba de Shapiro-Wilks

Esta prueba fue desarrollada por Shapiro y Wilks. Fue la primera capaz
de detectar desviaciones de la normalidad generadas por la asimetria o la
curtosis. En los ultimos anos esta prueba se ha convertido en la prueba mas
auxiliada.

Cabe destacar que esta prueba requiere que la muestra esté ordenada
de forma ascendente, pues esta basada en regresiones y correlaciones que han
sido empleadas en muestras completas de estadisticos de orden.

Las hipotesis de contraste y la estadistica de prueba estan definidas
como sigue:

Hy : La muestra sigue una distribucién normal  vs
H, : La muestra no sigue una distribucion normal.

i @)’

> iy (v = 2)
donde x(;) es el niimero que ocupa la i-ésima posicién en la muestra, es decir,
la i-ésima estadistica de orden; las a; son constantes generadas a partir de las

medias, varianzas y covarianzas de las estadisticas de orden de una muestra
de tamano n.

W= (4.4.8)




Capitulo 5

Una aplicacion del Analisis de
Series de Tiempo

Se denomina Producto Interno Bruto o PIB al valor total de todos los
bienes y servicios finales producidos en una economia en un periodo de tiempo
definido y estimado en unidades monetarias [8]. Cuando se habla de bienes
y servicios finales, se hace referencia a aquellos que compra el consumidor
final.

El PIB es el resultado de la suma del consumo de las familias, inversio-
nes de empresas, gastos del gobierno y saldo de la balanza comercial.

El crecimiento del PIB revela un rasgo caracteristico de la evolucion
y buena salud de la economia de un pais, a su vez, es una buena senal que
indica que hay mayor probabilidad de “encontrar un buen trabajo, o que nos
aumente el sueldo y que cosas que hasta hoy no estaban vedadas se hallen
a nuestro alcance” [6]. Por otro lado, con una recesién es probable que haya
mas desempleo y que esto afecte seriamente a muchas familias.

Actualmente es muy facil obtener miles y miles de datos o valores
numéricos de un tema en particular, que representan una realidad abstracta.
Pero, “ Aunque los datos pueden ser considerados como la base de la creacién
de informacion, lo cierto es que se convierten en informacién cuando se les
anade un significado ”[4]. En el caso del PIB, es necesario concentrarse en
las predicciones de su crecimiento o decrecimiento para valorar el estado o
situacion de una economia y sus perspectivas de evolucién a futuro.

Por lo general, la estimacion del PIB es anual o trimestral, pero puede
calcularse para periodos mas cortos o largos de tiempo dependiendo de la
disponibilidad de informacién estadistica y de los intereses del investigador.

95
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En México el PIB se da a conocer aproximadamente dos meses después
de que termina el periodo en cuestién, lo que hace que otras formas de toma
de decisiones tomen un lugar importante. Es por ello que en ocasiones se
recurre a hacer predicciones sobre el comportamiento de la economia basado
en el comportamiento mas actual que se conozca.

Cabe recalcar que al recurrir a los prondsticos, esperar como resultado
“precision”, es una idea errénea. Los prondsticos solo sirven para tratar de
tomar las mejores decisiones. Asi, los prondsticos del PIB dan una idea a las
empresas acerca de sus inversiones; a las familias de sus gastos; y al gobierno
de su politica econémica.

En este trabajo se hace un analisis de la serie de tiempo miltiple que
involucra al PIB trimestral de las actividades primarias (AP), secundarias
(AS) y terciarias (AT), registradas entre 1993 y 2019; con el objetivo de elegir
un modelo estadistico para la prediccién de datos de las mismas, usando el
método de Box-Jenkins, con ayuda de Matlab.

Es importante tener presente que dentro de las actividades primarias
estdn aquellas en las que se utilizan los recursos tal como los proporciona
la naturaleza, entre las que se encuentran la pesca, caza, agricultura y ga-
naderia. En las actividades terciarias se consideran comercios, transportes,
servicios profesionales, etc. Finalmente, en las actividades secundarias se en-
cuentran la mineria, construccién, suministro de energia eléctrica, etc.

La Figura 5.1 muestra el grafico de las tres variables con las que se tra-
baja, es posible observar que las tres series presentan tendencia y no oscilan
alrededor de un valor constante, en consecuencia no presentan estacionarie-
dad. No obstante, con ayuda de Matlab se hizo la prueba de Dickey-Fuller
aumentada que comprobd que en efecto la series son no estacionarias, por
lo que se procedié a aplicar logaritmos a las series, como se puede ver en la
Figura 5.2.

Graficamente se puede observar que la varianza se ha estabilizado; pero
las tres series siguen mostrando una tendencia creciente y ademas, la serie no
oscila alrededor de un valor constante. Es decir, no son estacionarias; lo que se
confirma al emplear nuevamente la prueba de Dickey-Fuller aumentada. Para
eliminar la no estacionariedad se hizo una segunda transformacion aplicando
primeras diferencias a los datos que ya habian sido transformados y como
resultado se obtuvieron los datos observados en la Figura 5.3.

Notamos ahora que las series muestran un mejor comportamiento, a
partir de la Figura 5.3 se puede apreciar los valores de las series tienden a
oscilar alrededor de una media constante y la variabilidad con respecto a esa
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Figura 5.1: Gréfica del PIB trimestral de las actividades primarias, secunda-

rias y terciarias, para el periodo de enero de 1993 a diciembre del 2019.
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Figura 5.2: Grafica del logaritmo del PIB trimestral de las actividades pri-
marias, secundarias y terciarias, para el periodo de enero de 1993 a diciembre

del 2019.

media también permanece constante en el tiempo, es decir, las tres series son
ahora estacionarias. Para ratificar esto se recurrié nuevamente a la prueba de
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Datos tranformados con logaritmes y primeras diferencias
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Figura 5.3: Grafica de las primeras diferencias del logaritmo del PIB trimes-
tral de las actividades primarias, secundarias y terciarias, para el periodo de
enero de 1993 a diciembre del 2019.

Dickey-Fuller aumentada, la cual nos constata que las tres series satisfacen
la condicion de estacionariedad requerida.

Se propuso primero un modelo de orden p=1. Los criterios de seleccién
de orden indican los siguientes resultados, AIC=-1000.6, BIC=-969.105. Para
la diagnosis del modelo se hizo primero la prueba de Portmanteau, la cual
indico que los residuos no estan autocorrelacionados. Luego se hizo uso de la
herramienta Q-Q plot (Figura 5.4) para la comprobacién de la normalidad
de los residuos, donde graficamente se observa que el conjunto de datos esta
distribuido sobre la linea recta, lo que sugiere que los datos se distribuyen
normalmente; por otro lado, al realizar la prueba de Shapiro-Wilks, se obtiene
que los residuos no tiene una distribucién normal.

A partir de las estimaciones, este modelo se puede escribir como:

0.05607 —0.68437 —0.056522 —0.10646
ye= | 0.013184 | + | 0.42613 0.075018 0.3197 Y1
0.02532 —1.0385 0.45033  —0.1532

Por lo anterior se recurrié a un modelo de orden p=2, los resultados
obtenidos se muestran en la figura 5.5, la cual incluye las estimaciones de los
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Figura 5.4: Q-Q plot de los residuos para el modelo VAR(1).

parametros, con los correspondientes errores estandar y p-valores.

Los criterios de seleccion de orden devuelven los siguientes resultados,
AIC=-1052.59 y BIC=-997.674; en este caso los valores obtenidos son meno-
res en el modelo VAR(2) respecto al modelo VAR(1). Al estudiar los residuos,
la prueba de Pormanteau indica que no hay autocorrelacién entre ellos.

De forma similar al procedimiento anterior, se recurrié a la herramienta
Q-Q plot (Figura 5.6), se observa que los datos se ajustan a una distribucién
normal pues los datos se distribuyen sobre la linea recta, por otro lado, de
la prueba de Shapiro-Wilks se obtiene que en efecto los residuos tienen una
distribucién normal. El modelo resultante queda escrito como:

0.010393 —0.61416  0.020022 —0.02934
ye = | 0.0049179 | + | —0.031053 0.025708 0.23597 Y1
0.013732 —1.4408 0.67415 0.016638

—0.27151  0.12873 0.095684
+ | 0.63235  —0.058705 0.00075403 | v—o
2.0562 0.024355 0.19916

A partir de los resultados obtenidos del analisis de los modelos, se
puede decir que los resultados del modelo VAR(2) mejoran respecto al modelo
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AR-5tationary

Constant (2
Constant (3)

AR{1}(1,1)

Figura 5.5: Estimacion usando el modelo VAR(2).

VAR(1), pues los valores resultantes de los criterios de seleccién de orden son
menores en el modelo VAR(2), y ademas, el modelo VAR(2) si satisface la
normalidad en los residuos que el otro modelo analizado no.

Por lo anterior se eligié trabajar con el modelo VAR(2).

Para los prondsticos se omitieron los tltimos cuatro trimestres con el
propédsito de comparar los datos reales con los datos pronosticados. Ademas,
se pronosticaron cuatro trimestres futuros mas, de los cuales no se conocia
alguna informacion. A continuaciéon se muestran en el cuadro 5.1, los errores
relativos, expresados en millones de pesos, para las tres variables; en el Cua-
dro 5.2 se presentan los cuatro pronésticos futuros y finalmente las graficas
que comparan los datos reales con los datos pronosticados. Cabe mencionar
que en los resultados presentados, las transformaciones que se hicieron a los
datos para conseguir la estacionariedad requerida, ya han sido invertidas.

Se puede decir que, en general, lo errores son pequenos. Note ademas,
que los menores errores relativos corresponden al PIB de AS, seguido de los
errores relativos del PIB de AT y finalmente PIB de AP, con los mayores
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Figura 5.6: Q-Q plot de los residuos en el modelo VAR(2).

’ Trimestre ‘ PIB AP ‘ PIB AS ‘ PIB AT ‘

T1 19 0.42693 | 0.04401 | 0.09467
T2 19 0.14156 | 0.06749 | 0.0927

T3 19 0.74057 | 0.08366 | 0.12346
T4 19 0.2944 | 0.09073 | 0.15381

Cuadro 5.1: Errores Relativos.

errores relativos.

A partir de los resultados obtenidos, se puede concluir que el PIB de
las actividades secundarias y terciarias crece para los cuatro trimestres de
2020; mientras que para los cuatro trimestres del mismo ano, el PIB de
las actividades primarias muestra crecimiento y decrecimiento en distintos
puntos. Lo cual de podria indicar noticias positivas para la economia.

Podemos observar en las graficas de prondstico contra valores reales que
los prondsticos mas acertados son los del PIB de las actividades secundarias.

Se puede decir que trabajar con modelos VAR es relativamente facil
cuando las variables y el orden del modelo son pequenos, como en este caso.

Ademas, a partir de la tabla de errores relativos podemos decir que el
pronostico es bueno pues los valores de los errores son pequenos. Lo que nos
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Trimestre ‘ PIB AP ‘ PIB AS ‘ PIB AT ‘

T1 20 1252000 | 8492000 | 17297000
T2 20 1113000 | 8711000 | 17742000
T3 20 1320000 | 8937000 | 18203000
T4 20 1175000 | 9178000 | 18694000

Cuadro 5.2: Prondsticos para los cuatro trimestres del 2020.

10 210 Pronostico del PIB de AP
T T T

i
2= Dates pronesticades f‘l\ ‘\' \‘.\} \ T
I

Datos reales

0 20 40 60 80 100 120

Figura 5.7: Prondstico contra datos reales del PIB de Actividades Primarias.

permite decir que el modelo VAR es adecuado, al menos para este caso.
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Resumen y conclusiones

En este trabajo se aborda un panorama general de la teoria de modelos
autorregresivos vectoriales y se consideré ademas una aplicacién relacionada
con el PIB en México.

Primero se presentaron los conceptos y caracteristicas que tiene un pro-
ceso de este tipo; calculo de autocovarianzas, autocorrelaciones, estabilidad
y estacionariedad. Depués, se abordaron métodos de estimacién y sus pro-
piedades. En seguida, se trataron métodos para pronosticar y sus cualidades.
Ademas, se abordaron criterios para la selecciéon de orden, y pruebas de nor-
malidad y correlacién de los residuos.

Finalmente, se explica el proceso de ajuste de un modelo AR(p) multi-
dimensional, usando el método de Box-Jenkins, que involucra datos de acti-
vidades primarias, secundarias y terciarias, en México.

Con esto, se puede concluir que trabajar con un modelo autorregresi-
vo vectorial es relativamente facil cuando el orden del modelo es pequeno.
Ademas, se puede notar que en el caso especifico que se trabaja aqui, los
pronésticos no son tan buenos simultaneamente, tienen un orden jerarquico
respecto a la bondad. Es posible que éste sea el precio que se tenga que pagar
por trabajar con multiples series.

A partir de lo anterior, se espera que mas adelante se pueda analizar
e investigar mas profundamente acerca de la relacion entre la cantidad de
series, el orden del proceso y la bondad de los prondsticos.
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Apéndice A

Vectores y matrices

A.1. Determinantes

En las siguientes reglas, A = (a;;) y B = (b;;) son matrices (m x M)y
c es un escalar.

(1) det(I,,) = 1.

(2) Si A es una matriz diagonal, det(A) = a11 - asa -+ Q-

(3) Si A es una matriz diagonal superior, det(A) = aq1 - @22+ * G-
(4) Si A tiene una fila o columna de ceros, det(A) = 0.

(5) Si A tiene dos filas o columnas iguales, entonces det(A) = 0.

(6) det(cA) =c™ det(A).

(7) det(AB) = det(A) det(B).

(8) Si C' es una matriz (m x n), entonces det(1l,, + CC") = det(l,, + CC").

IIT
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A.2. Forma Canonica de Jordan

Sea A una matriz de dimkensién (m x m) con eigenvalores Ap,...\,.
Entonces existe una matriz no singular P tal que

Ay 0
P'AP = = A
0 A,
o A= PAP~!, donde
MM 10 .00
0 XN 1 0
0 O A

Esta descomposicién es la forma candnica de Jordan. Como los eigenvalores
de A pueden ser numeros complejos, A y P pueden ser matrices complejas.
Si las raices multiples del polinomio caracteristico existen, pueden aparecer
mas de una vez en la lista Aq,... \,.

La forma canénica de Jordan tiene aplicaciones importantes. Por ejem-
plo, implica que
Al = (PAP-1)7 = PN P!
y se puede mostrar que

Mo N (F N,

i—1

A] _ 0 /\]i e (n‘]fl) /\jirﬁ»li

0 0 o M,
donde
p q!

a) (P—q)ld o o
denota un coeficiente binomial. Tenemos las siguientes reglas.
Reglas: Supongase que A es una matriz real (mxm) con eigenvalores Ay, ..., A,
tal que todos tienen médulos menores que uno, esto es |\;| < 1 para ¢ =

1,...,n. Ademas, sea A y P como arriba.
(1) AV = PANVP~t — 0.

(2) Z;io AV = (I, — A)_l existe.
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(3) Lasucesion A7, j = 0,1,2,.. ., es absolutamente sumable, esto es E;’io |k
es finita para toda &,/ =1,...,m, donde ay; es un elemento de A7.

A.3. Valores y vectores propios

Los eigenvalores de una matriz cuadrada (m x m) son las raices del
polinomio en A dado por det(A — Al,,,) o det(Al,,,) — A. El determinante es
frecuentemente llamado el determinante caracteristico y el polinomio es lla-
mado el polinomio caracteristico de A. Un nimero \; es un eigenvalor de A,
si las columnas de (A — \;I,,;,) son linealmente independientes. Consecuente-
mente, existe un vector (m x 1) v; # 0 tal que

(A — )\Z]m)v, =0 O AUZ‘ = )\ﬂ)i (Agl)

Un vector con esta propiedad es un eigenvector o vector caracteristico
de A asociado con el eigenvalor \;. Por supuesto, cualquier miltiplo escalar
de v; distinto de cero también es un eigenvector de A asociado a ;.

Reglas:
(1) Si A es simétrica, entonces todos los eigenvalores son nimeros reales.
(2) Los eigenvalores de una matriz diagonal son sus elementos diagonales.
(3) Los eigenvalores de una matriz tridngular son sus elementos diagonales.

(4) Una matriz (m x m) tiene a lo mas m eigenvalores.

(5) Sean Ay, ..., A\, los eigenvalores de la matriz (m x m) A, entonces |A| =
A1 A, esto es, el determinante es el producto de los eigenvalores.

(6) Sean \; y A; eigenvalores ditintos de A asociados con los vectores propios
v; ¥ vj respectivamente. Entonces v; y v; son linealmente independientes.

(7) Todos los eigenvalores de la matriz A (m x m) tiene médulos menores
que 1 si y sélo si det(l,, — A,) # 0 para |z| < 1, esto es, el polinomio
det(l,, — A,) # 0 tiene raices no complejas en y sobre el circulo unitario.
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A.4. El producto de Kronecker

Sea A = (a;;) y B = b;; matrices (m x n) y (p X ¢), respectivamnete.
La matriz (mp x nq)

aHB c. alnB
A® B = : : (A.4.1)
amiB ... am,B

es el producto de Kronecker o producto directo de A y B.
Reglas: En las siguientes reglas, se asumen dimensiones adecuadas.

1) A® B # B ® A en general.
2) (A B =A®B.

4) (A® B)(C® D) =AC ® BD.

5) Si A y B son invertibles, entonces (A® B)™' = A™'® B~

(1)
(2)
(3) A (B+(C)=A®B+A®C.
(4)
(5)
(6)

Si A y B son matrices cuadradas con eigenvalores A4, Ag, respectivamen-
te, v los eigenvectores asociados v, vg respectivamente, entonces AgAp
es un eigenvalor de A ® B con eigenvector v4 ® vg.

(7) Si A y B son matrices cuadradas (m x m) y (n x n) , respectivamente,
entonces |A ® B| = |A|"|B|™.

(8) Si A y B son matrices cuadradas,
tr(A® B) = tra(A)tra(B).

9) (A® B)t = A* @ B,

A.5. Los operadores vec y vech, y las matri-
ces relacionadas

Sea A = (ay,...,a,) una matriz (m x n) con columnas a; (m x 1), el
operador vec transforma a A en un vector (mn x 1) al apilar las columnas,
esto es,
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ay
vec(A) =
an

Reglas asociadas al operador vec: Sean A, B, C' matrices con dimensio-
nes apropiadas

1) vec(A + B) = vec(A) 4 vec(B).
vec(ABC) = (C' ® A)vec(B).

vec(ABC) = (I ® AB)vec(C) = (C'B' @ Ivec(A).

) vec(
) vec(
3) vec(AB) = (I ® Avec(B) = (B' ® Ivec(A).
) vec(
5) vee(BYvee(A) = tr(BA) = tr(AB) = vec(A'Yvee(B).
)

tr(ABC) = vec(A") (C" @ I)vec(B)

(A)'(
= vec(A")'(I ® B)vec(C)
vec(B") (A" @ Ivec(C)
= vec(B")' (I ® C)vec(A)
= vec(C") (B & Ivec(A)
= vec(C")'(I ® A)vec(B)

El operador vech esté relacionado con el operador vec. Solo se apilan
los elementos en y debajo de la diagonal principal de una matriz cuadrada.

a1

Q21
Q11 Q12 (2

031
vech | Qg Qo3| = (A5.1)
Q29
Q31 (Qizg (33
32
33

En general, si A es una matriz de dimensién (m x M), vech(A) es un
vector de dimensién m(m + 1)/2.
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A.5.1. Matrices de eliminacién, duplicacién y conmu-
tacion
Los operadores vec y vech estan relacionados por la matriz de elimi-
nacion, L,,, y la matriz de duplicacién, D,,. La primera es una matriz de
dimensién (3m(m+1) x m?) tal que, para una matriz cuadrada A de dimen-
sién (m x m) |
vech(A) = Lyvec(A). (A.5.2)

La matriz de duplicacién D,, es de dimensién (m? x im(m + 1)) y es
definida de tal forma que, para cualquier matriz simétrica A de dimensién
(m x m),

vec(A) = D, vech(A). (A.5.3)

Como el rango de D, es m(m+1)/2, lamatriz D, D,, es invertible. Entonces,
multiplicando (A.5.3) por (D, D,,) "D, , se tiene

(D, D,,) "' D, vec(A) = vech(A). (A.5.4)

Sin embargo, (D, ,D,,) ‘D, # L,, en general, pues (A.5.4) se cumple sélo
para matrices simétricas, mientras que (A.5.2) se cumple para cualquier ma-
triz cuadrada.

La matriz de conmutacion, K,,,, es otra matriz que ocasionalmente
es util para tratar con el operador vec. K,,, es una matriz de dimensién
(mn x mn) definida de tal forma que para cualquier matriz A de dimensién
(m x n),

vec(A") = K, ,vec(A)

0, equivalentemente,

vec(A) = K pvec(A').
Reglas:
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(6) det(K ) = (—1)mnm=D(n-1/4
(7) tr(D,,Dy) = m?, tr(D,,Dy)~" = m(m+3)/4,
(8) det(D, D,,) = 2mm=1/2,

(9) tr(D,,D.,) =m?>.

(10) |D,(A® A)D,,
sién (m x m).

= 9m(m=1)/2| A" donde A es una matriz de dimen-

(11) (D,(A® A)D,y)" = (D}, D) "Dl (A7 & A™)D,, (D), D)~ si A cs

una matriz no singular de dimensién (m x m).
(12) LinLy, = Inm412-

(13) LmL;n y LmemL;n idempotente.

Sean A y B matrices triangulares inferiores. Se cumplen las siguientes
reglas:

(14) L,,(A® B)L, es una matriz triangular inferior.
(15) L, L,.(A ® B)L,, = (A’ ® B)L,,.

(16) [Lm(A’®B)L;n]S = L, ((A)* ® B)L, para s = 0,1,... y para s =
..., —2,—1,si A7' y B~! existen.

Sean G, F y b de dimensiéon (m x n),(p X q) y (p X q). Entonces los
siguientes resultados se cumplen:

(17) Kpn(G & F) = (F ® G)K .

(18) Kp(G @ F)K g = F & G.

(19) Kpm(G@b) =b® G.

(20) Kpn(b® G) = G ©b.

(21) vec(G® F) = (I, ® K g ® L) (vee(G) @ vec(F)).

(22) (D., D) D, K o = (D, D,,)"'D),..

m
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A.6. Diferenciacion de matrices y vectores

En lo siguiente, se asumira que todas las derivadas existen y son conti-

nuas. Sea f(/3) una funcién escalar que depende del vector 8 = (51, ..., 5,).
(nx1)
of
of | | or _ {ﬁ 3f]
28| ,, |'aF T e 95,
9B

son vectores de derivadas parciales de primer orden, de dimensién (n x 1) y
(1 x n), respectivamente,

_0°f o2 f
82f - [ a2f } B 351.351 8,31.3,%
opop’ 9B B; 92 927
0BndB1 """ O0BnOPn

es la matriz Hessiana (n X n) de derivadas parciales de segundo orden. Si
f(A) es una funcién escalar de una matriz A = (a;;), entonces

af | of
oA [8%‘]

es una matriz de derivadas parciales, de dimensién (m x n). Si la matriz A
depende del escalar (3, entonces

94 _ |9ay
ap [35]
es una matriz de dimensién (m x n). Si y(8) = (¥1(8),...,ym(B)) es un

vector de dimensién (m x 1) que depende del vector 5 de dimensién (n x 1),
entonces

9y oy1
aQy o1 T Bn
05 | oy ym
1 T Ba

es una matriz de dimensiéon (m x n) y

oy (oyY
05 (a5)
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Las siguientes dos proposiciones son necesarias para derivar reglas de
diferenciacion de matrices y vectores.

Proposicién A.1 (Regla de la cadena para la diferenciacion vectorial). Sean
« y 3 vectores de dimension (m x 1) y (n x 1), respectivamente, y suponga
que h(a) y g(B) son de dimension (p x 1) y (m x 1), correspondientemente.
Entonces, con a = g (B),

d(g(B) _ 0(h)0og(B)

= (p xn).

op’ oo/ Op

Proposicién A.2 (Reglas del producto para la diferenciacién vectorial). (a)
Si B (mx 1), a(B) = (a1(B), .., an(B))" y c(B) = (c1(B),- -, c(B))" son
de dimension (m x 1), (nx 1) y (p x 1), respectivamente, y A = (a;;) de
dimension (n x p) no depende de 3. Entonces

0fa(B) Ac(B)] ., 04 () /
o _cw)A7%7+aW)A

c(f)
FE

(b) SiB es un escalar, A(B) es de dimension (mxn) y B(B) es de dimension

(n X q), entonces
0AB 0A_ OB

o0 — 05" T ap
(c) Sip, A(B) y B(B) son de dimension (m x 1), (m xn) y (nx q), respec-
tivamente, entonces

Ovec(AB) Ovec(B)
op’ op

Ahora las siguientes reglas se pueden verificar:

Ovec(A)
ap’

= (I, ® A) +(B'®1,)

(1) Sea A una matriz y 8 un vector de dimensién (m x n) y (n x 1), respec-
tivamente. Entonces
A TA
ap’ B

(2) Sean Ay (8 de dimensién (m x m) y (m x 1), respectivamente. Entonces

OFAB N OBAB
o5 = A4 T = FAA),




xii Vectores y matrices

(3) Si Ay (8 son de dimensién (m x m) y (m x 1), respectivamente, entonces
0?5’ A
(2L

8505 + A

(4) Si A es una matriz simétrica de dimensién (m x m) y 5 es un vector de
dimensién (m x 1), entonces

625/145 B

g =

(5) Sea  una matriz simétrica (n xn) y ¢(f) un vector de dimensién (n x 1)
que depende del vector S de dimension n x 1. Entonces

9c(B)'e(B) _ NE )
S = ()05
y
9c(B)Qe(B) _ ., [0c(B) ,0c(B) : Quec(0c(B)' /o
oF =2 95 Q 25 + [c(8)Q ® I, o5 .
En particular, si y es un vector y X una matriz de dimensién (n x 1) y
(n x m),
My —XB)'Uy—XB) . o
y
Ply —XB)Uy —XB)
9507 =2X'QX.

(6) Suponga que 3, B(/3) son de dimensién (m x 1), (n X p), respectivamente,
y Ay C son matrices de dimensién (k x n) y (p X q), que no dependen
de . Entonces

Jvec(ABD) Ovec(B)
op' op

(7) Suponga que 3, A(B) y D(f) son de dimensién (m x 1), (nxp)y (gxr),
respectivamente, y C' de dimensién (p X ¢) no depende de 3. Entonces

Jvec(ACD) dvec(D) Jvec(A)
op' op' op

= (C'"® A)

— (I, ® AC)

+(D'C'® 1,)
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(8) Si By A(B) de dimensién (m x 1) y (n x n), entonces para cualquier
entero positivo h,

Ovec(AM)
o

vec(A)
op’

h—
Z Al h—1—1i Az
=0

(9) Si A es una matriz no singular de dimensién (m x m), entonces

dvec(A™)

A1V e A1
dvec(A) (A7) oA

(10) Si A = (a;j) es una matriz de dimensién (m x m), entonces

otr(A)
0A

= I

(11) Si A = (a;j) y B = (bi;) son de dimensién (m x n) y (n x m), entonces

otr(AB) — _,
—oa

(12) Suponga que A es una matriz de dimensién (m x n) y, B 'y C son de
dimensién (m x m) y (n x m), respectivamente. Entonces

otr(ABC)  _,
a—A—BC.

(13) Sean A, B,C,D de dimensién (m x n), (n x n), (m xn) y (n x m),
respectivamente. Entonces

Otr(DABA'C)
0A

=CDAB+ D'C'AB'.

(14) Sean A, B y C matrices de dimensién (m x m) y suponga que A es una
matriz no singular. Entonces

otr(BA™'C)

_ —1 —1y/
- (A"'CBA™Y.
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(15) Sea A = (a;;) una matriz de dimensién (m x m). Entonces

8|A|_ adj\’
OA _(A ) ’

donde A es la matriz adjunta de A.

(16) Si A es una matriz no singular de dimensién (m x m) con |A| > 0,
entonces

8ln|A|_ N1
54 = (A"




Apéndice B

Convergencia estocastica y
distribuciones asintoéticas

B.1. Conceptos de convergencia estocastica

Sea xzp, T = 1,2,---, una sucesién de variables aleatorias escalares
definidas en el espacio de probabilidad (2, F,P). La sucesiéon xp converge
en probabilidad a la variable aleatoria x, definida en el mismo espacio de
probabilidad, si para todo € > 0.

lim P(|xp — x| > €]) =0 (B.1.1)
Tr—00
0, equivalentemente,
Tlim P(ler — x| <€) = 1. (B.1.2)
—00

Este tipo de convergencia estocéastica es abreviada como
plimxp =2 0o x5y, (B.1.3)

La sucesion xp converge con probabilidad uno a la variable aleatoria z,
si para todo € > 0

P ( lim |zr — 2| < e> = 1. (B.1.4)

T—o00

. . , . ey . a.s
Este tipo de convergencia estocéastica puede escribirse como zp — ;.
.z . s c.m .
La sucesién xp converge en media cuadréatica a x, xp — vy, si

lim E(zr — z)? = 0. (B.1.5)

T—o00

XV
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Este tipo de convergencia requiere que la media y la varianza de las variables
aleatorias exista.

Proposicién B.1 (Propiedades de convergencia en probabilidad y en Distri-
bucién). Suponga que xr y yr son sucesiones de vectores aleatorios (K x 1),
Ar es una sucesion de matrices aleatorias (K x K), x es un vector aleatorio
(K x 1), ¢ es un vector fijo (K x 1) y A es una matriz fija K x K

(1) Si plimxy, plimyr, y plimAgr existe, entonces

(a) plim(zr + y7) = plimzr £ plimyr;
(b) plim(cdxy) = ' (plimar);

(¢) plimx'ryr = (plimaxr) (plimyr);
(d) Arxy = plim(Ar)plim(zr).

(2) Sixr g y plim(xp — yr) = 0, entonces yr —< x.
(3) sixp %z y plim yr = c, entonces

(a) artyr S ate

(b) ¥ rxr 4 da.
(4) St xr Loy y plimAr = A, entonces Arxr L Az,

(5) Si xr g y plimAr = 0, entonces plimArxr = 0.

B.2. Sumas infinitas de variables aleatorias

La representacién MA de un proceso VAR es frecuentemente una su-
ma infinita de vectores aleatorios. Como en un estudio de sumas infinitas
de niimero reales, debemos especificar qué queremos decir con una suma in-
finita. El concepto de convergencia absoluta es basico en lo siguiente. Una
sucesion doblemente infinita de nimeros reales {a;}, i = 0,£1,42,..., es
absolutamente sumable si

:}1_{20 Z |a] (B.2.1)

i=—n
0o
1=—00

existe y es finito. El limite es usualmente denotado por ) | |a;] -
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Proposicion B.2. Supongamos que A; es una sucesion de matrices reales
(k x k) absolutamente sumable y z; es una sucesion de variables aleatorias
K-dimensionales que satisfacen

E(z'z)<ec,t=041,42,...,

para alguna constante finita c. Entonces existe una sucesion de variables alea-
torias k-dimensionales y; tal que

n

> nAiz = . (B2.2)
n—o0

i=—n
La sucesion se determina de manera tinica, excepeto en un conjunto de pro-
babilidad cero.

Proposiciéon B.3. Sean z; una sucesion de variables aleatorias K-dimensionales
que satisfacen
E(ziz) <e¢, t=0+1,42,..., (B.2.3)

A;, B; sucesiones de matrices (K x K) absolutamente sumables y

Ye = Z Aizei Yy = Z Bizi i, (B.2.4)

entonces .
E(y,) = lim Z AE(z-) (B.2.5)
y n n
E(ytxt/) = nlf_}l’{.lo Z AiZt,1 Z AiE(Zt,12£_1>B,j, <B26)
1=—n j=-n

donde el limite de la sucesion de matrices es la matriz de los limites de las
sucestones de los elementos individuales.

Proposicién B.4 (Leyes débiles de los grandes nimeros). (1) (Teorema de
Khinchine)
Sea {x;} una sucesidn de variables aleatorias i.i.d con E(x;) = p < oo.

Entonces

— 1 T p
Iy =7 D i Tt e

(2) Sea {x;} una sucesion de variables aleatorias con E(x;) = p < oo y
Elxp|'™¢ < ¢ < oo(t=1,2,...) para algin € > 0 y una constante finita c.

___d
Entonces T7 — p.
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(3) (Teorema de Chebyshev) Sea {x;} una sucesion de variables aleatorias
no correlacionadas con E(x;) = p < oo y limp oo E(Tr — p)? = 0 .

_ 4
Entonces Tp — .

(4) (Corolario del Teorema de Chebyshev) Sea {x:} una sucesion de variables
aleatorias independientes con E(x;) = u < oo y Var(z;) < c < oo (t =
1,2, ...) para alguna constante finita c.

_ 4
Entonces Tp — p.

(5) (LLN para diferencias de Martingala) Sea {x:} una sucesion de diferen-
cia de Martingala, estrictamente estacionaria, con E|x,| < oo (t=1,2,...).

_ d
Entonces xp7 — 0.

(6) (Proceso estacionario) Sea {x:} un proceso etocdstico con E(x;) = p <
00 y Ef(ve — p)(w—j — p)] = vt = 1,2,...) tal que 372 |y;] < oo.

Entonces Ty <% u vy, por lo tanto Tr > p, y limr oo TE(Tp — p)? =
Z]o'i—oo ’Yj'

B.3. Leyes de grandes nimeros y teoremas
del limite central

Proposicién B.5 (Teoremas del limite central). (1) (Lindeberg-LevyCLT)
Sea x; una sucesion de wvectores aleatorios K—dimensionales i.1.d con
media p y matriz de covarianza Y,

\/T(ET - :u) i N(Oa Ex)

(2) (CLT para matrices de diferencia de Martingala)
Sea {xrs = (T178, -+, Trrt)'} una matriz de diferencias de martigala
con matriz de covarianza E(xr ;) = Sy tal que T™! Zthl S — X,
donde Y es definida positiva. Ademds, supongamos que T ! ZtT:l Ty N
Y y E(xirsxjr Trr i) < 00 para todot y T y todo 1 <i,j,k, 1 < K.

Entonces
VT (Zr — p) S N (o, > m(j)) :

j=—o00

donde Ty(j) = E (2, — w)(r—; — o).
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B.4. Propiedades asintéticas estandar de es-
timadores y estadisticas de prueba

Proposicién B.6 (Propiedades Asintdticas de los estimadores ). Sea 3 un

estimador del vector B con T (3— B) A N(0,%). Entonces se cumplen
las siguientes reglas:

(1) SiplimA = A entonces VT A (3— ﬁ) KN N(0,AXA).

(2) Si R # 0 es una matriz (M x K), entonces B con \/T(RB— Rﬁ) 4
N(0, RSR).

(3) Si g(B) = (1(B), - ,gm(B)) es una funcion vectorial continuamente
diferenciable con 0g/0p’ # 0, entonces

VI [o(5 - a(0)] 4 (0, 2252000,

Si 242 =0, VT [9(3— g(ﬁ))] 0.
(4) Si’¥ es no singular, T(B — B)YS~1(B — B) LN Y (K).

(5) Si¥ es no singular y plimS = 3, entonces T(3—B)S~1(3—5) A YA(K).

(6) Si¥=QA, donde Q es simétrica, idempotente de rangon y A es definida
positiva, entonces T(g— 5)24—1(5— B) KN X2(n).
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Apéndice C

Distribuciones normales
multidimensionales

C.1. Normal Multivariada

Un vector K-dimensional de variables aleatorias continuas y = (y1, ..., yx)
tiene una distribucién normal multivariante con vector media p = (1, . . ., fix)
y matriz de covarianza Y, esto es,
up ~ N(p, X),
si su distribucién tiene la funcién de densidad de probabilidad

1 1
fly) = Wm‘mew —5(y —pyzte (C.1.1)

2

Alternativamente, u; ~ N(u,X), para cualquier vector de dimensién K, c,
tal que 'y ~ N(u, d'’¥e).

Los siguientes resultados respecto a la normal multivariada y distribuciones
relacionadas son muy tiles

Proposicién C.1 (Distribucién marginal de una normal multivariada). Sean
: (7 pr| (211 Xie
dos vectores aleatorios tales que ~ N , , en-
vy 1 LJJ ( L@} [221 E22} )
tonces y; ~ N(p1, X11).

Proposicién C.2 (Transformacién lineal de un vector aleatorio normal).
Supongamos que y ~ N(u, %) es de dimension (K x 1), A es una matriz de
dimension (M x K) y ¢ un vector de dimension (M x 1). Entonces
r=Ay+c~ NAp+c, AXA").
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Proposicién C.3 (Transformacion lineal de un vector aleatorio normal mul-
tivariante). Suponga que y «~ N (1, X) es (K x 1), A es una matriz (M x K)
y ¢ un vector (M x 1). Entonces
r=Ay+c~N(Au+c, ALA).

C.2. Distribuciones Relacionadas

Supongase que y ~ N (0, I). La distribucién de z = ¢y es una distri-
bucion chi-cuadrada con K grados de libertad,
2z~ x*(K).

Proposicién C.4 (Distribuciones de Formas cuadréticas). (1) Suponga que
y~ N(0,Ix) y A es una matriz de dimension (K x K) simétrica e idem-
potente con rang (A) = n. Entonces y' Ay ~ x*(n).

(2) Siy ~ N(0,%), donde 3 es una matriz de dimension (K x K) definida
positiva, entonces y'>S 'y ~ x*(K).

(3) Sea y ~ N(0,QA), donde Q es una matriz idempotente de dimension
(K x K) con rang(Q) = n y A es una matriz de dimension (K x K)
definida positiva. Entonces y' A™ly ~ x*(n).

(4) Seay ~ N(0,%), donde ¥ es la matriz de covarianza de dimension (K x
K), no singular. Ademds, sea A una matriz de dimension (K x K) no
singular con rang(A) = n. Entonces y' Ay ~ x*(n) = AXA = A
y AXA = A = i Ay ~ x*(n).
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