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Introduccion

El algebra lineal es una materia que se encuentra presente en la mayoria de los
programas de matematicas de diferentes carreras, como por ejemplo, las
ingenierias, economia, ciencias sociales y licenciatura en ciencias. En esto radica
la importancia y el interés de investigar los procesos de ensefianza y aprendizaje
de esta disciplina. Un rasgo caracteristico del algebra lineal es el alto nivel de
abstraccién en sus conceptos, asi como también el fracaso de una buena parte de
estudiantes al abordar los conceptos basicos de esta area. Por otra parte, existen
diferentes grupos de investigacion en paises como Canada, Estados Unidos,
Francia y México, entre otros, los cuales han disefiado diferentes investigaciones
para determinar las causas de las dificultades en los estudiantes en esta materia.
Por ejemplo, Sierpinska buscé evitar el obstaculo del formalismo con el concepto
transformacion lineal mediante su introduccion en el ambiente del software Cabri -
Géometre 1l (Sierpinska, et al., 1999). El problema radica en que en esta materia,
el estudiante debe hacer uso de conceptos abstractos, pero su tendencia es a
trabajar con procedimientos mecanicos, limitando su comprension de los
conceptos involucrados. En particular, sobre el concepto de transformacion lineal,
la documentacion hasta ahora obtenida da cuenta que representa un obstaculo
mayor.

Diversas investigaciones en didactica de la matematica han abordado su
problematica de aprendizaje. Algunas de ellas son las de Uicab y Oktac (2006) y
Molina y Okta¢ (2007), ambas investigaciones abordan la problematica de
aprendizaje desde una perspectiva geométrica del concepto, identificando
aguellos modelos que pueden tener los estudiantes en relacion al concepto
transformacion lineal y el grado de interferencia de estos. Por otra parte, Roa y
Oktac (2008) presentaron dos descomposiciones genéticas fundamentadas en la
teoria APOE sobre el concepto transformacion lineal. En ese estudio reportaron la
prevalencia de una de estas descomposiciones debido, en su opinién, a la
influencia de la representacion que se usa en los libros de texto. Como resultado
de su investigacion propusieron un refinamiento de la descomposicion genética
gue prevalecio.

Debido a la naturaleza del algebra lineal y las dificultades que afrontan los
estudiantes cuando intentan construir conceptos, como por ejemplo, el de
transformacion lineal, hemos encontrado en la teoria APOE una herramienta
potente para explicar el porqué de esos problemas.
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Capitulo 1 Antecedentes y
Justificacion

En este capitulo se presenta una revisién de algunos trabajos sobre el concepto
de trasformacion lineal. En dichas investigaciones se presenta el desempefio de
estudiantes de ingenieria cuando se enfrentan al concepto desde una perspectiva
geomeétrica.

1.1 Antecedentes

Los trabajos iniciales en la investigacion del concepto trasformacion lineal se
centraron en las representaciones geomeétricas en el plano o en el espacio, y las
concepciones que generan dichas representaciones. Sin embargo, las
investigaciones mas recientes se han abordado desde la teoria APOE, la cual se
ha tomado como una gran referencia no sélo en la investigacion de como se
construyen los conceptos del algebra lineal, sino en otras areas de la matematica.

Sierpinska, Dreyfus y Hillel (1999) han realizado una investigacion sobre la
introduccién geométrica de los conceptos de vectores, vector propio y
transformacion lineal, asi como las implicaciones que dicho enfoque genera en las
concepciones de los estudiantes. Debemos sefalar que los resultados de esa
investigacibn se centraron en discutir los problemas relacionados con la
representacion de transformaciones y transformaciones lineales. Los
investigadores sefialan que es comun que las transformaciones lineales sean
introducidas mediante una definicién formal como transformaciones entre espacios
vectoriales, las cuales preservan combinaciones lineales. No obstante, la
definicion abordada se olvida rapidamente cuando se introduce la idea de la
representacion matricial de una transformacion lineal, centrando el concepto en las
representaciones matriciales, en las transformaciones lineales en el plano como
rotaciones, reflexiones, y combinaciones de estas. En seguida presentamos un
pequefio resumen de dicho trabajo.

Los investigadores presentan el resultado de una investigacion en ingenieria
didactica, donde buscaron evitar el obstaculo del formalismo del concepto
transformacion lineal, en palabras de los autores: “El obstaculo del formalismo se
manifiesta en los estudiantes que operan a nivel de la forma de expresiones sin
ver que estas expresiones se refieren a algo mas que a si mismas” (Sierpinska et
al.,, 1999, p.12). En otras palabras, este fendmeno se aprecia a menudo en los
estudiantes que trabajan con expresiones matematicas, pero sin encontrarle un



verdadero significado, conduciéndolos a escribir operaciones que carecen de
sentido.

Los investigadores trataron de evitar dicho obstaculo mediante la introduccion
del software Cabri-Géometre Il. El software se utiliza como un auxiliar de la
ensefianza, no como una herramienta para resolver problemas de algebra lineal.
El motivo del uso del software fue que los investigadores observaron sus
caracteristicas dinamicas y la posibilidad de realizar representaciones geométricas
y aritméticas simultdneas de vectores y transformaciones lineales, lo que
consideraron apropiado para la comprensién de dichos conceptos matematicos.
Sin embargo, la interpretacion dada por los estudiantes no fue la que se esperaba;
debido a que las caracteristicas que los investigadores habian apreciado en el
software, no pudieron ser aprovechadas por los estudiantes porque no poseian la
teoria para interpretar dichas representaciones.

En la investigacion de estos autores se menciona uno de los experimentos
realizados. Con el uso de los comandos de arrastrar y dibujar del software se
buscaba que los estudiantes observaran la relacion de un vector v y su respectiva
imagen T'(v) bajo una transformacion T. Se buscaba que ellos concluyeran que la
transformacion es definida para cualquier vector en el plano y por lo tanto que
establecieran alguna relacion entre vy T (v).

Para tal fin, los investigadores iniciaron el experimento mediante la introduccion,
de una manera informal, del concepto transformacion de un espacio vectorial, es
decir, sin hablar de dominios y codominios: “Nunca hemos introducido la nocién de
espacio vectorial de una manera formal’ (Sierpinska, et al., 1999, p.22). Sin
embargo, por el contexto de las trasformaciones los investigadores asumieron que
se definirian con vectores y que las imagenes serian vectores. A los estudiantes
se les entreg0 cuatro transformaciones para explorar:

1. Unarotacion seguida de una dilatacion.

2. Elvector v fue rotado por 45° y dilatado por el factor variable ||v||?.

3. Traslacion.

4. T((0,0)) = (0,0) ysiv = (x,y) # (0,0) entoces T(v) = c(—y, x) donde

c=2 (Sierpinska, et al., 1999, p.24).

vl

En la sesion experimental la transformacion fue representada por una figura
dinamica en Cabri, en la cual, un vector v podria ser arrastrado o incluso alargado,
al mismo tiempo un vector T (v) parecia ser controlado por el movimiento de v. En
un primer momento los estudiantes catalogaron a esta situacibn como un par
dinamico de vectores, es decir, no establecieron ninguna relacion entre ellos, fue
posteriormente que esta pareja dinamica de vectores se interpretd como un vector
libre vy otro dependiente T'(v). Este tipo de dindmica de un vector libre y un vector
dependiente les hizo notar una clase especial de dinamica: “las dilataciones del
vector libre fueron acompafadas por dilataciones proporcionales del vector



dependiente” (Sierpinska, et al., 1999, p.28). Los estudiantes se refirieron a este
par de vectores como transformaciones lineales representando este objeto con la

siguiente expresion = % y T(kv) = kT(v) por lo que esto fue interpretado

como el concepto de proporcionalidad. Los investigadores reportaron que la
conservacion de la suma vectorial no aparecio de manera explicita en la definicion
de los estudiantes del concepto transformacion lineal e incluso la condicidon
T(v +w) =T(v) + T(w) fue interpretada como una especie de proporcionalidad.

Posterior a los trabajos de Sierpinska y su grupo de investigacion, Uicab y
Okta¢ (2006) desarrollaron una investigacion sobre el problema de extension
lineal, en la que buscaban identificar el obstaculo del formalismo, identificar las
caracteristicas del pensamiento tedrico en los estudiantes, haciendo mayor énfasis
en detectar el pensamiento sistémico. Este uUltimo se refiere a aquel que incluye
sistemas de conceptos, y en el que, el significado de un concepto se construye
mediante la relacion con otros conceptos, mas no en cosas 0 eventos.

El problema de extensién lineal consiste en determinar una transformacion
lineal por medio de las imagenes de los vectores de una base. Abordar el
problema implica establecer conexiones entre varios conceptos, especialmente al
concepto de base y transformacion lineal. En ese trabajo los autores comentaron
gue un concepto puede ser aprendido como una entidad individual, la importancia
se encuentra en asociar los nuevos conceptos a sistemas de significados para
entrar a formar parte de una estructura conceptual, lo que permitird establecer
conexiones con otros conceptos.

“Por ejemplo, una matriz se puede ver como un arreglo de niUmeros, pero Si
sabemos que Ax = b, donde 4 es la matriz (de orden m x n) de coeficientes
en un sistema de ecuaciones, (X € RYb € R™), y que si A es invertible
implica que el sistema de ecuaciones representado por AX = b tiene

solucion unica dada por % = A"1b, entonces A forma parte de una
estructura conceptual” (Uicab y Oktag, 2006, p.468).

Para poder apreciar la presencia de un pensamiento tedrico en los estudiantes
los autores consideraron que deben estar presentes los siguientes
comportamientos:

e Reflexibn sobre los datos explicitos y aquellos que podrian estar
involucrados implicitamente en la interpretacion del problema.

e Actitud indagadora respecto a posibles conceptos involucrados.

e Desarrollo de estrategias con un propdsito, haciendo uso de los conceptos
involucrados en un problema.

e Toma de decisiones pertinentes que involucren conceptos relacionados para
llegar a la solucion de un problema, ofreciendo argumentos validos que
permitan justificar el planteamiento de una solucidon con una coherencia que
haga ver un sistema de conceptos.



El objetivo de la investigacion se centré en: “Observar la presencia de
conexiones entre conceptos y su naturaleza, basandonos en observaciones
empiricas” (Uicab y Oktag, 2006, p.471), para tal fin, la investigacion se realizé con
un grupo de ocho estudiantes de maestria en matematica educativa, se busco que
los estudiantes analizaran y conocieran ejemplos del uso de la tecnologia, la rama
elegida fue algebra lineal y el software empleado Cabri-Géometre II. Durante el
curso se llevaron a cabo seis médulos, los 4 primeros se enfocaron en conocer los
comandos del software, asi como los conceptos de vector, coordenadas de un
vector en una base y cambio de base en un ambiente geométrico. Se detallan los
moddulos cinco y seis debido a que en ellos se enfocaron en el desarrollo del
concepto transformaciéon lineal. EI médulo cinco comenz6 con la definicion de
espacio vectorial y sus axiomas, enseguida se presento a los estudiantes la idea de
transformacion de todo el plano vectorial, con el objetivo de evitar asociar una
transformacion con solo un vector del plano. Otra actividad realizada fue que se les
presentd a los estudiantes transformaciones y transformaciones lineales donde un
vector libre v sobre la pantalla, y su imagen bajo una transformacién T eran
determinados mediante la aplicacién de una macro. Luego, mediante el movimiento
del punto terminal de v, se podian visualizar las imagenes de muchos vectores bajo
T. Algunos ejemplos de dichas construcciones fueron reflexion, proyeccion,
rotacion, una transformacién semilineal, trasquilado o deslizamiento y traslado-
punto-terminal. Para finalizar el modulo cinco se proporcioné la definicion de una
transformacion lineal de la siguiente forma:

[...] “Aquella que preserva combinaciones lineales, es decir, para cualesquiera
vectores v; Yy v, Yy cualesquiera escales k; Yy k,, T(kV;+
k, U,)=k,T(v,)+ k,T(¥,). Como equivalente a esta definicibn, una
transformacion es lineal si y s6lo si conserva a la suma de vectores y la
multiplicacién por un escalar, o sea T(V; + ¥,)=T(v;)+ T(¥,) para cualesquiera
vectores v, y v, y T(k¥)= kT (¥), cualquier vector ¥ y cualquier escalar k” (Uicab
y Oktag, 2006, p. 473).

El médulo 6 se inicid trabajando con transformaciones lineales y no lineales,
usando la preservacién de combinaciones lineales para determinar la linealidad de
una transformacion. Mediante la aplicacion de un proceso macro de combinacion
lineal y donde, dados dos vectores libres v,,v, se calcul6 un vector w = k7, +
k, v,. A este vector se le aplic6 una macro transformacién, generando T(w).
Finalmente, se construy6é un vector 7 tal que 7 = k,T(¥;)+ k,T(¥,), concluyendo
gue T(w) = 7. Esperaban que estas actividades prepararan a los estudiantes para
enfrentar el problema de extension lineal. Con el objetivo de caracterizar el
pensamiento de los estudiantes se aplic6 un cuestionario de diagndéstico con 12
preguntas relacionadas con las transformaciones lineales. Como resultado se
destaca lo siguiente: los estudiantes hacen referencia a las transformaciones
basandose en intuiciones relacionadas con su propia experiencia. La mayoria de
los estudiantes consideré a las transformaciones lineales como las que satisfacen 2
condiciones T (v, + ¥,)=T(v,)+T(¥,) y T(kv)=kT(¥), no evidenciaron el uso de
cuantificadores, asi como también olvidaron a qué campo pertenecen sus
elementos. En un caso particular, un estudiante considero tres propiedades en las
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transformaciones lineales, agregando a estas dos la preservacion de
combinaciones lineales como una condicion independiente.

Finalmente se realiz6 una entrevista de la cual concluyeron lo siguiente:

e Los estudiantes no establecen una conexion entre los conceptos de base y
transformacion lineal. Unicamente relacionan el problema con el concepto
transformacion lineal, debido a que tienen este concepto aislado y sus
estrategias giran alrededor de él.

e Dos de los estudiantes solamente pensaron en problemas prototipo de
transformaciones lineales en el plano que vieron con anterioridad.

e Otros dos estudiantes consideraron combinaciones lineales en sus
estrategias y tras algunos intentos lograron llegar a la solucion. Sin
embargo, el significado de sus conceptos no jugaron el papel adecuado
debido a que no les permitieron tomar decisiones pertinentes y justificar el
desarrollo de su solucién. Esto se reflejé en la seguridad que uno de los
estudiantes mostraba al presentar sus argumentos y la falta de claridad del
significado respecto al concepto base.

Con los resultados obtenidos encontraron evidencias del obstaculo del
formalismo en un contexto geométrico, debido a que los estudiantes manipularon
objetos concretos (vectores y construcciones geométricas relacionadas con ellos)
pero que carecen de significado para ellos y sélo lo interpretan como la necesidad
de hacer algo. Este hecho fue evidente en uno de los estudiantes quien traté de
adecuar sus experiencias pasadas con la nueva situacion que estaba abordando;
insistia en relacionar sus ideas de linealidad, paralelismo y suma para verificar si
una trasformacion era lineal.

El resultado de su investigacion las lleva a plantear la siguiente pregunta
¢, Como ayudar a los estudiantes a pensar teéricamente y hacer conexiones entre
diferentes conceptos?

Consideraron que dos elementos permiten llevar a cabo dichas conexiones: la
abstraccion y la practica constante de problemas nuevos. Toda practica de
ensefianza debe hacer énfasis en el formalismo propio de los conceptos, evitando
gue estos sean tratados por sus caracteristicas o su caracter funcional. Se
enfatiza la importancia de incorporar problemas novedosos que promuevan el
establecimiento de conexiones entre los conceptos nuevos Yy los conceptos
previos. En cuanto al estudio de las transformaciones lineales concluyeron:

“En particular, en el aprendizaje del concepto de transformaciones lineales es
importante hacer hincapi€, por un lado, en el aspecto intuitivo, considerando el
aspecto geomeétrico de sus propiedades; por otro lado, atender el aspecto
formal, incluyendo el uso de los cuantificadores y el espacio vectorial en su
definicion. Asi mismo, hay que incluir mas situaciones de extension lineal para
ayudar a los estudiantes a hacer conexiones con otros conceptos del &lgebra
lineal, de manera que puedan apreciar una estructura global” (Uicab y Oktac
2006, p.488).



Como lo demuestran los resultados, los conceptos de combinacion lineal y
base estan intimamente relacionados con el concepto de transformacion lineal y
por ende al concepto de vector y espacio vectorial. Por lo que seria imposible
establecer una conexion entre estos conceptos, si se carecen de estructuras
previas para formar un nuevo concepto.

En el trabajo presentado por Molina y Okta¢ (2007) describen el tipo de
concepciones sobre la transformacion lineal adquiridas especificamente en un
contexto geométrico basandose en las ideas planteadas por Fischbein (1987,
citado en Molina y Oktacg, 2007, p.243) sobre la intuicion y los modelos intuitivos.
La conjetura central de su investigacion fue que algunos estudiantes asocian la
idea del movimiento con las transformaciones lineales. Durante el desarrollo de la
investigacion se trabajé con situaciones geométricas en R?, con el objetivo de
identificar aquellos modelos geométricos que puedan influir en la comprensioén del
concepto transformacion lineal. Estos investigadores identificaron 3 tipos de
movimientos:

e Movimientos geométricos simples: Ciertos movimientos asociados a
transformaciones lineales; por ejemplo, una transformacién lineal de
expansiéon o de contraccion, una transformacion lineal de rotacion o una
transformacion lineal de reflexion.

e Combinacion de movimientos geomeétricos simples: Nos referimos a las
combinaciones que los estudiantes pueden realizar con los movimientos
simples, por ejemplo, la composicion de una rotacion y una expansion.

e Transformaciones dificiles o imposibles de escribir con movimientos
geomeétricos simples o combinaciones de estos: Es el caso de las
transformaciones lineales de trasquilado, la cual requiere de
interpretaciones algebraicas para ser aceptada como transformacion lineal,

—2x —y)_ (Molina y Oktac,

- M x
o bien otras transformaciones como T(y) = ( —x+7y

2007, p.244)

La hipotesis fue que algunos estudiantes podrian asociar geométricamente una
transformacion lineal con los dos primeros casos, y la existencia de una
transformacion lineal se puede rechazar geométricamente si se presenta el tercer
caso.

Para Fischbein la intuicién no tiene una definicién Gnica, comenta que debemos
de entenderla como aquellas ideas que se aceptan como ciertas al ser evidentes
por si mismas, no requieren argumentacion para ser aceptadas. Al parecer, un
modelo concreto es mas significativo para el estudiante que las propiedades
formales. Se dice que un modelo intuitivo implicito (o tacito) es aquel cuando el
sujeto no esta consciente de su influencia o alcance, este trabajo se centra
principalmente en este modelo. Estos modelos se caracterizan por su simplicidad,



por su cualidad elemental e incluso por su caracter casi trivial. Con base en el
marco de referencia los autores realizan el siguiente razonamiento:

“Pensamos que el caracter abstracto del algebra lineal con frecuencia obliga a
los estudiantes a buscar sustitutos que les ayuden a convertir las nociones del
algebra lineal en ideas aceptables intuitivamente. En este caso, la construccion
de un modelo intuitivo tal vez no se base tanto en la inaceptabilidad de la teoria
matematica, sino en la necesidad inconsciente de reducir el nivel de abstraccion
que posee el concepto. Nuestra idea se basa en que las representaciones
geométricas de la transformacion lineal tratadas en clase o libros de texto
podrian ser las responsables de tal asociacion, aunado a la dificultad de una
interpretacion inmediata visual de las propiedades analiticas del concepto”
(Molina y Oktag, 2007, p.251).

Otro de los factores radica en la necesidad de los estudiantes de reducir los
conceptos a algo conocido para ellos y que tenga nombre. Para tal sentido el
movimiento lo encuentran relacionado con las transformaciones lineales. En esta
medida los modelos intuitivos son limitados y no comprenden la totalidad de las
caracteristicas del concepto. Con el objetivo de obtener informacion los
investigadores aplicaron una entrevista de manera individual a cinco estudiantes
gue habian terminado una licenciatura en la ensefianza de la matematica en la
cual habian llevado uno o dos cursos de algebra lineal. Al momento de la
aplicacion de la entrevista se encontraban inscritos en la maestria de matematica
educativa. Los estudiantes se encontraban tomando un curso que involucraba el
uso de la tecnologia como recurso para la ensefianza del algebra lineal, con el
software Cabri-Géometre, en dicho curso aun no se habia abordado las
transformaciones lineales. La entrevista se dividi6 en dos partes: Preguntas
abiertas (relacionadas con el concepto transformacion y transformacion lineal) y
preguntas que involucraban a la transformacion lineal (Dada la representacion
gréfica de vectores en el plano y su supuesta imagen bajo T, determinar si existe
dicha transformacion lineal). Para los investigadores este tipo de representaciones
geométricas que de alguna manera es concreta para los estudiantes, son
apropiadas para identificar los modelos intuitivos en los estudiantes. Estos objetos
se pueden ver, manipular y controlar, ya que al ser visibles ayudan a formar en la
mente la imagen de un concepto abstracto.

Los investigadores agrupan los resultados de su investigacién en 6 items. A
continuacion se presenta una sintesis de cada uno de ellos.

e La transformacion lineal como movimientos simples y combinaciones de
estos. El resultado principal fue que los modelos intuitivos detectados en
todos los estudiantes sobre las transformaciones lineales son casos
particulares de ellos, como lo son expansiones, contracciones, reflexiones,
rotaciones y composiciones. Cuando los estudiantes se enfrentan a
transformaciones y ellas no se comportan como en los casos particulares
antes mencionados no se consideran como transformaciones lineales

e La transformacion lineal como la transformacion de un vector en particular,
y no como una funcion que transforma todo el plano. Originalmente para los
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investigadores no era su objetivo, sin embargo, los resultados los llevaron a
observar este fendmeno: Algunos estudiantes consideran a las
transformaciones lineales como una trasformacién particular de un vector,
mas no como una funcién que transforma todo el plano. Esto se pone en
evidencia al no considerar la existencia de una transformacion lineal en
donde interviene mas de un vector, ya que piensan en dos
transformaciones lineales para cada vector.

e Con respecto al adjetivo “lineal” en el término transformacion lineal, se
observaron las siguientes ideas asociadas: un estudiante lo relaciona con
vectores, dos lo relacionan con lineas rectas, uno mas relaciona que una
transformacion lineal transforma lineas rectas en lineas rectas y finalmente
otro mas con el orden que deben realizarse las operaciones. Esto muestra
cémo los estudiantes producen sustitutos intuitivamente mas accesibles
reemplazando el concepto formal. Para los autores podria ser la razon de
por qué la linealidad, dentro de las transformaciones lineales, carece de
Importancia, se olvide o pase desapercibida.

e La nocion de espacio vectorial. La mayoria de los estudiantes no involucra
dicha nocién. Los investigadores suponen que con el paso del tiempo dicha
nocién se pierde.

e La nocidon geométrica del movimiento de un vector, llevada al contexto
aritmético. Los investigadores sefialan que la mayoria de los ejemplos
prototipo (incluyendo los libros de texto) representan a las transformaciones
lineales como rotaciones o reflexiones, pudiendo ocasionar que el
estudiante se quede con la nocion de que las transformaciones lineales
pueden expresarse algebraicamente por medio de la multiplicacién de las
componentes del vector (x,y) por escalares.

e Con respecto al movimiento. Observaron que los estudiantes asocian la
idea del movimiento con las transformaciones lineales, los cuales las
manejan en algunos de sus argumentos, debido a que sus modelos estan
constituidos por movimientos geomeétricos. Estas ideas pueden surgir en los
estudiantes cuando se ejemplifica la rotacion de un vector y al mostrar
dicha rotacion nos dice “la transformacion hace que gire el vector”. Por ello
es natural pensar que los estudiantes perciban la imagen de un vector
como movimiento.

Los investigadores encontraron que el concepto transformaciéon lineal se
degrada con el tiempo y solamente persiste la idea de transformacion.

Con respecto al concepto de transformacion lineal, los autores comentan:

“El término transformacion lineal por si mismo significa un cambio de forma. En
los casos factibles de trabajar representaciones geométricas se da una
concordancia entre lo que ocurre geométricamente y la idea asociada al nombre
del concepto. Esto tiene como consecuencia que se ponga un velo sobre el
concepto transformacion lineal —en varios casos, lleva el estudiante a pensar
que la transformacion lineal es el vector transformado-, ocultando quién es en
realidad la transformacion lineal, lo cual hace que los estudiantes se enfoquen



en los objetos involucrados (por ejemplo, los vectores) y no el proceso implicito
(la transformacién lineal)” (Molina y Oktag, 2007, p.271).

Los autores sugieren realizar investigaciones que se enfoquen en el disefio de
actividades didacticas donde se conduzca a los estudiantes a distinguir quién es el
objeto y quien el proceso, cuando trabajan con transformaciones lineales.

Por otro lado comentan que, aunque las trasformaciones no lineales sean un
tema ajeno al algebra lineal es relevante enfatizar en ellas debido a que pueden
beneficiar en la ensefianza de las transformaciones lineales. Por lo que
posiblemente convenga abordar la transformacion antes que la transformacion
lineal y establecer el vinculo con la nocion de funcién abordada en el célculo.
Ademas, sugieren que cuando se trabaje con las transformaciones lineales se
utilicen distintas dimensiones.

Hasta el momento, los trabajos que hemos revisado han abordado la
construccion del concepto de transformacion lineal desde una perspectiva
geométrica. Roa y Oktag (2008) cambiaron el rumbo de las investigaciones sobre
este concepto al utilizar la teoria APOE. Es precisamente este trabajo lo que
motivo el desarrollo de la presente tesis, por lo que, al final del capitulo 2 se
explicara con detalle.

1.2 Justificacion

Como se ha mencionado anteriormente, el algebra lineal es una materia que se
encuentra presente en los programas de matematicas de diferentes carreras. Las
investigaciones que se han realizado sobre el concepto transformacion lineal se
han realizado desde un enfoque geométrico, y reportan que la mayoria de los
estudiantes no asimilan de manera eficiente dicho concepto.

Otras investigaciones han abordado las transformaciones lineales considerando
su naturaleza abstracta. Este aspecto llamé nuestra atencion para indagar sobre
dicho concepto, ya que nos permitira reflexionar desde su definiciéon formal como
objeto matemético, sobre sus caracteristicas y las relaciones con otros conceptos
previos necesarios para su construccion.

De este modo, mas que detectar dificultades buscamos determinar un camino
mediante el cual los estudiantes puedan abordar las transformaciones lineales
mediante la reflexién sobre su naturaleza abstracta.

Con esta investigacion buscamos aportar al analisis cognitivo del concepto
transformacion lineal, que permita el disefio de un modelo de ensefianza que
ayude a los estudiantes a tener mejores resultados durante el aprendizaje de
dicho concepto.



Para el desarrollo de nuestra investigacion nos apoyaremos en la teoria APOE
y hemos tomando como guia el trabajo realizado por Roa y Okta¢ (2008) debido a
gue propusieron una descomposicion genética refinada, que nosotros deseamos
probar en estudiantes de matematicas y actuaria.

1.3 Objetivo general

Buscamos identificar y analizar las estructuras mentales, asi como los
mecanismos cognitivos que se hacen presentes en estudiantes de las
Licenciaturas en Matematicas Aplicadas y Actuaria al construir el concepto
transformacion lineal.

1.4 Objetivos especificos

e Verificar que el refinamiento de la descomposicion genética propuesta en el
trabajo de Roa y Okta¢ (2008) es una herramienta que describe
adecuadamente la manera en que estudiantes de matematicas y actuaria
construyen el concepto transformacion lineal.

e Realizar algunas sugerencias didacticas en relacion al aprendizaje del
concepto transformacion lineal en estudiantes de las Licenciaturas en
Matematicas Aplicadas y Actuaria de la Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas de la BUAP.
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Capitulo 2 Marco Teorico

En el presente capitulo analizamos las caracteristicas esenciales de la teoria
APOE, debido a que la hemos elegido como fundamento de nuestra investigacion.
También presentamos el trabajo desarrollado por Roa y Oktag (2008), ya que sera
nuestro punto de partida para el andlisis de las construcciones mentales de los
estudiantes de matematicas y actuaria.

2.1 Desarrollo histérico de la teoria

Podemos decir que la teoria APOE trata de como se aprenden los conceptos
matematicos, debido a que se centra en los modelos de lo que podria estar
pasando en la mente de una persona cuando intenta aprender un concepto
matematico. Sus ideas estan enraizadas en la obra de Jean Piaget, las cuales se
introdujeron por primera vez en la década de 1980 por Dubinsky, dicha teoria es
de enfoque constructivista. Antes de comenzar con el desarrollo de la teoria,
consideramos que es de vital importancia conocer su evolucién histérica, la cual
se describe en 3 periodos principales: “en primer lugar los pensamientos, en
segundo, el trabajo realizado por Research in Undergraduate Mathematics
Education Community (RUMEC) y los esfuerzos continuos por pequefios equipos
qgue funcionan de forma independiente” (Arnon et al., 2014, p.1, traduccién
nuestra).

e Primer Periodo: Se centra en los afios de 1983-1984 en los cuales surgen
los primeros pensamientos acerca de la teoria. El creador de dicha teoria
Dubinsky, alrededor de 1983, reflexiond acerca de la aplicacion de la
abstraccion reflexiva de Piaget en las matematicas de educacion superior.
Las primeras publicaciones de estas ideas aparecen en 1984 en las actas
de una conferencia en Helsinky, Finlandia, donde realiz6 una ponencia en
la que habl6 acerca de pensar en una funcibn como un proceso y como un
objeto. También consideraba el uso de una computadora como una
herramienta para apoyar a los estudiantes en la comprension de los
conceptos matematicos.

e Segundo Periodo: se centra en los afios de 1985-1995 durante los cuales
se llevan a cabo los primeros desarrollos de la teoria. En los afios 1985-
1988 Dubinsky, junto con algunos colaboradores, desarrollaron estrategias
pedagogicas mediante la programacion para aprender diversos conceptos
matematicos, dicho trabajo los llevé a publicar el primer libro basado
completamente en APOE y el uso de la programacion como una
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herramienta pedagdgica. La estrategia empleada en el texto fue
primeramente la descomposicion genética (modelo hipotético de
construcciones mentales que un estudiante probablemente necesite hacer
para aprender un concepto matematico), en la cual se describen las
acciones, procesos, objetos, esquemas (aunque este ultimo solo se abordé
de manera general) y los mecanismos mentales mediante las cuales los
estudiantes construyen estas estructuras. Durante 1989-1995 Dubinsky
trabajé con varios colaboradores para desarrollar el marco que se conocio
como APOE. Desde ese momento se realizaron muchas investigaciones
aplicadas en el aula, estas investigaciones condujeron al desarrollo del ciclo
de la ensefianza (ECA) por sus siglas en ingles. Finalmente, durante los
dos periodos 1983-1984 y 1985-1995, se introdujeron los principales
componentes de la teoria APOE.

Tercer Periodo: este periodo lo podemos dividir en dos etapas, la formacién
de RUMEC (1995-2003) y después de RUMEC (2003-Presente). Durante
los afios de 1988-1996 Dubisnky era el recipiente de becas de la Fundacion
Nacional de Ciencias (NSF), por sus siglas en inglés. La investigacion del
papel de la abstraccion reflexiva y varios informes sobre el célculo fueron
apoyadas por esta subvencién, lo que permiti6 recabar muchisima
informacion sobre entrevistas a los estudiantes que habian estado
estudiando conceptos matematicos basados en la teoria APOE. Debido a la
gran cantidad de informacién, los datos permanecieron sin ser analizados.
En 1995 Dubinsky recibié una subvencion de cinco afios a partir de la NFS,
el objetivo llevar talleres de verano para el desarrollo profesional de las
matematicas, dicho proyecto fue titulado Aprendizaje Cooperativo en la
Licenciatura de Educacion Matematica (CLEME) por sus siglas en inglés.
En ese afio Dubinsky comunic6 al grupo la existencia de los datos
recolectados, asi que se formd una organizacion, (RUMEC) con el objetivo
de ayudar a los matematicos a realizar investigacion en educacion. El
método inicial, llevar a cabo la investigacion cooperativa en equipos de tres,
cuatro, o cinco investigadores. Dicho trabajo fue financiado por cinco afos,
a partir de 1996 hasta 2001. Los manuscritos se revisaban internamente
por la organizacion de manera anual donde se realizaban observaciones.
Dos publicaciones son esenciales en este periodo (Asiala et al 1996) donde
realiza una descripcion completa de la teoria APOE, una descripcion del
Ciclo de la Ensefianza (ECA) por sus siglas en inglés y la metodologia
utilizada en la teoria. La segunda publicacion (Weller et al 2003) resume los
resultados de la investigacién basada en APOE y la ensefianza usando la
ECA hasta ese momento.

RUMEC (2003-Presente). En el afio 2001 los fondos se agotaron, por lo
gue no era posible realizar reuniones del grupo RUMEC, revisiones internas
se llevaron a cabo durante algun tiempo, finalmente en el 2003 RUMEC ya
no existia como organizacion. Algunos miembros formaron equipos de
investigacién de manera individual. Dos ejemplos de investigacion de esta
organizacion “Post- RUMEC” dio lugar a la posterior evolucion la teoria
APOE. Uno de ellos es el desarrollo de la estructura de esquema vy el
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segundo se trata de una serie de estudios que emplean la teoria APOE
para investigar el desarrollo de la comprension en los estudiantes del
concepto matematico de infinito. Estos estudios han conducido a la
introduccion de una nueva etapa potencial en la teoria APOE, la “totalidad”
que se encuentra entre la etapa proceso y objeto, sin embargo se necesita
realizar mas investigacion para determinar si la totalidad es una etapa
separada o es parte del objeto.

2.2 Abstraccion Reflexiva

Como podemos observar, la teoria APOE es muy joven con sus apenas treinta
afnos, dejando la invitacion para seguir realizando investigacion en este marco
tedrico. En estos momentos solo hemos revisado su evolucion historica, lo que
nos conduce plantear la siguiente pregunta ¢;Qué es la teoria APOE?, para
responder es necesario remontar desde sus inicios. La teoria nace cuando
Dubinsky reflexion6 sobre la aplicacion de la abstraccion reflexiva de Piaget en las
matematicas de educacion superior, pero, ¢Qué es la abstraccion reflexiva? La
respuesta de Piaget consta de dos partes, la primera es sobre la reflexion en un
sentido del pensamiento contemplativo y de la conciencia, al cual Piaget lo llama
contenido y las operaciones en dicho contenido, todo ello en un nivel cognitivo
inferior. Podriamos decir que la conciencia y el pensamiento se encuentran en un
estado estatico. En la segunda parte nos encontramos en un ambiente dinamico,
es decir, la reconstruccion y reorganizacion del contenido, asi como las
operaciones en esta etapa superior, convirtiendo al contenido en aquel que se le
pueden aplicar nuevas operaciones. Esto condujo a Dubinsky a considerar que la
abstraccion reflexiva es una herramienta sélida para describir el desarrollo mental
de los conceptos matematicos avanzados.

Piaget no creia que la ideas més abstractas y generales provenian de extraer
caracteristicas comunes de un conjunto de objetos (Los objetos pueden ser
mentales, no necesariamente fisicos), consideraba que el desarrollo del
conocimiento de un objeto, requiere que el sujeto actué sobre €l y viceversa, es
decir, que el objeto y sujeto no pueden estar separados.

Dichas ideas, sientan las bases de las distinciones mas sutiles, como lo son las
acciones materiales y operaciones interiorizadas, ambas constituyen las
diferencias entre las estructuras mentales de accién y proceso, asi como los
mecanismos mentales como la interiorizacion y la encapsulacion que conducen a
la formacion de las diferentes concepciones que constituyen la progresion A-P—
O-E.

Piaget considera que la “abstraccion reflexiva consiste en traducir una sucesion
de acciones materiales en un sistema de operaciones interiorizadas” (Arnon et al.,
2014, p.7, traduccion nuestra). Dubinsky interpreta a las “acciones materiales”
como las acciones que son llevadas a cabo por el sujeto, pero que son externas a
el. Dentro de la teoria APOE las “operaciones interiorizadas” de Piaget se
convirtieron en el mecanismo mental de interiorizacién en el cual una accion fisica
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externa se reconstruye en la mente del sujeto en un proceso, es decir, se realiza la
misma accion pero completamente en la mente del sujeto. Esta nocion de la
abstracciéon reflexiva influy6 en el desarrollo de la teoria APOE, de como un
proceso (accion interiorizada) se transforma en un objeto (operacion en la cual, en
etapas superiores se le pueden realizar nuevas operaciones) a través del
mecanismo mental de la encapsulacion.

Dubinsky interpreta esta situaciones como el desarrollo cognitivo que empieza
con acciones, que son interiorizadas en los procesos y luego se encapsulan en
objetos a lo que se le pueden aplicar nuevas acciones, todo ello forman un
esquema, pareciera que la propuesta progresiva en la teoria es de la forma A—-P—-
O—E. Sin embargo, aunque se presente en esta forma lineal el desarrollo no
siempre procede asi, mas bien, un individuo puede avanzar y retroceder dentro de
las etapas.

2.3 Estructuras mentales y mecanismos
mentales

Dubinsky considera cinco tipos de abstraccion reflexiva o mecanismos mentales
(Interiorizacion,  coordinacién, encapsulacion, desencapsulacion y la
generalizacion) que conducen a la construccion de las estructuras mentales
(acciones, procesos, objetos y esquemas). Todos ellos se presentan en el
siguiente diagrama:

Esquema

Interionzacion

acciones
procesos

coordinaciin

objetos

reversion

encapsulacion

des=encapsulacion

Figura 1. Teoria APOE (Arnon et al., 2014)

Nuevas investigaciones tienen en cuenta la posible etapa de la totalidad, sin
gue hasta la fecha exista investigaciéon solida al respecto. A continuacion
presentamos una descripcion de los mecanismos mentales:

e Interiorizacion: Se puede considerar como la transferencia de una
actividad especifica del mundo externo al mundo interno del individuo, en
otras palabras el individuo pasa de tener ayudas externas para tener un
control interno. El individuo posee la capacidad de imaginar la realizaciéon
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de los pasos sin realizarlos de manera explicita, puede saltar los pasos e
incluso revertirlos.

Coordinacion: Este mecanismo es descrito como la coordinaciéon general
de acciones, se refiere a todas las maneras de emplear una o mas acciones
para formar nuevas acciones u objetos. Dos 0 mas procesos pueden
coordinarse para formar nuevos procesos.

Encapsulacion: Consiste cuando un individuo aplica una accidon a un
proceso, de manera general consiste en la conversion de un proceso
(estructura dinamica) en un objeto (estructura estatica).

Desencapsulacion: Una vez que un individuo a encapsulado un proceso
en un objeto, este puede ser desencapsulado para regresar al proceso que
lo genero, en otras palabras reinvertir el mecanismo que lo genero. Asi el
individuo puede regresar al proceso siempre que lo desee.

Generalizacion: Se relaciona con la capacidad del individuo para aplicar un
determinado esquema en un contexto distinto, se caracteriza por determinar
los alcances de sus construcciones. En este mecanismo los esquemas no
cambian, pero los objetos pueden ser asimilados por un esquema para ser
contextualizados en otros contextos.

Dentro de la teoria APOE los términos concepcién y concepto, aunque estan
relacionados presentan diferentes ideas. McDonald (2000) citado en Arnon et al.,
(2014) mencionan lo siguiente:

“La distincion entre la concepcion y el concepto esta dada en que la primera es
intrapersonal (es decir, es la idea que el individuo tiene para comprender) y la
segunda es comunal (es decir, un concepto es el resultado de un acuerdo
hecho por mateméaticos)” (McDonald y et al., 2000, p.78).

Es por ello que cuando un estudiante construye un concepto particular se dira
gue ha logrado una concepcion de dicha construccién. Estamos entendiendo una
concepcion como la idea que un estudiante posee de un determinado concepto
gue puede ser cercana o no a la definicion.

Enseguida presentamos una descripcion especifica de las construcciones
mentales tomando como ejemplo el concepto de funcion:

Acciones: Diremos que un estudiante posee una concepcion accion si
realiza las transformaciones de un objeto dirigido externamente, la accion
es externa debido a que cada paso de dicha transformacion debe realizarse
explicitamente y guiado por instrucciones externas, estableciendo una
analogia se puede relacionar como cuando un individuo realiza una
actividad mediante un instructivo. Por ejemplo un estudiante con una
concepcion accién del concepto de funcién relaciona el concepto con la
accion de remplazar valores dados en una expresion para obtener otros
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valores por ejemplo la expresion F(x) = 3x + 1. Podemos concluir que un
individuo que esta limitado a una concepcion accion se basa en sefiales
externas.

e Procesos: Es la estructura mental en la que se realiza la misma operacion
gue la accion solo que totalmente en la mente del individuo, permitiendo
gue sea capaz de imaginar la realizacion de la trasformacion sin tener que
realizar cada paso de manera explicita. Puede realizar la transformacion sin
la necesidad de llevar acabo cada paso. Por ejemplo, una concepcion
proceso del concepto de funcion puede llevar acabo la composicion de
funciones sin estar limitado por su representacion, por ejemplo, puede
determinar la composicion de la funcion f o g donde:

.3 _( x*+10,x<0;
fO)=x"+10y g(x) = {1 4+ cosx,x > 0;

e Objetos: Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a
un proceso como un todo y puede identificar las transformaciones, ademas
de construirlas (acciones o procesos) diremos que el proceso ha sido
encapsulado en un objeto por tanto el individuo posee una concepcion
objeto del concepto. El mecanismo de desencapsulacion es tan importante
como el de encapsulacion, debido a que puede regresar al proceso que
genero dicho concepto. Por ejemplo la concepciéon objeto del concepto de
funcion se presenta cuando el estudiante puede tomar dos 0 mas funciones
y componerlas obteniendo asi una nueva funcién. Podemos decir que la
naturaleza del objeto depende del proceso por el cual fue encapsulado.

e Esquemas: Un esquema se construye como una coleccion coherente de
las estructuras de accion, proceso, objeto y otros esquemas y las
conexiones que se establecen entre ellas. Ademas, se caracterizan por su
dinamismo, es decir, su reconstruccion continua debido a la actividad
matemética del individuo en situaciones especificas.

Estas construcciones son la base de las estructuras matematicas de un
individuo, las cuales fundamentan la construccion de esquemas. Los esquemas no
son estructuras estéaticas, mas bien, son dinamicas debido a que evolucionan
constantemente cada vez que un nuevo objeto matematico es agregado a sus
estructuras previas, con esto podemos decir que un esquema no es una estructura
terminada, sino que esta en constate desarrollo.

Los esquemas pueden ser mas o menos coherentes, lo cual esta relacionado
con la capacidad del individuo para determinar si un esquema le permite
solucionar un determinado problema. Al respecto Trigueros (2005) comenta lo
siguiente: “Se define un esquema para una parte de la matematica como la
coleccion de acciones, procesos, objetos y otros esquemas de un individuo que
estan ligadas, consciente o inconscientemente, en un marco coherente en la
mente de un individuo” (Trigueros, 2005, p.15).

El trabajo de la teoria APOE sobre la evolucién de los esquemas se ha centrado
en la existencia de relaciones entre objetos o esquemas con diferentes conceptos
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matematicos. La evolucion de los esquemas han sido abordados por muy pocos
trabajos, dentro de los cuales, se encuentra una investigacion realizada sobre la
manera en como los estudiantes construyen la regla de la cadena para la
derivacion en calculo (Clark et al., 1997), otro sobre series y sucesiones
(McDonald et al., 2000); uno mas sobre sistemas de ecuaciones diferenciales
(Trigueros, 2000) y algunas otras investigaciones relacionadas principalmente con
el célculo diferencial. En un trabajo en conjunto de Piaget y Garcia (1996) titulado
“Psicogénesis e historia de la ciencia” proponen que los esquemas evolucionan y
se pueden distinguir tres fases o etapas, los niveles intra-, inter y trans- dichas
etapas se caracterizan por el grado de construccion de relacion entre los
elementos que constituyen el esquema.

Una mejor descripcion de estas etapas dentro de los esquemas es la siguiente:

[...] “En los trabajos publicados se asocia el nivel intra- con la construccion de
relaciones entre procesos, objetos y esquemas relacionados con un mismo
concepto, el nivel inter- con la existencia de relaciones entre diferentes
conceptos relacionados con una misma area de las matematicas y el nivel
trans- con el hecho de que el estudiante demuestra, a lo largo de su trabajo, de
utilizar una estructura coherente de relaciones entre los conceptos y de ser
capaz de determinar cuando es aplicable dicha estructura y cuando no”
(Trigueros, 2005, p.16).

En la actualidad se estan desarrollando investigaciones que buscan dar mejor
claridad sobre esta construccion y la manera de cdmo encontrar evidencias sobre
su evolucion. En nuestro trabajo buscamos una reflexion especificamente sobre el
concepto transformacién lineal mediante una descomposicién genética en
términos de acciones, procesos y objetos, sentimos la necesidad de reportar
evidencias que se identifiquen sobre la construccion de esquema.

2.4 Ciclo de Investigacion de la teoria
APOE

La investigacién basada en la teoria APOE implica tres componentes: el andlisis
tedrico, el disefio e implementacion de ensefianza y observacion, ademas de la
verificacion de datos.

Analisis tedrico

v N\

Observacion, analisis y Disefio e implementacion
&>

verificacion de datos de ensenanza.

Figura 2. Ciclo de investigacion (Arnon et al., 2014, p.94)
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Este ciclo de investigacion permite obtener una descripcion mas detallada y
cercana a los conceptos matematicos mediante su repeticion. A continuacion se
presenta un breve desglose de cada uno de los elementos del ciclo de
investigacion:

Andlisis tedrico: La investigacion se inicia con un analisis tedrico sobre el
concepto matematico, en el cual se toma en cuenta el analisis de libros de
texto y la experiencia de los investigadores para determinar un camino
viable en la construccién del concepto.

“‘Este analisis permite mediante la descripcion de las construcciones
mentales modelar la epistemologia y cognicion del concepto matematico
estudiado” (Roa y Oktag, 2008, p.35).

Esto da lugar a una descomposicién genética preliminar del concepto, que
determine un camino viable para que los estudiantes construyan un
concepto determinado, mediante una descripcion de las construcciones
mentales y mecanismos mentales que un estudiante puede realizar para la
construccion de su comprension de un concepto matematico. Cabe sefalar
gue una descomposicion genética de un concepto no es Unica, ya que en
ella dependen los caminos de construccion del concepto y de las
estructuras definidas en los estudiantes. Cada descomposicion genética
debe ser el resultado de la aplicacion completa de los tres componentes del
ciclo de la investigacion lo que permite documentarla con los datos
empiricos y refinarla.

Disefio e implementacion de la ensefianza: El analisis tedrico conduce al
disefio e implementacion de la ensefianza, cuyas actividades estan
destinadas a fomentar las construcciones mentales requeridas por el
analisis. Actividades y ejercicios estan encaminados para ayudar a los
estudiantes a construir acciones, interiorizarlos en procesos, encapsular
procesos en objetos y la coordinacion de dos o mas procesos para la
construccion de nuevos procesos. Asi también una gran variedad de
estrategias pedagogicas como el aprendizaje cooperativo y la resolucion de
problemas en grupos pequefios entre otras. Estos disefios que fueron
construidos con base en la descomposicidn genética, debe reflejar las
construcciones expuestas en ella y los mecanismos de construccion
mediante los cuales los estudiantes pueden realizar dichos conceptos.

Analisis y verificacién de datos: La ejecucidén de la ensefianza permite la
oportunidad de recolectar datos y analizarlos, los resultados obtenidos
mediante la aplicacion de los instrumentos deben ser analizados desde la
descomposicion genética preliminar detectando qué elementos no han sido
considerados y cudles de las construcciones dadas hipotéticamente no se
perciben, el proposito es responder a dos preguntas: ¢Los estudiantes
hacen las construcciones mentales requeridas por el andlisis teérico? ¢Qué
tan bien los estudiantes aprenden el contenido matematico?, si la respuesta
a la primera pregunta es negativa, la instruccion es reconsiderada y
revisada. Ahora bien si la respuesta a la primera pregunta es positiva y la
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segunda negativa, el analisis tedrico es reconsiderado y revisado. En
cualquiera de los casos el ciclo se repite hasta que las respuestas de
ambas sean afirmativas y el instructor/investigador esta convencido de que
los estudiantes han aprendido los conceptos matematicos suficientemente
bien. En otras palabras el ciclo continla hasta que la evidencia empirica y
el andlisis tedrico compartan las mismas construcciones mentales.

En conclusién podemos decir que una descomposicion genética refinada para
esta etapa de la investigacion puede ser mejorada mediante la repeticion de este
ciclo de investigacion.

Weller et al. (2003) clasifica los estudios de investigacion en cuatro tipos:

e Estudios comparativos: este estudio compara el rendimiento de los
estudiantes que recibieron instruccion usando la teoria APOE y el ciclo de
la ensefianza (ECA), con los estudiantes que completaron un curso de
mateméaticas de manera tradicional.

e Estudios no comparativos: miden el rendimiento de los estudiantes que
completaron un curso utilizando la teoria APOE vy el ciclo de la ensefianza.

e Estudios sobre el nivel de desarrollo cognitivo: son aquellos en los que los
estudiantes completaron un curso basado en la teoria APOE y el ciclo de la
ensefianza o un curso de modelo tradicional.

e Comparaciones de las actitudes de los estudiantes a largo plazo en cursos
basados en APOE y (ECA): el propésito es investigar el efecto de las
estrategias pedagolgicas basadas en la actitud de los estudiantes en
comparacion con los estudiantes que completaron el curso de matematicas
basado en la instruccion de manera tradicional. (p.98).

2.5 Descomposicion genética

Antes de abordar la descomposicibn genética propuesta para nuestra
investigacién, es necesario conocer lo que se entiende por descomposicion
genética.

Una descomposicion genética lo definen Arnon et al (2014) de la siguiente
manera: “Una descomposicién genética es un modelo hipotético que describe las
estructuras mentales y los mecanismos que un estudiante podria necesitar
construir para aprender un concepto matemético especifico.” (p.27). Por lo general
una descomposicion genética comienza como una hipotesis basada en la
experiencia de los investigadores. Una descomposicién hasta que no se prueba
experimentalmente, es una hipétesis y se conoce como preliminar. Es posible que
un concepto pueda constar de varias acciones diferentes, procesos y objetos,
la descomposicién genética puede incluir una descripcion de cémo estas
estructuras estan relacionadas y organizadas dentro de una estructura mental mas
grande llamado esquema. Ademas, describe cdmo un concepto podria construirse
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mentalmente, de igual manera podria incluir una descripcion de las estructuras
pre-requisito que un individuo necesita haber construido previamente, los cuales
podrian explicar diferencias en el desarrollo de los estudiantes en el rendimiento
matematico.

Una descomposicién genética preliminar puede guiar el desarrollo de la
instruccion del concepto. Como lo vimos en el ciclo de la investigacion la
instruccidén permite la recopilacion de datos y su respectivo analisis, lo que puede
conducir a una revision de dicha descomposicién o la instruccion, en dicha etapa
ya no se considera preliminar, ya que cada refinamiento conduce a una nueva
revision de la instruccion ofreciendo un nuevo andlisis de los datos.

Es importante que una descomposicién genética prediga las construcciones
mentales a partir del andlisis de los datos recogidos por los disefios
experimentales. Cabe mencionar que una descompaosicion genética no explica qué
pasa en la mente de una persona, mas bien describe las estructuras que el
estudiante necesita para construir el aprendizaje de un concepto.

Algunas descomposiciones genéticas se han disefiado considerando las
descripciones matematicas de un concepto, junto con las experiencias de los
investigadores (como estudiantes o profesores). Otras han sido disefiadas a partir
de los datos de la educacion matematica, no necesariamente utilizando la teoria
APOE, sino mas bien, considerando las dificultades de los estudiantes en el
aprendizaje de un concepto particular. Otras méas, basadas en los datos obtenidos
por medio de las observaciones de los estudiantes que estan aprendiendo un
concepto matematico. El disefio de una descomposicion genética también se
puede basar en el desarrollo historico del concepto o mediante el analisis de
materiales de texto.

Una descomposicion genética actta como una gran lente que los
investigadores utilizan para explicar como los estudiantes desarrollan o no, su
comprension de los conceptos matematicos, asi también una descomposicion
genética guia el analisis. Por otro lado, sefiala las deficiencias en la comprensiéon
de los investigadores de como se desarrolla el concepto en la mente del individuo.
Podemos decir que es una herramienta mediante la cual los investigadores tratan
de dar sentido de como los estudiantes construyen el aprendizaje de un
determinado concepto y explicar las razones de las dificultades de los estudiantes,
también funciona como una herramienta de diagndéstico y de prediccién. Una
descomposicion genética necesita ser probada experimentalmente, con el
proposito de responder la siguiente pregunta: ¢Los estudiantes hacen las
construcciones mentales requeridas por el modelo tedrico?, si se observan las
construcciones descritas, se apoya el modelo. Si los resultados obtenidos difieren
de lo que se describe en la descomposicion genética, entonces se refina. Por otro
lado, si las diferencias son demasiado grandes el modelo se desecha a favor de
una nueva descomposicidn genética.

Una descomposicion genética no es Unica, es decir, no proporciona una unica
forma en la que todos los estudiantes construyan un concepto matematico
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especifico, su valor reside en que describe aquellas construcciones que se
encuentran en los estudiantes y que son requeridas por la mayoria en el
aprendizaje de un concepto. Una descomposicién genética pude ser disefiada por
diferentes investigadores, para describir el aprendizaje de un concepto particular.
Si estas descomposiciones genéticas son apoyadas por los estudios empiricos en
las construcciones realizadas por los estudiantes, todas ellas podrian considerarse
como razonables.

Ademés de ser un modelo teorico para la investigacion, la descomposicion
genética puede guiar la instruccion de un concepto, aparte de que describe las
construcciones que un estudiante puede necesitar cuando aprende un concepto
matematico. En un disefio de ensefianza basado en la teoria APOE se proponen
actividades para que los estudiantes trabajen colaborativamente y cada actividad
estd disefiada para fomentar la interiorizacion de acciones en procesos, para
ayudar a la coordinacion y la reversion de procesos, asi como apoyar la
encapsulaciéon de procesos en objetos. También se busca la construccion de
relaciones entre las diferentes acciones, procesos, objetos y esquemas
previamente construidos.

2.6 Investigacion realizada por Roay
Oktac (2008)

En dicha investigacion abordan el concepto de transformacion lineal desde su
definicion matematica formal, es decir, como una funcién definida entre dos
espacios vectoriales que preserva combinaciones lineales. Su objetivo principal es
dar cuenta de las construcciones mentales que los estudiantes realizan mediante
mecanismos mentales sobre el concepto transformaciéon lineal, con este fin
propusieron una descomposicion genética. Ademas propusieron dar respuesta a
las siguientes preguntas: “;Qué elementos previos debe poseer un estudiante
para poder abordar de manera exitosa el concepto transformacion lineal? ¢Qué
construcciones y mecanismos mentales estan asociados con dicho concepto?”.
Para ello plantearon el siguiente objetivo general: “Identificar y analizar las
construcciones mentales que realizan los estudiantes y los mecanismos cognitivos
asociados al construir el concepto transformacioén lineal, mediante el desarrollo del
ciclo de investigacion planteado por la teoria APOE” (Roa y Oktag, 2008, p.14).

La metodologia de esta investigacion fue la descrita por el ciclo de investigacion
de la teoria APOE. La investigacion se centr6 en la construccion formal del
concepto. Para poder construir dicho concepto consideran que los estudiantes
debieron haber construido previamente algunos elementos como: el esquema de
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funcién y un esquema de espacio vectorial. Bajo el analisis tedrico se propusieron
dos caminos para la descomposicion genética:

e EIl primer camino supone gue el estudiante primero construye el concepto
de transformacion. Ya que se inicia describiendo la construccién de dos
procesos establecidos por las propiedades de linealidad, podria
considerarse que el estudiante debe poseer una concepcion objeto del
concepto transformacién, debido a que las propiedades 1 y 2 son
transformaciones sobre T donde es posible determinar si dicho objeto
cumple o no con una de las dos propiedades.

e El segundo camino, el objeto espacio vectorial es asimilado por el esquema
de funcion, debido a que el estudiante generaliza su esquema de funcion y
comienza analizar funciones definidas entre espacios vectoriales.

Dichas descomposiciones se analizardn con mayor profundidad en el siguiente
capitulo. Las investigadoras consideran que el segundo camino es mas cercano a
las construcciones que realizan los estudiantes debido a la forma que se presenta
el contenido en el aula. En este camino consideran la construccion de dos
propiedades:

1. Propiedad 1. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo Ky T: U —
V una funcion tal que V u; u, € U se tiene que T(u; + uy) = T(uy) + T(uyp).

2. Propiedad 2. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo Ky T: U —
V una funcion tal que V u € U y para todo ¢ € K se tiene que T(cu) = cT (u).

Los autores sefalan que si el estudiante verifica las propiedades 1 y 2 para
casos concretos, es decir, tomando vectores y escalares particulares diremos que
posee una concepcion accién, también sefialan que es posible que los estudiantes
parecieran manipular la forma general de un vector para las propiedades antes
mencionadas, como un representante de los elementos del espacio vectorial, no
obstante, no puedan generalizar el cumplimiento para todos los elementos del
dominio (estado intermedio entre accion y proceso), es decir, no aparece de
manera explicita el cuantificador universal V. Si el estudiante comienza a pensar
en vectores generales del dominio diremos que las acciones se han interiorizado y
gue el estudiante posee una concepcion proceso. En este punto surge una nueva
etapa que es cuando son capaces de coordinar las propiedades 1 y 2
compactandose en una sola: T(au, + pu,) = aT(uy) + BT (u,) para todo par de
vectores en U y Va,f € K, lo que equivale a determinar la linealidad. En esta
situacion se considera que el estudiante posee una concepcion proceso del
concepto. Finalmente, cuando el estudiante logre pensar en la transformacion
lineal como un todo pudiendo realizar conscientemente transformaciones sobre él
se dir4 que posee la concepcién objeto. En seguida mostramos el diagrama de la
descomposicion genética propuesta:
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Accion Accion

Fijados a y b vectores particulares en U FijadoaenUyaenkK
T(a+b)=T(a) +T(b) T(aa) = aT(a)
T(uq +uy) = T(uy) + T(uy) T(cw) =cT(u)
Estado intermedio Estado intermedio
)
Interiorizacion

Proceso Proceso
V u,,u, € U Se tiene que Vu€eUyVcEK setiene que
T(uy +uy) = T(uy) + T(uy) T(cu) =cT(w)

Coordinacion (A)

!

VYu,u, EUyVb,ceK

T(bu, + cuy) = bT(uy) + cT(uy)

Proceso
Transformacion Lineal
Encapsulacion

Objeto Transformacion Lineal
Aplicacién de acciones y procesos.
Figura 3. Descomposicion genética (Roa y Oktacg, 2008, p.46).

Con base en la descomposicion genética diseflaron un cuestionario de
diagnéstico, con la finalidad de determinar a los estudiantes que participarian en la
entrevista. El diagndstico se aplicé a un total de diecisiete estudiantes, ocho de la
Licenciatura en Matematicas, ocho de Estadistica y uno de Ingenieria Mecanica,
cada uno de ellos conté con noventa minutos para realizar la prueba de siete
preguntas, cada una tenia el objetivo de evidenciar en qué etapa se encontraba la
construccion del concepto transformacion lineal dentro de la teoria APOE.
Aquellos estudiantes que evidenciaban haber comenzado a construir mejor el
concepto y contaban con mejores argumentos para continuar su desarrollo se les
aplicé una entrevista con el objetivo de determinar la validez de las hipotesis que
se plantearon mediante los resultados del diagndstico. La entrevista se aplico a
siete de los diecisiete estudiantes. Esperaban encontrar informacion mas clara
sobre la concepcion proceso del concepto, ademas de identificar ciertas conductas
gue les permitieran caracterizar con mayor claridad el concepto transformacion
lineal.

Los resultados ponen en evidencia que los estudiantes construyen el concepto
mediante el segundo camino propuesto por la descomposicion genética.
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A continuacion presentamos las evidencias de las construcciones mentales que
se hicieron presentes.

Concepciéon accion de las propiedades, se pudo encontrar que algunos
estudiantes argumentan la existencia de una trasformacion lineal mediante el
cumplimiento de las propiedades para vectores y escalares particulares, algunos
mas tuvieron dificultades en evaluar la funcion para valores concretos. Los autores
hacen hincapié que si un estudiante no posee las estructuras adecuadas de vector
y funcion, no podra avanzar en la comprension del concepto transformacion lineal.

Estado intermedio entre la concepcidn accion y proceso, esta atapa se hizo
presente en algunos estudiantes debido que no emplearon el uso del cuantificador
Vv en la solucién de algunos problemas, asi mismo, cuando se les pido definir lo
gue es una transformacion lineal dieron evidencia en pensar en casos particulares
de espacios vectoriales, sin definir lo que lo hace lineal. Los estudiantes dan
muestras de comenzar a pensar en forma general sin que a un lo hayan logrado.

Concepcién proceso de trasformacion lineal, en esta etapa los estudiantes
evidenciaron que definen el concepto transformacion lineal en términos del
cumplimiento de las dos propiedades antes mencionadas, pudieron presentar un
contra ejemplo en aquellas transformaciones que no son lineales, ademas
lograron demostrar mediante la preservacién de combinaciones lineales, tienen la
capacidad de elegir el tipo de argumento para validar sus respuestas y algo que
también se observé fue que no usaron los cuantificadores de manera explicita,
pero bajo el contexto de sus respuestas evidenciaron tenerlos implicitamente.

Concepcion objeto del concepto trasformacion lineal, los estudiantes que
evidenciaron poseer este nivel se caracterizaron por generar objetos de la misma
especie como resultado de la aplicacion de acciones (suma de transformaciones
lineales) a objetos dados, asi mismo son capaces de establecer conexiones con
otros conceptos gracias a las estructuras que poseen.

Ahora se presentan los datos obtenidos mediante la entrevista:

e Concepcidon accién del producto por un escalar: En las entrevistas los
investigadores identificaron la preservacion del producto por un escalar de
una manera independiente y relacionada con el concepto de transformacion
lineal, uno de los estudiantes pone en evidencia esta situacién y hace notar
gue la suma vectorial pasa hacer invisible dentro de sus argumentos, para
él la expresion S(ap + bq) = aS(p) + bS(q) la considera como dos veces la
expresion S(ap) = aS(p), como la propiedad del producto por un escalar sin
tener en cuenta la suma vectorial. En la entrevista comenta “Es tener lo
mismo dos veces”. Otra situacion que se hizo presente es que un
estudiante dentro de su concepcion del cuantificador le hace pensar en
demostrar para un caso particular es equivalente en demostrar para
cualquier elemento del espacio y cualquier elemento del campo. Las
investigadoras afirman que el estancamiento en esta concepcién se
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presentan por la falta de estructuras previas que son consideradas
fundamentales en la construccion del concepto.

e Concepcion proceso de transformacion lineal: Se pudo observar que uno de
los estudiantes durante la entrevista puso en evidencia esta etapa, ya que
no necesitd desarrollar paso a paso sobre los elementos del proceso, sino
mas bien pudo pensar sobre ellos. Sélo cinco estudiantes dieron evidencias
de tener una concepcion proceso ya que definen el concepto de
transformacion lineal en términos del cumplimiento de las dos propiedades,
no obstante al demostrar que una funcion es una transformacién lineal lo
realizan por medio de la conservacion de combinaciones lineales, también
se observdé que no emplean los cuantificadores explicitamente pero es
evidente que los consideran implicitamente, solamente evidenciaron el uso
de cuantificadores cuando se les pidi6 que definieran el concepto
transformacion lineal. Por otro lado los estudiantes con esta construccion
muestran una concepcién muy clara de los vectores como objeto.

e Concepcidén objeto de transformacion lineal: Este tipo de construcciones fue
evidente en cinco estudiantes en diferentes grados de complejidad, ellos
dieron evidencia de haber encapsulado el proceso de combinacién lineal, lo
cual les permite desencapsular el objeto y relacionarlos con otros conceptos
a medida que la situacion asi lo requeria.

Es evidente que las estructuras de funcion como esquema y espacio vectorial
como objeto son indispensables en la construccion del concepto transformacion
lineal.

En su descomposicién genética habian considerado un estado intermedio entre
la concepcion accion y proceso determinado por el uso de los cuantificadores, es
decir, los estudiantes consideran solamente a vectores particulares en el
cumplimiento de las propiedades sin considerarlos de manera general para todo
elemento del espacio vectorial, no obstante, los resultados de la investigacion
ponen en evidencia que aungue no usen especificamente los cuantificadores sus
respuestas evidencian que consideran el cumplimiento de las propiedades para
todos los elementos del espacio vectorial, ésta situacion guio a un refinamiento de
su segunda descomposicion genética, dicho refinamiento sera detallado en el
siguiente capitulo.

Con base en los resultados, las investigadoras consideran que la coordinacion
entre los procesos de preservacion de la suma de vectores y la conservacion del
producto por un escalar es un camino viable para la construccion del concepto
transformacion lineal. Consideran que si los estudiantes perciben de manera
aislada estas dos condiciones sera imposible que evolucionen.

También hallaron que los estudiantes que poseen una concepcion proceso de
una transformacion lineal pueden determinar, previamente a la realizacion de
acciones sobre una funcién dada, si es una transformacion lineal o no, ademas,
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son capaces de elegir la manera de validar sus argumentos, ya sea mediante la
demostracion de preservacion de operaciones (suma vectorial y producto por un
escalar) o la preservacibn de combinaciones lineales, en caso contrario
proporcionar un contra ejemplo. Concluyeron que el hecho de que un estudiante
posea la capacidad para describir ciertas transformaciones lineales y generar
otras, a partir de un determinado procedimiento, no es suficiente para asegurar
gue posea una concepcion objeto de este concepto. Para las investigadoras, un
estudiante que muestra evidencias de poseer esta concepcion objeto tiene la
capacidad de regresar sobre el proceso que lo generd, en este caso Ssu
concepcion proceso debe estar fundamentada sobre la preservacion de
combinaciones lineales. El andlisis de los resultados muestra evidencias de la
necesidad de construir este concepto de manera paralela a otros, principalmente
sobre el concepto de base.

Finalmente, terminan proponiendo un modelo de ensefianza el cual consiste en
analizar funciones entre espacios vectoriales que cumplan con una u otra
propiedad, asi como las implicaciones del cumplimiento de una propiedad sobre la
otra.
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Capitulo 3 Desarrollo de la
Investigacion y Resultados

En el presente capitulo se describe el disefio del instrumento de medicion
fundamentado en la descomposicion genética en la cual basamos nuestra
investigacion. Se presenta un analisis de los libros de texto recomendados en el
programa de algebra lineal de nuestra poblacion de estudio, al igual que un
andlisis para cada pregunta de dicho instrumento donde se sefialan las posibles
soluciones que los estudiantes pueden dar y los mecanismos y estructuras
mentales que se describen en la descomposicidn genética.

Presentamos la descomposicion genética en la cual basamos nuestra
investigaciéon. Asi como el andlisis de los datos obtenidos, mostrando las
construcciones y mecanismos mentales que se presentaron en los estudiantes
sobre la construccion del concepto transformacion lineal.

3.1 Diagndstico

Con los elementos que hemos abordado hasta el momento estamos en
condiciones de presentar nuestro estudio. La metodologia que empleamos en esta
investigacién se rige por el ciclo de investigacion de la teoria APOE, pero sin
iImplementar los resultados en la ensefanza.

Nuestra investigacion la hemos centrado en la construccion formal del concepto
transformacion lineal, sin tener en cuenta su representacion geomeétrica ni su
representaciéon matricial.

El objetivo principal de la aplicacion del instrumento de diagnéstico es buscar
evidencias de las construcciones y mecanismos mentales del concepto
transformacion lineal presentes en los estudiantes que han recibido instruccion
mediante un curso tradicional de algebra lineal, asi también, verificar qué tan
acertada es la descomposicion genética en la cual basamos nuestra investigacion.

El cuestionario de diagndstico fue tomado de Roa y Oktag (2008) al cual se le
realizaron algunas modificaciones para fines de nuestro trabajo. En el disefio del
cuestionario se tuvieron en cuenta los siguientes elementos: descomposicion
genética preliminar, que los problemas planteados en el cuestionario ofrecieran
evidencias de las construcciones mentales mencionadas en la descomposicion
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genética preliminar, y el analisis de los libros de texto utilizados por los
estudiantes.

Los libros de texto de apoyo recomendados por el programa de algebra lineal
de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP, para el tema
transformaciones lineales, presentan las siguientes definiciones:

1. Sean Vy V' los espacios vectoriales sobre el campo K. Una aplicacion
lineal F:V - V' es una asignacion que satisface las siguientes dos
propiedades:

LM1. Para todo elemento u,v en V tenemos F(u + v) = F(u) + F(v).
LM2. Paratodo c en Ky v en V tenemos F(cv) = cF(v).

Si queremos especificar el campo K, también se dice que F es K-lineal.
Puesto que por lo general tratamos con un cuerpo K fijo, omitimos el
prefijo K, y decimos simplemente que F es lineal. (Serge Lang, 1975,
p.51).

2. Sean V y W espacios vectoriales reales. Una transformacion lineal T
de V en W es una funcién que asigna a cada vector v € V un vector
anico Tv € W y que satisface, para cada uy v en V' y cada escalar «a,

QD Tu+v)=Tu+Tvy
@) T(av) = aTv

(Grossman Stanley, 1996, p.460).

3. Sean V' y W espacios vectoriales reales (sobre F). Una funcion T:V - W
se llama transformacion lineal de V en W si paratodax,y eVyc€eF
tenemos que:

@Tx+y) =Tk +TO).
(b) T(cx) = ¢ T(x).

A menudo denominaremos a T simplemente lineal.
(Stephen Friedberg, 2003, p.63).

Presentamos las definiciones de los textos anteriores debido a que
corresponden a los libros recomendados en el programa de las Licenciaturas en
Matematicas Aplicadas y Actuaria, cuyos estudiantes participaron en nuestra
investigacion.

Como podemos observar, la definicibn presentada por Serge Lang, (1975)
define la naturaleza de Vy V' como espacios vectoriales, lo que llama la atencion
es el empleo del término aplicacion, el cual puede generar algun conflicto con el
estudiante, ya que los autores restantes no la emplean en sus definiciones, por lo
gue es necesario que el catedratico establezca la relacion entre aplicacion vy
funcién como sinénimo. La definicién establece el papel que tiene el campo K
sobre la aplicacion, mas aun, determina que una aplicacion es lineal si cumple las
propiedades de preservacion de la suma vectorial bajo la aplicacion lineal, asi
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como la preservaciéon del producto de un vector por un escalar bajo la aplicacion
lineal definidos en los espacios vectoriales Vy V'. También podemos observar que
si deseamos especificar el campo K, se dice que F es K-lineal.

Por otro lado, la definicion de Grossman Stanley (1996) presentaa V 'y W como
espacios vectoriales reales, sin generalizarlos como espacios vectoriales. Desde
nuestra perspectiva consideramos que la definicion conduce al alumno a construir
las transformaciones lineales sobre espacios vectoriales particulares.
Consideramos que la definicibn de Serge Lang se presenta de una manera mas
general, debido a que hace énfasis sobre el cumplimiento de las dos condiciones
para que una funcion sea lineal entre espacios vectoriales. Aunque no se
mencionan los cuantificadores de manera explicita en la definicion de Grossman,
bajo su contexto se entiende que las dos propiedades se deben cumplir para todos
los elementos del dominio y codominio, de la misma manera para todo escalar a.
Este Ultimo escalar, por su naturaleza, se entiende que se encuentra en el campo
K, sin que se especifique si se trata de los R o de algun otro campo.

Finalmente, se considera la definicidn presentada por Stephen Friedberg (2003)
debido a que en el programa de estudios aparece como texto complementario. Al
igual que en la definicion presentada por Grossman toma a V' y W como espacios
vectoriales reales sobre un campo (F) sin que se especifique su naturaleza. Afirma
gue una funcion T es una transformacion lineal de V en W si preserva la suma
vectorial y el producto de un escalar por un vector sobre los espacios vectoriales
de naturaleza real. Nuevamente, como en la definicién presentada anteriormente,
no aparece el uso explicito de cuantificadores, se entiende que se debe cumplir
para todos los elementos del dominio y codominio al igual que para todo escalar.

Como podemos observar, ninguna de las definiciones presenta a la transformacion
lineal como la preservacion de combinaciones lineales. Sin lugar a dudas se debe
buscar que los estudiantes establezcan esta relacion con las definiciones
anteriores.

3.1.1 Construcciones previas necesarias

Con base en el analisis de los distintos trabajos que abordan el concepto
transformacion lineal, es evidente que los estudiantes no logran asimilar dicho
concepto, ya sea por poco interés o por la complejidad que representa para ellos
su cardcter abstracto. Por o que en muchos casos terminan actuando de manera
repetitiva haciendo uso de expresiones y resultados que no son nada claros para
ellos. Para Roa y Oktag (2008) “este fendmeno se presenta debido a la
desconexion entre los elementos basicos del algebra lineal” (p.39). Otro factor que
consideran se debe a que los estudiantes no poseen las estructuras previas
necesarias para la construccion del concepto, lo que no les permite que avancen
en el desarrollo de sus estructuras mentales.
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Al igual que las investigadoras consideramos que un esquema maduro del
concepto funcion fundamenta el desarrollo del pensamiento matematico avanzado,
lo cual encamina a los estudiantes a tener mayor éxito en la construccion del
concepto transformacion lineal, ya que sin él seria imposible avanzar. Para la
investigacion se consideran funciones f:U — V, cuyo dominio y codominio son
espacios vectoriales sobre un campo K, donde la funcién asigna a cada vector u €
U un vector v €V, por lo que se espera que el objeto espacio vectorial sea
asimilado por el esquema de funcion. Bajo este esquema, el estudiante puede
recurrir a las funciones como objeto, desencapsulando el proceso por el cual dicho
objeto fue construido y aplicarlo a una determinada situacion. Por otro lado,
consideramos que una concepcion previa de espacio vectorial como esquema
permite las construcciones de vector y combinacion lineal como objetos.
Finalmente consideramos que es suficiente que el estudiante posea una
concepcidn proceso del concepto de operacion binaria, debido a que es esencial
en la construccion del esquema de espacio vectorial. En otras palabras para iniciar
la construccion del concepto transformacion lineal es necesario que el estudiante
posea de manera previa un esquema de funcién y de espacio vectorial.

3.2 Descomposicidon genética preliminar
del concepto de trasformacion lineal

La descomposicion genética preliminar que consideramos para nuestra
investigacién ha sido tomada del trabajo realizado por Roa y Okta¢ (2008), en el
cual se proponen dos descomposiciones genéticas.

El primer camino propuesto por las investigadoras sobre la construccion del
concepto trasformacion lineal, parte de suponer que primeramente el estudiante
construye el concepto de transformacion (Sean U y V espacios vectoriales sobre
un campo K la funcién T:U — V se denomina transformacion). Debido a que se
inicia describiendo la construccion de dos procesos establecidos por la propiedad
de linealidad, se considera que el estudiante posea una concepcién objeto del
concepto transformacion, las propiedades 1 y 2 son transformaciones sobre T ,
donde es posible determinar si dicho objeto cumple con una de las dos
propiedades o no.

El segundo camino presenta el objeto de espacio vectorial asimilado por el
esquema de funcién. El estudiante generaliza su esquema de funcién e inicia
analizando funciones definidas entre espacios vectoriales. Las investigadoras
consideran que este camino es el mas cercano a las construcciones que hace el
estudiante por la forma que se presentan los contenidos en el aula y como
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aparece en los libros de texto. Durante el andlisis de los datos empiricos obtenidos
en su investigacion muestran evidencia de este hecho lo que las conduce a
realizar un refinamiento de su descomposicion genética propuesta inicialmente.

Para nuestra investigacion presentamos las dos descomposiciones genéticas,
pero sin duda es en la recoleccion de datos empiricos y su analisis donde
encontraremos evidencia o no, de la presencia de la primera descomposicion
genética. Una caracteristica fundamental y comudn entre los dos caminos que
presentamos es que consideran la construccion de las propiedades de linealidad
de manera independiente. A continuacién presentamos los dos caminos antes
mencionados.

Camino 1: Objeto transformacién como objeto preliminar

Esta descomposicién genética comienza con la construccion general de
transformacion entre dos espacios vectoriales. Este concepto debié haber sido
construido como un objeto. El objeto transformacién se desencapsula en el
proceso que lo generd y mediante la coordinacion del proceso de transformacion y
el de operacion binaria (suma vectorial) a través del cuantificador universal Vv
generen un nuevo proceso para determinar si la transformacion satisface la
propiedad de adicion para todo par de vectores en el dominio. Esta coordinacion
se presenta especificamente cuando el estudiante considera que la trasformacion
T puede ser aplicada a todos los elementos del dominio y que al sumar dos
vectores arbitrarios u;, u, € U el vector resultante u; + u, € U, esto debido a que U
es un espacio vectorial, por lo tanto es posible determinar su imagen bajo T.
Diremos que el estudiante posee una concepcion proceso de dicha propiedad, si
considera el cumplimiento para todo par de vectores en U.

De la misma manera, mediante la coordinaciébn entre los procesos de
transformacion, multiplicacién por un escalar y mediante el cuantificador universal
YV generen un nuevo proceso, con el objetivo de determinar si la transformacion
satisface la propiedad del producto de un escalar por un vector, para cada vector
del dominio y cada escalar de un campo arbitrario. Esta coordinacién mediante el
cuantificador se presenta especificamente cuando el estudiante compara los
vectores T'(cu) y cT(u) pensando de manera general en el cumplimiento de dicha
propiedad para todo elementou € Uy c € K.

Como podemos observar la construccién del proceso de ambas parte de la
coordinacion de dos procesos, mMas no como interiorizacion de acciones.
Enseguida presentamos el diagrama que representa esta descomposicion
genética:
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Transformacion

Objeto

Desencapsulacion

+:UxU-U T, una funcion definida T, una funcién definida T KxU->U
entre espacios entre espacios
(uz,uz) > u vectoriales sobre un vectoriales sobre un (cuz) > u
campo K. campo K.
Proceso Proceso Proceso Proceso
Coordinacion (V) Coordinacién (V)
Vu,, u, € U se tiene que vu € Uy Vc € K se tiene que
T(uy +uy) = T(uy) + T(uy) T(c-u)=c-T()
Proceso Proceso

Figura 4. Objeto transformacién como elemento preliminar (Roa y Oktac, 2008, p.44)

Camino 2: Asimilacién del espacio vectorial por el esquema de funcién

La segunda descomposicién genética, es un refinamiento de la investigacion
realizada por Roa y Okta¢ (2008). Nuestro objetivo es tomar como referencia esta
descomposicion genética y mediante el analisis de los datos obtenidos de nuestro
diagnéstico comprobar que realiza una mejor descripcion de las estructuras y
mecanismos mentales presentes en los estudiantes. De lo contrario proponer un
segundo refinamiento.

Esta descomposicion genética considera la construccion de las dos
propiedades mediante acciones especificas, ambas propiedades se construyen
como resultado de la interiorizacion de una accion. Enseguida se presenta un
andlisis de cada una de estas construcciones.

Propiedad 1. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo Ky T:U -V
una funcion tal que V u; u, € U se tiene que T(u; + uy) = T(uy) + T (uy).
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Esta propiedad involucra la operacién suma entre elementos del espacio
vectorial, los cuales generan nuevos elementos del espacio. Mediante la
asimilacion de espacio vectorial por el esquema de funcién, el estudiante podra
determinar que la suma de dos elementos arbitrarios de U es un nuevo elemento
de U, por lo que es posible determinar su imagen en V. De manera anéloga podra
determinar que la suma de dos vectores cualesquiera de ¥V es un nuevo vector en
V. Asi, el estudiante establecera en este momento que el dominio y el codominio
de la funcibn T son espacios vectoriales, por lo tanto son cerrados bajo la
operacion binaria (+) definida en cada espacio vectorial U, V.

Si un estudiante toma dos vectores particulares del dominio (U) y los suma
mediante la operacion definida en U y determina su imagen bajo T como un
elemento de V, por otro lado transforma dichos vectores bajo T y los suma
mediante la adicion definida en V obteniendo un nuevo elemento en V, para que
finalmente compare los vectores resultantes, diremos que el estudiante posee una
concepcion accion de la propiedad 1. Como lo mencionamos al inicio, el
estudiante sélo verifica el cumplimiento de la propiedad para vectores particulares
de U y no puede considerar el cumplimiento de la propiedad para todos los
vectores de U de manera general bajo la transformacion T.

Si el estudiante comienza a pensar en la forma general de los elementos del
espacio vectorial U, ya no considera vectores particulares, sino vectores en
general, diremos que dichas acciones se han interiorizado y por tanto el estudiante
posee una concepcion proceso de la propiedad 1. Puede pensar en el
cumplimiento o no de la propiedad para todos los vectores del espacio vectorial y
de la forma como T actla sobre ella de manera mental.

Propiedad 2. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo Ky T:U -V
una funcién tal que v u € U y para todo ¢ € K se tiene que T(cu) = cT ().

La propiedad involucra la operacion (-) el producto de un escalar por un vector
del espacio vectorial, con el escalar en el campo K. Mediante la concepcion de
espacio vectorial, el estudiante podra determinar que el producto de cualquier
elemento del espacio vectorial U y del campo K son nuevos elementos de U, por
tanto considerar la cerradura de la operacion () para U, de manera analoga para
la operacion (+) definida en el espacio vectorial V.

Por medio de la asimilacion de espacio vectorial por el esquema de funcion el
estudiante podra considerar el cumplimiento de esta propiedad. Si el estudiante
verifica la propiedad para casos particulares, es decir, toma un vector especifico y
un escalar especifico de K y verifica dicha propiedad diremos que posee una
concepcién accién de la propiedad 2. En este caso solamente considera el
cumplimiento de la propiedad para elementos particulares de U y K. Cuando el
estudiante puede pensar en el vector u € U de manera general y determine T (cu)
y cT(u) como elemento del espacio vectorial V' y pueda compararlos (bajo una
concepcion objeto de vector) y establece el cumplimiento o no de la propiedad
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para todo elemento de U y para todo elemento del campo K, diremos que el
estudiante posee una concepcion proceso de la propiedad 2. En otras palabra le
permite pensar en el cumplimiento de la propiedad para todo elemento del dominio
deT.

Una vez que el estudiante logra una concepciébn proceso de ambas
propiedades, estas deben coordinarse mediante el conectivo logico (A), ya que el
cumplimiento simultaneo de los dos procesos determinaran la funcibn como una
transformacion lineal. Con las propiedades 1 y 2 el estudiante ha considerado
dentro de su universo transformaciones que cumplen la propiedad una o dos, sin
embargo ahora debe identificar aquellas que cumplen con ambas propiedades. La
coordinacion de ambas propiedades se logra cuando el estudiante puede
considerar su cumplimiento simultaneamente. Ambas propiedades se pueden unir
en una sola T(au; + Bu,) = aT(u,) + BT (u,) para todo par de vectores en U y
Va,B € K, que es equivalente a determinar la linealidad de la funcién. En este
momento consideramos que el estudiante posee una concepcién proceso del
concepto transformacion lineal como resultado de la coordinacion de ambas
propiedades. Si un estudiante no ha logrado construir el objeto funcion no lograra
construir el concepto transformacién lineal como un proceso. Esta concepcion
pone en juego un concepto fundamental, el concepto de combinacion lineal. Una
vez que el estudiante logra ver la transformacién T como una funcién que preserva
combinaciones lineales, es decir, que preserva la adicion y el producto escalar
definido en su dominio y codominio se considera que estd preparado para
encapsular este proceso en un objeto.

Se dird que un estudiante ha encapsulado este proceso en un objeto cuando
logre pensar en la transformacion lineal como un todo, y pueda realizar de manera
consiente transformaciones sobre él. El trabajo de investigacion realizada por Roa
y Oktag (2008) proponen dos maneras de categorizar la construccién de este
objeto: “estan determinadas por la generacion de nuevas transformaciones
lineales mediantes las operaciones suma, producto o composicién definidas para
estos objetos y, mediante el analisis de preguntas especificas sobre las
caracteristicas o propiedades de este concepto” (p.48). Ademas ofrecen la
siguiente descripcion para cada una de las dos categorias:

e Construccion de nuevos objetos. En su trabajo de investigacion desglosan
los siguiente ejemplos que pertenecen a esta categoria, si el estudiante
considera la siguiente transformacion lineal T:U -V donde U y V son
espacios vectoriales sobre un campo K, con a € K, puede definir una nueva
transformacion aT el cual asigna a cada vector u € U un vector aT (u) € V.
Por medio del mecanismo mental de la desencapsulacion del objeto
transformacion lineal se podra verificar que la transformacion aT:U — V es
una nueva transformacion lineal. Generalizando podra generar nuevas
transformaciones lineales como resultado de la multiplicacion de los
escalares que se encuentran en K (campo), encapsulando como nuevos
objetos de su conjunto de transformaciones lineales. Considerar a las
transformaciones lineales como elementos que pueden sumarse, requiere
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gue el estudiante recurra a su esquema de funcion y considere el proceso
mediante el cual se define la suma de funciones. Asi dadas las
transformaciones T;:U -V y T,:U -V podra definir una nueva
transformacion T; + T,:U —» V mediante el proceso que determina la
linealidad de wuna transformacion, podra determinar que la nueva
transformacion T, + T, es una transformacion lineal. Como se habra notado
hasta el momento hemos tomados las transformaciones lineales y mediante
la operacién suma y producto por un escalar construimos nuevos objetos
gue pueden ser nuevas transformaciones lineales, veamos un ejemplo mas
gue abordan las investigadoras para el caso de composicion de
transformaciones lineales. Para definir la transformacion lineal Ty o T,: U » V
como resultado de la composicién de las transformaciones lineales T;:V —
Wy T,:U—-V es necesario que el estudiante posea una concepcion objeto
de transformacion lineal y mediante el empleo de su esquema de funcion
podra determinar la nueva transformacion T;-T,. Mediante Ila
desencapsulacion del objeto transformacién lineal podrd determinar el
proceso por el cual construyo dicho objeto y determinar la linealidad de la
composiciéon. Como un proceso de generalizacion el estudiante podra
pensar en nuevas transformaciones lineales como resultado de componer
dos transformaciones lineales, bajo las condiciones requeridas de sus
dominios y codominios, incluso se puede considerar el conjunto L(U,U) =
{T:U - U|T es una transformacion lineal} como conjunto cerrado bajo la
operacion composicion.

e Propiedades o caracteristicas del objeto. Otra manera de categorizar las
trasformaciones lineales como un objeto es considerandolas como
elementos de un conjunto, como por ejemplo, las operaciones de suma y
producto descritas en la categorizacion anterior e incluso el conjunto
L(U,U). Esta categorizacion no es elemental para los estudiantes, pero
puede generar en ellos la concepcion objeto de este concepto. Observemos
el siguiente ejemplo: Sea T el operador lineal sobre R3 definido por
T(x,y,z) = (3x,x —y,2x +y + z) ¢Es T invertible? de serlo determine T~1.
El problema plantea una pregunta directa sobre el operador lineal T, el
estudiante debe pensar en las caracteristicas especificas de éste operador
determinando su nucleo e imagen, para determinar si es invertible o no.
También puede determinar uno de los dos espacios (Nu(T) o Im(T)) y
mediante el uso del teorema de dimension considerar si T es biyectiva y por
tanto determinar si es invertible o no. Las investigadoras comentan en su
trabajo que este tipo de problemas promueve una elaboracion mas
profunda sobre el concepto, motivando el principio de construccién del
esquema transformacion lineal.

Para finalizar esta seccion presentamos el diagrama de la descomposicion
genética refinada propuesta por Roa y Oktac (2008):
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Accion Accion

Fijados a y b vectores particulares de U FijadoaenUyaenkK
T(a+b)=T(a) +T(b) T(aa) = aT(a)
()
\L Interiorizacion \L
Proceso Proceso
YV u,,u, € U Se tiene que VYu€eUyVc€EK setiene que
T(uy + uy) = T(uy) + T(uy) T(cu) = cT(u)

Coordinacion (A) |

!

Vu,u, eUyVvb,cekK

T(bu, + cuy) = bT(uy) + cT(u,)
Proceso

Transformacién Lineal

\I/Encapsulacién

Objeto Transformacion Lineal

Aplicacién de acciones y procesos.

Figura 5. Descomposicion genética refinada (Roa y Oktac, 2008, p.112).

3.3 Participantes

El diagnostico se aplico en la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas (FCFM)
de la Benemérita Universidad Autonoma de Puebla (BUAP) durante el semestre
de otoifio del afio 2016. Participaron estudiantes que estaban cursando la materia
de Programacion Lineal los cuales al menos ya habian tomado un curso de
algebra lineal, 24 pertenecen a la Licenciatura en Actuaria y 18 a la Licenciatura
en Matematicas Aplicadas. El instrumento se aplicoé en el salon donde se imparte
la materia, con previa autorizacion del catedratico, cada estudiante recibido una
prueba escrita, la cual presentamos en el anexo 3 y 120 minutos para responderla.
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3.4 Analisis del cuestionario

Presentamos un andlisis de la intencion de cada una de las seis preguntas del
cuestionario, asi como un analisis hipotético de las posibles respuestas que los
estudiantes podrian dar a cada pregunta.

Pregunta 1

Sean f:R? - R? y g: R? - R3 funciones definidas por f(x,y) = (%, x?) y g(x,y) =
(x,3y — 2x,y)

a.Seanu=(1,0)yv =(0,1).

e Calcula (u + v) y determina f(u + v).

e Calcula f(u), f(v) y encuentra el vector f(u) + f(v).

e Comparando los resultados anteriores, ¢son f(u+v) y f(w)+ f(v)
iguales?

b.Seau=(-20)yc=1

e Calcula cu y determina f(cu).
e Calcula f(u) y encuentra el vector cf (u).
e Comparando los resultados anteriores. ¢son f(cu) y cf (u) iguales?

c. Realiza los puntos a y b para la funcién g.
d. ¢Son f y g transformaciones lineales? Justifica tu respuesta.
e. ¢ Qué es una transformacion lineal?

El problema presenta dos funciones definidas entre espacios vectoriales, donde
f es una transformacion y g es una transformacion lineal. En los incisos (a) y (b)
se dan dos vectores particulares con los cuales se deben verificar las propiedades
de linealidad para la funcién f, ademas de realizar los mismos pasos en el inciso
(c) para la funcion g. En el inciso (d) se pregunta al estudiante si las funciones son
0 no transformaciones lineales. Por ultimo en el inciso (e) se les pide lo que es una
transformacion lineal.

Buscamos determinar si los estudiantes consideran el cumplimiento de las
propiedades de linealidad para todos los vectores del espacio y como se refleja
esto en su definicion de transformacion lineal. Cabe resaltar que para los vectores
u y v dados, las funciones f y g cumplen las igualdades, pero esto sucede
unicamente con este par de vectores para la funcion f.

Se presenta el siguiente analisis hipotético con base en nuestro marco tedrico,
de los posibles razonamientos que un estudiante puede hacer frente a esta
situacion:
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e Consideramos que si el estudiante posee una concepcién objeto de vector y
proceso de funcion podra resolver los inciso (a), (b), y (c) comparandolos y
determinar si cumplen o no las propiedades.

e En el inciso (d) puede determinar que las dos transformaciones son
transformaciones lineales ya que cumplen con las propiedades, bajo esta
situacion diremos que esta dando muestras de poseer una concepcion
accion de las propiedades debido a que no esta considerando el
cumplimiento para todo vector en R2.

e Por otro lado, si el estudiante toma la forma general de los vectores (x,y) €
R? para verificar si f es una transformacion lineal (con los procedimientos
pertinentes) puede determinar que no lo es. Con ello se puede evidenciar si
dentro de su estructura existen objetos como transformaciones o
simplemente considera f como una funcion no lineal o determina que no es
una transformacion lineal.

e Si el estudiante considera los vectores (x,y) € R? para evidenciar que g es
una transformacién lineal mediante el cumplimiento de las propiedades,
diremos que posee una concepcidon proceso de dichas propiedades al
considerar el cumplimiento para todo vector del espacio; si claramente
relaciona el cumplimiento simultdneo de ambas propiedades con la
linealidad de g o directamente verifica el cumplimiento de preservacion de
combinaciones lineales diremos que posee una concepcién proceso de
transformacion lineal.

e Si el estudiante define el concepto de transformacion lineal, podremos
analizar la coherencia entre sus argumentos de los incisos anteriores y las
caracteristicas de su definicion. Si recurre a las propiedades sin definir el
dominio y codominio de la transformacion como espacios vectoriales
podremos decir que lo puede hacer de manera mental o quiza no tiene en
cuenta el cumplimiento de ellas para todo elemento de los conjuntos
involucrados. Si el estudiante comienza definiendo la transformacion como
una funcién entre espacios vectoriales y centra su atenciébn en el
cumplimiento de las propiedades de manera independiente diremos que
posee una concepcién proceso de las propiedades, si de alguna manera
contempla el cumplimiento de ellas para todo elemento del dominio y el
campo. Ahora bien, si el estudiante determina la transformacion como una
funcidon entre espacios vectoriales que cumplen de manera simultanea
ambas propiedades diremos que posee una concepcién proceso de la
transformacion lineal.

Pregunta 2

Determine si la funcion dada es una transformacion lineal:

a. T:M,,(R) - R definida como T(A) =a+ b+ c+d, donde A = (Ccl Z)

b. Demuestra que la funcién siguiente, no es transformaciéon lineal, donde:

T:M,,(R) - R definida como T(4) = a?, donde A = (Ccl Z)
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En este problema buscamos que el alumno preste atencién a la forma de los
vectores del dominio y codominio, de la misma manera buscamos hacer énfasis
sobre la existencia de transformaciones no lineales. Si el estudiante es capaz de
construir una solucion a los problemas diremos que posee las estructuras previas
de vector y funcion, ya que el alumno pone en evidencia la comprension en la
forma de los elementos del dominio y codominio. Dependiendo de los argumentos
gue presente podremos decir que posee una concepcion proceso de las
propiedades de linealidad o de transformacion lineal. Algunos de los argumentos
que se pueden presentar son los siguientes:

e En la solucion del inciso (a) el estudiante puede proceder a demostrar el
cumplimiento de las propiedades y concluir que es una transformacion
lineal. En el inciso (b) puede demostrar que no cumple una de las dos
propiedades o dar un contra ejemplo sobre un par de vectores especificos o
un vector y un escalar del campo. Bajo esta situacion podremos decir que el
estudiante muestra evidencia de poseer una concepcién proceso de las
propiedades y de transformacion lineal. Si sucede que el estudiante se basa
en una sola propiedad para dar respuesta de manera incompleta, podremos
concluir que se ha construido dicha propiedad como proceso, pero no el
proceso asociado con la transformacion lineal.

e Otra solucién que puede presentar para el inciso (a) es demostrar que es
una transformacion lineal por la preservacion de combinaciones lineales, en
este caso puede ser que el estudiante posea una concepcion proceso del
concepto.

Pregunta 3
¢,Cudles de las siguientes funciones son transformaciones lineales?

a. T:R- P;;T(a) = a+ax + ax? + ax3
b. T:P, » P ; T(ay + a;x + a,x?) = a; + 2a,x
. T:P, = Py T[p(x)] = [p(x)]?

Este ejercicio presenta tres funciones donde el estudiante debe determinar cudl
de ellas define una transformacion lineal, considerando los diferentes dominios y
codominios. Consideramos que este ejercicio puede proporcionar elementos para
identificar las construcciones de tipo acciones y procesos relacionados con dicho
concepto. Consideremos para cada inciso el siguiente analisis:

e Con el inciso (a) buscamos determinar si el estudiante contempla las
condiciones establecidas sobre el dominio y codominio de la funcion antes
de indagar sobre su linealidad. Es importante indagar sobre la manera que
demostrara que efectivamente es una transformacion lineal, ya sea
demostrando el cumplimiento simultaneo de las dos propiedades o
mediante la preservacion de combinaciones lineales, en este caso diremos
gue el estudiante posee una concepcién proceso del concepto. Ahora, Si
recurre a la verificacion de las propiedades de linealidad podemos pensar
gue posee una concepcion proceso de las propiedades.
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e En el inciso (b) se espera que el alumno proceda de manera anéloga al
inciso anterior, siempre contemplando la naturaleza del dominio vy
codominio de la funcion, antes de abordar su linealidad. Diremos que el
estudiante posee una concepcion proceso de las propiedades si recurre a
demostrar las propiedades de linealidad, y diremos que posee una
concepcion proceso del concepto si demuestra el cumplimiento simultdneo
de las dos propiedades o mediante la preservacion de combinaciones
lineales.

e Al igual que en los incisos previos en el inciso (c) se busca que el
estudiante considere las condiciones establecidas sobre el dominio y
codominio de la funcion antes de abordar su linealidad. Por otro lado es
posible que so6lo con observar que la funcion eleva al cuadrado los
vectores, el estudiante considere que no se trata de una transformacion
lineal y lo demuestre con un contra ejemplo sobre una de las propiedades
de linealidad. Bajo esta situacion diremos que el estudiante posee una
concepcion proceso del concepto.

Pregunta 4
Sea T:R? —» R? una transformacion lineal definida por T (x,y) = (x, 4y).

a. Sea S = {(x,y) € R?|x? + y? = 1}. Determinar la imagen de S bajo T.
b. Describe en términos geométricos S y su imagen.

El objetivo del problema es observar si el estudiante puede determinar la
imagen de una region del plano, es decir, si puede pensar en transformar un
determinado subconjunto de un espacio vectorial bajo cierta transformacion lineal.
Para este problema es fundamental su concepcion de vector debido a que debe
determinar la forma de los vectores de S y su imagen bajo T. Consideramos que la
forma en que se plantea la situacion, puede no ser familiar para el estudiante y por
tal motivo determine el conjunto T(S).

En el segundo inciso se busca que los estudiantes determinen de manera
geométrica S y T(S), permitiéndonos observar la relacion que establecen entre los
conjuntos presentados de manera algebraica y su representacion geométrica.

Pregunta 5

Sean U y V espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y T una
transformacion lineal de U en V. Si T(u,) = (—2,0) y T(u;) = (1,—3), determina:

a. T(2u,y)
b. T(3u,)
c. T(2Quy — 3uy)
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Con este problema se busca determinar si los estudiantes consideran la
condicion de T como transformacion lineal para encontrar los vectores indicados.
Dicho ejercicio también puede realizarse de manera mecanica, se espera
encontrar evidencias de construcciones mentales en los argumentos dados en la
solucion de la pregunta.

Pregunta 6

a a
Sea T:P; = M,,(R) la transformacion lineal definida por T[p(x)] = (ag a;) para

todo P(x) = ay + a;x + ax? + azx3 en Py

a. Encuentra una transformacion lineal F tal que F 4+ T sea una transformacion
lineal.

b. ¢Si L+ G es una transformacién lineal, son L y G transformaciones
lineales? Justifica tu respuesta.

C. ¢Si L+G y G son transformaciones lineales, entonces L es una
transformacion lineal? Justifica tu respuesta.

El objetivo central de este problema es buscar determinar si los estudiantes
pueden pensar en las transformaciones lineales como objetos, y por tanto realizar
acciones sobre ellas, ya sea mediante la realizacion de operaciones entre ellas o
al considerarlas como elementos de un conjunto. Consideremos el siguiente
andlisis para cada inciso:

e Un estudiante con una concepcion proceso de transformacion lineal, en el
inciso (a) podra determinar sin dificultad una funcién F y la forma en como
esta definida la funcion F + T, determinando su linealidad mediante la
demostracion sobre su definicion.

e Simenciona que F + T es necesariamente transformacion lineal ya que F y
T son transformaciones lineales, diremos que posee una concepcién objeto
debido a que a partir de acciones sobre dos objetos presenta uno nuevo de
la misma naturaleza y puede aplicar propiedades sobre estos objetos.

e En el inciso (b) es indispensable que el estudiante realice una lectura
comprensiva del problema. Consideramos que algunos estudiantes pueden
acudir de manera inmediata a argumentar que la suma de transformaciones
lineales es una transformacion lineal por tal motivo su respuesta sera
afirmativa. Sin embargo en el ejercicio s6lo se afirma que L+ G es una
transformacion lineal. Por lo que consideramos que un estudiante bajo una
concepcion objeto de transformacion lineal pude desencapsularlo para
hallar casos particulares de transformaciones no lineales [ y g tal que al
determinar la suma [+ g sea una transformacion lineal. Con el hecho de
operar estos elementos y determinar una nueva transformacion lineal nos
da evidencia de una concepcion objeto de este concepto.

e En este inciso (c) es posible gque se presente una situacion parecida el
inciso anterior. En este problema se dan las funciones [+ g y g como
transformaciones lineales; consideramos que un estudiante que posee una
concepcion objeto de transformacion lineal podra determinar que —g es una
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transformacion lineal y bajo la consideracion de las funciones como
elementos de un espacio vectorial puede determinar que (I + g) + (—g) =
l+(g—g)=1+0=1 porlo que se concluye que [ es una transformacion
lineal. Este procedimiento de las funciones es una evidencia clara de una
concepcion objeto de este concepto.

3.5 Evidencias de las construcciones
realizadas por los estudiantes

Haremos un analisis general de los datos obtenidos en el diagnéstico, mediante
la descripcién de las construcciones que evidenciaron poseer los estudiantes, el
fin, determinar la viabilidad de la descomposicion genética en la cual basamos
nuestra investigacion. El andlisis de los datos obtenidos lo realizamos con base en
las construcciones y mecanismos mentales descritos en la descomposicion
genética.

Al igual que Roa y Okta¢ (2008), consideramos que las construcciones que
realiza un estudiante alrededor de un concepto se encuentran determinadas por la
manera en como éste le es presentado por primera vez. Como se puede notar en
el capitulo dos durante el analisis de los libros de texto, las definiciones que se
presentan no hacen referencia a la existencia del objeto transformacién previo al
de transformacién lineal, por tal motivo no encontramos de manera evidente datos
gue hagan referencia al camino 1 descrito en la descomposicion genética.

Enseguida presentamos el analisis de nuestros resultados, mostrando los tipos
de construcciones que realizaron los estudiantes. Para cada una de ellas
agregamos ejemplos de las respuestas de los estudiantes. Adoptamos la siguiente
notacion para la presentacion de los resultados: los estudiantes de la Licenciatura
en Matematicas Aplicadas EMA25, EMA26,..., EMA42 y para los estudiantes de
Licenciatura en Actuaria EA1, EA2,...EA24.

3.5.1 Concepcidn accion

En esta concepcion los estudiantes pueden encontrar las imagenes de los
vectores dadas las funciones. Pero consideran que la preservaciéon de la suma de
dos vectores particulares del dominio y la multiplicacion de un vector por un
escalar particular del campo implican que son transformaciones lineales. Los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas Aplicadas que dieron evidencias de
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poseer una concepcién accion son los siguientes EMA27, EMA28, EMA30, EMA31
y EMA41.

Por ejemplo, el estudiante EMA31 en la pregunta 1 al verificar las propiedades
con los vectores dados concluye que las dos funciones son transformaciones

lineales, presenta el siguiente desarrollo:

a- (wrv) = (1,00 + (O, = L,
f(utv) = $0,10) = 4?2, 12) = (1)
fC(u)= $Cw0) = (o2, 12) = (O,
fed = 0 = T )= (,0)
£ = (0p) + o) = W)
los resottados de  £a49) =£(a)f) si on \gucles .

B.twz 1(-20) = (-2,0)
fled) = ¢flw) = 44(-20) = (o%e2)) = 1(0,9) = (04)
f0)= §(-20) = (07, ¢-2) = (0, 4)

cfw) = Al04) =(01Y4
los esoltodos de f(cu) = c{(w)

Ce Q. {u+u) = (1,0) +CO,1) = G,0)

q lutv) = 3Ll,') = (, 3 -z, ) =G,t,1)
glwy = gnod = (1, 30)-2(1),0) = (1,-2,0)
actvdy = gloy) = (0, 3MW-20y,1) = o, 3,1
glu) 4 gted = CG1,-2,0> 4 .3, D =0.,1,1)

los esvlHados g Cud)+gtyd) = glu+v)

b. cu = 1(-20) = 2,0)
Jluw) = cqy = ¢ 9C20) = 1623)-2¢2),0) = 1(-2,4,0) =(-2,4,0)
g(u\ = 6(’2|0) =(-20) = (°2|3(0) "2('23,0) = (-2,‘1,0)

cCu) = 19(4) =13C20) = a (-2,3(0)-z(~2),0) = 1(-2,4,9) = (-2,40)
1os wol\todos de a(cu) = cqlu)

d. & [ Pigee los pyo(o(edqdcspara e mea *émna(dm‘fw: s lineol  son
T2 D h(utv) = hiu) 4 he)
w) h(cu) s ehu)

Como podemos observar, realiza correctamente la evaluacion de los vectores y
concluye que las funciones son lineales. Este estudiante considera la

43



transformacion lineal como una funcién especial que cumple 2 propiedades, sin
considerar la naturaleza del dominio y codominio como espacios vectoriales. Su
conclusién en el inciso d tiene sentido debido a que en su definicion, no usa
explicitamente los cuantificadores, ya que escribe lo siguiente:

e- Una —hon:.golh‘mmﬁy heea! esta C’O{lh\dﬁ ROY Ll _,(Lr{*d; gur cumple
\(Jb QrD@\€CCldOS gue MOENCione en ol INSC150 C{

Por otro lado los estudiantes de la Licenciatura en Actuaria que presentan una
concepcidn accion (debido a que con los vectores particulares concluyen que f'y
g son lineales) son EAL, EA5, EA6, EA7, EA9, EA10, EA11, EA12, EA13, EALS,
EA16, EAL17, EA20, EA22, EA23 y EA24.

Por ejemplo el estudiante EA20 evidencia una concepcion accién debido a que
en los ejercicios 2a, 3a y 3b demuestra su linealidad empleando vectores
particulares. Presentamos el desarrollo que utilizo:

ESQ«C\C\O A Petormine si A fenaeN doda @ ana Hranstormacdn Y(eet!

A T M&;ZC lp/) > dgﬁn\do oo (A = o+tb+C «l
dernce A= ( o Y '
= o 'ﬂ \ _ 2 f’w\. 0 & - C C:\
< A J - o A ) » | SR = ke g c
T () = 1€ ave)= T[ @B . (Tl =¥

— l’) e _ ‘ Q '."/(_! \»» ,.lr

Feay 4 TB) = 2 s TC > TP

= 0O ron 1Y NG

3 o T <G APMTES : -r' ! Frens foe mocale
EJQrUC«O = (*Cuc,le d -)‘C‘-Ulm%t CERElcred . SR !

\inooef 7 !
1. —> P;) Ta) = G+ay +ax™ay

=
O I‘(\ - ) DX t \ "1" P
o . o ah ~ ¢!
b)) R E0 ) S cT(aal = =72
o = 3
L) ‘ ; - < M = _\_;1 [ ( LA
b
-t - 2 2 Y % Y TF €
T v ) A
T(a+ 4
= PCT {C, i an i g\i‘ (-:'l (na
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El desarrollo presentado por el estudiante puede entenderse debido a la
definicion que dio sobre el concepto transformacion lineal y la respuesta en el
ejercicio 1d, ya que considera a las transformaciones lineales como funciones
especiales, pero no considera el domino o codominio como espacios vectoriales,
tampoco se presentan los cuantificadores en su definicion. Presentamos sus
argumentos desarrollados en el diagndstico:

Y L . { 7 5.
\| :Sen £ 9 oy Frons formacenes  linealdl = Jostifie

W5 Son hongfaremaoav) A qQue dhoe VALINNEZ 4

J(} ( {g J

2 preprec

£(a)« Sb)= fla+b) '
xeF f(ax)= X 1(a)
: 3 3 - i i (7Y < ‘l“‘ ol i‘(\ /‘\“_
C\(&Lé oj tno Trendtoendicn m\ng (OO su nomile TF AT SS
Mo "Honsformogidgn . O G {encidn lika] ¢ que Mebe Compit « o A
T PR (-’_/“‘Cf\_" \_‘."1(‘ weniceaia | {

Este tipo de concepcion no permite a los estudiantes pensar en una
transformacion como una funcion especial, debido a que en la definicion
proporcionada no establecen una conexidon entre las funciones y las
transformaciones, llegando a tomar las transformaciones lineales como una simple

regla de correspondencia. Por ejemplo el estudiante EMA27 presenta la siguiente
definicion:
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Otro ejemplo similar se presenta con el estudiante EMA36 el cual define la
transformacion lineal con una regla de asociacion:

, - b -

, obY€ ne P
e) Sean' V- v W (Oj‘pa(\'oj \f€(\ oot Kanames

) O\/\(‘q'@/\lr“(\nf\ O\U€ L/Y“Q \(eﬁ\q
de gso qacion | 5 V—D \/\)/ €S wNa ivas 5’*gc'lmf’m‘ on Jmes |
“nm—2 ()=

S, OV eV N U ) = T }T{\/ )
D ¥eek NueV V(i) = CT(’U\)

Algunos estudiantes no hacen uso de notacibn matematica durante su
definicion, simplemente enuncian el cumplimiento de las dos propiedades o tratan
de definir mediante alguna reflexién construida sobre las transformaciones
lineales, por ejemplo, presentamos algunos de los casos que se manifestaron en
los estudiantes EA1 redacta lo siguiente:

e . \)(\(_l r\{ G\()('?‘ l«("\‘(:)( \Cj\ \\\‘-\eg\ f‘_\;, ‘J\: 3 ((i"f-\‘\if:.v‘ f"K‘“ o .
3 ! AL, (C

N s WCRSPONCACNCIC clfe
SSPCCO wCAOal o O :
EA3:

&) Una homstormacion  \wwead e oG Vegla C\‘)P\O(‘Q“» Qe cumple
Con owmas Condcrones YO esdablendos, como @
Gd\x\\i\ de 3 i)VQC\wC—\Q /‘I)V €§CCL_)C"’ : /—‘\r i

EAS:
| ! | ) /
p 0 | T { [
C\ uno ‘]rﬁr 5 (recren Lintal €S (“"j“ Col vie-T8f  ya €3 pocyo &oate osr 0)fap'e
| NA ;" ' |
) r A /
AN y CVendo 1 J ) 0 ] Y. pLelar Ve ot d10f §oDre
‘ VY 0mn0 f £ cort (g JO mimg L00 o ¥l
e V\\SI“) Cve oo J
EMA29:

46



G > o R Y . " o ; Foid
> hncion gue vo 86 wn Emo o ol wn la popredad

Un resultado que es interesante rescatar es el presentado por el estudiante
EMA32, debido a que en su definicion asocia el concepto de isomorfismo como
una transformacién lineal, pero no contempla el caso en que una funcion sea
transformacion lineal pero no isomorfa, por lo que su definicion queda ajustada a
casos particulares. Dicho argumento lo utiliza en el ejercicio 3a para afirmar
errbneamente que no es lineal, a continuacién el desarrollo presentado en el
diagnéstico:
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Consideramos que los estudiantes EA21, EA22, EA23 y EMA25 no poseen las
construcciones previas, como el esquema de funcion y el esquema de espacio
vectorial para construir el concepto de transformacion lineal. Esto se afirma
tomando como base lo desarrollado en su diagnostico. Por ejemplo, el estudiante
EA22 solamente aborda los ejercicios 1 y 5, evidenciando una concepcién objeto
de vector y concepto de funcidn ya que desarrolla correctamente los incisos 1a, 1b
y 1c. Por otro lado en el gjercicio 5 presenta el siguiente argumento:

O Ta):(-20  Tw)=(1)-3)
P20 = (4 )

b)T(3a) = (3 -q)

(} T(jq\ - f‘);.._\\;): ( 3 q)

)

Deducimos que para llegar a los vectores solicitados no emplea la linealidad de
T, sino que procede a realizar las operaciones de manera mecanica. El estudiante
EMAZ25, solamente realiza el ejercicio 1, los tres primeros incisos correctamente, el
ejercicio 2a afirma que es lineal sin demostrar, intenta abordar el ejercicio 4 y 6
fracasando en su intento, no contesta el resto del diagnostico. El estudiante EA21
so6lo resuelve correctamente el ejercicio 1 incisos a, b, c, el resto del diagndstico
no es contestado. Finalmente, el estudiante EA23 responde correctamente el
ejercicio 1 incisos a, b, c y para el ejercicio 2a intenta demostrar la linealidad, so6lo
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demostrando el cumplimiento de una de las propiedades sin hacer uso explicito de
los cuantificadores, el resto del diagnéstico no es respondido. Enseguida
mostramos lo expuesto por el estudiante en el inciso 2a:

| w N\

Ao T = avbrerd  A=[(0F] domando v Wk B2 [52)

“led
Fr A 2 TR ok L
TIA) zabsced , TIBw+x+yre

T/Af§>4 Oty t b+ x+ (*STC&TZ
T i .l F\:>—'\ ]
UTIR) = agicrdrwinsgee - AT =TT

Q “q jua( eS /m )(‘/,r\[’,‘o/”’ es wra xoﬂg/ayﬂaﬁa/ Z,'lﬂp[/ /

Desde nuestra perspectiva es evidente que si un estudiante no posee las
construcciones adecuadas de vector y de funcion, sus estructuras no podran
evolucionar respecto al concepto transformacion lineal. Con base en los resultados
podemos ver la importancia de hacer énfasis en los objetos matematicos
involucrados en la definicion de transformacion lineal, haciendo conexiones con
los conceptos previos. Por ejemplo, con el concepto de espacio vectorial, debido a
gue algunos estudiantes no lo emplean en su definicién, igualmente los
cuantificadores no aparecen de forma explicita en algunas definiciones. De la
misma manera es evidente que algunos no consideran a las transformaciones
lineales como funciones especiales, por lo que no lo asocian con este concepto.

3.5.2 Concepcidn proceso

Dentro de nuestra descomposicién genética preliminar, consideramos que un
estudiante posee una concepcion proceso de las propiedades si demuestra la
linealidad de una transformacién mediante el cumplimiento de las dos propiedades
de manera individual. También afirmamos que un estudiante que posee una
concepcion proceso del concepto, es aquel que demuestra la linealidad de una
transformacion mediante el cumplimiento simultaneo de ambas propiedades. Es
decir, demuestra que una funcién es una transformacion lineal si preserva
combinaciones lineales. Bajo esta consideracion mostramos las evidencias de
cada una de las propiedades.

e Concepcion proceso de las propiedades

Los estudiantes que evidenciaron poseer dicha concepcion, son los siguientes:
EMA26, EMA27, EMA30, EMA3, EMA32, EMA36, EMA37, EMA38, EMA41,
EMA42, EAL, EA2, EA3, EA5, EA6, EA7, EA9, EA10, EA11, EA12, EA13, EAl4,
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EA15, EA16, EA17, EA18, EA19 y EA24. Enseguida presentamos algunos de los
argumentos desarrollados, por ejemplo, el estudiante EMA41 desarrolla lo
siguiente para los ejercicios 2 y 3:

2'\1'0‘\,&(“23-»& TA)=asbectd A= (c a
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TCAY + T(®) = a2 + &2
> T(AA®) # T(A)+ T(R)
o es Liamsformacion hinea\.

" a) T:m-»03 T(a)s a»nxyaxzh’ﬂxs

Sea K elanie
TCka) = karkax tkax?+kay® = kia +z|x1ax‘r2x3) -k T(a)

T(a\’\o\ (?\ﬁ\o\ *(a‘b\Xf(ﬂ*b\{‘Q(Z\ *b\ 2
s@araxraxiraxd) (bt oxvox*+ by )

= T(a)t T(b)

s €5 tansformadn cha\
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3 1) TP 9Py T(asta 38, 0) 2311220

o k um (onstantt

(koo t lca‘x*kalx‘\z ka, +2ka, X =k (2, ’erﬂ =k T(2g taqx42,48)

T(Z\wa1x+a1x‘*bo*\mx*bzxz): Dy thoy 1 (2, he) &
‘2\11’131)( +\Dﬁ2bz)(
= T(Z\OTMXMU(‘) :: T(b()'\h\X*bzxz)
!B una Trarsformaagn L ine).
i 2
¢) T8, Tlo)]: Lpx)]
%a k consianie

Tleet] = DeptOl=KG] 8 K TCp)]= b Tpta)]|

SHNoes Tramformpeen dinea)

El estudiante EMA37:
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2 ) T SR T(R-arhherd ; donde 8= [ )

0, b,
Seon’ BBeHm (R toles que ﬁ=(%“ %) Y B:(Qz dz) , o2 6 R

F (AYE) =T(m TR
B R g TR

= (Q1+bive, 4 )+ (QatbadCzide) = TUDYICB)
S TOAERY = T(RY4TCR)
b «T(H)= T(<A)

G b,
wmﬂ(.((c\ d‘)}w
:JT(H\

T A= T)
SO TN okbterd es T L ‘ :
O In
b) Sean A:BEHWL(’R) *O\qu.oc H‘(?\_t %\‘\) ‘5'%: Co 0\1)
P TCRHR) 2 T(R)YTLR)

Ok .
T(MBS:T(C‘;C? j{g;) A0d02) = 010} 1200, = TIAWT(B) 1204,

L TOR)E TORVTLR)
i T n) es T L.

(_i%\\ -:\1\\3 - 4\0\*04\)\-\40,5,& d‘ = .L(U.”))*Cl }db)

A
). T R=>P, ; T(0): avaxiavay’
Sean GbeR F T(a¥h) = TOYT(h)
T(04B)= (0D (01X A (1D Y0¥ = (30 %10 40 4(bt Xt byt 4bx?) =To)T()

= T(ot) TN
Gep 2R+ 4T(0)- T(«0)

«1(0)= «(atodayoy) skay 6 1xax*t £ay) = T(+0)
) Tae T,
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BY T P o, T(GororyOLX?) = G, t 2G. X
Sean A0 +AX + QS BVt bXthy X € P,
+ T TBM) =T(o () + TLh(X) %
TG 500) = TlPot o) H (At bIXHO 1+ ba)¥2) =(0+ 51 ) 1 2(Avbe)

=0 202 XY b ¥ 2b2X) = T(ow) + Tl &)
S TOMYDM) = TOM) + Tb(x)

Seo +t R+ <TwGX) = T(<aKx)
< TOO) T (AoAAKEDXY) = (0142020 = (201420 X) =T (= 0(3)
C TGO = T (=0 (X))
1 es T.L.

<

®) T:P—>P, ; TLPOOI=LPW]? 5
Sean R=00 10X 00X g botbX+02X € Y

FTIP® +q(XN)] = TT.P(‘A)] +T [‘}-(.ﬁ)]
TLPeoYqm] = [ peo+de] ™ 2[00t +horbx ~ by X' 2

- [bo\'bo) +(a.!-b.)x *(G,J-b-;))(z]z (Qotbo): 2
2 . = 0)” 2 (aoﬂb) W+ t by -
b 2(0A ) (AFB A BN (G Ho) X + (A2 Vb2 X! by ebase

X [?(;0] Y TL%)] s (Ool(l.“()z)(‘) % (boto Y4 baxt)t = At 20,0 t 200QX*
¥ AXr 200035 038 + b5 t 2boloX + 2bobxXt + DX +2b baXt +ba X7
Peso TIPHYRON] + TIPO] +11a)]

T noes Y.L

El estudiante EA16 presenta el siguiente argumento:

& a S A(gﬁ) E ;»ﬁ) e Mg [R) ke -

i) T(A) ¢ 7lp)= arbreade e Frqh TfA*B]=T(°” M): v bt ) )

tq 4
. +k =q+b+(+d{'€+g+j+t\

= T(A+T(e)= T(A+8)

i) Tlea) = 75t )

—

karkb+kctkd = k(“\wmd\

4 T(A) = K(a+b+c+d\

=7 T(kA) = £ T(a)
T e una Transformacion lineal
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T(2)+ Tl ( ) ):21+(-2Y:‘1+‘1=8

Como T(A +8) F T(a) +7(p) , ertonxes T no es una Tansformacion \inea).
@ 0\) Sean a,b,c eR :

/L) T (0\1-5) atb + [a+b)x + (qﬂ,\ x* T (afb’ &4

= (atb) (1+x+x1 +x3)
T(a) + 1(b) =(q rax + axt +ox%) *(b’r bx + bxt tbx?) = atb t(atb) ¥ f(a+b)xl+(olkb}x3
- a+b[1+x+xz+x3\

=) T[atb) = T(a) + 7(b)

i) T(ac) = ac + ac[x) +ac(x} ac(x?) = ac(tex tx rx?)
aTld= actoror +ox)= ac(tentxt +x3) => Tlad=aT()
T: g~ ; T(a) = araxt ax* +ax? es frmngfmacdign lineal

b) Sean  MetdiX+d.x' botb, x #b.x* € P, ; keK:
i) T(ter@ix+0x?) + T{botbix +boX?) = 0y +20.X by +25.X) = (01 tha) + 2{actbe] %
T(Qo tho +ﬁ11+b1)X +(Oz+b1] )(1) = (a.flu) - 2(a1+b1) X

/UI) T (K{Go'f‘Ch)((_azx'L)\)-_—, T{Ka° +tka.x + qu)(i) = ka.+ 2¥.QL A
K T(q”am +ClzX‘) S - (a1+zazx) = ka1 + 2kaz X

© TP P, T(Ae+aix+a,xz) = a1+ 2azx <5 lineal.

C) Sean p(x) =x= , gx)=-x* € P,

) Tlp+e) = T(x*+(-x*) =7(3) =
Tlp)+ Tla) = (x3)

s r (X7 = XTH R = 20
T wo es ||h.(q\
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El estudiante EA19 presenta el siguiente argumento:

® a) Sea T:Mya(R)=IR | doede 1A= atbtctd , con A= (23

ed
— T(A) es honofermacion lineal

Dse 4«4 B-(4 5)

P.D. T(A+ TLB) = T(A+B)
= T +TB)=T (¢, gjpr il 3;) = (pbidedd) + (Getbitcird,)

- (’0..‘.’01\.{, (b.+b~,} + LC(‘sz 1+ (det dz)

- Ov+Qz +b,n
T (c& C: 3" ""d:_\\
= T(A+3)
g - b,
tt\&) A-(Qé' dl)\l C&F

PO cTta): T(cA)

=P cT(A): ¢ T (OQ: d'(): ¢ (adbitcdd,) = coscbyrec tad:
- [ean cba)

\cc. cdy! - T(CA\

Dade que © y & se complen T(a)zatbtctd ot ed
Hansforvacicisn lmcg‘

~

b
b\ Sea T :M1,2 UR) = R dc binida coms TLAL= Oa,donde A:( td)

P.D. no es vna +rano forvearcion Linead
4 a, b Q, ba

t) Dea A={ ¢, dJ _B=(c; d:\,’\
:bfxw.maﬂA\‘\‘T(,E)) = TLATYS)‘ .
S TtTR)= T (%) TS S
= ar+as

b, Pades que no conplen con
_ o0, b+ lo defimcion, MO e wung
y T(A+B)= T(Q\‘{’C'L d.+d1)

Tra 10N }.Jn ’-g‘,
= @‘+Oz)z SEENSERS S":;f?{
al+G,’ '”/(O‘*OZ )‘ %

(3)0)3ec THR=Ps5 T(a)= atax+ax+ox®.
)90 0,bER 1 TlG)HT(b)=T(otb) 3
= T(o)+T(b)=(atax +axt+ax®)+ (brbx b+ bx?)

= (ath) + (a+b)x+ otb)Ha#b)x® = T(atb) -
)9 a€Ry c€F P cTla)=Tlca)
= cTlo)= ¢ (atoxt axtax?)
= (cotcontay+Hea )x*
= Tlca) »
& TiR~=TPy’ Tla)= ..

Tleo uno Lianoformacién llncd'
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b) Seo T3P P2 5 T (GotQix+Qax?) =020,

%) Seat:(Got0 X+ Wb opbix +haX?) €y P.B. T (a)+T(b)=Tlatb)
= TLeHTU) = T(ag +0i x+caX?) +T (hatbx +bax?)
O +20:x o +2be X
= (G o)t 2(Qarhe)x
—.T((Qd+bd).}.(o,+b,)x + (Qatbe) x*)
= T(ath) ~
1) Ve a=lactaxt@:X?) , c€¥F P.p cTl) = Tlca)
=t= CTLG\= CT(C\oJ—OO({'O"sz) =C (C\H’QO-LX)
= ot 2Ca X \
T( CQstcaxt CQaX*),
= T(ca) o
£. W co-('ror\sco"“qc‘g" h"“:_l_\zég

"

C) TiP=¥%, T (pk)= p&x))*
?) Sea P(X)= actoma,X?, px)= b°+b.X+IOz -
0. TPOA)+ TWx) =T (Pix)+e(x))
= T(POIRT(S00) = 1 (0ot x40 )+ T UostboctheX?)

o (C‘C‘ {'0*7“'01“:) h; (\Oo fbaX*\slxl)L'@ Dea ¥

—o T (PO o lx)) = Tetbe) + (0o x +HBy+h2) X ) .
T = ((Qotbo) ¥ (GitbIX + &Bo+b4x+b\x‘)e~m?é7r:«:-

a’ ?f- % Soone c-;)«hoh-.:‘:cumc:icl(;- !"\‘?C_"//

Es evidente que aunque no hacen uso explicito de los cuantificadores, bajo el
contexto de sus soluciones lo consideran implicitamente, otra caracteristica que
encontramos, es que el estudiante es capaz de decidir el tipo de argumento que
utilizara para evidenciar cuando una funcién no es una transformacion lineal.
Puede utilizar un contra ejemplo en una de las propiedades o demostrar que en
general una de ellas no se cumple. Uno de los estudiantes evidencié que no posee
el concepto de polinomio nulo debido a que en el ejercicio 3a afirma erroneamente
la no linealidad de la funcion y para el cual presenta el siguiente argumento:
3= T+ 9P . Tla)y= a*rax s x2iGx3

e
20

Q== y~(_]"‘i

YLAF =) = Fl =

Ne ped bevie ce a
( b Py Noes lhnea
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e Concepcion proceso del concepto.

Los estudiantes que evidenciaron poseer dicha concepcion, son los siguientes:
EA4, EA8, EMA28, EMA29, EMA33, EMA34, EMA35, EMA39 y EMA40. A
continuacion presentamos algunos de los argumentos desarrollados, por ejemplo,
el estudiante EA4 presenta la siguiente definicion:

~A

e) %an( ‘)"‘(j” ey una Yansfoimecion  Lineal s, Waxsb) = QAW+ ) (b)
—0 )
Nrbed a € empp

\ - ~
Es evidente que en su definicion no contempla las transformaciones lineales
como funciones especiales, tampoco considera el dominio y codominio como
espacios vectoriales. Sin embargo, su concepcion le permite demostrar la
preservacion de combinaciones lineales, a continuacion presentamos los
argumentos dados por el alumno para el ejercicio 2 y 3:

tea) R0 TR = AT +T®)  asem® 3R

2y

A G &b by
& qq> , (,73 - > DAV (A) Y(B\: A (Q‘*C«l }6‘3‘*@13 v (b"“.h‘\BﬂL,)
- OQCUB.) *QQﬁbl) ¥ (h&g“b;) \ (]C«qﬂ:,,‘\ = T()A" B)

° » T o8 \i\nea)

b. Pb T(AB)HT(ANT®)  Pare alonos A B €N )

™2

A=Y 6 o= L :
(O O) B (O d) (a\ed\lemes Y(A'\B)( T(A) i J4(8)

Ty T(EIY g Tyt L ey
2 T(A8) +T(4) + (o)

S "*79-0- V& Unegld=v Nab c€® N fhears) =T () +T(L)
Tla¥d) = x>+ (@Yo) N+ (arb) s (e )N
FlatCax vl scow + brby vby ALY
7 & (c(* GY vee¥ voX® ) & bibyt by A by?
T eTEHAT W) |

T es \Uneg)

a
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B) PO T ea \net w0 Nabe® Tl (Tle) + T

@A T = (aa2N) A (hr25 %)
=(a,tb, * ¢ 6w+t
= carb, + 7 (Laavb) %
=V (ca v b)

ve N e \ireen

G.ZQ, xQ X+ Ql\?
b= Dy 5.‘,,32 2

£y Suan 1=y pmyt el PO T (e )3 T
T = Tem®) = azwgs 3

Thy)= A T4

. " NO es \\'ﬂoql !
El estudiante EA18 propone el siguiente desarrollo

doe a T3 Mz (R)—R tefimds
- (2t
¢ d
boerer)aTe)=s T(qR+8).
" (
e ps(28) " B2(5 )
ATCR) = cp tebrared
oT Ry +TeR)= (catc, b+cc+(.o\>°r [&4Figeh)

(ca+e) + b f) +\(.c+q)¢‘(od+h)
TCeoh+R)

3 rops [CH MOCION

comd T P = 3+b+(+d

{y o

°, 5\ e uw® li pes |
; i "
b.-.T : M2,z (R) =R deliods  como TCR) =57, donde R:(j d,)
- (. TCAYTCB) = chwe) |
=5 n Sea M=
(o) TC‘” ) - L1 & )
C:TCH)%’TCB): c1a? +e?
P
TcontB) = (av+ed’ % cratre

@
i

\.
gm

T oo es und {ions (oimmocich  finea)
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e . TiR—->Py; T(3)atoxtax?+ax?
b oaTGY4TCE) = Tlad+rb)

£, TCa)+ TCk) :Lc.au.ax +c.axafc'ax33+ﬁ>+bx (—bmJ,J,xz]
ol

= L% +b] + [_Clawbn_]+[aax?+bnﬂ4[max3 +b;ﬂ

= TC 1o +b> ¢ )
‘ oo T g s v '}l&MQ(Maﬁ@b Imﬁal

b- T: P Pey T(oetdY $32X%) < 3, +252 X

L aTCa)xTC8)= T Ceirtd)
sea A= (st dixtazxz) * 8(};0+b.x+bz¥’)

6 TCR)Y+T(B)® )-_c.a.-r ¢ 7?z>ﬂ+ fb. +2 ba xj
= ”""‘b] «+262X’}

NIE -—rc‘uao-w.a‘yu.azxz-\-!rﬂbo*b,wb,x_j
- (f‘dogbo>-t.((|a|y+b|x\+(Cvaz)(2-{b7)(ﬁ
= CC\uo*b°>+ Cma:+b0x+(maz+b 3)(
TC'C\IHB): crog+by + 2 (cia24 bz> X = o TR)+TE)
= Clalt‘*lb' + ¢ci 292t Zhex

e /
‘

« St es yns ’}I&OS(Ofm&no{" /mea/\

¢-- T:p, — P, 5 TLp(x)])=Tpt]2
FOTCR) *TB) =T Cer B+8)
Ses Q= 20ta i x+azx? A B=both, x+thzx2
i Tep)s € [aotaxtaaX? "
o T (R)+ TCBD= ¢ Cootarytorxz]? o+ [bo+bix+bzx2]?

<+ Ca ﬂ’\’%) Z_( C'E‘o+b°>+(618|+b)x +( craz-tbz) ]?.

PC(O LITCH)-Q-TCB) =+ TCe A ‘*3) 2. no &8 "lm gorm&non
Wnea) .
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Otros argumentos presentados por los estudiantes son, por ejemplo, el estudiante
EMA29:

- Q"‘HQ | . -7
A® M (R) | el ey o= | 2= [Lne bz |

-
2 -"2ean e b

F T (c (a+») = (_(TCA\-%T(B\\

T (\ ¢ (ATB}\ = ( (C(Qu'\’b“\ C(O-z“‘-'biz) :C(044+b|47 O (aa., "'b‘q_)
Wt Clantba) |7 g, s v €Ot b2

Y

v N
¢ (‘%nb”n (Uyp b )+ (C24 30240 + (G2 o))

1]

c‘l ( T(C ) ; \b.« \b-z\}\

= (‘~Q14 Oy 4 Qzq 027\ 4 ((O,,,*bﬁ”k% i’bz’t’)): 24 Qe s 02|
S0 AT dn Vioeo )
1 UL B wy 1 €8 lrrw:{-c»'*'ﬂc.morw \ioeo
BY Seon ABEMe (B) A= (00 o] g Ty, b
Slg \J ) bJZ vb:zj (\@4 by‘, |
T (/—\-\—\53: T L Vet g g \ = 2. )
24 Timas ’:".7,"\3.’.1_/ = LQM‘\'b'M)

s Z o oz 2
Ta=ak | Te)= bl = TR =62 th2 + (Crathyy) = T(AHR)
LT no es licenl :

D= aA- omn obeR ke
P ko) = x (o a T
TGt = T ( korkd) = (KoK + (ko kb xA (ko KoY ™ + (o 023

=08 ,(CC"HON + (O+D) X+ Co top® + (GEo) <x>)
=) ((o+s) (Ax +box) Tla® toxd) » o>+ s )
"R (00x raxtiamy (prox b FbaS)= K [ Teo) + Tib)

"y T ) \

b es o)

Lo~ 90x) . |
b— :?E':)(’ 07(:?"’-)“'\;337‘7-\\[‘)0412;!?‘4!' 2¢cP ,KQK

b (K@(ﬂ*&tx\\r k(T(ImH T(S(*ﬂ
T (K (ﬁ(%‘.l:s&‘\ =7 ( K [q)-}\)a-kg_,‘x.\,b‘x + 027(2;}&,(1) :([O”_LM\ +XQ}H‘JJ.\ X

K (aarby Hu,4b) X *‘Q’ozl‘oz}f7\

{ o N
:R(CQ%L« ZC/‘._,-U A K (/O/(“’ZOZX)'\' b +2\tﬂ7“ .: \lTW.{‘,-.‘. ?\3\,("‘)

T e lioeo)

- S

g o
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c- Teon '{\-Cr\ ,SGAG Y2

2
I (l(;q -LSQX)\ &= (‘COO *30?)\

P ot lado

T + ) = d—(x)\ 4 tfjc"“\

o —_—

. - be@b\‘mll

:}, T ( \C(x\ 4—8(.{\\

El estudiante EMA39 presenta el siguiente argumento:

2) 0.8 A(2%) 87 ($DeMp ), fel

TEB=T (& 1) o) 240 4 #lhery) 1daz) = O crd) s (wansys )

AT (8)

T ') \\vca\

\0) Jp. gue T es\meal owd.  secomgle queov A= (ga)B ( )euw(ﬁ)uﬁz
oAk
TA+8) 4T(4) +76) = Harw)" = Foz s o o

oo.yT Vo es\inea
3).0) TRAP,.
Sea 0,bel, celR.

T(ea+h) = (0 +b)a (cato) ks (cato)x 4 (cork) - Cloroxt0r+0r) 4{b +oe okt )
= (o) +7 (k)
ST e eal

o). 117, > 7,
Dea QDX+ 0, o ‘0|x+\olx1 Efe e € T4
T(&(%* 0 46,7 ) 4l Ho X 4 lez)) ,(&Q‘)(\q) +2(ca L+\01)X = Q(O 4 QQ—LX) +(h* 2 le‘)
7.7 o \weal =80 tax4000) +T (6, 3hsto 1)
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).V P &P,

(_\)9(,\ P (\X) ;7 QA (7() € ]?- 7 = &=
. g ~—1 2=
i E_p COR C_\,(X)j = \E_C,p(‘x) + g O ]
W -

CTeGI)+T (GI) = PGLI)* +
°° ” ’—\’- o @ :i\l\f\ﬁ (.1\

Al igual que en el andlisis anterior se detecta que no hacen uso explicito de los
cuantificadores, pero bajo el contexto de su solucion es evidente que los
consideran. Por otro lado, el estudiante tiene la capacidad de demostrar la no
linealidad de una transformacién mediante un contra ejemplo en una de las
propiedades, demostrando que, en general, no se cumple una de las propiedades
0 que una transformacién no es lineal si no preserva combinaciones lineales.

3.5.3 Concepcion Objeto

Los estudiantes que evidenciaron poseer una concepcion objeto, consideran las
transformaciones lineales como elementos de un espacio vectorial, aquellos que
evidenciaron poseer esta concepcion son: EMA34, EMA35, EMA36, EMASS,
EMA39, EMA40, EMA42, EA4, EA9, EA13, EA14, EA16, EA18, y EA19, por
ejemplo, los estudiantes EMA40 y EA4 responden a los tres incisos de la pregunta
6, los cuales presentan el siguiente argumento respectivamente:

6 T P3 "%‘M-zu(”'l) TEp(x)jt((“ 4’3
V P(N)? a¢40|x “_q’.x7 +03x36n ‘;R] Q. a)

Q> F {al Pt P 5.0

vaa T vnnSFcr“‘&u.l":a “k{ll‘

FiPis MR FeT:p,

M’n(ﬂ)
Flpwx) :(od;) (F*T)"'WJ: (2 q
e l"“\—ea/' . (‘3'

bz £ S% LAG acViced
L 3 6 S cn \:'\—CA‘-‘J
el"""\(u = - Q — Q TCaY= Xz

(Tsery: 2R
vaO i 5 F

a s o SC  cu—qle .

ed ‘:Mal
no la J on
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¢)SU LA6 y 6 s benstrnaienit ) Loy dvang Porg

<i, lasmea  de bonsbor ncciloes Uneles es lire g

)

(Y LYC~6 ey lireal esdeet L

L es Umeal
El estudiante EA4 desarrolla el siguiente argumento:

6“)301& ) ‘
el TU’(“):@ q') (on ple)
7 Qo

TR G o3 cbow
Gve T eg |

ired P .0 T*T s lineg)

P,
T hera) = leT(O)\V&m Vege B Y6l

; |
aldlemgs Mg # 9oSmms FaTng) P> 0o XARN 1o,
Q19,7 K44\ 19,¥

}\P \q = }\(?019, Rt sz*?af) 19539\ *41\1*"1,\3 :Q\Pa‘ﬂoy xD\Q 1Q\p(&a q) IQF
1Y, 29, W 2%
t*TU\mq):\?O\m\ﬂ()m) PG, Npag Nt Neg k

\
N’o*qv }\914% \Ps*‘a,
0 3 U3 SAN N\ (% ¥ s &
'S P ! » % ! ; & ~P‘7-\ 9 9 >
NP v\ (e e . g
RN NS
‘,1 9:; v 95 2 <(0 q

> A TT(R) S BT (9) 4

Rs 44,

b) No Necesaremle  tomemos L B R y <. R—R
LA ) e B 0)
A

= Ly0 (\\‘\): L*.Zﬂ)
1 es clare qoe 1 o (+ san lireales

135‘. Yo (e Supover que L o es lined) implea que LG ne (o es

\O CL\Ca\ (oﬂ‘\(qdf(e & \0 “Po‘.‘es‘:s ~ & Ci"p C, \o A8 ‘

El estudiante EMAS35, presenta el siguiente argumento en relacion al ejercicio 6a:
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5 "o o
G- a) T & P2 Myl , T(p)) = Lo ql‘x ) OotC,x¥0 2 Kz‘\03)<3€, P,

(“:*T‘)(P(xﬁ s A QQ

QWip  Q o
! }] pove YOO QT O,x10,X 2103 X ([P:

%eﬂn PIQC:PS /\E&

Ly (pre) = E(M"d’b\ e )] = [J2errbe Aauk,y
thbs J
3

a2, e A T
= 2 )\qp >\G, B 2bo 5
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El estudiante EMA32, solamente responde el inciso 6b mediante el siguiente
contra ejemplo:
() N°  (conkmL Rxample

LiCe)= x% GlxY== %

ey = %=~ x> = O

L)) = O ar wam  breanforma Leon QAL R

(C e eVart) = O = e Dlay +@rOMW ; L+0)z0 = Ls+6)lea))

RM\)M\&\ c—(o-\g__

Emo ©Coro LO) =x® 4 GL) = —x* Ao Son
A~ Qo
C conkac  essmels - PN R ) exE £ e¥*xt-=- L,(cx)\

c GClcy=—cx? F—c2x?= ¢ Cex)))

El estudiante EA16 en el inciso 6a presenta el siguiente argumento:
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El resto de los estudiantes solamente tienen éxito al abordar el inciso 6a,
algunos de ellos se limitan a realizar afirmaciones. Por ejemplo, el estudiante
EMAA41 presenta el siguiente argumento:

o)
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Por otro lado el estudiante EMA39 en relacion al inciso 6b presenta el siguiente
razonamiento en relacion con un teorema propio de las transformaciones lineales:
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Es evidente que los estudiantes memorizaron estos resultados durante su curso
de algebra lineal, lo cual se hace presente mediante una afirmacién sin
argumento.

Este tipo de construcciéon mental le permite generar, sin dificultad, objetos de la
misma especie resultado de aplicar acciones mediante la suma de
transformaciones lineales sobre objetos dados, ponen en evidencia clara una
concepcion objeto.

Antes de finalizar la seccion presentamos los resultados del andlisis realizado al
ejercicio 4 de nuestro cuestionario, el cual consiste en determinar la imagen de
una region de R? bajo cierta transformacion, es decir, evidenciar si las
construcciones mentales que posee le permiten transformar un subconjunto de un
espacio vectorial en otro subconjunto. Los estudiantes que presentaron mejor
desempeiio al abordar el ejercicio fueron EA1, EA2, EA5, EA13 y EA24, de todos
estos estudiantes mencionados, quien resolvié correctamente el ejercicio, es el
estudiante EA5, quien presenta el siguiente argumento:
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Como podemos observar el estudiante es capaz de realizar una correcta
interpretacion geométrica sobre la transformacion, el resto de los estudiantes no
tuvo éxito al abordar el inciso b). Por ejemplo, el estudiante EA2, presenta el
siguiente argumento:
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Consideramos que las construcciones mentales que poseen los estudiantes que
mostraron un mejor desempefio, no los limitan a determinar la imagen de un
vector en el espacio vectorial, mas bien su concepcién objeto de vector les permite
encontrar la imagen de un subespacio vectorial bajo cierta transformacién lineal.
Quienes no han construido este concepto, estan limitados a trabajar s6lo con
vectores aislados del espacio. Consideramos que los estudiantes que no
abordaron el ejercicio se debe a que no se encuentran familiarizados con esta
clase de ejercicios.
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3.6 Observaciones generales

Para que los estudiantes abordaran el diagnostico con mayor interes, el
catedratico acordd que los que presentaran un buen desempefio se les otorgaria
un punto extra en su proximo examen parcial. Para garantizar que la prueba se
realizara de manera individual el aplicador permanecié en todo momento en el
salon.

Los resultados obtenidos a través del diagnéstico mostraron la importancia de
las construcciones previas necesarias en la edificacion del concepto espacio
vectorial, principalmente los conceptos de vector, funcion y espacio vectorial.

Durante el analisis de los resultados comprobamos la importancia de promover
en los estudiantes la construccion de los conceptos de una manera adecuada.
Consideramos que la construccion del concepto transformacion lineal no puede
evolucionar si siempre se hace énfasis en el cumplimiento de dos propiedades de
manera independiente. Es por ello la importancia de hacer énfasis sobre la
coordinacion de estos dos procesos en uno, mediante la preservacion de
combinaciones lineales.

Aungue esta investigacion no se plantedé como objetivo comparar el desempefio
de los estudiantes de las carreras de matematicas y actuaria, consideramos
adecuado y Uutil presentar los resultados del diagnéstico por separado. Las
diferencias en las construcciones mentales alcanzadas por estos grupos de
estudiantes podrian aportar al conocimiento del desarrollo cognitivo de los mismos
y de sus intereses o preferencias.

El 13% de los estudiantes de la Licenciatura en Actuaria presentaron evidencias
de una concepcion accion del concepto transformacion lineal, y el 6% de los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas Aplicadas evidenciaron esta
concepcion. La mayoria de los estudiantes que se ubicaron en esta etapa
solamente contestaron los primeros tres incisos del ejercicio 1. Consideramos que
lo anterior muestra que el concepto transformacion lineal no se alcanzé a construir
completamente después de haber concluido un curso de algebra lineal tradicional.

Ahora, con respecto al nivel proceso, el 56% de los estudiantes de Matematicas
Aplicadas dieron evidencias de encontrarse en él, contra un 58% de los
estudiantes de Actuaria. Es evidente que el mayor porcentaje en esta etapa la
poseen los estudiantes de Actuaria, pero es primordial sefialar que la mayoria de
ellos evidencian una concepcién proceso de las propiedades. Es decir, para
afirmar que una funcién determinada es una transformacién lineal verifican si
cumple o no las dos propiedades de manera individual. Por otro lado, aunque el
porcentaje de los estudiantes de Matematicas que se encuentran en este nivel es
menor que los de Actuaria, hay mas estudiantes que poseen una concepcion
proceso del concepto. Es decir, tienen la capacidad de demostrar la linealidad de
una funcion mediante la preservacion de combinaciones lineales. Solo un
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estudiante de Actuaria mostrd evidencias de poseer una concepcion proceso del
concepto.

Finalmente, el 39% de los estudiantes de Matematicas Aplicadas presentaron
una concepcion objeto del concepto contra un 29% de los estudiantes de Actuaria.
La mayoria de los estudiantes de ambas carreras respondieron el inciso 6a, de los
cuales, dos estudiantes de Matematicas Aplicadas respondieron con ejemplos
sélidos el inciso 6b y sélo uno de los dos argumentd correctamente el inciso 6c.
Por otro lado, Unicamente un estudiante de la Licenciatura en Actuaria respondio
adecuadamente el inciso 6b y ninguno argumento bien el inciso 6c¢.

En la investigacion realizada por Roa y Okta¢ (2008) se reporta que ningun
estudiante intenta demostrar la linealidad de una transformacion utilizando
vectores y escalares particulares en todos los ejercicios propuestos en el
diagnostico (concepcion accion). En nuestra investigacion, un estudiante emplea
este tipo de argumento para demostrar la linealidad en los ejercicios 2 y 3. Por otro
lado, los estudiantes que participaron en la investigacion realizada por Roa y
Okta¢ (2008) no dieron evidencias de un estado intermedio entre la concepcion
accion y proceso, dicha situacion las condujo a realizar un refinamiento de la
descomposicion genética que habian propuesto inicialmente. Los datos obtenidos
en nuestra investigacion refuerzan dicho refinamiento, ya que los estudiantes no
hicieron uso explicito de los cuantificadores, pero bajo el contexto de su solucién
es evidente que los consideraron de manera mental.

En la concepcién proceso del concepto, los estudiantes que participaron en la
investigacion de Roa y Oktag (2008) definen la trasformacion lineal en términos del
cumplimiento de las 2 propiedades de manera individual, pero al demostrar la
linealidad de wuna trasformacion la realizan sobre la preservacion de
combinaciones lineales, evidenciando una concepcion proceso del concepto. En
nuestra investigacion se detecté que la mayoria de los estudiantes evidenciaron
tener una concepcion proceso de las propiedades, es decir, demostraron la
linealidad de una transformacion mediante el cumplimiento de las 2 propiedades
de manera individual. La situacion que detecta Roa y Oktac en la entrevista sobre
la condicion S(ap + bg) = aS(p) + bS(q) donde considera como dos veces la
expresion S(ap) = aS(p), no se hizo presente en nuestro estudio.

Es importante sefialar que la mayoria de los estudiantes que participaron en la
investigaciéon de Roa y Okta¢ tuvieron mayor éxito al abordar el ejercicio 6 de
nuestro diagnostico debido a que logran responder los incisos 6b y 6¢ evidenciado
gue la mayoria poseian una concepcién objeto. Dentro de nuestra investigacion,
tres estudiantes de los 42 que participaron tuvieron éxito al abordar el inciso 6b y
de los 3 Unicamente uno soluciond el inciso 6¢. Tal situacion pone en evidencia
gue, la mayoria de los participantes alcanz6 a construir el concepto transformacion
lineal como un proceso y s6lo pocos estudiantes lograron una concepcion objeto,
después de haber aprobado un curso de algebra lineal bajo una instruccion
tradicional.
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Capitulo 4 Algunas reflexiones

En este capitulo presentamos algunas reflexiones generadas por nuestro trabajo
de investigacion. Con base en al andlisis de los datos empiricos consideramos la
viabilidad del refinamiento de la descomposicion genética propuesta por Roa y
Oktac (2008). Ademas incluimos algunos aspectos metodoldgicos y cognitivos que
consideramos deben ser tomados en cuenta al trabajar con el concepto de
transformacion lineal. Por ultimo presentamos algunas conclusiones

4.1 Descomposicion geneética

Concluimos que la descomposicién genética que consideramos en nuestra
investigacibn es una buena herramienta en general, debido a que describe
adecuadamente la manera en que los estudiantes encuestados construyeron el
concepto transformacion lineal, dicha afirmacion se basa en el analisis de los
datos empiricos obtenidos en la prueba de diagnoéstico.

Se pudo apreciar que no hay una gran discrepancia entre la descomposicion
genética y el desarrollo observado por los estudiantes en la prueba. Es importante
resaltar la ausencia del uso de los cuantificadores de forma explicita durante el
desarrollo de los ejercicios, pero bajo el contexto de la solucién que presentan es
evidente que los cuantificadores los consideran de manera mental, tal situacion no
se encuentra descrita explicitamente en la descomposicion genética, debido a que
se aprecia cuando un estudiante considera vectores particulares y vectores
generales, evidenciando las construcciones mentales de accién y proceso.

El ejercicio 6 fue disefiado explicitamente para detectar a los estudiantes que
poseen una concepcidn objeto del concepto transformacion lineal. Los resultados
evidenciaron que algunos estudiantes consideraron a las transformaciones
lineales como elemento de un espacio vectorial, manifestando asi la presencia de
una concepcion objeto.

Como lo mencionamos en la seccién 3.5 los estudiantes de la Licenciatura en
Matematicas presentaron mejores argumentos al abordar el problema 6, lo cual
guedo en evidencia debido a la capacidad que tuvieron 3 estudiantes para resolver
los incisos 6b y 6¢c, este Ultimo solamente fue resuelto por uno de los 42 que
presentaron la prueba.

68



4.2 Sugerencias Didacticas

Consideramos que un modelo de ensefianza que se base en la descomposicion
genética preliminar debe incluir el analisis de funciones que cumplan una u otra
propiedad y las implicaciones que tiene el cumplimiento de una propiedad sobre la
otra. Cuando se estad construyendo la preservacion de la suma vectorial y el
producto por un escalar por separado es necesario examinar si estas dos
condiciones son independientes una de la otra. Asi mismo, analizar que bajo
ciertas circunstancias la preservacion de la suma vectorial implica el producto por
un escalar. Dichas reflexiones ayudan a construir este concepto mas alla de la
mecanizacion.

Es vital que los estudiantes trabajen con distintos problemas de funciones
lineales donde se haga hincapié sobre la naturaleza del dominio y codominio como
espacios vectoriales, la finalidad es que el estudiante tenga una comprension
profunda de la definicibn. También es importante realizar un analisis mas
especifico sobre la naturaleza del campo sobre el cual estan definidos los
espacios vectoriales. Retomando el ejemplo otorgado por Roa y Okta¢ (2008) en
sus conclusiones si consideramos las funcion C: C — C definida como T(z) = z, es
evidente que la transformacion es lineal si el espacio vectorial C se define sobre el
campo R, pero no es transformacion lineal si se define sobre el campo de los
complejos (K = C), debido a que la suma vectorial se preserva, pero el producto
por un escalar no, es suficiente tomar el ejemplo donde z=1—-iy a=1+1,
tenemos que T(az) =2 y aT(z) = 2i. Consideramos que este tipo de ejercicios
promueven que el estudiante desarrolle razonamiento de tipo abstracto, donde
reflexionen sobre los contenidos, méas alla, de desarrollar habilidades para
repetirlos.

Es primordial resolver problemas que conduzcan a los estudiantes a construir
una concepcién objeto de transformaciéon lineal, donde sean capaces de
generalizar a las transformaciones lineales como elementos de un espacio
vectorial los cuales cumplen las propiedades de linealidad. Ademas, que los
conduzcan a establecer relaciones entre transformaciones lineales y otros
conceptos, como por ejemplo con el concepto base. Un estudiante puede
coordinar los procesos de transformacion lineal y base permitiéndole determinar
gue definida una base en un espacio vectorial todos los vectores del espacio
pueden ser expresados como combinacion lineal de los elementos de dicha base.
Esto le permitira conocer las imagenes de dichos elementos y por ende determinar
la transformacion lineal.

Otro tipo de ejercicios que consideramos importantes que los estudiantes se
familiaricen y con apoyo en ellos construir estructuras mentales que les permitan
abordarlos posteriormente son aquellos en los que se les pide determinar la
transformacion lineal de un subconjunto del espacio vectorial. El objetivo es que
no se limiten a realizar solamente transformaciones lineales de vectores en el
espacio. Es indispensable que el estudiante interprete de manera correcta la
expresion algebraica de dicha transformacion ya que le permitird una correcta
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interpretaciéon geométrica. Recomendamos trabajar con transformaciones lineales
de R? a R2. En los libros de texto y los cursos tradicionales de algebra lineal no es
comun que aborden ejemplos de este tipo, solo se limitan a trabajar con vectores
en el espacio vectorial para ejemplificar cuando una funcion es transformacién
lineal. Por este motivo, afirmamos que el fracaso de los estudiantes al abordar el
ejercicio 4 del diagnéstico se debe a que no estan familiarizados con este tipo de
problemas.

Con este tipo de alternativas buscamos que los maestros motiven el desarrollo
del pensamiento matemético en los estudiantes mediante una reflexion profunda
de los conceptos. La descomposicion genética propuesta puede ser la base que
motive dicha reflexién y que va més alla de la considerada en los libros de texto.

4.3 Conclusiones

Después del trabajo de Roa y Okta¢ (2008) los investigadores Maturana y
Parraguez (2013) utilizaron la teoria APOE para investigar las construcciones
mentales que los estudiantes ponen en juego durante la construccion o
reconstruccion del concepto transformacion lineal, pero reconociendo
componentes de origen geométrico, funcional y matricial, entendiendo cada uno
de estos como diferentes interpretaciones de una misma definicion. En este
trabajo de tesis se ha presentado la construccion del concepto transformacion
lineal con el apoyo del marco teérico de APOE, pero desde la perspectiva
funcional. En el trabajo de Maturana y Parraguez (2013) reportan que la mayoria
de los estudiantes dentro de la interpretacion funcional solamente alcanzaron a
construir dicho concepto en un nivel proceso, dicha situacion es similar a la
nuestra, ya que la mayoria de los estudiantes que participaron en nuestra
investigacién evidenciaron una concepcion proceso. Por otro lado, Trigueros,
Maturana, Parraguez y Rodriguez (2015) realizaron una investigacion para
determinar las construcciones y mecanismos mentales que subyacen en la
construccion del TMATL (Teorema de la Matriz Asociada a una Transformacion
Lineal) con el apoyo de la teoria APOE. Como podemos notar el concepto
investigado es distinto al de esta tesis, lo que es importante sefialar es que
después del trabajo de Roa y Okta¢ (2008) varias investigaciones relacionadas
con el concepto trasformacion lineal han utilizado el marco teérico APOE.

Tomando como base el analisis de los datos empiricos, observamos que los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas Aplicadas mostraron mayor éxito al
trabajar con conceptos abstractos que los de Actuaria. Por ejemplo, el estudiante
EMA32, asocio el concepto de transformacion lineal con el de isomorfismo sin
considerar que una funcion lineal puede ser lineal pero no isomorfa. Podemos
decir que dicho estudiante dio indicios de haber establecido conexiones con otros
conceptos, pero sin avanzar mas alla de una concepcién proceso.
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Concluimos que la mayoria de los estudiantes de la Licenciatura en Actuaria
construyeron una concepcion proceso de las propiedades, debido a que
respondieron los ejercicios del cuestionario mediante la demostracién de las dos
propiedades de linealidad de manera independiente. Probablemente esta fue la
causa del bajo éxito que tuvieron al abordar el ejercicio 6 del cuestionario.
Finalmente, del total de la poblacién que participaron en la prueba solamente un
estudiante tuvo éxito en la solucién completa del ejercicio 6.

Consideramos que los resultados de nuestra investigacion pueden ser refinados
mediante la aplicacion del ciclo de la investigacion. Sugerimos para futuras
investigaciones que para obtener datos mas profundos sobre las construcciones
mentales que los estudiantes emplean al aprender el concepto transformacion
lineal sea disenar y aplicar una entrevista. En dicha etapa se recomienda que la
presenten los estudiantes que pongan en evidencia una concepcion objeto o
esquema del concepto. Esta sugerencia es debido a que una entrevista nos
permite adentrar en la construccion de un concepto matematico en la mente de un
estudiante mediante preguntas estructuradas.

Resulta interesante el disefio de un modelo de ensefianza con base en la
descomposicion genética propuesta, tomando en cuenta las recomendaciones
didacticas que se han planteado.

Sugerimos que se realice una nueva propuesta de una descomposicion
genética que describa la construccién del concepto transformacion lineal desde las
estructuras mentales, acciones, procesos, objetos y esquemas debido a que la
contemplada en esta investigacion sélo aborda las estructuras mentales de accion,
proceso y objeto, ademas de que con apoyo en ella se realice un diagnostico que
involucre ejercicios que nos de luces sobre la manera en que evoluciona el
esquema transformacion lineal y permita describir de manera especifica sus
niveles de evolucion.

Por otro lado consideramos de suma importancia estudiar la representacion
matricial de una transformacion lineal, lo que nos lleva a preguntarnos ¢Como
podemos relacionar la descomposicion genética que empleamos en nuestra
investigacién, con la representacién matricial de una transformacion lineal? ¢Qué
estructuras previas se necesitan para poder construir la representacion matricial
de una transformacion lineal? Posiblemente estas preguntas pueden guiar a
futuros trabajos relacionados con este concepto matematico.
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ANEXO 1

La siguiente tabla muestra las construcciones mentales que se hicieron presentes
en los estudiantes de la Lic. Actuaria, después de realizar el analisis de los datos
obtenidos por medio de la prueba de diagndstico.

TABLA 1
Construcciones mentales presente en estudiantes de Lic. Actuaria
Alumnos Acciones Procesos Objetos
EA1 Si hay evidencias| Si hay evidencias debido a que|No muestraevidencias.
debido a que | demuestra la linealidad para el inciso

determina que f vy g
son transformaciones
lineales en inciso 1.d

2a, 3a y 3b por medio del cumplimiento
de las propiedades de manera
independiente. Para los incisos 2b y 3c
demuestra que en general no se cumple
una propiedad.

EA2

El estudiante realiza la
demostracién para
todos los vectores
sobre la linealidad de
g vy la no linealidad de
f. Por lo que
afirmamos que si hay
evidencias

Si hay evidencias, debido a que en el
inciso 2a demuestra el cumplimiento de
las propiedades de manera
independiente, en el inciso 2b muestra
que en general no se cumple una de las
propiedades, en el ejercicio 3 responde
de manera correcta en los incisos a, b y
¢ sin desarrollar una demostracion,
asumimos que realizo mentalmente las
operaciones.

No muestra evidencias.

EAS

Afirma correctamente
gue f no es lineal y g
lo es, no otorga
argumentos para tales
afirmaciones. Si hay
evidencias debido a
que realiza célculos
de manera mecanica.

Si hay evidencias, debido a que en el
inciso 2b demuestra el cumplimiento de
las 2 propiedades de manera
independiente, en el inciso 3a y 3b
afirma correctamente su linealidad sin
desarrollar el ejercicio, suponemos que
este hecho lo realizo de manera menta,
en el inciso 2d demuestra la no
linealidad mediante un contra ejemplo y
para el inciso 3c de manera general
muestra que no se cumple una de las
propiedades.

No muestra evidencias.

EA4

Afirma correctamente
que f y g son lineales
para los vectores
particulares, pero falta
demostrar este hecho
de manera general,
concluimos que  si
muestra evidencias.

Si hay evidencias, debido a que en los
incisos 2a, 3a, 3b demuestra su
linealidad bajo la preservacion de
combinaciones lineales. Para los incisos
2b y 3c demuestra la no linealidad
mediante un contra ejemplo en una de
las propiedades.

Si hay evidencias, debido a que en el
inciso 6a propone una transformacion
lineal acertadamente, demuestra
mediante la preservacion de
combinaciones lineales la linealidad de
la suma, en el inciso 6b construye un
ejemplo de 2 transformaciones no
lineales y cuya suma es lineal,
finalmente en el inciso 6¢c construye
una reflexion correctamente.

EAS

Si  hay videncias
debido a que afirma
que la funcion fy g
son transformaciones

Si hay evidencia, aunque no realiza un
desglose de los ejercicios 3 y ejercicio 2
inciso a. solamente en el ejercicio 5 usa
la linealidad para hallar los vectores

No muestra evidencias.
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lineales, considerando
solamente  vectores
particulares.

solicitados.

EA6 Si  hay evidencias| Si hay evidencias ya que en el inciso | No muestra evidencias.
debido a que con| 2a demuestra la linealidad mediante el
vectores particulares | cumplimiento de las propiedades de
afirma que f y g son| manera independiente, para el inciso 2b
transformaciones demuestra que en general no se cumple
lineales. una de las propiedades.

EA7 Si hay evidencias ya|Si hay evidencias debido a que para el | No hay evidencias.
que considera el |ejercicio 2a demuestra la linealidad
cumplimiento de las|mediante el cumplimiento de las
propiedades para | propiedades de manera independiente y
vectores particulares |para el inciso 2b demuestra que en
debido a que afirmar|general no se cumple una de las
que f 'y g son|propiedades. Para el ejercicio 5 usa la
transformaciones linealidad de T para hallar los vectores
lineales. solicitados.

EAS No responde al inciso | Si hay evidencias, ya que en el inciso | No hay evidencias.
1d y 1le, bajo las|2a, 3a y 3b demuestra de manera
respuestas general que preservan combinaciones
concluimos que si hay |lineales, en los ejercicios 2b y 3c
evidencias. demuestra de manera general que una

de las propiedades no se cumple, en el
ejercicio 5 emplea la linealidad de T,
para hallar los vectores solicitados.

EA9 Si hay evidencias, ya| Si presenta evidencias debido a que|Hay evidencias debido a que
que considera el| demuestra para el ejercicio 2b, 3a, y 3b | construye adecuadamente la
cumplimiento de las| el cumplimiento de las propiedades de | transformacién solicitada en el ejercicio
propiedades para| manera individual, para los ejercicios 2a | 6a, ademas demuestra que la suma de
vectores particulares| y 3c demuestra que en general no se |las 2 trasformaciones lineales es una
debido a que afirma| cumple una de las propiedades. Para el | transformacién lineal mediante el
qgue f y g son| ejercicio 5 considera la linealidad de T, |cumplimiento de las dos propiedades
transformaciones para hallar los vectores solicitados. de manera individual, para el ejercicio
lineales. 6b la afirmacion es correcta, pero no

realiza argumentacion.

EA10 Si hay evidencias, ya| Si presenta evidencias, debido a que | No hay evidencias.
que considera el | en los ejercicios 2a, 3a y 3b demuestra
cumplimiento de las| su linealidad mediante el cumplimiento
propiedades para| de las propiedades de manera
vectores particulares | individual, para el caso de los ejercicios
para afirmar que fy g | 2by 3c demuestra que en general no se
son transformaciones | cumple una de las 2 propiedades, para
lineales. el caso del ejercicio 5 considera la

linealidad de T, para hallar los vectores
solicitados.
EA11 Si hay evidencias, ya| Si hay evidencias, debido a que|No hay evidencias.

que considera el
cumplimiento de las
propiedades para

vectores particulares
para afirmar que fy g
son transformaciones
lineales.

demuestra la linealidad en los ejercicios
2a, 3a y 3b mediante el cumplimiento de
las propiedades de manera
independiente, en el caso de los inciso
2b y 3c demuestra que en general no se
cumple una de las dos propiedades,
para el caso del ejercicio 5 considera la
linealidad de T, para hallar los vectores
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solicitados.

EA12 Si hay evidencias ya | Si hay evidencias ya que en el inciso 2a | No hay evidencias.
que considera el|demuestra el cumplimiento de las
cumplimiento de las |propiedades de manera individual, para
propiedades para | el caso del inciso 2b demuestra que en
vectores particulares |[general no se cumple una de las
para afirmar que f y g | propiedades, no realiza el ejercicio 3, en
son transformaciones | el ejercicio 5 considera la linealidad para
lineales. hallar los vectores solicitados.

EA13 Si hay evidencias ya| Si hay evidencias debido a que|Presenta evidencias, ya que
que considera el| demuestra la linealidad en los ejercicios | construye adecuadamente la
cumplimiento de las| 2a, 3ay 3b mediante el cumplimiento de | trasformacién lineal solicitada en el
propiedades para| las propiedades de manera | inciso 6a y realiza una demostracién
vectores particulares | independiente, en el caso de los inciso | para argumentar que la suma de las
para afirmar que fy g | 2by 3c demuestra que en general no se | dos transformaciones lineales es una
son transformaciones | cumple una de las dos propiedades, | transformacién lineal, finalmente
lineales. para el caso del ejercicio 5 considera la | recurre anunciar el teorema ya que

linealidad de T, para hallar los vectores | durante su desarrollo comete algunos

solicitados. errores. Para los incisos 6b y 6¢ afirma
correctamente sin realizar
argumentacion.

EA14 Demuestra la no| Si hay evidencias ya que para el inciso | Presenta evidencias ya que logra
linealidad de f| 2a y 3b demuestra su linealidad | construir la trasformacion solicitada por
mediante un contra| mediante el cumplimiento de las|el ejercicio 6a demostrando que la
ejemplo y demuestra | propiedades de manera independiente,|suma de las 2 transformaciones
la linealidad de g| en el caso del problema 3a afirma |lineales es una transformacion lineal.
mediante el | errbneamente sobre la no linealidad al
cumplimiento de las 2 | no considerar al polinomio nulo. En los
propiedades de | ejercicios 2b y 3c demuestra su no
manera linealidad mediante un contra ejemplo
independiente, por lo| en una de las propiedades, finalmente
tanto afirmamos que | en el ejercicio 5 considera la linealidad
si hay evidencias. para hallar los vectores solicitados.

EA15 Si hay evidencia ya| Si hay evidencias debido a que en el | No hay evidencias.
que considera el| ejercicio 2a demuestra la linealidad
cumplimiento de las| mediante el cumplimiento de las dos
propiedades para | propiedades de manera independiente,
vectores particulares | y para el inciso 2b demuestra que en
para afirmar que f y g | general no se cumple una de las dos
son transformaciones | propiedades. No responde los ejercicios
lineales. restantes de la prueba.

EA16 Si hay evidencias ya|Si hay evidencias debido a que|Presenta evidencias debido a que es

que considera el
cumplimiento de las
propiedades para

vectores particulares
para afirmar que fy g
son transformaciones
lineales.

demuestra la linealidad en los ejercicios
2a, 3a y 3b mediante el cumplimiento de
las propiedades de manera
independiente, en el caso de los inciso
2b y 3c demuestra mediante un contra
ejemplo en una de las dos propiedades,
para el caso del ejercicio 5 considera la
linealidad de T, para hallar los vectores
solicitados.

capaz de demostrar que la suma de 2
transformaciones lineales es lineal,
ademas de que fue capaz de construir
la transformacion lineal solicitada en el
inciso 6a.

77




EAl7

Si hay evidencias ya
que considera el
cumplimiento de las
propiedades para
vectores particulares
para afirmar que fyg
son transformaciones
lineales.

Si hay evidencias ya que demuestra la
linealidad mediante el cumplimiento de
las 2 propiedades de manera individual
para los ejercicios 2a y mediante un
contra ejemplo la no linealidad de 2b,
para el caso del ejercicio 5 considera la
linealidad para hallar los vectores
solicitados.

No hay evidencias.

EA18

Demuestra que f no
es lineal mediante un
contra ejemplo,
también demuestra la
linealidad de g

mediante el
cumplimiento de las 2
propiedades de

manera individual. Por
lo tanto concluimos
que si hay evidencia.

Si hay evidencias debido a que
demuestra la linealidad mediante el
cumplimiento de las 2 propiedades de
manera individual para los ejercicios 2a
y mediante la demostracion que en
general no se cumple una de las 2
propiedades en el ejercicio 2b para
afirmar sobres su no linealidad, para el

caso del ejercicio 5 considera la
linealidad para hallar los vectores
solicitados.

Si hay evidencias ya que en el inciso
6c construye una reflexion sobre un
teorema propio de las transformaciones
lineales.

EA19

Si hay evidencia
debido a que afirma
que para los vectores

otorgados las
funciones son
transformaciones

lineales y para
generalizar se debe

hacer la demostracion
general, sin  que
proceda a su
demostracion.

Si hay evidencias debido a que
demuestra la linealidad en los ejercicios
2a, 3a y 3b mediante el cumplimiento de
las propiedades de manera
independiente, en el caso de los inciso
2b y 3c demuestra que en general no se
cumple una de las dos propiedades,
para el caso del ejercicio 5 considera la
linealidad de T, para hallar los vectores
solicitados.

Si hay evidencia debido a que es
capaz de construir la transformacién
lineal solicitada en el inciso 6a y
ademas demuestra que la suma de las
dos transformaciones lineales es lineal.
Es decir presenta la capacidad de ver a
las transformaciones lineales como
elementos de un conjunto.

EA20

Si hay evidencias ya
que considera el
cumplimiento de las
propiedades para
vectores particulares
para afirmar que fy g
son transformaciones
lineales.

No hay evidencias

No hay evidencias.

EA21

Si hay evidencias ya
que logra comparar lo
solicitado en los
incisos l1a y 1b, logra
realizar operaciones
mecanicamente.

Si hay evidencias ya que en su
definicion se enfoca en el cumplimiento
de las dos de manera individual. No
podemos detallar mas sobre esta
construccion debido a que no contesta
los ejercicios restantes de la prueba.

No hay evidencias.

EA22

Si hay evidencias ya
que considera el
cumplimiento de las
propiedades para
vectores particulares
para afirmar que fy g
son transformaciones
lineales.

No hay evidencias.

No hay evidencias.
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EA23

Si hay evidencia ya
que considera el
cumplimiento de las
propiedades para
vectores particulares
para afirmar que fyg
son transformaciones
lineales.

No hay evidencias.

No hay evidencias.

EA24

Si hay evidencia ya

que considera el
cumplimiento de las
propiedades para

vectores particulares
para afirmar que fy g
son transformaciones
lineales.

Si hay evidencias debido a que
demuestra la linealidad en los ejercicios
2a, 3a y 3b mediante el cumplimiento de
las propiedades de manera
independiente, en el caso de los inciso
2b y 3c demuestra que en general no se
cumple una de las dos propiedades,
para el caso del ejercicio 5 considera la
linealidad de T, para hallar los vectores
solicitados.

No hay evidencias.

ANEXO 2

La presente tabla presenta los resultados obtenidos del diagnéstico aplicado a los

estudiantes de

la Lic.

Matematicas Aplicadas, dete

construcciones mentales presentan.

ctando qué tipo de

TABLA 2
Construcciones mentales presente en estudiantes de Lic. Mateméticas Aplicadas

Alumnos Acciones Procesos Objetos
EMAZ25 |Si hay evidencias | No hay evidencias. No hay evidencias.

debido a que realiza

operaciones de manera

mecanica, solamente

responde a los ejercicios

la, lby lc.
EMA26 |Para el incisol d del| Si hay evidencias debido a que|No hay evidencias.

diagnéstico comenta que
las igualdades solo se

cumplen para los
vectores dados, pero
afirma que se debe

cumplir para todos los
vectores, no realiza la

demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a, 3a y 3b mediante el
cumplimiento de las propiedades de
manera independiente, en el caso de
los inciso 2b y 3c demuestra que en
general no se cumple una de las dos

propiedades, para el caso del
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demostracion,
afirmamos que si
evidencia.

hay

ejercicio 5 no considera la linealidad
de T, para hallar los vectores
solicitados, lo realiza de manera
mecanica.

EMA27

Si hay evidencias ya
que considera el
cumplimiento de las
propiedades para
vectores particulares
para afirmar que f y g
son transformaciones
lineales.

Si hay evidencias debido a que
demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a, 3a y 3b mediante el
cumplimiento de las propiedades de
manera independiente, en el caso de
los inciso 2b y 3c demuestra que en
general no se cumple una de las dos
propiedades, para el caso del
ejercicio 5 considera la linealidad de
T, para hallar los vectores solicitados.

No hay evidencias.

EMA28

Si hay evidencias ya
que considera el
cumplimiento de las
propiedades para
vectores particulares
para afirmar que f y g
son transformaciones
lineales.

Si hay evidencias debido a que
demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a, 3a y 3b mediante la
preservacion de  combinaciones
lineales, en el caso de los inciso 2b y
3c demuestra que las
transformaciones no preserva
combinaciones lineales, para el caso
del ejercicio 5 considera la linealidad
de T, para hallar los vectores
solicitados.

No hay evidencias.

EMA29

Demuestra que f no es
una trasformacion lineal
ya que una de las
propiedades no se
cumple en general,
demuestra la linealidad
de g mediante el
cumplimiento de las dos
propiedades de manera
independiente.
Concluimos que si hay
evidencias.

Si hay evidencias debido a que
demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a, 3a y 3b mediante la
preservacion de  combinaciones
lineales, en el caso de los inciso 2b y
3c demuestra que en general no se
cumple una de las propiedades, para
el caso del ejercicio 5 considera la
linealidad de T, para hallar los
vectores solicitados.

No hay evidencias.

EMA30

Si hay evidencia ya que
considera el
cumplimiento de las
propiedades para
vectores particulares
para afirmar que fy g
son transformaciones
lineales.

Si hay evidencias debido a que
demuestra la linealidad del ejercicio
2a, mediante el cumplimiento de las
propiedades de manera
independiente, en el caso del inciso
2b demuestra la no linealidad
mediante un contra ejemplo, el
ejercicio 3c demuestra que en
general no se cumple una de las dos
propiedades, para el caso del
ejercicio 5 considera la linealidad de
T, para hallar los vectores
solicitados.

No hay evidencias.

EMA31

Si hay evidencia ya que
consideran el
cumplimiento de las
propiedades para
vectores particulares
para afirmar que f vy g

Si hay evidencias debido a que
demuestra la linealidad del ejercicio
2a, mediante el cumplimiento de las
propiedades de manera
independiente, en el caso del inciso
2b demuestra que en general no se

No hay evidencias.
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son transformaciones
lineales.

cumple una de las dos propiedades,
el ejercicio 3c demuestra la no
linealidad mediante un contra
ejemplo, para el caso del ejercicio 5
considera la linealidad de T, para
hallar los vectores solicitados.

EMA32

Demuestra que f no es
lineal ya que en general
no se cumple una de las
propiedades, por otro
lado demuestra la
linealidad de g mediante
el cumplimiento de las
propiedades de manera
individual.  Concluimos
que si hay evidencia.

Si hay evidencias debido a que
demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a

y 3b mediante el cumplimiento de las
propiedades de manera
independiente, en el caso del inciso
3a afirma que no es lineal empleando
el termino isomorfismo, lo que lo lleva
a una afirmacién errénea, en el caso
de los incisos 2b y 3¢ demuestra que
en general no se cumple una de las
propiedades, para el caso del
ejercicio 5 considera la linealidad de
T, para hallar los vectores solicitados.

No hay evidencias.

EMAS3

Demuestra que f no es
lineal ya que en general
no se cumple una de las
propiedades, por otro
lado demuestra la
linealidad de g mediante
el cumplimiento de las
propiedades de manera
individual.  Concluimos
que si hay evidencia.

Si hay evidencias debido a que
demuestra en el ejercicio 2a su
linealidad mediante la preservacion
de combinaciones lineales, para el
caso del inciso 2b demuestra la no
linealidad mediante un contra
ejemplo, en el ejercicio 3 no
desarrolla los incisos so6lo afirma
correctamente  acerca de su
linealidad asumimos que las
operaciones las realizo de manera
mental, para el caso del ejercicio 5
considera la linealidad de T, para
hallar los vectores solicitados

No hay evidencias.

EMA34

Demuestra que f no es
lineal ya que en general
no se cumple una de las
propiedades, por otro
lado demuestra la
linealidad de g mediante
el cumplimiento de las
propiedades de manera
individual.  Concluimos
que si hay evidencia.

Si hay evidencia debido a que
demuestra la linealidad del ejercicio
2a mediante el cumplimiento de las
dos propiedades de  manera
individual, para los ejercicios 3ay 3b
demuestra la preservacion de
combinaciones lineales, en los
incisos 2b y 3c demuestra que en
general no se cumple una de las
propiedades, para el caso del
ejercicio 5 considera la linealidad de
T, para hallar los vectores solicitados

Si hay evidencia debido a que es capaz
de construir la transformacion lineal
solicitada en el inciso 6a y ademas
demuestra que la suma de las dos
transformaciones lineales es lineal
mediante la preservacion de
combinaciones lineales, no responde a
los incisos 6b y 6¢.

EMAS35

Demuestra que f no es
lineal ya que en general
no se cumple una de las
propiedades, por otro
lado demuestra la
linealidad de g mediante
la  preservacién de
combinaciones lineales.
Concluimos que si hay
evidencia.

Si hay evidencia debido a que
demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a, 3a y 3b mediante la
preservacion de combinaciones
lineales, en el caso del inciso 2b
demuestra que en general no
preserva combinaciones lineales, no
responde el ejercicio 3c, para el caso
del ejercicio 5 considera la linealidad
de T, para hallar los vectores

Si hay evidencia debido a que es capaz
de construir la transformacién lineal
solicitada en el inciso 6a y ademas
demuestra que la suma de las dos

transformaciones lineales es lineal
mediante la preservacion de
combinaciones lineales, aunque Ia

afirmacién para el inciso 6b es correcta,
no construye argumentos.
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solicitados.

EMA36

Demuestra que f no es
lineal ya que en general
no se cumple una de las
propiedades, por otro
lado afirma que g es
lineal sin realizar una
demostracion formal,
suponemos que realizo
este hecho de manera
mental. Concluimos que
si hay evidencia.

Si hay evidencia debido a que en el
inciso 2a demuestra la linealidad
mediante el cumplimiento de las
propiedades de manera
independiente, en el ejercicio 2b
demuestra la no linealidad mediante
un contra ejemplo en una de las
propiedades, para el caso del
ejercicio 3a afirma que es lineal sin
realizar la demostracion asumimos
que la realizo de manera mental, en
el inciso 3b asocia el ejercicio con el
operador derivada por lo que
considera el cumplimiento de las
propiedades de manera individual,
finalmente en el inciso 3¢ demuestra
la no linealidad mediante un contra
ejemplo, para el caso del ejercicio 5
considera la linealidad de T, para
hallar los vectores solicitados.

Si hay evidencia debido a que es capaz
de construir la transformacién lineal
solicitada en el inciso 6a y ademas
demuestra que la suma de las dos
transformaciones lineales es lineal
mediante la preservacion de
combinaciones lineales. En el inciso 6d
fracasa su demostracion como
argumento.

EMAS37

Demuestra que f no es
lineal ya que en general
no se cumple una de las
propiedades, por otro
lado demuestra la
linealidad de g mediante
el cumplimiento de las
propiedades de manera
individual.  Concluimos
que si hay evidencia.

Si hay evidencia debido a que
demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a, 3a y 3b mediante el
cumplimiento de las propiedades de
manera independiente, en el caso de
los inciso 2b y 3c demuestra que en
general no se cumple una de las dos
propiedades, para el caso del
ejercicio 5 considera la linealidad de
T, para hallar los vectores
solicitados.

No hay evidencias.

EMASS8

Demuestra que f no es
lineal mediante un contra
ejemplo, por otro lado
demuestra la linealidad
de g mediante el
cumplimiento de las
propiedades de manera
individual.  Concluimos
que si hay evidencia.

Si hay evidencia debido a que
demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a, 3a y 3b mediante el
cumplimiento de las propiedades de
manera independiente, en el caso
del inciso 2b demuestra que en
general no se cumple una de las dos
propiedades y el inciso 3c demuestra
la no linealidad mediante un contra
ejemplo en una de las propiedades,
para el caso del ejercicio 5 considera
la linealidad de T, para hallar los
vectores solicitados.

Si hay evidencia debido a que es capaz
de construir la transformacion lineal
solicitada en el inciso 6a demostrando su
linealidad y ademas demuestra que la
suma de las dos transformaciones
lineales es lineal mediante el
cumplimiento de las dos propiedades de
manera individual. Los argumentos
dados para los ejercicios 6b y 6¢c son
erroneos.

EMA39

Demuestra que f no es
lineal ya que no preserva
combinaciones lineales,
por otro lado demuestra
la linealidad de g
mediante la preservacion
de combinaciones
lineales. Concluimos que

Si hay evidencia debido a que
demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a, 3a y 3b mediante la
preservacion de combinaciones
lineales, en el caso de los incisos 2b
y 3c demuestra que no preservan
combinaciones lineales, para el caso
del ejercicio 5 considera la linealidad

Si hay evidencia debido a que es capaz
de construir la transformacioén lineal
solicitada en el inciso 6a demostrando su
linealidad y ademas demuestra que la
suma de las dos transformaciones
lineales es lineal mediante la
preservacion de combinaciones lineales,
en el inciso 6b construye un
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si hay evidencia.

de T, para hallar los vectores

razonamiento correcto si dar argumentos

solicitados. concretos.

EMAA40 |Demuestra que f no es| Si hay evidencia debido a que en el | Si hay evidencia debido a que es capaz
lineal mediante un contra | inciso 6a demuestra la linealidad |de construir la transformacion lineal
ejemplo, por otro lado| mediante el cumplimiento de las|solicitada en el inciso 6a, no demuestra
demuestra la linealidad | propiedades de manera individual, | su linealidad pero recurre al teorema que
de g mediante el| para el caso de los ejercicios 3a y 3b |la suma de 2 transformaciones lineales
cumplimiento de las| demuestra la linealidad mediante la |es lineal, para el inciso 2b proporciona 2
propiedades de manera| preservacion de combinaciones |transformaciones no lineales y cuya
individual.  Concluimos | lineales, no soluciona el inciso 2b, y | suma es lineal, finalmente en el inciso c,
gue si hay evidencia. en el inciso 3c proporciona un |reflexiona concluye que -G es

argumento erréneo, para el caso del | transformacién lineal y al sumar en la
ejercicio 5 considera la linealidad de | expresidn concluye que L es lineal.

T, para hallar los vectores

solicitados.

EMA41 |Sihay evidenciayaque| Si hay evidencia debido a que|No hay evidencias.
consideran el| demuestra la linealidad en los
cumplimiento de las| ejercicios 2a, 3a y 3b mediante el
propiedades para| cumplimiento de las propiedades de
vectores particulares | manera independiente, en el caso de
para afirmar que f y g| los inciso 2b y 3c demuestra que en
son transformaciones | general no se cumple una de las dos
lineales. propiedades, para el caso del

ejercicio 5 considera la linealidad de
T, para hallar los vectores
solicitados.
EMA42 |Sihay evidencia debido| Si hay evidencia debido a que|Si hay evidencia debido a que es capaz

a que intenta demostrar
la linealidad mediante el
cumplimiento o no de las
propiedades con
vectores particulares.

demuestra la linealidad en los
ejercicios 2a, 3a y 3b mediante el
cumplimiento de las propiedades de
manera independiente, en el caso de
los inciso 2b y 3c demuestra
mediante un contra ejemplo en una
de las propiedades su no linealidad,
para el caso del ejercicio 5 considera
la linealidad de T, para hallar los
vectores solicitados.

de construir la transformacién lineal
solicitada en el inciso 6a, no demuestra
su linealidad pero recurre al teorema que
dice que la suma de 2 transformaciones
lineales es lineal demostrando este
importante teorema, en el inciso 6b
argumenta su afirmacion mediante un
contra ejemplo considera 2
transformaciones no lineales, cuya suma
es lineal, finalmente en el inciso 6c¢
fracasa en su demostracion.
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ANEXO 3

Cuestionario de diagndstico que respondieron los estudiantes.

Transformaciones Lineales

Nombre:
Semestre: Carrera:

El objetivo de esta prueba es analizar el proceso de construccién del concepto transformacién lineal,
de acuerdo a la teoria APOE. Los resultados sélo de usardan con fines académicos y seran presentados
de manera anénima.

1-Sean f : R? — R’ vyg:R2 o R’ funciones definidas por f(z,y) = (¥% 22) y g(z,y) = (z, 3y—2z,y)

a. Sean u = (1,0) y v = (0, 1).

¢ Calcula (u + v) y determina f(u + v).

¢ Calcula f(u), f(v) y encuentra el vector f(u)+ f(v).

¢ Comparando los resultados anteriores, json f(u+v) v f(u) + f(v) iguales?
b. Sean u=(-2,0)ye=1

¢ Calcula cu y determina f(cu).

¢ Calcula f(u) y encuentra el vector ¢f (u).

Comparando los resultados anteriores son, ;Son f(cu) y cf (u) iguales?
c. Realiza los puntos a y b para la funcién g.

d. ;Son f y g transformaciones lineales? Justifica tu respuesta.

e. ;Qué es una transformacion lineal?

2.- Determine si la funciéon dada es una transformacién lineal:

a. T : My 2(R) — R definida como T'(4) = a+ b+ ¢ +d, donde A = (;l Z)

b. Demuestra que la funcién siguiente, no es transformacion lineal, donde:

T : M2 2(R) — R definida como T'(A) = a2, donde A = ((j 2)
3.- ;Cuales de las siguientes funciones son transformaciones lineales?
a. T:R — P3 ; T(a) = a + ax + ax?® + ax3.
b. T : P, = Py, ;T(ap + a1 + a22?) = ay + 2az2.
c. T: Py — Py ; Tlp(x)] = [p(x)]?.

4.- Sea T : R? — R? una transformacién lineal definida por T'(z,y) = (z, 4y).
a. Sea S = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1}. Determina la imagen de S bajo 7.
b. Describe en términos geométricos S y su imagen.

5.- Sean U y V' espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y 7' una transformacién lineal de U en
V. SiT(uw) = (—-2,0) y T(uz2) = (1, —3), determina:

a. T'(2u1)

b. T'(3uz)

c. T(2uy — 3us)

ag

6- Sea T : P3 — Mso(R) la transformacién lineal definida por T[p(x)] = (a
2

a1> para todo
as

P(x) = ap + a1 + apx? + azz® en Ps.

a. Encuentra una transformacién lineal F' tal que F' + T sea una transformacién lineal.

b. ;Si L+ es una transformacion lineal, son L y G transformaciones lineales? Justifica tu respuesta.
c. ;Si L+ G y G son transformaciones lineales , entonces L es una transformacién lineal? Justifica
tu respuesta.

84



