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Capitulo 1

Introduccion

Las transformaciones de Md&bius son el tipo mas elemental de funciones racionales de grado 1 de
una variable compleja. Se exhiben sus propiedades bésicas, geométricas, algebraicas y analiticas
asi como también su clasificacién. También establecemos un teorema que clasifica los automorfis-
mos de los dominios canénicos en C, a saber C, C, H = {z € C: Im(z) > 0}, A={z e C: || < 1},
mediante tales transformaciones y los relacionamos con la famosa definicién de geometria de Felix
Klein, y asi obtenemos que los dominios candnicos en C son modelos para las distintas geometrias,
la eliptica, euclideana y la hiperbdlica respectivamente, para el caso de dominios no canénicos sim-
plemente conexos utilizamos el famoso teorema del Mapeo de Riemann y los automorfismos del
disco unitario A, lo cual nos permite asociarle a cada dominio no canénico simplemente conexo una
geometria hiperbdlica.

Siguiendo el estudio del grupo de las transformaciones de Mobius y de sus subgrupos, nos aden-
tramos en la teoria de los grupos Kleinianos, los cuales nos serdan de gran utilidad, puesto que el
enfoque que nos interesa de los grupos kleinianos es el de representar superficies de Riemann via
estos grupos.

Continuamos esta tesis con un material introducctorio sobre las superficies de Riemann y la enun-
ciada caracterizacién de una superficie de Riemann via el cociente de la regién de discontinuidad
de un grupo Kleiniano y el grupo mismo.

Culminamos esta tesis con una introduccion a los grupos de Lie con la finalidad de entender un poco
el enfoque de Shopus Lie el cual era mostrar que los distintos métodos para resolver ecuaciones
diferenciales pueden ser clasificados a través del estudio del cardcter invariante de dichas ecuaciones
por un grupo continuo de transformaciones. Esta filosofia aparecia también en los trabajos de Feliz
Klein que llegd a definir la geometria como el estudio de las propiedades de un espacio que son
invariantes bajo un grupo de transformaciones, que fue nuestra principal motivacién en esta tesis.
Cabe destacar que no nos adentramos en la teoria de ecuaciones diferenciales pero este enfoque que
tomamos es una buena motivacion para seguir el estudio de estas teorias con mas detalle en un
futuro.






Capitulo 2

Transformaciones de Mobius

Las transformaciones de Md&bius son una familia de funciones de variable compleja, a las que dedi-
camos este capitulo, aqui se exhiben sus propiedades basicas, geométricas, algebraicas y analiticas
asi como también su clasificacion.

2.1. Preliminares

Conviene extender el plano complejo C anadiendo un punto infinito, con lo que obtenemos el plano
extendido C = CU {o0}.
Aparte de las operaciones heredadas de C, sobre C, definimos:

a

6:OO>a7éO7
@

=0, a # o0
00
aco =00, a# 0

y

a + 0o = o0.
La topologl’ade C es la topologia inducida por la métrica d(w, z) = |w — z|. La topologia de C es,
la topologia de C unién la familia de los complementos de conjuntos compactos en C. De aqui que
C es un espacio topolégico compacto.

La esfera unitaria,

S?={z cR3:|z| =1},
llamada esfera de Riemann, es el modelo requerido para incluir al punto al infinito. Para asociar
cada punto en el plano con uno en S?, usamos la siguiente idea geométrica: se toma el plano
C={(z,y,0) : z,y € R}, y la linea que proyecta el polo norte e3 = (0,0, 1) de la esfera de Riemann
a cualquier otro punto x = (x1, 9, x3) en dicha esfera.
Esta linea cruza el plano complejo en un tinico punto, para encontrarlo se parametriza

es+tlx—es), teR

y se debe cumplir
[es +t(z —e3)] - e3 =0,

1Una topologfa en un conjunto X es una familia 7 de subconjuntos de X que satisfacen:
ider; Xer
(i) Si Ag,...,An € 7, entonces (7_; A;
(iii) Si {Aa}aer € 7, entonces U,y Aa € 7.
Si 7 es una topologia en X a la pareja (X, 7) le llamamos espacio topoldgico y a los elementos que pertenecen a T,
conjuntos abiertos en X.
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1+t(xr—ez)-e3=0,
1
1—(1,‘3.

De donde, el punto asociado a x es

1
63-‘1-1 (x—e3) =

— 23
o X i) .133—1 -
_e3+<1—x3’1—x3’1—x3> o
X1 i)
= O .
(1—1’37].—(537 )

$:S? - {es} — C,

Se define la funcién

dada por
T, + 129
(71,20, 23) —> ———.
1-— T3
Afirmamos que ® es biyectiva.
Para demostrar esto se construye la funcién inversa. Obsérvese que si z = ®[(x1,z2,23)], como

(21,72, 73) € S?, se tiene que

122 = 1 + 1T 27 x? + z3 B 1— 22 1+
B 1—563 7(1—.’173)27(1—373)271—.’173
y despejando tenemos que
|2|* -1
= . 2.1
PR @1)
También 5
_ Ty
z+2z= 1= a5
y
. (z4+2)(l—a3) z+7z 1_|z|2—1 _zZ+Z 2
' 2 T2 l22+1) 2 \|z2+1)°
entonces 43
z4+Zz
= —. 2.2
SRR (2.2)
Finalmente, como
_ 215[’2
z—Z=
1 — X3
se sigue que ~
z—Zz
= —\ 2.3
RE(EEESY 2

Por consiguiente, ® es inyectiva, ya que z determina (21, zq, z3).
Observese también que la funcién

() 24z z—z Jz]2-1
zZ) =
[2)2+174(Jz[2+ 1) |2]2 + 1

es inversa por la izquierda de ®.
Que P es sobreyectiva se sigue del hecho de que II es también inversa derecha de ®.

Haciendo corresponder oo con el polo norte es se obtiene una biyeccién de S? en C y el

4
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modelo buscado. A esta biyeccion se le llama la proyeccién estereografica.
Geométricamente es evidente que el hemisferio sur (z3 < 0) corresponde al disco unitario
A={zeC:|z| <1}

y el hemisferio norte (x3 > 0) al exterior de este disco; la férmula también muestra este hecho
de manera analitica (véase figura 1.1.).

Figura 1.1: la proyeccion estereografica.

Recordemos la definicién de funcion derivable en C.

Definicién 2.1.1. Sea A C C abierto en C, una funcion f : A — C es holomorfa si f es derivable
(en el sentido complejo), es decir, si la derivada

ZHf/(Z):’llli%f(z—’—h})L_f(Z)

estd definida como una funcion de A en C.

Algunos resultados importantes que necesitaremos més adelante, pero que no demostraremos
aqui (vedse [5l, pag. 230, 233 y 243]), son los siguientes:

Teorema 2.1.1. Sea f holomorfa en un abierto A. Sea zg € A y sea A, = {z : |z — 20| < r}
contenido en A. Entonces, para cada z € A,, la serie

> f(n)
> : n(lZO) (z—20)"
n=0 :

converge en A, y tenemos
[ (20) n
f0) =3 e =) 24)
n=

La serie de la ecuacion es llamada la serie de Taylor de [ alrededor del punto zg.
De aqui tenemos:

Corolario 2.1.1. Sea A un abierto en C y sea f una funcion definida en A valuada en los complejos.
Entonces, f es holomorfa en A si y sélo si, para cada zy en A existe un numero r > 0 tal que el
disco D(zg,r) C A y [ es igual a una serie de potencias convergente en D(zg,T).

En este caso decimos que f es analitica en D(zg,7).

De lo anterior tenemos como observacién que una funcién uno derivable en el sentido com-
plejo es infinitamente derivable y ademas su derivadas aparecen en los coeficientes de su serie de
Taylor.
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Si f es analitica en A C C, excepto en un punto zp, 2y es una singularidad aislada de f,
luego podemos dibujar dos circulos concéntricos con centro en zg, contenidos en A; en la regién
anular, f admite un desarrollo llamado Expansién de Laurent, de manera formal lo decimos en
el siguiente teorema:

Teorema 2.1.2. Sear; > 0,19 > r1 y 2o € C y considere la region A={z € C|r; <|z—z, |[<Ta}.
Se admite query =0 619 = 00 (¢ ambos). Sea f analitica en la region A. Entonces, podemos escribir

f(z)= Zan(z—zo)"—Fan(z—zO)_” (2.5)
n=0 n=1

donde ambas series en el lado derecho de la ecuacion, convergen absolutamente en A y uniforme-
mente en cualquier conjunto de la forma B,, ,, ={z | p1 <| 2— 20 |< p2} donde r1 < p1 < p2 < 7.
Si vy es un circulo alrededor de zg con radio v, con r1 < r < ry, entonces los coeficientes estin

dados por
R (S EP
an_27l’i/(c_zo)n+1d< n=0,1,2,...

" 2mi

La serie para f en la ecuacion es llamada la serie de Laurent ¢ Expansion de Laurent
alrededor de zg en el anillo A. Cualquier expansion convergente puntualmente de f de esta forma,
es tgual a la expansion de Laurent respecto de r1 y T2.

by = / FOIC - 20" de n=1,2,...

La parte EZOZO bn(z — z9)™™ le llamamos parte principal de f en zy. Si zp es una singularidad
aislada de f y si todos los b,,, excepto un nimero finito, en la ecuacion [2.5|son cero, entonces zg es
llamado un polo de f. Si k es el mayor entero tal que by # 0, 2y es llamado un polo de orden k.
Si 2y es un polo de primer orden, también decimos que es un polo simple. Si un nimero infinito de
by es distinto de cero, zp es llamada una singularidad esencial (algunas veces esta zg es llamada

un polo de orden infinito).

Definicién 2.1.2. Una funcién definida en un dominio A C C, se dice que es meromorfa cuando
es analitica en todo A excepto en un numero finito de polos.

Nos interesan también recordar lo siguiente.

Decimos que una funcién f preserva angulos, cuando el dngulo entre todo par de curvas 1 y 2
que se intersectan es igual al dngulo entre f(v1) y f(72). El dngulo que forman dos curvas 71, 2 al
intersectarse, es el dngulo que forman las tangentes de cada curva, en el punto de interseccion.
Notemos que la orientacién de los angulos puede o no preservarse.

Teniendo en cuenta lo de arriba recordemos el concepto de funcién conforme.

Definicién 2.1.3. Una funcion, que preserva dngulos y la orientacion de éstos, entre las curvas
que pasan por un punto dado se llama conforme en este punto.




Transformaciones de Mdbius

Si la funcién preserva unicamente el valor del dngulo, y el sentido de su direccion cambia por el
contrario diremos que es anticonforme.
En el caso de funciones de variable compleja tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 2.1.1. Una funcion de variable compleja, analitica en un abierto A, es una funcion
conforme en todos los puntos en los que la derivada es distinta de cero.

Demostracion.

Supongamos que en un punto zg € A existe la derivada f’(z9) # 0. Tracemos por el punto zy alguna
curva A : [a, f] — C, A(t), (a <t < 8, Ma) = 2p), para la cual existe la derivada X (a) # 0;
la curva A posee tangente en el punto zg = A(a) con dngulo de inclinacién igual al Arg(N(«)).
Mediante la funcién f(z) esta curva se transforma en una curva p, es decir, f[A\(¢)] = u(t) (a <t < 5,
p(a) = f(z0) = wp). Segin la regla de la cadena para la composicién de funciones, la funcién p(t)
es derivable en el punto « y p/(a) = f'(20) - N'(a) # 0, por lo cual la curva u posee tangente en el
punto wg = f(20), y el dngulo entre la tangente y el eje real es igual a

Arg(i' (to)) = Arg[f'(z0) - N (to)] = Arg(f'(20)) + Arg(N (to)).

De aqui se deduce que, al pasar de la curva A a su imagen p, el &ngulo de inclinacién de la tangente
en el punto inicial de la curva varia en la magnitud

Arg(i/(to)) — Arg(N'(to)) = Arg(f'(20)) (2.6)
Sean A1 y A2 dos curvas que se intersectan en zg, formando un angulo 6, o sea
0 = Arg(Xi(a)) — Arg(Ay(a))

y considérese las dos curvas f(A\1) y f(A2) que se intersectan en f(zp) que forman un dngulo 6, o
sea

0" = Arg(f' (M (@) — Arg(f (Ma(a)));
entonces por tenemos que 6’ =  como se queria.]
Y / 20 f Yy
. - f(20)

2.2. Definicién de transformacién de Mobius, propiedades
analiticas, algebraicas y geométricas de estas transfor-
maciones

A las funciones racionales de grado 1 del conjunto siguiente son llamadas transformaciones de
Mobius
az+b

cz+d

Mob(C) = {T(z) = ca,b,c,d e (Qad—bcyéo}.

2.2.1. Propiedades analiticas

Es importante observar que los coeficientes a, b, ¢, d estdan determinados salvo por un factor distinto
de 0, es decir,
_Aaz+ b

TG) =N
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para toda A # 0. Por tanto, si @ = ad — bc, podemos dividir los coeficientes entre v/«, y obtener
b
(%)z—&— Vo az+ 0V

(H)z+ % dz+d’

T(z) =

con a’d — b'c’ = 1. Asi podemos suponer también que ad — bc = 1.

az+b

e=rg con ad — be # 0, afirmamos que.

Consideremos la transformacién de Mdobius T'(z) =

Sic=0, entonces T'(z) = az + f donde a = § y B =

Qulor

Si ¢ # 0, entonces T(z) = f(((g(2))), donde g(z) = ?z +cd, ((2) = L y f(2) = —(ad — bc)z + 2.
En efecto si ¢ = 0 es clara la afirmacién, luego si ¢ # 0 entonces

az+b az+b ¢ azc+bc
2z +4dc’

cz+d_cz+d.c_

T(z) =
puesto que ad — be # 0, entonces

azc+bc azc+ad—(ad—bc) a(zc+d)—(ad —bc)

2z+de c2z +dc c2z +dc

T(z) =

_ 0 wdAbe  pg(z).0

c c2ztde

De la afirmacién tenemos que

. az+b
lim = 00
-t cztd
y
az+b a

de esta manera obtenemos una funcién continua de C en si mismo.
Ahora veamos que T es holomorfa en todo C.

Supongamos primero que ¢ = 0, entonces T'(z) = az + f, con a = §y B = %, estd defini-
da para todos los valores de z € C y posee derivada T"(z) = « que conserva un valor constante y
distinto de cero si a # 0. Luego T'(z) es holomorfa en C. Ahora supongamos que ¢ # 0, entonces

ad — be

TE) = rae

£0

yva que ad — bc # 0, y existe para todo z # —%.

Supongamos, como antes que ¢ # 0 y que ad — be # 0. Sabemos que T'(6) = co y T'(0c0) = 1, donde
0= f% yn=<.

Por lo tanto, el punto finito § se transforma mediante T en el punto del infinito, y el punto del
infinito se transforma en el punto finito . Veamos que T" es holomorfa también en estos puntos.

Definamos
1 cz+d

CT(2) az+b

Esto lo hacemos ya que, dada una funcién holomorfa f definida en una vecindad de oo, se dice que
f es holomorfa en co (o que f tiene un polo de orden k en c0), si la funcién g definida en una

vecindad del cero por
1
9(z) = f <z)
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es holomorfa en cero (o tiene un polo de orden k en cero). Obsérvese que si 0o no es una singularidad
esencial, entonces necesariamente se tiene una de las dos posibilidades antes mencionadas.

La eleccién de % en esta definicién no es arbitraria. Por una parte, es una elecciéon natural de cartas
coordenadas para proveer de estructura de superficie de Riemann a la esfera S? como se verd més
adelante, por otra parte, z — % rota a la esfera de Riemann en un angulo 7 alrededor del eje
real. En este caso el exterior de la circunferencia unidad (correspondiente al hemisferio norte), se
transformard en el interior de la misma (correspondiente al hemisferio sur).

Por lo tanto la transformacién % reduce el estudio del punto al infinito y de cualquier entorno del
mismo al estudio del punto cero y de su entorno correspondiente.

Luego

—(ad — be)

S = Taror

56 =5 #0

por lo tanto T'(z) es holomorfa en el punto z = 6.
Ahora veamos qué pasa en el punto al infinito. Tomamos a { = % entonces

ag+b a4

(=) = I¥d etd
entonces d—b
y de aqui

T'(oc) = 400 g

esto porque ¢ = 1

Cuando ¢ =0, sz
Ahora mediante la transformacion auxiliar S(z) =

y 0= é, por lo tanto T'(z) es holomorfa en el punto al infinito.
) =

az+ By tenemos que T'(00) = co.
1 _ 1

T(z) az+

y la igualdad z = % tenemos que

S = ey

y por lo tanto T'(z) es holomorfa en el punto al infinito si ¢ = 0. O

Hemos demostrado que las transformaciones de Mobius T'(z) son holomorfas en todo el

plano extendido C, ademads con derivada distinta de cero en todo punto de C y en consecuencia
tenemos que T'(z) es conforme en todo el plano extendido C (esto por la proposicién [2.1.1).

2.2.2. Propiedades algebraicas

El conjunto Méb(C) es un grupo.
La transformacién identidad Id(z) = % =z € Mab(C).
La inversa de la transformacion

az+b
T(z) = ——
(2) cz+d’
es la transformacion p !
T = 2
—cz+a
5 +b
az
T p— pr—
1(2) cz+d
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ew+ f

Tg(w):ngrh:z

son dos transformaciones de Mdobius, la transformacién que se obtiene al realizar la composicion es
de nuevo una transformacién de Mobius, en efecto supongamos que se efectia primero la transfor-
macién Ta(w) = z y después la transformacién T3 (z) = s. Entonces

Ty o Tr(w) = Ty (Th(w)) =T} <6w+f> . (ae + bg)w + (af + bh)

gw+h/)  (ce+dg)w+ (cf +dh)’

con

(ae + bg)(cf + dh) — (ce + dg)(af + bh) = (ad — be)(eh — gf) # 0.

Asf pues Ty o Ty € Mob(C).
Mas ain como la composicién usual de funciones es asociativa se sigue que la composicién de
transformaciones de Mobius es asociativa. Por lo tanto el conjunto de las transformaciones de

Mobius M6b(C), con la composicién usual de funciones forman un grupo no conmutativo, ya que
si tomamos las transformaciones

Ti(2) =77 v To(z) = 5

se tiene
T2 ] T](Z) = Tg(Tl(Z)) = -2z — 1,

mientras que
z+1

2z
Este grupo es conocido como el grupo de Mébius denotado por Méb(2, C).

Ty o Ty(2) = Ty (Ta(2)) =

El siguiente hecho se puede obtener también utilizando coordenadas homogéneas.
Ahora si consideramos el grupo

GL(Q, (C) = {A € MZIQ : det(A) 7é 0}

con la operacién (-), que es el producto usual de matrices (GL(2,C) es el grupo general lineal,
formado por las matrices dos por dos con coeficientes complejos y determinante # 0), y el grupo
de Mobius
Mob(2,C).
Entonces
v: (GL(2,C),-) — (Mb(2,C),0)

az+b

A:(zg)'—}TA(Z):cz—i—d

es un homomorfismo de grupos, es decir que VA, B € GL(2,C) se cumple que p(A-B) = ¢(A)op(B).
En efecto sean A= (24) y B = (; };) € GL(2,C), entonces

+bg af+bh
A-B=(t5) (Z£> = (g:+d§ ?JJ:+dh)

entonces
(ae + bg)z + (af + bh)

(ce +dg)z + (cf + dh)

p(A-B) =Tap(z) =

por otro lado

P(A) 0 p(B) = Ta2) o Tale) = Ta (1T ) =

10
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_ (ae+0bg)z+ (af +bh) .
~ (ce+dg)z+ (cf +dh) #(A-B),

por lo tanto ¢ es un homomorfismo de grupos.

Veamos cual es el nicleo de ¢.
K,={AcGL(22,C): p(A) =Id(z) = =z}
donde Id(z) es la identidad en Mdb(2,C). Entonces

K, ={A=(§9),a#0:p(A)= gzigz (%) === 1d=)}.

Es evidente que ¢ es sobreyectivo y aplicando el primer teorema de isomorfismo de grupos tenemos
que el siguiente diagrama es conmutativo

GL(2,C) —Z= Méb(2,C) ,

w -7
P -
~
7

GL(2,C)
KHP

donde p(A) = K, - Ay (K, - A) = p(A) =Ta(z), es decir, que

GL(2,C)
K‘P

Ahora si restringimos el homomorfismo ¢ al subgrupo SL(2,C) = {A € GL(2,C) : det(A) = 1}
de GL(2,C) tenemos que para toda A = (2%) € SL(2,C), definimos T4 € Méb(2,C) como

Ta(s) = 255,

La restriccion

= Mb(2,C).

e = Plsre SL(2,C) — Mob(2,C)

es un homomorfismo de grupos, y el niicleo Kg consiste de las matrices & (§ (), luego tenemos que
el siguiente diagrama es conmutativo

SL(2,C) —2> Msb(2,C) .

7
\\/j 7
o 7
-
-

SL(2,0)
Ks
Entonces SL(2.C) GLE.C)
— > =~ Mb(2 >
Ko 0b(2,C) K,

Un célculo de rutina usando las matrices (1), (1)) muestra que K¢ = Zg;, donde Zgy, es el
centro del grupo SL(2,C). E|
De lo anterior se sigue que hay exactamente dos matrices unimodulares que determinan una trans-
formacion de Mdbius dada. Esto es, ya que si T es de Mobius y esta definida por las matrices
(¢4), (&5)€SL2.0),
entonces
l=dd -V =k*(ad — be) = k?
y ’ ’
k=41, i.e. (‘Z, 2,) = :I:(‘;g).
Al cociente de SL(2,C) sobre su centro £ (§ ) se le llama su proyectivizacién.

28i G es un grupo, el centro de G, Z, estd definido por Z = {g € G | gr = g Vx € G}

11
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2.2.3. Propiedades geométricas

Una propiedad geométrica de las transformaciones de M6bius, conocida como propiedad homocicli-
ca (6 circular), se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. La imagen de una circunferencia en C bajo la transformacion de Mébius T(z),
es una circunferencia en C.

Demostracién.

Supongamos primero que ¢ = 0, entonces T(z) = az + 3, y de aqui que la transformacién T'(z)
se reduce a una traslacién (cuando o = 1) o una rotacién seguida de una dilatacién (si « # 1), y
estas conservan rectas y circunferencias. Debido a que T'(z) = f(¢(g(2))), donde g(z) = c?z + cd,
((z) =Ly f(z) = —(ad—bc)z+2, 0 sea que T(z) es la composicién de una traslacién, una rotacion,
una inversion y otra traslacion, basta con demostrar que la imagen de una circunferencia bajo la
inversién es una circunferencia.

Consideremos la transformacion

Sabemos que la ecuacién de cualquier circunferencia puede expresarse en la forma
A(x® +y*) + 2Bz +2Cy + D = 0.

Cuando A = 0y By C no son iguales a cero, resulta una recta, y cuando A # 0y B2+C2%2—-AD > 0,
resulta una circunferencia. Si z = x + iy entonces si sustituimos z? + y2 por 2%, 2z por z + Z y 2y
por —i(z — Z), representamos esta ecuacién en la forma

A(22) + (B—iC)z+ (B+iC)z+ D =0,

o bien B
A(2Z)+ Ez+ EZ+ D =0,

donde E = B+Ci. Aquisi A =0,y el nimero complejo F es distinto de cero es el caso de una recta

ysi A#0y EE — AD > 0 es una circunferencia. El conjunto de niimeros z # 0 que satisfacen la

ecuacion A(zz) + Ez + Ez + D = 0 se transforman en la siguiente ecuacién, sustituyendo a z = i:

11, -1 1
A= 2)+E—+E=+D=0
w w

w

g

o bien B
A+ Ew+ EBw+ D(ww) = 0.

La ecuacion A+ Ew+FEw-+D(ww) = 0 tiene la misma forma que la ecuacién A(z2)+Ez+Ez+D =0,
con la sustitucion de A por D, D por A y E por E. De aqui se deduce que si D = 0 ésta es
la ecuacién de una recta, y si D # 0 es la ecuaciéon de una circunferencia. Queda demostrado
que la imagen de una circunferencia bajo la inversién es una circunferencia. Entonces como
T(z) = f(¢(g(2))) v ademds f,( y g transforman circunferencias en circunferencias, se sigue que

T(z) = ij;db tiene la misma propiedad.0

Obsérvese que este resultado también se puede obtener utilizando la proyeccién esterografi-
ca y la transformacién 2

z°

2.2.4. Puntos fijos

Para poder obtener la clasificacién de las transformaciones de M 6b(2, C) necesitamos el concepto de
punto fijo el cual analizamos a continuacién. Notar que en esta parte se relacionan las propiedades
algebraicas, las analiticas y las geométricas.

Si la transformacién de Mébius T'(z) es distinta de la identidad, entonces, por lo general, T'(z) =

12
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Zj_ts = w es distinto de z. No obstante, aqui también existen puntos fijos, caracterizados por la
ecuacién L
az
T(z) = =
(2) cz+d

Supongamos primero que ¢ = 0, entonces T'(z) = az+ 8 (a =
uno de los puntos fijos de esta transformacion es el punto del infini
punto fijo, determinado por la ecuacién

% = % ). Como T(cx) = o0,
ito 1,

existe también otro

b
d
a #

z=az+p.

Este es el punto z = % Sia=1y S #0, no existe ningin punto fijo finito.

Si ¢ # 0. Entonces T(oo) = 2 # 00, 0 sea, el punto z = oo no es fijo. Del mismo modo, no es un
punto fijo el punto 6 = —% pues T(6) =00 # —%.

Resolvamos la ecuacion
az+b

cz+d’

suponiendo que z # 00 y z # —%, es decir, la ecuacion

2 —(a—d)z—b=0.

Obtenemos:
_a—d*/(a—d)?+ 4bc
2¢ '
Si (a — d)? + 4bc # 0, entonces de aqui se hallan los dos puntos fijos finitos distintos. Cuando
(a—d)? a-d_Fsta condicién es equivalente a (a+d)? = 4(ad—bc)

y si tomamos a ad — bc = 1 tenemos que (a + d)? = 4.

En resumen, las transformaciones de Mobius distintas de la identidad poseen solamente dos puntos
fijos. De aqui se tiene que si la transformacién de Mobius posee méas de dos puntos fijos puede ser
solamente la transformacién identidad Id(z) = z (para la cual todos los puntos son fijos).

Del teorema sabemos que las transformaciones de Mobius envian circunferencias en C
en circunferencias en C, ademds sabemos que una circunferencia estd determinada por tres puntos
distintos, entonces dos preguntas que surgen naturalmente de lo expuesto son las siguientes:
sDadas dos ternas (z1, 22, z3) y (w1, wa, ws) de puntos en C existe T € Mob(C) tal que T(z;) = w,
Vi€ {1,2,3} ¢, si existe, ses dnica?.

Las respuestas a estas preguntas son afirmativas y, para la demostracién de la existencia de una
transformacién de Mobius que toma (z1, 29, 23) y los envia a (w1, ws,ws), es suficiente mostrar que
existe una transformacién de Mdbius que satisface

T(z1) =0, T(2z2) =00, T(z3) = 1.

Si podemos construir tal T, entonces podemos construir S € Méb(@) tal que S(wy) = 0,5 (wy) =
o0, S(w3) = 1y entonces M = S~1oT es la transformacién que satisface M (z;) = w;, Vi € {1,2,3}.

Supongamos primero que z1,22,23 Yy 2z # 00, para que T tome el valor 0 en z; y el valor
00 en zs, es necesario y suficiente que T sea de la forma

T(z)=2. 272

b
cC zZ— 2o

pero T toma el valor 1 en z3 por lo que se tiene

a ZzZ3— 21
1=—-

C Z3— 29

[0 zZ3 — 22

= —=—_———

C Z3 — 21

13
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luego
T(z):Z_Zl I (z3—22)z—21(23—22)' 2.7)
z—20 23—21 (23— 21)2z — 22(23 — 21)

Si 21, 29 0 z3 = oo la transformacién se reduce a

Z3 — 29 zZ—21 ,2—21
o

2—29 Z3—21 Z— 2
ademds ya que los z;, 7 # j son distintos se tiene que
(23 — 22)(—22)(23 — 21) — (—21) (23 — 22)(23 — 21) = (23 — 22)(23 — 21) (21 — 22) # 0
y asi T € Mab(C).
De manera andloga construimos S € Méb(C) con las prpiedades requeridas, y hacemos

M=58"1'oT,

y es la transformacién deseada.
Ahora veamos la unicidad.
Sea M y A transformaciones tales que

M(ZZ) = Ww; = A(Zl) Vi = 1, 2, 3

luego entonces
AN w;) =2z Vi=1, 2, 3;

por lo tanto

A_l o M(ZZ) = A_l(M(ZZ)) = Z;.
Es decir la transformacién A~! o M tiene tres puntos fijos distintos: z1, 22 v 23, 0 sea, es la
transformacién identidad:

Ao M =1Id.

Por consiguiente,
Ao(A~ o M) =AoId.
Entonces
Ao(A"oM)=(AoA oM =1IdoM =M =Aold=A,
por lo tanto
M = A,

como se queria demostrar.

2.2.5. Razon doble

De la ecuacion se deduce una importante propiedad general de las transformaciones de Mobius.

Definicién 2.2.1. Dados cuatro puntos distintos z1, 22,23 y z4 en C, se define la razén doble de

Z1y,%2,23 Y 24 COMO:
Z4 —Z1 k3 — 29

[21322;23724] = .
R4 —R2 R3—Z21

La definicion de la razon doble la extenderemos también al caso en que uno de los cuatro puntos
z1, 22, 23, 24 Sea el del infinito.

La razon doble de cuatro puntos, entre los cuales uno es el del infinito, se obtiene pasando al limite
de la razon doble, cundo z; — 0o, como se muestra a continuacion

4 — 2 zZ3 — 29

[00, 225 23, 24] = lim [z, 29; 23, 24] = lim
2—500 200 24 — 29 zZ3 — X%

1t 274 - 23 — %2 23 — %2
= lim — T 1= —
200 24 — 22 Z4 — 22

La razdn doble de [z1,00; 23, 24] , [21, 22; 00, 24] Y [21, 22; 23, 00| se define similarmente.
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Como consecuencia del teorema y usando la razén doble obtenemos:

Proposicion 2.2.1. Cualesquiera que sean las rectas o circunferenciasy y I y dos ternas de puntos
(21,22,23) y (w1, ws,ws), pertenecientes a v y ', respectivamente, existe una transformacidn de
Mébius T que transforma a v en T' y hace corresponder a los puntos (z1,22,23) en los puntos
(w1, wa, ws), respectivamente.

Demostracion.

Escribamos la transformacién de Mdobius T'(z) que satisface las condiciones de que T'(z;) = wj
(i = 1,2,3). Segin lo expuesto anteriormente, tal transformacién existe y es la unica que cumple
lo requerido. Esta funcién transforma a la recta o circunferencia  en una recta o circunferencia I”
(por el Teorema. Pero por hipdtesis v pasa por z1, 22 y z3, por lo tanto r pasa por wy,ws y
w3, y como por tres puntos no puede pasar dos rectas o dos circunferencias distintas, I' = I, Asi,
pues, T'(z) es la transformacién deseada.l]

El comportamiento de la razén doble bajo transformaciones de Mobius se describe en el
siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Si T es una transformacion de Mdbius, entonces
[21, 225 23, za] = [T'(21), T (22); T(23), T'(24)]
para toda cuadrupla (21, 22,23,24) de puntos distintos de C.

Demostracion.

Sea g la unica transformacién de Mébius que envia a T'(z1) en 0, T'(z2) en oo, y T(23) en 1. Entonces
g oT transforma a z; en 0, a 25 en 00, y a 23 en 1. De acuerdo con la definiciéon de razén doble
tenemos que

[21, 205 23, 2] = g 0 T(24) = g[T(24)] = [T(21), T (22); T(23), T (24)]

como se deseaba.O]
El resultado anterior nos asegura la invarianza de la razén doble bajo las tranformaciones de Mobius.

Una cuestién sorprendente estd provista por el siguiente ejemplo, el cual establece que al
encontrar T € Mob(2,C) que envia tres puntos distintos de la recta real en tres puntos del circulo
unidad, nos produce un mapeo conforme entre sus dominios correspondintes, lo cual nos permite
asegurar una equivalencia conforme entre estos dos dominios.

Ejemplo 2.2.1. Supongamos que hay que transformar conformemente el semiplano superior H =
{z € C: Im(z) > 0}, en el interior de circulo unidad A = {z € C: |z| < 1}.
Para encontrar la transformacion T, que envia H en A, tomamos tres puntos de la recta real
extendida z1 = —1, zo = 0 y z3 = 1, consideremos también tres puntos en la circunferencia unitaria,
digamos wy = 1, wy = ¢ y wy = —1. Entonces la transformacion que satisface las condiciones
w; =T(z) (i=1,2,3), puede expresarse en la forma

w—1 —1—4 2z+1 1

w—i —1-1 2z 141

entonces ‘
Z—1

w = =T(z).

zt— 1 (2)

Estos fenomenos son generalizados utilizando el teorema del mapeo de Riemann, el cual revisa-
remos mas adelante.
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2.3. Clasificacion de las transformaciones de Mobius

En esta seccién daremos la clasificacion por conjugacion de las transformaciones de Mdbius, utilizan-
do la razén doble, los puntos fijos de estas transformaciones, y mostrando que toda transformacién
de Mébius es conjugada a una transformacién dada de forma estdndar (en la bibliografia se les
llama también trasformaciones candnicas véase [8, pag. 20]).

Antes de iniciar esta clasificacién introduciremos la siguiente definicién.

Definicién 2.3.1. Decimos que dos transformaciones de Mébius M y T son conjugadas si existe
una transformacion de Mébius p tal que

M=poTop L

Geométricamente, si M y T son conjugadas por p, entonces la conjugacion nos provee de un cambio
de coordenadas. Es claro que si M y T son conjugadas por p, entonces M y T tienen el mismo
namero de puntos fijos.

La idea basica de la clasificacion de las transformaciones de Mobius es conjugar una transformacién
de M&bius con una dada de forma estandar, y luego clasificarlas por las formas estandar posibles.
Trabajaremos con una transformacién de Mobius 7" distinta de la identidad.

Suponga que T tiene un solo punto fijo ¢ € C, y sea w € C — {¢}. Observe que (¢, w,T(w)) es una
terna de puntos en C distintos entre si.

Sea p una transformacién de Mobius tal que envia la terna (¢,w,T(w)) en la terna (00,0,1), y
consideremos la composicién po T o p~t.

Por la construccién de p (que es posible gracias a la razén doble), tenemos que

(poTop ")(o0) = p(T(C)) = p(¢) = .

Dado que poT op~! deja fijo al punto del infinito, podemos escribirla como poT o p~1(2) = az+b
con a # 0, ya que po T o p~! tiene un solo punto fijo el del infinito tenemos que

b

az+b=z< = 2z=
1—a

=0
<~ a=1.
Luego como (poT o p~1)(0) = poT(w) = p(T(w)) = 1, de aqui tenemos que
(poTop ')(z) =2z+1=M(2).
Por lo tanto, una transformacién 7' con un solo punto fijo es conjugada a una transformacién de

Mbobius de la forma M(z) = z + 1.

Definicién 2.3.2. Decimos entonces que T es parabdlica, si T fija exactamente un punto en C Y
nos referimos a su forma estindar como (poT o p~™t)(z) = 2+ 1= M(z).

Supongamos ahora que T tiene dos puntos fijos en C, digamos « y . Sea

z—«
2) = 2.8

) = =5 (2.9

una transformacién de Mobius tal que g(a) = 0 y ¢(8) = oo, y consideremos la composicién

goTogq ™"

Por definicién, tenemos que (go T o g 1)(o0) = (o T)(B) = q(B) = oo, y que (go T o g 1)(0) =
(goT)(a) = q(a) = 0 y asi podemos escribir (go T o ¢~ !)(2) = az para algtin a € C — {0,1}. En
adelante nos referimos a a como el multiplicador de la transformacion 7.

Si el multiplicador de T, satisface que | a |= 1, entonces podemos escribir a a = €2*¢ para algtin

0 €(0,7),y goT oq '(z) = e**z es una rotacién alrededor del origen por un dngulo 2.
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Definicién 2.3.3. Decimos que T es eliptica, si T fija exactamente 2 puntos en C, y es conjugada
a la transformacion de Mébius S(z) = az tal que | a |= 1. Nos referimos a (qoT o q 1)(2) = e%¥z
como su forma estindar.

Por otro lado si | a | # 1, entonces podemos escribir a a = A\?e%¥ donde \ es un nimero real
positivo distinto de la unidad y para algin ¢ € [0,7), de modo que go T o g~ 1(z) = A\2e?*z es la
composicién de una dilatacién por A? y una rotacién alrededor del origen por un dngulo 2¢

Definicién 2.3.4. Decimos que T es hiperbdlica, si T fija exactamente 2 puntos en @, Y es conju-
gada a la transformacién de Mobius S(z) = az cona € RT. Si|a|#1 ya ¢ RT, a T se le llama
loxodrémica.

Otra clasificacion de las transformaciones de Mobius se obtiene en términos de la traza de la
matriz A asociada a la transformacion T, la cual denotaremos como Tr4(T). Esto se tiene de la
condicién (a+ d)? = 4(ad — be), que se obtuvo en el analisis de los puntos fijos de la transformacién
T(z) = ZIS, es decir que los puntos fijos de T" estan siendo determinados por la traza cuadrada de
la matriz A.

Ya observamos que toda transformacién de Mobius puede ser conjugada a una de las dos formas

estandar (determinadas por el nimero de puntos fijos de la transformacién), a saber;

M(z)=2z+1

O~

S(2) = az.
Como %ZC) &~ Mob(2,C), tenemos que Ay = (§ 1), es la matriz que representa a la transforma-

cion M(z) =z+1,y Bg = (\fi

a

), es la matriz que representa a la transformacién S(z) = az,

fijemonos en la traza cuadrada de A,; y Bg,

Por lo tanto tenemos que para toda T' € M6b(2,C), tal que T no es la identidad,
9 1
TTA(T) :a+ g +2, (29)

donde a, % son los multiplicadores de T'y Tr4 es la traza de su matriz asociada A.
Teniendo en cuenta se puede demostrar facilmente el siguiente teorema que resume la clasifica-
cién de las transformaciones de Mobius en términos de la traza.

Teorema 2.3.1. Sea T € Mdb(C), tal que T no es la identidad, y sea Tra(T) la traza de la matriz
asociada a la transformacion T. Entonces

(i) T es parabdlica si y sdlo si Tra(T) = +2;

(i) T es eliptica si y sélo si Tra(T) € (—2,2);

(%ii) T es hiperbdlica si y sdlo si Tra(T) € [(2,00) U (—o0, —2)];

(iv) T es lozodrémica si y sélo si Tra(T) ¢ R

Una demostracién de este teorema se puede ver en [8, pdg. 40] o también en [9 pdg. 405]. Esta

clasificacién es de gran utilidad, por ejemplo, permite detectar de manera inmediata de qué tipo
es una transformacién de Mobius dada.
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Ejemplo 2.3.1. Las transformaciones

2243 2249
Z—>
z4+2 y —z—4

son hiperbdélica y parabdlica, respectivamente. Por otra parte, las funciones

-1 1z —2
Z— — Yy ;
z z+1z

son eliptica de orden 2 y loxodromica, respectivamente.

El siguiente resultado que es consecuencia del teorema anterior, muestra que la traza clasifica las
clases conjugadas de Mdb(2,C).

Corolario 2.3.1. Dos transformaciones de Mdobius T, R son conjugadas en Mob(2,C) si y sélo si
Tr*(T) = Tr*(R).

Demostracién. =) Sabemos que si Ry T son conjugadas entonces existe p tal que R = poT op~!
y como la traza es invariante bajo la conjugacién en GL(2,C) (6 en SL(2,C)), entonces la traza de
la matriz asociada a R es igual a la traza de la matriz asociada a T'.
<) Ahora supongamos que Tr%(T) = Tr?(R). Sabemos que T y R son conjugadas cada una a una
de forma estdndar, digamos T'= po S, 0p™ !, R =poSyou~t, con p,u € Mib(2,C), S, = azy
Sy = bz. Por lo tanto

Tr*(S,) = Tr*(T) = Tr*(R) = Tr*(S,)

y usando se muestra que a = b 6 a = %, claramente S, es conjugada con S: mediante la

funcién ((z) = —1 (el caso en a = 1 es trivial). Ahora tenemos que 7' es conjugada a S, y R
es conjugda a Sp y (con a = b 6 a = %) S, es conjugada a Sy, por lo tanto tenemos que T es
conjugada a R que es lo que se deseaba. O

2.3.1. Circulo isométrico

Consideremos una transformacién de Moébius T, diferente de la identidad. Consideremos aquellos
puntos en la esfera de Riemann donde 7" no produce distorsién Euclideana, es decir, aquellos puntos
donde |T"(2)| = 1.

(1) Si T(c0) = o0, entonces T'(z) = az + b, con a # 0. En este caso, |T'(z)| = |a|. Luego T no
produce distorsién en un punto si y sélo si no produce distorsion en todo punto de C si y sélo si T
es eliptica.

(2) SiT'(%) # oo, entonces T(z) = gzzjr'g conc#0yad—bc=1.En este caso |T"(z)| = 1 si y s6lo si
|cz + d| = 1. Obtenemos asi que el conjunto de puntos donde T' no produce distorsién Euclideana
es un circulo con centro %d y cuyo radio es ﬁ Este circulo recibe el nombre de circulo isométrico
de T' y lo denotamos por Ip.

Si consideramos la transformacién de Mobius inversa de T,

dz—b
T ()= ——
—cz+a
obtenemos los respectivos circulos isométricos
d 1
Ir :={ze€C:|lz+—-|=—},
r:={z |2+~ |C|}
a 1
I ={2€C:|z——-|=—}
T-1 { | C| |C|}
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Ambos circulos isométricos tienen el mismo radio Euclideano. Més atin, se puede verificar directa-
mente que:
T(IT) - IT—l

1
el

1

d
T : - <
{zeC |Z+c|_ ]

}):{ZGC:|zf%|2 YU {ool.

Geométricamente, tenemos cuatro posibles configuraciones para este par de circulos:

(1) Ambos circulos coinciden. Esto ocurre si y sélo si d = —a, lo cual es lo mismo que decir que
T? = Id.

Ip

It

(2) Ambos circulos son tangentes en un punto. Esto ocurre si y sélo si la distancia de los centros
es igual a la suma de los radios, es decir |a + d| = 2. Luego T es parabdlica o loxodrémica.

-1

I

(3) Ambos circulos intersectan en exactamente dos puntos. Esto ocurre si y sélo si la distancia de
los centros es mayor a cero y es menor a la suma de los radios, es decir 0 < |a + d| < 2. Luego T es
eliptica o loxodrémica.

Ip

Ir q

¥

(4) Ambos circulos son disjuntos. Esto ocurre si y sélo si la distancia de los centros es mayor a la
suma de los radios, es decir |a + d| > 2. Luego T es loxodrémica.

=

Supongamos ahora que T # Id. Tenemos entonces que los centros de ambos circulos isométricos
son diferentes. Consideremos la tnica linea L que pasa por esos centros, es decir, por T1(00)
y T(00). Sea M la linea ortogonal a L que pasa por el medio del trazo de L determinado por
ambos centros. Sea R = n o7, donde 7 es la tnica reflexién cuyo conjunto de puntos fijos es Ip
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y n la tnica reflexién cuyo circulo de puntos fijos es M U {cc}. Entonces S = T~! o R es una
transformacién de Mobius que satisface S(c0) = oo, S(Ir) = It y S(T (<)) = T~ (o0). Es
facil ver que necesariamente S es una rotacién (luego una transformacion eliptica). En este caso
T = RoS™!. En el caso que T? = Id, podemos hacer lo mismo considerando 1 = Id. De esta
manera hemos obtenido la siguiente:

Proposicién 2.3.1. Sea T una transformacion de Mobius diferente de la identidad tal que T'(c0) =
0. Entonces:

(1) Los circulos isométricos de T y T~ coinciden si y sélo si T? = Id.

(2) T es composicion de dos reflexiones y una rotacion (si T?> = Id, una de las reflexiones es
reemplazada por la identidad). Una reflexion y la rotacidn preservan la métrica Euclideana del
plano. Luego la distorsion de dreas Fuclideanas producida por T es la producida por la reflexion en
su circulo isométrico.

2.3.2. Iteraciones

Concluimos esta secciéon con una breve discucion sobre las composiciones iteradas de una transfor-
macién de Mobius la cual es necesaria para entender la geometria de estas transformaciones.

Si T es parabdlica, entonces para algin p € Méb(C) tenemos que

(poTop™)(z) = z4+1= M(z).
Al iterar M tenemos que

M™z) =z+n=(poTop™)"(z) = (po T" 0 p~)(2).
O sea que los puntos de C se mueven hacia co en la direccién de 1, es decir
(poT"op 1) (2) = M™(2) = oo, cuandon — co.
Asi en general tenemos que si T' es parabdlica entonces
T(2) = a,

cuando n — oo, y donde « es el punto fijo de T'.
Si T no es parabdlica, entonces T' tiene dos puntos fijos, digamos « y 3, y para ¢ como en [2.§
tenemos que

qoToq '(2)=az=S(2) (a #0,1)

y de aqui que
(qgoToqg H"(z)=qoT"oq 1 (2) =a"z = S"(2).

& T"z)= (¢ 085" 0q)(2)

ey Tz2)—a L z—a
el == =08

Por lo cual si a > 1y z # «, entonces 7" (z) — 3, cuando n — oo, ya que S™ o g(z) se acerca a 0.
En este caso los puntos fluyen hacia § y se dice que 8 es el atractor. También S™ o ¢(z) se aleja de
0 y por tanto T"(z) de «, se dice que « es el repulsor. Note que si a < 1 se invierten los papeles a
es ahora el atractor y S8 el repulsor, ademds el punto atractor de T es el punto repulsor de T-! y
viceversa.

] = 5" o0q(z).
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A

2.4. Automorfismos de dominios canonicos en C

En esta seccién veremos una clasificacién de los automorfismos de los dominios canénicos en C.
El teorema de clasificacién es de mucha importancia ya que con éste obtenemos modelos de las
distintas geometrias, o sea, la geometria euclideana, la eliptica y la hiperbdlica.

Pero antes del teorema necesitamos del siguiente lema que es de mucha importancia y la siguiente
definicién.

Lema 2.4.1. (Lema de Schwarz) Sea f : A — A una funcién holomorfa tal que f(0) =0 y
| f(z) |< 1, Vz € A. Entonces:

i) f(z) <] 2 ].

i) | f/(0) [< 1.

iii) Si existe zg € A — {0} tal que | f(z0) |=| 20 |, 0 bien | f(0) |=1, entonces es un giro, es decir,
I ER: f(z) =e2,Vz € A.

Demostracién. Definamos la funcién auxiliar

g:A—C qz):=

Esta funcién es holomorfa en todo el disco.
Luego si r € (0,1) y para z € A, tal que | z |< r, por el principio del médulo méximo E| se sigue
que

ate) 1< mie (] a(a) [ 2 =) =m {| 22 s = <

<

Haciendo r — 1, obtenemos que | ¢(z) |< 1 y esta desigualdad es vdlida para todo z € A. Por lo
tanto se cumple i) y ii) del lema:
Ahora sea zp € A tal que | ¢(z0) |= 1 (es decir, z, € A — {0} tal que | f(z0) |=| 20 |, 0 bien
| 7/(0) |= 1). De nuevo utilizando el principio del médulo méximo, tenemos que la funcién | ¢ |
alcanza su maximo absoluto en A, ésto ocurre solo cuando ¢(z) es constante, de médulo 1. Por lo
tanto

FeR:q(z) =€’ V2 ADO

Definicién 2.4.1. Una funcidn biyectiva entre dos dominios (abiertos y conexos) U y V', holomorfa,
es un biholomorfismo entre estos dos dominios, y establece un homeomorﬁsmcﬂ conforme entre estos
dos dominios. A tal transformacion se le llama equivalencia conforme, si A = B, tal equivalencia
conforme se llama automorfismo conforme de A.

Por lo tanto las tranformaciones de M&bius son biholomorfismos, y lo méas importante es que
podemos clasifcar todos los automorfismos de los dominios canénicos C, C, H = {z € C : I'm(z) >
0}, A = {z € C: |z2| < 1} mediante tales transformaciones. Esta clasificacién se describe en el
siguiente teorema.

Teorema 2.4.1. (i) Todo elemento de Aut(C) tiene la forma

az+b

v(z) = 1 d

3Teorema del médulo méximo. Sea f analitica en una regiéon A y supéngase que |f| tiene un méximo relativo
zo € A (esto es, |f(2)| < |f(20)| para todo z en alguna vecindad de zp). Entonces, f es constante en alguna vecindad
de zp. Es decir, que una funcién holomorfa no constante no puede alcanzar un valor méximo absoluto en algiin punto
interior de la regién de definicién.

4Una funcién f: (X,7) — (Y,0) entre dos espacios topolégicos se llama homeomorfismo si es una funcién
biyectiva y tanto como f y su inversa f~! son continuas.
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donde a,b,c,d € C,con ad — bc = 1.

(i) Todo elemento de Aut(C) tiene la forma
v(z)=az+b

donde a,b € C con a # 0.

(iii) Todo elemento de Aut(A) tiene la forma

(z)_az—i—b
7 _Ez—i-d

donde a,b € C con |a]?> — |b|> = 1. Estos elementos también se pueden escribir como

z—
= 6
v(z) = expi 1
donde 0 € R y a € A.
(iv) Todo elemento de Aut(H) tienen la forma
az+b

donde a,b,c,d € R con ad — bc = 1.

Demostracion.

(i) Siy € Aut(C) y v(o0) = 00, entonces en una vecindad del oo, v tiene una expansién de Laurent
(va que el oo es una singularidad aislada),

v(z) =az+ Z bpz™"
n=0

con a # 0,
v(z) —az = Z bpz""
n=0

y de aqui que y(z) —az es holomorfa en Cy por el teorema de Liouville tenemos que 7y(z)—az debe

de ser una constante b. De aqui que y(z) = az + b con a # 0. Si y(2) € Aut(C) y y(oc0) = 29 # o0,
entonces definimos h = g o, donde g(z) = ——. Ya que g es de Mobius y es tal que mapea zy en

zZ—2z0
el 0o, h es un mapeo conforme de C que deja fijo al punto co. Por lo anterior se tiene que h tiene
la forma h(z) = az + b con a # 0. Por lo tanto se tiene que h es una transformacién de Mobius.
Luegosiy=h 6y =g ' oh, v es una transformacién de Mobius como se deseaba.

(ii) Cada elemento de v € Aut(C) se extiende a un elemento de Aut(C) si establecemos que
~v(00) = 0o. Asi por el argumento anterior se sigue que 7 se escribe de la forma estipulada.

(iii)Demostremos el caso en el que y(z) = e* i—==donde § € Ry a € A. Primero verifiquemos que

v(z) = e i—=> mapea conformemente a A en s mismo.
Definamos ¥ = go h en A, donde g(z) = €(2) y h(z) = 2=%. Como ¢ es una rotacién de A

1—az"
alrededor del origen, g mapea a A en si mismo. Veamos que h también mapea a A en si mismo.

Sabemos que z,a € A veamos que | == [< 1.

Tenemos que | z [2°< 1y que 0 < 1— | a |2, entonces

|2 (1=]aP)<1-|al?

5E] teorema de Liouville dice que: Toda funcidn entera y acotada es constante, es decir, no hay més funciones
holomorfas y acotadas en todo C méas que las constantes
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Sz —[zPlaP<l-|af
elzP+laP<i+|al?lz]?
slzP4az—azt|alP<l+az—azt|al?z]?
sz —az—azt|alP<l—az—azt|al’ 2z ?
& (z—a)(z—a)<(1l—az)(l —az)
slz—alP<|l—az |

o lzzal?
|1—az |2 '

Por tanto | h(z) |< 1 cuando | z |< 1, en otras palabras h(A) C A. Ahora conscideremos la funcién
k definida por k(z) = 2. Como k tiene la misma estructura de h se sigue que k(A) C A. Ademés

es claro que h(k(z)) = k(h(z)) = z para todo z € A lo cual implica que

A = [hoK)(A) = hk(A)] € h(A) C A,

es decir, h(A) = A. Como consecuencia tenemos que ¢g y h mapean conformemente a A en s{ mismo.
Por lo tanto la composicién v = g o h hace lo mismo. Queda por comprobar que para cualquier
mapeo conforme v de A en si mismo es de la forma estipulada. Para ello, proponemos el conjunto
{a} = v71(0) y nos fijamos en la funcién g : A — A dada por g = yok, donde k : A — A es
el mapeo conforme definido como k(z) = <. Entonces g, también es un automorfismo de A, tal

1+az
que

9(0) = v[k(0)] = () = [y~ (0)] = 0.

Tenemos que g(0) = 0, por el Lema de Schwarz tenemos que | ¢’(0) |< 1. Luego la funcién g~
también es un automorfismo conforme de A que deja fijo al origen, entonces aplicando de nuevo el
Lema de Schwarz tenemos que

1

1

[ 9'(0) |
Como resultado obtenemos que | ¢’(0) |= 1. De acuerdo con el Lema de Schwarz esto solo pasa
cuando g tiene la estructura g(z) = ez para algiin nimero real §. Finalmente, por la primera
parte de la demostracion sabemos que la inversa de k es la funcién h : A — A con la regla
de correspondencia h(z) = {=2-, en conclusién tenemos que v = g o k~! = g o h tiene la forma
estipulada.
(iv) Si 7 es una transformacién de la forma indicada en el enunciado, entonces v deja invariante el
eje real extendido RU {oco} = R, y como Im[y(i)] = gg;j;g > 0, por la conexidad de H, se tiene que
la imagen bajo v de H es el mismo H.
Por otra parte, si una funcién en Mo6b(2,C)

=l [g7''(0) = 1.

az+b

T(Z) = m, adbe: 1,

preserva H, entonces por la continuidad y la biyectividad implica que 7" también preserva la recta
real extendida R. Ahora, si ~

az+b

éz+d’

S(z) =

resulta que Ty S coinciden en R, ya que si z € R, entonces

Por lo tanto, como Ty S coinciden en mas de dos puntos, T'=S y

a==a, b=+b, c=+¢, d= +d.
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Hay que probar que a,b, ¢ y d no son imaginarios puros, si asi fuera, se tendria

ai+b  (ai+b)(—ci+d)

@ = ci+d |ci + d|?
y _ - -
ad — be ad — be

Im(T(i)) = = <0

M) = v T e <

lo cual contradice que T preserva H.O

En algunas investigaciones geométricas contemporaneas los principios de la teoria de grupos
siguen jugando un papel importantisimo, lo cual es herencia de Felix Klein (1849-1925) que
di6 una famosa definicién de geometria en su discurso el Programa de Erlangen en 1872, cuyo
principio unificador es la idea de que una geometria es el estudio de los invariantes de un
espacio bajo la accién de un cierto grupo de transformaciones. El teorema de clasificacién de los
automorfismos canénicos en C me lleva via, el Programa de Erlangen a obtener modelos para las
distintas geometrias, es decir, C es un modelo para la geometria eliptica, C es un modelo de la
geometria euclideana y A y H son modelos de la geometria hiperbdlica, esto se tiene via la accién
de los subgrupos de automorfismos de los dominios candnicos en C, que se constituyen como

subgrupos del grupo Méb(2,C).

2.4.1. Geometrias no euclideanas

En la Geometria Euclideana estudiamos a C y sus isometrias, es decir las transformaciones 7', tales
que | z1 — 22 |=| T(21) — T(22) |, dichas isometrias pertenecen al grupo Aut(C), y pueden ser
representadas como producto de traslaciones y rotaciones, la forma analitica de éstas isometrias en
el plano euclideano segun el teorema [2.4.1] es

v(z)=az+b

donde a,b € C cona #0,1y |a] =1.
Es claro ver que cualquier isometria del plano manda lineas y circunferencias euclideanas en lineas
y circunferencias euclideanas.

Es costumbre darle el nombre de geometrias no euclideanas, a aquellas geometrias que
conservan todos los postulados de Euclides menos uno de ellos, el quinto, el llamado postulado de
las paralelas, el cual evidentemente es el mas complicado en su enunciado y menos intuitivo para
su comprension, por lo que utilizaremos un enunciado equivalente, uno de los mas utilizado en la
actualidad, atribuido a John Playfair (1748-1818):

“Por un punto exterior a una recta, pasa una y solo una paralela”;

el cual no se deduce de los otros postulados de Euclides, y el hecho de negarlo aceptando los
demads, no conduce a contradiccién alguna. Esta idea se maduro en la primera mitad del siglo XIX,
por célebres matematicos como Bolyai, Lobachevsky y Gauss, que demostraron que existian otros
sistemas geométricos en los cuales no se cumplia el quinto postulado pero si los cuatro primeros,
reafirmando entonces la independencia del mismo, y que dié como resultado el nacimiento de las
geometrias no euclideanas, como ejemplo tenemos.

La geometria eliptica, la cual resulta de sustituir el postulado de las paralelas por el siguiente:
“Por un punto exterior a una recta no pasa ninguna paralela”;

es la geometria sobre (C, donde se consideran como rectas las circunferencias maximas. Solamente
hay que convenir, para evitar que dos rectas se corten en dos puntos diferentes, que los puntos
diametralmente opuestos sean un solo punto.

Via el Programa de Erlangen tenemos que el grupo de Aut(@) actla sobre @, y por el teoremam

sabemos cial es la forma analitica de todo elemento de Aut(C), la cual es una transformacién de
Mobius.
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2.4.1.1. La métrica cordal

Es ttil obtener, en términos de z y 2/, puntos del plano complejo, una férmula de la distancia entre
sus proyecciones en la esfera. Si denotamos éstas por (x1,za,23) v (2], 25, 2%), se tiene

(1 — 24)? + (x0 — 25)% + (23 — 23)? = 2 — 2(212] + Toh + 2325).
Ahora usando se sigue que

/ / !
L1y + ToXy + X3x3 =

z4z 2+ 2 z—Z 2 =2 |22 — 1 Ed!
- (1) (o) - () () + () ()
222/ 4272 + 2P - 2P - P+ 1
(1+ 221+ |2[?) -
—2(z—2)(z—-2)+ 1+ |z +1]?)
I+ 21+ [2']%)
(el dltimo paso equipara numerador y denominador).
Por consiguiente,

2z — 2'|?
xy — )2+ (2 —2b)? + (23 — 2 2:2—2(1— =
(21 1) (@2 2) (23 3) (1+ [22)(1 + [2/[2)

4z — 2)?

T+ P+ 2 P)
Esta nueva férmula de distancia en C es particularmente novedosa y 1util por incluir el punto al
infinito. En este caso, si 2/ = oo, se tiene

x1T) + Toxh + w37 = 7|Z|2 -1
22+ 17
por lo que
2
/2 /2 2 _ s _ 4
(1 — 27)" + (22 — 23)" + (v3 — 23) 22(|z|2+1) BEENEER

Estos célculos inducen la métrica buscada en C.

Definiciéon 2.4.2. Se define la métrica cordal en el plano complejo extendido de la siguiente manera

2‘21—22‘

14|21 124/ 1+ 22|2’

2

V1+[z 2

Como S? es un subespacio métrico de R?, esta distancia define en efecto una métrica en C. El
término cordal proviene de que mide cuerdas en la esfera

dc(z1, 22) = [(21) — H(22)]-

81 21,29 F# 00

dc(zl,ZQ) =
St z9 = 00
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Mas aun las métricas cordal y euclidiana inducen la misma topologia en C, es decir definen los
mismos abiertos en C (ver [8, Pag. 7]).

La mas rica de las geometrias no euclideanas es la geometria hiperbdlica, la cual resulta de
sustituir el postulado de las paralelas por el siguiente

“Por un punto exterior a una recta pasan una infinidad de paralelas”;

sabemos por el teorema de clasificacién de los automorfismos en C m que H={z € C: Im(z) >
0}, A ={z € C: |z| < 1} son modelos para la geometria hiperbdlica.

2.4.1.2. La métrica hiperbdlica

Sabemos que una curva en U C C es una funcién diferenciable « : [a,b)) CR — U C @, donde U
puede ser cualquier dominio canénico en C.
En el plano H se define la longitud hiperbélica de una curva de la siguiente manera:

Definicién 2.4.3. Si « : [a,b] — H es una curva en H, definimos la longitud hiperbdlica de c,
y la denotamos por l(«), como

PV @(0)% + (e5(1)?
I(a) = / =0 dt. (2.10)

Con la férmula podemos definir una métrica en el plano hiperbdlico. En efecto, diremos que
una curva « : [a,b] — H une los dos puntos z1 y 22 si a(a) = z1 y a(b) = z2. Notemos que
a:[0,1] — H dada por a(t) = tza + (1 — t)2z2 es una curva que une a z; y 22, ¥ si 21 # 22 (esto
porque H es convexo) entonces la longitud es positiva. Por lo tanto tiene sentido definir la distancia
entre dos puntos como el infimo de las longitudes de todas las curvas que unen ambos puntos.

Definicién 2.4.4. La distancia hiperbdlica entre dos puntos z1 y zo la denotamos como p(z1, z2)
y se define como

p(z1,22) = inf{l(a) | a: [a,b] — H,a(a) = z1,a(b) = z2}. (2.11)

La demostracién de que en efecto p(z1, z2) es una métrica, puede verse en [8, pag. 44].

Mas adelante veremos que existe una curva que realiza dicho infimo, y por lo tanto se puede definir
la distancia como el minimo de dichas longitudes. En el siguiente ejemplo calculamos explicitamente
la distancia entre dos puntos sobre el eje imaginario positivo.

Ejemplo 2.4.1. Sean z; = xt y 2o = yi con x,y > 0, entonces

plz1,2) =| log(2) | (2.12)

En efecto. Suponemos que x < y. Sea « : [a,b] — H una curva que une z1 con zy. Entonces
b 7 2 7 2 b / b 1
t t t t
o) [ LEOPTEHOF 160 " B0, oy = (2).
a az(t) o Q2(t) o 2(t) x

Por lo tanto, () estd acotado inferiormente por log(£), es decir, p(z1,22) > log(%).
Ahora bien si definimos

B(t) =it r<t<y,
entonces 5 es una curva que une i con yi, y ademds

1(B) = nat_ log(y) — log(z) = log (y) :

R T
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Por lo tanto p(z1, 22) = p(wi,yi) = log(£). Notemos que la curva
B(t)=it, 0<t< oo, (2.13)

realiza la distancia entre dos puntos cualesquiera en H. Una curva con esa propiedad se le denomina
geodésica.

Este procedimiento se puede generalizar para cualquier espacio donde tengamos definido un
producto interno.

Del teorema sabemos que la forma analitica de los elementos de Aut(H) es

az+b
v(2) =

cz+d
donde a,b,c,d € R con ad — bc = 1, los cuales se pueden extender al eje real, el cual queda
invariante bajo estas tranformaciones.

Con lo dicho arriba y, de la propiedada homociclica y la conformidad de las transfor-
maciones de Mobius se sigue que cada v € Aut(H) manda geodésicas en geodésicas.

Los siguientes lemas establecen dos propiedades importantes de las transformaciones en Aut(H),
y que nos seran utiles para determinar todas las rectas hiperbdlicas y para encontrar una férmula
explicita de la distancia p(z,w).

Lema 2.4.2. Si«a: (a,b) — H es una curva y T € Aut(H), entonces l(a) = (T (a)).

Demostracién. Si suponemos que ad — bc =1 con a,b, ¢,d € R tenemos que

1
T() = ——
(2) |cz + d|?
' b b)(cz+d
m az + — Im (az +b)(cz+d) _
cz+d lcz + d|?
adz + bez Im(z)ad — Im(z)bc Im(z)
m = = .
lez + d|? lez + dJ? lez + dJ?
Por lo tanto
[T (e(t) - '(B)] _ _(#)

.0

Im(T(a(t)) — Im(a(t))
Lema 2.4.3. Si z1, zo € H, entonces existe T € Aut(H) tal que T(z1) = ia y T(z2) = ib, con
a,b>0.

Demostracion. Consideremos la tinica recta o circunferencia euclidiana L, perpendicular a R, a la
cual pertenecen z; y zo. Esta recta L interseca a R en un punto 7. La transformacién T'(z) = z__l,y
transforma a L en una recta euclidiana, perpendicular al eje real; esto es, una recta de la forma

{it — B, t € R}, para algtin 8 € R. Luego

S(z) = + 8

es la transformacién buscada. O
Con lo que acabamos de demostrar, podemos enunciar y probar el siguiente resultado:

Teorema 2.4.2. Si z1, 2o € H y p(21, 22) es la distancia definida en entonces se cumple que

|21 — 22| + |21 — 2]
|21 — 22| — |21 — 22|

p(z1, 22) = log (2.14)

|21 — 22
2Im(z1) - Im(z2)

coshp(z1,22) =1+ (2.15)
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Demostracion.

Para demostrar este teorema seguiremos varios pasos. En primer lugar, haciendo cuentas es facil
probar que y son equivalentes. Por lo tanto es suficiente probar, por ejemplo, que [2.15]se
verifica. En segundo lugar, veamos que ambos miembros de la igualdad en [2.15 son invariantes por
transformaciones de Aut(H). En efecto, por el Lema se sigue que

p(T(z1),T(z2)) = p(21,22) ¥V 21,21 € H.

Ademas )
B o |(az1 +b)(cza +d) — (cz1 + d)(azs + b)
|T(z1) — T(22)]° = (o £ d) (e + d)
_ |21 — 22
|cz1 + d|?|cze + d|?’
y

Imz - Imzo

Im[T(z1)] - Im[T(22)] = lcz1 + d|2|cza + d)2

por lo tanto
e TE)-TEP sl
2 Im[T(z1)] - Im[T(22)] 2-Im(z1) - Im(za)"
Por tltimo, usaremos el resultado del lema Si 21, 22 € H, entonces existe T € Aut(H) tal que
T(z1) =ipy T(z2) = iq con p,q > 0. Luego

L b
plar,22) = p(T(21), T(22)) = plip;ig) = |log |,
segun lo visto en el ejemplo Puesto que
2, 2 12
cosh p(ip, iq) = cosh logp’ _rre 1+ M,
q Pq 2pq

se cumple que [2.15| se verifica para ip e iq, y por lo tanto para z; y zo. Puesto que 21 y z3 son
puntos elegidos arbitrariamente en H, el resultado es valido para todo z; y 22.0

En Resumen.

La curva que realiza la distancia entre dos puntos cualesquiera del eje imaginario positivo es la
geodésica B(t) = it, t € (0,00).

Siz,w € Hy T estal que T(z) =ipy T(w) = iq, entonces (T~! o 3) realiza la distancia entre z y
w, puesto que [(T~1 o B) = 1(B) = p(ip,iq) = p(z,w).

Si v es una curva que realiza la distancia entre z y w, entonces T o 7 realiza la distancia entre ip e
iq. Luego T oy = B, es decir y =T~ 0 5.

Si T € Aut(H), entonces la imagen por T del eje imaginario positivo es la interseccién de una
circunferencia o una recta euclidiana ortogonal al eje real. Por lo tanto, si v es una geodésica,
la imagen de v estd contenida en un arco de circunferencia con centro en R o en una recta
perpendicular a R.

Es natural concluir entonces que las rectas hiperbdlicas son precisamente las intersecciones de
rectas o circunferencias euclidianas perpendiculares al eje real, y que los arcos de rectas hiperbdlicas
son subconjuntos conexos de dichas rectas.
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2.5. Teorema del mapeo de Riemann

Algunas ideas de la naturaleza de los mapeos conformes se puede adquirir mediante el estudio de
funciones de variable compleja, pero que presentan severas dificultades en su geometria. Escogiendo
una transformacién adecuada, el problema puede simplificarse transformando el dominio en el que
se plantea el problema en otro de geometria mas accesible. Esta idea tomada en primer lugar por
Bernhard Riemann, a quien la teoria de los mapeos conformes debe su desarrollo moderno en
un cambio de énfasis de la teoria funciones a la parte geométrica del problema.

Podemos incluso evitar destacar la funcién f(z) y se pregunta gsi, dados dos dominios U y V', siem-
pre existe un mapeo conforme continuamente diferenciable de U en V ?. La respuesta es afirmativa
y la idea bésica es que un mapeo conforme puede usarse para transformar un dominio dado en un
dominio mas simple, en el cual el problema puede resolverse mediante inspeccién. Al regresar otra
vez al dominio original, se obtiene el resultado deseado. Que tales mapeos siempre existen en teoria,
es la afirmacion del famoso teorema del mapeo de Riemann el cual se discute, a continuacién, pero
no se demuestra.

Teorema 2.5.1. (Teorema del mapeo de Riemann) Sea A un dominio simplemente conexo tal
que A # C. Entonces existe un mapeo conforme biyectivo f : A — A, donde A = {z € C : |z| < 1}.
Mds aiin, para cualquier zg € A fija, podemos encontrar una f tal que f(z0) =0y f'(20) > 0. Con
tales condiciones f es inica.

Una demostracién de este teorema puede encontrarse en [I, pag. 222].

A partir de este resultado, vemos que si A y B son dos dominios simplemente conexos con A # C,
B # C, entonces existe un mapeo conforme biyectivo g : A — B. En efecto, si f : A — Ay
h : B — A son dos mapeos de Riemann entonces si tomamos ¢ = h~! o f, entonces A y B son
conformemente equivalentes via el mapeo g. Asi, el teorema del mapeo de Riemann implica que
dos dominios simplemente conexos (distintos de @) son conformemente equivalentes.

El teorema del mapeo de Riemann nos permite obtener el siguiente diagrama conmutati-
vo.

7

—_—
.

A
lw
fA

Entonces con la definicién y el diagrama tenemos que

b

g=foyof™,

es decir, todos los automorfismos de un dominio simplemente conexo A # C los obtenemos por
medio de la conjugacién, via el mapeo de Riemann y los automorfismos del disco unitario.

En la seccién anterior vimos que el teorema de clasificacién de automorfismos candnicos en C
via el Programa de Erlangen nos permite obtener modelos de las distintas geometrias. Ahora si
tenemos un dominio no canénico en C y su grupo de automorfismos. ;Que modelo geométrico
obtenemos? o ;Que geometria le podemos asociar? En general la respuesta no es trivial, pero si el
dominio es simplemente conexo, podemos utilizar el teorema del mapeo de Riemann, y dado que el
disco unitario es un modelo de la geometria hiperbdlica, obtenemos que cada dominio simplemente
conexo en C tiene asociada una geometria hiperbdlica.

Entonces via el teorema de transformacién conforme de Riemann podemos obtener una geometria
hiperbdlica sobre cualquier dominio simplemente conexo que no sea todo el plano. Lo cual problemas
geométricos de una geometria complicada se puede resolver en uno de geometria conocida.
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Capitulo 3

Grupos Kleinianos

La teoria de los grupos kleinianos fue fundada por los grandes matematicos H. Poincaré, Schottky
y Klein en el siglo XIX.

Los grupos kleinianos fueron utilizados para la uniformizacién de superficies de Riemann finitas, es
decir, se trata de grupos con una componente invariante. En este capitulo dare una introduccién
de los conceptos basicos de grupos kleinianos utilizando los conceptos del capitulo anterior.

3.1. Acciones de grupos

Exponemos algunos conceptos de algebra, a los que haremos referencia posteriormente.
En lo que sigue X es un conjunto no vacio, G un grupo y e denota la identidad en G.

Definicién 3.1.1. Una accion de G en X es una funcion a: G x X — X, a(g,x) = g(z) que
satisface:

i)ale,x) = VrelX;

it) a(gh,z) = a(g,a(h,z)) V g,h € G,V x € X.

Generalmente diremos que G actia en X.

Definicién 3.1.2. A la funcion ¢4 : X — X dada por ¢4(x) = a(g,x) = g(z) se llamard transi-
cion.

Toda transicién es una funcién biyectiva. En efecto, sea g € G y ¢4 : X — X una transicién, por
las propiedades de la definicién de accién tenemos que ¢g 0 ¢pg-1 = idx y ¢g-1 0 ¢4 = idx. Por lo
tanto ¢4 es biyectiva para toda g € G.

Dada una accién a de G en X, y si Bij(X) := {¢ : X — X : ¢ es biyectiva} es el grupo de
todas la funciones biyectivas de X en si mismo, hay un homomorfismo de grupos 6 : G — Bij(X)
tal que para cada g € G corresponde ¢, : X — X dada por ¢4(z) = a(g,x). En efecto sea
a: G x X — X una accién de G en X sea 0, : G — Bij(X) definido por 6,(g) = ¢4, entonces
0a(gh) = ¢gn = ¢g © 1. De aqui que las condiciones de arriba son equivalentes a:

a) ¢e = idx.

b) ¢g-h Z(bgO(Z)th,hE G.

Cualquier ¢ que satisface estas condiciones proviene de una unica accién a.

Observamos que si H es un subgrupo de G, y G actia en X, evidentemente H actia en X, por
medio de la restriccién de o a H x X; el homomorfismo 6|, = i H— Bij(X) correspondiente,
en la resticcién de 6 en H.

Ejemplo 3.1.1. Todo grupo actia en si mismo por multiplicacion. Es decir, sea G un grupo,
definimos la accién de G en G por conjugacion: g(h) = ghg™. Esta accién es por homomorfismos.
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En el capitulo anterior obtuvimos una clasificacion de los automorfismos de los dominios canénicos
en C (teorema, que se constituyen como subgrupos del grupo M6b(2, C). As{ como también a
partir de este hecho pudimos relacionar los dominios canénicos en C como modelos para las distintas
geometrds via la accién de estos subgrupos del grupo Mab(2, C).

Ahora con la definicién veamos a qué nos referfamos con la accién de los subgrupos de
automorfismos del grupo M6b(2, C) sobre los dominios canénicos.

Ejemplo 3.1.2. Sean G = Mdb(2,C) y X = C, entonces G actia en X. En efecto, definimos

a:GxX — X comoa(T,2)=T(z2) = ZZZIZ, entonces

_1z+0_
_0z+1_z

a(l,z)=1(z)

y se cumple i) de la definicion|3.1.1}

Ahora sean T, S € G y z € X entonces
a(ToS,z)=(ToS)(z) =T[S(2)]
=T, 5(2)) = (T, (S, 2))
y se cumple i) fle la dAeﬁmcio’n .

La funcion T : C — C es un ejemplo de funcion transicion.

De manera andloga tenemos que:

ac : Aut(C) x C — C, definida como a(vy,z) = y(z) = az +b con a,b € C, es una accion y
v : C — C en una transicion.

ag : Aut(H) x H — H, definida como a(n,z) = n(z) = gzzis con a,b,c,d € R, es una accion y
n:H — H en una transicion.

an : Aut(A) x A — A, definida como o(p,z) = p(z) = e Z=2 donde € R y o € A, es una
accion y 1 : A — A en una transicion.

Lo anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.1.3. Sea G que actia en X, y A C X, H < G (H subgrupo de G), definimos
H-A={h-a:h € H yae€ A}. Diremos que A es H-invariante si H - A C A. En particular si
G = H entonces diremos que A es invariante.

Un concepto que necesitaremos en lo que sigue y que posteriormente ejemplificard muchas cuestiones
del tipo algebraicas es el siguiente.

Definiciéon 3.1.4. Sean G y G’ grupos tales que hay una accion 0 : G x G’ — G’ dada por
automorfismos (8, € Aut(G'), Vg’ € G’') se define el producto semidirecto de G' y G, como el
conjunto G' x¢, G con la operacion

(9,9") * (b, W) = (984 (h), g'R").

La identidad es (eqr,eq).

Dado (9,9') € G' xg, G definimos (g,9')~" = (0, (g7"), (¢) ")

Daremos una serie de definiciones, dado que G es un grupo que actia en X.

Definicién 3.1.5. La orbita del elemento x € X, es el subconjuto de X definido como el conjunto

G(z) :={g(z) : g € G}

Dos puntos en la misma érbita se llaman congruentes con respecto a G.
Observacion. Sea G que actia en X, definimos la siguiente relacién de equivalencia en X:
x ~y siy solo si existe g € G tal que g(x) =y, es decir si, y sélo si y € G(z).
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Verifiquemos que es una relaciéon de equivalencia:

i) Es reflexiva, ya que e(z) = x, por tanto x € G(x).

ii) Es simétrica, ya que si y € G(z) entonces existe g € G tal que g(x) = y; como g~ ! € G tenemos
que z € G(y).

ili) Es transitiva, ya que si y € G(z) y z € G(y), entonces existen g,¢9’ € G tales que g(x) =y y
9'(y) = z entonces ¢'(y) = ¢'(g(x)) = ¢’ o g(x) = z por lo tanto z € G(z).

Ahora podemos decir que una érbita de x, es lo mismo que una clase de equivalencia, pues
Gx)={ye X :z~y}.
Por lo tanto es claro que dos érbitas coinciden o son ajenas.

Definicién 3.1.6. El punto x € X es un punto fijo de g € G si {z} es invariante bajo g, y
escribimos a

XC={zecX g(x)=2x gcG}
como el conjunto de puntos fijos.

Definicién 3.1.7. El elemento x € X es un punto periodico de g, si para algin n > 0 se cumple
que

g"(z) = .
Definicién 3.1.8. Al minimo n > 1, tal que g™ = e, le llamamos orden ¢ periddo de g.

En el siguiente ejemplo tenemos involucradas las definiciones antes mencionadas, es decir, tenemos
orbitas periédicas, puntos fijos puntos peridédicos y érbitas densas.

Ejemplo 3.1.3. De la clasificacion de las transformaciones de Méobius sabemos que una transicion
de Mébius con dos puntos fijos es conjugada a S(z) = Az, con A € C —{0,1}, donde los puntos
fijos de S son 0 e cc.

Si z # 0 las composiciones iteradas sucesivas de S en z determinan la drbita de z, es decir,
G(z) = {S™(2) | n € N} asi que S™(z) = X"z y G(z) consta de una sucesidn que converge a z =0
st A < 1 y de una sucesion que diverge a 0o st A > 1, por lo tanto oo es un punto atractor y 0 es
un punto repulsor.

Si | A|=1 tenemos dos posibilidades, que el argumento 6 sea racional o irracional, en el primer
caso, si 0 = %’ con p y q coprimos, X1 =1 y S9(z) = z asi que G(2) consta de un conjunto con
g-puntos en la circunferencia de radio | z | para toda z € C, la cual se conoce como orbita periddica
ya que si tomamos cualquiera de esos puntos y le aplicamos iteradamente S q-veces, regresamos al
punto inicial.

Por dltimo si 0 es irracional, G(2) consta de un conjunto denso en esta circunferencia. Sin pérdida
de generalidad lo demostraremos para la circunferencia unitaria, que denotaremos como OA = S' =
{z€C:| z|=1}. Siz=e™ entonces

G(z)={z":nelZ},
como 0 es irracional, tenemos que G(2) es infinito y dado que S* es compacto, obtenemos que G(z)

tiene un punto de acumulacién o € St. Por tanto podemos extraer una sucesion {z™ }ren tal que

lim 2™ = a.
k—o0

ora dado € > 0, existen n,m € Z distintas tales que |z" —a| < §, y [2™ — a| < £. Ademds, sea
Ahora dado & > 0, exist Z distintas tal " c g lem £ Ademd
o €' tal que o/ — 1] < §. Entonces,
7 o] < 7 1L o] = [ - 27 L - o
<|Z"—a|+ 2" —a|+]1-d|<e.

Esto implica que cualquier punto en una vecindad de 1 de radio § es punto de acumulacion de G(z).
Como podemos cubrir a S' con un nimero finito de vecindades de este tipo, se tiene que G(z) es
denso en S'.
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El siguiente concepto es de mucha importancia como veremos més adelante.

Definicién 3.1.9. El conjunto de las g € G, tales que dejan fijo a x € X, forman un subgrupo de
G llamado subgrupo de isotropia ¢ estabilizador de x. Lo escribiremos como

Gy :={9€G:gx)=x}.

Dada una accién de un grupo en un espacio, es claro que la 6rbita de un punto es tan grande como
G. La relacién es mas concreta y se resume en el siguiente lema:

Lema 3.1.1. Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Para cada x € X, se tiene una biyeccion
a:G/G, — G(x),

con a(gGy) = g(x).

Demostracion. Veamos que « estd bien definida. Si g1 y g2 son tales que g1 G, = g2G,, entonces
tenemos que g, ' 0 g1 € G, por tanto g; ' o g1(z) = z, entonces go () = g1(x).

Ahora veamos que es sobre. Como todo elemento de G(x) es de la forma g(x), se tiene que « es
sobreyectiva. Finalmente si a(g1G,) = a(g2G.), es decir, g1 () = g2(2) y por lo tanto g5 ' o gy (z) =
z lo cual me dice que g1 = go, es decir « es inyectiva.[]

Definicién 3.1.10. Al espacio X/G := {G(x) : x € X}, lo llamamos el espacio de drbitas de G
en X.

Definicién 3.1.11. Se dice que la accion de G en X es transitiva si para toda x1,x9 € X, existe
g € G tal que g(x1) = x2, es decir cuando G(x) = X, o sea el nimero de orbitas es uno.

Ejemplo 3.1.4. La accién de Mdb(2,C) en C es transitiva, esto se sigue del hecho de que dadas

dos ternas (z1, 22, 23) y (w1, we,ws) de puntos distintos en C existe una dnica T € M6b(C) tal que
T(ZZ) = wj;, Vi € {1,2,3}

Definicién 3.1.12. Una accion se llama:

1) Trivial si G, =G,V € X

2) Libre si G, = {e}, Ve e X

3) Efectiva si Ky = {e} donde Ky es el nucleo del homomorfismo 6

3.2. Definicién de grupo Kleiniano

En esta tesis el enfoque que nos interesa es la representacion de superficies de Riemann via grupos
kleinianos y es por eso que nos conviene decir ahora que X denota un espacio topolégico.

Una propiedad importante de la acciéon de un grupo G en un espacio topoldgico X es que
los elementos de cada érbita no se acumulen. Esta propiedad la podemos describir como sigue:

Definicién 3.2.1. Sea G un grupo que actia en un espacio topoldgico X. La accion es propia-
mente discontinua si para cada punto x € X existe una vecindad U,, de x tal que g(Uy)NU, =0
para toda g € G con g # e.

La siguiente proposicién nos proporciona una serie de criterios para decidir si existe o no una accién
discontinua. Obsérvese que en el inciso (vi) hablamos de R™ y por consiguiente de sus propiedades,
pero esto no debe generar confusién alguna, ya que hemos estado trabajando con C, el cual es
isomorfo a R?.
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Proposicion 3.2.1. Si G actia discontinuamente en X . Entonces, las siguientes afirmaciones son
ciertas:

(i) Todo subgrupo H < G actia discontinuamente en X .

(ii) St ¢ : X — Y es un homeomorfismo, entonces p o Go p~' actia discontinuamente en Y .
(111) SiY C X es un conjunto G-invariante, entonces G actia discontinuamente en 'Y .

(iv) Six € X y g1,92,... es una coleccion de elementos distintos de G, entonces la sucesion
g1(x), g2(x), ... no puede converger a ninguna y € X.

(v) Si x € X, entonces el estabilizador G, es finito.

(vi) St X C R", entonces G es a lo sumo numerable.

1

Demostracion. (i) Se sigue inmediatamente de la definicién.
(ii) Sea ¢ : X — Y un homeomorfismo. Cualquier V' C Y abierto es la imagen bajo ¢ de un
abierto U C X (U = ¢~ 1(V)). Se tiene entonces que, para cualquier g € G

pogop N V)NV =pog(U)Ne(U)=egU)NU).

Por hipdtesis, G actiia discontinuamente en X, es decir, g(U) N U = ) para toda g € G, por lo que
se sigue de que ¢ o G o o~ ! actiia discontinuamente en Y.

(iii) Si Y C X, sabemos que cualquier U C Y abierto en Y es un abierto en X, por lo que esta
parte se sigue de la definicion.

(iv) Supongamos para x,y € X, la sucesién gi(x), g2(x),... converge a y. Entonces el conjunto
K ={y,g1(x),92(z), ...} es compacto B Por hipdtesis los g, son distintos, y g,(K) N K # () para
toda n, por lo que si U es una vecindad de z tal que K C U entonces g, (U) NU # 0 para toda n,
por lo que G no puede actuar discontinuamente en X.

(v) Sabemos que {z} es compacto y para cualquier vecindad U de z, {x} C U entonces por la
definicién [3:2.1] tenemos que G, es necesariamente finito.

(vi) Por el lema existe una correspondencia biyectiva entre entre G/G, y la érbita G(x).
Dado que G, es finito, G es a lo méds numerable si y s6lo si G(x) lo es. Supongamos que G(z) no
es numerable.

Afirmacién. Si G(x) no es numerable, entonces tiene un punto de acumulacion y € R™.
Demostraciéon de la afirmacién. Supongamos que todos los puntos de G(x) son aislados.
Entonces, para cada v,u € G(z), podemos elegir vecindades N, y N, tales que N, N N, = (, si
u # v. Ahora, en cada una de estas vecindades, escogemos un punto con coordenadas racionales, y
ponemos en correspondencia el centro de la vecindad con este punto. Pero esto es absurdo, pues
para toda n, el conjunto de puntos con coordenadas racionales en R™ es numerable. Por tanto,
G(z) tiene al menos un punto de acumulacién.O

Continuemos con la demostraciéon del inciso (vi). Una vez que hemos mostrado que G(z)
tiene un punto de acumulacién y, podemos extraer una sucesién g1 (z), g2 (), ... que converge a y,
por lo que G no puede actuar discontinuamente en X. O

El conjunto de puntos en los cuales G actua discontinuamente es llamado el conjunto de
discontinuidad y es denotado por 2 = Qg.
Ahora si podemos definir lo que es un grupo Kleiniano.

Definicién 3.2.2. Un subgrupo G < Mob(2,C) que actia discontinuamente en algin punto z € C
es llamado grupo Kleiniano (6 discontinuo).

Para entender mejor la definiciéon de grupo Kleiniano damos los siguientes ejemplos sencillos pero
de mucha importancia.

1 Un conjunto K es compacto si toda cubierta abierta de K tiene una subcubierta finita.
En el caso en que K es un subconjunto de C, las siguientes condiciones son equivalentes:
i) K es cerrado y acotado.
ii) Toda sucesién de puntos en K tiene una subsucesién que converge a algin punto en K.
iii) K es compacto.
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Ejemplo 3.2.1. Definamos a : C — C tal que a(z) = —z. Si consideramos al grupo generado por
a, al cual denotaremos como G = (o), entonces G = {id, a} pues a® = id. Note que G < Méb(2,C)
y que el estabilizador G, es finito para todo zy, y por el criterio de arriba G es keliniano. Otra
manera de probar que G es un grupo kleiniano es la siguiente.

Probaremos que 1 +1i € Q¢g. Si z9 = 1+ i entonces G, = id. Ademds, si U = B(zp,1/2) entonces
a(U)NU = 0. Por lo tanto G actiia discontinuamente en 1+1. De hecho este mismo argumento se
puede aplicar para todo zy # 0 en C considerando a U como la bola con centro en zy y radio @ En
el caso en que zo = 0 (respectivamente zg = 00) se tiene trivialmente que 0 € Qg (respectivamente
o0 € Q¢), ya que Go = G (G = G). De este modo, la region de discontinuidad es todo el plano

extendido.

Ejemplo 3.2.2. Sea G = {g(z) =z+b: be C} el subgrupo de traslaciones de Méb(2,C). Como
Goo = G y G es infinito, tenemos que 0o ¢ Q. Probaremos que G actia discontinuamente en todo
C.

Sin pérdida de generalidad probaremos que 0 € Q¢. Primero que todo notemos que Gy es trivial.
Luego si g € Gy entonces g(U) = U para toda U wvecindad de 0. Si g € G — {id} entonces dado
b € C podemos tomar U = B(0, i) Esta cumple que g(U)NU = 0. Por lo tanto, hemos probado
que Qa = C y asi G es un grupo kleiniano.

Un punto que no es un punto de discontinuidad de G es llamado un punto limite de G. El conjunto de
puntos limite de G, es usualmente denotado por A 6 Ag y es el conjunto de puntos de acumulacién
de alguna 6rbita de G, es decir.

Definicién 3.2.3. Un punto zy € C estd en A si existe un punto x € @ y una sucesion {gn tnen
de elementos distintos de G tales que lim,, o gn(x) = 20.

Obsérvese que dado G < Méb(2,C), si un ntimero infinito de transformaciones fijan «, o un nimero
infinito de iteraciones distintas de una misma transformacion fijan « entonces o € Ag. Veamos unos
ejemplos.

Ejemplo 3.2.3. Si G = (Az: A #£0,1) entonces por lo discutido en el ejemplo tenemos que
AG = {0, OO}

Ejemplo 3.2.4. Sea G = (g(z) = z + 1), entonces Ag = {00} ya que las composiciones iteradas
sucesivas de g en z determinan la orbita de z, es decir, G(z) = {g"(z) | n € N}, la cual consta de
una sucesion que converge a oo (ver la subseccion 2,3,2).

Afirmamos que Ag y Q¢ son conjuntos G-invariantes, en efecto sea z € Ag. Dado que z es un punto
limite, entonces existe una sucesién {g, nen de elementos distintos de Gy hay un punto z € Q¢ con
gn(2) — z. Entonces g o g,(2) — g(z) € Ag. En particular, esto se cumple también para g=! esto
es g 1(Ag) C Ag. Por consiguiente, componiendo con g se tiene que Ag = go g~} (Ag) C g(Ag),
y de aqui que Ag es G-invariante.

Si tomamos g € G como g es biyectiva tenemos que g(2¢) = Qg, es decir, Qg es G-invariante.

El conjunto limite Ag nunca es vacio, esto ya que si g € G es un elemento loxodrémico que no fija
a z y a el atractor de g. Como lim,,_, g"(z) = «, entonces o € Ag. Por tanto Ag # 0.

Veamos que Ag es cerrado. Supongamos ahora que {w,, }nen es una sucesién de elementos en Ag
que convergen a w. Se tiene entonces que para cada w, existen transformaciones distintas g,, € G,
k € N tales que limy o0 gn,, (2) = w,,. Podemos escoger una coleccién de elementos de G distintos
tales que las imagenes de z converjan a w. En efecto, dado € > 0, podemos escoger wy, € Ag tal
que | wy —w [< 5, Y gm, € G tal que | wg — gm, (2) |[< 5. Entonces | g, (2) — w |<| wi — g, (2) |
+ | wx — w |< e. Esto lo podemos hacer para ¢ = %, y como ademas los elementos ¢,,, € G los
podemos tomar distintos se tiene que w € Ag y por tanto Ag es cerrado.

El conjunto Q¢ es un conjunto abierto. Si z € g, entonces existe un abierto U, de manera que
z € U tal que el conjunto {g € G : g(U) NU # (@} es finito. Luego tenemos que U C Q¢ por tanto
Qg es abierto.

El siguiente teorema nos asegura una particién de C en términos del conjunto limite y el conjunto
de discontinuidad con respecto a un grupo kleiniano.
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Teorema 3.2.1. Sea G un grupo kleiniano. Los conjuntos QG y Ac son complementarios, es decir
son ajenos y su union es todo C.

Demostracién. Sea z un punto limite, entonces cualquier vecindad U de z contiene infinitas
imégenes del punto z, por lo que hay infinitos elementos distintos ¢ € G con g(U) NU # (. De
aqui que Qg NAg = 0.

Ahora supongamos que = ¢ Q. Entonces para cada vecindad U de z, existen infinitas imagenes
de U que intersectan a U. Por lo tanto podemos encontrar una sucesiéon de elementos distintos
{gn}nen, y podemos encontrar también una sucesién de puntos {z,, }men de modo que z,, — z 'y
gn(zm) — x. Por el teorema que dice que si x es un punto limite de un grupo kleiniano. Entonces
hay un punto limite xo, y hay una sucesion {gm}men de elementos distintos de G, de modo que
gm(2) — = uniformemente en subconjuntos compactos de C — {xo}. Para una demostracién de este
hecho véase [4, Pag.22 D.2].

Por lo tanto tenemos que existe una subsucesién {g, }nen de elementos distintos de G tal que
gn(2) = w uniformemente en subconjuntos compactos del complemento de xg, donde w y zo son
ambos puntos limite. Si z = xg, entonces z € Ag; si x # xg, entonces los puntos z,, no se acumulan
en {zo} asi que gm(2m) = w, es decir, z = w € Ag y tenemos el resultado. O

Notese que pudimos desde el principio definir a los conjuntos 2 y A como conjuntos com-
plementarios como se hace en [§], pero creemos que esta contruccién es més apropiada para lo que
sigue.
Del teorema anterior se sigue que, si I' es un subgrupo de G, donde G < Mob(2,C), entonces es
evidente que

Ar C Ag,

ya que si un punto « es un punto limite de I' entonces se sigue directamente de la definicién, que
« también lo es de G. Esta observacion prueba que también

Q¢ C Qr,

lo cual implica el siguiente hecho fundamental: los subgrupos de los grupos kleinianos son también
kleinianos.

Ahora estableceremos una relacién entre los conjuntos Ag y Apgn-1 donde h € Mdb(2,C), la cual
muestra el comportamiento del conjunto limite bajo la conjugacion de un elemento que no pertenece
al grupo.

Teorema 3.2.2. Sea G < Mdb(2,C), y h € Mob(2,C). Entonces Apgp-1(h(z)) = h(Ag(2)).

Demostracién. Sea w € Apgn-1(h(2)). Entonces por definicién tenemos que existe una coleccién
de transformaciones hg,h~! € hGh™!, n € N tales que

, -1 .

RILH;O hgnh™ (h(2)) = nhﬁn;o hgn(z) =w
se tiene por continuidad que lim,, o gn(2) = h™1(w), de donde se sigue que h=1(w) € Ag(z). Por
lo tanto w € h(Ag(2)).
Inversamente, sea w € h(Ag(z)), o equivalentemente h~!'(w) € Ag(z). Esto es, exis-
ten distintas g, € G, n € N tales que lim, ,o gn(2) = h7'(w). Se sigue entonces que
1im,, o0 hgn(2) = lim, o0 hgnh~(h(2)) = w, y como las hg,h~' € hGh™! son distintas esto
implica que w € Apgp-1(h(2)). O

Del teorema y como h € Mob(2,C) es biyectiva se tiene que (h(Ag))¢ = h(Qg), por
lo que Q¢ también posee la propiedad anterior.

Obsérvese que del teorema anterior y lo expuesto en la subseccién 2,3,2 se tiene un resultado que
relaciona puntos limite con puntos fijos.
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Lema 3.2.1. Sea T wuna transformacion en Mob(2,C), que no es eliptica y que tampoco es la
identidad, supongase también que eriste w € C y una sucesion creciente de naturales, ng, k € N,
tales que

T (w) — 2o,

entonces zy es un punto fijo.
Cerramos esta seccién con mas ejemplos.

Ejemplo 3.2.5. Si un subgrupo G de Mdb(2,C) es transitivo en la esfera de Riemann, es decir,
cualesquiera dos puntos son G-equivalentes, entonces hay una sola drbita y el grupo G no es
discontinuo, ya queV z € C, la drbita de z se acumula en z. El grupo Mob(2,C) es evidentemente

transitivo, puesto que cualquier punto se puede mandar a oo (de hecho es transitivo en ternas, véase
ejemplo ; por lo tanto no es discontinuo.

Ejemplo 3.2.6. Si G es finito, se sigue directamente de la definicion que G es discontinuo y
que Q¢ = C, ya que no hay sucesiones infinitas de elementos distintos (ver ejemplo .

Ejemplo 3.2.7. Sea G ciclico, consideremos tres casos.

i) G ciclico finito. G es necesariamente eliptico y G es conjugado a un grupo de rotaciones
generadas por z — 627”%2', con p y q coprimos. Esto se sigue, ya que si g(z) = €%z genera el grupo
de rotaciones y q es el menor entero positivo por el cual €% = 1, entonces ¢8 = 2mp, p € Z. El
subgrupo es entonces de orden q, ya que la eleccidn de q implica (p,q) = 1.

ii) G ciclico infinito eliptico. Al conjugar G a un subgrupo de rotaciones generado por g(z) = €',
se tiene que 0 no es de la forma 2wt, t € Q, ya que en este caso G seria finito. Por lo cual ¥V
n,m € Z, n #m, se tiene que

ezne 7& ezmﬁ’
es decir, los nimeros e¢™?, n € Z, son todos distintos. Ahora, como OA = S es compacto, estos
nidmeros complejos tiene un punto de acumulacion (véase , digamos e*¥; por lo cual existe

una subsucesion mj, j € N, crecientes de naturales, o decreciente de enteros negativos, para los
cuales

ezmjé) N emp’
cuando j — oo. Finalmente, si f(z) = e~ ¥z, V z € C, se tiene

g™o f(z) = emif=v), o

cuando j — co. Por lo cual, cualquier elemento en la esfera de Riemann es un punto limite y G
no es discontinuo.

it1) G ciclico no eliptico. Sea g el generador del grupo G, nétese que si fn,, n € N, es una
sucesion de transformaciones distintas de G, entonces existe una subsucesion fp, , de tal manera
que todas son potencias positivas en orden creciente de g (6 g~1). Si g es parabélica, denotamos
por o al punto fijo, y si g es hiperbdlica o loxodromica, denotamos a los puntos fijos por a y [3.

Por lo discutido en los ejemplos y tenemos que Ag = {a} en el caso parabdlico, y
Ag = {a, B} en los casos hiperbdlico o lozodrdmico.

Ejemplo 3.2.8. Grupos Fuchsianos: Estos grupos tienen la caracteristica que dejan invariante un
disco Fuclideano. El conjunto limite estd contenido en el circulo borde. Si todo el circulo borde es el
conjunto limite, entonces decimos que G es un grupo Fuchsiano de primera clase. En caso contrario,
decimos que es de seqgunda clase. Estos grupos aparecen como los grupos cubrientes universales de
las superficies de Riemann hiperbdlicas; aquellas superficies de caracteristica de Fuler negativa. Por
ejemplo,

(i) las superficies cerradas de género mayor o igual a dos;

(ii) esferas con al menos tres bordes;

(iii) superficies cerradas de género al menos uno y con un punto eliminado; etc.
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Ejemplo 3.2.9. Grupos de Schottky anodados: Estos son grupos Kleinianos planares isomorfos
a grupos libres de rango finito. El rango de este grupo es también llamado el género del grupo de
Schottky anodado. Un grupo de Schottky es, por definicion, un grupo de Schottky anodado donde
sus elementos diferentes de la identidad son transformaciones lozodrémicas.

3.3. Grupos Discretos

En esta seccién veremos la relacién que existe entre los grupos kleinianos y los discretos. Comen-
zamos con la definicién acerca de la convergencia de sucesiones de matrices en SL(2,C) (6 en
GL(2,C)).

Definicion 3.3.1. Sean
An= (o) neN, A=(2})

matrices en SL(2,C) (6 GL(2,C)), se dice que A,, = A, si a, = a, by = b, ¢, = ¢ yd, — d,
cuando n — oo.

El siguiente resultado muestra que el producto de matrices induce una funcién continua, por lo que
los grupos SL(2,C) y GL(2,C) son grupos topologicos. Més atin, los grupos SL(n,C) y GL(n,C)
son grupos de Lie como veremos mds adelante, pero es importante mencionarlo puesto que GL(2, C)
y SL(2,C) nos han acompaniando y nos seguirdn acompainado durante toda esta tesis.

Lema 3.3.1. Sean A, B, A,, B,, matrices en SL(2,C) (6 en GL(2,C)) con n € N, tales que
A, = A, B, = B, cuando n — oo, entonces

A, B, — AB.

Demostracién. Si

An=(ohe) Ba= (5o ln) A=(2h) v B=(51).

entonces

_ [ anentbugn anfntbnhn
AnBy = (Cn€1L+d7Lgn e frtdnhn

+bg af+bh | _
AnBy — (teiboel i) = AB. O

Definicién 3.3.2. Sea G_ < SL(2,C), se dice que G es discreto si no existe una sucesion de
matrices distintas, A, € G, n € N, tal que A, = A, cuando n — oo, donde A es una matriz de
2 x 2 con entradas complejas.

Definicién 3.3.3. Se dice que un subgrupo G de Mob(2,C) es discreto, si estd determinado por
un subgrupo discreto G de SL(2,C)

El siguiente resultado muestra que para detectar si un grupo es o no discreto, basta verificar el
comportamiento cerca de la identidad.

Lema 3.3.2. Un subgrupo G de SL(2,C) es discreto si y solo si no existe una sucesion A, € G,
n € N, de matrices distintas, tales que A, — Id.

Demostracion. Es claro que si existe sucesion de elementos diferentes de la identidad convergiendo
a la identidad, entonces G es no discreto por la definicién.

Reciprocamente, sea G un grupo discreto y sea {4, },en una sucesién de elementos distintos de G
convergiendo a A € SL(2,C). Entonces K,, = A,11-A; ! es una sucesién de elementos distintos de G
convergiendo a la identidad. Si podemos extraer una subsucesién de elementos diferentes, entonces
obtenemos una contradiccién a la discretitud de G. Si no es posible encontrar una subsucesién de
elementos diferentes, entonces existe N > 0 tal que K, son todos iguales para n > N. De esta
manera, K,, = Id para n > N lo cual obliga a tener A,, = A, 11 paran > N, lo cual contradice la
hipétesis de que los A,, son todos distintos. O
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Teorema 3.3.1. Sea G < Mdb(2,C) es un grupo kleiniano (¢ discontinuo), entonces G es discreto.
Demostracién. Si G no fuese discreto, entonces existiria una sucesiéon de elementos distintos

{gn }nen convergiendo a la identidad (por el lema anterior, tomando al G < SL(2,C) que determina
a G). Es decir g,(z) = Id(z) = 2V z € C y por tanto G no seria discontinuo. O

El reciproco de este teorema no siempre es cierto. Pero el siguiente teorema expresa una re-
lacién entre los subgrupos discretos en Méb(2,C) y la accién discontinua en H? = {z € R3|z3 > 0}

Teorema 3.3.2. Un subgrupo G < Mdb(2,C) es discreto si y sélo si actia discontinuamente en
H3

Una demostracién de este hecho puede encontrarse en [3, pag.95] y cuya demostracion no la
ponemos aqui puesto que no hemos discutido un concepto necesario para la demostracion que se
conoce como la extensién de Poincaré.

Para concluir este capitulo necesitamos revisar una propiedad importante del cociente de un sub-
grupo G de Méb(2,C) y su regién de discontinuidad Q¢ (g, /G), que utilizaremos més adelante
para la caracterizacion que nos interesa.

Teorema 3.3.3. Sea G < M6b(2,C) un grupo kleiniano con region de discontinuidad Q¢. Entonces
el espacio Q¢ /G es un espacio Ty, es decir es un espacio topoldgico de Hausdorjjﬂ

Demostracién. Sabemos que g, /G es un espacio topolégico con la topologia cociente y que el
mapeo proyeccién 7 : Qg — Qg G es continua, como Q¢ es conexo se sigue que Qg /G es
conexo. Es claro que 7 es un mapeo abierto pues si A C ¢, entonces

! (w(A) = | 9(4).
geG

Por tanto si A (y de aqui g(A)) es abierto, entonces m(A) también lo es.
Ahora si, veamos que g ,/G es Hausdorff. Primero escogemos z1, zo € Q¢ con 21 # 23, y sear > 0
tal que los discos

Ki={z:]z—2z1| <7}, Ki{z:|z— 2| <7}

estan contenidos en Qg. Para n > 1 definimos

r r

An:{z:|zle| < —}, Bn{z:\zfzﬂ <—}.

n n

Si para cada n
m(An) N7(By) # 0,
entonces existe w, € A, y un g, € G, tal que g,(w,) € By, esto implica que
Ign(K)NK #10,

donde K = K; U K> (que es compacto) y se sigue por la discontinuidad que el conjunto {g1, g2, ...}
es finito. Con la sucesion adecuada, digamos, g, = g, y

g9(z1) = nlggogn(wn) = 2.

Sean m(z1) # m(z1 € Qg G), en consecuencia z; y z3 € Qg pero no son equivalentes bajo G.
Se sigue entonces que para algin n, los conjuntos 7(A4,,) y 7(B;,) son disjuntos y separan a m(z1)
y 7(22), ademds estos conjuntos son abiertos porque 7 es un mapeo abierto. O

Ejemplo 3.3.1. Sea G = (z — z + 1); sabemos que Qg = C. C/G es un cilindro doblemente
infinito.

2Un espacio topolégico (X, 7) es llamado T 6 espacio topolégico de Hausdorff si satisface: Dados dos puntos
distintos cualesquiera z,y € X, existen A1, Az € T talesque z € A1,y € Aoy A1 NAz =0
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Superficies de Riemann

En este capitulo daremos un material introductorio de las superficies de Riemann, el cual es un tema
muy amplio y se puede estudiar desde distintos enfoques, el analitico, topolégico y algebraico. Se
dard un poco de material sobre espacios cubrientes, transformaciones propias, el comportamiento
de funcines holomorfas, como preliminares a la definicién de superficie de Riemann, debido a que los
temas mencionados son amplios solo enunciaremos los resultados que necesitaremos, pero tratare-
mos de ejemplificar los resultados para una visualizacién de éstos, se dara la definiciéon de superficie
de Riemann la cual enfatizaremos en el concepto de variedad diferenciable, también hableremos de
los morfismos entre superficies de Riemann y culminaremos con un teorema de representaciéon que
relaciona los grupos kleinianos con las superficies de Riemann.

4.1. Espacios recubridores

La teoria de los espacios recubridores estd estrechamente relacionada con el estudio del grupo
fundamental. Muchas cuestiones topolégicas basicas sobre espacios recubridores pueden reducirse a
cuestiones puramente algebraicas sobre los grupos fundamentales de los distintos espacios involucra-
dos. Esta teoria es importante para la topologia, geometria diferencial, grupos de Lie, y superficies
de Riemann.

En lo que sigue se supondré que todos los espacios son arco-conexos y localmente arco-conexos
mientras no se diga lo contrario.

Definicién 4.1.1. Una transformacion continua p : Y — X entre espacios topoldgicos es llamada
un recubrimiento o mds precisamente Y recubre a X a través de p si se verifica:
Para todo x € X existe una vecindad abierta U de x tal que

p ) = UV

jeJ
donde los V; son abiertos disjuntos de Y tal que para todo j € J,

p|y. + Vj — U es un homeomor fismo.
J

En particular, p es un homeomorfismo local. Se designa a veces el recubrimento p por el triplete
(Y, p, X).

Ejemplos de recubrimientos topolégicos.

Ejemplo 4.1.1. p: R — S! con p(t) = e es un recubrimiento. En efecto, tenemos que R es un
espacio topoldgico arco conexo. Es claro que p: R — S! es continua.

Sea (z,y) € S, supongamos que x > 0 y sea Utz = {(a,b) € St|a > 0} C S entonces Uw,y) €8
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un abierto en S' pues Uiy 5y =S' N{(a,b) € R?|0 <a <2, =1 <b < 1} es un abierto en R.
Ademds (x,y) € Uy Veamos que {Vy,}nen, con Vi, = (n — %, n -+ i) V n € Z, es una particion
de p~Y(U(y,)) en hojas.

p ' (Uwy) = {a € R|p(a) = (cos2ma, sen2ma) € S y cos2ma > 0} = U V.
ne”Z

conVy,=Mn—1,n+1)Vnez.
Esto ya que
c0327ra>0<:)27m6(2nw—g,2nﬁ+g)Vn€Z

1 1
®2n7rfg<27ra<2n7r+gVn€Z¢>(nfZ)27r<27ra<(n+i)27rVn€Z

1 1 1 1
en—-<a<n+-VneZ acn——,n+-)=V,VnelZ
4 4 4 4
Como sen(2ma) es estrictamente creciente en cada V,, p es inyectivo en cada V,. Si a € V, =
[n—31, n+1] =2ra € 2nr - Z, 2n7 + 3] = sen(2ma) € -1, 1].
Ademds p mapea cada V,, en Ua,y)y ¥ Vo en Uy ). Como V,, es compacto, Pl— €S homeomorfismo

de Vi, en Uy, en particular py, : Vo — U es homeomorfismo.

( ry) ‘VO
Se aplica un proceso similar en los casos v < 0, y > 0, y < 0. En estos casos se toma Uy ) =
{(a,b) € Sta < 0}, Uiy y) :={(a,b) € S'b> 0} y Uryy := {(a,b) € S'|b < 0}, respectivamente.

Observacion. En el ejemplo anterior, se puede pensar en p como una aplicaciéon que enrolla la
recta real alrededor de S', y el proceso aplica cada intervalo [n,n + 1] sobre S!.

Ejemplo 4.1.2. p, : S' — St con p,(t) = €™, n € Z es un recubrimiento

Ejemplo 4.1.3. p: C* — C* = C — {0} con p(z) = 2% y k € N es un recubrimiento.

p es un homeomorfismo local: para b € C* y a = p(b), existen vecindades abiertas Vo de b y U de
a tales que Ply, Vo — U es un hemeomorfismo. Sea w una raiz k-ésima primitiva de la unidad,
entonces

k—1
p )=V
j=0
con V; = wiVy. Siz € Vi, NV, se tiene wh =32 = 1, entonces j; = jo por lo tanto los V;
(j=0,...,k—1) son ajenos, V; C C* son homeomorfos a U a través de p.

Ejemplo 4.1.4. exp: C — C* con exp(z) = e* es un recubrimiento.
Sea a = exp(b); exp es un homeomorfismo local, por tanto existe una vecindad abierta Vo de b y
una vecindad abierta U de a tal que expy, Vo — U es un homeomorfismo. Entonces

exp 1(U) = U Va
neL

con V, = 2min + Vi y puesto que Vi debe estar contenida en una banda de longitud 27i, entonces
los V,, son ajenos.

Contraejemplos.

Contraejemplo 4.1.1. Sea j : Y — X la inyeccion canonica de un abierto Y en un espacio
topoldgico X, con' Y C X, entonces j es un homeomorfismo local biyectivo de Y sobre su imagen,
es decir Idy, pero para todo y € Y — Y y toda vecindad abierta U de y en X, 7Y (U)NY es un
abierto de Y que no es homeomorfo a U a través de j; por tanto j no es un recubrimiento.
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Contraejemplo 4.1.2. Sea f:Y — X un homeomorfismo local sobre y sea {y;};es la fibra f~=!

de x € X; todo punto y; tiene una vecindad abierta Vj/ tal que f‘v, es un homeomorfismo: Vj/ —
j

f(VJ/) =Uj. Si J es finito, entonces (;c; U; es un abierto U no vacio y, los V; = Vj/ Nf=YU) son
los abiertos tales que
o =Uws
jeJ
si para todo x los abiertos Vj son ajenos, f es un recubrimiento. Pero si J es infinito, para que sea
ast, es necesario que ﬂjeJ U; sea un abierto, lo cual no siempre sucede.

Definicién 4.1.2. Se dice que una transformacion continua p : Y — X tiene la propiedad, de
levantar los arcos si para todo arco o : [0,1] — X, y para todo yo € Y tal que p(yo) = o(0)
existe un levantamiento 6 : [0,1] — Y de o tal que 6(0) = yo; 6 es un arco en'Y . Asi que 0 = poé.

Teorema 4.1.1. Todo recubrimiento p: Y — X levanta los arcos.

Teorema 4.1.2. Sean X, Y dos espacios topologicos Hausdorff, siendo X conexo por arcos y
p: X — Y un recubrimiento. Entonces el cardinal Card(p~'(x)) es independiente de x € X, en
particular si Y # 0, p es sobre. Card(p=t(z)) es llamado el mimero de hojas de p.

Contraejemplo 4.1.3. Sea p: (0,10) — St definida por p(t) = e, entonces p es un homeomor-
fismo local que no es un recubrimiento y no tiene la propiedad de levantar arcos.

Corolario 4.1.1. Sip:Y — X es un homeomorfismo local que levanta arcos, entonces p es un
recubrimiento.

Teorema 4.1.3. (Existencia de un levantamiento) Sean p : Y — X un recubrimiento de
espacios Ty, Z un espacio topoldgico conexo por arcos y simplemente conexo y f : Z — X una
transformacion continua. Entonces para todo zo € Z, para todo yo € p~1(f(20)) C Y, ewiste un
levantamiento tinico f: Z — Y de f a Y tal que f(zo) = Yo.

Es decir, el siguiente diagrama conmuta.
Y
/|
P
7 —X

f

Definicién 4.1.3. Un espacio cubriente universal de X es un espacio cubriente (Y,p) con Y
simplemente conezo.

A menudo uno abusa de la notacién y dice que Y es un espacio cubriente universal de X cuando
Y es simplemente conexo.

Ejemplo 4.1.5. El conjunto de los nimeros reales R es un espacio cubriente universal de S*

Para un estudio més detallado de los espacios cubrientes y sus propiedades véase [14, Capitulo X].

4.1.1. Transformaciones propias

Definicién 4.1.4. Sean D y G espacios localmente compactos. Una transformacion analitica f :
D — G, se llama propia, si existe un entero positivo k tal que f es (k: 1), el nidmero k es llamado
grado topoldgico de f.
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Una tal transformacién, tiene una expresion de la forma:
f(2) =wo+ak(z—20)" +---, ax #0 (4.1)

la cual es valida en todo D. Asi que cada punto en G tiene exactamente k preimégenes, contados
respecto a su multiplicidad.

Proposicion 4.1.1. Sea f como en . F : D — G analitica es propia si y sélo si f(0D) = 0G
sii preimdgenes de compactos son compactos.

Teorema 4.1.4. Sea p: X — Y un homeomorfismo local propio con X yY localmente compactos.
Entonces p es un recubrimiento.

4.1.2. Comportamiento local de una funcién holomorfa

1) Si f'(2) # 0 entonces f es conforme en zy (por la prop. [2.1.1). Ademds, en una vecindad de
wo = f(20), existe la inversa g de f y ¢'(w) = [f'(z)]~!. En particular f y g son conformes en una
vecindad de zp y wq respectivamente.

2) Si f'(z) =0.

Caso a). Caso particular, f(z) = z¢, d € N, d > 2 entonces los d4ngulos no son conservados en 0,
si no son multiplicados por d. La funcién inversa no estd definida en una vecindad de w = 0. Pero
para cada w € C — R_, uno obtiene para z, d-funciones distintas (determinaciones 6 ramas)

2m
d

5= 6élog(u)) . eik: _ eéloghﬂ\ . ei[Arg(w)Jr?kT’r]

con k=0,1,...,d— 1, que son las inversas de f.

Caso b). Caso general, f(z) = ag + aa(z — 20)¢ + O(]z — 2|?) con ag # 0y d > 2. Por
medio de una transformacién de Mébius, se puede considerar que zy = 0, es decir, f(0) =0y f
se expresa en una vecindad de z = 0y g(z) = 1+ ¢1(2) con ¢1(0) = 0 y ¢ € C*. Entonces, para
|z| suficientemente pequeno, log(1 + ¢1(z)) tiene sentido, por tanto también: h(z) = ced(1o8(g(=)).
ast que f(z) = 2?h%(z) = (zh)%(z) y la transformacién holomorfa z — ¢ = zh(z) es invertible en
una vecindad de ¢ = 0; es un cambio de coordenadas holomorfo local; la transformacién inversa de
(—w,prawe C—-R_, (= wa con d-determinaciones 6 ramas

¢ = euloslvl ilArg(w)+ 2] | —0 1 . d—1

La inversa de f es la composiciéon de w — ( y de { — z que es la inversa del isomorfismo local
2 ¢ = zh(2).

4.2. Superficies de Riemann

Elegimos una definicién de superficie de Riemann, que destaca que se trata de variedades que
poseen una determinada estructura.

Las variedades son espacios topolégicos que son localmente igual a R™. Este hecho permite
entonces utilizar conceptos que conocemos de R™ y usarlos en la variedad, al menos localmente (es
decir, al menos para cada abierto). Por ejemplo, la diferencial es un concepto bien importante de
R"™ porque nos da un modelo simple de movimiento. El movimiento es la propiedad méas importante
de todo objeto en la naturaleza.

Como utilizaremos el concepto de variedad en lo que sigue, damos su definicién.

Definicién 4.2.1. Una variedad de dimension n es un espacio topoldgico de Haussdorff M, tal
que para todo punto p € M existe una vecindad U, que es homeomorfa a un subconjunto abierto V
de R™. Tal homeomorfismo

f:U, —V

se le llama carta (6 coordenada).
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Un atlas es una familia de cartas {Ua, fofaer (I es el conjunto de indices), tal que M = {J,; Ua

Si M es una variedad, a :

U, se le llama dominio de la carta.

(Ua, fa) se le llama sistema de coordenadas sobre U,

Si fo: Uy — Vo, a Vo = fo(Uy) se llama imagen de la carta f,.
(Va, f1) se le llama parametrizacién de U,,.

Sean Co = {Uq, fatacr y Cs = {Us, fs}per dos atlas. A las funciones

Pap = fa0 fo": faUaNUg) — f3(Ua NUp)

se les llama funciones de transicién, donde ¢,g es un homeomorfismo.

Si en la definicién cambiamos real por complejo, tenemos variedades complejas de dimensién n. Por
ejemplo, C 22 R? es una variedad compleja de dimensién uno. Estaremos més interesados en lo que
sigue en variedades de dimensién n = 2 (6 variedades complejas de dimensién uno).

A una variedad de dimension dos suele llamarsele superficie.

Definicién 4.2.2. Un atlas Co, = {U,, fotacs sobre una variedad M se dice diferenciable si las
funciones transicion

fao fat: fa(Ua NUg) — f5(Ua N Up)
son diferenciables de clase C™.
Para el caso complejo diremos también que la variedad es analitica.

Ejemplo 4.2.1. R" es una variedad, considerando como carta global la funcidén identidad.

Ejemplo 4.2.2. La esfera S? = {x € R3 | |z| < 1}, con su topologia heredada de R®, es una
variedad 2-dimensional que al menos tiene dos cartas. Estas son:
C1 = {Uy,ay}, con Uy = S% — {e3 = (0,0,1)} y el homeomorfismo o esta definido como:

ay(z) = ap[(z1, 22, 73)] = < - - )

1—%371—‘%3

cuya inversa estd dada por:

o) = (T T )
+ R T+yi+y3 1+y8+y3 149 + 93

Andlogamente, la sequnda carta, ahora sin el polo sur, esta dada por:
C1 = {Us,a_}, con Uy = S% — {—e3 = (0,0,—1)} y el homeomorfismo a_ esta definido como:

xTq T2
Oé_(«r) = Oé_[(xl,Q:Q,-r?,)} = <1 +IL'3’ 1 +x3>

cuya inversa estd dada por:

0= o) = (gl 2 LV
- b T+yi+y3 1+yi+y3 1497 + 93

Entonces S? = Uy UUy y ay y a_ son homeomorfismos. Recordemos que oy es la proyeccion
estereogrdfica desde es polo norte (que ya se estudid) y a— desde es polo sur.

Definicién 4.2.3. Una aplicacion f : M — N se dice que es un difeomorfismo si es biyecti-
va, diferenciable y con inversa diferenciable. En tal caso, las variedades M y N se dice que son
difeomorfas.

Brevemente, una superficie de Riemann es un espacio topologico que, cuando se observa a nivel
local, es esencialmente el mismo que el plano complejo. La definicién formal es la siguiente.
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Definicién 4.2.4. Una superficie de Riemann S es una variedad analitica de dimension uno
compleja.

Habitualmente se anade la condicién de conexo, porque las superficies de Riemann maés interesantes
son las de este tipo. Sin embargo, trataremos con conjuntos que no son conexos pero pueden ser
dotados de estructura de superficie de Riemann. Recordemos que las componentes conexas de
un conjunto son abiertos, por lo que heredaran la estructura. Reciprocamente, si definimos una
estructura de superficie de Riemann sobre cada una de las componentes conexas de un conjunto,
como son disjuntas, la unién de dichas estructuras configura al conjunto total como superficie de
Riemann, aunque no conexa. Por este motivo, nos centraremos fundamentalmente en los espacios
CONnexos.

Ejemplo 4.2.3. La esfera de Riemann C es una superficie de Riemann como se enuncio en el
primer capitulo. La topologia de C es la topologia de C union la familia de los complementos de
conjuntos compactos en C.

Con esta topologia, vemos que C es un espacio topolégico de Hausdorff.

Definiremos una estructura compleja en C de la stguiente manera:

Sean U := C — {oo} = C y V := C — {0} = C* U {0} y consideremos en U la funcién identidad
Id:U — C. Sea ¢ : V — C dada por

1 . *
2, si2€C

p(2) =
0, st z=00
Claramente estas aplicaciones son homeomorfismos; también,

1dUNV)=pUNV) =C*

y la funcion

1
pold™ : Id(UNV) — p(UNV), Il

es un biholomorfismo. Similarmente
1
Idoo™ 1 p(UNV) — IdUNV), 2+ ~

es un biholomorfismo. Con esta estructura compleja, decimos que C es una superficie de Riemann.

Ejemplo 4.2.4. FEl ejemplo es también un claro ejemplo de que S® es una superficie de
Riemann.

Ejemplo 4.2.5. Sean wy,ws € C linealmente independientes sobre R. Se toma el grupo
A= {m1w1 + m2w2|m1,m2 € Z} = Zw1 + Zwo

bajo la operacion adicion. Se define una relacion de equivalencia en los numeros complejos: dos
numeros z1,z2 son equivalentes si y solo si zy — zo = Miw1 + Mmows para algina pareja de enteros
mi,Mmsy.

Un subconjunto ¥ de un espacio topolégico es discreto si para cada punto p € ¥ existe un entorno
abierto U de p tal que UNY = {u}. El conjunto A es cerrado y discreto.

El conjunto X = C/A es un grupo aditivo, y lo dotamos de la topologia cociente, dada por la
proyeccion ™ : C — C /A, donde cada conjunto G C X es abierto si y solamente si 7~ 1(G) es
abierto en C. Esta definicion hace a w continua y, como C es conero, X también lo es.

Todo abierto en X es imagen de un abierto en C, ya que si U es abierto en X, U = w(x~1(U)),
pues T es sobreyectiva. Ademds, w es una aplicacion abierta, es decir, para cada abierto en C su
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imagen bajo w es un abierto en X. Si V C C es abierto, entonces para ver que w(V') es abierto en
X debemos probar que 7= 1(w(V)) es abierto en C. Pero se tiene que

P (V) = [ w+v),
weA
que es la union de trasladados de V', y todos son abiertos de C.
Veamos que X es Hausdorff; sean z1 + A, zo + A puntos distintos de X. Entonces z1 — zo ¢ A.
Como A es un subgrupo discreto de C, existe € > 0 tal que B(w,e) N A = {w} para toda w € A.
A lo mds, z1 — z pertenece a una unica bola B(wo,€). Tomemos € = %|(22 — z1) — wo|, entonces
20— 21 ¢ B(w,€) para toda w € A. De aqui que |(z2 —21) —w| > € > 0 para toda w € A. Por tanto,

n= ff {21 = (22 ~w)[} > 0.
Sean Uy, Us discos de radio g centrados en z1 Y zo2, respectivamente. Entonces
(U1 +w)NUs=0,VweA
pues si existe z € Uy, w € A, con z 4+ w € Us, entonces
|22 = (;1 + W) < o1 = 2+ W) [+ [z +w) — (21 —w)| =
=l - GHw)l+l—al<g+d=n

que contradice la definicion de . Como m es una aplicacién abierta, w(Uy) y w(Us) son abiertos
disjuntos de z1 + Ay zo0 + A en C/A.

Fijamos € > 0 tal que |w| < 2¢ V w € A no nulo, y para zg € C consideremos el disco abierto
D = B(zp,¢€). Por la eleccion de € podemos garantizar que no hay dos puntos en D cuya diferencia
sea un elemento de A. FEs decir, si z # 2’ € D entonces w(z) # w(2').

Es claro que |, : D — w(D) es sobreyectiva, continua y abierta. Por la eleccion de €, es inyectiva.
Por tanto, m|,, es un homeomorfismo entre D y m(D).

Para cada zy € C sea D,, = B(zo,¢), consideremos a 1, : m(D,,) — D, la inversa de la
aplicacion o, - Tenemos asi un recubrimiento de X y una familia de homeomorfismos 1, sobre
abiertos de C. Debemos ver la compatibilidad de las cartas. Sean z1,zs dos puntos distintos, y
consideremos las aplicaciones

1 =1, (D) — D,y Yo =, : w(Dy,) — D.,.

Sea U = w(D,,) N7w(D,,). Si U es vacio no hay nada que probar. Si U no es vacio, sea T(z) =
Yo(7H(2)) = ¥o(n(2)), para cada z € 1 (U). Ahora solo resta demostrar que T es holomorfa
en Y1 (U). Observamos que m(T(z)) = w(z) ¥V z € Y1 (U). Entonces T(z) —z = w(z) € AV z €
1(U). La funcion w : 1 (U) — A es continua. Como A es un conjunto discreto, w es localmente
constante en Y1 (U) (es constante en las componentes conexas de U ). Por lo tanto, de manera local
T(z) = z+ w, para algin w € A, y es holomorfa.

El conjunto X = C/A con esta estructura compleja se denomina el toro complejo, y es una
superficie de Riemann.

4.3. Morfismos entre superficies de Riemann

Se supondra en lo que sigue que las superficies de Riemann consideradas son conexas.
Ahora es posible definir funciones analiticas entre superficies de Riemann.

Definicién 4.3.1. Si X y Y son superficies de Riemann con atlas Co, = {Uq, ¥atacr Yy Dgy =
{Vs, ¢a}per respectivamente, entonces un mapeo f: X — Y es analitico si cada mapeo

Pao fodg':gp(Uan f~H(Vp) —C

es analitico (como mapeo de C en C). El mapeo es llamado conforme si es también inyectivo y
sobreyectivo. En este caso f~1:Y — X es también conforme.
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4.3.1. Propiedades de los morfismos

Teorema 4.3.1. (de Identidad) Sea X wuna superficie de Riemann y fi,f» : X — Y dos
morfismos que coinciden en una vecindad de un punto xg € X, entonces f1 y fo coinciden en X.

Corolario 4.3.1. Sean X una superficie de Riemann y f1,fs : X — Y dos morfismos que
coinciden en un conjunto A de X, que tiene un punto de acumulacion xqy, entonces f1 y fo coinciden

en X.

Teorema 4.3.2. (de Extension) Sean U un abierto de una superficie de Riemann, a € U y
f € O0(U — {a}) una funcidn acotada en una vecindad de a. Entonces f tiene una extensidn dnica
holomorfa en U.

Teorema 4.3.3. Sea f: X — Y un morfismo no constante de superficies de Riemann. Para todo
a € X, existe una carta (h,U) de X centrada en a, una carta (k,V) de Y centrada en b = f(a),
con f(U) CV y un entero n > 1 tal que la transformacion F = ko foh™! : h(U) — k(V) es
2z F(z)=2m.

Demostracién. Fijemos una carta k centrada en b = f(a), y escojamos una carta arbitraria
¥ : U — V centrada en a. Entonces la serie de Taylor para la funcién T'(w) = k(f(v~1(w))) debe
ser de la forma

T(w) = i c;w;,
i=m

con ¢, =0,y m > 1, pues T(0) = 0. Podemos escribir T'(w) = w™S(w), donde S(w) es una funcién
holomorfa en w = 0, y S(0) = 0. Entonces existe una funcién R(w) holomorfa en un entorno de
0 tal que R(w)™ = S(w) (por la existencia de raiz m-ésima; véase caso b) de la subseccién 4.1.2),
de donde T'(w) = (wR(w))™. Sea n(w) = wR(w). Como 71’(0) # 0, la funcién 7 es invertible en un
entorno de cero (teorema de la funcién implicita), y holomorfa. Entonces la composicién h = 1o
es una carta en X centrada en a. Si vemos 1 como una nueva coordenada z (z = n(w)), entonces

k(f(h(2))) = k(™ (17" (2)))

La unicidad de m se obtiene al observar que, en un entorno de a, hay exactamente m preimégenes
de puntos cercanos a f(a). Entonces este exponente m queda determinado por las propiedades
topolégicas de la aplicacién en un entorno de a, y es independiente de las cartas elegidas. O

Corolario 4.3.2. Sean X una superficie de Riemann y f : X — Y un morfismo no constante.
Entonces f es una transformacion abierta.

Corolario 4.3.3. Sea f : X — Y un morfismo inyectivo. Entonces f es un isomorfismo de X

sobre f(X).

Corolario 4.3.4. (Principio del mdximo) Sean X una superficie de Riemann y f : X — C
holomorfa no constante. Entonces |f| no alcanza su mdzimo.

Teorema 4.3.4. Sean f : X — Y un morfismo no constante de superficies de Riemann. Entonces,
si X es compacta, Y es también compacta y f es sobre.

Corolario 4.3.5. Toda funcion holomorfa definida no constante sobre una superficie de Riemann
compacta es constante.

Corolario 4.3.6. Toda funcion meromorfa [ diferente de oo sobre C es racional.
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Teorema 4.3.5. Sea p: X — Y un morfismo no constante de superficies de Riemann. Entonces
p es abierto y discreto.

Sea p : Y — X un morfismo no constante de superficies de Riemann, un punto y € Y se dice un
punto de ramificacién de p si no existe vecindad V' de y tal que p|,, sea inyectivo, p es entonces un
morfismo ramificado.

Un morfismo sin puntos de ramificaciéon se dice no ramificado.

Teorema 4.3.6. Sea p:Y — X un morfismo no constante de superficies de Riemann; entonces
las dos condiciones siguientes son equivalentes:

a) p es no ramificado.

b) p es un homomorfismo local.

Ejemplos.

Ejemplo 4.3.1. exp : C — C* definida como exp(z) = €?; para todo ug € C*, sea D(Uy) C C*
un disco, consideremos una rama de log(u), tenemos para u = €, log(u) = z. La transformacidn
exp es un morfismo no ramificado.

Ejemplo 4.3.2. La proyeccion © : C — T? es un morfismo no ramificado, donde T2 = C /A es
el toro complejo.

Ejemplo 4.3.3. De acuerdo con el teoremalf.3.3, todo morfismo no constante entre superficies de
Riemann f : X — Y, se comporta localmente como z — z™. Sean a € X y Uy una vecindad de a,
existe una vecindad abierta U C Uy de a y una vecindad abierta W = f(U) de b = f(a) tal que,
para toda x € W —{a}, f~(x) consiste exactamente de n-puntos: se dice que f tiene multiplicidad
n en a. Asi que a es un punto de ramificacion de f, siin > 2.

Teorema 4.3.7. Sean X wuna superficie de Riemann, Y un espacio topoldgico Hausdorff y p :
Y — X un homeomorfismo local. Entonces Y acepta una estructura compleja unica tal que p sea
holomorfa.

Teorema 4.3.8. Sean X, Y, Z, superficies de Riemann, p:Y — X un morfismos no ramificado
y f: Z — X un morfismo. Entonces todo levantamiento g : Z — Y es un morfismo.

/i
p
f
Z<—X

Ejemplo 4.3.4. (Logaritmo de una funcién) Sea X una superficie de Riemann simplemente
conexa, f: X — C*. Se busca una funcion holomorfa F : X — C tal que exp F' = f, es decir,
tal que F' sea un levantamiento de f a C, respecto a la exp:

e
exp
x < ¢~

Sea xg € X y c € C tal que e¢ = f(xg), entonces de acuerdo al teorema sobre la existencia de un
levantamiento existe F' : X — C tal que F(xo) = ¢. De acuerdo con el teorema precedente,
F es holomorfa.

Cualquier otra solucidn defiere de F por sucesion de 2mwin, n € Z. Por definicion F = log(f). Si f
es la inyeccion candnica, log(f) es una rama continua de la funcion log en X.

Teorema 4.3.9. Sea Y una superficie de Riemann, X un espacio topologico Hausdorff y conexo, y
f: X — Y un recubrimiento de X en'Y bajo f. Entonces existe una unica estructura de superficie
de Riemann en X para la que f es un morfismo de superficies de Riemann.
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Demostracion.

Sipe X,seaq= f(p)yV entorno de ¢ tal que f~1(V) = J;c; Us. Podemos tomar (V, ¢) carta en
q, y consideramos (U;, ¢ o f|,, ) carta en p. Definimos un homeomorfismo sobre un abierto de C, y
si (Uj,90 f],,) es otra carta, se tiene que

(o f)o(pof) t=poy,

que es holomorfa. Tenemos asf un atlas complejo C' en X. Para la unicidad, supongamos que (X, C")
es otro atlas complejo, tal que la aplicacién f : (X,C") — Y es morfismo. Si ¢’ son las cartas de
(', entonces la composicién ¢ o f o ¢'~! es holomorfa en su dominio, y esto es lo mismo que decir
que Id: (X,C) — (X, C") es morfismo. Como es biyectiva, es isomorfismo.O

4.4. Relacién entre grupos kleinianos y superficies de Rie-
mann

Un método de construccién de superficies de Riemann es formando el espacio cociente con respecto
a una accién de grupo discontinua. De hecho, se sabe que cada superficie de Riemann surge de esta
manera. Este hecho se resume en el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Sea G un grupo kleiniano con region de discontinuidad ), entonces S = Q,/G es
una superficie de Riemann.

Demostracion. La demostracién de que S = €2,/G es un espacio topoldgico Hausdorff es la misma
que la del teorema[3.3.3] Ahora demos una estructura de superficie de Riemann a 2,/G. Tomamos
un z € /Gy w € Q tal que 7(w) = z (donde 7 : Q¢ — Q¢ /G es la proyeccién natural
que asocia a cada w € § su clase de equivalencia). Si G, sélo consiste de la identidad, entonces
existe una vecindad abierta U de w tal que g(U) N U = () para toda g € G — {e}. Esto dice que
m: U — 7(U) es una coordenada local. Ahora si G, tiene elementos diferentes de la identidad,
hemos visto que G,, es un grupo ciclico finito de orden n. Sabemos que via una transformacion de
Moébius v podemos mapear a w en 0y U en A, y como el estabilizador de w es de orden n entonces,
médulo conjugacién tenemos que

2

fyogo'y_l(z)ze :iz, z € A.

En este caso consideramos a g(z) = 2™; esta funcién mapea A en sf{ mismo y tiene la propiedad que
para toda k y para toda w; € U, tenemos que

Observar que esto es independiente del entero k.
Tomaremos como cartas de S a los pares:

(1), (U) = 70 (U), goyon™).
Cada punto en 7, (U) es enviado bajo m; ! en n-puntos g*(w,); por ejemplo, cuando k = 0,1...,n—

1 en U. De acuerdo con este mapeo 7 bajo g oy se envian al mismo punto en A, asi
¢ =qoyor !

es una biyeccién de 7, (U) en A. Como los mapeos ¢, 7 y 7, son abiertos y continuos, vemos que
cada ¢,, es un homeomorfismo.
UcQ

N
buw
VcsS—A
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con V =7, (U).
Con la finalidad de comprobar que los mapeos transiciéon son analiticos, primero debemos estudiar
los mapeos

o my, u# v

Supongamos que (, € Uy, (, € U, v

7r(Cu) = W(Cv) =,

es decir, para algin g € GG, tenemos que

Go = g(Cu)

Supongamos ahora que (,, y de aqui que (, no tienen puntos fijos elipticos. Entonces , es inyectiva
en alguna vecindad de (, y por lo tanto existe una inversa local ;! que mapea ¢ en (,. Los dos
mapeos

Ty ©g, Ty

coinciden con 7, y por lo tanto uno con el otro, en alguna vecindad de ¢, y toma valores en m,(U,).
; -1
Aplicando 7, vemos que
g=m,lom,

Lo 7, es un mapeo analitico cerca de los puntos que no tiene puntos

cerca de (. De aqui que 7
fijos elipticos de G.
Como ¢ y v son mapeos analiticos y hemos visto que 7, es analitico tenemos que ¢, = ¢, 0y, 07,

es analitico y de aqui que

1

$v oyt

es analitica (la prueba es similar a la de arriba solo tomando en cuenta las respectivas restriccines de
cada una de las funciones, y tomando una sola rama de la funcién ¢, ! en el punto correspondiente
a los puntos no fijos en G).0

Ejemplo 4.4.1. Sean Ti(z) = z+ 1, Ta(z) = z+ i € Mdb(2,C). Ahora tomemos todas las
posibles composiciones de estas dos transformaciones y sus inversas. El conjunto de todas estas
composiciones forman el grupo G = (T1,Ts). Veamos cémo actia en los puntos del plano.
Cuadriculemos el plano con rectas verticales separadas por una distancia igual a uno, similarmente
por rectas horizontales separadas también a distancia uno.

Esta cuadricula es como un rompecabezas infinito. El grupo G no altera la cuadricula ya que, si
tomamos uno de los cuadrados de la cuadricula y le aplicamos la transformacion Ty el cuadrado
se transforma en el de la derecha (al de la izquierda si se aplica la inversa), del mismo modo si le
aplicamos la transformacion Ts a un cuadrado de la cuadricula se mueve un cuadro hacia arriba
(hacia abajo si aplicamos la inversa).

Sabemos también que la regidn de discontinuidad del grupo G sigue siendo C (ver , veamos
qué se construye formando el cociente de C y G, es decir, C/G.

Si queremos entender las clases de todo el rompecabezas nos podemos quedar con una sola pieza,
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puesto que calquier cuadrado esta relacionado con el otro. Quedémonos solamente con un cuadrado
al que llamaremos I'. Sin embargo I' tiene su frontera que corresponde a dos lineas horizontales y
dos verticales.

Recordemos que el grupo G es generado por dos elementos (T1,Ts) que mueven a la linea vertical
izquierda en la de la derecha y la horizontal inferior con la superior. Asi que tenemos que pegar
las lineas de la frontera de T' como nos indica el grupo G, es decir las verticales entre si y las
horizontales entre si.

El resultado es el toro complejo que como se demostré en el ejemplo es una superficie de
Riemann, mds aun la proyeccion w : C — C /G es un mapeo cubriente universal.

Dada una superficie de Riemann S uno puede construir una superficie de Riemann simplemente
conexa S (por el teorema ¥y un mapeo @ : S — S con las propiedades siguientes

i) cada Z en S tiene una vecindad N tal que la restriccion de @ en N es un hemeomorfismo en un
subconjunto abierto de S;

ii) ¢ tiene la propiedad de levantar arcos

Estas propiedades nos estdn diciendo que (5,¢) es una superficie de Riemann simplemente
conexa que cubre a S, es decir, S es un espacio cubriente universal de S. Y por el siguiente
teoremas

Teorema 4.4.2. Teorema de Uniformizacion. Toda superficie de Riemann simplemente conezxa
es holomdrficamente equivalente a una y solo una de las siguientes:

C; C; H={z € C|lIm(z) > 0}.

Podemos entonces suponer que S es una de estas tres posibilidades.
La demostracién de este teorema no es para nada trivial y puede encontrarse en [0], pero lo
menciono porque hemos discutido ya a los dominios mencionados en el teorema.

Caso 1: Si S = C, entonces la tnica manera de que G actie sin puntos fijos es que G = {e} en
este caso S es la esfera de Riemann.

Caso 2: Si S = C, entonces la tinica manera que G actie sin puntos fijos y de manera discontinua
es que sea una de las siguientes dos formas mddulo conjugacién:

(a) Gi = (Tu(z) =2+1); 6
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(b) G2 = (Tz(2) = z + 7), donde 7 € H.

Si tomamos el grupo G = (T1,T») generado por Ti(z) = z+ 1y Ta(z) = 2z 4+ 7 tenemos
que Q¢,/G = C/(T1,T>) es isomorfo al toro complejo (vedse ejemplo . La proyeccién
m: C — C/(f1, f2) es un mapeo cubriente universal, o sea el plano es un espacio cubriente
universal del Toro, G es el grupo de transformaciones cubrientes.

Caso 3: Todas las otras superficies de Riemann que tienen como espacio cubriente universal a H,
son llamadas superficies de Riemann hiperbdlicas.
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Capitulo 5

Grupos de Lie

Como se mencioné en el segundo capitulo, el grupo GL(n,C) es un grupo de Lie, el cual ha sido
parte importante de nuestro estudio (con n = 2), ademds de que este grupo es una herramienta
fundamental de la geometria diferencial y de las ecuaciones diferenciales, entonces el estudio de este
grupo es fundamental para entender la génesis del enfoque de Sophus Lie, el cual era mostrar que
los distintos métodos para resolver ecuaciones diferenciales pueden ser clasificados a través del es-
tudio del caracter invariante de dichas ecuaciones por un grupo continuo de transformaciones. Esta
filosofia ya aparecia en los trabajos pioneros de Felix Klein que llegd a definir la geometria como
el estudio de las propiedades de un espacio que son invariantes bajo un grupo de transformaciones
(véase Capitulo 1).

En esta tesis se da material introductorio acerca de la teoria de Lie, utilizando lo visto en los capitu-
los anteriores, con la intencién de seguir estudiando esta teoria posteriormente y lograr entender la
relacién entre las ecuacines diferenciales y los grupos de Lie.

Daremos unos preliminares a la definicién de grupo de Lie, retomando la definicién de variedad
que se dié en el capitulo anterior y asociandole ahora a la variedad su espacio tangente en un
punto, después daremos la definicién de grupo de Lie, ejemplos y algunas propiedades elementales,
culminamos este capitulo con una pequena introduccién a las G-variedades.

5.1. Preleiminares a la definicién de grupo de Lie

Vamos a iniciar con la definicién de vector tangente a una variedad y el espacio de todos los vectores
tangentes, daremos una serie de propiedades de este espacio y enfatizaremos en que este espacio es
un espacio vectorial. Nos interesamos en esto ya que es parte central de una introduccién a la teoria
de grupos de Lie, en la cual no nos adentraremos tanto, sélo haremos ver que con lo estudiado
hasta el momento podemos introducirnos a esta teoria y con esto tener motivacién para seguir
estudidandola y posteriormente tratar de entender el enfoque de Shopus Lie desde el punto de
vista de las ecuaciones diferenciales.

Definicién 5.1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimension m en R* y p un punto de M.
Un vector v de RF es tangente a M en p, si v se puede expresar como el vector velocidad en p de
alguna curva diferenciable en M que pase por p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M
en p es llamado espacio tangente a M en p y se denota por T,M.

Ahora, sea M C R* una variedad diferenciable y f : M — R! una funcién diferenciable. Sabemos
que para todo p € M existe un conjunto abierto U C R¥ tal que p € U y una funcién diferenciable
F de U en R! tal que Fj,,~ = f. Definimos para cada p € M la diferencial de f en p por:

dfy : TyM — R

df, = dF,

p .
ITy, M
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Verifiquemos que df,, estd bien definida, para ello sea G otra funcién diferenciable de un abierto V'
de R¥ en R tal que p € V y G|,,.., = f. Sea a: I =[0,1] — M una curva diferenciable en M tal
que a(tp) = p. Entonces, 5(t) = f(a(t)) = F(a(t)) = G(a(t)) de manera que en ¢y tenemos

dFy(d/(to)) = B'(to) = dGp(c(t0))

lo cual muestra que de‘T v = de‘T u Y asi df,, estd bien definida.
p P

Observacién. Sean U C R¥, V C R abiertos, y sea p € U. Consideremos el mapa diferenciable f :
U — V como mapa entre variedades y calculémosle el diferencial: dfy, : T,U = R¥ — Ty(,)V =R
Observemos que el propio U es un entorno abierto de p, entonces podemos tomar como extensiéon
F' la propia f

df, = dF, =dF, =dF,=df,

Plrym Plpk

(a la izquierda: el “diferencial entre variedades”, a la derecha, el “diferencial usual”). Obtenemos el
diferencial usual que es lo que uno esperaba, y lo que nos permite decir que este nuevo diferencial
generaliza al anterior.

Proposicién 5.1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimension m en R* y p un punto de M.
El espacio tangente a M en p es un espacio vectorial de dimension m.

Demostracién. Dado un punto p en M y u € T,M, existe una curva a : I — M tal que
a(te) = py o (to) = u. Sea (V, f~1) una parametrizacién de M en p tal que f~'(zg) = p. Como
f es diferenciable tenemos que § = f o a es una curva diferenciable en V' con S(tg) = zg y
B (to) = df (u) € R™. Inversamente, para cada vector v € R™ existe una curva diferenciable v en
V tal que pasa por g y el vector velocidad de v en z( es precisamente v y puesto que f~1 o~ es
una curva diferenciable en M, df; ! (v) € T, M. Por lo tanto

T,M = df, ' (R™)

y asi T, M es un espacio vectorial. Ahora, para las transformaciones lineales
df bR — T,M
dfp : T,M — R™

tenemos que df ! o df, es la identidad en R™, de donde df ;. ! es sobreyectiva y df, es inyec-
tiva, por lo tanto, la dimensién de T), M es igual a la dimensién de R™, la cual es como sabemos m. O

Consideremos dos variedades, M C R™ y N C R!, y una transformacién diferenciable f : M — N.
Sea p en M y « una curva en M tal que a(tg) = p, entonces f o o es una curva en N tal que
(foa)(to) = f(p) y de aqui tenemos que los vectores tangentes a M en p serdn mandados por df, a
vectores tangentes a N en f(p) por lo tanto la diferencial nos da una aplicacién bien definida entre
los espacios tangentes

dfp : TpM — Tf(p)N.

Como antes, la diferencial tiene las siguientes propiedades fundamentales:
Regla de la Cadena: Sean M CR*, NCc Ry PCR™. Sif: M — Nyg: N — P son
diferenciables con p € M y f(p) = g, entonces

d(g o f)p = dgq o dfp.
Es decir el siguiente diagrama conmuta

dfp agy(p)
TyM ——Tp) N —— Ty(sp)) P

~_

d(gof)p
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Demostracion. Sean F'y G extensiones diferenciables de f y g alrededor de p y de f(p) = g,
respectivamente. Como F' es continua, podemos suponer que la imagen de F' estd contenida en el
dominio de G. Entonces G o F' es una extensién de go f en p y el siguiente diagrama conmuta:

U—Lsy —Sspgm

\\\“H///
GoF
donde U es el dominio de F'y V es el dominio de G (nos tomamos F(U) C V). Le aplicamos la

regla de la cadena:

dF, dG,
RF —> Rl —>R™

\ A

~_ “

d(GoF),
Como dF,(T,M) C Ty, N entonces podemos restringir a los espacios tangentes:

dF, dGF(p)
TyM ——Tsp) N ——= Ty P

~_

d(GoF),

y aqui las extensiones son las propias funciones: el diagrama anterior es igual al siguiente, conclu-
yendo la demostracion:

dfyp dg(p)
TyM —— Ty N —— Ty(sp)) P

~_ 7

d(gof)p
O
Si Id es la aplicacién identidad de M, entonces dId), es la aplicacién identidad de T,,M. De forma
mas general, si M C N con la aplicacién inclusién ¢ : M — N, entonces dip, : T, M — T,;N es la
aplicacién inclusion. La demostracion de estas propiedades se sigue de la definicién de la diferen-
cial de una aplicacién diferenciable entre variedades y las propiedades analogas para aplicaciones
diferenciales de R™ en R!. Como antes, estas propiedades implican la siguiente proposicién.

Proposicién 5.1.2. Si f : M — N es un difeomorfismo, entonces df, : T,M — TyN es un
isomorfismo de espacios vectoriales. En particular, la dimension de M es igual a la dimension de

N.

Demostracion. Ya sabemos que “el diferencial de la identidad es la identidad” y que vale la

regla de la cadena, asi que repetimos la demostracién de esta proposicién para abiertos. Tenemos
foft=1Idnyy f~'of=Idy, entonces:

Ldr,v = d(Idar), = d(f o f)p = d(f 1) ) © dfy
Idp; N = d(IdN) fp) = d(f o F 5w =dfpod(f™ s
Por lo tanto df, es invertible, y ademas (df,)~' = d(f~!) (). Supongamos ahora que ¢ : U C

RF — M y ¢ : V c RE — N son parametrizaciones, con ¢ elegida de modo tal que f(o(U)) C
(V). Si definimos f : U — V como f =1 ~! o f o ¢ entonces el siguiente diagrama conmuta:

M*f>N

1
U——V

f
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y f es un difeomorfismo entre U C R* y V C R! de donde m = n, entonces M y N tienen la misma
dimension. O

Dada una aplicacién diferenciable entre dos variedades f : M — N, tenemos que la diferencial
dfp : T,M — T, N en una transformacién lineal que depende del punto p de M, asi que al cambiar
de punto obtenemos, mediante la diferencial de f, otra transformacion lineal entre los espacios
tangentes correspondientes. Esto motiva a definir una transformacion del conjunto de todos los
vectores tangentes a M en el conjunto de todos los vectores tangentes a N. Para tal fin, definamos
para una variedad diferenciable M C R*, el subconjunto de M x RF

TM = {(z,u) € M x R¥|z € M}, u € T,M (5.1)

y al cual llamaremos haz tangente. De manera que el elemento (x,u) puede ser interpretado como
“el vector u tangente a M en 2”. Se puede verificar que TM es una variedad diferenciable en R?*,
pues TM C M x R* C R* x R¥ = R?*. Entonces, retomando las variedades M C R¥, N C Rl y f,
una funcién diferenciable entre ellas, podemos definir

df : TM — TN

df (z,u) = (f (), dfe(u))

que al definir la proyeccién
m:TM — M

m(r,u) =x

tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama

df
TM —TN

O

M——

f

Ahora recordemos el teorema de la funcién inversa para funciones de R*¥ en R!.

Teorema 5.1.1. (Teorema de la funcién inversa) Sea f : U — R una aplicacién diferencia-
ble con U abierto en R*. Si la diferencial df, : R¥ — R es no singular, entonces f manda cualquier
vecindad abierta U’ de x € U suficientemente pequena, difeomorfamente sobre un conjunto abierto

.

La demostracién se puede encontrar en [I3, Pag. 451].
El teorema de la funcién inversa se puede enunciar de la siguiente manera.

Teorema 5.1.2. (Teorema de la funcién inversa) Sea f : U C R¥ — R! diferenciable con
U abierto en R* tal que df, : R* — R! es un isomorfismo para algin p € U, entonces existe X
vecindad de p en U y existe Y wvecindad de f(p) en R! tales que f : X — Y tiene una inversa
diferenciable f~1:Y — X

Justificacion:
df, : RF — R! es un isomorfismo, entonces la matriz asociada a la transformacién lineal df, que
es la matriz Jacobiana, o sea, la matriz

lelgzg szlgmg Dkflgﬂﬁg
D1 fa(xz) Daf2(x) ... Difa(z 1<i<k
[df] = - o = (D;fi(x)), 212 -

Dy fi(x) Dafi(z) ... Difi(x)
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Si (Djfz(x))}g;k = A,V w e R df.(w) = A w, entonces df, = Ta = T(Djfri(w))}ifgf es una

transformacién lineal, y como es isomorfismo entonces la matriz es invertible y por tanto de deter-
minante distinto de cero.
Ahora veamos una version de este teorema para variedades diferenciables.

Teorema 5.1.3. Sean M y N variedades, p € M y f: M — N un mapeo diferenciable tal que
dfy es un isomorfismo lineal. Entonces existe X C M con p € X (es decir, un entorno relativo de
p en M) tal que f|, : X — f(X) es un difeomorfismo.

Demostracién. Sean ¢ : U C RF — M y YV C R — N parametrizaciones, con ¢ elegida de
modo tal que f(p(U)) C (V). Si definimos f : U — V como f = ¢~ o f oy entonces el siguiente
diagrama conmuta:

M*f>N
1
U——V
f

Si o(q) = py ¥(r) = f(p), aplicamos la regla de la cadena y obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

M N

quT ld(wl)f(p)

RF ————R!
q
iSon todos isomorfismos lineales! En efecto, df,,, dp, y d(yp1) #(p) lo son (el primero por hipdtesis,
los otros dos por ser diferenciales de difeomorfismos), entonces por la conmutatividad del diagrama
(es decir, por composicién), d fq es un isomorfismo lineal.
Ahora, gracias a f estamos en las hipdtesis del teorema de la funcién inversa para abiertos. Podemos
encontrar U C U tal que f‘ﬁ U — f (U ) sea un difeomorfismo. Restringiendo el primer diagrama

a este U y mirandolo desde arriba, obtenemos otro diagrama conmutativo:

(p(0)
T f(O)
(©)

Esta vez son todos difeomorfismos: f‘ por el teorema de la funcién inversa, w‘fw) y @ ( 7y POT

— =/l

restricciones de difeomorfismos, de donde por la conmutatividad del dlagrama (es decir, por com-
posicién), fiowo () — f((U)) es un difeomorfismo. Tomando X = ¢(U) tenemos demostrado
el teorema 0O.

Definicién 5.1.2. Sea U C R* un conjunto abierto y f : U — R! una funcion diferenciable.
Decimos que p € U es un punto regular si df, es sobreyectivo. Sip no es reqular decimos que es un
punto critico.

Observacién. Tenemos que dim(Im(df,)) < n ya que por el teorema de las dimensiones:
n = dim(ker(df,)) + dim(Im(dfy))
recordando que el diferencial es una transformacién lineal.
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Definicién 5.1.3. (Valor regular) Sea y € R*. Decimos que y es un valor regular si el conjunto
f~Y(y) C U no contiene puntos criticos.

Observacion. En el caso | = 1, la matriz asociada a df, (la jacobiana) resulta ser el vector V f(p),
es decir df,(v) = Vf(p)-v. En este caso df,, es sobreyectivo si y sélo si dim[Im(df,)] = 1, o sea si
Vf(p) # 0. Es decir, p es un punto critico si y sélo si V f(p) = 0.

Teorema 5.1.4. Sea f : R¥ — R! una funcién diferenciable y v € R' un valor regular de f.
Entonces M = f~1({v}) es una variedad de dimension k — .

Demostracién. Sea p € M, queremos encontrar una parametrizacién de M alrededor de p. Como
p € f~1({v}), entonces p es un punto regular, luego df, : R¥ — R! es sobreyectivo: tiene rango
. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que las primeras [ filas de df, son linealmente
independientes. Sea A la matriz formada por dichas filas: es cuadrada e invertible. Definimos f :
R*¥ — R! por

f(xla"ka) = (f(xlu"'7xk)7xl+l7~-~>$k)-

Esta funcion es diferenciable, y su diferencial en p es:
[dfy] = (glo )

Es invertible ya que A e Id (la identidad) lo son. Luego, por el teorema de la funcién inversa,
existen entornos abiertos de p y v, llamémosles U y V' respectivamente, tales que f : U — V es un
difeomorfismo. Entonces restringiendo a M = f~1({v}) tenemos f : M NU — V N ({v} x R¥)

que es también un difeomorfismo. Por lo tanto el mapa f|71 L, €S la parametrizacién de M
vn({v} xRE=1)

alrededor de p buscada O.

Ejemplo 5.1.1. Veamos finalmente que S* = {(x,y,2) € R3 : 2% + y? + 22 = 1} es una variedad
de dimension 2. Sea f : R? — R definida por f(x,y, z) = v? +y> + 22 — 1. Entonces Vf(x,y,z) =
(21,2y,2z) y el tnico punto critico es (0,0,0). 0 es wvalor regular porque f~(0) = {(z,y,2) :
224+ y>+22=1}=5% 4 (0,0,0) ¢ f~1({0}). Por lo tanto S® es una variedad de dimension 2.

Ojo: la preimagen de un valor regular es una variedad, pero esto no significa que dada una funcion,
solo serdan variedades las preimégenes de los valores regulares:

Contraejemplo 5.1.1. Sea f : R® — R definida por f(x,y,2) = 2%. Entonces 0 no es valor
regular, porque f(0,0,0) = 0 y el gradiente de f se anula en (0,0,0), por lo tanto (0,0,0) es un
punto critico. Sin embargo f=1({0}) es una variedad: es el plano z = 0.

Contraejemplo 5.1.2. Sea f : R® — R definida por f(x,y,2) = (x +y + z — 1)2. Entonces
Vi(z,y,2) = 2x+2y+22—22c+2y+2z—22x+2y+22—2)=(0,0,0) <= z+y+2z=1.

Six+y+z=1 entonces f(x,y,z) =0 por tanto los valores regulares son todos salvo el 0. Veamos
que f~1(0) también es una variedad:

NS )
:{(z7y7z)eR352’=1—x—y}

= graf(f)

definiendo f : R> — R por f(x,y) =1 —x —y, f es diferenciable. Luego f~1(0) es una variedad,
aunque 0 no sea un valor reqular.
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5.2. Definicién de Grupo de Lie

Uno de los hechos matematicos que hace de los grupos de Lie potentes herramientas para el trata-
miento de las ecuaciones diferenciales es que son generados infinitesimalmente. Esto significa que
hay ciertas transformaciones infinitesimales del espacio que generan el grupo. Una transformacion
infinitesimal no es otra cosa que una ecuacion diferencial de primer orden. De esta manera surgen
las algebras de Lie que son el aspecto infinitesimal de los grupos de Lie.

Con lo estudiado en los capitulos anteriores tenemos los conceptos fundamentales para poder definir
un grupo de Lie. En lo que sigue, toda variedad se supondrd de Hausdorff, pero no necesariamente
conexa. El adjetivo diferenciable estara tomado en el sentido C*°

Definicién 5.2.1. Decimos que un grupo G es un grupo de Lie si G es un variedad diferenciable
y las funciones
m:GxG— G (g, h)=g-h

ne:G— G mag) =g

multiplicacion e inversion respectivamente, son diferenciables.

Aclaramos que al decir que un grupo es una variedad diferenciable queremos significar que el
conjunto subyacente del grupo tiene una estructura de variedad diferenciable.

Teorema 5.2.1. Sea G una variedad diferenciable de clase C*> con estructura de grupo. Entonces
G es un grupo de Lie si y solo si la funcion

ns: G X G— G; ns(g,h) =g b
es O,

Demostracion. Si G es un grupo de Lie, es claro que la funcién 73 es diferenciable de clase C'°°,
ya que es la composicién de las funciones n; y 12, a saber n3(g,h) = n1(g,m2(y)), las cuales son
diferenciables de clase C*°.
Por otro lado, observe que

n2(h) =n3(e, h) y n(g, h) = n3(g,n2(h)).

Por lo tanto, 1,72 resultan ser diferenciables si 73 lo es. |

La propiedad anterior nos propociona un criterio para decir cudndo un grupo es de Lie o
no. Para los fines précticos esta propiedad es de mucha ayuda.

Ejemplo 5.2.1. El espacio R™ es un grupo de Lie abeliano con la suma habitual de vectores.

Los grupos de transformaciones, en la terminologd de Sophus Lie (1890), son grupos parametrizados
por un juego finito de niimeros reales. En muchos casos, sus elementos son transformaciones lineales
de un espacio vectorial, es decir, forman grupos de matrices. Ademas, dichos elementos pueden dejar
invariante una forma de volumen, o bien una forma bilineal sobre el espacio vectorial. Estos grupos
matriciales se llaman grupos clasicos.

Y como un ejemplo de estos grupos es el grupo GL(n,R), el cual ya hemos mencionado en esta
tesis.

Ejemplo 5.2.2. GL(n,R), el grupo general lineal, con producto usual de matrices, admite una
estructura de variedad diferenciable mediante la funcion o : GL(n,R) — R definida como

U(A) = (an, a12,...01n,021,022; -5, A2n5 -« - 5 Anl, Ap2 - - - ann)
donde
ail ai2 ... Qin
a1 a2 ... Qa2n
A= . . . . € GL(n,R).
ar.z,l CL;LQ ar.m
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El producto de las matrices A = (a;;), B = (br;) es la matriz C = (¢;5), donde ¢;j = Y, airby;.
FEs decir c;; viene dado por una funcién polindmica de grado dos en las variables a;i, by;. Por lo
que es una funcién diferenciable, A~! = ﬁw(dﬁ), donde a;; son los cofactores de A . Luego los
coeficientes de A" son cocientes de polinomios, donde el denominador es no nulo. Por esta razon
GL(n,R) es un grupo de Lie.

En el caso especial n = 1, GL(1,R) = R — {0} es el grupo multiplicativo de los nimeros reales no
nulos.

En particular, tenemos que GL(2,C) es un grupo de Lie, el cual tiene una estrecha relacién con las
transformaciones de Md&bius.
Veamos otros ejemplo relacionados con lo que hemos visto en esta tesis.

Ejemplo 5.2.3. Sea C* = C—{0} entonces G = (C*,-) con las operaciones (z1,z2) — (x+iy)(z'+
iy') = (z,y) (', ) = (x2’ —yy' 2y’ +yx') y 21 27t = (ﬁ, —ﬁ) son ambas diferenciables,
luego G es un grupo de Lie.

Ejemplo 5.2.4. El toro complejo T = C/A con la estructura de variedad dada en el ejemplo
[£:273 y con las operaciones producto e inversion definidas por el producto de las clases de equiva-
lencia y la inversion de éstas.

De lo dicho arriba se sigue el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2.5. Sea G = (M6b(2,C),0) es un grupo de Lie ya que toda transformacién de Mdbius
es un biholomorfismo y el conjunto suyacente del grupo G, que es C, tiene estructura de variedad
diferenciable.

Este ejemplo es de un caracter general y relaciona el espacio de todos los vectores tangentes de una
variedad.

Ejemplo 5.2.6. Sea X una variedad diferenciable, TX la variedad de los vectores tangentes de
X, que es un fibrado vectorial sobre X. La correspondencia T : V. —> V' se puede extender a un
funtor covariante entre la categoria de las variedades diferenciables y si misma; si o : X — X/,
entonces, T : TX — TX' es la aplicacién inducida sobre los vectores tangentes. Ademds posee
la propiedad

T(Xl X Xg) = TX1 X TX2

Sea ahora en particular X = G un grupo de Lie. La multiplicacion 1 : G X G — G en G induce
una aplicacion en TG:

(G x &) s 76

con TG x TX =T(G x G). Es inmediato que T(n1) es efectivamente un producto, por lo cual TG
es un grupo, y mds ain, un grupo de Lie, pues T(n1) resulta analitica, y andlogamente para la
TNVETsion.
Por ejemplo, la asociatividad de T'(n1) se sigue de la conmutabilidad de
TG x TG x TG TG x TG |
lT(m xIdra) \LT(HI)

TG xTG ——TG
T(n1)

con T (m x Idrg) =T, lo cual es consecuencia del cardcter funtorial de T y del hecho TG X TG =
T(G x G). Las demds propiedades de grupo se prueban andlogamente.

Con la siguiente propiedad podemos contruir méas ejemplos de grupos de Lie.
Proposicién 5.2.1. Sean G y Go grupos de Lie. Entonces G = G1 X Ga, con el producto (z,y)
(x,9) = (x-z,y-y) y el inverso dado por (z,y)~' = (x71,y~1) es un grupo de Lie.
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Demostracion. Se sigue de que como el conjunto subyacente de GG; y G2 tiene una estructura de
variedad diferenciable entonces el producto cartesiano con las estructuras diferenciables de cada
una, es una estructura diferenciable para G y de la misma manera como el producto y la inversién
de cada grupo son diferenciables se sigue que el producto y la inversién en el grupo producto
también es diferenciable. O

Definamos cudndo un subconjuto de un grupo de Lie es también un grupo de Lie.

Definicion 5.2.2. Llamaremos subgrupo de Lie a toda subvariedad de un grupo de Lie que sea
subgrupo.

El siguiente teorema es un criterio para saber cuando un subgrupo de un grupo de Lie es un grupo
de Lie.

Teorema 5.2.2. Sea G un grupo de Lie y H < G un subgrupo que es a la vez una subvariedad.
Entonces H con esta estructura de variedad y de grupo es un grupo de Lie.

Demostracién. Veamos que la funcién p: H x H — H dada por u(h,j) = hj~! es diferenciable.
La idea es utilizar la funcién inclusion, fijémonos en el siguiente cuadrado conmutativo

HxH-YX>H

linH iiH

GxG T> G
3
por lo tanto tenemos que p es diferenciable, ya que g = tgxg onz o z'I_il a.

Ejemplifiquemos este hecho.

Ejemplo 5.2.7. SL(n,R) = {A € GL(n,R) | det(A) = 1} es un subgrupo de GL(n,R) y que
también tiene estructura de variedad diferenciable, por tanto es un grupo de Lie.

Ejemplo 5.2.8. O(n,R) = {X € GL(n,R) : XXT = Id} C GL(n,R) es un subgrupo y a la vez
una subvariedad diferenciable de GL(n,R) (a los elementos de O(n,R) se les conoce como matrices
ortogonales), luego es un grupo de Lie. Este grupo es conocido como el grupo ortogonal de dimension
n, y que ademds posee un subgrupo propio invariante formado por todas las matrices ortogonales
con determinate igual a 1 el cual denotamos por SO(n,R)

Dado que los grupos de Lie poseen una estructura de variedad diferenciable, tenemos que algunos
resultadoS que se mencionaron para variedades se cumplen también para los grupos de Lie como el
siguiente resultado.

Teorema 5.2.3. Sea f : G — V diferenciable, con G grupo de Lie. Si para uny € V, f~1(y) es
subgrupo, entonces es grupo de Lie de dimension dimG — Im(f).

Demostracién. Por el teorema tenemos que es una variedad de esa dimensién, por tanto
subgrupo de Lie y por el teorema anterior es un grupo de Lie.Od

Sea G un grupo de Lie. En G tenemos definidas las siguientes aplicaciones naturales;

1. Inversién (12). La aplicacién inversién 7o : G — G, es definida por g — g~!. Es claro que 72,
es una aplicacién diferenciable y que 15 L=y, esto es, 2 01p = Id.

2. Traslacion por la izquierda (respectivamente, por la derecha) para un elemento fijo a € G son las
aplicaciones L,, R, : G — G definidas por L,(g) = ag y R.(g9) = ga. Es claro que L, y R, son
aplicaciones diferenciables. Ademds, L;1(g) = a=lg = L,-1(9), R;'(9) = ga~! = R,-1(g), luego
Ly y R, son difeomorfismos. Ahora, notemos que LyoLj, = Lgn, Rgjo R, = Rpy, Lyo Ry, = Rp0Ly
y Ag = Ly o Ry-1 es un difeomorfismo, tal que Ag(z) = gzg™', Ay(zy) = Ag(x)Ag(y), Ay es
llamado automorfismo interior.

Entonces con lo dicho arriba podemos definir lo que entendermos como un morfismo de grupos de
Lie.
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Definicién 5.2.3. Sean G1 y Go grupos de Lie y ¢ : G1 — G5 un homomorfismo de grupos.
Decimos que ¢ es un homomorfismo de grupos de Lie o simplemente un homomorfismo si ¢ es
diferenciable.

Como ejemplos tenemos:

Ejemplo 5.2.9. G; = GL(n,R), G = R — {0} = GL(L,R) y ¢ : Gi — G2 definido por
(X)) = det(X). Tenemos ker(¢) = {X € G1|¢p(X) = det(X) =1} = SL(n,R) es un grupo de Lie.
Mads aiin si tomamos Gy = GL(2,C), Go = Mob(2,C) y ¢ : Gy — G2 dada por p(X) =Tx(z) =
aztb también es un homomorfismo de grupos de Lie (ya que Tx(z) es holomorfa con derivada

cz+d
distinta de cero; vedse capitulo 1).

Ejemplo 5.2.10. G; = (R, +), Go = (S},-) y ¢ : G1 — Ga, ¢(t) = 2™ = cos(2nt)+isen(2nt) =
(cos(2mt), sen(27t)). Tenemos ker(¢) = {t € G1|¢(t) =1} =Z, es un grupo de Lie discreto.

Ejemplo 5.2.11. Sea V' un espacio vectorial n-dimensional sobre R. Cada base de V define un
isomorfismo de grupos GL(V) — GL(n,R), el cual permite definir en el grupo GL(V') de auto-
morfismos de V' una estructura de grupo de Lie. Tal estructura es independiente de la base elegida,
puesto que dos isomorfismos tales sdlo difieren por un automorfismo (interior, es decir, automor-
fismos de la forma Ay(h) = Ly o Ry(h) = ghg™') de GL(n,R)

Ejemplo 5.2.12. Sea G un grupo de Lie, TG es fibrado tangente de los vectores tangentes, y G,
el espacio tangente en la identidad e de G.

Dando a G, la estructura de grupo de Lie definido por la adicidn, la inyeccion natural (o sea la
inclusion) j : Ge — TG es un homomorfismo de grupos de Lie. Asimismo lo es la proyeccion
natural P : TG — G, que a cada vector tangente le asigna su origen.

Notar que en los ejemplos anteriores, el nicleo del homomorfismo es un grupo de Lie, por lo que
enunciamos el siguiente teorema, con el cual concluimos esta seccién.

Teorema 5.2.4. Sea ¢ : Gy — G4 un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces la imagen de ¢
es constante y ker(¢p) es una subvariedad cerrada, con dim(ker(¢)) = dim(G1) — Im(¢).

Demostracién. Sea a € G; y sea b = (a) Denotemos por ej y ez los elementos neutros de G y
G, respectivamente. Entonces ¢(g) = ¢p(aa™1g) = ¢(a)p(atg) = bp(La-1(g9)) = Ly o dp o L,-1(g),
luego para todo a € Gy se tiene ¢(a) = ¢p(aa ta) = Lyopo L,-1(a) y

dp(a) = d(Ly o ¢o Ls-1)(a)
— ALy (&(La s (@))) 0 dB(Ly-1(a)) 0 dLy1 (a)
= dLy(¢(e1)) o dg(e1) o dL,-1(a)
= dLy(e2) o dg(e1) o dL,-1(a)

Como L,-1 y Ly son difeomorfismos, la imagen de ¢ en a y la imagen de ¢ en e; son iguales. Por
lo tanto I'm(¢) es constante y por el Teorema del ker(¢) = ¢~ *(e2) es una subvariedad, con
dim(ker(¢)) = dimG1 — Im(¢). Como ker(¢) es un subgrupo de Gi, se tiene que es un grupo de
Lie. O

5.3. G-variedades

En lo que sigue, G designara a un grupo de Lie, y X a una variedad diferenciable.

Definicién 5.3.1. Sea G un grupo de Lie. Una G-variedad X es una variedad diferenciable tal
que G actia en X en el sentido de la definicion ademds la accion a : G x X — X es
diferenciable. El par (G, X) se llama grupo de Lie de transformaciones.
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Entonces G actiia en X donde X es variedad diferenciable y G un grupo de Lie; en la definiciéon se
exige que la accién sea diferenciable.

Ejemplo 5.3.1. Sean G = Msb(2,C) y X = (@, dado que G actia en X y como X es una variedad.
Entonces X es una G — variedad.

De manera andloga tenemos que:

ac : Aut(C) x C — C, definida como a(vy,z) = y(z) = az+b con a,b € C es una accion y como
C es variedad se sigue que C es una Aut(C) — variedad.

De igual manera como H es una variedad y ag : Aut(H) x H — H, definida como a(n, z) = n(z) =
aztb com a,b,c,d € R, es una accion, se sigue que H también es una G-variedad con G = Aut(C).

cz+d
De la misma manera tenemos que A es una G-variedad, donde G = Aut(A).

Sea ahora X una G-variedad, X’ una G’-variedad, y p : G — G’ un homomorfismo de grupos de
Lie.

Definicién 5.3.2. Una aplicacién ¢ : X — X' se llama p — equivariante con respecto al homo-
morfismo p: G — G', si es una aplicacion ¢ : X — X' tal que el diagrama

conmuta para todo g € Gy donde 74, T,(4) s0n funciones transicion en el sentido de y ademds
es diferenciable. En particular, si G' = G y p = Idg, diremos simplemente que 1) es equivariante.

Los siguientes ejemplos son de caracter general pero muy ilustrativos.

Ejemplo 5.3.2. Las R —variedades son de fundamental importancia en la teoria de G-variedades,
y reciben el nombre especial de grupos a un pardmetro de transformaciones.

Ejemplo 5.3.3. La accion de un grupo de Lie G sobre su variedad subyacente por traslacion a
izquierda convierte a G en una G-variedad. Lo mismo ocurre con la accion de G sobre G definida
por automorfismos interiores, es decir, automorfismos de la forma Agy(h) = Ly o Ry(h) = ghg™'.

Ejemplo 5.3.4. Sea V' un R — espacio vectorial de dimension finita. Entonces GL(V') es un grupo
de Lie. Sea G un grupo de Lie y 7 : G — GL(V) un homomorfismo. Llamaremos a T una
representacion de G en V, cuando la aplicacion G x V. — V es diferenciable.

Ejemplo 5.3.5. Sea X una G-variedad y T el funtor que asigna a cada variedad diferenciable
su fibrado tangente. Puesto que T conserva productos directos, TX es una TG-variedad, y como
ademds G es subgrupo de TG (vedse ejemplo , TX es una G — variedad.

Este hecho justifica muchas notaciones clasicas en la teoria de grupo de transformaciones que a
primera vista aparecen como excesivamente abreviadas.

Ejemplo 5.3.6. Sean G y G’ grupos de Lie y G' una G-variedad con respecto a un homomorfismo
7: G — Aut(G"). entonces el producto semidirecto G' x ., G definido en es un grupo de Lie.
Esto generaliza el ejemplo[5.2.6, que corresponde a la operacion trivial de G en G'.

Culminamos este capitulo con un teorema que relaciona las G-variedades con su grupo G y el
estabilizador de un punto

Teorema 5.3.1. Sea M una variedad diferenciable, G un grupo de Lie que actia transitivamente
por difeomorfismos en M. Fijemos x € M y consideremos el grupo de isotropia G, = {g € G|g(x) =
x}. Entonces M y G,/G, son difeomorfas
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Demostracién. Sea ¢ : G — M la aplicacién definida por ¢(g) = g - x. ¢ es diferenciable y se
factoriza a través de G /G, a una aplicacién, también diferenciable, f; es decir f : G /G, — M,
[g] = g - x. Como la accién de G es transitiva, implica que f es sobre. El lema de Sardlﬂ implica
entonces que existe al menos un valor regular en todos los puntos de G/ G,. Asi f es biyectiva
sobre y abierta, por lo tanto un difeomorfismo. ]

Para relacionar este teorema con lo estudiado nos fijamos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3.7. Si G = SL(2,R), sabemos por lo hecho en el capitulo 1 que G actia en H.

Para probar que la accion es transitiva basta ver que dado cualquier z € H existe un elemento g € G
tal que g - i = z. Consideremos g = (g aEl) entonces g -i = a®i + ab es claro que si z = x + iy
podemos tomar a a = /v yb= 2.
Calculemos finalmente la isotropia en i. Si (‘Z Z) -1 =1 entonces ai+ b = di — c por lo tanto a = d
y b= —c. El grupo de isotropia es {(fb 3) la? +b? = 1} el cual es isomorfo a SO(2,R). Por lo
tanto

H = SL(2,R),/SO(2,R).

Notese que todo este material es introductorio y se traté de utilizar todo lo que se vid en la tesis,
ademas de que es una buena motivacién para continuar estudiando estos temas con mas detalle y
asi poder entender de manera mas precisa la gran ventaja de estudiar grupos con una estructura
diferenciable la cual es que las condiciones de invariancia ante la accién del grupo, que generalmente
son no lineales y muy complicadas, se pueden reemplazar por la condicién de anular a los campos
vectoriales generados por la accién. De esta manera el problema se linealiza y éste se simplifica
notablemente.

Lema de Sard. El conjunto de valores regulares de una aplicacién diferenciable F' : R” — R™ es denso
dondequiera.
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