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INTRODUCCION

En la actualidad, los anillos de Galois han adquirido notoriedad en las dreas de la Teoria de
Codigos (cf. [14], [17], [8], [9]) y la Criptografia (cf. [1], [4], [13]), entre otras. La Teoria de
Cddigos y la Criptografia inmersas en las Matemdticas y en otras disciplinas tales como las
Ciencias de la Computacion e Ingenieria Eléctrica, estdn enfocadas en la optimizacion de la
fiabilidad y sequridad de las comunicaciones digitales. A grandes rasgos, la fiabilidad significa
correccion de errores mientras que la sequridad significa prevenir el acceso no autorizado de
intrusos.

En los afios 9o del siglo pasado, el Lema de Hensel resulté una herramienta muy 1itil en el
estudio de la caracterizacion de la estructura algebraica de los cédigos ciclicos lineales sobre
anillos finitos, en particular sobre anillos de Galois (cf. [51, [6], [8], [14]). La representacion
p-ddica de los elementos de un anillo de Galois es imprescindible en la definicién de la funcion
de Gray en esta clase de anillos, asi como en la clase de los anillos finitos de cadena (cf. [3]),
de las cuales, los primeros son una subclase. Hammons et. al en [5] demostraron que el cédigo
de Kerdock es la imagen de Gray de un cédigo ciclico lineal extendido sobre el anillo de Galois
Z4. Ellos usan este hecho para resolver un problema “viejo”, explicar la dualidad formal entre
dos cddigos no lineales binarios, los famosos cédigos de Kerdock y Preparata. Este trabajo abrié
la puerta al estudio de la Teoria de Cédigos Algebraicos sobre anillos finitos, y en particular,
sobre los anillos de Galois (cf. [9]).

La presente tesis, tiene como objetivo hacer un estudio general acerca de los anillos de Galois,
su estructura, propiedades y su relacién con los campos finitos, también llamados campos de
Galois.

Los anillos de Galois son extensiones iinicas del anillo de clases residuales Zys con p,s
enteros positivos y p un niimero primo. Suelen denotarse por R = GR(p®, m), o bien, R =
GR(p®,p*™) dénde la caracteristica del anillo es p®, su cardinalidad es p*™ y el grado de la
extension sobre Zps es m. Estos son anillos locales con tinico ideal maximal (p), generado
por el elemento p1, donde cada ideal es de la forma (p') para 1 < i < s, y de campo residual
F = R/(p) isomorfo a GF(p™), el campo de Galois con p™ elementos.

Este trabajo tiene como base los iiltimos dos capitulos de la obra de Zhe-Xian Wan [16],
presentando un andlisis detallado de los resultados alli expuestos, incluyendo los resultados
bdsicos necesarios para que el material sea auto-contenido y estd escrito de tal forma que el
lector pueda comprender de manera diddctica el contenido de la obra.

Este manuscrito estd organizado de la siguiente manera:

El Capitulo 1 esta conformado por definiciones y resultados importantes en teoria de gru-
pos, teoria de anillos y campos, presentando un andlisis general pero no superficial sobre los
anillos de polinomios con coeficientes en anillos conmutativos y campos, ademds de presentar
generalidades y resultados aunque conocidos muy importantes sobre los campos finitos y los
polinomios definidos sobre éstos. Se destacan resultados en este capitulo como el Teorema 1.4.5
de suma importancia en el andlisis del grupo de unidades de un anillo de Galois, los Teoremas



1.7.10 Y 1.7.11 Y la seccién 1.8 es clave ya que se exhiben resultados que tendrdn paralelismo
con propiedades de los anillos de Galois.

En el Capitulo 2 se revisa la estructura del anillo de polinomios Zps[x], se estudian sus
ideales y se definen los siguientes epimorfismos. El primero es w: Zps — Iy, y una extension
de éste — : Zps[x] — TFI[x] los cuales se usan en la seccién 2.2 para el planetamiento y
demostracion del Lema de Hensel (Lema 2.2.5), el cual dice:

Lema (de Hensel.). Sea f un polinomio ménico en Zs[x] y supéngase que f = giga -+ - gr €
F, [x] donde g1, 92, ..., gr son polinomios mdnicos y coprimos por pares sobre IF,. Entonces
existen polinomios ménicos y coprimos por pares f1,f2, ..., Ty sobre Zs tales que:

i) f="Ffify--- 1, EZps[X]
il) fi = gipara cada i € {1,2,...,7}

En la seccion 2.3 se define el concepto de polinomio ménico bdsico irreducible (primitivo), se
enuncia un teorema de factorizacion iinica y con éstos se demuestra la existencia y unicidad del
Levantamiento de Hensel de un polinomio mdnico irreducible con coeficientes en un campo
finito, o de manera explicita:

Definicién. Sea f(x) un polinomio ménico de grado m > 1 en Z,s[x]. Si f(x) € IFp [x]
es irreducible (o primitivo), diremos que f(x) es un polinomio ménico basico irredu-
cible(o moénico bésico primitivo) en Zps [x].

Definicién. Sea g(x) un polinomio ménico sobre [Fp. Un polinomio ménico f(x) en
Zps[x] con f(x) = g(x) es llamado un Levantamiento de Hensel para g(x) si y solo si
existe n € IN tal que si p { n entonces f(x)| (x™ —1) en Zps[x].

Teorema. Sea s € IN y g(x) un polinomio monico en Fy[x] sin raices miiltiples tal que
x { g(x) en [Fy[x]. Entonces g(x) tiene un iinico levantamiento de Hensel en Z.s[x].

En la parte final de esta seccion, se muestra un algoritmo para hallar el levantamiento
de Hensel dado un polinomio que satisface las hipétesis antes mencionadas, dicho algoritmo,
desarrollo y justificacion pueden encontrarse en [15, Capitulo 15.4,Pdgs. 418-423]. Se agradece
al Dr. Fernando Macias por dar su consentimiento, en su cardcter de editor, del uso del material
de este capitulo que fue previamente publicado en la obra Matemdticas y sus Aplicaciones 7
(cf. [10]) como trabajo conjunto del tesista y el director de esta tesis.

En el capitulo 3 se desarrolla el objetivo principal de este trabajo, los anillos de Galois, en la
seccion 3.1 se dan ejemplos de anillos de Galois, como lo son: Z.,s y Zps [x]/(h(x)) donde h(x)
es un polinomio ménico bdsico irreducible, en la secciénes 3.2 3.3 y 3.4 se estudia la estructura
de los anillos de Galois, su representacion p-ddica y su grupo de unidades, destacando como
resultado, un teorema de caracterizacion de los anillo de Galois. La seccién 3.5 se ocupa de
las extensiones de anillos de Galois, generalizando el proceso realizado con Zys y exhibiendo
andlogos de los resultados del Capitulo 2 y en las secciones 3.6 y 3.7 se define el automorfismo
generalizado de Frobenius, la traza y norma generalizadas para anillos de Galois y es aqui
donde se encuentran grandes similitudes con los conceptos de automorfismos, traza y norma
de la teoria de campos finitos.
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En la seccion 3.8, se lleva a cabo el desarrollo de un ejemplo de un anillo de Galois, con-
cretamente el anillo GR(22,2%) para facilitar la comprensién de los conceptos mostrados en
este trabajo. Finalmente, el lector encontrard un apéndice, en éste, se encuentran enunciados y
definiciones que sirven como complemento para los temas abordados. Agradecemos de manera
anticipada la paciente lectura y atencion a los contenidos aqui presentados, se menciona que
esta tesis es el primer paso para un futuro trabajo de maestria el cual se enfocard en la Teoria
de codigos algebraicos definidos sobre anillos de Galois.
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PRELIMINARES

En este capitulo recordaremos definiciones y resultados importantes en teoria de gru-
pos, teoria de anillos y campos, presentando un andlisis general pero no superficial
sobre los anillos de polinomios con coeficientes en anillos conmutativos y campos,
ademas de presentar generalidades y resultados aunque conocidos muy importantes
sobre los campos finitos y los polinomios definidos sobre éstos.

GRUPOS

Definicién 1.1.1. Sea G un conjunto no vacio. Diremos que G es un grupo si existe

una funciéon:
*x: GxG — G

(xy) — xxy
dicha funcién recibe el nombre de operacién binaria y satisface para todo x,y,z € G:
1. (xxy)*z=xx(yx*xz) (Axioma de Asociatividad)

2. existeece G:xxe=e*xx=x (Axioma del Neutro)
3. paracadax € Gexistey € G:x*xy =y*x =e (Axioma del Inverso)

ademas, si se cumple que para cada x,y € G, x *y =y *x (Axioma de conmutatividad)
diremos que (G, %) es un grupo abeliano.

En ocasiones el grupo G es denotado por el par (G, *) para resaltar la importancia
de la operacién binaria * en la definicién de la estructura.

Observacion 1.1.2. Algunos resultados conocidos para grupos.

1. El elemento neutro e € G de un grupo es tnico y, para cada x € G el elemento

inverso y € G es tnico y suele ser denotado por x~'.

2. Sean g7,g2,h € G tales que gih = gyh entonces g; = ¢, andlogament, si
hg; = hg; se sigue que g; = g. Esta propiedad recibe el nombre de propie-
dad cancelativa.

3. Para todo x € G el inverso del inverso coincide con x; esto es (x ')~ = x.

Estos resultados se pueden verificar facilmente usando las propiedades de la Defi-
niciéon 1.1.1.

Ejemplo 1.1.3. A continuacién se exhiben algunos ejemplos de grupos.

1. El par (Z, +). Los enteros con la suma ordinaria en Z cumplen la Definicién 1.1.1
y decimos que forman un grupo aditivo donde e = 0 y para cada z € Z el inverso
aditivo de z es —z.



2. El par (Q —{0},). Los racionales con el producto usual de los reales satisfacen
tambien la definicién anterior y diremos que forman un grupo multiplicativo, don-

de e =1y para cada p/q € Q con p,q € Z —{0}, se tiene que , (p/q)*1 =q/p.

3. El conjunto de las matrices cuadradas con entradas en los nimeros reales IR no
singulares, es decir, Mpxn (R) = {A € Muxn (R) : det(A) # 0} con el producto
usual de matrices forma un grupo multiplicativo en el cual el elemento neutro
es e = I (la matriz identidad) y para cada A con det(A) # 0, su inverso es
precisamente la matriz inversa de A, es decir A~.

En el ejemplo 1.1.3 los dos primeros grupos listados son abelianos, mientras que el
tercero no lo es.

Definicién 1.1.4. Sean (G, *) un grupo, H € G con H # (). Diremos que H es un
subgrupo de G y denotaremos esto por H < G, si el par (H, * [ix1) es un grupo.

Ejemplo 1.1.5. En cada inciso, exhibimos un grupo y subgrupos del mismo.

1. Es claro que si G es un grupo, entonces G < G y {e} < G estos reciben el nombre
de subgrupos triviales.

2. Para el grupo (Z, +) el conjunto H; = 2Z es un subgrupo de Z. (El conjunto de
los numeros pares de Z.)

3. En el grupo de los numeros reales con la suma usual (IR, +), el subconjunto Z
es un subgrupo.

Teorema 1.1.6. Sea (G, *) un grupoy H C G con H # (). Entonces H < G si y sélo si para
todo a,b € H:

(i) axbeH
(ii) axb 1 € H
mds aiin, si G es un grupo abeliano, H también lo es.

Definicién 1.1.7. Sean (G, )" un grupo y H < G. Para cada g € G definimos:

(i) La clase lateral derecha del elemento a relativa a H como el conjunto Ha := {ha :
h € H}.

(ii) La clase lateral izquierda del elemento a relativa a H como el conjunto aH :=
{ah:h e H}

Observacion 1.1.8. Sea G un grupo.

e Si G es un grupo aditivo, entonces las clases laterales derechas e izquierdas se
denotan por H + a y a + H respectivamente.

e Cabe mencionar que si G no es un grupo abeliano, no necesariamente Ha = aH.

Usamos la notacién multiplicativa para la operacion binaria ”'”, es decir, ara todo a,b € G, la expre-
)
sién a - b serd representado solo por ab



Ejemplo 1.1.9. Considérese el grupo de permutaciones de tres elementos, es decir, el
grupo simétrico:

. 12 3 12 3 12 3 12 3 123 12 3
T\t 23 )\ 231 )°\3 1 2)°\213)°\132)'\3 21

por simplicidad, denotémoslo por S3 = {i, , 3,v, 6, €}, donde i es el elemento neutro.

> (123 123\ _(123)_.
Y= 1213 213)° \123)~
oy _ (123 123\ (123\_
Y= 1312 213) \321)7°¢
g _ (123 123\ (1 23\
=121 3 312)7 V13 2)7

Como y2 =1, H ={i,y} < S3. Sin embargo note fH = {f3, €} mientras que HP = {3, 3},
exhibiendo claramente que BH # Hf3.

El ejemplo 1.1.9 y la observacién 1.1.8 nos invitan a pensar en las caracteristicas de
los grupos tales que sus clases laterales relativas a un subgrupos H coinciden, es decir,
aH = Ha para todo a € G y H < G, por este motivo, presentamos la siguiente:

Definicién 1.1.10. Sean G un grupo, N < G. Si se cumple que para todo a € G :
aN = Na entonces diremos que N es subgrupo normal de G y denotaremos esto por
N < G. En general, para cada a € G diremos que aN es la clase lateral de a relativa a
N.

Observacién 1.1.11. 1. Es claro que para todo grupo G, G < G y {e} < G.

2. Si G es un grupo abeliano, H < Gy a € G tenemos que aH ={ah : h € H} =
{ha : h € H} = Ha, asi, H< G, en otras palabras, todo subgrupo de un grupo
abeliano, es normal.

Teorema 1.1.12. Sea G un grupo, a € G y N < G. Luego las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(i) N« G
(i) a'"Na=N
(iii) a "Na C N

Definicién 1.1.13. Sean G un grupo y N <1 G, el conjunto de las clases laterales relativas
a N se denota mediante G/N :={aN : a € G} y se define la funcién:

®: G/NxG/N — G/N
(aN,bN) +—— (ab)N

Lema 1.1.14. El par (G/N,®) es un grupo. Mds aiin, si G es un grupo abeliano, G/N
también lo es.



Demostracion. Veamos que © estd bien definida. Sean aN, a’N,bN,b’N € G/N tales
que aN = a’N y bN = b'N. Como N < G entonces e € N, asi, a = ae € aN = a’'N,
luego existe nq € N tal que a = a’ng, andlogamente existe ny € N tal que b = b'ny,
entonces tenemos que, (ab) = ((a’ng)(b'ny)) = (a’(ngb’)ny) por la asociatividad en
G. Dado que nN = N siempre que n € N tenemos que (a’(nqb’)ny)N = (a’(ngb’)N.
Como N < G, entonces Nb’ = b'N, luego existe n € N tal que nqb’ = b'n entonces
tenemos que a’(ngb’)N = a’(b'n)N = (a’b’)N esto es (ab)N = (a’d’)N luego (aN) ®
(bN) = (a’N) ® (b'N), asi, ® estd bien definida. Sean aN,bN,cN € G/N entonces
(aN ®bN) ® (cN) = ((ab)N) ® (cN) = ((ab)c)N = (a(bc))N por la asociatividad
en G. Luego (aN ® bN) ® (cN) = (a(bc))N = (aN) ® ((bc)N) = (aN) ® (bN ©®cN)
entonces ©® es asociativa. Afirmamos que eN = N es el neutro de G/N. En efecto,
sea aN € G/N entonces aN ® eN = (ae)N = aN = (ea)N = eN ® aN, por lo tanto,
N € G/N es el neutro. Finalmente, dado aN € G/N, si elegimos (a~')N tenemos que
aN©® (a )N = (aa ") N=eN =N =eN = (a'a)N = (a")N®aN por lo tanto
(a™")N = (aN)~! y podemos concluir que (G/N,®) es un grupo. Supéngase que G
es un grupo abeliano y sean aN,bN € G/N, entonces, aN ® bN = (ab)N = (ba)N =
bN ® aN, asi, G/N es un grupo abeliano. O

Lema 1.1.15. Sean G un grupo y H < G entonces dos clases laterales son disjuntas o son
iquales, es decir, aHNbH = 0 0 aH = bH, para todo, a,b € G.

HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Definicién 1.2.1. Sean (G, %) y (G’,-) grupos. Si ¢ es una funcién de G en G’ tal que
preserva las operaciones entre grupos, es decir, ¢(x *y) = ¢(x) - d(y), diremos que ¢
es un homomorfismo de grupos, en el caso particular donde G = G’, diremos que ¢
es un endomorfismo.

Nota. Si ¢ es un homomorfismo de grupos y es una funcién inyectiva, diremos que
es un monomorfismo®. Por otro lado, si ¢ es una funcién sobreyectiva (suprayectiva),
le llamaremos un epimorfismo’. En caso de que ¢ sea un funcién biyectiva, diremos
que es un isomorfismo, los grupos G y G’ se dirdn isomorfos, y esto se denotara
mediante G ~ G'.

Ejemplo 1.2.2. Mostraremos algunos ejemplos de homomorfismos entre grupos.

(i) Sean G = Z y G’ = 2Z. Como vimos, G’ < G asi, G’ es un grupo. Considérese

la funcién:
b: Z — 27

n — 2n

Sean n,m € Z entonces p(n+m) = 2(n+m) = 2n+2m = d(n) + ¢(m),
es decir, ¢ es un homomorfismo. Més atin sabemos que si 2n = 2m entonces

El concepto de monomorfismo estd definido por leyes cancelativas en Teoria de Categorias, sin embar-
go, para la categoria de grupos, los conceptos de monomorfismo y morfismo inyectivo coinciden.

De manera similar a los monomorfismos, el concepto de epimorfismo esta definido por leyes cancelati-
vas, sin embargo, para grupos los epimorfismos y los morfismos suprayectivos coinciden.



2m—m) = 0 y como 2 # 0 tenemos que n = m, asi, $(n) = ¢(m) implica
n = m, es decir, ¢ es un monomorfismo. Dado y € 2Z entonces existe n € Z tal
que y =2n = ¢(n), luego ¢ es un epimorfismo, por lo tanto, es un isomorfismo.
Por la Definiciéon 1.2.1, Z ~ 27Z.

(ii) Considérese a G = (0,00) = R™ con el producto usual entre reales y G’ = R con
la suma usual, la funciéon:

109: (]R+>') — (1R>+)
x +— log(x)

satisface que log(xy) = log(x) + log(y), asi log es un homomorfismo y sabemos
que log es una funcién biyectiva, por lo tanto, log es un isomorfismo de grupos,
asi, R ~ (0, c0).

(iii) Sea H < G entonces la funcién t : H — G tal que ((h) = h para toda h € H
es un homomorfismo de grupos, llamado inclusién de H en G, ademés, éste es
unico.

(iv) Sean (G, ), (G,-) gruposy e’ el elemento neutro en G’. Una funcién f: G — G’
que satisface f(g) = e’ para todo g € G es un homomorfismo y recibe el nombre
de homomorfismo neutro y se denota mediante f =e.

Es importante notar que el segundo ejemplo muestra como pueden relacionarse dos
operaciones binarias diferentes entre grupos mediante un homomorfismo. En lo su-
cesivo hablaremos de los homomorfismos en general y sus propiedades relacionadas
con los subgrupos de un grupo.

Teorema 1.2.3. Sea ¢ un homomorfismo de (G, *) en (G',-), entonces d(e) = e’ donde e
y e’ son los elementos identidad en G y G’, respectivamente, y dla) = ¢p(a)! para cada
acG.

Definicién 1.2.4. Sean G y G’ grupos, ¢ un homomorfismo de G en G’. Definimos
La imagen de ¢ como Im¢ ={P(a) : a € G}
El ntcleo o kernel de ¢ como kerp :={a € G: ¢p(a) =e'}.
Un lema que serd de utilidad en lo sucesivo, es el siguiente:
Lema 1.2.5. Sean G, G’ grupos y ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos, entonces:
(1) & es suprayectiva si y sélo si Imdp = G'.
(il) & es un inyectiva si y sélo si ker ¢ = {e}.

Definicién 1.2.6. Sea G un grupo, H < Gy a,b € G diremos que a es congruente con
b médulo H siy sélo si ab~' € H, denotaremos esto por a =b méd H.

Observacion 1.2.7. Relativo a la Definicion 1.2.6.

1. Hemos usado la notacién multiplicativa para denotar la operacién binaria en G.



2. La relacién de congruencia médulo un subgrupo es una relacién de equivalencia, por
consiguiente, induce una particién en G, de modo que G/ (méd H) :={a:a €
G}dondecadaa:={x € G:x=a (mdéd H)}.

Corolario 1.2.8. Si G es un grupo y H < G entonces para cada elemento de G/(moédH)
tenemos que a = aH; en virtud de esto, podemos denotar que G/ (méd H) = G/H, mds aiin,
aH = bH si y sélosi ab™! € H.

Teorema 1.2.9. Sean G, G’ grupos, N < G, entonces:

(1) La funciéon v : G — G/N que a cada elemento g € G lo relaciona con la clase lateral
gN, es un epimorfismo de grupos y recibe el nombre de epimorfismo natural y es tal
que kerv = N.

(i) Si ¢ : G — G’ es un homomorfismo de grupos, Im¢p < G’, ker ¢ < G y la funcion:

$: G/kerd — Imod
gker¢ — ¢(g)

es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. (i) Sean g1,9g2 € G, luego v(g192) = (9192)N = gIN©®© g2N = v(g1) ©
v(g2) entonces v es un homomorfismo. Es claro que Imv € G/N y dadoy € G/N
existe g € G tal quey = gN =v(g), asi, y € Imv y G/N C Imv entonces Imv = G/N,
esto implica que v es un epimorfismo. Finalmente, si g € kerv entonces v(g) = N,
es decir, gN = N lo cual implica que g € N, asi, kerv C N, por otro lado, si g € N
tenemos que gN = N, luego v(g) = N, asi g € ker v entonces ker v C N y por lo tanto,
kerv = N.

(ii) Sean y71,y2 € Imd, entonces existen gj,g; € G tales que ¢(g1) = yi1,d(g2) =
Y2, como y1y2 = (g1)db(g2) = d(g192) € Imd y, por el Teorema 1.2.3 P(g;') =
($(g2)) " =y, entonces y1y;" = d(g1)b(g2) " = d(g1g; ") € Imd, es decir, yry, ' €
Imd, por el Teorema 1.1.6; Im¢d < G'. Sean g1, g, € ker ¢ entonces ¢p(g1) = d(gz) =€’
luego $(g192) = d(g1)P(g2) = e’e’ = e’ por lo tanto, g1g; € ker ¢, entonces d)(gz_]) =
$(g2)" = (e/)7! = &’. entonces ¢(g1g£1) = e’e’ = e’ por lo tanto, 91951 € ker ¢,
nuevamente por el Teorema 1.1.6, kerp < G. Sean g € kerp y x € G entonces
bxgx ) = d(x)P(g)d(x) " = d(x)e’d(x) T = b(x)b(x) " = €/, por lo tanto, xgx ! €
ker ¢ es claro que, x ker dx~ ! C ker ¢, luego por el Teorema 1.1.12(iii), ker ¢ < G.
Para ver que ¢ es un isomorfismo, considere y € Imd¢ entonces existe g € G tal
que y = ¢(g). Si elegimos gkerd € G/kerd es claro que p(gkerp) = db(g) =y,
asi Im¢ C Imd. Si y € Imd entonces existe gker d tal que p(gkerdp) = y pero
d(g) = d(gkerd), asi y = ¢(g) y en consecuencia, g € Im¢, luego Imd C Imd
y por lo tanto, Imd = Imd, por el Lema 1.2.5 ¢ es un epimorfismo. En la prueba
del Lema 1.1.14 mostramos que G/N es un grupo con elemento identidad N, en
este caso ker ¢ es la identidad de G/ker ¢. Por el Teorema 1.2.3 {ker ¢} C ker ¢.
Por otro lado, sea gker ¢ € ker ¢ entonces p(gker d) = e/, pero p(gker d) = ¢(g),
entonces ¢(g) = e’ asi g € ker ¢ por lo tanto, gker d = ker ¢ asi ker ¢ C {ker ¢}
ie. kerd = {kerd}, por el Lema 1.2.5 ¢ es un monomorfismo y por lo tanto, un
isomorfismo de grupos. O



Teorema 1.2.10. Sean G, G’ grupos, ¢ : G — G’ un epimorfismo de grupos, entonces:
(i) Si N < G entonces $(N) < G’y N < G implica $(N) < G
(ii) Sea N’ < G/, entonces d~'(N') < G, kerp € ¢ '(N'), o~ '(N')/kerd ~ N’y
N’ <1 G’ implica que $~1(N') <1 G.
(iii) Si N < G, nombremos N' = ¢(N) entonces la funcién:

o': G/N — G'/N/
gN +—  $(g)N’

es un homomorfismo de grupos, y si ker & C N entonces ¢~ (p(N)) = Ny ¢’ es un
isomorfismo de grupos.

PRODUCTO DIRECTO DE GRUPOS

Definicién 1.3.1. Sea G un grupo, H,K C G definimos el producto de H con K como
el conjunto HK :={hk: h e Hy k € K}

Teorema 1.3.2. Sea G un grupo, H < G y N < G entonces:
(i) HN <G, N<HNy (HNN)<H.

(ii) La funcion:
¢: HN — H/(HNN)
hn +— h(HNN)

es un homomorfismo de grupos, ker ¢ = Ny (HN)/N ~ H/(HNN).

En general, no se cumple que si H,K < G entonces HK < G, en el teorema anterior
se requiri6 de la hipétesis adicional de que alguno de los subgrupos sea normal. Por
otro lado un resultado de mucha utilidad y que tiene relacién con los subgrupos, es el
Teorema de Lagrange, pero antes de enunciarlo requerimos definir algunos conceptos
adicionales.

Definicién 1.3.3. Sea (G,*) un grupo, g € G y e la identidad del grupo entonces
definimos:

1. g1 = gy para todon € IN: g"“ =g 9], y ademas, 90 =e

2. Si para todo n € IN tenemos que g" # e entonces diremos que g es un elemento
de orden infinito en G y denotaremos esto por ord(g) = oo, de lo contrario
diremos que g es un elemento de orden finito en G y diremos que el orden g es
el minimo natural m tal que g™ = e y denotamos esto por ord(g) = m.

3. Si|G| € NU{0} diremos que G es un grupo finito y llamaremos orden del grupo
G a la cardinalidad del grupo. Por otro lado si G es un conjunto infinito, diremos
que G es un grupo de orden infinito.



Lema 1.3.4. Sea G un grupo con elemento identidad e, entonces:

(1) ord(e) =1y para todon € N: (g™)~' = (g~ )™ y denotaremos g™™ = (g™)~".

(il) Si G es un grupo finito entonces todo elemento es de orden finito en G.

(iii) Si ord(g) = m entonces para cada 1 € Z tenemos que g* = g" para algiin 0 < v <
m—1.

(iv) Si g es un elemento de orden finito en G tal que ord(g) = m, entonces el conjunto
H={e,g,0%...,g™ '} esun subgrupo de G de orden m.

(v) Para todomn € IN: g™ = e si y sdlo si ord(g) | n.
g Yy

Teorema 1.3.5 (de Lagrange). Sea G un grupo finito, H < G y denotemos por o(G) y o(H)
a los drdenes de G y H respectivamente, entonces o(H)|o(G).

Demostracion. Dado que G es un grupo finito, H lo es, por consiguiente, el grupo
cociente G/H = {gH : g € G} es finito. Sean g1H, g;H...,gmH para algin m € NN,
todos los elementos de G/H. Como G/N es una particién de G, |G| = }_ ", |giH| ya
que las clases H; y H; son disjuntas cada vez que i # j (ver Lema 1.1.15). Note que
giH = {gih1, gihz, ... gihi} con 1 = o(H), y gihj = gihy implica que h; = hy, asi, todos
los elementos de giH son distintos entre si y |giH| = o(H), es decir, o(G) = |G| =
> TilgiHl = Y, o(H) = o(H)m, por lo tanto, o(H)|o(G). O

Definicién 1.3.6. Sean G un grupo, H < G. Al namero de clases gH inducidas por
la relacién de congruencia médulo H en G le llamaremos el indice de G en H y lo
denotaremos por [G : H].

Corolario 1.3.7. Sea G un grupo finito, H < G entonces se cumple:
(i) Yg € G: (ord(g)lo(G) y g°¢) =e).
(i) o(G) = G : Hlo(H)

(i) Si H < G entonces o(G/N) = ZES&
. . __o(H)o(N)
(iv) Si N < G entonces o(HN) = m

Demostracién. Probaremos solamente el inciso (iv). Sea N < G, por el Teorema 1.3.2
tenemos que HN < G, N <HN, (HNN) <Hy (HN)/N ~ H/(HNN) y por el Teore-
ma 1.3.5, tenemos que, o(HN/N) = o(HN)/o(N) y o(H/(HNN)) = o(H)/o((HNN)).
Del hecho de que estos grupos cociente son isomorfos, sus 6rdenes deben ser iguales,
despejando o(HN), tenemos que, o(HN) = o(H)o(N)/o(HNN). ]

Definicién 1.3.8. Sean G un grupo, Hj, Hy,...,H; < G. Diremos que G es producto
directo de Hj, Hy, ..., H; y denotaremos esto por G = H; x Hy x --- x H; si y s6lo si:



i) Hi <G paratodaic{1,2,...7}
il) G=HHy - H,
Corolario 1.3.9. Sea G un grupo finito, H, K < G tales que G = H x K, entonces |G| = [H|[K|.

Demostracién. Por la Definicién 1.3.8, H,K <G, G = HK y HN K = {e}, entonces, por
el Corolario 1.3.7(iv),
HIK]  [H[[K]

]

A continuacion, estudiaremos algunos grupos con propiedades muy particulares y
los resultados obtenidos en éstos seran de suma importancia al analizar los grupos de
unidades en un anillo de Galois.

GRUPOS CICLICOS Y GRUPOS ABELIANOS FINITOS

A lo largo de esta seccién, G denotara a un grupo abeliano finito de orden q, por
el Lema 1.3.4 (ii) tenemos que todo elemento g € G es de orden finito digamos
ord(g) = m y por la parte (iv) de ese mismo lema, el conjunto {e, g, g*,...,g™ '} es
un subgrupo de G de orden m, sabiendo esto introducimos la siguiente:

Definicién 1.4.1. Sea G un grupoy g € G con ord(g) = m, el subgrupo H =
{e,g,9%...,9™ '} se llama subgrupo ciclico generado por g y se denotara por (g).
Mas aun, si existe algin go € G con G = (gp) diremos que G es un grupo ciclico
generado por go y go se llamard un generador de G.

Lema 1.4.2. Todo grupo ciclico es abeliano y si G es un grupo ciclico, todo subgrupo de G es
ciclico.

Teorema 1.4.3. Sean G un grupo finito y g € G con ord(g) = q entonces ord(g') =
q/mcd(t, q) para todo t € Z.

Corolario 1.4.4. Sea G un grupo ciclico generado por g donde g € G es tal que ord(g) = q.
Para todo t € Z, g* es un generador de G si y sélo si med(q,t) = 1.

Teorema 1.4.5. Sea G un grupo abeliano finito.
(1) Sio(G) = p entonces G es ciclico.

(il) Sio(G) =p™. Entonces G es ciclico si y sélo si tiene un iinico subgrupo H con o(H) =
P

(ii1) Si o(G) =p™ conm > 2y G no es ciclico entonces existe H < G y un a € G tal que
ord(a) = max{ord(g): g € G}y G = (a) x H.
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Demostracién. Solamente exhibiremos la parte (iii) de este resultado. Como G es fi-
nito, entonces el conjunto {ord(g) : g € G} es un subconjunto finito de los natu-
rales, entonces existen el minimo y el méximo de éste. Sea pues a € G tal que
ord(a) = méx{ord(g) : g € G}, para demostrar esto, haremos induccién sobre n.
Sin=2,0(G) =p?yparaac G es claro que ord(a)[p?, entonces, ord(a) € {1,p,p?}.
Si ord(a) = 1 entonces a = e y como ord(a) es maximo entonces todo elemento de
G es orden 1, por lo tanto, G = {e} lo cual es una contradiccién, por otro lado, si
ord(a) = p2 entonces G = (a) y asi, G es ciclico, otra contradiccién, por lo tanto,
ord(a) = p. Por el inciso (ii), al no ser G ciclico, entonces existen al menos dos sub-
grupos de orden p en G, sean estos (a) y P, ademds tenemos que P debe ser ciclico
pues o(P) = p, entonces, P = (g) para algin g € P. Veamos que (a) N (g) = {e}. Si exis-
tiera h € [(a) N (g)] —{e} entonces h = a' y h = g/ donde i,j € {1,...p — 1}, entonces
a' = ¢, lo cual implica que, (a') = (g') y como mcd(i,p) = mcd(j,p) = 1, se sigue
que {a) = (a') = (g') = (g), lo cual contradice que (a) y P = (g) son distintos, por lo
tanto, (a) NP = {e}, entonces, |(a)P| = [(a)|[P| = p-p = p? = |G|, es decir, G = (a)P y
como (a),P <G, ya que G es abeliano, por la Definicién 1.3.8, G = (a) x P.

Supongase que, para todo m € N con 2 < m < nsi G’ es un grupo con o(G’) = p™

y no es ciclico, se cumple la conclusién del inciso (iii) y considérese G un grupo con
o(G) = p™ que no es ciclico. Por lo anterior, existen al menos dos subgrupos diferentes
con orden p y como ord(a)lo(G) = p™ entonces ord(a) = Pt parale{1,2,...,p"—1}L
Como (a) es ciclico, se sigue del inciso (ii) que tiene un tnico subgrupo de orden p,
llamemsle P, y podemos encontrar otro P < G con P ¢ (a) siempre y cuando P # Pq,
pues si P C (a) por la unicidad de P, tendriamos que P = P,. Usando el epimorfismo
natural:
v: G — G/P
g — gP

Veamos que ord(v(a)) = ord(a). Como (v(a))pl = (aP)pl — aP'P = ¢P = P entonces
ord(v(a))|p' entonces ord(v(a)) = p* con k < 1 entonces (v(a))pk — aP“P = P esto
implica que aP" € P, y como P = (g) entonces aP* = g' para algtn i € {0,1,...,p—1.
Si i > 0 entonces (i,p) = 1y por lo tanto, existen j,j’ € Z tales que ij +j'p = 1
entonces ij — 1 = j’p, es decir, ij = 1( méd p) entonces g = g = aP* € (a) esto
implica que P = (g) C (a) lo cual es una contradiccién, por lo tanto, i = 0 y asi
aP* = ¢ esto es ord(v(a)) = p' = ord(a), por lo tanto, para aP € G/P tenemos
que ord(aP) = ord(a), entonces aP es el elemento de orden maximo en G/P y, como
P <G pues G es abeliano, tenemos que o(G/N) = 0o(G)/o(P) = pn! y, por la hipotesis
inductiva, existe H' < G/P tal que G/P = (aP) x H’. Nombremos H = v~'(H’), por
el Teorema 1.2.10 (ii), P = ker(v) € Hy H/P ~ H'. Tenemos que (a)H C Gy
dado x € G entonces xP € G/P = (aP) x H' entonces xP = (a'P)(hP) = (a‘h)P
conie {0,1,...,p—1ty h € H asi, x'ath € P C H luego, existe hy € H con
x~Tath = hy entonces x Tath(hy) ' =e por lo tanto, x = athy con hy = h(hy) ' € H
se sigue que x € (a")H, es decir, G C (a)H y asi tenemos que G = (a)H. Ahora,
dado x € (a) N H es claro que xP € (aP) "H’ = {P} entonces xP = P y por lo tanto,
x € P,asi P C (a) " H. Como P C H entonces de la contencién anterior tenemos que
P C (a) o bien (a) N H = {e} puesto que ((a) N H) es un subgrupo de G contenido en



un subgrupo de orden p, pero la primer contencién no se da por ser P # P, por lo
tanto, (a) "H ={e}, asi, G = (a) x H. O

Las propiedades de los grupos abelianos finitos son numerosas, sin embargo, para
nuestros fines el estudio de los resultados anteriores resulta suficiente, por lo tanto,
concluimos esta seccién para dar paso al estudio de una nueva estructura.

ANILLOS

Definicién 1.5.1. Sean R un conjunto no vacio, + y - dos operaciones binarias sobre R,
las cuales llamaremos suma y producto respectivamente, tales que (R, +) es un grupo
abeliano con elemento neutro para la suma denotado por 0 y para todos x,y,z € R se
satisface:

1. (x-y)z=x-(y-z) (Axioma de Asociatividad)
2a). x-(y+z)=x-y+x-z (Axioma de Distributividad)
2b). x-y=y-x (Axioma de Conmutatividad)

y existe un elemento T # 0, tal que, para todo x € R, x- Iz = x, diremos que la
quintupla (R,+,-,0,1g) es un anillo conmutativo con unidad. Si R es un conjunto
tinito, diremos que la quintupla es un anillo finito conmutativo con unidad.

Observacion 1.5.2. 1. Usaremos la notaciéon multiplicativa para el producto en R,
esto es, x -y = xy.

2. Al elemento 1 se le llama unidad del anillo R. Cuando el contexto sea claro, el
elemento 1y, s6lo se denotara mediante 1; ademas éste es tinico.

3. Paracadar € R, 1 € N, se define Ir =ry paratodon € N (n+1)r=nr—+r.

4. La caracteristica del anillo R, es el minimo n € IN tal que nlg = 0, es decir,
la caracteristica del anillo R es el orden del elemento identidad Ty en el grupo
aditivo (R,+) (ver Definicién 1.3.3). Se denotard la caracteristica de un anillo
mediante Car(R).

5. En lo sucesivo R denotard a un anillo finito conmutativo con unidad 1g, aunque
sOlo se refiera a éste como anillo.

Ejemplo 1.5.3. Exhibimos algunos ejemplos de anillos con unidad.

1. La quintupla (Z,+,-,0,1) es un anillo conmutativo con unidad con la suma y
producto usuales de los enteros, y el elemento identidad es 17 = 1.

2. La quintupla (Q,+,-,0,1) con las operaciones: (p/q) + (r/s) = (ps+qr)/(qs)
y (p/q) - (r/s) = (pr)/(qs) para p,v € Zy q,s € Z—{0}, es un anillo finito
conmutativo con unidad, dénde su elemento identidad es 1g = 1 € Z.

Definicién 1.5.4. Sean R un anillo, a € Ry S,1 C R no vacios. Diremos que:

11



12

(@) Sesunsubanillode Rsiysoélosi (S,+ [sxs,- [sxs,0, 1r) es un anillo conmutativo
con unidad.

(b) I es un ideal de R siy sélosi (I,+) < (R,+) y para todo r € Ry a € I se tiene
que ar € I, y denotaremos esto por I < R.

Puede resultar extrafio que denotemos I < R para un ideal y no para un subanillo
(como en el caso de los subgrupos), esto se debe a que existen propiedades similares
a las del los subgrupos que los ideales satisfacen mientras que los subanillos no.

Un ideal no es necesariamente un subanillo de R, por ejemplo en Z, no es dificil ver
que el conjunto 2Z es un ideal, pero no es un subanillo, puesto que 1 ¢ 2Z. Por otro
lado, no siempre un subanillo es un ideal, en el Ejemplo 1.5.3, Z es un subanillo de Q
pero no un ideal, pues tomando 1 € Zy 1/2 € Q es claro que (1/2)(1) = (1/2) ¢ Z.

Teorema 1.5.5. Sea R un anillo y a € R, el conjuntos aR = {ar|r € R} es un ideal de R y se
denota por (a).

Definicién 1.5.6. El ideal aR = (a) recibe el nombre de ideal principal generado por
el elemento a.

Observacién 1.5.7. 1. En el anillo Z, el conjunto de los numeros pares es un ideal
principal generado por 2, es decir, (2) = 2Z, mds adn, para todo m € Z, el
conjunto mZ es un ideal principal.

Definicion 1.5.8. Sea R un anillo conmutativo con unidad 1:

1. R es un anillo con divisores de cero si existen elementos r,s tales que 1 #
0,s # 0 pero rs = 0, a todos los elementos que satisfacen lo anterior se les llama
divisores de cero y al conjunto formado por los divisores de cero de un anillo
lo denotaremos por D. En el caso que D = (), R se llamard un dominio entero,
ademas, si R es un dominio entero y todo ideal de R es generado por algin
elemento en R, diremos que éste, es un dominio de ideales principales.

2. Un elemento u € R es una unidad de R si existe v € R tal que uv = 1, el conjunto
de las unidades de un anillo lo denotaremos por R*.

3. R satisface la condicién de cadena ascendente (CCA) en sus ideales si, para un
toda coleccién de ideales Iy, 1, ...,, tales que, I; C I, C -- -, existe m € IN tal que,
para todo k > m, Iy = I.

Corolario 1.5.9. Sean R un anillo, I un ideal de R, w € R*. Entonces, (u) = R en particular
podemos denotar (1) = R, mds atin si u € I entonces I = R.

Ejemplo 1.5.10. Sean n,m,k € Z, diremos que n es congruente con m médulo k
si k | (n—m). En particular, la congruencia médulo un entero es una relacion de
equivalencia y por tanto induce una particién en Z, asi, podemos definir el cocien-
te Z/ (méd n) al cual suele denotarse mediante Z/nZ o bien, Z, y se le llama
conjunto de enteros médulo n. Formalmente, los elementos de Z,, son clases de equi-
valencia de la forma [a] = {b € Z|b = a (mdd n)}, sin embargo hemos suprimido
intencionalmente la notacion de clase para facilitar la lectura, se entiende que tanto la
suma @n y el producto ®y, son operaciones entre clases.



1. Dado n € N, el conjunto Z,, ={0,1,...n— 1} de los enteros médulo n, forman
un anillo con divisores de cero con la suma y producto médulo n ($n, ®n) cada
vez que n no es un namero primo. En efecto, como n no es un ntmero primo,
entonces existe m € N con m <n, m # 1y m # n tal que m | n entonces
n = ml para algin n € IN, esto implica que m,l € Z, y ml = (0 méd n) lo
cual nos dice que m # 0,1l #0y m©, 1 = 0, teniendo que Z,, es un anillo con
divisores del cero.

2. Sin = p con p un ntmero primo, entonces Z,, es un dominio entero. Supéngase
que existen m,l € Z, tales que m ©, 1 = 0 esto implica que p | ml entonces
plmop|lenZ, pues p es un nimero primo, entonces m = (0 mod p) o bien
1 = (0 modd p) entonces en Z, tenemos que m ©®p L = 0 implica que m =0 o
L = 0 por la Definicién 1.5.4, Z;, es un dominio entero.

Ya se mencioné en la Definicién 1.5.8 la existencia de elementos particulares en
los anillos y cémo éstos otorgan distintas propiedades al mismo, en virtud de esto
incluimos en la siguiente definicién algunos elementos mds y un concepto que hara
simil con la divisibilidad en los enteros.

Definicién 1.5.11. Sean R un anillo conmutativo con uno, p, q,,s € R diremos que:

a) p divide a r en R si y sélo si existe s € R tal que r = ps, si esto pasa lo denotare-
mos por p | 1.

b) p es un elemento primo de R si y sélo si cada vez que p | rs en R entonces p | r
obienp|s.

¢) p, q son asociados en R si existe u € R* tal que p = uq.

d) p € R se dice irreducible si y sélo si cada vez que r | p entonces r € R* o 1 es
asociado con p.

Teorema 1.5.12. Sea D un dominio de ideales principales, entonces D satisface CCA y todo
elemento que no es cero y no es una unidad, puede ser escrito como producto de una cantidad
finita de elementos irreducibles.

Los ideales pueden ser clasificados segtin algunas propiedades muy especificas que
se enuncian a continuacion:

Definicién 1.5.13. Sean R un anillo conmutativo con uno r,s € R P, M, Q < R. Diremos
que:

a) P es un ideal primo de R si y s6lo si, P # Ry cada vez que rs € P entonces r € P
oseP.

b) Q es un ideal primario de R si y s6lo si Q # Ry cada vez que rs € Q entonces
T € Q o existe algiin m € N tal que s™ € Q.

c¢) M es un ideal maximal de R si y s6lo si M # Ry para todo I < R tal que
MCICRentonces] =Mol=R.
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d) El conjunto v/1:={r € R™ € R, para algtin n € IN}, el cual llamamos el radical
del ideal I.

Lema 1.5.14. Sea D un dominio de ideales principales y sean M, P ideales de R entonces:
(i) P es un ideal primo si y sélo si P = (p) para algiin elemento p primo en D.
(il) M es un ideal maximal si y sélo si M = (p) par algiin elemento irreducible p en D.

Lema 1.5.15. Sean R un anillo conmutativo con elemento unidad 1 e I,] < R, entonces:
(i) Si|R| > 2, entonces DNR* =0y R=DUR*U{0}y (R*,-) es un grupo abeliano.
(i1) Los conjuntos I+ ] ={i+jli € I,j € J}, IN] son también ideales de R.

(i) V1 es un ideal.

Demostracion. Veamos solamente la primera y la dltima de las afirmaciones. (i) Como
R es un anillo finito, supongamos que R = {0, 1,71, 12,...,1q_2}. Siu € DNR* entonces
existen vi,v; € R —{0} tales que viu = 1 y vu = 0 entonces tenemos que v;(vou) =0,
pero también vi(vou) = (viva)u = (vovi)u = vy (viu) = vy(1) = v, entonces v; = 0 lo
cual es una contradiccién, por lo tanto, D N R* = (). Sea a € R— (D U{0}) y considere

el ideal aR = {0, a,ary,...,ar,_2}, si tomamos ari, arj tales que ar; = arj entonces
ary —ar; = 0y también ar; — arj = a(r; —1j) entonces 1y —1; = 0 puesto que a no es un
divisor de cero, por lo tanto, Ty = 1; entonces todos los elementos 0, a, ary,...,ar,_2
son distintos dos a dos asi, |[R| = [aR| y aR C R, por lo tanto, aR = R y asi, existe

algan 7;j € R tal que arj = 1 entonces a € R*. Sean uj, u; € R¥, entonces existen uy, uj
tales que wju; = 1y upuj = 1 entonces para el elemento uju, basta tomar v = uju;
entonces (wu)v = (wuy)(usuy) = ug(upus)u; = wguj =1, por lo tanto, uq, u; es una
unidad de R, asi uju; € R* y - tiene cerradura, la asociatividad y conmutatividad las
heredan de R es claro que 1 es una unidad de R pues 1-1 =1y finalmente, dado u € R*
afirmamos que u~' =v dénde v es el elemento de R tal que uv = 1 por definicién de
unidad, por lo tanto, v = u~! es también una unidad de R, asi R* tiene inversos y, por
lo tanto, (R*,-) es un grupo.

(iii) Sean a,b € /1, entonces existen ng,n, € N tales que a"e¢,b™ < I. Por el
Teorema del Binomio, (@ —b)tatme = y afme (Matmo)(_1)igipnatne—t Pyesto que
I es un ideal entonces (I,+) < (R,+) y para todor € Ry t € I entonces 1t € 1,
usando esto, se puede verificar facilmente que término a término (a —b)™e ™ € [,
por consiguiente, a —b € V1, es decir, (v1,+) < (R,4+). Por otro lado, sean r € R y
t € V1, entonces existe n € N tal que t"™ € I, como I < R entonces rt™ € I, de ahi que,
r%t" € 1, procediendo de esta manera, multiplicando sucesivamente por R tenemos

que (rt)" =1"t" €1, asi, rt € V], por lo tanto, VIR O
Teorema 1.5.16. Todo ideal maximal es un ideal primo.

Corolario 1.5.17. Sea D un dominio de ideales principales y p € D un elemento irreducible,
entonces p es un elemento primo.

Lema 1.5.18. Sea R un anillo conmutativo con unidad y Q un ideal R, si /Q es un ideal
primo entonces Q # R, ademds si Q es un ideal primario, entonces \/Q es un ideal primo.



Demostracién. Supéngase que /Q es un ideal primo, entonces por la Definicién 1.5.13
v Q #R, si Q =Res claro que 1 € Q, entonces para n = 1 tenemos que 1" =1 € Q se
sigue que 1 € /Q y, por lo tanto, 1/Q = R una contradiccién, asi Q # R. Por otro lado,
si Q es un ideal primario, entonces dados r,s € R tales que rs € /Q, tenemos que
existe n € N tal que (rs)™ € Q; como R es conmutativo, tenemos que (rs)™ = r"s™
luego tenemos que ™s™ € Q y como éste es primario entonces °* € Q o (s™)™ € Q
para algin m € IN. Si ™ € Q entonces r € 1/Q, o bien, si (s™)™ = s"™ € Q entonces

también s € /Q, es decir, s € 1/Q implica r € v/Q 0 s € \/Q, por lo tanto, /Q es un

ideal primo. O

Definicién 1.5.19. Sea D un dominio entero, diremos que D es un dominio de fac-
torizaciion tnica si y s6lo si paratodor € Dconr # 0y r ¢ D* existe un nimero
finito de elementos irreducibles p1,pz,...,pt € D, tales que, 1 = p1p2---pt y esta
descomposicion es un tinica salvo asociados.

Teorema 1.5.20. Todo dominio de ideales principales es un dominio de factorizacion tinica.

En esta seccién hemos definido algunas propiedades fundamentales de los anillos
y nos hemos enfocado a estudiar los dominios enteros, en lo sucesivo nuestro interés
estard en los anillos con unidad, dominios enteros y los campos los cuales definimos
al comienzo de la siguiente seccion.

CAMPOS Y ANILLOS DE POLINOMIOS

En la seccién anterior, hemos definido a un anillo conmutativo con unidad como
un conjunto distinto del vacio sobre el que definimos dos operaciones binarias, con
un elemento neutro para ambas y ademads, con una de éstas, es un grupo abeliano,
mientras que la otra s6lo cumple algunas propiedades de la definicién de grupo.
En esta seccion analizaremos una nueva estructura algebraica y su relaciéon con los
polinomios.

Definicién 1.6.1. Sea F un conjunto no vacio sobre el cual se han definido dos opera-
ciones binarias suma (+) y producto (-), diremos que la terna (F, +, -) es un campo si
y solo si:

a) (F,+) es un grupo abeliano con elemento identidad denotado por 0.
b) (F—{0},-) es un grupo abeliano con elemento identidad denotado por 1.

c) Para todo a,b,c € Fse cumpleque a-(b+c)=a-b+a-c.

Observacion 1.6.2. 1. Se usard la notacién multiplicativa para el producto en el
campo F.

2. Los conceptos de caracteristica de un campo, ideales (ideales principales, ma-
ximales, primarios, primos, étc) del campo F, son andlogos a los definidos en la
Observacion 1.5.2(3), Definicién 1.5.4(b) y Definicién 1.5.13.

15



16

Ejemplo 1.6.3. A continuacién se muestran algunos ejemplos de campos.

1. Los numeros reales (IR) con las suma y producto usuales entre ellos es un campo.

2. El conjunto de los numeros racionales Q forman un campo con la suma y el
producto definidos como en el Ejemplo 1.5.3 (.2).

Lema 1.6.4. Todo campo es un dominio entero y todo dominio entero finito es un campo.

Lema 1.6.5. Sea R un anillo conmutativo con unidad donde sus iinicos ideales son (0) y R
entonces R es un campo, areciprocamente los tinicos ideales de un campo F son (0) y F.

Aunque hemos introducido el concepto de campo, desviaremos nuestra atencion
de ellos para dar paso al estudio de los anillos de polinomios y anillos euclidianos.

Definicién 1.6.6. Sean R un anillo conmutativo con unidad, x una indeterminada y
n € NU{0}, un polinomio en la indeterminada x con coeficientes en R es la expresién
en simbolos de la forma:

f(x) = anX™ + anx™ 4+ apx® + arx + ag (1.6.1)

donde los aj, para i € {0,1,...,n}, se llaman coeficientes del polinomio, si an # 0,
diremos que f(x) es un polinomio de grado n, lo cual se denotara por grad(f(x)) =n
y an se llamard el coeficiente principal de f(x), cuando a, = 1, se dice que f(x) es
un polinomio ménico, aquel polinomio cuyos coeficientes son todos idénticos a 0, se
denomina polinomio nulo el cual suele denotarse mediante 0 y, si n = 0 pero a, # 0,
decimos que f(x) es un polinomio constante*.

Definicién 1.6.7. Sean R un anillo conmutativo con unidad, f(x) =Y ", aixt y g(x) =
Y iy bixt, dos polinomios en la indeterminada x con coeficientes en R para algunos
n, m € N U{0}. Entonces:

1. Diremos que dos polinomios son iguales, f(x) = g(x) siysélosin =my a; = b;
paratodaie {0,1,...,n}

2. Definimos la suma de polinomios, f(x) + g(x) = Z%:o(ai +bi)x! donde 1 =
max{n, m} y ademds; a; = 0y b; = 0 cada vezquei >noi>mparaic
{0, 1,...,1}, respectivamente.

3. Definimos el producto de polinomios, f(x)g(x) = 3 " (Z}:O(ajbi_j)> x' don-
dea; =0y b;j=0cadavezquei>noi—j>mparaici0l,...,n+m},
respectivamente.

Definicién 1.6.8. Sean R un anillo conmutativo con unidad, x una indeterminada y

n € IN U{0}. Definimos el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficien-
tes en R como el conjunto:

R[x] := {anx“+---+azx2+a1x+aolai eR,Vie{0,1,...,n}yn € ]NU{O}} (1.6.2)

acompafado de las operaciones suma de polinomios y producto de polinomios defi-
nidas anteriormente.

Es decir, los polinomios constantes son polinomios de grado cero y, en particular, son los elementos
del anillo R



Observacion 1.6.9. No es dificil demostrar que la quintupla (R[x], +,+0, ]RM) es un
anillo conmutativo con unidad, donde 1y, = Tg el polinomio constante 1g. El po-
linomio nulo es el elemento neutro en el grupo abeliano aditivo (R[x],+) y su gra-
do no estd definido, sin embargo, es considerado un polinomio consante. Dado un
polinomio f(x) € R[x] de la forma (1.6.1) tiene por inverso aditivo al polinomio

g(x) = —anx™ — (ln_wcn_] — Xt — a;x — ap € R[x].

Lema 1.6.10. Sea R un anillo conmutativo con unidad 1. R es un dominio entero si y sélo
si R[x] es un dominio entero, mds aiin grad(f(x)g(x)) = grad(f(x)) + grad(g(x)), para
cualquier par de polinomios f(x), g(x) € R[x] —{0}.

Definicién 1.6.11. Sea F un campo, el conjunto F[x] con las operaciones suma y pro-
ducto de polinomios, es llamado: anillo de polinomios en la indeterminada x con
coeficientes en el campo F.

Cabe mencionar, que la definicién anterior es similar a la Definicién 1.6.8, dado
que F puede ser considerado un anillo conmutativo con unidad, més atin, es un anillo
donde todo elemento tiene un inverso, a los campos también suele llamarséles anillos
con division.

Definicién 1.6.12. Sea D un dominio entero. Diremos que es un anillo euclidiano si
existe una funcién: § : D — {0} — IN U{0} tal que:

a) Para todo x,y € D —{0}: 6(x) < d(xy)

b) (Algoritmo de la division) Para todo x,y € D —{0}, existen r,q € D — {0} tales que,
x=qy+rdonder=008(r) <do(y)

Teorema 1.6.13. Todo anillo euclidiano es un dominio de ideales principales.
Lema 1.6.14. Sea F un campo. El anillo de polinomios F[x] es un anillo euclidiano.

Corolario 1.6.15. Sean F un campo y f(x) un polinomio en F[x].
El conjunto (f(x)) := {f(x)g(x) | g(x) € F[xl]} es un ideal principal en F[x], y:

(f(x)) es un ideal primo de F[x] si y sélo si f(x) = 0 o f(x) es un elemento primo de F[x].
f(x))

(1)
(i1) ( es un ideal maximal de F[x] si y sélo si f(x) = 0 o f(x) es un elemento irreducible
en Flx].

(ii1) Todo ideal primo P de F[x] con P # (0) es un ideal maximal.

Demostracion. Por el Teorema 1.5.5, (f(x)) es un ideal prinicipal de F[x]. Los inicisos
(i) y (ii) se siguen del Lema 1.5.14, por esta razén, demostraremos solamente (iii).
Sea I un ideal en F[x] tal que P C Iy suponga que P es un ideal primo distinto de
(0), por el Teorema 1.6.13, F[x] es un dominio de ideales principales, entonces existe
p(x) € Flx] con P = (p(x)) y como P es un ideal primo, p(x) es un elemento primo
de F[x]. Demostraremos que p(x) es irreducible, para esto, sean g(x), h(x) € F[x] tales
que p(x) = g(x)h(x), como P # (0) y P # F[x] (por ser un ideal primo), p(x) # 0y
p(x) no es una unidad de F[x]. Como, g(x)h(x) = p(x) € P y P es un ideal primo,
g(x) € P o bien h(x) € P. Supongamos sin pérdida de generalidad que g(x) € P,
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entonces existe q(x) € F[x], tal que g(x) = p(x)q(x), asi, p(x) = p(x)q(x)h(x); usando
la propiedad cancelativa (pues F[x] es un dominio entero), q(x)h(x) = 1, es decir, h(x)
es una unidad en F[x]. Sea pues h(x) = u € F[x]* = F, tenemos que p(x) = ug(x), asi,
p(x) es irreducible y por (ii) de este teorema se concluye que P es maximal. O

Lema 1.6.16. Sean R un anillo euclidiano y a € R —{0}.
1. (1) = min{d(x) | x € R—{0}}.
2. Sid(a) = d(1) entonces a es un unidad.

Para finalizar esta seccién introducimos un concepto que puede parecerle familiar
al lector y que sera una clave para el estudio de los polinomios sobre campos finitos:

Definicion 1.6.17. Sean R un anillo euclidiano, r, s € R. Un elemento d € R —{0}, es el
maximo comtn divisordery ssiysélosi:d|r,d|syparatodoce R—{0},sic|r
y c | s entonces c | d.

Lema 1.6.18. Sean r,s € R un anillo euclidiano, entonces existen d € R—{0}, A\, i € R tales
que d = Ar 4 us, d = (1,s) v d es uinico salvo asociados.

Demostracion. Considérense los ideales principales I = (r) y ] = (s). Por el Lema 1.5.15,
[+ ] es un ideal de R, ademads por el Teorema 1.6.13, R es dominio de ideales princi-
pales luego, existe d € R tal que (d) = I+ ]J. Si al menos r o s no son cero, entonces
(dy =1+] # (0), yasi, d # 0. Como ,s € I+] = (d) entonces r = dt; y s = dt,
para algunos t1,t; € R, esdecir, d | ry d|s.Seac e R—{0}talquec|ryc|sen-
tonces r = cqq y s = cq para algunos q1, q2 € R. Note que d € I+ ] entonces existen
A, u € R tales que d = Ar + us como afirmamos, mds atin por lo dicho antes tenemos
que d = Ar+ us = Acqq +Acqz = c (Aq7 + 1qy) y entonces ¢ | d, por lo tanto, d = (1, s).
Finalmente, si e es un elemento que satisface 1. y 2. de la Definicién 1.6.17, se sigue
que e | d y d | e, entonces, d = ue y e = vd para algunos u,v € R —{0}, sustituyendo
tenemos que d = u(vd) = (uv)d y usando cancelacién, tenemos que uv = 1. Por lo
tanto, u y v son unidades, asi, d y e son asociados. ]

Definicién 1.6.19. Sean 1, s € R un anillo euclidiano, diremos que estos elementos son
coprimos si y solo si (1,s) = 1 o, de manera equivalente si existen A, u € R tales que
Ar+pus = 1.

HOMOMORFISMOS DE ANILLOS

En la secciéon 1.2, estudiamos a los homomorfismos de grupos, su relacién con los
subgrupos normales y los grupos cociente. Ha llegado el momento de analizar re-
sultados de suma importancia en la teorfa de anillos, los teoremas de isomorfismos.
Estos seran tratados en la seccién presente.

Definicién 1.7.1. Sea R un anillo, , s elementos de R e I C R un ideal. Diremos que s
es congruente con r médulo I en R si y s6lo si s —1 € I y esto lo denotaremos con la
expresion:

s=1 mod I



Es necesario mencionar que se ha definido la congruencia médulo un ideal de un
anillo R de manera similar a la congruencia médulo un subgrupo y como es de espe-
rarse, hay propiedades que son heredadas, al considerar a (R, +) como un grupo, por
ejemplo, que ésta es una relacién de equivalencia sobre R e induce una particién alli,
que denotaremos mediante R/I, y ésta consta de clases de equivalencia T, caracteriza-
das en el siguiente:

Corolario 1.7.2. Sean R un anillo conmutativo con unidad e I < R. Entonces R/1 = {r+1|
T € R}, esdecir, T =r+ L mdsaiin, v+ 1=s+1siysélosir—s € L.

Definicién 1.7.3. Sea R un anillo, I < R, R/I ={r+ 1| r € R}, definimos las funciones:

@: (R/I) x (R/I) — (R/T) ®: (R/I)x (R/I) —  (R/])
(r+Ls+1) — ((r+s)+1) (r+Ls+1) —— ((rs)+1)

las cuales llamamos, suma y producto de clases médulo I respectivamente.

Teorema 1.7.4. El conjunto R/1 con la suma y producto de clases médulo 1 forman un anillo
conmutativo con unidad, el cual es llamado anillo cociente o anillo de clases residuales
modulo 1.

Observacién 1.7.5. Considere a R un anillo conmutativo con unidad 1, e I < R.

1. Como en el caso de los grupos cociente, el elemento I = 0+ 1 € R/I es el
elemento neutro para la suma de clases y 1+ I es el elemento unidad de R/I.

En efecto, (r+1) ® (1 +1) = (r1)+ I =141 pues 1 es la identidad de R, asi, 1 + 1
es el elemento identidad en R/I.

2. En lo sucesivo, denotaremos las operaciones @, ® definidas en R/I por +y - (la
suma y producto usuales en R) siempre que el contexto sea claro.

Definicién 1.7.6. Sean las quintuplas (R, +,+,0,1g) y (R’,+’,-/,0’; Tg/) anillos. Una fun-
cion ¢ : R — R’ es llamada un homomorfismo de anillos si preserva las operaciones
entre los anillos, esto es, $(r+s) = d(r) +' P(s) y d(rs) = d(r) - d(s), para todo
T, € R.

Corolario 1.7.7. Sean R,R’ anillos con elemento identidad 1 y 1’ respectivamente, ¢ un
homomorfismo de anillos entre R y R’. Entonces $(0) = 0/, db(—r) = —d(r) y si ¢ es
sobreyectiva entonces (1) = 17.

Definicién 1.7.8. Sean R, R’ anillos, ¢ : R — R’ un homomorfismo de anillos, defini-
mos los conjuntos:

Im$¢ = {p(r)[reR}
kerd = {reR|d(r)=0"}

la imagen y el kernel de ¢ respectivamente.
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Nota. Como en el caso de grupos, los conceptos de monomorfismo, epimorfismo e
isomorfismo, son definidos de manera formal en el apéndice A.3, sin embargo, en
la teoria de anillos, a pesar de que existe la equivalencia entre los monomorfismos,
isomorfismos y los homomorfismos inyectivos y biyectivos respectivamente, en el caso
de los epimorfismos y los homomorfismos suprayectivos, dicha equivalencia no existe,
por ejemplo, es facil ver que la inclusién 1 : Z — Q es un epimorfismo y claramente no
es una funcién sobreyectiva entre los anillos Z y Q. Sin embargo como se demuestra
en el Lema A.3.7, un homomorfismo suprayectivo es siempre un epimorfismo, asi, en
lo sucesivo, diremos epimorfismo para referirnos a un homomorfismo suprayectivo,
entendiendo que en general el ser un epimorfismo no implica la suprayectividad.

Ademas, por lo dicho antes, diremos que ¢ es un monomorfismo de anillos si y s6lo
si ker ¢ = {0} y cada vez que Im¢ = G’, diremos que ¢ es un epimorfismo.

Teorema 1.7.9 (Fundamental de los homomorfismos de anillos). Sean R y R’ anillos.
i) Si 1 < R, entonces la funcion:

v: R — R/I
r — 141

es un epimorfismo de anillos llamado epimorfismo natural y es tal que kerv = L.

ii) Si Ry R’ son anillos con unidad y sean 1,1’ los elementos identidad en R y R’ respecti-
vamente ¢ : R — R’ un homomorfismo de anillos tal que $(1) = 1/, entonces Imd es
un subanillo de R', ker ¢ < Ry la funcién:

$: R/kerd — Imd
r+kerd — P(r)

es un isomorfismo de anillos.
Teorema 1.7.10. Sea ¢ : R — R’ un homomorfismo suprayectivo de anillos, entonces:
(1) Si I es un ideal (o subanillo) de R, entonces ¢ (1) es un ideal (o un subanillo) de R’.

(i1) Si 1’ es un ideal (o un subanillo) de R’, entonces ¢~ (1') es un ideal (o un subanillo) de

R kerd Cd NI yd(I')/ kerdp ~ T
iii) Si I < R entonces nombrando &(1) =1, la funcién:

¢': R —  RYT
r+1 — )+ T

es un homomorfismo de anillos, mds ain, si ker ¢ C I entonces ¢~ (d(1)) =1y ¢’ es
un isomorfismo.

Demostracién. (i) Supongamos que I < R, dados p, 0 € ¢(I) existen 1, s € I, tales que,
$(r) =py P(s) =0, esclaroque, p—0 = $(1) —P(s) = ¢(r—s) entonces p— o € (1),
por lo tanto, (¢(I),+’) < (R’,+’). Sea T € R/, como ¢ es suprayectiva, existe t € R, tal
que, ¢(t) = T entonces T-' p = b(t) -’ d(r) = P(tr). Luego, como I es un ideal de R,



es claro que, tr € [, asi, -/ p € ¢(I), por lo tanto, $(I) < R’. Por otro lado, si I es un
subanillo, considérese ¢ |;: I — R/, como ¢ es un homomorfismo, ¢ |; lo es también
y ya que es suprayectivo, es un epimorfismo. Por el Corolario 1.7.7, (1) = 1"y por el
teorema anterior, tenemos que Im (¢ ;) = ¢(I) es un subanillo de R’.

(il) Supdéngase que I’ es un ideal de R" y sean 1, s € ¢ 1(I'), entonces b(r), p(s) € T,
luego ¢(r) — d(s) € I/, pues (I',+') < (R’,+'); de esto se sigue que ¢(r—s) € I, por
consiguiente, v —s € d~ (1), asi, (d)_](l'),+) < (R,+). Ahora, dados t € Ry r €
¢~ (') tenemos que ¢(r) € I’ luego, d(t) -’ d(r) € I’ pues I es un ideal y $(t) € R/,
es decir, ¢p(tr) € T', asi, tr € ¢~ '(I"), por lo tanto, d~'(I') es un ideal de R. Si I’ es
un subanillo de R’, entonces, (¢'(I’),+) < (R,+), ademads si r,s € ¢~ (I') entonces
d(r),d(s) € U, luego &(r) - $(s) € I’ pues éste es un subanillo, por consiguiente,
$(rs) € I/, es decir, rs € ¢~ (I'), entonces ¢~ '(I’) es un subanillo de R. Ademds, si
x € ker ¢ se tiene que, ¢(x) = 0’ € I’ ya que 0’ es el neutro aditivo de +’ en R’, de
ahi que, x € $~1(I'), en otras palabras, ker ¢ C e~ (1), por lo anterior, si I’ es un
subanillo de R’ entonces I = ¢—'(I’) es un subanillo de R. Considérese la funcién:

(1)’1: I — R’
r — $(r)

por (ii) del Teorema 1.7.9, ker(¢ [1) es un ideal de I, Im(¢ |;) es un subanillo de
R’ y entonces I/ ker(¢p [) ~ Im(¢ [1), ademads, note que Im(¢ 1) = $(I) pues ¢ es
sobreyectiva, ademads, ¢(I) = $(d~ (1)) = I’ nuevamente, por la sobreyectividad de
¢. Finalmente, si x € ker ¢ y x ¢ ker(¢ |;) entonces ¢p(x) = 0, pero 0 # ¢ |1 (x) =
¢ (x) =0, lo cual es una contradiccién, por lo tanto, ker(¢ |1) = ker ¢, por consiguiente,
¢ (1) /kerp ~ T'.

(iii) Veamos que ¢’ estd bien definida. Considérense r+ I,s +1 € R/I, tales que
r+1 = s+1 entonces r—s € I, luego d(r—s) € ¢(I) =TI, asi, d(r) —Pp(s) € T,
se sigue que (1) + 1" = ¢(s) + I’ con lo cual concluimos que ¢’ (r+1) = ¢’ (s+1),
entonces ¢’ estd bien definida. Es facil ver que ¢’ es un homomorfismo de anillos.
Ahora supéngase que kerd C I, si x € I, d(x) € ¢(I), luego x € ¢ (d(I)), entonces
IC ¢ (1)) Por otro lado six € ' (Pp(I)) se tiene que ¢(x) € (1), asi, existey € 1
tal que ¢(x) = d(y) después, d(x) —d(y) = 0', es decir, d(x —y) = 0 entonces, x —y €
ker ¢ C I'luego, x —y,y € I. Como (I,+) < (R, +) se tiene que x = (x —y) +y € [, es
decir, &1 ($p(1)) C 1, asi tenemos que ¢ (d(1)) = L. Dado que ¢ es un sobreyectiva,
¢’ también lo es, y en consecuencia un epimorfismo, y dados v+ 1, s+ 1 € R/I tales que
¢'(r+1) = ¢’'(s+1) entonces d(r) +1' = ¢(s) + I', por el Corolario 1.7.2, d(r) — d(s) €
I/, se sigue que, ¢(r—s) € I, entonces r —s € ¢~ (I') = ¢~ (p(1)) = I, por lo tanto,
r—s el asi, r+1=s+1, es decir, ¢’ es inyectiva, por consiguientex, R/ ~ R’/I". [

Teorema 1.7.11. Sea R un anillo conmutativo con unidad, Ry un subanillo de R, I un ideal de
R y definamos el conjunto Ry + 1 :={ro+x | 1o € Ry y x € I}. Entonces:

(1) Ro+Ies un subanillode R, 1 < Ro+1y RyNI < Ry.
(ii) La funcion:

0: Rp+I — Ry/(RoNI)
To+x — 1o+ (RoNI)

es un homomorfismo de anillos, con ker 0 = 1 y en consecuencia Ry +1/1 ~ Ry/(Ro N 1)
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Demostracién. (i) Si a,b € Ry + 1, existen 1p,sp € Ry y x1,%2 € I tales que a = 1o + x;
y b = so+xp, entonces a —b = (1o +x7) — (sp +x2) = (10 —sp) + (x1 —x2), es claro
que 1o —sp € Ro ¥ (x1 —x2) € L. Dado que Ry es un subanillo y que (I,+) < (R,+),
entonces a —b € Ry + I, por lo tanto, (Rp +1,+) < (R,+). Por otro lado, note que
ab = (1o +x7)(s0 +x2) = 1050 + X150 + ToX2 + X1X2, nuevamente, ty = T9sp € Ry pues
éste es un subanillo, y como I es un ideal de R, tenemos que, 19Xz, Sox1,X1X2 € 1
entonces x = ToXx2 + Sox1 +Xx1X2 € I y por consiguiente, ab =ty +x € Rp+ I, asi, Ry + I
es un subanillo de R. Como (Rp, +) < (R, +) es inmediato que 0 € Ry y dado cualquier
elemento x € I podemos reescribir x = 0+ x € Ry + I, por lo tanto, I C Ry + I, entonces
se verfica que (I,+) < (Rp + I,+).Puesto que I es un ideal de R, dados x € I, p =
1o +x € Ry + I, tenemos que px = (1o + x)x = 19X + xx € I pues I < R entonces px € I
y concluimos que I < Ry + I. Tomemos dos elementos 19, sop € Rp NI, luego rosp € Ry
y T0,S0 € I, como (Ry,+), (I,+) < (R,+), es claro que, 1o —sp € Ry y 1o —s0 € [, en
otras palabras, 1o —sgp € Ry NI entonces (Ro NI, +) < (Rp,+). Considérense sy € Ry,
X € Rp N1, entonces spx € Ry por ser un subanillo y sox € I por ser éste un ideal de R,
asi que, spx € Ro N1, por lo tanto, Ry NI es un ideal de Ry.

(i1) o es claramente homomorfismo de anillos. Si vy + x € ker o entonces o(ry + x) =
RoNIydado que g+ (RoNI) =o(rg+x1) =(RpNI) =0+ (Ry+I), entonces 1o — 0 €
Ro N1, es decir, Ty € 1, por consiguiente, 1y + x € I entonces, ker 0 C I, ademads, dado
X € I podemos escribir x = 04+x € Ro+ 1, luego o(0+x%x) = 0+ (RoNI) =Ry NI,
asi, x € ker o, luego, I C ker o, en conclusién ker o = I. Finalmente, si renombramos
S=Ro+LJ=(RoNI),S =Ry/J, dado que o es sobreyectiva y que Imo = S/,
tenemos que o : S — S’. Ahora bien, como kero = I, por (ii) del Teorema 1.7.9,
S/kero ~ Imo =S’ = Ry/J, es decir, Ry + I/I = Ro/(Rp + 1) N

Para concluir esté seccion exhibiremos la estrecha relacion existente entre los ideales
de un anillo, homomorfismos y el anillo cociente o anillo de clases residuales.

Lema 1.7.12. Sean R un anillo conmutativo con unidad y M, P ideales de R, entonces:
i) P es un ideal primo si y solo si R/P es un dominio entero.

ii) M es un ideal maximal si y sélo si R/M es un campo.

CAMPOS FINITOS

En las secciones previas, hemos estudiado estructuras algebraicas que han culminado
en el estudio de los anillos de polinomios, dénde los coeficientes son elementos en un
anillo o bien en un campo, en esta seccién haremos uso de todo lo estudiado antes
para analizar las caracterristicas de un anillo polinomial con coeficientes en un campo
finito.

Definicién 1.8.1. Sea F un conjunto finito no vacio, y +, - dos operaciones binarias
definidas sobre F, diremos que la terna (FF,+,:) es un campo finito, si ésta es un
campo.



Observacion 1.8.2. 1. En el segundo inciso del Ejemplo 1.5.10, vimos que si p es
un ntimero primo, el anillo Z, es un dominio entero y por el Lema 1.6.4 al ser
Z, un conjunto finito es un campo finito, llamado usualmente campo de Galois
de orden p y suele denotarse por [Fp.

2. (IF,+) es llamado grupo aditivo y (F*,-) es el grupo multiplicativo del campo
IF.

3. Si K C F con K # (), sastisface que (K,+) < (F,+) y (K—{0},-) < (FF¥,-) diremos
que K es un subcampo o de manera equivalente, si existe algiin homomorfismo
inyectivo entre K y IF, decimos que F es una extensién del campo K, esto se
suele denotar como K < FF.

4. Si K es un campo que no tiene subcampos distintos de él mismo y del campo
{0, 1}> decimos que es un campo primo.

5. Si K es un subcampo de F entonces podemos considerar a IF como un espacio
vectorial sobre el campo K, esto lo denotamos mediante F y si éste es un espacio
vectorial finito dimensional, la dimensién de [ sobre K se llamaréd grado de la
extensién de IF sobre K y lo denotamos por [IF : K], es decir:

dim (xFF) = [F : K]
Lema 1.8.3. IF, es un campo primo y para todo campo IF, el conjunto
P = ﬂ{K | K < F y Kes no trivial .}
es el subcampo primo de FF.

Demostracion. Sea F < Fp,, entonces 0, T € F, luego los elementos 21,31,...,(p—1)T €
F, esto implica que, IF, C F, por lo tanto, IF, es un campo primo. Sea F un campo
y IP como en las hipétesis. Veamos primero que P es un subcampo de [F. Para esto,
sean a,b € P entonces para todo K < F, a,b € K, luego, a—b € Kysib # 0,
ab~! € K*, por (3.) de la Observacién 1.8.2, de esto se sigue que a—b € Py si b # 0
a—b € IP—{0} entonces (IP,+) < (F,+) y (P —{0},-) < (F*,); por lo tanto IP es un
subcampo de FF. Por dltimo, sea K < IP, es claro que K < IF, entonces IP C K pues IP es
la interseccién de todos los subcampos no triviales de F y en consecuencia K = IP, es
decir, IP es un campo primo. [

Sean K un campo, M C K no vacio y F < K. Como K es un subcampo de si
mismo, el conjunto {F < K |[JF C Fy M C F}, es no vacio puesto que K pertenece
a éste y por consiguiente, L = (\{F < K|F C Fy M C F} es un conjunto no vacio,
ademads, procediendo como al inicio de la demostraciéon del Lema 1.8.3, podemos
ver que L es un subcampo de K, al ser la interseccién de subcampos. Este campo
tiene propiedades muy particulares que se estudiardn a continuacién, pero primero
presentamos la siguiente:

No es dificil demostrar que este conjunto es un campo. Ademds éste conjunto y K son llamados sub-
campos triviales.
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Definicién 1.8.4. Sea IF un subcampo de un campo K y M cualquier subconjunto no
vacio de K. El conjunto,

F(M)=({F<KIFCFyMCF

es un campo llamado, campo extensién de [F obtenido por adjuntar a los elementos
de M.

Si M es un conjunto finito, digamos M = 01,0,,...,0, entonces denotaremos a
F(M) mediante, IF(01,0;,...,05). En el caso que M = {0} éste campo se denota sola-
mente por [F(0) y decimos que es una extensién simple delF definida por el elemento
0 sobre IF y por su definicién, es el subcampo de K més pequefio que contienea Fy a
M.

Ejemplo 1.8.5. Sabemos que R < C, por lo anterior, podemos ver que C = R[i] es
decir, el campo de los nimeros complejos es una extensiéon simple del campo de los
numeros reales, que resulta de adjuntar la unidad imaginaria i a R.

A continuacién enunciaremos propiedades que involucran a campos finitos y algu-
nos campos no necesariamente finitos, asi que, en lo sucesivo, IFq denotard exclusiva-
mente un campo finito con q elementos.

Teorema 1.8.6. Sean IF un campo finito y p un niimero primo. Entonces:
(1) La caracteristica de IF es un niimero primo.
(i) Si K < Fy tal que | K |= 1 entonces q = ™ donde n = [IFq : K].

(iii) EI subcampo primo de IFq es isomorfo a IFp y en consecuencia q = p", para algiin
n e N.

(iv) Para todo « € Fq se satisface que x9 = o.

Demostracion. (i) Como Fy es un campo entonces existen elementos neutros de la
suma y el producto. Sean 0 y 1 respectivamente, nombremos por el momento 1 = e
y considérense los elementos e, 2e, 3¢, ... € [Fy, como g es finito entonces, existen
1,8 € Z tales que re = se con T # s entonces (r —s)e = 0, asi, la caracteristica de
IFq existe y es distinta de cero, se sigue que 1 # 0y Fy # () (pues 1 € [F), luego la
caracteristica de IF; es al menos 2. Sea p la caracteristica de IF,, y supéngase que no
es un nimero primo, entonces existen r y s enteros mayores que 1 tales que p =rsy
desde luego 1, s < p, entonces 0 = p1 = (rs)1 = (r1)(s1) lo cual implica que (r1) =00
bien s1 = 0 pues [F; es un dominio entero, pero esto contradice que p sea el minimo
entero tal que p1 = 0, lo que es una contradiccién, por lo tanto, p es un ntimero primo.

(ii) Considérese el espacio vectorial xIFq y dado que Fy es un campo finito, xIFq es
finito dimensional. Sea n = [Fy : K], esto implica que [F; admite una base de n
elementos, digamos 3 := {v1,V;,...,vn}, donde cada v; € Fq para i € {1,2,...,n},
asi, todo elemento de a € [F; es de la forma, a = vy + ooV + - - + anvp, donde
i € Kparai € {1,2,...,n}. Dado que | K |= r entonces, la expresiéon a = ajv; +
®Vy + - - - + anvn, admite ™ posibilidades, es decir, q = 1™



(iii) Sea F el subcampo primo de FFg, luego 1 € F y considérese:

b:Z—F
n—nl

Veamos que ¢ es un homomorfismo de anillos. Sean n,m € Z entonces ¢p(n +m) =
Mm+m)T =nl+ml = ¢(n)+d(m) y ¢(nm) = (nm)1 = n(ml) = (nl)(ml1) =
¢(n)p(m). Ademads, como F es finito, entonces éste no puede ser inyectivo, por consi-
guiente, existe n € Z — {0} tal que n1 =0, luego Car(F) | n y por (i) de este teorema
Car(F) = p un nimero primo, y asi n = p, entonces se tiene que ker ¢ = pZ.

Por otro lado, como F' = ¢(Z) es un subanillo de F y éste es un campo finito tenemos
que F’ es un dominio entero finito, luego por el Lema 1.6.4, F' es un campo, y esta
contenido en F pero éste es el subcampo primo, asi F =F'.

Finalmente, por el algoritmo de la divisién para todo m € Z existen nicos qm,Tm €
Z tales que m = qmp +Tm con 1 € {0,1,...,p — 1} entonces por lo dicho antes
F'={rml|rm €{0,1,...,p—1}} y dado que ¢ es sobre, por (ii) del Teorema 1.2.9 se
tiene que la funcién:

V:Z/pZ — F
m+pZ — 11

es un isomorfismo de anillos entre F, = Z/pZ y F' = $(Z), y como F = F’ se tiene el
resultado.

(iv) Considérese un elemento o € IFq entonces & = 0 o bien « € F§- Si « = 0 es claro
que x4 = 0, por otro lado, si & # 0 entonces dado que (FFg, ) es un grupo multiplica-
tivo de orden q — 1, se sigue del Corolario 1.3.7(a) que a9~ = 1 y multiplicando por
o obtenemos el resultado deseado. O

Como vimos en la seccion 1.6, el conjunto F4[x] es un anillo de polinomios con
coeficientes en el campo IFy. Por el Lema 1.6.14, es un anillo euclidiano, asi, por el
Teorema 1.6.13, es un dominio de ideales principales y por el Teorema 1.5.20 es un
dominio de factorizacién tnica. Al tratar con polinomios, la factorizaciéon de éstos
es un tépico de sumo interés y como FFy[x] es un DFU, todo elemento admite una
descomposicion en producto de elementos irreducibles y ésta es tinica salvo asociados,

es decir, para cada f(x) € Fqlx], existen p1(x), p2(x),...,pr(x) y my,my,...,m; € N
con r € IN, tales que, f(x) = (p1(x))™ (p2(x))™2--- (pr(x))™ donde cada pi(x) es un
elemento irreducible del anillo qu[x], con i€ {1,2,...,r}. En lo sucesivo, cada vez

que un polinomio p(x) es un elemento irreducible, diremos que es un polinomio
irreducible. Por el Lema 1.5.14, si p(x) es un polinomio irreducible entonces el ideal
(p(x)) es un ideal maximal de IF4[x] y luego por el Lema 1.7.12, Fq[x]/(p(x)) es un
campo, ademds, éste es un campo definido por la relacién de congruencia médulo
un ideal. Por el Corolario 1.7.2, tenemos que para cada clase de equivalencia [f(x)] €
Fqlxl/(p(x)) existe un elemento r(x) € Fy[x] tal que [f(x)] = q(x) + (p(x)), en virtud
de esto se tiene el siguiente:
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Corolario 1.8.7. Si p(x) un polinomio irreducible en IFy[x] de grado m € IN U{0}. Entonces:

]Fq [X]
(p(x))

y éste es un campo finito con p™™ elementos, donde n € IN y p es un niimero primo.

={lag+ a;x+ -+ amx™ | q; € Fq paraic{0,1,...,m—T1}.

en lo sucesivo, se pueden omitir los corchetes que representan a la clase de equiva-
lencia y tomar al polinomio r(x) representante de la clase r(x) + L.

Definicién 1.8.8. Sean f(x) = ag +ajx + -+ anx™ € Fylx], n € Ny « € Fq. Diremos
que 3 € Fq es la imagen de « bajo f si resulta de sustituir a x por « en f(x) es decir:

B=ar+aja+---+anx"

también se suele decir que 3 es “f de «”, mds auin, diremos que « es una raiz del
polinomio f(x) siy sélo si f(e) = 0.

Teorema 1.8.9. Un elemento « € Fq es una raiz de un polinomio f(x) € Fqlx] si y sdlo si
(x — o) [ f(x).

Definicién 1.8.10. Sea & una raiz de un polinomio f(x) € Fq[x], si k € N es tal que
(x — a)* | f(x) pero (x — o)1 4 f(x) entonces diremos que k es la multiplicidad de la
raiz «. Si k = 1, decimos que « es una raiz simple y si k > 2, entonces diremos que «
es una raiz maltiple de f(x).

Corolario 1.8.11. Sean f(x) € Fq[x] un polinomio de grado n € N U{0} y o1, &p,..., m
raices distintas de f(x) para m € IN, con multiplicidad k1,ky, ..., Km, respectivamente. En-
tonces:

(x — o)1 (x — x2)*2 -+ (x — o) | £(x)
y f(x) tiene a lo mds n raices en IFy.

Definicién 1.8.12. Sea f(x) = ap + a;x +--- + anx" € F4[x] paran € IN U{0}. Entonces
definimos la derivada de f(x) como el polinomio f'(x) = a; + 2ayx + -+ + na,x™ .

Teorema 1.8.13. Un elemento « € Fq es una raiz miiltiple de un polinomio f(x) si y solo si
es raiz de f(x) y ' (x).

Demostracién. Supéngase que « es una raiz multiple de multiplicidad k, entonces
por el Corolario 1.8.11, (x — o) | f(x) entonces f(x) = (x — «)*q(x), luego tenemos
que f'(x) = k(x — a)* Tq(x) + (x — x)*q’(x)°, asi, f'(a) = k [(x— oc)k_]} qlo) +(ox—
a)*q’(x) = 0, entonces o es raiz también de f’(x). Por otro lado, si o es raiz de f(x)
como de f’(x), por el Teorema 1.8.9, (x —«) | f(x) y (x —«) | f'(x) luego existen

q1(x), q2(x) € Fqlx], tales que, f(x) = (x —a)q1(x) y f'(x) = (x — a)q2(x) asf,

= f'lx) = (x—o)qq(x)+qi(x)
= qi(x) = (x—o)qi(x)—f'(x)
= qix) = (x—a) [q7(x) — q2(x)]
= fx) = (x—a) ((x—a) [q](x) —q2(x)])
= f(x) = (x—a)?[q](x)—qa2(x)]
Aqui se ha aplicado la férmula de derivacién de un producto (f(x)g(x))’ = f'(x)g(x) + f(x)g’(x),

omitimos la demostracién de este hecho por motivos de espacio.



es decir, (x — «)? | f(x), entonces, « es una raiz multiple de f(x) con indice de multi-
plicidad al menos 2. O

Corolario 1.8.14. Si [Fq es un campo finito y f(x) € [Fq([x] con grado 2 o 3, entonces f(x) es
irreducible si y s6lo si no tiene raices en IFq

Demostracién. Si f(x) es irreducible no puede tener una raiz, pues de tenerla, por el
Teorema 1.8.9, (x — ) | f(x) y (x — &) no es una unidad en [Fq[x]. Si f(x) = g(x)h(x) y
no tiene raices entonces grad(f(x)) = grad(g(x)) + grad(h(x)), si grad(f(x)) entonces
tanto g(x) como h(x) son polinomios de grado uno, es decir, g(x) = go+ gix y h(x) =
ho + hix asi los elementos & = —9091_1 y B = —hohf] son raices de g(x) y h(x

respectivamente y por tanto de f(x), lo que es una contradiccién. Si grad(f(x)) = 3
entonces al menos g(x) o h(x) son de grado 1, por consiguiente, f(x) tendria una raiz,
lo que es imposible, por lo tanto, f(x) es irreducible. O

Ejemplo 1.8.15. 1. Considérese el campo finito F, = {0, 1} entonces para el poli-
nomio f(x) = x> +x+1 € F,[x] tenemos que f(0) = f(1) = 1 entonces f(x)
es irreducible en [F,[x], pues no tiene raices en [F,. Busquemos los polinomios
irreducibles de grado 3 en IF;[x], todos los polinomios de grado 3 son:

Fy [x*] =3, +1,%° +%,%% +x 4+ 1,57 +x3, %> +x2 + 1,3 + x> + %, +x* +x + 1}

f(x)
3
x>+ 1
x> 4 x
X3+ x+1
x> 4+ x?
x> +x2 41
x> +x%+x
x>+ xr+x+1

—h
—|o|=lol=lol=loa
N—
—h
o|l=|=lol=lolol =2

Figura 1: Polinomios de grado 3 en IF;[x] y sus imdgenes

usando el corolario anterior, tenemos que los polinomios irreducibles de grado 3 en
IFo[x] son x* +x+ 1y x3 +x?+ 1, usando éstos, podemos definir campos finitos a través
del anillo polinomial IF,[x], pero antes de esto, estudiaremos algunos resultados mas
sobre campos finitos.

Definicién 1.8.16. Sea [F una extensiéon de un campo K y considérese a 6 € [F. Diremos
que 0 es un elemento algebraico sobre el campo K si éste satisface una ecuaciéon
polinomial no trivial con coeficientes en K, es decir:

Cn®™ 4+ cn 10T 10 4co =0

donde c¢; € K y no todos son cero para i € {0, 1,...,n}, ademas si todos los elementos
de FF son algebraicos sobre K decimos que F es una extensién algebraica de K.
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Teorema 1.8.17. Sea IF un campo.
(1) Toda extension finita de F es algebraica.

(il) Sip(x) € F es un polinomio irreducible de grado m > 1, sobre el campo F, entonces
existe una extension algebraica simple de IF con una raiz de p(x) como elemento que la
define.

Demostracién. (1) Sea K una extension finita de F y nombremos m = [KX : F]. Para
cada 0 € X el conjunto {1,0,0%...,0™,0™"1} es linealmente dependiente, entonces
existen escalares c¢; € FF no todos iguales a cero para i € {1,2,...,m, m+ 1} tales que
Co+C104 -+ cm®™+ ey 0™ = 0, por la Definicién 1.8.16, 8 es algebraico y por
lo tanto, K es una extensién algebraica de IF.

(il) Denotemos por P = (p(x)) y £ = F[x]/P al campo” de clases residuales médulo
P. Como vimos en el Corolario 1.8.7 la clase de equivalencia f(x) + P corresponde
a la clase de un polinomio [r(x)] de grado a lo mds m — 1. Sean a,b € F, es claro
que a+P = [a] y b+ P = [b] puesto que un polinomio no puede ser de grado
negativo. Considérese la funciéon ¢ : F — F donde F = {[a] | a € F} C £ y que
asocia al polinomio constante a con la clase de equivalencia [a], entonces note que
$(a+b) = [a+b] = [a]l +[b] y también ¢(ab) = [ab] = [a][b] por las operaciones
entre clases y del hecho que grad(ab) = grad(a) + grad(b) = 0+ 0 = 0 ademas,
¢(a) = ¢(b) implica que [a] = [b] entonces a—b € P = (p(x)) luego, (a —b) =
p(x)q(x) pero grad(p(x)) > 1 > grad(a—Db) asi q(x) =0 y en consecuencia a—b =0
por consiguiente a = b y asi, ¢ es un monomorfismo. Por (3.) de la Observacién 1.8.2,
tenemos que £ es una extension de F. Tomaremos a ¢ como la identificacion del
elemento a € F en el campo residual £, entonces toda clase [r(x)] € £ tal que r(x) =
[ag+aix—+ -+ amo1x™ ' = [ag] + [ag][x] + - - - [am_1][x]™ puede ser reescrita de la
forma, [r(x)] = ap + ai[x] +- -+ am_1xI™!, usando dicha identificacién, [r(x)] puede
ser considerado como un polinomio en la indeterminada [x] con coeficientes en F. Sea
X un campo tal que contiene a F < £ y al elemento [x] € £, luego X contiene a FF ([x])
y entonces £ C X, para cada campo que cumpla lo antes dicho, es decir,

LC({KIFCKylxl€X}=F(x]) (ver Definicién 1.8.4)

y de manera evidente FF ([x]) C £ se puede concluir que £ = F ([x]) y asi £ es una
extension simple de [F y por ser una extension finita es claro que £ es una extensiéon
alegbraica por (i) de esta demostracion. Finalmente, como p(x) = co+cix+--- +
Cm_1X™ T 4+ cx™, tenemos que,

p(X]) =co+eilx]+- - +em K™ 4+ epnb™
= [co+C1Xx+ -4 Cmo1Xx™ T + cx™ (por la identificacién @)
=p(x)+ ({p(x)) = [0]

es decir, p ([x]) = [0], asi, [x] es una raiz de p(x) que define a la extensién L. O

7 Le recordamos al lector que £ es un campo pues el ideal (p(x)) es maximal.



Definicién 1.8.18. Sea 6 un elemento algebraico sobre un campo [F, diremos que un
polinomio ménico m(x) € F[x] es el polinomio minimo de 0 si es el tnico polinomio
monico de grado menor en F[x] que tiene a ® como raiz, y llamaremos grado de 6
sobre IF al grado de su polinomio minimo.

Teorema 1.8.19. (Existencia y unicidad del polinomio minimo) Si © es un elemento algebraico
sobre IF entonces se cumple que:

(i) El conjunto ] ={f(x) € F | f(0) = 0} es un ideal principal en F[x] y es generado por el
polinomio minimo de 6, m(x).

(i1) m(x) es irreducible.
(ii1) Sig(x) € F[x] entonces g(0) = 0 si y sélo si m(x) | g(x).

Demostracion. (i) Sean f(x), g(x) € ] entonces f(0) = g(0) = 0 asi, f(0) —g(0) =0, es
decir, f(x) — g(x) € ] se sigue que (J,+) < (F[x],+). Por otro lado, sean f(x) € ]y
h(x) € FF[x] entonces f(6)h(0) = Oh(0) = 0, es decir, f(x)h(x) € ] y en consecuencia
] es un ideal de FF[x]. Como F[x] es un dominio de ideales principales, tenemos que
existe algin my(x) € FF[x] tal que ] = (m(x)), note que m(x) debe ser ménico pues
de no serlo tenemos que my(x) = c'(m(x)) donde cn es el coeficiente principal
de m(x), es un polinomio moénico de grado igual a m(x) tal que mp(6) =0y | =
(m(x)) = (mp(x)), asi que sin pérdida de generalidad podemos suponer que m(x)
es moénico. Veamos que m(x) es el polinomio minimo de 6. Sea 1(x) un polinomio
moénico de grado menor tal que 1(0) = 0 entonces l(x) € ] = (m(x)), asi l(x) =
m(x)qi(x), y por otro lado usando el algoritmo de la divisién tenemos que m(x) =
L(x)qz2(x) + r(x) para algunos qz(x),r(x) € F con r(x) = 0 o grad(r(x)) < grad(l(x)),
evaluando en 6 se tiene que 0 = m(0) = 1(0)q2(0) +1(0) = r(0) pero esto es una
contradicciéon pues l(x) es el polinomio de grado menor que tiene a 0 como raiz,
entonces 1(x) = 0 y como consecuencia m(x) = l(x)qa2(x) pero entonces m(x) =
m(x)qi(x)qz(x), de ahi que m(x) (1 —q1(x)qz2(x)) = 0, y tenemos que q7(x)qz(x) =1
(pues F[x] es un dominio entero), es decir, son unidades de FF[x], en particular, son
polinomios constantes, pero l(x) = m(x)qi(x) y tanto 1(x) como m(x) son moénicos,
entonces q1(x) = 1, andlogamente q;(x) = 1y por lo tanto 1(x) = m(x), asi m(x) es el
polinomio minimo de 0 y éste es tinico.

(il) Supdéngase que m(x) = hy(x)hz(x) donde grad(m(x)) > grad(h;(x)), grad(h,(x)) >

0, se sigue que 0 = m(0) = hy(0)h(0) y nuevamente como FF[x] es un dominio en-
tero tenemos que O es raiz de hy(x) o de h;(x), supongamos que es raiz de h;(x),
tenemos entonces por definicién que hy(x) € J lo cual implica que hy(x) = m(x)q(x)
para algun, q(x) € F[x], y esto implica que grad(h;(x)) > grad(m(x)) lo cual es una
contradiccién, andlogamente si 0 es raiz de h;(x), por lo tanto, m(x) es irreducible.
No es dificil ver que (iii) se sigue de la prueba de (i) con lo cual nuestro resultado
queda demostrado. [

Teorema 1.8.20. Sea 0 un elemento algebraico de grado n sobre [F en una extension K y
denotemos por m(x) al polinomio minimo de © entonces:

1. IF(0) es isomorfo a F[x]/(m(x)).
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2. [F(0):Fl=ny{1,0,...,0™ '} es una base de pF(0).

Demostracién. (i) Considérese ¢ : F[x] — F(0) una funcioén tal que, a cada f(x) € F[x]
lo relaciona con f(0) € [F(0), como en la Definiciéon 1.8.8. Dados f(x),g(x) € FI[x]
tenemos que ¢(f(x) + g(x)) = f(0) + g(0) = d(f(x)) + d(g(x)), ademas,p(f(x)g(x)) =
f(0)g(0) = d(f(x))Pp(g(x)), asi, ¢ es un homomorfismo de anillos. Note que ker ¢ =
{f(x) € Fix] | ¢(f(x)) = 0} = {f(x) € FIx] | f(6) = 0} = (m(x)) donde m(x) es el
polinomio minimo de 6, por (ii) Teorema 1.7.9 [F[x]/(m(x)) es isomorfo a Im¢, donde
Im¢ = {f(0) | f(x) € F[x]} es decir, el conjunto de todas las expresiones polinomiales
en la indeterminada 0 con coeficientes en IF, entonces Im¢$ C F(0) < K, mas aun,
Im¢ es un campo pues F[x]/(m(x)) lo es, y es claro que 6 € Imd¢, es decir, Imd
es un subcampo de K tal que 6 € Imd¢, pero [F(0) es el campo mds pequefio que
cumple esta condicién entonces F(6) C Im¢ y en consecuencia son iguales, por lo
tanto, [F[x]/(m(x)) ~ [F(0).

(ii) Sea « € [F(0) = Im¢ entonces existe f(x) € [F[x] tal que « = f(0) y por el algoritmo
de la divisién existen q(x), r(x) € F[x] tales que f(x) = q(x)m(x) +r(x) donde r(x) =0
o bien 0 < grad(r(x)) < grad(m(x)) = n asi, evaluando en 6 tenemos que: « =
f(0) = q(0)m(0) + r(0), luego « = 1(6) una combinacién lineal de los elementos de
B = {1,0,06%,...,0" '} puesto que t(x) es un polinomio de a lo mas grado n — 1
entonces B genera a IF(0) sobre FF. Por otro lado, si tomamos Ag,A1,...,An_1 € F tales
que Ag +A10 + - ‘An_10™1 = 0 entonces el polinomio A(x) = Ag+A10 4+ - - Ap_16™]
tiene a © como raiz lo que es imposible puesto que grad(A(x)) < grad(m(x)) por lo
tanto A(x) = 0 esto es que A; = 0 para cada i € {0,1,...,n — 1}, en conclusién, B es
linealmente independiente y por tanto una base de IF(0). O

El teorema anterior, es de suma importancia dado que ya al ser isomorfos F[x]/(m(x))
y FF(0) todo elemento de F(0) puede ser expresado de manera tnica en la forma
co+c10+---4+cp10™ ' conci € F paracadaie {0,1,...,n—1}

Ejemplo 1.8.21. Considérese el polinomio p(x) = x? +x+ 1 € IF,[x] el cual hemos visto
que es irreducible, ademads si tomamos los polinomios de FF,[x] de grado a lo més 1
es claro que podemos expresar IF,[x]/ (xz + x + 1) mediante {0, 1, [x], [x] + 1}, més atn
si 0 es una raiz del polinomio p(x) tenemos que 02 +0+1 = 0 asi 0> = 0+ 1y
multiplicando por 0 llegamos a 8° = 6240 = 1, asi 0 es un elemento de orden 3 en
F(0) asi, F(0) = {0,1,0,0%} ~ Fy[x]/(x* +x+1) y también por los calculos previos
F(0) ={0,1,0,0 + 1}, lo que muestra que estos conjuntos son isomorfos. Verifiquemos
que [F(0) es un campo.

+ |01 0 0+1

0 011 ) 041 : 1 0 041
1 0] 0+1 0 1 1 0 041
0 0 1 S) 041 1
0+1 0 0+1 1

Figura 2: Tabla de Cayley para (IF(6),+) Figura 3: Tabla de Cayley para (IF(6) —{0}, ")



Definicién 1.8.22. Sea f(x) un polinomio de grado n € N, en el anillo de polinomios
F[x], y sea E una extensién de F, diremos que f(x) se descompone(escinde, factoriza)
en E si existen oy, 2 ..., oty € E tales que:

f(x) =cn(x—o7)(x —02) - (x —an) € E[x] (1.8.1)

donde c, es el coeficiente principal de f(x). Diremos que E es el campo de descompo-
sicion(factorizacion, escision) de f(x).

Teorema 1.8.23. Sean o y (3 dos raices de un polinomio f(x) € F[x] que es irreducible sobre

IF, entonces IF(ot) es isomorfo a IF(P) mediante un isomorfismo que deja fijos a los elementos
de IF.

Demostracion. Como grad(f(x)) > 1y éste es irreducible entonces existe una extensiéon
alegbraica simple de FF definida por « una raiz de f(x), sea pues F(«) dicha extensiéon
y dado que 3 es otra raiz andlogamente podemos tomar la extensioén algebraica IF(f3),
ademas consideremos a ambas extensiones como espacios vectoriales sobre IF. Ahora,
considérese la funcién:
¢: Fla) — F(B)
fla) +— f(B)

considerando a los elementos de cada extensién como expresiones polinomiales de
grado a lo mds n — 1, como se hizo en la prueba del Teorema 1.8.20 es claro que ¢ es
un homomorfismo de anillos. Sea f(o) € ker ¢ entonces ag+ aijf+ -+ ap_ 1™ ' =
fla) =0+0B+---+0B™ ' ycomo {1,B,...," '} es una base para IF(B) se sigue que
la representacién de f(«) es tinica, por consiguiente,a; = 0 para cada i € {0,1,...,n —
1} por lo tanto f(e) = 0, entonces ¢ es un monomorfismo, ademads, por la forma de los
elementos de F(3) y dado que el campo de coeficientes es el mismo, la funcién ¢ es un
epimorfismo y en consecuencia un isomorfismo, por lo tanto, F(«x)} ~ F(f3). Si a € F
entonces tenemos que a = a+ 0+ - -+ O™ T, luego ¢p(a) =a+0pB+--- +0p™ ' =a
asi, ¢ deja fijos a los elementos de FF. O

Corolario 1.8.24. Sea f(x) € F[x] un polinomio de grado n, entonces existe E una extension
de IF que es el campo de descomposicion de f(x) y éste es iinico salvo isomorfismos.

Demostracion. Por el Corolario 1.8.11, f(x) tiene a lo mas n raices en F. Sean oy, oy,
..., &m con m < n dichas raices. Si m = n hemos terminado, de lo contrario, por
el Teorema 1.8.9, (x — &) | f(x) para i € {1,2,...,m} entonces f(x) = (x —o7)(x —
o) -+ (x —am)gi(x) con grad(gi(x)) = n —m. Supongamos, sin pérdida de genera-
lidad que g;(x) es irreducible® sobre FF[x], entonces por el Teorema 1.8.17 existe una
extension algebraica simple de F definida por una raiz (31 de gj(x), sea pues K; di-
cha extension luego, gi(x) = (x —1)g2(x) y en consecuencia f(x) = (x — o1)(x —
o) - (x—otm) (x — B1)g2(x) € Ky[x], con F < K;. Nuevamente, suponiendo que g»(x)
es irreducible pero ahora sobre K;[x], existe una extension algebraica simple K, defi-
nida por 3, € K;, una raiz de g;(x), obteniendo que f(x) = (x — o1)(x — otz) - - - (x —

8 Si g1(x) no fuera irreducible, sabemos que es producto de un nimero finito de polinomios irreducibles
y asi el procedimiento aplicado en esta prueba se aplicaria a cada factor de g7 (x).
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am)(x —B1)(x —B2)g3(x) € Kalx] y F < Ky < Kj. Procediendo de esta manera se
obtiene que:

f(x) =(x—oq)(x—ag) - (x—=PB1)(x—P2) - (x = Prn—m-1)h(x) € Kn_m_1[x]

donde h(x) es un polinomio de grado uno, luego h(x) = cx+d = c(x — (—c1d) y asi,

Pnm = —c 'd es una raiz de h(x), por lo tanto, f(x) = c(x —1)(x —op) -+ (x —
on—1)(x — an) donde oy = Bj con j € {1,2,...,m—m}. Note que en cada pa-
so F < Kyj--- < Ky_n_1 entonces nombrando E = K,,_,,_1, éste contiene a to-
das las raices de f(x). Cada polinomio (x — «;) es un polinomio ménico entonces
| Y oc1 es también un polinomio moénico, es decir, el coeficiente de x™ es 1y
como f = c[[iL;(x — o) es claro que ¢ debe ser el coeficiente de principal de f(x),
por la Def1n1c1on 1.8.22, E es el campo de descomposiciéon de f(x), mas atin F < Ey
«; € Eparaie{l,2,...,n}, usando el isomorfismo del Teorema 1.8.23 para cada raiz
de f(x) tenemos que E ~ F(o, az, ..., xn). H

Teorema 1.8.25. Sea IFq un campo finito y F < IFq. Entonces el polinomio f(x) = x9 —x €
F[x] tiene a IFq como campo de descomposicién.

Demostracion. Por el teorema anterior, existe el campo de descomposicion de f(x).
Como FFq es un conjunto finito, podemos escribir Fq = {ot1, 2, ..., &g} y usando iv)
del Teorema 1.8.6 ocf' = o paraie€ {1,2,...,q}, pero f(x;) = ociq — a; = 0 entonces o4
es una raiz de f(x) para cada i € {1,2,..., g}, se sigue que f(x) tiene q raices en Fq y

grad(f(x)) = q entonces IF tiene todas las raices de f(x), luego por el Corolario 1.8.11,
(x — o) (x — o) -+ (x — xg) | < —x.

Laigualdad de x9 —x con Hf':] (x — o) se sigue de que x9 —x es un polinomio ménico,
asi, por la Definicién 1.8.22, IF; debe ser el campo de descomposicion de x4 —x. [

Teorema 1.8.26. Para cada niimero primo p y cada entero positivo n existe un campo finito
con p" elementos y todo campo finito IFq con q = p™ elementos es isomorfo al campo de
descomposicion de x9 —x sobre IF,,.

Demostracion. Sea q = p™ y considérese el polinomio x9 —x € IF,[x]. Como la derivada
de éste es qx9~! — 1 tenemos que (qx97' —1)=0—-1=—1¢ IF, pues la caracteristica
de IF,[x] es p, asf O(x9 —x) + (—1)(qx9~" —1) = 1 y por la Definicién 1.6.19, x4 —x y
su derivada son coprimos, es decir, su mdximo comun divisor es 1, luego no tienen
raices multiples pues de tener alguna, digamos «, (x — &) | x4 —xy (x —«) | gx9~1 —1,
entonces, (x — «) | 1, lo cual es imposible pues grad(x — «) =1 > 0 = grad(1), por lo
tanto, x9 — x no tiene raices multiples, pues no comparte raices con su derivada. Sea
F ={r € K| r9 =1} para K el campo de descomposiciéon de x4 —x. Sean 1, s € F como
(r—s)9 = (r—s)P" entonces aplicando el Teorema A.1.1 repetidas veces tenemos que
(r—s)9=19—59=(r—s)asi (r—s) € F y se tiene que (F,+) < (K,+).Si s # 0 es
claro que (s9) T = (s por la conmutatividad de K*, entonces (rs 19 =19(s71)9 =
r9(s9)"" =rs " es decir, rs! € F por consiguiente, (F —{0},-) < (K*,:) y por lo tanto
F es un subcampo de K, més atin todo elemento « € F satiface que a9 —x = 0 es
decir, es una raiz de x9 — x y toda raiz de este polinomio es un elemento de F, por lo



tanto, IF tiene a todas las raices de x4 —x, luego es isomorfo a K por el Corolario 1.8.24
y asi tiene q = p" elementos. Para concluir, si IF§ es un campo finito entonces tiene
caracteristica p primo, su subcampo primo es isomorfo a IF, y por el Teorema 1.8.25,
IF4 es el campo de descomposicién de x9 —x. O

Teorema 1.8.27. [Criterio del subcampo] Todo subcampo de Iy tiene p™ elementos, donde p
es un numero primo y m € N es tal que m | n y para todo m € IN divisor de n, existe un
tinico subcampo de IF 4 con p™ elementos.

Demostracion. Como Fy es finito, su caracteristica es p, luego su campo primo es
isomorfo a IFp, podemos decir que [F, es el subcampo primo, éste tiene p elementos
asi, el resultado se cumple para m = 1. S5i F < IF, entonces T es finito y de caracteristica
p entonces F posee p™ elementos y esto implica que IF, < F <IF. Por el Teorema A.2.1
se sigue que [IF : IFy] = [IF : F|[F : [F,], es decir, n = m[F : [F,] de aqui es evidente que
m | n. Por otro lado, si m | nn, por el Corolario A.1.3 el polinomio xP" ~' — 1 divide
al polinomio xP"~! — 1, multiplicando por el polinomio x, se llega a que xP" —x |
xP" —x, no perdamos de vista que ambos polinomios pertenecen a Fp[x], y por lo
anterior, tenemos que xP" —x = [xpm — x] q(x), asi toda raiz de xP" —x es una raiz de
xP" —x. Nombrando E;, y E, a los campos de descomposicién de xP" —x y xP" —x
respectivamente, tenemos que E, < B, = IFg, la igualdad se sigue del Teorema 1.8.25,
asi, existe un subcampo de [Fq y como grad (xP" —x) = p™, éste posee p™ elementos.
Finalmente, si existieran dos subcampos K, K; de [Fq tales que poseen p™ elementos
y K # K; entonces | K; UK; [> p™ pero ambos poseen a todas las rdices de xP™—x y
es claro que su unién también, pero lo anterior nos dirfa que hay mas de p™ raices de
xP™ —x en F y esto es una contradiccién, por lo tanto, K; = K; y asi el subcampo de
Fy con p™ elementos es tinico. O

Ejemplo 1.8.28. Los subcampos de un campo finito forman reticulas con la divisibili-
dad. Por ejemplo, para IF,30 y FF,12, usando los divisores de 30 y 12 se tiene, respecti-
vamente:

F
IPEN 2\
]F26><]F‘210 Fyis /IFZ6 / 24
]Fzz \11:23/]1:25 ]F23 IFzz
F, \]Fz/
Figura 4: Diagrama de la reticula de los Figura 5: Diagrama de la reticula de los
subcampos de IF;zo0. subcampos de IF;1:.

Teorema 1.8.29. Para cada campo finito Fq, el grupo multiplicativo IFy de elementos distintos
de cero es ciclico.

Demostracion. Si q = 2 es claro que IF = {0, 1} entonces IF; = {1} = (1) que es ciclico.
Ahora, supongamos que q > 3, por el teorema fundamental de la aritmética, sea
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h=p]'p3? - pa la descomposicién en producto de potencias de numeros primos de
q—1= ord(]F’gl). Sea 1y = h/p; para cada i € {1,2,...,m}, luego el polinomio x™ — 1

tiene a lo mas r; raices en IF; y como 1; < h para cada i € {1,2,...,m}, podemos
afirmar que hay elementos de IF; que no son raices de los polinomios x™ — 1. Sea
h/pit

a; € IFy tal que no es raiz de x" — 1 y renombremos a por b; entonces

i

€i €i pl
bfi = {a?/pi } =al= ag_] =1 (1.8.2)

ya que o(IFg) = ¢ - 1, se sigue de (1.8.2) que ord(b;) | p;* luego, ord(b;) = pifi con

0<fi<e.Si bfi =1, entonces

1

e;i—1 e; P-ei_
TN PR 17 P N V) SR
1 =0, = {ai } =q'" =q (1.8.3)

lo cual implica que ai* —1 = 0, es decir, a; es raiz de x"t — 1, lo que es una contra-

.
(1Pt e;—f;

h/.p_el i h/pst 't

Ul = por

i
diccién. Ademds, si f; < e; — 1, tenemos que 1 = bfi = {a

A

e;—fi €1
A A R 0, aplicando el Teorema A.1.1 llegamos a, 0 = 0P« =

i
e;—f;i—1 e;—fi—1

e;—f; pt ot e;—f; pii X
<cﬂ‘/pi — 1> = <(1].1/pi ) —1 =ah/Pi -1, es decir, aiTl —1 =010 cual

1 1

consiguiente, a

es nuevamente una contradiccién, por lo tanto, f; = e; y asf ord(b;) = pie ! para cada
i€ {1,2,...,m}. Veamos que el elemento b = b1b,---by, tiene orden h = q—1. En
efecto, note que b € IF;; y en consecuencia bt =1, por el Corolario 1.3.7, ord(b) | h.

Si ord(b) < h dado que h = [[i%; p;!, b debe carecer de al menos un factor p;j
con 1 < f; < ¢ conj € {1,2,...,m}, luego ord(b) | (h/p;) y podemos denotar
h/p; = k; - ord(b) para algtn k; € IN. Sin pérdida de generalidad reordenamos los

K
factores de h de tal manera que j = 1, entonces b"/P1 = pki-ord(d) — <b°rd(b)> "o 1,

luego
1= b = /Pl (1.8.4)

Note que para 2 < i < m se cumple que ord(b;) = p;' | h/p; pues h/p; =

—1 i— i i m 1 —1 €5 ) h,
Py IPSE pr PSP PR = ApSt con A = p§ T [Tjp; ast, by
do 2 < i< m,deestoy de (1.8.4) se sigue que b]]i/ P1 = 1. Finalmente, por lo anterior

tenemos que

= 1 cuan-

p§" = ord(by) | (h/p1) =p§' ' p§ - pEr

lo cual es imposible pues e; —1 < e y (pi,p;j) = 1 cada vez que i # j, pero esto se
deduce de suponer que ord(b) < h por lo tanto ord(b) = h = q—1 = ord(Fg) y en
consecuencia (b) = IFy, asf éste ultimo es ciclico. O

Definicién 1.8.30. Sea IF; un campo finito con q elementos, cualquier elemento 7 € IF
generador del grupo ciclico g, es llamado un elemento primitivo de IFy, mas atn,
si un polinomio f(x) € F4[x] tiene a un elemento primitivo como raiz, f(x) recibe el
nombre de polinomio primitivo.



Corolario 1.8.31. Sea IF un campo finito, entonces

(i) SiIF, es una extension finita de IF 4 entonces es algebraica simple y todo elemento primi-
tivo de IF,, sirve para definir a IF; sobre IF.

(i1) Por cada mimero natural m € IN, existe un campo finito IFq y un polinomio irreducible
en IFq[x] de grado m.

(iii) EI polinomio minimo de un elemento primitivo de IFq, es un polinomio primitivo.

Demostracion. (i) Por el Teorema 1.8.17, como FF, es una extension finita de IFg, es
algebraica, ademds por el teorema anterior F; es un grupo ciclico luego, existe un
elemento primitivo 7 € IF;, y en consecuencia IFq(7) = (K < F; | FqyCKymeKC
IF;.. Por otro lado, como 0 € FFy(7m) pues es un campo, y también IF; C [Fq(7) pues
tiene como elemento a su generador 7, en consecuencia IF, = {0} UF; C Fy(m), por
lo tanto, IF; = Fq(m), es decir, es una extensién algebraica, simple y definida por un
elemento primitivo sobre IF.

(ii) Sean p un nimero primo, n,m € IN y supongamos que 1 = nm, por el Teore-
ma 1.8.26 existe un campo finito IF, con v = p' elementos, por el Criterio del subcampo,
como n | 1 entonces existe IF; un subcampo de IF; con g = p™ elementos, asit =q™ y
IF; es una extensién del campo [Fy. Ahora, por (i) de éste corolario, IF, = Fy(m) y es
una extension algebraica de [Fq, para algtin elemento primitivo 7t € IF;, luego 7 es un
elemento algebraico; entonces por el Teorema 1.8.19 existe m(x) € IF4[x] el polinomio
minimo de 7 el cual es irreducible y grad(m(x)) = [IF; : IF4] = m.

(iii) Es claro que si 7t es un elemento primitivo de IF; dado que es raiz de su polinomio
minimo, entonces este polinomio tiene a un elemento primitivo como raiz, por la
Definicién 1.8.30, es un polinomio primitivo. O]

Observacion 1.8.32. Durante las secciones previas y la presente se han introducido
de manera formal conceptos, definiciones y notacién, sin embargo, en lo sucesivo
podriamos omitir alguna formalidad que se desprende como consecuencia inmediata
de su defincién, por ejemplo.

1. Si « € I = (r) donde I es un ideal, se sigue que r | «.

2. Si ¢ es un homomorfismo y ker ¢ C {e}, podemos implicar que ¢ es un mono-
morfismo, la otra contencién es inmediata.

3. Sit = s (modd I) para I un ideal o un subgrupo? y éste es generado por algin
elemento x € S donde S es un anillo o un grupo (respectivamente), podemos
denotar que r = s (mod x).

Concluimos esta seccién con el resultado previo, invitando al lector a profundizar
el estudio de los campos finitos consultando [7, Capitulo 2], [16, Capitulos 6,7 y 10].

9 Se hace la distincién pues se defini6 la congruencia para ambos casos.
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LEMA DE HENSEL

En este capitulo se estudia la estructura del anillo de polinomios Z,s[x], sus ideales,
el lema de Hensel y el levantamiento de Hensel.

EL ANILLO DE POLINOMIOS Zs[x]

Sea p cualquier niimero primo, s € IN y Z,s el anillo de enteros médulo p?, i.e.,
Zys =Z/p°Z ={0,1,...,ps—1}

con la suma y multiplicacién usual de clases:

M4+ =r4+1m (2.1.1)
TIT, =112

para cada 71,7 € Zps.

Observacioén 2.1.1. Por la construccién del anillo cociente Zps tenemos que i = 1
siysélosinm =1 moéd p*.

Considérese el conjunto § = {0, 1,...,p*— 1} C N U{0} y la funcién:

d):Zps — 8

T — T

Es claro que ¢ es biyectiva, entonces podemos inducir la estructura de anillo en el
conjunto § definiendo las operaciones @ y ©® en 8 de la manera siguiente:

s1®s2:=¢ (T +T72)
$1 0O 82:= (T - T2)
para cada s1,s; € § siempre que s1 = ¢(T1) y s, = ¢(T2) para algunos 71 y T en Zps.

Dadas estas operaciones, ¢ es un isomorfismo y, con esta identificacién, usaremos cuan-
do sea conveniente que:

Zps ={0,1,...,p° = 1}. (2.1.2)

El siguiente lema nos serd muy util més adelante.

Lema 2.1.2. Sean a € IN y p un mimero primo. Si (a,p) =1y s € IN, entonces ca = 1
(moéd p*) para algiin c € Z.

37



38

| LEMA DE HENSEL

Demostracion. Haremos induccién sobre s. Veamos que el resultado es vélido para s =
1. Como (a,p) = 1, entonces existen ¢, d € Z tales que ca+dp = 1. Asica—1=—dp
es decir, p| (ca— 1), por lo tanto:

ca=1 (moéd p1).

Supodngase que el resultado se cumple para s y demostremos que se cumple para s + 1.
Por hipétesis, existen k1, k2, 11,1, € Z tales que:

kia+kp =1,

La+Lp®=1.

Multiplicando las igualdades anteriores tenemos que:

1= k1 11 ClZ — k.] lzaps + kzhpa — k212p8+]
= (kilha —kiLp® + kolip) a+ (—kalp) p**

= ca+ dp*T

donde ¢ = k1l1a —kiLp®* + kolip y d = —k;1,. Entonces ca—1 = —dp*t!, es decir,
ca=1 (méd ps),
lo que concluye la demostracion. O]

Corolario 2.1.3. En Zys se satisface:

1. Sia € Zps y (a,p) = 1, entonces a es una unidad en Zps.

2. Para todo X € Zps con X # 0, existen @ € Zps e i € N U{0} tales que (a,p) =1y

X = ap.
Demostracion. Sea a € Zps con (a,p) = 1, por el Lema 2.1.2 existe c € N tal que ca = 1
(méd p®) entonces ¢-a = 1, debido a la Observacién 2.1.1. Por lo tanto, @ es una

unidad de Z,s. Ahora bien, considérese X € Zps con X # 0, usando la identificacién
anterior se sigue que x € IN. Se tienen dos casos:

e Si (x,p) = 1 entonces sea a = x, de ahi que, X = 6@, lo que demuestra el
resultado.

e Si (x,p) = p entonces plx. Ademds si q es un primo tal que q|x entonces q
< p*—1 pues x < p* — 1. Por el Teorema Fundamental de la Aritmética, existen

d1,q2,- .-, qx € N nimeros primos y ny,ny,...,ng € IN tales que:
X=q;q5% ... qp~
como plx entonces p = qj para algtn j € {1,2,...,k}.

Sea i = méax {n (x,p™) =p™} como (x,p) = p entonces nj > 1y por consi-
guiente este conjunto es no vacio, entonces:

ny ny Nj—1_1 _MNj+1

x = q'q)”...q; p'qj+1 N

ny ny Nj4+1

e .
— (q] dr° -6y gy ...qgk)p1
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ny _np LSRR

dondea—q q,” . q] 1 qH]
apt.

.. qy¥, entonces x = ap'y, por lo tanto, X =

]

Ejemplo 2.1.4. Sean p = 3, s = 2 entonces Z;» = {0,1,2,3,4,5,6,7,8}, si definimos
el conjunto A = {a € Zys : (a,p) = 1}; en este caso tenemos que A = {1,2,4,5,7,8}
luego:
101 =
205
407
808 =

—_— ) —)

(2.1.3)

como se afirma en el Corolario 2.1.3. Asi Z;s = A, donde Z s denota el grupo de
unidades del anillo Zs

Teorema 2.1.5. Los ideales principales

M, (p ) ., (psT1), (0), son todos los ideales de Zys
(p) es el iinico ideal maximal de Z.,s y Z( ;
Demostracion. Sea I un ideal de Z,s y supéngase que I # (0). Como todos los elemen-
tos de I son clases de equivalencia con representantes en {0, 1,...,p* — 1}, entonces
considérese a m = min{n € IN | m € [}. Veamos que I = (m). Sea i € I enton-
ces 1 € Zyps. Por el algoritmo euclidiano de la divisién, existen q,r € Z tales que
i=qgm+rcon0 < 1 < m, entonces T = i — qm, de ahi que, T = i—gm € I, por
consiguiente, T € I'y r < m lo cual contradice la minimalidad de m, asi T = 0, en otras
palabras, i = g™, entonces i € (), en consecuencia, I C (). Es claro que ™ € I, por
lo que (m) C I, entonces I = (M), como queriamos. Dado que m € I C Z,s, por el
Corolario 2.1.3, existe a € Z, tal que:

T = apt para algin i €{0,...,s—1} (2.1.4)

Como (a,p) =1 tenemos que ca = 1 (méd p?) para al algfln c €Z,asi, ca—1 = dp®

con d € Z, entonces cap —pt = dp®p', de ahi 1 que, cap' —p' = dp* pi, por lo 0 que, 0=
Capl —pt = ¢ — pt, de manera que, T = p'. Entonces p' € (m) luego (p') C (m),

y por (2.1.4), (m) C <_1> de ahi que, (m) = (p ). Por consiguiente, queda demostrado

que todo ideal I de Zys es de la forma I = (p') para algin i € {0,1,...s—1}. Ademas,

como pt e (ph) y P € Z,s entonces pt-p =pit! € e (pt), asi, (p1) C (p¥), por lo tanto,
O CP)C...C P2 <P C(T)=2Zp (2.1.5)

de (2.1.5), (p) es el tnico ideal maximal, asi, % es un campo finito.

Recordemos que:
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Seay € Z,s/(p) entonces existe X € Zps tal que y = X + (p), dividiendo a x por p
tenemos que existen r,s € Z tales que x = sp+1con 0 < v < p—1 entonces, y =
SpFHT+(P) =T+Sp+ (p) =T+ (P), es decir, Z,:/(p) ={T+ (P)lr €{0,1...,p—1}}, es
un campo finito con p elementos, por lo tanto, Z,s/(p) ~ F,. ]

Por el Teorema 2.1.5 se sigue que Zps es un anillo local y finito de cadena, con
unico ideal maximal (p).

Lema 2.1.6. Sean b € Z con b > 1y a € Z. Entonces existen dp,dy...,dn_1,t € N
con0<di<b—1paracadaiec {0,1,...,n— 1} tales que:

a=deb’+dib'+- +d_ b +tb"
Por el Lema 2.1.6, dado x € {0, 1,...,p® — 1} tenemos que:
x=cop’4cip +-- -+ cs_ms_] + tp®

conci €{0,1T...,p—T}paracadaie {0,1...,s— 1} entonces

=l
|

cop®+cipl+ - +cs1ps +tps (2.1.6)
= Cop’ TPt +Cpt T+ Ept
= Cop’+Cip+ -+ CsapsTy

puesto que pS = 0 € Zys. Definamos ahora la funcién:

w:Zps — Iy (2.1.7)

dada por p (X) = (c_oFJerL e CS_1pS_1> = cg, para cada X € Zs.

Lema 2.1.7. La funcion w es un homomorfismo de anillos con ker u = (p).

Demostracién. Sean X = 5;3 TphL,y = Zf;& dipte Z,s, entonces
s—1 L s—1 L
X+y= (Cl+dl) v= (C1+d1) Y
i=0 i=0
de ahi que

s—1 s—1 s—1
H(X+7) =u(z (ci+di)pi> =co+do =u<Zcipi) +u<Zdipi> = p(x) +r(m),
i=0

i=0 i=0
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estoes, u (X +7) = p(X) + 1 (y) para toda X,y € Z,s. Por otro lado,

esto es, 1 (Xy) = u(X) 1 (y) para toda X,y € Zps. Por lo tanto, 1 es un homomorfismo.

Sea X € (p), entonces existe ¢ € Zps tal que X = ¢p. Entonces X = 0pd +¢p +

-4+ 0psT, luego u(X) = 0, por lo tanto X € kerp, de ahi que, () C ker n. Ahora
blen sea X € kerp entonces p(x) = 0, luego X = 0+¢1P + .. +mp s=1, Como
cpt € (pb) C (P), por (2.1.5), para cada i € {1,...,s — 1}, esto es, Gip' € (P) para cada
ie{l,2,...,s—1}, asi, X € (p) entonces ker n C ( ), por lo tanto, ker u = (p). O

Podemos extender el homomorfismo definido en (2.1.7) como la funcién:

— 1 Zpsx] — Fplx] (2.1.8)

dada por —(f(x)) = > *,u(ci)x! para cada f(x) € Zyps[x] y denotamos por f(x) la
imagen de f(x) bajo “ — ". Como una consecuencia directa del lema anterior tenemos:

Corolario 2.1.8. La funciéon — es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. Recordemos que si ¢y € Zps, por (2.1.6) tenemos que:

ci = dio+dygp +...+dis_1p*" con dy € {0,1,...,p—1}
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Sean f(x),g(x) € Zps[x] entonces f(x) = Y " jcixt y g(x) = Y My dixt, con ¢y, d;
€ Zys para cada i. Sin pérdida de generalidad, supongase que m > n entonces f(x) +
g(x) = > 1%y (ci +di) x' con ¢; = 0 para cada n < i < m. Entonces

f+g(x) e+ di)x

o

,_.
I
o

(cio + dio) x*

o

I
o

m

CioXi + Z di()xi
i=0
m

CiL()Xi + Z dioxi

i=0
m

plc)x'+ Z w(dy)x'
-0

o

,_.
I
o

Il
.I\/]:’

I
o

I
M=

o
o

(x) +g(x).

I
)|

Sabemos que f(x)g(x) = Zt:o exx® donde ey = cody + cidy_1 + ...+ cxdo y
0 <1< m+n, entonces

uiex) = w(codx+crdr—1+...+crdo)
= u(co)p(di) +uler)plde—1) + ...+ pnlex)pldo).

Por otro lado, tenemos que:

f(x)g(x) = (Z u(ci)xi> (Z u(di)xi>
i=0 i=0

= (plco) +uler)x+ ...+ plen)x™) (rldo) + pl(di)x + ...+ pu(dm)x™),
pero esto lo podemos expresar como:
1
Z b(w)x® con p(uy) = (rlco)u(di) + ...+ pnlex)pldo)) = nlex),
k=0

de esto se sigue que fg(x) = ZL:O w(ey)x® = Zi:o w(w)x® = F(x)g(x), por lo
tanto “—” es un homomorfismo. O

Definicién 2.1.9. Seap € Z,s C Z,s[x], el ideal generado por p € Zs[x] se denota
por < p > y se define como:

<P >:={f(x)p: f(x) € Zps[x]}.

Lema 2.1.10. Ker — =< P >.
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Demostracién. Sea h(x) = Y i, cixt. Si h(x) € ker — entonces h(x) = 0 € Fp.
Pero h(x) = Yo w(ci)xt, es decir p(ci) = 0 con i € {0,1,...,n}, entonces
ci € kerp = (p), por el Lema 2.1.8. Asi, existen Mo, M7, ..., M € Zys tales que
ci = my p, de ahi que:

n n

n
hix) =) cixt=) (Mip)x' = (Z WW) P=9(x)p
i=0 i=0 i=0

con g(x) = Y I' ;mix!, luego h(x) €< P >, por consiguiente, ker — C< P >>.
Ahora bien, si h(x) €< P > entonces existe g(x) € Zps[x] tal que h(x) = g(x)p,
sea g(x) = Y ', a;x' entonces

n n
h(x) = Z aipxt = Z cixt
i=0 i=0

con ci = a;p € (p) luego, aplicando “—" obtenemos:

n n
h(x) = Z niciy)xt = Z 0x' =0
i=0 i=0
luego, h(x) € ker —, de ahi que, < p >C ker —, por lo tanto, ker — =< p >. [

Algunas veces denotaremos a f(x) en Zys[x] o IF, [x] simplemente por f.

Teorema 2.1.11. El ideal < P >> es un ideal primo de Z s [x], todo ideal primo de Zs [x]
contiene a < P >, mds ain, si un ideal primo contiene a < p > propiamente, entonces
dicho ideal es maximal.

Demostracion. Sean f(x),h(x) € Zps[x] tales que f(x) = > i, a;xt y h(x) =
> bix! con a, # 0 # b, de ahi que, los grados de f(x) y g(x) son n y m
respectivamente, lo cual denotamos por grad(f(x)) = ny grad(h(x)) = m, enton-
ces se tiene que f(x)h(x) = Zizo cx* donde ¢y = Z];:o asby_sysif(x)h(x) #0
entonces grad(f(x)h(x)) = lcon 0 < 1 < m + n. Supdngase, sin pérdida de gene-
ralidad, que m > n y ademads, supéngase que f(x)h(x) €< P > entonces

f(x)h(x) =0 (2.1.9)
dado que ker — =< p >, pero f(x)h(x) = Z}(:O i(cy)x® entonces p(cy) = 0
para cada k € {0,1,...,1}. Como u(cy) = ulag)u(by) +...+ pulax)u(by) € Fy
para cada k € {0,1,...,1} tenemos que para k = 0, 0 = p(co) = plag)u(by),

pero F,, es un dominio entero, asi pu(ap) = 0 o u(by) = 0. Supéngase que u(ap) #
0, entonces w(by) = 0. Ahora bien, cuando k = 1, 0 = u(cy) = pn(aj)u(by) +
w(aog)p(by) = n(ap)pn(by) puesto que n(by) = 0y como pn(ap) # 0 tenemos que
n(by) = 0, procediendo de esta manera, establecemos que p(by) = 0 para cada
k € {0,1,...,m} de ahi que h(x) =0, por consiguiente, h(x) €< p >>. Por otro
lado, supéngase que p(by) # 0 entonces pu(ap) = 0 y de manera andloga se tiene
que f(x) = 0, en consecuencia, f(x) €< P >, de ahi que, si f(x)h(x) e< P >
entonces f(x) €< p > o bien h(x) €< p >. Por lo tanto, < p > es un ideal
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primo de Zps[x]. Sea P un ideal primo de Z,s. Como p - ps~! = p* = 0 € P,

entonces p € P o p5~! € PP, ya que P es un ideal primo. Si p € P entonces <
P >C PP, ahora bien, si ps~! € P, entonces ps—2-p = ps~! € P, de ahi que,
P € Pops? e P, una vez més, si p € IP concluimos que < p >C P, o bien,

si ps=2 € P se procede como antes, y continuando de esta manera se concluye que
p € P, por lo tanto, < p >C IP. Ahora demostraremos que si IP es un ideal primo y
< p >C P entonces IP es maximal Veamos primero que — es un epimorfismo. Sean

g(x) = Y toaixt € Fylx]l y f(x) = Y1 bixt € Z,s[x], se establecio en (2.1.6)
que para cada i € {0,1,...,n}, b =cCijp+Ccyyp + cup?+...+ ci(s,”ps_] donde
cij € IFp paracada i € {O,...,n},j € {1,2,...,s—1}. Sean los b;’s de tal forma
que cip = aj paracada i € {0,1...,n} entonces
n n n
=) n(bi)x' =) ciox' =) aix'=g(x)
i=0 i=0 i=0

asi, — es sobre y por tanto epimorfismo. Si denotamos por P a la imagen de IP bajo —
y a —'(IP) como la imagen inversa de P bajo — entonces — ' (IP) = P y por (iii)
del Teorema 1.7.10, la funcién:

v P
Zys F
es un isomorfismo de anillos, por lo tanto, p]P[X] ~ %[X] .
Como PP es un ideal primo entonces IP # Zs [x]. Si P = F, [x], por lo anterior, se
tiene que: ——1 (P) = —-1 (Fplx]) = Zps[x], la dltima igualdad debido a que — es

sobreyectiva, de ahi que, P = Zs [x], lo cual es una contradiccién, por consiguiente,
P # Fy[x]. Sean fo(x), go(x) € Fp[x] tales que fo(x)go(x) € P entonces existen
f(x), g(x) € Zps[x] con f(x) = fo(x) y g(x) = go(x), luego f(x)g(x) € P, de ahi
que, f(x)g(x) € P, pero IP es un ideal primo por lo que f(x) € P o g(x) € P. Si
f( ) € P entonces fo(x) = f(x) € P o bien, si g(x) € IP entonces go(x) = g(x) €

P, por consiguiente, P es un ideal primo de Fy,[x]. Sin embargo, P # (0), debido a
que, < p >C lP,yaque ex1steh( ) € Zps(x ]talqueh( x) € Pperoh(x) ¢<p >,

entonces h(x) € Py h(x) # 0, por lo tanto P # (0), por el Corolario 1.6.15, IP es

le [x] Zypsx]  Fylx]
€s un campo y como ~ D se concluye que

un ideal maximal, asi, T

P es un ideal maximal. ]

A continuacién estudiaremos otro tipo de ideales, estos son los ideales primarios de
Zys [x], para este prop6sito se enuncia el siguiente:

Teorema 2.1.12. Sea Q un ideal de Z,s[x].
(i) Si Q es un ideal primario de Zps [x] entonces \/Q es un ideal primo.
(il) < P>CVQ

(iii) Si/Q es un ideal primoy < P >C /Q entonces Q es un ideal primario.
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Demostracion. Sea Q un ideal de Zps[x]. (1) Como Zps[x] es un anillo conmutativo
con unidad, éste resultado se sigue del Lema 1.5.18.

(ii) Como ps = 0y Q es un ideal, entonces p* € Q, pero (p)° = ps € Q, es
decir, existe s € IN tal que ((P)® € Q), por lo tanto, p € +/Q y, en consecuencia,
<P >C Q.

(iii) Supdngase que /Q es un ideal primo y ademés que < p >C /Q. Por el
Teorema 2.1.11, v/ Q es maximal y como /Q # Zys[x], se 51gue del Lema 1.5.18 que
Q # Zps[x]. Sean f(x), g(x) € Zys[x] tales que f( ) ) € Q Suponga ahora que
para todo m € N se cumple que ((g( ™ ¢ Q) entonces g(x \/— Considére-
se el conjunto (g(x)) +v/Q = {t(x)g(x) + q(x)[t(x) € Zps[x o ] )€ VQ) el
cual es un ideal de Z s [x] pues es la suma de dos ideales de éste anillo.

Sea q(x) € v/Q, es claro que q(x) = t(x)g(x)+ q(x) con t(x) = 0 entonces
q(x) € ( x)) +V/Q, asi, vVQ C (g(x)) + v/Q, también tenemos que si t(x) €
Zys[x] con t(x) # 0y t(x) ¢ v/Q entonces t(x)g(x) + q(x) ¢ V/Q, pues de lo
contrario, t(x)g(x) + q(x) — q(x) = t(x)g(x) € vQ y v/Q es un ideal primo pero
ni t(x) ni g(x) pertenecen a \/— Asi, (g(x)) +v/Q # +/Q y como /Q es maximal,
entonces (g(x)) + \/— Zps[x]. Por lo anterior, 1 € (g(x)) + 1/Q, entonces existen
t(x) € Zyps []yq E\/Qtalesque1—t( x)g(x) 4+ q(x) y como q(x) € v/Q
entonces existe n € N tal que (q(x))™ € Q entonces

1 = (t(x)g(x)+q(x))"

_ (“) g (x)) (g(x))F
1=0

—

=

estoes, 1 = T(x)g(x)+ (q(x))", multiplicando por f(x) obtenemos que f(x) =

T(x)f(x)g(x)+ f(x) (q(x))", luego, como f(x)g(x) € Q, (q(x))" € Qy Q es un
ideal, se sigue que f(x) € Q, por lo tanto, Q es un ideal primario. O

Definicién 2.1.13. Sea f(x) € Zps. Diremos que h(x) es un polinomio primario si y
s6lo si (f(x)) es un ideal primario de Zps

Lema 2.1.14. Sea f(x) un polinomio de Z,s[x], supéngase que f(x) = (g(x))™ donde
g(x) es un polinomio irreducible en Fy[x] y m € IN. Entonces f(x) es un polinomio
primario.

Demostracion. Como (f(x)) es un ideal de Zs [x], por ii) del Teorema 2.1.12, se tie-
ne que < p >C 4/ (f(x)). Dado que (f(x))' € (f(x)) entonces f(x) € /(f(x))
y f(x) # 0, entonces < p >C +/(f(x)). Veamos que +/(f(x)) es un ideal pri-
mo. Si 1 € (f(x)) entonces existe h(x) € Zps[x] de tal manera que 1 = h(x)f(x)
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entonces T = h(x)f(x) = h(x) (g(x))™ = g(x) <ﬁ(x) (g(x))m_1) pero esto im-

) es una unidad, lo cual es una contradiccién ya que g(x) es irreduci-

ble, entonces 1 ¢ (f(x)), se sigue que, (f(x)) # Zps[x] y asi \/(f(x)) # Zps[x]

Sean ahora a(x),b(x) € Zys[x] y suponga que a(x)b(x) € \/(f(x)>, entonces

existe n € IN tal que (a(x)b(x))™ € (f(x)), es decir, existe q(x) € Zps tal que

(a(x)b(x))" = (a(x))" (b(x)) q(x)f(x). Aplicando el epimorfismo (2.1.8) te-
f(x

nemos que (a(x))™ (b(x))™ = q( _)
a(x)"b(x)" =q(x)f(x) =q(x) (g(x))™

plica que g(x un

), es decir,

de la dltima igualdad se tiene que g(x) divide al producto a(x)™b(x)™ y, como
g(x) es irreducible entonces divide a @(x) o bien a b(x). Supéngase que g(x)[a(x)
entonces (g(x))™ = f(x) divide a (a(x))™, es decir, existe T(x) € Fp[x] tal que
(@(x))™ = ¢(x)f(x), entonces (a(x))™ — c(x)f(x) = 0 y como (2.1.8) es epimor-

fismo tenemos que (a(x))™ —c(x)f(x) = 0, de ahi que, (a(x))™ — c(x)f(x) €
Ker— =< P >. Entonces existe d(x) € Zps[x] tal que (a(x))™ —c(x)f(x) =
d(x)P, por lo tanto, (a(x))™ = c(x)f(x) + d(x)p. Como p* > 2, elevando la igual-
dad anterior a p® obtenemos que ((a(x))m)ps = (c(x)f(x) + d(x)ﬁ)ps y, aplicando
el Teorema del Binomio tenemos:

p s o o
(a(x))™" = Z ) ()P (d(x)p)}

[ee

es decir, (a(x))™" = k(x)f(x)+ (d(x))? (ﬁ)ps pero s < p® entonces existe t € IN
tal que p® = s + t, luego (a(x))m]DS = k(x)f(x) + PSp' = k(x)f(x) puesto que
P =0, de ahi que a(x) € y/f(x). Andlogamente si g(x) divide a b(x) se concluye
que b(x) € /( Por lo tanto (f(x)) es un ideal primo. Luego, por (iii) del
Teorema 2.1.12, ( f(x)> es un ideal primario y, por la Definicién 2.1.13, f(x) es un
polinomio primario. O
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EL LEMA DE HENSEL

En esta seccién analizaremos un resultado de suma importancia, ademas de intro-
ducir una demostraciéon muy explicitica, para este proposito, recordaremos la Defini-
cién 1.6.19, pero aplicada al anillo de los polinomios Z s [x].

Definicién 2.2.1. Sean f1, f; € Z,s[x]. Diremos que f1 y f; son coprimos en Z s [x]
si existen A1, A, € Zps[x] tales que

AMfr+Afy=1.
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Cabe mencionar que en la Definicién 2.2.1, Z,s[x] puede ser reemplazado por
cualquier dominio de ideales principales, por ejemplo, IF,[x].

Lema 2.2.2. Sean f1, ) € Zys([x]. Entonces 1y f; son coprimos en Z.s [x] si y sélo si f1,
4 son coprimos en Fp[x].

Demostracion. Sean f1 y f; polinomios coprimos en Z,s[x], entonces por la Defini-
cion 2.2.1 existen Aj,A; € Zp s[x] tales que AT+ 7\2f2 = 1 vy, aplicando (2.1.8)
tenemos que A1 fy + Af) = 1, es decir, A1 f1 + A2 f; = 1, una vez mads, por la Defini-
cién 2.2.1, se concluye que fy y f; son coprimos en F, [x]. Reciprocamente, sean f1y
f; coprimos en IF [x], luego por la Definicién 2.2.1, existen u1, n1 € Fylx] tales que
wify + pofy = pero (2.1.8) es un epimorﬁsmo entonces existen A1, Ay € Zps[x]
con 1y = Aq y Ky = = A, tales que AT+ Afy = 1, es decir, Af1 + Aafy = 1,
luego A1fy +Axfy — 1 = 0, de la dltima igualdad, se sigue que, A1f1 +Ayfy — 1 €
Ker — =< p >, entonces existe k € Zys[x] tal que A1f; +Axf; —1 = kp, de
ahi que, A1f; + A2f; = 1 + kp. Definimos ¢ = f;& (—kp'), luego tenemos que,
o (A f1+Axf2) =0 (14 kp), es decir,

(oA1) f1 + (0A2) f2 = 0 + okp
s—1
i=0
= 0+ ((_kﬁ)o + (—kﬁﬂ 4+ -4 (—kﬁ)s_]> kﬁ
=0+ kp— KPP (1) TR 4 (1) P
Tk K2PE A (= 1) ks ]
+KP— KPP 44 (=) R 4 (<1 kP
=1

yaque p*® = 0,deahi que, (cA7) f1 4+ (0A;) f2 = 1, porlo tanto, f1 y f2 son coprimos
en Zps[x]. O

Lema 2.2.3. Sea f € Zys[x] un polinomio monico, supéngase que f = g192 € Fplx],
donde g1, g2 € IFy[x] son polinomios ménicos coprimos. Entonces existen f1,f, € Zys[x]
polinomios mdnicos coprimos tales que

1. f = f1f € Zys[x],
2. fy=giparaic{1,2}.

Demostracion. Sea f € Zp s [x] un polinomio ménico, tal que f = g1g,, donde (g1, g2) =
1 en IF, [x], entonces f—g7g; = 0. Como (2.1.8) es un ep1morf1smo, existen hy, h, €
Zys [x] tales que hi = g7 yhz = gj,asif —hjh, = f—hjhy, =0; por el Lema 2.1.10
tenemos que f —hihy €K P >, es decir existe k € Zys tal que f — hyjh, = kp. Por
consiguiente, f = hjh; + kp. Como g7 y g son Coprimos en F,[x], se sigue del
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Lema 2.2.2 que h; y h; son coprimos en Z,s[x] luego, por la Definicién 2.2.1, existen

A1Ay € Zys[x] tales que Ajhy 4 A2hy = 1. Denotando por v a kp tenemos:
f=hihy +v. (2.2.1)

Definimos en Z,s[x] los polinomios siguientes:

hit = hi+ Ay
hy; = hy+Av

Como v €< P > entonces v = 0; aplicando (2.1.8) a cada polinomio, tenemos que
hi1 = h1 = g7 y ha1 = h, = g7 ademas, al multiplicar estos polinomios obtenemos:

hithy = h1hz—|—?\1h1\)—|—7\2h2\)+)\17\2\/2
hihs + (Athy +A2hy) v+ 7\17\2\12
= hihy+v+AAv,

puesto que Ath1 + A2hy = 1y, usando (2.2.1) en la dltima igualdad se obtiene que
hithyp = f + A1Av2, de ahi que, f —hithy = —Aq A,vZ, de manera que:

f=hyhy;  (méd v?).! (2.2.2)

Como (g1,92) = 1, hy1 = gy y hy1 = g, se sigue del Lema 2.2.2 que hy; y hy; son
coprimos, es decir existen A1y, A7 tales que Aj1hy +Ax1hy; = 1. Por (2.2.2) tenemos
que f = hythyy + kg V2 para algiin k; € Zys[x], entonces repitiendo el proceso t veces
definiendo en cada paso a los polinomios:

hie = Ryt + A k2D
Moy = o1 + Atk 2D

donde hit = g1, hat = g2, Methie 1 + Az ahae g = 1y £ = hyqhge g + ke v,
Es facil ver que para t = s al multiplicar los polinomios definidos arriba se tiene:

f = hishys (méd vzs).

Observe que v = (k}_))zs = k»p*p® = 0, es decir, f = hyshy (méd p*), en otras
palabras, f —hjshys = 0 y, por lo tanto, f = hyshys. Finalmente, renombrando f; = hy,
y f2 = hys tenemos que: f = fify, fj = g1, f2 = g2 y (f1,f2) = 1, con lo cual queda
demostrado el lema. O

A continuacién mostraremos un resultado que nos sera muy Ttil en la generaliza-
cién del Lema 2.2.3.

Lema 2.2.4. Sea R un anillo euclidiano y sean p1,p2,...,pr € R coprimos por pares. Enton-
T—1

ces, si T > 3 se tiene que <H1=1 pi,pr> =1

1 Usamos la notacién de congruencia modular ya que Vv2[f —hyiho.



Demostracion. Haremos induccién sobre . Supongamos que r = 3. Sean p1,p2,p3 € R
tales que (pi,p;) = 1 para i # j con i,j € {1,2,3} entonces, por la Definiciéon 2.2.1,
tenemos que existen aj, ay,by,by € R tales que a1p1 +ayp3 =1y bypa +bops = 1.
Multipicando estas igualdades tenemos:

T = (a1p1+ azp3)(b1pz + baps)
= a1bipip2 + arbapips + azbipaps + azbyp3
= (ar1by) p1p2 + (a1bap1 + azbipz + azbaps) p3
= Mpip2+A2p3

donde A\ = a1b1,A; = a1bypr + apbipa + axbaps € R, por lo tanto, (p1p2,p3) = 1.
Supoéngase que este resultado se cumple para r, veamos que es vélido para r + 1.
Sean p1,P2,...,Pr, Pr+1 € R tales que (pi,pj) = 1 parai # jconi,j €{1,2,...,7+1},
en particular tenemos que (pr,pr+1) = 1y, por la hipétesis inductiva, tenemos que

(HI;] pi»pr—H) = 1 asi, por la Definicién 2.2.1 se tiene que existen cy,cz,d,dy € R
tales que:

cipr +copryr = 1,
dipip2- pra t dapra = 1,

multiplicando las igualdades obtenemos:

r—1 r—1
T = cad Hpipr + c1d2prpre1 +C2d4 Hpipr—i—] + Czd2P$+1
i=1 i=1

T r—1
= (c1d) [ [pi+ <C1 dypr+cadi [ [ pi+ CzdzPr+1> Prl
i=1

i=1

T
= w [ ]pi+m2pen

i=1

donde 1y = c1dy, iy = c1dapy + c2ds [T pi + c2dapryt € R, de ahi que, w [T1_; pi +
Hopri1 = 1, por lo tanto, ([Ti_; pi, Pr+1) = 1, lo que queriamos demostrar. ]

Ahora demostraremos uno de los resultados mas importantes de este trabajo, el
famoso Lema de Hensel.

Lema 2.2.5 (Lema de Hensel.). Sea f un polinomio monico en Zys([x] y supdngase que

f = 9192---9r € Fplx] donde g1,93,...,gr son polinomios ménicos y coprimos por pares
sobre IF,,. Entonces existen polinomios monicos y coprimos por pares f1,fz,. .., f; sobre Zys
tales que:

i) fy=giparacadaic{1,2,...,1}

Demostracion. Haremos induccién sobre el nimero de factores, r. Para el caso r = 2,
ver la demostraciéon del Lema 2.2.3. Ahora, supéngase que el resultado es vélido
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para T — 1 factores y veamos que es valido para r factores. Sea f € Z,s[x] un po-
linomio ménico tal que f = g1g;---gr, donde gi,9ga,...,gr son polinomios méni-
cos y coprimos por pares sobre [F,. Denotemos por h = g1g>---g,—1, es claro que,
h e Fy[X] y f = hg,. Por el Lema 2.2.4, tenemos que (h,gr) = 1 ademas, por el Le-
ma 2.2.3, tenemos que existen hf, € Z.,s[x] polinomios ménicos coprimos tales que
f = hf,, donde h = h y fr = gr. Pero h="h-= HI;} gi, por la hipétesis inducti-
va existen f1,fy...,f,_1 € Zps[x] polinomios ménicos coprimos por pares tales que
ﬂ:f1f2~~-fr,1 yfi=giconic (1,2,...,7—1),deahique, f = fif; - f,_if; € Zps[x]
y fi = gi para cada i € {1,2,...,7}, con lo cual queda demostrado el Lema de Hen-
sel. O

Concluimos esta seccion mencionando que el lector interesado puede consultar el
libro de McDonald ([11]) para revisar el Lema de Hensel en su versién general sobre
anillos conmutativos finitos locales y los articulos [2] y [12] para ver un par de aplica-
ciones del Lema de Hensel sobre la clase de anillos conmutativos finitos de cadena.

POLINOMIOS BASICOS IRREDUCIBLES Y EL LEVANTAMIEN-
TO DE HENSEL

A continuacién, se demostrard un teorema de factorizacién “tinica” para polinomios
con coeficientes en el anillo Zs.

Teorema 2.3.1. Sea f un polinomio ménico en Zys[x| con grad(f) > 1. Entonces:

1. f puede ser factorizado de la manera siguiente:

f=f1fy--
donde 1,3, ..., fr son polinomios ménicos, primarios y coprimos por pares en Zyps[x],
mds aiin, para cada i € {1,2,...,7}, fi es una potencia de algiin polinomio ménico

irreducible en IFp [x].
2. Esta factorizacion es vinica salvo el orden.

Demostracion. Sea f € Z,s[x] entonces fe IF, [x], como IF, [x] es un dominio de factoriza-
cién iinica existen g1, g2, ..., gr € [Fp[x] polinomios ménicos irreducibles coprimos por
parejas tales que

f=g7'0y g7, (23.1)
para algunos ej,ez,...,er € IN, por el Lema 2.2.4 tenemos que si i # j entonces

(giei, g).ej> = 1 para i,j € {1,2,...,r}, ademads, debido al Lema de Hensel, tenemos
que existen polinomios ménicos, coprimos por pares f1,f,...,f; € Zys[x] tales que
f="fify---fry f; = gfi para cada i € {1,2,...71}, y por el Lema 2.1.14 se sigue que
para cada i, f; es un polinomio primario en Zps[x], con lo cual queda demostrada la
primera afirmacién. Ahora bien, supdngase que:
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fify -1 :h]hz---ht (2.3.2)

son dos factorizaciones de f como producto de polinomios primarios, ménicos co-
primos por pares en Z,s[x]. Se sigue de (2.3.2) que fif;---f, € (h;) para cada i €
{1,2,...,t} y como (hj) es un ideal primario, existen k; € Z con 1 < k; < vy
n; € N tales que fni € (h;). Veamos que k; es tnico para cada i € {1,2,...,t}. Sean

ki # ki y n{ € N tales que f

k},fm € (hy), es claro que (fk{’ fki> = 1 entonces existen

’ Tli+ni/*]
a,b € Zps[x] tales que afy, +bfy, =1, como it = (afki + bfk_/>

que:

tenemos

ni+n!—1

1= Z T'LI—FTI{—] ]f) bn‘+n ' ]fn1+n —1-j
=0 ) :

al desarrollar la suma siempre tendremos presentes a los factores fk y f  los cuales

son elementos del ideal (h;), entonces 1 € (h;) lo cual es una contrad1cc1on pues h;
es primario, por lo tanto k; = k. De manera similar, para cada j € {1,2...,r} existe
un dnico | con 1 € {1,2,...,t} tal que h{?j € (f;), asi, para cada k; € {1,2,...,1}
tenemos que h{?j = cfj. Si j = ki entonces h{:ri = cfy, asf h{tim = c“ifE: e (hy),
es decir, hmkinl € (h;) luego existe un A € Zps[x] tal que hmkinl = ?\hi, aplicando el
ep1morflsmo (2.1.8) tenemos que h g = Ah;, en otras palabras h ¢ € (h). Asi
tenemos que ly, = i para cada i € {1 2,...7} pues de lo contrario dado ly, existirfan

jo, ip distintos tales que jo = li, = ip pero (hJO, hy ) = hj, # 1 en contradiccién con el

Lema 2.2.2. Usando lo anterior, definimos las siguiente funciones:

1,2, — {1,2,...,7}

i — ki
{1,2,...,1} — {1,2,...,t}

las cuales son inyectivas, de ahi que r < t y también t < r asi, r = t y re-enumerando
ki = i para cada i € {1,2,...,7} tenemos que l; = k; = i entonces f;* € (h;) y h{* €
(fi). Sij # 1 tenemos que (f,f;) = 1 entonces (f1,fj) = 1, luego fofs- - fry fp
son coprimos y por el Lema 2.2.4 (fof3---fy, f]7) = 1. Como f]' € (h;) existe algtin
¢ € Zyps[x] tal que f]' = chy. Veamos que el producto f,f3-- ~fr y hy son coprimos.
Dado que (f2,f3- - fr, f]') = 1 existen &, B € Zps[x] tales que 1 = afyf3 -+ fr 4+ pf]" =
ofyfs---f.+ B(chy), sea y = cfp entonces

ofrfy---fr +yhy =1, (2.3.3)

de ahi que, (f,f3---fr,hy) = 1. Multiplicando (2.3.3) por f; se obtiene que off; - - - fr +
vhif; = f1, es decir, «hh; - - - hy +vyhf; = f;, usando (2.3.2), entonces f; = hy (ahyhs

--hy +vf1), por lo anterior, se tiene que h; divide a f;. Procediendo de manera
similar con h?”, se establece que f; divide a hy y como (fi,h;) = 1 se sigue que
f1 = hy, andlogamente se concluye que f; = h; para toda i€ {1,2,...,r} H
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Definicién 2.3.2. Sea f(x) un polinomio moénico de grado m > 1 en Zs[x]. Si f(x) €
IF,[x] es irreducible (o primitivo), diremos que f(x) es un polinomio ménico bésico
irreducible(o moénico bésico primitivo) en Z,s [x].

Los siguientes lemas, serdn de suma importancia en la demostracién de los resulta-
dos mas relevantes de esta seccion.

Lema 2.3.3. Si [Fq es un campo finito con q elementos, entonces todo polinomio irreducible
h(x) € Fqlx] de grado m divide a xd™ —x.

Demostracién. Como h(x) es irreducible con grad (h) = m, entonces el conjunto:

_ Fqld
(h(x))
es un campo finito con q™ elementos y por iv) del Teorema 1.8.6 se tiene que, [x] € F

implica que [x]9" = [x], entonces [0] = [x]9" —[x] = [x9" —x], es decir, x4" —x €
(h(x)), por lo tanto, h(x)xd™ —x. ]

={[f(x)] = f(x) + (h(x))If(x) € Fpx]}

Lema 2.3.4. Sea f un polinomio no nulo de grado positivo sobre un campo finito F. Si (f, ') =
1 entonces f no tiene factores miiltiples.

Demostracién. Si f tuviera un factor multiple, digamos g con grad(g) > 1, es decir,
f = g’h para algtn h € F[x]. Entonces f' = 2gg’h + h'g? factorizando a g tenemos
que f" = g(2g’h +h'g), de manera que, g divide a f y f'. Sea d = (f, f’) entonces gld,
de ahi que, d # 1. O

Lema 2.3.5. Sean [F un campo con caracteristica p, i.e., Car(F) = pyn € N. Sipfn
entonces el polinomio x™ —1 € IF, [x] no tiene raices miiltiples.

Demostracion. Sea r una raiz mdaltiple de h(x) = x™ — 1 en F,[x]. Es claro que r # 0 y,

por el Teorema 1.8.13, también es raiz de h/(x) = nx™!. Entonces nt™ ! = 0, esto es,
(nr)r2 = 0 pero F, es un dominio entero y v # 0, de ahi que, nr = 0, por lo tanto,
pn. O

Teorema 2.3.6. Para cualquier entero m > 1 existe un polinomio moénico bdsico irreducible
de grado m sobre Zys el cual divide a xP" N —1en Zpsx].

Demostracion. Sea IF, un campo finito con p elementos. Por el Corolario 1.8.31 pa-
ra m > 1 existe fo(x) un polinomio irreducible de grado m sobre IF,. Si fy(x) =
A X™ 4 a1 X™ T 4 - - + a;x 4 ag entonces f1(x) = a;l] fo(x) es un polinomio ménico
irreducible de grado m en IF,[x]. Por el Lema 2.3.3, f1(x) divide a xP™ —x en IFp [x].
Como f1(x) es irreducible y xP" —x = x (x?" ! — 1) entonces f1(x)[x 6 f1(x)xP" 1 —1.
Supongamos que m = 1y sea f(x) = x —1 € Zps[x] tal que f(x) = f1(x) entonces
f1(x)] (xpm’1 — 1) en IF,[x] ya que f(x) = f1(x) =x—1, asi que f(x) =x—1 en Fp[x] es
un polinomio moénico e irreducible tal que f(x)| (xpm’1 — 1) en Zps[x], como deseaba-
mos. Por otro lado, si m > 1 entonces f(x) no puede dividir a x entonces f;(x) divide
axP"T—1en F,[x]. Asi, existe g1(x) € Fp[x] tal que xP" 1 —1 = f1(x)g;(x), observe
que la derivada de xP" ~! — 1 es el polinomio p™xP" ~2 —xP" =2 y como Car (F) = p en-
tonces p™xP" 2 —xP" 2 = —xP" 2, Ahora bien, si consideramos los polinomios A; =



2.3 POLINOMIOS BASICOS IRREDUCIBLES Y EL LEVANTAMIENTO DE HENSEL | 53

—1y Ay = —x se sigue que Ay (xP" T —1) + 23 (—xP" ) = P T 414 xPTT =11,
asi, por la Definicién 2.2.1 y el Lema 2.3.4, X" ~! — 1 no tiene factores mdltiples. Su-
pongamos que (fi(x),g1(x)) = d(x) y grad(d) > 1 entonces f1(x) = ky(x)d(x) y
g1(x) = ka(x)d(x) para algunos ki(x),kz(x) € IFFp[x], entonces como P -1 =
f1(x)g1(x) = ki(x)ka(x) (d(x))z, tenemos que, xP" 1 — 1 tiene a d(x) como factor
multiple, lo cual es una contradiccién, por consiguiente, (fi(x),gi(x)) = d(x) con
grad(d) = 1 pero fi(x) es moénico, de ahi que, (f1(x), gi(x)) = 1, entonces por el Le-
ma de Hensel existen polinomios ménicos y coprimos f2(x) y gz(x) en Z,s[x] tales
que P — 1 = f5(x)g2(x) en Z.ys[x] con fo(x) = f1(x) y 92(x) = g1(x). Si escoge-
mos f(x) = f,(x) se satisface que f(x) = f1(x) un polinomio moénico e irreducible en
F[x] y por la Definicién 2.3.2 f(x) es un polinomio ménico bdsico irreducible con
grad(f) = grad(f;) = m y que divide a xP" 1 —1 en Zyps como queriamos demos-
trar. L]

Definicién 2.3.7. Sea g(x) un polinomio ménico sobre IF,. Un polinomio ménico f(x)
en Zps[x] con f(x) = g(x) es llamado un Levantamiento de Hensel para g(x) si y s6lo
si existe n € IN tal que si p 1 n entonces f(x)| (x™ — 1) en Zps[x].

En el Teorema 2.3.6, tenemos que f(x) = f1(x) y si plp™ — 1 entonces existird un
k € N tal que p™ — 1 = kp entonces p™ —kp = 1, en otras palabras, (p,p™) =1 lo
cual es absurdo, asi existe n =p™ —1 € N tal que p f ny f(x)[ (x™ — 1) en Zps[x]. por
lo tanto, f(x) es el levantamiento de Hensel de f;(x).

Sin embargo, no todo polinomio moénico bésico irreducible es un levantamiento
de Hensel. Por ejemplo, para el polinomio x +2 € Zy[x] se tiene x+2 =x € Fx.
Veamos que x + 2 no es un levantamiento de Hensel para x. Sea n € IN, si 2 { n
entonces existe k € N tal que n = 2k + 1, como x**1 — 1 = (x2* — 2x?* 1) (x +2) — 1
tenemos que el residuo de la divisién de x***1 —1 por x +2 es —1, esto es, x***1 —1 =
—1 (méd x + 2), por lo tanto, x + 2 { x™ — 1, lo cual contradice la Definicién 2.3.7.

Teorema 2.3.8. Sea s € IN. Un polinomio monico g(x) € FFp [x] tiene un levantamiento de
Hensel f(x) € Zys si y solo si g(x) no tiene raices miiltiples y x 1 g(x) en IFp[x].

Demostracién. Supéngase que f(x) es un levantamiento de Hensel para g(x) sobre
Z.ps, entonces f(x) = g(x) y existe n € N tal que p { ny f(x)|x™ — 1, asi, tenemos que,
x" —1 = f(x)h(x) para algtin h(x) € IF,[x] entonces

X" —1=x"—T1=f(x)h(x) = g(x)h(x). (2.3.4)

Como p t n, x™ — 1 no tiene raices multiples en IF,[x], por el Lema 2.3.5, y de (2.3.4)
se sigue que g(x) no tiene raices multiples pues de tenerlas entonces serian también
raices de x™ — 1, lo cual no puede ocurrir. Més atn, si x|g(x) tenemos que x|x™ —1,
por (2.3.4), es decir, 0 es raiz de x™ — 1 lo cual tampoco puede ocurrir. Por lo tanto,
x 1 g(x). Reciprocamente, supongamos que g(x) no tiene raices multiples y que x { g(x)
en [Fy[x], entonces g(0) # 0. Por el Lema A.2.6 existe n € N tal que g(x)[x™ —1
con n < p9dl9)—1 Tenemos que (n,p) = 1 o bien pn, entonces existen m € N y
e € NU{0} con (m,p) =1 tales que n = mp®. Por el Teorema A.1.1, para a,b € [F,

(a+b)P =aP +bP°
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e

Por lo anterior, (x™)P° = (x™—1)+1)P" = (x™ —1)P" +1,1e., (x™)P° = (x™—1)P° +1,
de ahi que, (x™ — PS = (x™)P° =1 =x"°*—1 =x"—1. Como g(x)| (x™—1) entonces
gx)h(x) = (x™—1 )pe para algian h(x) € Fy[x] y grad (g) + grad (h) =n = mp® > 1.
Si grad(g) = 1 entonces g(x) = x — 1, ya que g(x) es ménico y 1 es raiz comun de
g(x) y x™—1, ademds x — 1|x™ — 1, por consiguiente, g(x)|x™ — 1. Por otro lado, como
gx)h(x) = (x™—=1) (x™— 1)]De71 y g(x) no tiene raices multiples, si grad(g) =1 >
1 entonces g(x)[x™ — 1, ya que de lo contrario, tendria a 1 como raiz maltiple. En
ambos casos tenemos que existe m € IN tal que p { ny g(x)[x™ —1 en [F,[x], es decir,
existe go(x) € IFp[x] de tal manera que x™ —1 = g(x)go(x) y como p t m, x™ —1 no
tiene factores mdltiples, asi (g(x), go(x)) = 1 en IF,[x], por el Lema de Hensel, existen
f(x), fo(x) € Zps[x] polinomios ménicos, coprimos entre si tales que

x™ =1 = f(x)fo(x) (2.3.5)

en Zps[x] con f(x) = g(x) y fo(x) = go(x). Por (2.3.5) se deduce que f(x)[x™—1 en
Zps[x] con p { m, por lo tanto, f es el levantamiento de Hensel de g(x). O

Este teorema y el siguiente lema son fundamentales en la demostracién de la unici-
dad del levantamiento de Hensel.

Lema 2.3.9. Sean m,n € IN. x™ — 1|x"™ — 1 si y s6lo si m/n.

Demostracién. Por el algoritmo de la division, existen s, € Z tales que n = sm+r
con 0 < r < m. Es fa¢il verificar, mediante la division larga de x™ — 1 por x™ — 1, que:

V1= (X(sfl)m+r+x(s—2)m+r+”_+Xr> (Xm_”_i_xr_])

dado que n = sm+ 1 con grad(x" —1) < grad(x™ — 1), por consiguiente, X" — 1 =
x"—1 (méd x™ —1). Si m|n entonces r = 0, luego, x" — 1 = 0 y de lo anterior se sigue
que x™ — 1|x™ — 1. Por otro lado, si x™ — 1|x™ — 1 tenemos que x" —1 = 0, es decir,
x" = 1 entonces r = 0, por lo tanto. m/n, como queriamos demostrar. O

Teorema 2.3.10. Sean s € IN y g(x) un polinomio monico en Fy[x] sin raices miiltiples tal
que x 1 g(x) en IF,[x]. Entonces g(x) tiene un iinico levantamiento de Hensel en Zs[x].

Demostracion. Por el Teorema 2.3.8, g(x) tiene un levantemiento de Hensel en Zs [x],
asi que s6lo demostraremos la unicidad. Sean £ (x) y 2 (x) dos levantamientos de
Hensel de g(x) en Z,s[x] entonces

i) f)y £(2) son polinomios ménicos.
ii) f10(x) = g(x) = I (x).

iii) Existen ny,n; € N tales que p t ny,p { n, con W x)xm —1 y f@(x)x"2 — 1 en
Zps [X]

De ii) y iii) se sigue que g(x)[x™" — Ty g(x)x"2 —1 en IF,[x]. Asi, tenemos dos casos:
Ny =Ny y ny # ny . Supéngase que n = n; = ny, como [F,[x] es un dominio de
factorizacién iinica tenemos que existen hy(x),hy(x),...,hy(x) polinomios ménicos e
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irreducibles en Fp[x] y e1,e3...,e: € N tales que x™ — 1 = h{' (x)h5?(x) - - - h{"(x). Sea
gi(x) = hiei(x) para cada i € {1,2,...,r} entonces

X" —1=g1(x)g2(x) - gr(x) (2.3.6)

en IF, [x] con (gi, gj) = 1 para cada i # j, luego, por el Lema de Hensel, existen
f1(x), fa(x), ..., fr(x) € Zps[x] tales que x™ —1 = fy(x)fa(x)---fr(x) en Zys[x] con
fi(x) moénico, (fi(x),fj(x)) =1sii#j,yfix) = gilx) = hi(x)¢ € F,[x] para cada
i e {1,2,...,7}. Por el Lema 2.1.14, f; es un polinomio primario sobre Z,s[x] para
cada i. Como g(x)|x" —1, (gi(x), gj(x)) = 1sii#jy por (2.3.6) tenemos que g(x) =
g1(x)ga(x) - - - g¢(x) para algin 1 < t < 1, salvo el orden de gj(x), g2(x),...,gr(x) en
(2.3.6). Finalmente, nombrando a f(x) = f1(x)f2(x) - - - f¢(x), f(x) es el tnico polinomio

tal que f(x) = f)(x) = f@(x) = g(x) y f(x)|x™ — 1, por el Teorema 2.3.1, en otras
palabras, f)(x) = f@(x). Por otro lado, si n; # ny, sea n = [ny, nyJ?, entonces njn
y nzIn, de ahi que, existen ki, k; € IN tales que n = kjn; y n = kyn,. Nuevamente
ocurre que (p,k1) =1ok; =kp®y (p,ka) =10k, = k'p¢’ con (p,k) = (p,k’) =1
y e,e’ € N. Sea t = kk/nyn; entonces p 1 t pero njlt y ny|t entonces x™ —1[x* — 1y
x"2 —1|xt — 1 en Zys[x], por el Lema 2.3.9, y por el primer caso, debemos concluir que
f(x) = f@)(x). Esto demuestra la unicidad del levantamiento de Hensel. O

Algoritmo 1 Hensel’s Step [15, Algorithm 15.10]

Entrada: p un namero primo, polinomios f & sz[x] y 9,h,s,t € Fy[x] tales que:
f = gh, g, h ménicos, grad(f) = grad(g) + grad(h), grad(t) < grad(g), grad(s) <
grad(h) y sg+th =1 en [F,[x].

Salida: Polinomios g*, h*,s*, t* € Z,[x] tales que: f = g"h* con ¢*, h* ménicos, gF =

gh=hs=syt =t

Calcule el polinomio e =f —ghen Z,.

Hallar polinomios q,r € Z (x| tales que se = gh + .

Defina los polinomios go = g(q+ 1) +te, hp =h+ryu=sgo+thy—1.

Hallar polinomios v.w € sz [x] tales que: su = vhy +w.

Obtener g* = gp, h* =hgy, s* =s—wy t" =t(1 —u) —vgp.

U1 B R N

En el siguiente ejemplo aplicamos el Algoritmo 1 para factorizar el polinomio dado.

Ejemplo 2.3.11. Factorizar el polinomio f = x34+4x+8¢€ Z32[x].

Es claro que f = x> + x + 2 € F3[x] y ademés 2 es una raiz de f, entonces x — 2 divide
a f en F3[x], realizando la divisién se obtiene que f = (x —2) (x%2 + 2x + 2), de ahi que,
g =x—2yh=x?+2x+2. Aplicando el algoritmo de Euclides se tiene que

(2x+2)(x=2)+ () (x*+2x+2) =1

asi s = 2x+2 y t = 1. Calculamos en Zs[x] el polinomio e = f — gh = x> + 4x + 8 —
(x* —2x —4) = 6x + 3. Entonces se = 3x* + 6 y, al dividir por h se obtiene que

se:3<x2+x+2> — 6X,

2 El minimo comuin mdaltiplo de n y n,
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de ahi, se sigue que q =3y r = —6x € Zs. Luego se calculan los polinomios go = x—5
y hy = X2 —4x+2 y definimos u = sgo +tho—1 = 3x% — 3x. Nuevamente al dividir
su por hy tenemos que

su=(6x+6)(x*—4x+2)+ (6x—3)

Finalmente, se concluye que v = 6x + 6 y w = 6x — 3. Realizando los tltimos calculos
se obtiene que que

g = x—5 g = x—2

h* = x2—4x+2 h* = x*—x+2 = x2+4+2x+2
s¥ = —4x+5 sF = —x42 = 2x+2

tt = 4 =1

Ademas,

'+t = (—4x+5)(x—5) + (4)(x2 —4x +2)
P+ TX =T+ —Tx+ 8
= 1

como esperabamos.

Algoritmo 2 Método de Graeffe [16, Theorem 13.12]

Entrada: Un polinomio f;(x) € [F,[x] de grado n sin raices multiples y tal que f,(0) #
0.
Salida: Un polinomio f(x) el levantamiento de Hensel de f;(x).
1: Escriba f;(x) = e(x) — d(x) donde e(x) sélo contiene términos de f; con exponene-
te par y d(x) con los de exponenete impar.
2: Calcule en Z4[x] el polinomio

+ [(e(x))z - (d(x))z] si grad(e) > grad(d)
f(x?) =
- [(e(x))z - (d(x))z] si grad(e) < grad(d)

3: Cambie x? por x en f(x2).

En los siguientes dos ejemplos se emplea el Algoritmo 2 para realizar el levanta-
miento de Hensel del polinomio dado.

Ejemplo 2.3.12. Calcular el levantamiento de Hensel para el polinomio f;(x) = x> +
x+1 € [F[x]. Obsérvese que e(x) = 1y d(x) = x3 4+ x entonces tenemos que grad(d) >
grad(e), asi

f(x2) = —{(1)2—(x3+x)1
= —[—x6—2x4—x2+1]

= X2t xE -1,
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Luego, haciendo el cambio de x? por x en f (x?) tenemos que f(x) = X34+ 2x2 +x—1.
Veamos que es el levantamiento de hensel de f;.

fxX)=x3+22+x—1=X4+x—1=x+x+1="F(x).
Ademés, se tiene tras hacer la divisién larga que
X+ +x—1=0 (moéd x" —1)
como queriamos probar.

Ejemplo 2.3.13. Calcular el levantamiento de Hensel para g;(x) = x* +x3 +x? +x + 1.
Tenemos pues que e(x) = xrFx2+1 y d(x) = x3 4+ x asi grad(e) > grad(d) entonces

2 2
g(xz) = {<x4+xz+1> —<x3+x)}
- [x8+2x6+x4+2x4+2x2+1—x6—2x4—x2]
= B +xC+xtHxP+1

de ahi que g(x) = x* +x* + x* + x + 1. Tenemos que

) = x4+ 3+ x+ T =x "+ 3+ x+1=ga(x)
Ademas, se tiene tras hacer la division larga que
X+ +x+1=0 (méd x*—1)

por lo tanto, g es el levantamiento de Hensel de g;.

Concluimos esta seccion invitando al lector interesado a consultar el articulo [12,
Definicién 3.4] para ver una aplicacién del Levantamiento de Hensel sobre la clase de
anillos conmutativos finitos de cadena.






ANILLOS DE GALOIS

En este capitulo, con la ayuda del material del capitulo que le precede se estudia el
tema principal de este trabajo, los anillos de Galois, su estructura, la representaciéon
p-ddica de sus elementos, su grupo de unidades, sus extensiones, el automorfismo
generalizado de Frobenius, su traza y norma generalizadas.

EJEMPLOS DE ANILLOS DE GALOIS

Definicién 3.1.1. Un anillo de Galois R es un anillo conmutativo con unidad 1y, en el
cual el conjunto de sus divisores de cero con el cero afiadido forman un ideal principal.
En el caso que dicho ideal no es el ideal trivial {0}, éste es generado por el elemento
p1g, para algtin nimero primo p.

Cuando el ideal que se menciona en la definicién Definicién 3.1.1 es no trivial, se
denota mediante (p1g) o (p1) cuando el contexto sea claro.

Como se estudi6 en el capitulo anterior, Zys es un anillo finito conmutativo con
unidad, el cual identificamos con el conjunto finito {0, 1,...,p% — 1} y posee elemento
unidad 1y como se ha hecho antes, definimos 1(1) =1y paratodon € N, (n+1)1 =
nl+T1.

Lema 3.1.2. El ideal principal (p) de Zys, estd formado por los divisores de cero de Zps
afiadiéndole cero.

Demostracion. Sea a € (p), entonces, existe b € Zys tal que @ = pb. Multiplicando esta

igualdad por ps—!, tenemos que ps—'a@ = ps~'pb = psb = 0 y es claro que ps~! # 0,
entonces, @ = 0, o bien, @ es un divisor de cero. Supoéngase que a es un divisor de
cero. Entonces existe b € Z,s —{0}, tal que, @b =0, luego, ab =0 (mdd p*), es decir,
p® | ab y dado que p | p® entonces se sigue que p | a o bien p | b. Si p | a hemos
terminado. Por otro lado, si p | b, existen c,e € IN tales que b = cp®y (c,p) = 1.

Si e > s entonces p® | p®, entonces b = p*p®Sc, y en consecuencia, b=01lo que
es una contradiccién, asi, e < s y luego s = e 4 f para algan f € IN. Entonces, dado
que p® | ab se tiene que ab = p°k para k € Z, ademds, b = cp®, por consiguiente,
ac(p®) = p¢* 'k y como Z es un dominio entero, tenemos que ac = p'k, pero (c,p) =1
y p | ac, por lo tanto, p | a y luego, @ € (p). O

Con esto, hemos demostrado que Z,s satisface la Definiciéon 3.1.1, por lo tanto, es
un anillo de Galois. Por otro lado, [F, es un campo finito y dado que D = (), entonces
el conjunto de sus divisores de cero con el cero aiadido forman el ideal (0), es decir,
IF, es un anillo de Galois, de hecho, es el campo de Galois con p elementos. Los anillos
de Galois, reciben este nombre, ya que como veremos, comparten propiedades con los

59



60 | ANILLOS DE GALOIS

campos de Galois (campos finitos), por consiguiente, todo campo de Galois GF(q) es
un anillo de Galois.

Considérese h(x) un polinomio ménico basico irreducible de grado m como en la
Definiciéon 2.3.2, entonces el anillo de clases residuales,

Zps/(h(x)) = {[ao +aix+---+ am_1xm_]] +(h(x)):a; € Zps ym = grad(h(x))} (3.1.1)

Dado f(x) € Zys, por el algoritmo de la division, existen g(x),r(x) € Zps, tales
que f(x) = g(x)h(x) +1(x), con 0 < grad(r) < grad(h) = m, entonces f(x) = 7v(x)
(méd h(x)) de ahi que el elemento f(x) + (h(x)) en el anillo (3.1.1), puede representar-
se mediante r(x) + (h(x)). Por el principio multiplicativo, es claro que |Zs [x]/(h(x))| =
p°™, el elemento identidad es 1+ (h(x)) y el neutro aditivo es (h(x)). En resumen,
Zps[x]/(h(x)) es un anillo finito conmutativo con unidad. Dado un ndmero primo p
tenemos,

p+ (&) =14 () +T+(hi(x) +---+1+(hix)

Vv
p—veces

=141+ +14+(h(x)) =pl + (h(x)) =p+ (h(x))

p—veces

es decir, (p [1+ (h(x))]) se identifica con (p + (h(x))).

Lema 3.1.3. Los divisores de cero con el cero afiadido de Zys[x]/(h(x)) forman el ideal prin-
cipal (p + (h(x))).

Demostracion. Sea f(x) + (h(x)) € (p + (h(x)) entonces existe g(x) + (h(x)) € Zps[x]/(h(x))
tal que f(x) + (h(x)) = [g(x)+ (h(x))] [p + (h(x)] y considere el elemento (ps~1) +
(h(x)) # (h(x)) en Zps[x]/(h(x)) entonces

() + ()] [P + (h(x)] = [g(x) + ()] I+ (h(x))] [p + (h(x))]

es claro que P (x) + (h(x)) = p*g(x) + (h(x)) = (h(x)), por lo tanto, f(x) + (h(x))
es cero o un divisor de cero. Para mostrar que todo divisor de cero pertenece al ideal
en cuestion la demostracion resulta un poco mds elaborada. Para esto, considérese
f(x) 4 (h(x)) un divisor de cero en Zps[x]/(h(x)) y recordemos que para los epimor-
fismos (2.1.7) y (2.1.8) se cumple que ker(un) = (p) y ker(—) =< p >. Demostraremos
la siguiente igualdad entre conjuntos’: (h(x)) = (h(x)). Dado f(x) € (h(x)) existen
a(x) € (h(x)), b(x) € Zps[x] tales que a(x) = f(x) y a(x) = b(x)h(x) de ahi que
f(x) = b(x)h(x) y por lo tanto f(x) € (h(x)), es decir, (h(x)) C (h(x)). Como h(x) €
(h(x)) entonces h(x) € (h(x)) y se sigue trivialmente que (h(x)) C (h(x)) y por lo
tanto la igualdad. Denotemos al anillo de clases residuales formado por el cociente de
Fylx]y (h(x)) mediante F(p, m) y definimos la funcién ¢ : Zys[x]/(h(x)) — F(p,m)
donde cada f(x) + (h(x)) € Zps[x]/(h(x)) lo relaciona con el elemento f(x) + (h(x))
en J(p,m). Del hecho de que (2.1.8) es un homomorfismo, se sigue que ¢ lo es,
demostremos ahora que ker(¢p) = (p+ (h(x))). Sea f(x) + (h(x)) € ker(dp) enton-

ces & (f(x) + (h(x))) = (h(x)), es decir, f(x) + (h(x)) = (h(x)), asi, se concluye que

1 La barra que aparece sobre el ideal indica la imagen directa de sus elementos bajo el epimorfismo —.
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f(x) € (h(x)), luego existe l(x) € Fplx] tal que f(x) = l(x)h(x), como (2.1.8) es
un epimorfismo entonces existe m(x) € Zps[x] de tal manera que m(x) = l(x), asi,
f(x) — Lx)h(x) = f(x) —m(x)h(x) = 0, entonces, f(x) — m(x)h(x) € ker(—) =< p >
de modo que existe v(x) € Zps[x] tal que f(x) —m(x)l(x) = pv(x), asi, pasando a
elementos de Zps[x]/(h(x)) tenemos que f(x) + (h(x)) = pv(x) + (h(x)) por lo tanto
f(x) + (h(x)) € (p+ (h(x))). Tomando f(x) + (h(x)) € (p (h(x))) se tiene que exis-
te g(x) + (h(x)) € Zps[x]/(h(x)) tal que f(x )+ (h(x)) = [p+ (h(x))] [g(x) + (h(x))] =
pg(x) + (h(x)). Entonces ¢ (f(x) + (h(x))) = + (h(x))), asi,

¢ (pg(x) + (h(x))) = pg(x) + (h(x))
— 1 (p) g(x) + ()
= (h(x))

de esto se concluye que: f(x) + (h(x)) € ker(¢), como se queria demostrar. Por el
Teorema 1.7.9,

ZpsH/<h(x)> _ Zps/(h(x) _ Fylx
P o) P T Ry G:12)

Como h(x) es ménico basico irreducible, entonces h(x) es un polinomio ménico e
irreducible en IF,[x], el ideal (h(x)) es maximal y en consecuencia F(p, m) es un
campo finito con p™ elementos y (p + (h(x))) es también un ideal maximal pero en
Z,s[x]/(h(x)). Sabemos por el Lema 1.5.15 que si R es un anillo finito conmutativo con
unidad, los elementos son unidades, divisores de cero o bien cero, asi que veamos que
todo elemento que no pertenece al ideal (p + (h(x))) es una unidad. En efecto, consi-
dérese a(x) + (h(x)) ¢ (p+ (h(x))) fijo y el conjunto J(a ( ) = (a(x)) + (p + (h(x))),
el cual es un ideal por el Lema 1.5.15. Si elegimos g(x) + (h(x)) = 0+ (h(x)) en-
tonces para todo r(x) + (h(x)) € (p+ (h(x))) el elemento a(x)-0 + r( )+ (h(x)) =
r(x) + (h(x)) pertenece al ideal J(a(x)) entonces (p + (h(x))) C (x)), méas aun,
como a(x) + (h(x)) pertenece a J(a(x)) pero no a (p+ (h(x))) entonces la conten-
cién entre estos es propia y del hecho de que (p + (h(x))) es un ideal maximal, se
concluye que J(a(x)) = Zps[x]/(h(x)). Luego, 1+ (h(x)) € J(a(x)) entonces existen
b(x) + (h(x)) € Zps[x]/(h(x)) y v(x) + (h(x)) = pc(x) + (h(x)) € (p+ (h(x)) tales que
1+ (h(x)) = a(x)b(x) +pc(x) + (h(x)), aplicando el Lema A.1.4.

(a(x)b(x) +pc(x) + (h(x))P = (a(x)g(x))P +p*er(x) + (h(x))
(a(x)b(x) +pe(x) + (h(x))P" = (a(x)g(x))P* + piea(x) + (h(x))
(a(x)b(x) +pe(x) + (h(x)P" ' = (ax)g(x))P" +pSce(x) + (h(x))
= [a(x) + (R0 [(@B0))™ 7 (0GP + (h(x))]

En cada paso, ci(x) + (h(x)) € Zps[x]/(h(x)) y como 1+ (h(x)) = [1+ <h(x)>]psq,
tenemos que 1+ (h(x)) = [a(x) + (h(x))] [(a(x))ps_2 (b(x))ps_1 + (h(x))}, por lo tanto,
a(x) + (h(x)) es una unidad. Asi, (h(x)) estd formado por los divisores de cero de
Zys[x]/(h(x)), incluyendo al cero. O
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Se sigue del Lema 3.1.3 y la Definicién 3.1.1 que, Zps[x]/(h(x)) es un anillo de Ga-
lois, més atn, el conjunto Rps :={a + (h(x)) : a € Zps} es un subanillo de Zs[x]/(h(x))
y, si definimos la funcién T : Zpys — Rps la cual envia a cada elemento a € Zys
a la clase a + (h(x)) € Rps. No resulta dificil demostrar que T es un epimorfismo
con las operaciones respectivas en cada anillo, asi, que demostraremos la inyectivi-
dad de éste. Sean a,b € Z,s con t(a) = T(b) entonces t(a) —t(b) = (h(x)), luego
(a—b) + (h(x)) = (h(x)), es decir, a —b € (h(x)) asi, existe g(x) € Z,s tal que
a—Db = g(x)h(x) pero grad(a —b) = 0 lo que ocurre si y s6lo si g(x) = 0 de ahi que
a = b y se tiene la inyectividad de T y entonces T es un isomorfismo, por lo tanto,
Z,s[x]/(h(x)) posee un subanillo (Rps) isomorfo a Zps.

Usaremos la notacion = para denotar la igualdad entre dos expresiones cuando
en alguna de éstas, se sustituyan elementos de R,s por los de Z,s y viceversa. Si
denotamos por & a la expresiéon x + (h(x)) al evaluarla en el polinomio h(x) tenemos
que

h(&) = a+ar&+---+anf™
aop+ ay(x + (h(x))) + -+ am(x + (h(x)))™
ap + (h(x)) + arx+ (h(x)) + - - - + amx™ + (h(x))
(ao+arx+ -+ amx™) + (h(x))
h(x) + (h(x)) = (h(x))

en otras palabras h(&) = 0, luego & € Zps[x]/(h(x)) es una raiz para el polinomio
monico bésico irreducible h(x).

Corolario 3.1.4. Sea f(x) € Z,s[x] tal que f(x) = r(x) (méd h(x)), & = x+ (h(x)) €
Zys[x]/(h(x)), entonces

1. 7(&) = f(x) + (h(x)),
2. 7(&) # (h(x)),

3. La representacion v(&) es vinica.

ISR

Demostracién. Por hipétesis f(x) + (h(x)) = r(x) + (h(x)), con 0 < grad(r) < m—1 sea
pues 1(x) = ap+ a;x + -+ ap_1x™, asf,

(&) ap+ ar(x+ (h(x))) +- - + am_1 (x + (h(x)))™

(ao + (h(x))) + (arx + (h(x))) + - + (@m_1x™" + (h(x)))
(ao +ax—+ -+ am_1xm“> + (h(x))
= 1(x) + (h(x)) = f(x) + (h(x)).

Supongamos que 1(&) = (h(x)), entonces 7(x) + (h(x)) = (h(x)), asi, r(x) € (h(x)),
por consiguiente, 1(x) = g(x)h(x) para algtn g(x) € Zps, pero esto implica que m —
1 = grad(r) > grad(h) = m, lo que es absurdo. Finalmente, sean ay 4+ a;&+--- +
Am_1] gm—1 y bo+bi&+--- + bm,ﬁim’] dos representaciones de 1(§). Considere el
polinomio A(x) = (ay—bg) + (aj —by)x+ -+ (am_1 —bm_1)x™ ' € Zys[x], luego,
A(E) = 1(&) —71(&) = (h(x)) y como grad(A) < grad(h), es claro que, A(x) = 0, en
consecuencia a; = bj, para toda i € {0,1,...,m — 1}, asi, las representaciones son
iguales, como queriamos demostrar. O

Il
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Del Corolario 3.1.4 se sigue que cada elemento de Zps[x]/(h(x)) tiene una tinica re-
presentacion en términos de &, a ésta se le llama Respresentacion Aditiva de los
elementos de un anillo de Galois, con esta, podemos dar la siguiente:

Definicién 3.1.5. Sea h(x) un polinomio ménico basico irreducible de grado m €
IN U{0}. Definimos el conjunto:

Zps[a = {a0+a]£+“‘+am—1am7] $Qp, A1y ...y A1 € Zp5>m: gT(ld(h)}

Noétese que el conjunto Zys[€] es un anillo con las operaciones siguientes. Dados
a(f) = ap+ar&+ -+ am 1E™ Ty b(E) = by +br&+ -+ by 1E™, definimos la
suma como a(&) +b(&) = (ag+bo) + (aj +b1)E+ -+ (am_1 +bm1)E™ " y, cada
vez que, a(x)b(x) = c(x) (méd h(x)), para algtin c(x) € Zys[x], entonces definimos
el producto a(&)b(&) = c(&), més atn, la funcion © : Z,s[x]/(h(x)) = Zps[&] la cual
relaciona a cada elemento f(x) + (h(x)) € Zps[x]/(h(x)) con f(&) € Zps[x] (su repre-
sentacion aditiva) es un isomorfismo de anillos, por lo tanto, Z,s[&] es también un
anillo de Galois. Si aplicamos a & la funcién ¢ definida en el Lema 3.1.3, obtenemos
d(&) = d(x+ (h(x))) = x+ (h(x)) € F(p,m), denotando a este elemento por & y
evaluando en h(x)

X+ (h(x))) + -+ ulam) X+ hE)™

(
)+ rlan)(®+ (h(x)) + -+ plam) X+ (h(x)™
Jx+ -+ plam)x™) + (h(x))

Tenemos que & es una raiz para el polinomio h(x), en otras palabras, el campo
finito F(p, m) posee una raiz para el polinomio ménico irreducible h(x). Siguiendo
una construccién similar a la del anillo Zs[&] podemos definir al conjunto FF,[£], éste
es un campo finito isomorfo F(p, m) y en consecuencia isomorfo a [F,m. De lo anterior
dicho podemos también considerar a IF,, [£] como una extension del campo finito IF, y
podemos reescribir el epimorfismo (2.1.8) como:

— 1 ZyslE] — FplE] o)
a0+a1£—|—...+am_1£m—1 N H(ao)+u(a1)z+---+u(am_ﬂzm_] 3.1.3

Corolario 3.1.6. Definamos las funciones o : Zps[x] — Zps[E]l y & : Fplx] — Fp (€] tales
que para cada f(x) € Zysx]l y g(x) € Fy[x] los relaciona con (&) y g(&) las representacio-
nes aditivas de f(x) + (h(x)) v g(x) + (h(x)) en Zys[x]/(h(x)) y F(p, m) respectivamente.
Entonces el siguiente diagrama es conmutativo.

Demostracion. Como (—06) : Zpslx] = FplEl y (00—) : Zps[x] — Fp[E]. Sea f(x) €
Zys[x] tal que f(x) + (h(x)) = ap+arx+---+ a1 X™ !+ (h(x)) € Zys[x]/(h(x)), en-
o (F(x) = (&) = u(ao)+ plan)&+ -+ p(am_1)E™ . Por otro

tonces (0o —) (f(x)) =

63
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lado, (~ o) (f(x) = & (f(x]) = & (1(ao) + mlar)x++ -+ lam1)x™") = nlao) +
nlan&+--+ulam1)&" 1, por lo tanto, para todo f(x) € Z,s[x] tenemos que
(0o0—) (f(x)) = (— o0 &) (f(x)) como queriamos demostrar. ]

Hasta aqui, hemos demostrado que los campos finitos, Zs y Zps[x]/ (h(x)) = Zps[E]
son anillos de Galois, éste tltimo siempre y cuando h(x) sea un polinomio moénico
basico irreducible sobre Z,s y ademads, Car (Zys[x]/(h(x))) = Car(Zps) = p°. En
general, cuando un anillo R es un anillo de Galois con Car (R) = p? y |R| = pS™
lo denotaremos por R = GR (p®,p*™), asi, Zps = GR(p®,p®), Zps[E] = GR (ps,psm),
Fp = GR (p,p) y Fpl&]l = GR (p,p™).

ESTRUCTURA DEL ANILLO DE GALOIS

En esta seccién nos daremos a la tarea de mostrar las propiedades fundamentales de
los anillos de Galois y dar una caracterizacién de los mismos.

Lema 3.2.1. Sea R un anillo de Galois con unidad 1, cuyos divisores de cero con el cero
afiadido forman el ideal principal (p1) para algiin niimero primo p. Entonces (p1) es el tinico
ideal maximal de R, R/(p1) es el campo de Galois Fpm para algiin m € N y Car(R) = p*
para algiin s € IN.

Demostracién. Sea M un ideal maximal de R, tal que, M € (p1). Entonces existe m €
M — (p1), por el Lema 1.5.15, m es una unidad de R, lo cual nos dice que M = R, una
contradiccion, por lo tanto, M C (p1). Como M es maximal, M = (p1), o bien, (p1) =
R, pero (p1) también es maximal, asi, (p1) # R, luego, M = (p1). Esto demuestra la
unicidad. Sabemos que R/(p1) es un campo finito, por (ii) del Lema 1.7.12, R/(p1) es
isomorfo a IFym para algiin m € IN. Denotemos por “—" al epimorfismo natural:

—: R — R/{pl)
T — 1T+ (p).

Sea @ € R/(p1), entonces pa = p(la) = (pl)a = (pl)a = 0, asi, R/{p1) es de
caracterfstica finita, Car(R/(p1)) | p y como p es primo tenemos que Car(R/(p1)) = p.
Sea k = Car(R). Entonces k1 = 0, aplicando — tenemos que k1 = k1 = 0, entonces plk,
luego existen s,1 € IN, tales que, k = p*l con (l,p) =1.Si 1 > 1, entonces a = p°l y
b = 11 son elementos distintos de cero de R, tales que, ab = (p*1)(11) = (p°)1 =0, en
particular, b € (p1). Es decir, existe « € R tal que b = (p1)«, asi, L1 = (p1)«, aplicando
el epimorfismo, ) = (phw, luego, 11 = plx = 0 € R/{p1), y de lo anterior se sigue
que plly (p,1) = 1 lo cual es una contradiccién, por lo tanto, 1 = 1 y se tiene que,
Car(R) =k =p°. O

Lema 3.2.2. Sea R un anillo de Galois de caracteristica p®, donde p es un niimero primo y sea
1 la identidad de R. Entonces los divisores de cero con cero afiadido forman el ideal principal
(p1) y el conjunto Rps = {r1|r € Zys} es un subanillo de R isomorfo a Z,s

Demostracién. Por la Definicién 3.1.1 el conjunto de los divisores de cero con cero
afiadido de R forman un ideal principal (q1) para algtin nimero primo q. Por el



lema anterior Car(R) = q' para algtin t € IN y por hipétesis, Car(R) = p®, entonces,
p® = q*, luego, p* = qq'~', asi, q | p*, por consiguiente, q | p. Como p, q son numeros
primos entonces q = p, por lo tanto, (q1) = (p1). Veamos que Rps es un subanillo de
R. Para esto, sean 11,t1 € Rps, asi, 11 —t1 = (r—1)1, como 1,t € Zs se sigue que
T—t € Zps, asi, 11 —t1 € Rps y entonces (Rps, +) < (R,+). Ahora, (r1t1) = (rt)1 y
dado que rt € Z,s se sigue que (r1t1) € Rps, por lo tanto, Rps es un subanillo de R.
Finalmente, considérese la funcion: [] : Zys — Rps, tal que para todo r € R, [r] =r1.
No es dificil ver que es un homomorfismo de anillos sobreyectivo. Ahora, veamos que
es inyectivo, sean 1,t € Zys, tales que, [r] = [t], entonces, [r] — [t] = 0, como [] es un
homomorfismo, se sigue que [r —t] = 0, luego, (r—t)1 = 0, por lo tanto, p* | (r—1),
ya que, Car(R) = p*. Como 1,t € Z,s, entonces v —t € Zps, asi, r—t < p°, luego, sélo
ocurre que r —t = 0, por consiguiente, r = t entonces [] es biyectivo y por lo tanto,
:Rps ~ Zps . ]

Dado un anillo de Galois R con Car(R) = p*, donde p es un nimero primoy s € IN,
se tiene que (p1) es el tinico ideal maximal, asi que lo representaremos en lo sucesivo
como (p), y por el lema previo, podemos considerar a Z,s como un subanillo de R.

Lema 3.2.3. Sea R un anillo de Galois donde (p) = D U{0}, Car(R) = p® para un niimero
primo p y s € IN. Entonces R/(p) ~ Fpm para algiin m € N y los ideales principales (p*)
con 0 < i< s, son de cardinalidad p(s_i)m y, en particular |R| = p*™.

Demostracion. Por el Lema 3.2.1, R/(p) ~ Fpm para algtn m € IN. Considérese el
grupo aditivo (R, +), entonces los ideales (p') con 0 < i < s son subgrupos aditivos
de (R,+) y paracadaie{0,1,...,s—1}, la funcién:

bi: R o— (pY/(p)
P pir (pt)

es un epimorfismo de grupos. En efecto, como (p') es un ideal de R y (R,+) es un
grupo abeliano entonces ((p'),+) < (R,+), mds 4un, si consideramos a (p') como
un grupo aditivo del hecho que (p**') C (p'), se consigue que (p'') < (p'), por lo
tanto, (p')/(p'*!) es un grupo abeliano. Sean T,t € R, entonces ¢;(r +t) = pi(r+
t)+ (P = (pir+p't) + (p1) = [plr+ (P + [p't+ (P = dbilr) + di(t), por
lo tanto, ¢; es un homomorfismo de grupos, por su definicién ¢; es un epimorfismo
de grupos. Veamos que para todo i € {0,1,...s — 1}, ker(d;) = (p). Sea « € ker(d;),
entonces ¢;(«) = (p**!) = 0. Por otro lado tenemos que ¢i(x) = ploc+ (p**), asi,
pra+ (p1) = (p**1), entonces ptax € (pi*!), luego existe B € R, tal que, p'a = p*H1B,
se sigue que x = pf3, entonces o € (p), por lo tanto, ker(d;) C (p). Por otro lado, si
o € (p) entonces existe p € R tal que: « = pf3, tenemos que ¢i(x) = pla+ (ptt!) =
prpR) + (P! = pH1B + (pH*!) = (pi*t!) = 0, por lo tanto, (p) C ker(¢;) entonces,
paratodoie€ {0,1,...5s—1}, ker(¢p;) = (p), mas aun, ker(d;) <R, por el Teorema 1.2.9,
tenemos a nivel de grupos que, R/ker(d;) ~ Imd;. Entonces, R/(p) ~ (p})/(p**"),

asi,
5—2)

ETHTC TR
P [(p?) (ps~)
Ya que R/(p) =~ Fym, se deduce que |R/(p)| = p™ y como (p**!) < (p), para cada i €
{0,1,...,s—1}, se sigue que, (0) < P Ha...<ap)<a() =% por el Corolario 1.3.7(c),

— ‘(pS*‘ )) . (3.2.1)
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paracadaic {0,1,...,5—1} |(pY)/(P* ") = I(PHI/I(p*")| y de las igualdades en (3.2.1)
tenemos:

(pY) (pY)

i+1
B = [P ]ty = (P )] ps=T)[ = pMym . pm _ py(s—im
) ‘(pm) (P ‘(pm) ‘(pm) (p =" p" =
~~ s—i veces
s—i términos
y, en particular |R| = |(1)| = 1(p°)] = p(s_o)m = p*™, como querfamos demostrar. O

Observacién 3.2.4. Considerando la notaciéon introducida al final de la seccién 3.1,
sea R = GR(p®,p*™) y denotemos al epimorfismo natural de R en R/(p) por “—" y
de manera similar al epimorfismo (2.1. 8) podemos extender al epimorfismo, “—" a los
anillos de polinomios R[x] y (R/(p)) [x], por simplicidad denotaremos a la extensién
también por “—” y a las i 1magenes de los elementos de r € R y f(x) € R[x] bajo éstos,

por Ty f(x) respectivamente.

Lema 3.2.5. Sea R = GR(p?%,p*™) con p un niimero primo Vs, m € IN. Sea f(x) € Zps[x]
y supongase que f(B) = 0 para algiin B € R/(p) ~ Fym tal que f (B) # 0. Entonces existe
una inica raiz o« € R de f(x) tal que x = B.

Demostracién. Sea B una preimagen de B, ésta existe ya que — es un epimorfismo.

Construiremos una sucesion de elementos o, &1, ..., xs 1 € R tales que o = B y que
flai) € (pt1) parai € {0,1,...,s — 1} Elegimos ®p = B. Entonces &y = B, se sigue
que:
fB)=0 & Q+TP+---+ap =0
& Qtaft--+apr=0
& a+aB+---+anfr=0
& apt+ajxg+ -+ anag € ker(—) = (p)

por lo tanto, f(ap) € (p). Como ?/(B) % 0 entonces f( ) # 0. Asi /(o) ¢ (p), en
otras palabras f'(xg) es una unidad, denotemos pues u = /(o) asi ex1ste u ] e R

talqueuu™" =1¢€ R. Sea o1 = xp— (u “Tf(0)) € R, entonces &7 = & — u~! fag) =
B —0 = B puesto que f(xy) € (p), mostraremos que () € (p?). En efecto como
flog) = flog — (W f(oxg))), por la férmula de Taylor (Teorema A.1.5):

flan) = flao) — %) (e )) + 708 ()2 v (1) ) T
= t(ao) (1=t = P 2 = o1 L g )
= (o) (1= 1+ Tl (st - 1P L g
= t(ao) (T 2ftmal) =~ 1 L )
= (1000 (P )2 e e B g2

Como f(xg) € (p) entonces existe t € R tal que f(xg) = tp; asi (f(xg))? = t?p?, de ahi
que f(oq) = P2 [tz (f(z—‘,xo)( N4 (= 1)“fT(!°‘°)( )“(f(oco))“’zﬂ, por lo tanto,
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f(1) € (p?). Procediendo de esta manera para i € {2,3...,s— 1}, se consigue que,
o =By flu) € (p*1) en particular, para s — 1 se sigue que &, 7 = B y f(os_1) €
(p®) = (0), asi, f(os—1) = 0 y nombrando &« = ;1 tenemos una raiz de f(x). Para ver
la unicidad, sea o’ € R, tal que, f(«') =0y o’ = B =&, si «’ # &, entonces &’ — & # 0,
pero &’ — o = o — & =0, lo cual implica que o’ — « € (p) = ker(—), de esto se sigue
que o’ —« = pk = p(k1), dénde 1 denota a la identidad en R. Usando el epimorfismo
del Lema 3.2.2, podemos hallar p una preimagen de (k1), por el Corolario 2.1.3, existen
a € Zpseic N talesquep = ap*. Ahora bien, o' — ot = plapt™'] = [alp}, denotando
r = [a] podemos expresar &’ = & + rp', nuevamente por la férmula de Taylor, como
o = o+ 1pt,

() = () + 2 rp) + o rpt2 4y () I iy
’ ) 1" (n) .
0=0+f1(;x)( Y+ z(!oc)( b+ -+(—1)“f nfoc)(rp‘)“ (pues f(«) = f(o/) = 0)
7 (n) .
0= (o)) + X rpt2 - (1) I

asi, despejando el primer término de la suma tenemos que,

. " . (n) )
f/((x)(,rpl) _ (f () (Tpl)z +e gt (_1 )nf () (Tpl)n>

2!

= —pZi <f”((x) 1-2 4+ .-+ (_] )Tlf(n) ((X) Tnp(n—2)1>

de esto tenemos que f'(«)(rpt) € (p) C (pi1), como T (x) = F (B) # O entonces
f’(a) es una unidad, y de (a,p) = 1 en Zps y [a] = r se sigue que (r,p) = 1 en R,
por lo dicho antes, existe h € R tal que hf’(«x) = 1 entonces Tp! = hf'(c)rpt € (pi*t!)
esto implica que r € (p), lo cual es una contradiccién, por lo tanto, &’ = « y asi « es
Unica. [

Teorema 3.2.6. Sea R = GR(p*,p*™) con p un niimero primo y s,m € IN. Entonces para
algiin polinomio ménico bdsico irreducible de grado m en Zs se tiene que R es isomorfo a
Zyps[x]/(h(x)).

Demostracion. Sea h(x) un polinomio moénico béasico irreducible en Zs[x] de grado m,
entonces h(x) es un polinomio ménico e irreducible de grado m en IF,[x] entonces por
el Lema A.2.4 existe una raiz de h(x) en F,m, méas atin todas la raices de h(x) estdn
en Fym y son simples, luego por el Lema 3.2.1, Fym ~ R/(p) y podemos considerar
dichas raices como elementos de R/(p). Sea B una raiz de h(x), como es simple,
h(B) = 0y h'(B) # 0 entonces por el Lema 3.2.5 existe una tinica raiz « € R de h(x)
tal que @ = 3. Considérese ahora la funcién:

Zps [X]

Sean f1(x) + (h(x)) = >, o aixt + (h(x)) y f2(x) + (h(x)) = Zl 0 blx + (h(x)) con
f1(x) + (h(x)) = fa(x) + (h(x)) es claro que 0 +< (x)) = Z”l —Dbi)xt + (h(x))
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entonces el polinomio 1(x) = ( a; —bi)x' € (h(x)) entonces P(1(x) + (h(x))) =
P(0 + (h(x)) = 0 pero también 1])( (x) + (h(x))) = Y«x) por lo tanto (x) = 0 asi
o es raiz de 1(x), ademas («) = (&) = 0 pero h(w) = 0 y h(x) es irreducible
en IF,[x] entonces h(x)[l(x) pero grad(l(x)) < m—1 < m = grad(h(x)) entonces
I(x) = 0 se sigue que l(x) = 0 o l(x) €< P > —{0}. Supongamos que 1(x) # 0,
como h(x) | 1(x) entonces existe k(x) € F, [x] tal que 1(x) = k(x)h(x) asf 1(x) —

k(x)h(x) = 0 esto es 1(x) —k(x)h(x) = 0, asi, L(x) — k(x)h(x) € ker(—) =< p >
entonces existe ki(x) € Zps[x] tal que 1(x) — k(x)h(x) = pki(x), asi, L(x) = k(x)h(x) +
pki(x), pero esto implica que m —1 > grad(l(x)) = grad(k(x)h(x) + pki(x)) =
max{grad(k(x)h(x)), grad(ki(x))} > grad(h(x)) = m lo cual es una contradiccién, por
lo tanto, 1(x) = 0. Como l(x) = 0 entonces a; —b; = 0 para toda i € {0,1,...,m—1},
asi, f1(ax) = fa() y U esta bien definida y no es dificil demostrar que es un epimor-
fismo de anillos y dado f(x) + (h(x)) tal que P (f(x) + (h(x))) = 0 entonces ay + ajoc+

c Hama™ =0, aplicando (2.1.8) tenemos que ap+ ajx+ -+ Q™ =
Q + a4+ -+ aGp g™ " = 0 de la igualdad anterior tenemos que f(x) = 5 y
grad(f(x)) < m—1 < m = grad(h(x)) entonces h(x) | f(x) se tiene que f(x) = 0,
asi, @i = 0 para cada i € {0,1,...,m —1}, entonces a; € (p) C Zps C R (Le-

ma 3.2.2) entonces a; = pbp] con bg”

€ R entonces 0 = a0+a1oc+~~~+am,1ocm_‘ =

P <bé” +bg”oc+--~+bgl)_1ocm_1) luego tenemos que b(()]) +bmoc+---+b1gl) ]ocm_1 es
(1)

.. 1
un divisor de cero o cero en R, luego, tenemos que b(() )

asi, bé” + bg”& +--+ bgl)_ﬁm_] = 0 procediendo como antes podemos concluir que

bg” = pbi(z) con bi(z) € R, en general paraj € {1,2,...,m—2}, bgj) = pb?H) entonces

:pbg]) :pzbgz) = :pjbim =---=p°bf parai € {0,1,...,m—1} pero Car(R) =
p*, por lo anterior ap = aj = --- = ap—1 = 0, por lo tanto, f(x) + (h(x)) = 0+ (h(x)),
asi, ker({) C {(h(x))}, por consiguiente, {p es un monomorfismo y asi, un isomorfismo
como queriamos demostrar. [

+b; a4+ +b[) am=1 =0,

Para conlcuir estd seccién mostraremos un resultado que nos permite establecer
relaciones entre todos los anillos de Galois con la misma cardinalidad y caracteristica.

Corolario 3.2.7. Sean Ry, R; dos anillos de Galois con Car(Ry) = Car(R,) y |Ri] = |R].
Entonces Ry ~ R,.

Demostracién. Sean p,s,m € IN con p un nimero primo y h;(x), hy(x) polinomios
monicos, basicos irreducibles en Z,s[x] de grado m, por el Teorema 3.2.6, tenemos
que, Ry ~ Zps[x]/(hi(x)) y Ro ~ Zps[x]/(ha(x)), ademas, si &7, &, son raices de hy(x)
y ha(x) respectivamente, entonces Ry ~ Zys[&1] y Ry ~ Zps[E;] luego, considérese la
funcioén,
d): Zps [E]] — ZpS [‘EZ]
f(&) —  f(&)

donde, f(&;) y f(&;) son las representaciones aditivas de f ( )+ (hi(x)) y f(x) + <h2( ))
en R7 y Ry respectivamente. Si elegimos f1(&7) Z alél y f2(&1) = X% "o, E,‘
con f1(&1) = f2(&1), entonces a; = b; paraie {0,1,.. —13}, puesto que las represen-
taciones aditivas son unicas, por lo tanto, f1(&;) = Z alaz 1 b; £2 = 15(&,),
esto es, ¢(f1(&1)) = d(f2(&1)), y asi ¢ estd bien deﬁmda. Usando las operaciones
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dadas en la Definicién 3.1.5, tenemos que &(f1(&1) + f2(&1)) = d([f1 + f2l(&1)) =
[f1 + f2l(&2) = f1(&2) +f2(&2) = d(f1(&1)) + d(f2(&1)) y supongamos que f1(x)f2(x) =
T(x)(mdd [hy(x), ha(x)])?, entonces d(f1(&1)F2(&1)) = P(T(&1)) =1(&2) = G (f1(&1))D(F2(&1)),
por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de anillos. Mas atn, tenemos que |Zps[&1]| =
™ = |Zys[&,]], entonces ¢ es sobreyectiva y por tanto, un epimorfismo. Es claro que
{0} C ker ¢ y como f(&;) € ker(d), se tiene que ¢(f(&;)) = 0, entonces (&) =0, lo
cual implica, f(&;) = O pues la representacion aditiva de 0 es tinica en ambos anillos,
por lo tanto, ker(¢) C {0}, asi, ¢ es un monomorfismo, por lo tanto, es un isomorfismo,
por consiguiente, Ry ~ R;. [

LA REPRESENTACION P-ADICA

Teorema 3.3.1. Sea R = GR(p*,p*™), entonces:

(1) existe un elemento & con ord(&) = p™ —1, el cual es raiz de un polinomio monico
bdsico primitivo h(x) con grad(h(x)) = m sobre Zys y que divide a xP" N1 en
Zyps[x]. Mds aiin, R ~ Z,s[E] y h(x) es el inico polinomio de grado m en Zys(x] con

& como raiz.

(i) Sea T:={0,%&,&2,...,EP" 2} entonces todo elemento c € R puede expresarse de manera
tinica como:

c=ao+ap+ap’+--+agqp* (3-3.1)
donde, a; € T parai e {0,1,...,s—1}

(iil) Sea c € R expresado como en (3.3.1) entonces ¢; € (p) sisdlosi ap =0y ci ¢ (p) siy
solo si ay # 0.

Demostracién. (i) Sea m € IN, por el Teorema 2.3.6, existe un polinomio moénico bésico
primitivo h(x) con grad(h(x)) = m y que divide a (xP" 1 —1) en Z.sx], entonces
h(x) es un polinomio ménico y primitivo en IF,[x]. Por el Lema 2.3.4, el polinomio
(xP™ —x) no tiene factores multiples en F[x] y, como h(x) | (xP" =1 —1) entonces
(xP" 1T = 1) = h(x)(x) para algan 1(x) € Z [x], se sigue que (xP" —x) = h(x)l(x)x
y, aplicando “~” se consigue (xP" —x) = h(x)l(x)x en F,[x]. Como F,m es el campo
de descomposicion de h(x), elegimos &, una de las raices de h(x), es claro que &, es
un elemento primitivo de Fpm, es decir, (§5) = Fym. Si &, fuera una rafz mdltiple
de h(x) entonces para algin k € IN tendriamos que (x — Ep)k | h(x), asi h(x) = (x —
Ep)kf( ) para algun t(x) € Fp[x], luego por lo dicho antes tenemos que (xP" —x) =
[(x— &) } t(x)l(x)x pero esto contradice que (xp —x) no tiene factores mdultiples,
por lo tanto, &, es una raiz simple y entonces n (&p) # 0, por el Lema 3.2.5, existe
una Unica rafz & € R de h(x) tal que & = &p. Tenemos que - xp 11 = h(x)1(x)
en Zps[x], asi, Pl 1 = h(E(E) =0-1(8) =0, luego T =1, se sigue que,
ord(&) | p™—1.5i d =ord(&), entonces d < gpml Supongamos que d < gl por
definicién £¢ = 1, aplicando “~” Ed = 1 esto implica que (&) = 1 pero esto es una
contradiccion, pues ord(&,) = p™ — 1 entonces ord (&) = p™ — 1. Por el Teorema 3.2.6,

2 [hy(x), h2(x)] es el minimo comdn mdltiplo de los polinomios.
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R~ Zyslxl/ (h(x)) = Z.,sE], mediante el isomorfismo 1 con & en lugar de . Sea A(x)
un polinomio ménico con grad(A) =1 < m en Zys[x], tal que, A(§) = 0. Supongamos
que 1 < m entonces aplicando { tenemos que P(A + (h(x))) = A(§) = 0, por lo
tanto, A(x) + (h(x)) € ker() = {(h(x))} entonces h(x)[l(x) pero esto ocurre si y s6lo
si A(x) = 0 pues grad(A(x)) < grad(h(x)). Si 1 = m entonces como A(x) y h(x) son
monicos, tenemos que grad(A(x) —h(x)) < my asi P(A(x) —h(x)) =A(§) —h(&) =0,
procediendo como antes tenemos que A(x) —h(x) =0, por lo tanto, A(x) = h(x), esto
es h(x) es el tnico polinomio con las caracteristicas de grado menor o igual que m,
con & como raiz.

(i1) Sea 0 < i < p™ — 2 entonces £L(EP" 171 = gP™ 1 = 1 entonces & es una
unidad para i € {0,1,...,p™ — 2}. Sean ahora i,j € {0,1,...,p™ —2} coni # j,
supongamos sin pérdida de generalidad que i > j, luego i = j + k para algin
k € {0,1,...,p™ — 2}. Si suponemos que &' = & tenemos que &7 = &), como

& es una unidad, podemos multiplicar por su inverso y asi tenemos que, £ = 1y
k < p™ — 1 lo cual es nuevamente una contradicciéon pues ord(&) = p™ — 1, por lo
tanto, &' # &), entonces |T| = |{0,1,&,&%,.. ., &pmfz}‘ = p™. Por el Lema 1.5.15,
R=R*"U(p)con R*N(p) =0, entoncessi 1 — &) € (p),con1 <j < p™—1 tene-

mosque 0 =1—8 =1 ~ 7, por lo tanto, (§,)’ = T nuevamente, una contradiccién
pues ord(&,) = p™ — 1, entonces 1 — &) ¢ (p),estoes 1 — & es una unidad de R,
cadavezquej € {1,2,...,p™ —2}. Més atin, si elegimos i < j € {1,2,...,p™ -2}
con j—1i € {1,2,...,p™ — 3} entonces gl y 1— £1-1 son unidades en R, lue-
go el producto es una unidad, entonces E,i(1 — E,j_i) = &' — &) es una unidad
de R. Es facil ver que ap + a1p +--- + a,_ps ! e R y podemos definir el con-
junto T := {ao—i—a]p—l—---—kas_]ps’]lai € T para i 6{0,1,...,3—1}} C R,
por consiguiente, |T| < p*™. Sean ag + a1p + -+ as_1p* ', al +ajp+ -+
a! p* ' €T, talesque, ap+ajp+---+as1p* ' =af+ajp+---+al_;ps.
Como Car(R) = p® tenemos que:

s—l( s—l(

P a+ap+---+asp)=p aj+ajp+---+alpth
plap =p* ' ap. (33-2)
Si ap = 0 tenemos que p*~'a) = 0, entonces p | a) en R. Supongamos que aj # 0
entonces a} = & paraj € {0,1,...,p™— 2}y porlo dicho antes a} = 0, asi tenemos
que & = 0 paraalginj € {0,1,...,p™ — 2} lo cual contradice que & es un elemento

primitivo, por esto concluimos que a} = 0, es decir, ap = 0 implica ay = 0 asi y de
manera analoga a) = 0 implica ap = a;. Si tanto ap como aj no son cero, entonces
podemos factorizar de (3.3.2) a pS~! como sigue p*~' (ay — a)) =0, pero ap — ay =
gt &l y como esto es una unidad, existe u ! e R, tal que, (ap — a(’))u_1 =1
entonces, 0 = Ou~! = p3'(ag — a(’))u_1 = p5_1, otra contradiccién, por lo tanto,
ap — ay = 0, en conclusién, ap = a}. Dado que (R, +) es un grupo, podemos
cancelar ag y ag, asi,

ap4---+aspt = ajp+---+al pt
ap+---+as1p = pajp+---+alqp

s—1 s—1

P Tar = ptlag (3-3.3)

1

s—Z( s—l) s—l)

P



Procediendo como antes, llegamos a que a; = a; y asi sucesivamente, a; = a; para
ie{0,1,...,s—1}, luego tenemos que |T| = p*™, entonces T = R.

(iii) Supongamos que para ¢ € R con la representaciéon (3.3.1), ap = 0 entonces es
claro que ¢ = a1p + a;p?+---+as 1p° ' = play +ap+ -+ as_1p*?) asi
¢ € (p). Por otro lado, si ¢ € (p) entonces existe ¢’ € R tal que ¢ = pc’ y por lo
visto antes ¢’ puede ser representado como en (3.3.1) entonces ¢ = p(bo+bip +
o 4 b pS ) =bop +b1p?+ -+ bs_p* ! renombrando a; = b;_; tenemos
que c = ap+aip+---+ as_1p*~ ! con ay = 0, por lo tanto, ¢ € (p) siy so6lo si
ap = 0 y finalmente esto implica que ¢ ¢ (p) siy s6losi ag # 0. ]

Definicién 3.3.2. Sean R = GR(p®, p*™), & € R un elemento distinto de cero tal que
ord(&) = p™ — 1y éste es raiz de un polinomio moénico basico primitivo h(x) de

grado m en Zs [x] y que divide al polinomio xP" ~! — 1 en Zs [x]. Llamaremos:
a) El conjunto de Teichmiiller del anillo R al conjunto T = {0, 1, &, g2 &P 2,
y

b) para todo ¢ € R, la representacién p-adica de c a la expresién ¢ = ap + aip +
-+ as_p>Tcona;€{0,1,...,5s—1}.

Corolario 3.3.3. Sea R = GR(p*,p*™)yseac € Rconc =ap+ajp+---+ ag_1ps~]
para a; € T. Entonces:

(i) Todos los elementos con agy # 0 son unidades y forman un grupo multiplicativo de orden
(p™ — 1) (ps=1I™) el cual es producto directo del grupo ciclico (&) con o((£)) =
p™ — 1 yel grupo abeliano ¢ :== {1 +m|m e (p)lcono(e) =pls—Hm,

(i1) El orden de &' para i € {0,1,...,p™ — 2} es un divisor de p™ — 1 y el orden de
14+ mcon e (p)es un divisor de p* — 1. Un elemento cuyo orden es un divisor
de p™ — 1 en R es de la forma £ para i € {0,1,...,p™ — 2}, en particular, un
elemento cuyo orden es p™ — 1 es de la forma & parai € {0,1,...,p™ — 2} tal que
mcd(p™ —1,1) = 1y es raiz de un polinomio ménico bdsico primitivo de grado m
que divide a xP"=1 —1en Zps [x].

Todos los elementos ¢ € R con ay = 0 son divisores de cero y forman el ideal (p) en R.

Demostracién. (i) Como R es un anillo finito, por (i) del Lema 1.5.15, sus elementos
son divisores de cero o bien unidades, por el Teorema 3.3.1, tenemos que c € (p) si
y s6lo si ap = 0 entonces es claro que R* = {c € R | ap # 0}, més aln, éste es un
grupo abeliano con el producto definido en R. Sea ¢ = {1+ 7| m € (p)} y considere
1+ m,1+m € ¢, entonces (1 + 1) (1 +m) =1+ 7 + 7y + 7. Nombrando
m = m +m+mm € (p) tenemos que (1 4+ my)(1+m) € (p).Six € (p)Ne
entonces x = 1+ 7 para algin m € (p) y como ((p),+) < (R, +) entonces 1 =
(1+m) + (—m) € (p) lo cual es una contradiccién, por lo tanto, (p) N e = 0, esto
implica que todos los elementos de ¢ son unidades, entonces 1 € ¢, éste es cerrado
bajo producto, todo elemento de él tiene un inverso y tanto la asociatividad como
la conmutatividad del producto se heredan de R, por lo tanto, (¢, ) es un grupo
abeliano. Definimos la funcién, ¢ : (p) — € tal que paracada € (p), ¢ () =1+ .
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Veamos que ¢ es una biyeccién. Considérese, 7y, 7y € (p) tales que ¢ (1) = P (m2)

entonces 1 + my = 1+ 7y, luego my = 7, asi, ¢ es inyectiva. Dado 1+ 7 € ¢,
basta elegir m € (p) y entonces ¢ () = 1 + 7, por lo tanto, es una biyeccién, esto
implica que |e| = [(p)| = p(s_”m, por el Lema 3.2.3. Como & es un elemento con

ord(&) = p™ — 1 entonces (&) es un grupo ciclico de orden p™ — 1, ademds, todos
los elementos de (&) y € son unidades de R* entonces (&), ¢ < R* pues son grupos
contenidos en R* y éste es un grupo abeliano. Considérese un elemento ¢ € R*,
entonces ¢ ¢ (p),asic = ap+a1p+---+as_1p* ' conag #0, a; € T para

i€ {0,1,...,5s—1},luego, ap = & paraj € {0,1,...,p™ — 2}, mientras que para
ie{1,2,...,s —1}esclaro que a; = 0 o bien a; = E¥ parak € {0,1,...,p™ — 1}
en cualquier caso podemos denotar a; = 0 - & o a; = EKTE), entonces a; = byél
donde by € {0,1,&, &2, ..., 6P "2} =1 para k € {1,2,...,s — 1}, factorizando
tenemos que ¢ = &'(1 +byp + byp? 4 - +b_1p* '), es claro que p* € (p)
para k € {1,2,...,s — 1} entonces bpk € (p) asi que, nombrando © = byp +

bop? + -+ b 1ps7! tenemos que ¢ = E1(1 4+ 7) € (&) - e entonces R* C (&) - ¢
y dado que el producto de unidades es siempre una unidad es claro que (&) - ¢ C
R* concluimos que R* = (&) -¢e. Sea c € ((§) Ne)— {1} entonces ¢ = &' para
ite{l...,p™=2}yc=1+4+mparan € (p)— {0}, entonces Et=1+m, luego

El—1=rmasi, &t — 1 =0se sigue queEi = Tpero 0<i<pm™—1=o0rd(§&)locual
es una clara contradiccién, por lo tanto, (&) N e = {1}, concluimos que R* = (&) x ¢
y por el Corolario 1.3.9, |[R*| = (p™ — 1) (p(s=1m).

(i1) Para &' € (&), por (i) del Corolario 1.3.7, ord(&!) | 0((&)) = p™ — 1. Por otro
lado, dado 7t € (p) existe r € R tal que © = pr entonces, por el Lema A.1.4, (1 +
pr)ps_1 =1+pstconte R, pero Car(R) =p3,asi, (1+ ﬂ)ps_1 =1, por lo tanto,
ord(1+m) | p>~'.Seac € R tal que d = ord(c) | p™ — 1; por la descomposiciéon
en producto directo existen a € () y b € ¢ talesque ¢ = ab.Sim = mem(ny,ny),
entonces nj | m, n; | my dado M € Z, tal que, ny | My n; | M entonces m | M.
Sean n; = ord(a)mn; = ord(b) y m = mcm(ny,n;), entonces m = nymy y
m = n;m;, para algunos mj;, m; € Z. Como a™ = a™M™ = (a™")™ =1™ =1,
analogamente b™ = (b™2)™2 = 1 entonces ¢c™ = (ab)™ = a™b™ = 1, es decir,
d = ord(c) | m. Por otro lado, (ab)?d = ¢4 = 1, entonces a4b? = 1 pues R es un
anillo conmutativo, asf, a% = b~% pero ad € (£) y b 9 € ¢, luego a% € (§) Ne =
{1}, en otras palabras, a% = 1 y de manera similar llegamos a que b% = 1, entonces
ord(a) =n; | dyord(b) =n;, | d, porlo anterior, m | d y d | m, por lo tanto,
d = m. Por (i) de este corolario, como b € ¢, se sigue que, ord(b) | ps] y como
ord(b) | mecm(ord(a),ord(b)) =d | p™ — 1 tenemos que ord(b) | mcd(p™ —
1,p3_]) = 1, por lo tanto, ord(b) = 1, estoimplicaque b = 1,asi, c = ab =a = £
parai € {0,1,...,p™ — 2}. Supdéngase que ord(c) = p™ — 1 entonces ord(c) |
p™ — 1y por lo visto antes ¢ = &' parai € {0,1,...,p™ — 2}, como (&) es un
grupo finito con o ((£)) = p™ — 1 entonces ord(&!) = (p™ —1)/mcd(p™ — 1,1)
se sigue que mcd(p™ — 1,1) = 1, aplicando el epimorfismo (2.1.8) tenemos que &'
es un generador de (&) = Fim puesto que mcd(p™ —1,1) = 1, entonces es un
elemento primitivo de IF,m, por el Corolario 1.8.31, el polinomio minimo de £ esun

polinomio primitivo, irreducible de grado m en IF;, [x], entonces m(x) | xP" —x =
x(xP" T 1) por el Lema A.2.3. Como m(x) es irreducible, tenemos que m(x) | x o
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m(x) | xP" =1 —1.Si grad(m(x)) = m = 1 entonces m(x) = x — 1, en este caso se
cumple trivialmente que la preimagen 1(x) = x — 1 € Zps[x] dividea xP" 1 — 1 =
xP — 1. Por otro lado, si m > 1 m(x) { x asif, m(x) | xP" 1 — 1; entonces existe

n(x) € Fy[x] tal que m(x)n(x) = xP" T, luego como xP" =1 — 1 no tiene
raices multiples los polinomios m(x) y n(x) son coprimos, entonces por el Lema de
Hensel, existen polinomios moénicos h(x) y 1(x), tales que h(x)1l(x) = xP" =T —1en

Zys [x], h(x) = m(x), 1(x) = n(x) y entonces grad(h(x)) = grad(m(x)) = m,
finalmente por el Lema 3.2.5, como & es una raiz simple de h(x) entonces existe un
Unico « € R tal que @ = El se sigue que & = £l entonces ¢ = &' es raiz de un
polinomio ménico basico irreducible de grado m tal que h(x) | xP" =1 _1en Zys [x].
(iii) Se sigue de la segunda parte del teorema anterior. O

EL GRUPO DE UNIDADES DE UN ANILLO DE GALOIS

En la seccién anterior, vimos como representar a los elementos del anillo R = GR(p*®, p*™)
y demostramos que el grupo de unidades de éste es el producto directo de dos grupos,
uno de ellos al cual llamaremos G es un grupo ciclico generado por el elemento ¢ el
cual es de orden p™ — 1 y es raiz de un polinomio ménico bdsico primitivo (e irredu-
cible) de grado m € IN que divide al polinomio x?m_] en Zps[x], el segundo grupo
al cual llamaremos en lo sucesivo G; es un grupo abeliano cuyo orden es p(s=1)™ en

esta secciéon nos dedicaremos a estudiar las propiedades de éste.
Teorema 3.4.1. Sea R = GR(p?®, p*™) entonces:
R* = G] x G 2

donde G1 es un grupo ciclico de orden p™ — 1y G es un grupo abeliano de orden p's—1™
tal que:

(i) Sipesimparop =2 ysis < 2 es producto directo de m grupos ciclicos cada uno de
1

orden ps~'.
(i) Sip =2y s > 3, es producto directo de un grupo ciclico de orden 2, un grupo ciclico
de orden 252 y m — 1 grupos ciclicos, cada uno de orden 257",

Demostracion. Cuando s = 1 tenemos que X = GR(p,p™) = Fpm el cual es un
campo finito y por el Teorema 1.8.29 su grupo de unidades es ciclico, de orden p™ — 1
y estd generado por un elemento primitivo & € Fpm, ademas ps~1M = 1 entonces
G71 = (&) y G, = {1}. Ahora supéngase que s > 2. Por el Teorema 3.3.1, R = Zs [E]
donde & es un elemento distinto de cero, cuyo orden es p™ — 1 y es raiz de un
polinomio ménico basico primitivo h(x) de grado m que divide a xP"~' — 1 en
Zys[x] y asi, por el Corolario 3.3.3, tenemos que, R* = G7 x G, , donde G1 = (&)
es un grupo ciclico de orden p™ — 1y G, = {1 + 7| m € (p)} es un grupo abeliano
de orden p(5~1)™ a continuacién para analizar la estructura de G, distinguimos los
siguientes casos:
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(i) p esimpar. Note que 1 + pEi € G pues (p) es unideal, ademads tenemos que (1 +
péi)Ps*1 =14+ q&l+ aré? 4+ 4+ ané™, donde, n = p5_1, por el Lema A.1.6(i),
ps =pls=I+1 | q, para 1 <j < m, asi, aj = 0 para cada j > 1, por lo tanto, (1 +

p&i)psq =1,conie{0,1,...,m— 1}. Supongamos que para numeros naturales
o, M1y .e., Mot < p* ! se satisface:
m—1
g
(T+p&') " =1 (3.4.1)
i=0
y luego, para cada i € {0,1,..., m — 1} tenemos:

(1+p51)n1:Z(]) ]51)_1-1-]9“1514‘2()) Jaij
j=0
-2

=1 +pni&l+ Z < ;2)10”25“"“) (3.4.2)

como p?p) = p/*2, tomando paracadai =0,1,...,m—1,0; = Z)T‘:igz () ple! (i+2),
la suma en (3.4.2), se reduce a la forma p?o;, luego, sustituyendo ésto en (3.4.1):

—_

m—1

H +Pn151+P 0i)

3

1= (1+pgH™

,_a
I
o

i=0
= (1+pno+p2og)(T+pni&+pior) - (1 +pnm1&™ ' +piopn_1)

multiplicando de forma concreta tenemos que H{“:B] (T+pEH™ =1+pno+pni&' +
-+ pnm_1E™ ! + p?o donde o € R y nuevamente, por (3.4.1):

T+pno+pm& + - +pnm €™ +plo =
pro+pmiE +- -+ pnp &M 4 pio = 0

p <n0+n1£] o g E™ +PU) =0

m—1 )

p (Z ni&’ +PG> = 0 (3-4-3)
i=0

es decir, Z{“;ﬂ ni&' + po es un divisor de cero, asi, pertenece al ideal maximal,
(p) = ker(—), entonces aplicando el epimorfismo (2.1.8) a dicha suma, se con-
sigue que Zl 0 Tni et +po = 0, como éste es un homomorfismo se sigue que,
1“201 M = 0y se llega a la expresion ap + a1&+ -+ am1& = 0 don-
de a; =mjparaie {0,1,...,m— 1}. Considérese elpohnomm l(x) =ap+arx+

ot amo1x™ ! e Flx], por lo anterior, se tiene que, & € Fym esraiz de L(x)enFpm
Si l(x) # 0, dado que el polinomio minimo de & es de grado m en Fy, [x], se llega a
una contradicciéon. Luego, ocurrre que L(x) = 0, asi, n; = 0, por consiguiente, p | ny,
paracadai=0,1,...,m —1.Sea e € N tal que p¢*' | n; pero p®*? { n;, entonces
n; = p¢*'r; con med(p,ri) = 1y por (i) del Lema A.1.6, p¢*+3 | Z;‘:‘Z (“ji)pj
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conie€{0,1,...,m— 1}; entonces: (1 +p&H)™i = 1 + pe+2r L4 petiag, para al-
gun o € R,y sustituyendo en (3.4.1), el producto o (1 +pet2ri&l 4 pet3cy) se
convierte en,

(1+p 210+ p 3 00) (1 +pe2rE+pe 301) - (T4 o 1 €™ +p 0 1) =1
, lo cual, multiplicando de forma concreta, se convierte, para algin o € R en:

14y P E 4 p e 4 € EMT et
0 = pe“ro+pe+zr1£+pe+zr2£2+---+pe+zrm_1£m_] _’_pe+3(x
0 = p*2 (ro+mEtmaEl 4o 41 8 S pat)
m—1
0 = p? (Z n&i+pa> (3.4-4)
i=0

, entonces Z{’;B] &+ pa € (p), aplicando el epimorfismo (2.1.8) se consigue,

m—1 . B
> T =0. (3-4.5)
i=0

Comon; <p y}o"'+1 | ni, entoncese+1 < s—1,esdecir,e+2 <s.Sie+2#s,dela

expresion (3.4. 5) y que el polinomio minimo de £ es de grado m, tenemos que T; = 0,
lo cual implica que, m; € (p), pero, mcd(p,ri) = 1, claramente, una contradiccion.
Entonces, e +2 = s, luego, e+ 1 = s —1, asi, ps_1 | ni y ny < p5_1; se concluye
que, n; = p*~'. Ademads, ya habiamos visto que (1+p&HP"" = 1 y mostramos que
la Gnica forma de obtener a la unidad como producto de potencias de elementos
de ésta forma es si todos son 1, més adn, el entero positivo minimo que satisface
(1+p&H™ =1 esp*!, en otras palabras, ord(1 +pé&l) = p*~!, paraic {0,1,...,m—1}
Sea H; = (1+7pé&l) para cada i € {0,1,...,m — 1}, entonces H; < G, y [Hj| = p>~!
pues es un grupo ciclico con generador de orden p*~'. Si consideramos ¢ € H; N

(HiHy - - Hi_1Hiyq - - - Hin1), existen enteros 1m, Mo, Ty, « ..y TH_1, Uit Ty« oy ] < P°7
tales que:
(T+pEHY™ = (T+p)0 - (14 pE )Mt (T4 pEHH )Mt o (T4 pg™ 1) m

(T+p)m0 e (T pE )M (14 pEH) (14 pEH )Mt o (14 pg™ T)mme
(T4p)™0 o (T pET )M (T pE)™ (T4 pEH )Mt o (T pgm ) ome

1
1

donde, tomando n; = n lo anterior equivale a: H{S] (1+p&H™ =1 con ny < p*~
parai € {0,1,...,m— 1} en cuyo caso demostramos que n; = p*~' y asf, ¢ = (1 +
pE,i)psq =1, por consiguiente H; N (H1H2 HquiH -++Hmp_1) = {1}, por el Co-
rolario 1.3.9, ( +p£1)’ = TTi% Tpls=1 = pls=hm — 4(G,) entonces G, =
HiHy - - Hp—1 y por la Definicién 1.3.8, concluimos, G; = 261 (1+p&H.

(ii) p = 2, s = 2. En este caso, R = GR(4,4™), asi, 0(G;) = ps~™ = 2™ entonces
para todo elemento g = 14 27 € G, tenemos que, (1+271)? = 1+4n+47? =1, por lo
tanto, ord(g) = 2 para todo g € G,. Sim = 1 el orden de G; = 2 entonces G; es ciclico
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y es producto directo de m = 1 grupos de orden 257! = 2. Por otro lado, si m > 2
considérense g1, g; tales que g1 # 1, g2 # 1y g1 # g2 esto es posible ya que 2™ > 4,
entonces (g1) y (gz) son dos subgrupos de orden p = 2, y ademas (g) N (g2) = {1}, de
lo contrario, g; = g, lo cual no ocurre, por (b) del Teorema 1.4.5, G, no es ciclico, asi,
por (c) del mismo teorema G, = H x (go) donde o((go)) = 2, entonces o(H) = 2m-1 y
procediendo de esta manera se consigue que, G, = [ [i%, (gi)

(iii) p = 2,s > 3. Considere el conjunto N = (@4+a | ae Fm} C R, entonces
dados x,y € N existen a,b € Fpm tales que x = a4+, y = 62 +b, es claro que,
Xx+y = a’ LT+ 4D = (EZ +52> + (@+b). Como Car(F;m) = 2, se sigue que,
dados o, B € Fym, luego, o* + B2 = («+B)* y « = —. Si ¢ = @+ b, entonces
X+y = tZ+c e N, por consiguiente, x —y € N, es decir, (N,+) < (IFpm ), pues,
(IFam, +) es un grupo abeliano. Considérese la funcién:

Seand,b € Fym, asi ¢ (@+D) = (@+b)°+ (@+b) = (@+a) + (6" +b) = (@) + (b)
es decir, ¢ es un homomorfismo de grupos y por su forma es un epimorfismo, asi,
Imd = N y ker ¢ < Fom. Luego, para a € ker ¢ tenemos que a?+a=d¢(@ =0, en-
tonces a(a+1) =0, luego, @ = 0,0 bien,a=1, pues [Fpm es un dominio entero de ca-
racteristica 2, entonces, kerd = {0, 1}. Por (ii) del Teorema 1.2.9, [Fom /ker | = [Imd|,
luego, por el Teorema 1.3.5 o(ker d) | o(IFm), es decir, [Fom|/[kerd| = |Imd|, por
consiguiente, [Fym|/[Im$| = [ker ¢| = 2. Como se dijo antes, Im¢p = N, entonces,
[Fym : N] = 2, asi, N # () y existe b € Fym —N. Como (2.1.8) es un epimorfismo elegi-
mos b € R una preimagen de este elemento. Por el Teorema 3.3.1, en R = GR(2%,2°™)
existe un elemento § distinto de cero de orden 2™ — 1, raiz de un polinomio ménico
béasico primitivo de grado m y que divide a x*" ' —1 en Z,s[x] y, R = Zs[E], es decir,
dado @ € R; x = ap+ a1&+ -+ am_1&™ ! con a; € Zys, parai e {0,1,...,m—1}L
Considérense los elementos (1 +2+422+---4+251), 1 +2& coni € {1,2,...,m—1}
y 1+4b € R los cuales pertenecen a G;. Renombrando o« = 1+2+22 + ... +2571,
tenemos que 2o = 2 + 22423 4. 42571 asi,

Qa—o = 2422424 42T (14242244287
x = 24224284425 122223 ... 28
x = —1

tenemos pues que «? =1, es decir, (1+2+22+---4251)2 =1, usando (ii) y (iii)
del Lema A.1.6, tenemos que (1 +2&0% " =1y (1+4b)2 * = 1. Supéngase como
se hizo al inicio de esta prueba que, para nameros naturales ny < 2,ny,...,Nyu_1 <
2571 n < 2572, se cumple que,

m—1
(14242244227 TT(+280)™ (1 +4b)" =1 (3-4.6)

i=1

como se vio en (3.4.2), la expresion no depende del valor de p entonces el desarrollo es
similar para (14 2&")™ con i€ {1,2,...,m—1}, es decir, (1 +2&")™ =14 2n;&" + 4y,
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(14+4b)™ = 1+44nb + 8c para algunos c,c; € Rconi € {1,2,... , m—1} Sing =1
entonces, (3.4.6) se convierte en:

m—1

1=(0+2+2" 4425 ") ] 0 +2ni&" +4c;) (1 + 4nb + 8c)

i=1
m—1

1 =(1+2+440+2+--+2°3) J] (1 +2n&" +4ci) (1 +4nb + 8c)

i=1
m—1 )
1 =(1+42np&° +4c¢") (1 +2 Z ni£1+4c”> (1 +4nb + 8¢c)
i=1
m—1 )
1=1+2) ni&l+4d
i=0

m—1
0=2 ( > il 2d> (34.7)

i=0

conc' =142+ +253 yalgunos c”,d € R, los cuales se obtienen al multiplicar
de manera concreta a lo largo de, (3.4.7), igual que antes, tenemos que, Z’;B] &+
2d € (2), asi, aplicando el (2.1.8), tenemos que, Z{’;] TTizl = 0, nuevamente, ya que
el polinomio minimo de & es de grado m, ng = 0, es decir, 2 | np y np = 1, una
contradiccién, por lo tanto, ng = 2, asi, (3.4.6), se reduce a, ]_[I:] (14289 (1440 =
1, procediendo de la misma manera, se tiene que, Zl’;}] W& =0, es decir, 2 | n; para
i€ {1,2,...,m—1}. Sea e € N tal que 2¢*! | n; y 2¢*! | 2n, entonces n = 2°r y
n; = 2¢t1r;, usando nuevamente (ii) y (iii) del Lema A.1.6 con e+ 1 en lugar de e,
tenemos que, (1+2&EH™ =142 &0+ (5) 22824+ 2¢F3¢; y (1 +4b)™ = 14+4nb +2¢F3c.
Como (5)2% = (2" ny!) / ((2)!(ny — N1 = 2(ny) (ny — 1) = (2°721;)(2¢" 1y — 1), entonces
(14280 =14 28F 28 4 (2621 (28 vy — 1)EH 4 28H3¢y, asi,

—_

e
I [1—|—2€+2Ti£i+(Ze+2ri)(26+]ri—1)6214—2%301} (1+4nb+2%3¢) = 1
i=1
m—1 . .
14 2e+2 Z (Tial_,_ri(zeﬂri_”azl) 4et2pp o pet3.

i=1

m—1
2¢+2 [Z (nai (2T =1 )5,21) +1b+2c

i=1

procediendo como antes, tenemos que, e < s—2ysie < s—2 entonces e +2 < s
asi, Z?El (ri&t + (261 — 1)E%) +1b + 2¢ € (p) y aplicando el epimorfismo (2.1.8)

tenemos que ZI‘;] (r_i?—r_izh> +7b = 0. Ya que para todo i € {0,1,...,m—1},

_ . - — (=i _=2 _ _
T, 7T € F, = {0,1},si ¥ = 1 entonces b = {';11 (rié — 1€ >, como Ty = Tiz, se
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sigue que, b = m]1r—1£ —ym 2 y como Car(FF;) = 2 tenemos que, b =

m L — [ ™HE } € N pero esto contradice que b ¢ N, por lo tanto, T = 0, asi,

entonces Z{Z] r_izl =0,0bien, 1 — Z{‘lﬂ r_izl = (0 las cuales contradicen el hecho de
que el polinomio minimo de & sobre FF; es de grado m, luego se concluye que, e =
s — 2, entonces n = 25 2r, n; = 23_11“1, pero 2 < 252 yn < 2572 por lo tanto, ng = 2,
ny = 257" y n = 2572, Finalmente definimos Hy = (1 +2+4---+25"), H = (1 +4b) y
para i€ {1,2,...,m—1}; H; = (1 +2&}), andlogamente al primer caso de esta demos-
tracion, Hp, Hi, H <1 Gy, la interseccién de cada H; y el producto de los restantes es {1}
y [Ho(HiHz - Ho 1)H| = [Hol [HiHy -+ - Hi | [H] = (2)(2m~D(s 1) (2572) = amis—)

0(G,), por lo tanto, G; = Hp x Hy x -+ - X Hyp1 x H. O

EXTENSIONES EN ANILLOS DE GALOIS

Ya hemos analizado la construccion del anillo de Galois GR(p?®, p5™) a traves del anillo
de polinomios Z,s([x], en esta seccion hablaremos de la construccién de anillos de
Galois como extensiones de otros anillos de Galois.

Definicién 3.5.1. Sean R y R’ anillos, diremos que R’ es una extensién del anillo R si
y s6lo si R C R/, es decir, R es una extension de todos sus subanillos.

Teorema 3.5.2. Sean R’ = GR(p*, p*™) y R = GR(p®, p*™). Si R’ es una extension del anillo
R entonces m | n.

Demostracion. Considérese la funcion — : R — R’/(p) donde (p) es el ideal generado
por cero y todos los divisores de cero de R’, asi, ker — = (p), por el Teorema 1.7.11, R+
(p) es un subanillo de Ry (p) < R+ (p). Como R = GR(p*, p*™), cero y los divisores
de cero del anillo forman un ideal principal, llamemoésle (p)’ y demostraremos que
(p)) = RN (p). Six € (p)’ C R entonces existe v’ € R tal que x = pr’/, pero R C R’
entonces x = pr’, para algin r’ € R/, asi, x € (p), por lo tanto, x € RN (p). Por
otro lado, si x € RN (p) entonces x € Ry existe un v € R’ tal que x = pr, luego,
P 'x = p*~(pr) = 0 entonces x es un divisor de cero de R o x = 0, entonces x € (p)’,
por lo tanto (p)’ = RN (p). Por (iii) del Teorema 1.7.11, tenemos que, R+ (p)/(p) es
isomorfo a R/(p)’ y éste, a su vez, es isomorfo a Fym. Dado que R C R/, (p) < R’y
(p) < R+ (p) entonces, R+ (p)’/(p)’ € R'/(p) pero éste dltimo es isomorfo Fyn, por
lo tanto, IFym C Fyn, es decir, m | n. O

Teorema 3.5.3. Sea R = GR(p*,p*™) con m | n para n € IN. Entonces existe un anillo de
Galois R' ~ GR(p*, p*™) tal que R C R'.



Demostracion. Como n € IN existe hy,(x) € Zyps[x] polinomio ménico bésico primitivo
de grado n y asi, nombrando R’ = Z,s[x]/(hn(x)) éste es isomorfo a GR(p®,p*™).
Por otro lado, tenemos que R = GR(p®,p*™) ~ Zps[x]/(hm(x)) donde hn(x) es un
polinomio ménico bdsico primitivo de grado m en Zys [x], por el Teorema 3.3.1, existen
elementos &; € Ry &, € R’ raices de polinomios ménicos basicos primitivos de grados
m y n respectivamente, R = Zps[E1] y R = Z.ps &3], luego, aplicando el epimorfismo
— tenemos que Zys[&1] = Fym y Zps[E;] = Fyn, como m | n entonces Fpm C Fpn,
finalmente, al ser — un epimorfismo es claro que las preimigenes de los campos
finitos preservan la contencién. Asi, podemos concluir que R C R'. O

La existencia de las extensiones de un anillo de Galois, nos permiten generalizar
los resultados estudiados en las secciones previas, sin embargo, una propiedad muy
importante de las extensiones de un anillo de Galios, es la unicidad.

Corolario 3.5.4. Sean R’ = GR(p*,p*™) y m € N, tal que m | n entonces, existe un iinico
anillo de Galois R = GR(p%, p*™) tal que R C R'.

Demostracién. Ya hemos visto que para m € IN existe R = GR(p®, p*™) y por hipétesis
suponga que n = ml, por el Teorema 3.5.3 existe un anillo de Galois R’ = GR(p*,p*™)
tal que R C R/, se sigue de n = ml que R’ ~ GR(p*, p*™). Suponga que existe otro
anillo R” ~ GR(p%,p*™) tal que R” C R’, por el Teorema 3.3.1 existen elementos
n € Ry ¢ € R” distintos de cero cuyo orden es p™ — 1 y que son raices de polinomios
ménicos basicos irreducibles de grado m y que dividen a xP" ! — 1 en Z,s[x], asi,
R={ag+ap+-+as1p* " |a €1y conic{0,1,....m—1}yR"={by+bip+
o4 bepS' | by € 1y, coni e {0,1,...,m—1}}, para los cuales se tiene que, Ty =
0,1,mym%,...,nP" %} y 11 ={0,1,¢, C2,..., P2} Como R’ es un grupo finito, tiene
un tnico subgrupo G cuyo ordenes p™ —1ydadoquem |n,p™—1|p™—1, asi, existe
un tnico H < G con o(H) = p™ — 1. De lo anterior, se sigue que, o((n)) = o((¢)) =
p™—1 = o(H), por lo tanto, (n) = ((), entonces n = (! para i € {0,1,...,p™ —2} con
med(p™—1,1) = 1, por consiguiente, Ty = Ty y en consecuencia R = R". O

Hemos demostrado la existencia y la unicidad de extensiones del anillo de Galois
GR(p®, p*™) para cada entero que tenga a m como divisor propio, en vista de esto,
podemos extender las propiedades de nuestro anillo de Galois, sin embargo antes de
continuar caracterizaremos los ideales de un anillo de Galois en paralelismo con el
Teorema 2.1.5

Teorema 3.5.5. Sea R = GR(p®, p*™), los ideales (0), (1), (p), (p?), ..., (p*~') son los tinicos
ideales de R, (p) es el iinico ideal maximal de Ry R/(p) ~ Fpm.

Demostracién. Sean I < R con I # (0) y ¢ € I. Por (i) del Teorema 3.3.1, ¢ = ap +
ap+---+ as_ms_]. Si ap # 0 entonces c es una unidad de ser asi I = R = (1), por
el contrario, si ap = 0 entonces podemos elegir j = min{i € {1,2,...,s—1} | a; # 0},
luego, ¢ = p'(aj+ajip+---+ as_1p* 1), asi, c € (p!), entonces I C (p’), ahora como
a; # 0 el elemento r = q; + aj p+--- + as_1p* 77! es una unidad de R, sea pues 1!
su inverso asi tenemos que cr~' = pirr~! = pJ como I es un ideal, p) = cr! € 1
entonces p’ € I, luego, (p’) C I, concluimos que I = (p’) para algtn j € {0,1,...,5—1},
como tenemos la cadena descendente (0) C (p~1) C (p¥2) C --- C (p?) C (p) C
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(1) = R se tiene que (p) es maximal. Ahora bien, sea M un ideal maximal de R
entonces M # Ry por lo demostrado antes existe i € {1,2,...,s—1} tal que M = (ph)
entonces M = (p!) C (p) C R, y por la maximalidad de M tenemos que M = (p), de
manera inmediata se sigue que R/(p) ~ Fpm. [

En el teorema previo, hemos encontrado una similitud entre los ideales de un ani-
llo de Galois y los ideales del anillo Z;s, esto nos permite extender resultados de-
mostrados en Zys, ahora, para un anillo de Galois. Podemos también, contemplar el
epimorfismo (2.1.7), como el epimorfismo natural entre R y R/(p) = [F,m y denotarlo
mediante “-” como a (2.1.8), incluso podemos referirnos a éste cuando sea convenien-
te. Ademas, se define el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes
en R como se hizo antes para cualquier anillo R[x], asi, de manera equivalente a los
Teoremas 2.1.11, 2.1.12 y el Lema 2.2.2 tenemos:

Teorema 3.5.6. El ideal (p)[x] = pRIx] del anillo R[x] es primo, todo ideal primo de R[x]
contiene a (p)[x] y si lo contiene propiamente entonces es maximal.

Teorema 3.5.7. Sea Q < R[x].
i) Si Q es un ideal primario de R[x] entonces \/Q es un ideal primo.
ii) (p)b € VQ
iii) Si \/Q es un ideal primo que contiene a (p)[x] propiamente, entonces Q es primario.

Lema 3.5.8. Sea f(x) un polinomio en R[x] y suponga que f(x) = (g(x))' donde g(x) es un
polinomio irreducible en IFpm[x] y 1 € IN. Entonces (f(x)) es un ideal primario en R[x].

Las demostraciones de estos teoremas y lema son iguales a las desarrolladas en
sus andlogos y se omiten. También podemos extender conceptos como divisibilidad,
coprimalidad y otros entre polinomios al anillo de polinomios R[x], de la siguiente
manera:

Definicién 3.5.9. Sean f(x), g(x) € R[x] diremos que:

1. g(x) divide a f(x) si existe h(x) € R[x] tal que f(x) = g(x)h(x) y denotaremos
esto por g(x) | f(x).

2. f(x) y g(x) son coprimos en R[x] si se satisface que f(x)RI[x] + g(x)R[x] = R[x],
donde f(x)R[x], g(x)R[x] son los ideales principales de R[x] generados por f(x) y
g(x) respectivamente.

3. f(x) es un polinomio primario en R[x] si el ideal f(x)R[x] es un ideal primario
de RIx].

En vista de la definicién anterior tenemos el siguiente:

Lema 3.5.10. Sean f1(x), f2(x) € R[x]. Entonces f1(x) y f2(x) son coprimos en R[x] si y sélo
si f1(x) y f2(x) son coprimos en Fym [x].

Una generalizacién para el Lema de Hensel estd dada por:
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Lema 3.5.11 (de Hensel). Sea f(x) un polinomio ménico en R[x] y suponga que f(x) =
g1(x)ga(x) - - - gr(x), para g1(x), g2(x), ..., gr(x) polinomios ménicos, coprimos por pares en
Rix] = Fpm [x]. Entonces existen polinomios monicos coprimos por pares f1(x), f2(x), ..., fr(x)
€ R(x] tales que:

f(x) = f1(x)f2(x) - - - frx)

y fi(x) = gi(x) para cada i € {1,2,...,7}.
También, andlogo a nuestro teorema de factorizacién tinica tenemos:
Teorema 3.5.12. Sea f(x) un polinomio ménico de grado 1 > 1 en R[x]. Entonces:

(i) f(x) puede ser factorizado como producto de algunos, digamos r polinomios primarios
monicos coprimos por pares f1(x), f2(x), ..., fr(x) sobre R, es decir:

f(x) = fr(x)f2(x) - - - fr(x)

y para cada i = 1,2,...,1, fi(x) es potencia de algiin polinomio ménico irreducible
sobre Fpm [x].

(ii) Sean f(x) = f1(x)fa(x) - fr(x) = hy(x)ha(x) - - - hi(x) dos factorizaciones de f(x) en
producto de polinomios primarios ménicos coprimos por pares en R[x|, entoncest =ty
salvo re-ordenamiento fi(x) = hy(x) parai=1,2,...m.

Definicién 3.5.13. Sea f(x) € R[x] un polinomio ménico de grado 1 > 1, si f(x) es un
polinomio irreducible (o primitivo) en F,m[x], f(x) serd llamado polinomio ménico
basico irreducible(o ménico basico primitivo respectivamente) sobre R.

En lo sucesivo, para cada h(x) € R[x], adopateremos la notacién (h(x)) para denotar
al ideal h(x)R[x] de R[x].

Teorema 3.5.14. Para todo entero 1 > 1 existe un polinomio monico bdsico irreducible (o
ménico bdsico primitivo) de grado 1 que divide a P 1 en RIx].

Teorema 3.5.15. Sea h(x) un polinomio ménico bdsico irreducible de grado 1 sobre R. En-
tonces el anillo de clases residuales R[x]/(h(x)) es un anillo de Galois de caracteristica p*
y cardinalidad pS™ vy contiene a R como subanillo. Es decir, R[x]/(h(x)) ~ GR(p*,p*™).
Denotando & = x + (h(x)), entonces h(&) = 0 y todos los elementos de R[x]/(h(x)) pueden
ser expresados de manera vinica en la forma:

a+ &+ a g para ap, aj,...,a1 € R (3-5.1)
y denotaremos al anillo R[x]/(h(x)) por R[E].

También, tenemos los siguientes teoremas andlogos al Lema 3.2.5, Teorema 3.2.6 y
Teorema 3.3.1.

Lema 3.5.16. Sean R = GR(p%,p*™), R’ = GR(p*,p*™) con R C R/, f(x) € R'[x] y
suponga que f(x) tiene una raiz € Fymt tal que ?/(E) = 0. Entonces existe una iinica raiz

o € R’ del polinomio f(x) con la propiedad de & = f3.
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Teorema 3.5.17. Sea R’ un anillo de Galois de caracteristica p® y cardinalidad p™, donde
p es un niimero primo, s,m,l € IN. Entonces R’ es isomorfo al anillo de clases residuales
RIx]/(h(x)) del anillo R = GR(p®,p*™) y un polinomio ménico bdsico irreducible h(x) de
grado 1 en R[x].

Teorema 3.5.18. (i) En el anillo de Galois GR(p®,p*™) existe un elemento & # 0, de
orden p™ —1, el cual es raiz de un polinomio ménico bdsico primitivo h(x) de grado Ly
que divide a xP™ 1 _1en R[x] donde R = GR(pS, p*™), mds aiin GR(pS,psml) = R[&]
y h(x) es el iinico polinomio ménico en R([x] de grado menor o igual que 1y que tiene a
& como raiz.

(ii) Sea T =1{0,1,&,&%,..., E,pmlfz}, entonces cualquier elemento ¢ € GR(pS, p*™) puede
ser escrito de manera iinica como:

c=ay+ap+ap’+---+asp* ! donde ag,ai,...a. 1 €T (3.5.2)
mds aiin, c es invertible si y solo si ay # 0 y es divisor de cero si y sélo si ag = 0.

Corolario 3.5.19. Sean & € R’ = GR(p®, p*™) un elemento distinto de cero de orden p™ —
1, el cual es raiz de un polinomio ménico bdsico primitivo h(x) de grado 1 y que divide a

P 1 en RIx] donde R = GR(p*, pS™) entonces el elemento:

n= a(Pml—1)/(Pm—1) c R/

es tal que ord(n) =p™—1ysi T' ={0,1,m,1n%,...,mP 2} entonces R = {ap+ajp+---+
as 1P ay € T paraic{0,1,...,s — 1}

., . m n m pmf] .
Demostracion. Denotemos n = ml, asi, nP -1 = <(§(P =1)/(p 4)) y esto es igual

a, &~ = 1. Entonces ord(n) | p™—1.Si d = ord(n), n¢ = 1, y tenemos que

d(pn—1))/(p™-1) _ _ pt—1
gde™=1))/(e™=1) — 1, entonces p* — 1 = ord(§) | d(pm_]

= k(p™ — 1), y haciendo operaciones en enteros, tenemos que,

> entonces existe k € Z

tal que d<§m_11
d = k(p™—1), es decir, p™ — 1 | d, por consiguiente, ord(n) = d = p™ — 1, luego
los elementos 0, 1,7, ...,mP" 2 son todos distintos y (n) es un grupo ciclico de orden
p™—1 vy la cardinalidad del conjunto T’ es p™. Finalmente, por el Corolario 3.5.4,
existe un unico anillo de Galois R = GR(p®,p*™) y con R C R’. Si consideramos el
conjunto § ={ap+ajp+---+ as_1p*' | a; € T’ parai e {0,1,...,s —1}}, éste es un
anillo de Galois con caracteristica p* por el principio multiplicativo su cardinalidad
es p*™ luego, por la unicidad (bajo isomorfismos) de R, tenemos que R ~ §, es decir,
R={ap+ap+-—-+a_p*' |a €T parai € {0,1,...,s — 1}}, como queriamos
demostrar. O

AUTOMORFISMOS DE ANILLOS DE GALOIS

Ya hemos estudiado en las secciones previas, la estructura de los anillos de Galois
y cOmo éstos pueden extender sus propiedades a anillos que los contienen, en esta



3.0 AUTOMORFISMOS DE ANILLOS DE GALOIS |

seccién estudiaremos una clase muy particular de funciones entre anillos de Galois, a
las cuales llamaremos automorfismos, pero antes de esto veamos el siguiente:

Lema 3.6.1. Sean R’ = GR(p%,p*™) que contiene a R = GR(p®,p*™) como subanillo,
£ € R'—{0} tal que ord(&) = p™ — 1y que es raiz de un polinomio ménico bdsico primitivo
(irreducible) h(x) de grado 1 € IN que divide a XP™ T 1 en RIx] y tal que R' = R[E].
Entonces los elementos &, Epm, . E,pm(m) € R’ son todas las raices de h(x).

Demostraciéon. Como h(x) es un polinomio ménico bésico primitivo (irreducible) en
R[x] entonces por la Definicién 3.5.13 el polinomio h(x) € Fpm[x] es un polinomio
monico y primitivo (irreducible), mds atn, como grad(h(x)) =1y h(&) = 0 entonces
grad(h(x)) =1 y h(§) =0, luego & es un elemento primitivo de IF,m y como ord(&) =

_ _.m _.m(1-1) _
ord(§&) = pml — 1 entonces &, Ep ,Ep son todas las .raices de h(x) (ver Lema A.2.4).

Dado que el grado de h(x) = 1 y los elementos &pml coniec {0,1,...,1—=1}son 1
entonces todas las raices son simples, es decir, h ( ) # 0, por el Lema 3.5.16,
existen, para cadai € {0,1,...,1— 1} tinicas raices de h(x), &; € R/, tales que &; = &p

Dado que h(x) | xP™=1_1en R[x], existe k(x) € R[x], tal que, i N h(x)k(x),

j ml_q L . .
asi, evaluando tenemos que — 1 = 0 por ser raiz de h(x), por consiguiente,

cxfml_] = 1, de ahi que, ord(«;) | p™—1, por (ii) del Corolario 3.3.3, o = g, para
L € {0,1,...,p™ —2L Aplicando el epimorfismo (2.1.8), tenemos, &g = = Eli,
entonces, |; = p™, por lo tanto, &; = §P™" . Delo anterior, g = &, 007 = &P, ..., ] =
g ™ son 1—rafces de h(x) y h(x) = (x—§&) (x—&pm) (x—&pm[P]J). Como

m(l—1)

grad(h(x)) =1, & &P", .. &P € R’ son todas las raices de h(x). ]

Definicién 3.6.2. Sean R’ = GR(p%,p*™), que contiene a R = GR(p®,p*™) como
subanillo, & € R’ — {0} con ord(&) = p™ — 1y tal que es raiz de un polinomio ménico
basico primitivo (irreducible) h(x) de grado 1 € IN que divide a xP™ 11 en RN
Considérese que R’ = R[&], con esto se define la funcion: @ : R[E] — R[E] tal que:

) (ao +ar&+ -+ apg Elf]> =ap+ CL]E,pm +-F a1_1£(17])pm (3.6.1)

Teorema 3.6.3. @ es un automorfismo de R’ tal que o« € R si y sélo si P(x) =

Demostracion. Considérense las funciones ¢1, ¢,, definidas como:

d1: RIx]/(h(x) —> RIE] b2 : RE/(h(x) — R[EP"]
Coand + (h(0) — Y ast! Tl apd 4 (h(x) s Y a gt

no es dificil ver que ¢1 y ¢, son homomorfismos de anillos, por el Lema 3.6.1, g
es también una rafz del polinomio h(x), asi, R [&pm] es un anillo de Galois con ca-
racteristica p® y cardinalidad ps™, es decir, |R[E]] = |R [Epmﬂ y R [&pm} C R[E],
por lo tanto, son iguales y se s1gue que ¢ como ¢, son epimorfismos. Tomando
[od(x) = 1 0 aix' + (h(x)), [BI(x) = Y iobex' + (h(x)) € R[/(h(x)), es claro que
oo+ Bl(x) = Y 12p (@ +by)xi + (h ( )), ahora suponga que ¢1([ed(x)) = d1([B](x)) en-
tonces O = d1([ad(x)) — d1([BI(x)) = b1 ([ — Bl(x)), por consiguiente:

(ap—bo) + (@ —b1)&+ -+ (a1 —b_ )& T =040&+- -+ 0g+T) (3-6.2)
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dado que la representacion aditiva en un anillo de Galois es tinica entonces se deduce de
(3.6.2) que (a; —b;) =0 para cada i € {0,1,...,1—1}; de manera andloga suponiendo

que ¢, ([ax](x)) = b2([B](x)) se llega a:

(ap—bo) + (a1 —b1)&P" + -+ (a1 — b EPT =04 08P™ ... 40P

(3.6.3)
nuevamente por la unicidad de la representacion aditiva y de (3.6.3), (aj —bi) = 0
para i € {0,1,...,1—1} por lo tanto [x](x) = [B](x) y se concluye que ¢1 y ¢, son
monomorfismos y por consiguiente isomorfismos. Por lo anterior dicho, tenemos que,
Y= [dpy0(Ppr) '] : RE] — R[EP"] = R[E] es un isomorfismo y es evidente que tanto
® como VY tienen el mismo dominio ademas, para todo ag+ a1& + - - - aj_g £ e RIE
tenemos que:

Y(ao+ @b+ aiE ™) = ¢2 (60 (a0t @b+ ae )
= ¢ <a0+ a;x+--- al_]Xlil + (h(x)))

= ao+ @& 4P
= ®(ap+ &+ a &)

por lo tanto ® = ¥ con lo cual tenemos que @ es un automorfismo de R’ = R[E].
Sea o € R, entonces & = ot + 08 +---+ 08", asi @(x) = «, se sigue que « € R
implica ®(«) = «. Por otro lado, supongamos que ®(x) = o para o € R/, por el
Teorema 3.5.18, & = ag+ a1p + ap’ + -+ a,_1p* ' con a; € T = (&) U{0} para
i€{0,1,...,5—1}. Note que ®(&) = &P y deja fijos a los elementos del subanillo. R3
Luego, como p € R, tenemos que, ®(p)) =p’ paraj € {0,1,...,s — 1}, asf,

®(ag+ap+ap’+---+a,1p ") = agm + aﬁ’mp + a‘Z’mpz + afjl]ps_1 (3.6.4)
dado que la representacién p-adica es tnica, P(x) = « = ap+ ajp + ap? -+
as_1p*~! y de (3.6.4) tenemos que afm = ai, para cada i € {0,1,...,s — 1}. Suponga-
mos que a; = 0 entonces afm = 0, por otro lado si a‘-fm = 0, dado que a; € (&) U{0}
entonces a; =00 a; = & paraj € {0, T,...,p™ —2} Suponiedo que a; # 0 entonces
0= afm = (&))P™, aplicado el epimorfismo (2.1.8) se obtiene que:

—

gy
jlp™)
ilp™

ol ol o
|
Ml

=g (") (3.6.5)

dado que £ es un elemento primitivo en IFpm entonces & es un unidad de éste campo
luego la expresion (3.6.5), da lugar a una contradiccién, por lo tanto a; = 0, de esto

se concluye que a; = 0 si y sélo si afm = 0. Ahora supongamos que a; # 0, como
a = afm y ai es invertible, pues a; € (&) se sigue que afm_1 = 1 entonces existe
ji €{0,1,...,p™ — 2} tal que (&))" e afmf] = 1 es decir &iP"~1 =1 por consi-

uiente p™ — 1 = ord(&) | (ji(p™ — 1)) entonces existe un t; € Z tal que ji(p™ —1) =
& p q

3 Pues ya se demostré que si v € R entonces @ (r) = 1.
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ti(p™—1), se sigue que j; = t; (pm1 —1/p™ — 1), usando n como en el Corolario 3.5.19
tenemos que, para cada i € {0,1,...,s —1}; a; = &t = éti(pmlq/pm_]) =n' entonces,
renombrando by = ap =n', by =n',...,bs 1 = as_; = n'1 podemos reescribir a
& como & = by +bip +---+bs_1p*~! donde b; € T’ como en el Corolario 3.5.19, es
decir, € R, en resumen, dado que ®(x) = « esto implica que x € R, por lo tanto
o € Rsiysoélosi @(a) = como queriamos demostrar. O

Un automorfismo de un anillo de Galois R’ que deja fijos a los elementos de un
subanillo R de R’ es llamado autormorfismo de R’ sobre R, méas atin el automorfismo
del teorema anterior es llamado automorfismo generalizado de Frobenius, haciendo una
clara referencia al automorfismo de Frobenius, definido entre campos finitos.

Definicién 3.6.4. Sean R’ = GR(p*,p™) y R = GR(p*,p*™) un subanillo de R’ tal
que R’ = R[&] para p un nimero primo, n, m,l € IN definimos:

(i) El automorfismo generalizado de Frobenius de R’ sobre R como la funcién:

O : fR/ — R
YipaE — Yy agEte™)

(i) @° =1idg, @' = @lo®y @t = (0')" paracadateN.

(iii) El conjunto Gal(R'/R) :={t:R" — R’ | T es automorfismo de R’ sobre R} es el
grupo de Galois de R’ sobre R.

A continuacién presentamos algunos resultados sobre el grupo de Galois de un
anillo de Galois y su estrecha relacién con el automorfismo generalizado de Frobenius,
el grupo de Galois de un campo finito y el automorfismo de Frobenius.

Lema 3.6.5. Sea T € Gal(R'/R). Definimos un automorfismo inducido por (2.1.8); T de
R = E,m1 de la siguiente manera:

T ]F.pml ]F-pml

—>
a — T(a) = 1(x)

donde & = a para algiin o € R'. Entonces T estd bien definida y T € Gal(IFmi/Fpm).

Demostracion. Sea a € F mi, como (2.1.8) es un epimorfismo de R’ en R'/(p)’ = F my;
existe @ € R’ tal que & = a. Veamos que T estd bien definida. Sean o, x’ € R’ con & =
®, entonces x — &' =x—o/ =a—a=0¢€ F,m1, es decir, « — o' € ker(—) = (p) C R/,
asi, existe m € R’ tal que o« — &’ = pm, luego () — (') = T(x — ') = T(p7) = pt(7),
yaquep € Ry e Gal(R'/R). Luego, T(«) = t(a) 4+ pT(7), por consiguiente, T(x) =
(') +pr(m) = t(a’) + 07(m), es decir, T(x) = T(at/) entonces T estd bien definida.
Por otro lado, consideremos a,b € F,mi, luego existen o, € R’ tales que @ = a 'y

B =bentonces a+b=oa+pyab = af, tenemos que:

Tl(a+b) =1(ax+B) T(ab) =T(xp)
= o) +7(B) = T()T(B)
= 1(x) +t(B) =7T(a) +T(b) =1(ax)T(p) =7(a)T(b)
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de lo anterior, se sigue que T es un homomorfismo de anillos, y por su definicién es
claro que es un epimorfismo. Si T(a) = 0 entonces existe « € R’ tal que t(x) = 0, asi
() € ker(—) = (p)’, luego existe m € R’ tal que 1(x) = pmt y como la caracteristica
de R’ es p® entonces (t(«))® = p3n® = 0, lo cual es equivalente a t(«®) = 0, entonces
o € (p)' y aplicando (2.1.8) tenemos que &@° = & = 0 € FF m y cOmo éste es un
dominio entero, es claro que a = & = 0, asi kerT = {0}, por consiguiente T es un
monomorfismo y por lo ya visto antes, un automorfismo. Finalmente, considere el
subanillo R, éste es un anillo de Galois y por tanto sus divisores de cero con el cero
forman un ideal principal (p) y por el Teorema 3.5.2; (p) = RN (p)’. Considere la
restriccién de (2.1.8) a R, dada por — |g: R — R/(p) = [Fpm, la cual por simplicidad
denotaremos también por —. Sea a € [F,m, por lo anterior, existe « € R con @ = q,
se sigue que T(a) = T(a) = & pues T € Gal(R'/R), en otras palabras T(a) = a, asi
T es un automorfismo de F,mi que deja fijos a los elementos de IFpm, por definicion
TE Gal(]Fpm /IFpm), con lo cual hemos demostrado nuestro lema. H

Lema 3.6.6. Sea @ el automorfismo generalizado de Frobenius de R' = GR(p*,p*™) sobre
R = GR(p®, p*™), entonces ® es generador de un grupo ciclico de orden 1, con la composicién
de funciones como operacion.

Demostracion. Sea & € R’, entonces ®%(§) = O(D(E)) = @ (&P7) = (ipm)pm —
luego, ®3(&) = @ ((DZ(E,)) =0 (&p2m> = (Epzm)p — i, siguiendo de esta manera,
es claro que para cada i € N, OHE) = Epim. Como @ es un automorfismo de R’ es

claro que el dominio de ®' coincide con el dominio de idy/, mds atin para todo
ae R =R[E], con & = Z};(]) ;&) se tiene que:

Qo) = ag+ a1 @Y (E) + - + ap_ @HENT)
—ap+a; O &) + -+ a (@1(5))1_1 (@ € Gal (R'/R))

pml pml 1T
=ap+ a§ +---+a1—1<£ )

—ao+aré 44 aq &7
= = idg/(a) (ord(&) =p™ —1)

es decir ®' = idg. Sea 0 < t < L con @' = id}, entonces en particular ®t(§) = &P™ y
O (&) = &, luego Epmt = &, es decir, Epmt’1 =1, perot < ldelo cual se sigue que mt <
ml, asi p™ —1 < p™ —1 = ord(&) lo que es una contradiccién, entonces 1 es el entero
més pequefio tal que @' = idg/ por consiguiente ord(®) = 1, considerando a ® como
un elemento del grupo de las funciones biyectivas con la composicién como operacién
binaria; finalmente, nombrando 1 = idy/ , tenemos que (®) := {1, @, @2,..., 0" ) es
un grupo ciclico de orden 1, bajo la composicién de funciones. O

Teorema 3.6.7. Sea @ el automorfismo generalizado de Frobenius de R’ sobre R. Entonces ®
es el automorfimo de Frobenius de IF . sobre Fpm, mds aiin:

(i) Gal(R'/R) = (@)
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(i) La funcion:

? . Gal(fR//R) — Gal(IFpml/IFpm)
T — T

es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. (i) Por definicién, ® es un automorfismo de R’ sobre R, luego @ €
Gal(R'/R), por el lema anterior ® € Gal(]Fme/IFpm), luego, @ : F,m — F,m es un
automorfismo que deja fijos a los elementos de Fpm. Por otro lado, sea 0 : F,mi —
F_1 el automorfismo de Frobenius de ]Fpm sobre Fpm, es claro que dom ® = domo,

P —
ademds tenemos que, dado b € F;m1, existe B € R’ tal que B =b y para & € R’, ast:

DE) =0 ="= =0(F)

ademads, considerando a ]Fpml como una extension de Fpm, es decir, ]Fpml = Fpm @

= =n—1
tenemos que para todob =by+b1E+ -+ by én € Fpm m, entonces

o(b) =0 (bo S bE- +b1_1EH>
—1—

=by+b1o(E) 4+ --+b10(& 1)

— by + byo(E) + -+ by o(E)] (a € Gal (mpml/JFpm»
=bo+b1DE)+---+ b DE)!

= o+ by ®(E) + -+ b ® (T)

D (bo FbiE4 e+ bgE ) = D(b) (6 € Gal (leml /nzpm))

es decir, para todo b € Fomu o(b) = @(b) se tiene que @ es el automorfismo de
Frobenius. Por otro lado, recordemos que & € R’ es raiz de un polinomio ménico
basico primitivo de grado | y que divide a xP™ =11 en R[x], denoteméslo por h(x) =
ho+hix + -+ hxt T 4+ x y entonces h(&) = 0, mds atn t(h(§)) = t(0) = 0, de
manera equivalente:

0=r(h(f)) =1 <h0+h15,+ Ry e +x‘>
=ho+ht(&) + -+t (EH> +T (El>

=ho+ (&) +- -+t (E) T+ () (T € Gal(R'/R))
=h(t(&))
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luego, T(&) es una raiz para h(x), por el Lema 3.6.1, T(&) = &pmj paraj € {0,1,...,1—1}
por consiguiente dado o« € R’ es claro que o = ap+ a1&+ @&+ +a_1E Tcon
a; € R para i € R, entonces:

tlo) =7 (ap+ arb+ @l e
=ao+a;t(é) + art (Ez> +-+agT (&l’])
= ap+ q1T(&) + ax(T(E))2 + -+ apq (T ()

- mi\ 2 mi 1
=ao+a &P )+az<€p )> ot a (&p )>

mj

—ao+ 18" + @ e g TP

= ap+ a1 (&) + D <£2) +ota @ (EH>

= <00+ mE+ e+ +a145,1_]>

= (o)
por lo tanto T = ® para algtn j € {0, 1,...,1— 1}, por consiguiente Gal(R'/R) C (®)
y dado que ® € Gal(R'/R) se obtiene que Gal(R'/R) = (D).
(ii) Sean @', @ € Gal(R'/R) luego F (®'o @) = F(O') = ¢ ya que @ = o,
entonces F (O'o @) = 0' o0 = F (') o F (@), es decir, F es un homomorfismo de
grupos. Si ocurre que 3'“((Di) = id]pqd entonces o' = idlpqd luego | = ord(o) | i en
consecuencia i = kl para algtin k € N, luego ®' = ®% = idys y asi kerF C {idg},

evidentemente {ids} C kerJ y entonces J es un monomorfismo. Por su definicién
ésta funcién es un epimorfismo, asi es un isomorfismo como afirmamos. O

Corolario 3.6.8. Sea @ el automorfismo generalizado de Frobenius de R' = GR(p*, p*™) sobre
R = GR(p®, p*™), suponga que n = mld. Entonces

i) ®4 es el automorfismo de Frobenius de R’ sobre R" = GR(p*,p*™4) y Gal(R'/R") =
(@9 es un grupo ciclico de orden 1.

ii) Para todo a € R”, ®(a) € R". Si denotamos la restriccion de ©® a R” por @ |gn,
entonces la funcion
() |fR”: R — R
x — O(x)
estd bien definida, es el automorfismo de Frobenius de R" sobre R y Gal(R"/R) =
(D |gr) es un grupo ciclico de orden d.

Demostracién. Note que R = Fym, R" = Fyn y R” = F,ma, por el teorema anterior
@ = oy los grupos de Galois Gal(R'/R) y Gal(Fpn /IFpmd) son isomorfos, entonces
el Corolario A.4.3 es un analogo a éste corolario. (i) Como md | n entonces por lo
dicho antes y i) del Corolario A.4.3 Gal(Fgn /qumd) = (0%), tomando la preimagen
de estos conjuntos bajo la funcién F tenemos que Gal(R' /R") = (®9) y éste es un
grupo ciclico de orden n/md = L. (ii) Aplicando un razonamiento similar al del inciso
previo, usando la preimagen de o |]qu 4 la funcién @ [g~ esta bien definida y como
Gal(Fyma/Fgm) = (o |1qud> entonces Gal(R”/R) = (@ |g») es un grupo ciclico de
orden d. N



89

TRAZA' Y NORMA GENERALIZADAS

Ya se ha notado antes que los anillos de Galois poseen propiedades afines a los campos
tinitos, en esta tltima seccion analizaremos el concepto de traza y norma generaliza-
das.

Definicién 3.7.1. Sean R = GR(p®%,p*™), R’ = GR(p%,p*™) tal que R C R’ y @ el
automorfismo generalizado de Frobenius de R’ sobre R. Definimos para cada « € R’
TT’(R//QQ(OC) =x—+ (D(OC) +--+ q)li] ((X)

Ny g(o) = a®(a) - O (o)
la traza y norma generalizadas de « € R’ relativa a R, respectivamente. Cuando R’

y R son claros en el contexto, escribimos Tr y N para referirnos a la traza y norma
generalizadas respectivamente.

Teorema 3.7.2. Para o, p € R’ y A € R tenemos:

i) Tr(x) e R i) N(x) e R

i) Tr(oc+B) = Tr(«) + Tr(B) i) N(xf) = N(«)N(B)
iii) Tr(Ae) = ATr( o) iii)” N(Aa) = AN (o)
iv) Tr(A) = 1A iv) N(A) = Al

v) Tr(®(«)) = Tr(x) 0) N(®(«x)) = N(«)

Demostracion. La demostracién es andloga a la prueba del Teorema A.5.2 y por esa
razon se omite. [

Teorema 3.7.3. Sea R = GR(p®, p*™) un subanillo de R' = GR(p*,p*™) y éste a su vez, un
subanillo de R" = GR(p®, p*™¢). Entonces para todo « € R"

TT{R”/{R((X) = TTfR’/fR (TT:R///fR/(Cl)) y Nj{'//j{(a) = NR’/R (NR/,/R,(G))

Demostracion. Esta demostracion es completamente andloga a la prueba del Teore-
ma A.5.3 y por esa razon se omite. [

DESARROLLO DEL ANILLO DE GALOIS GR(2?,2%)

A continuacién, se aplican los conceptos mas importantes estudiados a lo largo del
Capitulo 3 en el anillo de Galois GR(2%,2%), de manera que el lector pueda apreciar
la implementacién de éstos de manera concreta, y que su conocimiento de las propie-
dades antes enunciadas, no sea sélo tedrica. A la vez se invita a que el lector realice
un ejemplo particular para mejorar la comprensiéon de los conceptos vistos en este
trabajo.

Considérese GR(2,4) = Z4 = {0,1,2,3} con tnico ideal maximal (2) = 2Z4 y el
polinomio h(x) = x? +x+ 1 € Z4[x], aplicando el epimorfismo (2.1.8) tenemos que
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h(x) = x> +x+1 € F,[x], luego dado que h(0) = h(1) = 1, no tiene raices en FF; y
por ser de grado 2, es irreducible, entonces es un polinomio ménico bésico irreducible
y entonces tenemos que Z4[x]/(h(x)) = GR(2%,2%), ademés tomando a 6 una raiz de
h(x), tenemos:

0 +0+1=0=0"=0+1=0"=0°+0=1

de aqui se sigue que h(x) es un polinomio ménico bdsico primitivo también, puesto
que F}, = (0) y denotando R = GR(2%,24) = Z4[x]/(h(x)), tenemos, por el Teore-
ma 3.3.1 que existe un elemento & € R de orden 3, h(&) = 0, h(x) | x3 —1 en Z4lx],
& =07y R~ Z4[&]. En efecto dado que

<x2+x+1>(x+3):x3+x2+x+3x2+3x+3
=x3+3
=x3-1
por lo tanto h(x ) | x3 —1. Ahora, tomando £ una raiz de h(x) tenemos que 241 =
0, entonces &2 —3£+3y1uegox =382 4385 =(E+1)+38 =1, asi ord(§) = 3, se

sigue que € = 0 y asf el conjunto de Teichmiiller de R est4d dado por T = {0, 1,&, %} =
{0,1,&,3& 4+ 3}, y por el isomorfismo antes mencionado, podemos denotar:

R={0,1,2,3,& &+ 1,E+2,E+3,28,26+1,2E+2, 26+ 3,385,354+ 1,385+ 2,35+ 3)

y todo elemento de R puede representarse de manera tinica mediante ¢ = ap + aj -2
con ap, aj € 7T, es decir, los elementos de R tienen su representaciéon 2 — adica.

010+0(2)| & £+0(2) 28 0+ &(2) 3¢ E+E(2)

T[1+02) |E+1| BE+3]+BE+31(2) |26+1| T1+&(2) |36+1|BE+31+1(2)
210+12)[&£+2 E+102) 26+2 01 Be+31(2) | 36+2 | e+ BE+3I2)
311+1(2) [£+3| DBE+3I+E(2)  [26+3[1+BE+31(2) | 38+3] 3£+3+0(2)

Figura 6: Representacién 2-ddica de los elementos de GR(4, 16)

es facil verificar que las representaciones son correctas aplicando aritmética médulo
4. Por otro lado, como el ideal maximal de R = GR(4,16) es (2) = {0,2,2&,2¢& + 2},
tenemos que R* = {1,3, &, &+ 1,&+2, &+ 3,25 + 1,28 + 3,385,385 + 1,35 + 2,35 + 3} es
el grupo de unidades del anillo de Galois GR(4,16), en este caso note que p = 2y

s = 2, entonces por el Teorema 3.4.1 R* es producto directo de G; = (&) un grupo
ciclico de orden p™ —1 = 22 —1 = 3 y un grupo abeliano G; el cual es producto
directo de m = 2 grupos ciclicos cada uno de orden p*~! = 2271 = 2. En dicho

teorema nos inidica que podemos denotar G, = {1+ 7|7 € (2)} ={1,3,25 +1,2£ 4 3}
luego note que

=)

3=1(3)
28+1=(1)(25+1)
28+3=03)(25+1)
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es decir, todo elemento de G; es producto de los elementos de los grupos ciclicos (3) y
(284 1) los cuales son tales (3) N (2£ 4+ 1) = {1} y esto implica que G, = (3) x (2£+1),
y en consecuencia tenemos que R* = (&) x ((3) x (2 + 1)) como afirmamos. Ademads
si consideramos a GR(4,4) = Z4 como subanillo de GR(4,16) podemos definir el
automorfismo generalizado de Frobenius considerandop =2, m=1,s=2yl=2en
la Definicién 3.6.2 como sigue:

®:GR(4,16) — GR(4,16)
ap+aq1& — a0+a1E,z

donde, {2 = 3& + 3. Entonces, las imagenes de cada elemento en GR(4, 16) bajo @ es:

)| o« D) o DO () o D(x)
& |34+3&5| 28 |242&8| 385 |1+4&
T+& | 3§ [1428|34+28|1+38]|248&
248 | 14+38 12428 | 28 |2438|3+¢&
34+E|2438[34+28 | 1428 |13+38] &

" S
N o5

fod
0
1

2
3

Es bueno prestar antencién que estamos en el caso de un anillo de Galois GR(p*, p*™)
con un subanillo GR(p*,p*™) donde p = 2,s =2, m = 1,1 = 2, asi que, podemos defi-
nir la traza y la norma generalizada de todo elemento en GR(4, 16), asf,

Tr: GR(4,16) —> GR(4,16) N:GR(4,16) — GR(4,16)
ao+ar& — (ap+ar1€&) + (ao +ar&?) ao+ar§ — (ap+ a1&) (ap + a1&?)

como en la Definicién 3.7.1.






RESULTADOS COMPLEMENTARIOS

En este apéndice enunciaremos resultados que fueron omitidos de algunas secciones,
por cuestiones de espacio. Si R es un anillo con unidad 1y, usaremos solamente 1
para denotar a dicho elemento, el elemento p1 € R con p € IN un ntmero primo,
se expresa a menudo solamente por p cuando el contexto es claro, y en general para
cada n € Z, n1 se suele denotar solo por n.

ALGUNAS PROPIEDADES ADICIONALES EN ANILLOS CON-
MUTATIVOS

Teorema A.1.1. Sea p un niimero primo.
(1) p | (¥) cadavez que 1 <i<p—1.

(ii) Si R es un anillo con unidad de caracteristica p entonces, paratodor,s € R (r+s)P =
P +sPy(r—s)P =1P —sP.

(iii) Si R es un anillo con unidad de caracteristica p, un niimero primo. Entonces, para todo
r,s € Ry para todo n € N, se cumple que (v +s)P" = 1P" £ sP"

Demostracién. (i) Sabemos que (‘f) =p!/(i!")(p —1)! y que éste es un ntimero natu-
ral. Despejando p! tenemos que p! = (¥) [(i!)(p —1)!] y es evidente que p | p! =

(?) [(i1) (p — 1)1, luego por la primalidad de p, éste divide a alguno de los tres fac-
tores, pero p t i! puesto que i < p y de manera similar p { (p —i)! por lo tanto sélo

ocurre que p | (¥).

(ii) Por el por el Teorema del Binomio:

p p—1
(r+s)P = Z <]z)rp_isi =1P + Z (?)rp_isi +sP =1P 4¢P (A.1.1)
i=1

i=0

en la expresion (A.1.1) la igualdad se sigue de que la caracteristica de R es p y de la
primera parte de este teorema, puesto que todo el término de la suma es idéntico a
cero al estar multiplicado por un multiplo de p. Finalmente note que r = (r —s) + s
entonces 19 = [(r —s) +s]9 = (r—s)9 + s9 por lo demostrado anteriormente,
restando de ambos lados s9 se obtiene el resultado deseado.

(iii) Hagamos induccién sobre n, el caso n = 1 ya se demostrdé en el apartado
anterior. Supongamos que para n € IN el resultado es valido y veamos que se cumple
paran + 1. Como

(r+s)P +]:((1"+s)1”> :(rp +sp) =P +1+sp !
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con lo cual el resultado queda demostrado en el caso de la suma, para el otro caso,
basta con proceder como en el inciso anterior. O

Lema A.1.2. Sean p un elemento en un anillo R y n,m € N con n > m, entonces
pt—1=c(p™—1)—(p"—1) paraalgiinos c,r € N con 0 < r < m y en consecuencia
(p™—1) | (p™—1)siysdlosi m|n.

Demostraciéon. Como Z es un anillo euclidiano, entonces para n y m existen q, v € IN
tales que n = qm+ 1 con 0 < T < m entonces p™ — 1 = p9™FT — 1 y entonces
haciendo la divisién larga obtenemos que

qm+r_1 _ (p(qf])mﬁ»r)(pm_])+p(qf1)m+1‘_~l

(p(q—ﬂm-i-r)(pm o -I) + (p(q—Z)m+r)(pm . ]) + p(q—Z)m-H‘ 1
(p(q—l)m—i-r + p(q—Z)m—O—r)(pm . ]) + p(q—Z)m—i-r 1

P

procediendo de esta forma q veces llegamos a la expresiéon

q—1

pr-1=3Y <p(q—i>m+r) (p™—1) +p" —1 (A.1.2)
i=1

luego, nombrando ¢ a la suma, se obtiene la primera parte de éste lema. Ahora, si
m | n entonces como n = gm + 1, s6lo puede ocurrir que r = 0, asi, p" =1y
sustituyendo en (A.1.2); p" —1 =c(p™—1)+1—1=c(p™— 1), en otras palabras,
p™— 1] p™— 1. Andlogamente, si p™ — 1 | p™ — 1, p" — 1 = 0, esto implica que
r =0, por lo que, m | n como queriamos demostrar. O

Corolario A.1.3. Sean n,m € IN con n > m, entonces m | n si y sélo si xP™T 1
n
xP — 1.

Lema A.1.4. Sean R un anillo conmutativo con unidad, v,s € R, p un niimero primo y
L € IN. Entonces, (v + ps)1Dl =P+ p'1t; para algiin t € R.

Demostracién. Haremos induccién sobre 1. Como p es un niimero primo, entonces

p=>=>2asip=2+qparaq >0y q € Z.5Si 1l =1 entonces, por el Teorema del
Binomio:

P
reps)r =3 (7)) s —rP+Z() i (ps)! + (ps)?

i=0

=P +p st )P ps) T +pls?(ps)d

= 1P + p?s Zb )P Hps) T+ s2(ps)9 (por (i) del Teorema A.1.1)

:Tp+p t,
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claramente, t ocupa el lugar de la suma en la pendltima igualdad. Supéngase que para
Ll € N, el resultado se cumple, verifiquemos que para | + 1 también. Escribiendo:

(raps)? = ((r+ps)?)
= (rpl + plﬂt] ))p (con t1 € R. Por hipétesis inductiva)
= (p+po)? (conp =17, 0 =plty)
= pP +p’ty (porelcasol =1)
Pty (t =t1t2 €R)

Teorema A.1.5. [Férmula de Taylor] Sea R un anillo conmutativo con unidad y considere un
polinomio f(x) = ap+ a;x + - - -+ anx™ en R[x]. Para todo b € Ry n € IN se cumple
que:

Demostracion. Veamos que para todo k € IN, si 1 < k < n entonces la k—ésima

derivada de x™ es (n’l—!k)!x“_k. En efecto, sea n € N fijo y suponga que k = 1,
entonces tenemos que, derivando una vez (x™)" = nx"~!, recordemos que n! =
n((n—1)!) entonces n!/(n — 1)! = n, entonces se cumple el resultado para k = 1.
Ahora, supongamos que para cada 1 < k el resultado es véalido, veamos que éste se
cumple para k. Para ver esto, calculemos (x™)!*) = ((x“)’)(kq) = (nx“_])(kfl),

luego por la hipétesis inductiva para k — 1 < k,

ny (k) _ (n—1)! (n—1)—(k—l)> MmN e ont
(x™) n<((n_1)_(k_”)!x = X = i (A.1.3)

como habfamos afirmado. En particular, para k = n se tiene que (x™)™ = n!. Ademas,
para cada n € N, por el Teorema del Binomio, (x +b)™ = Y 1, (})x"*b* y note que

(X" ™ = g™ = <(n+'k)!x“ k) por consiguiente, de (A.1.3), se sigue que,

(x+b)" Z (A.1.4)

k=0
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Usando lo anterior, como f(x +b) = ap+ aj(x +b) + ay(x + b)> 4+ - - - + an(x + b)™
entonces

(x+b)—ao+a1z bk—l—Z bk—f- +Z

k=0
(X), 2 (XZ)/ (XZ)N B

= Qo + qq (()'+]'b + az a-i‘ 1 b+ 21 b + -

n ny/ ny(n)
+an <X G b“)

0! 1! n!

2! 2 n n—1 n! n

=ao+ai(x+b)+ay | x? +2xb+2'b 4+ an | xT+Hnx b+-~+§b

:
= (@ +ax+--F+anx") + 4 (a1 +2ax+ - +nagx™ b+

1
2a; +6azx+-- +n(n—])anx“*2) b2+~--+§(n!an)b“

f'ix), | (). 5 ) (x)
T TR -~

1
ol
=f(x)+

b™ como queriamos demostrar.

]

Lema A.1.6. Sean x una indeterminada, p > 3 un nmiimero primo y n € IN. Nombremos
at, by, ¢t a los coeficientes de x* en el desarrollo de las expresiones (14 px)™, (1+2x)" y
(T +4x)™, respectivamente. Luego, si

i) p¢|n, entonces p¢1 | a; y p¢*? | aypara 2 <t < n.

ii) 2¢ | n, entonces 2671 | byparat = 1,2y 2°*% | by para 3 <t < n.
iii) 2° | m, entonces 2672 | c1 y 2673 | crcon 2 <t < n.
iv) 4|ceparal <t<n.

Demostracion. Note que en general tenemos:

ny_ nl n m—1)! n/n-1
<t) C (n-yitt ot (((TI—U—(t—]))!(t—])!)) 1 (t_1) (A.1.5)

y por el Teorema del Binomio, (1+ ax)™ = Y ' () a'x!, demostremos ahora el resul-
tado.

(1) Supéngase que &« = p, a; = np y a; = (})p', para 2 < t < n. Como p¢ | n
existe algtin n’ € Z tal que n = n/p® asi tenemos que a; = n'p®p = n'p**! por tanto
p¢*1 | a;. Suponga que p' | t pero que p™! { t para f € N U{0}, entonces t = pft’ con
med(p,t’) = 1. De (A.1.5) tenemos que t(7) = n(?j), entonces t | n (7 ) pen/ (T 1)
y t'| tluego t’ | n’(l‘j) pues mcd(p,t’) = 1 se sigue que (n’/t’)(?_]) € Z, una vez
mas usando (A.1.5) tenemos que:

n/m—1\ , n'p¢t/m-1 efry M Mm—1
- = = A.1.
ot t(t—1)p t'pf \t—1 <p >t’ t—1 (A.1.6)

asi, por (A.1.6) pe_‘cht | a;. Ahora, si f =0 es claro quet > 2+ f y si f > 0 entonces

p" > f+2 pues p es un primo impar, ademds como p' | t se sigue que t > p’ > f+2,
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en ambos casos podemos ver que —f +t > 2 por lo tanto e — f +t > e + 2 asi, p¢*? |

p¢ ™t qypara2 <t < n.

(i) Ahora sean, o« =2, by =2n, by =4(3) y by = 2'(}), para 3 < t < n. Como 2¢ [ n
entonces n = 2°n’ para algin n’ € Z, luego 2¢*! | 2¢*n’ = by, ademas por (A.1.5)

tenemos que,
2¢n’ —1
b2:4( Zn) (nl ) =2 -

es decir, pe+1 | b1, ba. Por otro lado, supongamos que 2f |t pero 2f+1 ft, es decir t =
2ft’ con med(2,t') = 1. Procediendo como antes demostramos que (n//t')(7]) € Z
y con (A.1.6) para p = 2 tenemos:

n/m—1 26t m—1 n /m—1
o= (M) 2 2 (MY ey ax
¢ t(t—]) 21t/ (t—]) t \t—1 (A-1.7)
se sigue que 2=+t | b, ahora, comot > 3si0 < f < 1entoncese—f > e—1 y
asi e —f+t > e+ 2, luego 2672 | 26~ | b,. Finalmente, para f > 2 es claro que

2" > f+2ydado que t > 2 se sigue que t > f+2asi e—f+t > e+ 2 por lo tanto
De+2 | Je—f+t | bs.

(iii) Considérense, x =4 ¢; =4n =2 nyc; = ()4t = (?)ZZt, para 2 < t < n. Como
en (ii) usemos n = 2°n’ y t = 2t/ con mcd(2,t’) = 1 entonces ¢; = 2%(2¢)n’ = 2¢+2n’
en conclusién 2672 | ¢; y también como t > 2 entonces 2t > 4, usando ésto y (A.1.7)
se sigue que,

- n—1 S2t _ 26+ m 1 _ (267]%4) n m—1
t\t—1 27 \t—1 t/\t—1
n—1
t—1
f=0,1e—f+2t > e+ 3 entonces 2¢*3 | ¢; y para f > 2 podemos proceder como
en la parte final de ii) para llegar a que 2¢~f** > 2¢¥2 y como t > 1 sumando a

la desigualdad anterior se tiene que e —f+ 2t > e+ 3 por lo tanto 2¢™3 | ¢, para
2<t<n

una vez mas, (n'/t')(17]) € Z entonces 2¢=f+2t | ¢, finalmente es claro que para

(iv) Finalmente, como en (iii), 2612 | c¢ paral <t < n,esevidente que4 |4(2°%) = 2et+2
y podemos concluir que 4 | c;. O

MAS PROPIEDADES SOBRE CAMPOS FINITOS
Teorema A.2.1. Sean IF un campo finito, L, K < T tales que L < K entonces
[F:1] =[F:K]K:L].

En la seccion 1.8 se estudiaron generalidades sobre los campos finitos y se finaliz6
con un teorema que asegura la existencia de polinomios irreducibles con coeficientes
en un campo finito, en los presentes resultados nos sumergiremos en el estudio de
sus propiedades.
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Teorema A.2.2. Sean f(x) un polinomio irreducible con coeficientes en un campo finito IFq
y o una raiz de éste. Para todo polinomio h(x) € Fq[x], se tiene que h() = 0 si y sélo si

f(x) [ h(x).

Demostracion. Supongamos que c es el coeficiente principal del polinomio f(x), vea-
mos que el polinomio ménico, m(x) = ¢ (%) es el polinomio minimo del elemento
o en [Fg[x]. Sea m;(x) el polinomio minimo de o en [Fg[x], como m(«) = ¢ (o) =0,
por el Teorema 1.8.19 my(x) | m(x), luego, m(x) = q(x)m;(x) para q(x) € Fqlx].
Si grad(q(x)) = 0 entonces es un polinomio constante y, como m(x) y mj(x) son
monicos, es claro que q(x) = 1, asi, m(x) = my(x). Sin embargo, suponiendo que
grad(q(x)) > 0 entonces tenemos que f(x) = am(x) = aq(x)my(x) y grad(q(x)) <
grad(f(x)) lo cual contradice que f(x) sea irreducible, por lo tanto m(x) = mj(x).
Ahora, si h(x) € F4[x] es un polinomio tal que h(x) = 0, es claro que m(x) | h(x)
entonces f(x) = am(x) | h(x). Si f(x) | h(x) entonces h(x) = q(x)f(x), con q(x) € Fq[x];
evaluando « tenemos que h(x) = q(x)f(x) = 0, pues « es raiz de f(x). ]

Lema A.2.3. Sea f(x) un polinomio irreducible con coeficientes en un campo finito IFq. Si
grad(f(x)) = m entonces f(x) | x4" —x si y s6lo si m | n.

Demostracién. Supongamos que f(x) | x4 —x, como f(x) es irreducible, por el Teore-
ma 1.8.17, existe una extension de IF, definida por una raiz de f(x), sea pues IFq () esta
extension, por el Teorema 1.8.20, [IFq(«) : IF4] = m. Note que " — o = q(x)f(x) =0
donde q(«) es la imagen de « bajo algtin q(x) € F4[x]', entonces « es también raiz de
x4" —x, por consiguiente pertenece al campo de descomposicién de dicho polinomio,
el cual es, por el Teorema 1.8.25, [F¢n, asi por el Teorema A.2.1 n = [Fgn : Fq] = [Fgn

Fq(o)l[Fq(a) : Fql = [Fgn : Fq(a)lm, por lo tanto m | n. Si m | n, por el Criterio
del subcampo Iqu < Fgn. Considere a o una raiz de f(x) en IFg() como antes y asi,
[Fq(ot) : Fgl = m, es decir Fq(x) = Fgm ya que los subcampos son tinicos, pero se
sigue que o € Fgn, luego a9 = « es inmediato observar que « es raiz de x4" —x y
por el teorema anterior f(x) | x4" —x. O

Lema A.2.4. Si f(x) es un polinomio irreducible en IF4[x] con grad(f(x)) = m > 0, entonces
f(x) tiene una raiz © en Fqm y todas las raices de f(x) son simples y estdn dadas por los m

distintos elementos 0,09,09° ... 09" ' ¢ Fqm.

Demostracién. Si © es una raiz de f(x) en el campo de escisiéon de f(x), entonces como
ya vimos antes, [[F4(0) : IFq] = m, por el Criterio del subcampo F4(0) = Fqm y en
consecuencia 0 € [Fqm, con lo cual la primera afirmacién queda demostrada. Para la
segunda, veamos primero que si 0 € Fqm es tal que f(0) = 0 entonces f(09) = 0, en

efecto, considere a f(x) = ciyx™ +---+c1x+coconc; € Fg paraj € {0,1,...,m—1,m},
asi:
f(01) = cm(09)™ + - +¢1(0)9 +co
=cd (O™ + - 4 c(0)9+ ¢} (cjq = ¢;j, pues ¢; € Fy)
= (cm®™ 4+ +¢10 +¢o)9 (por el Teorema A.1.1, pues q = Y

= (f(6))1=0

1 Esto puesto que f(x) | x9" —x
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ahora, como f(09) = 0, usando el mismo argumento se demuestra que f <6q2> =0,
asi, sucesivamente hasta f <9qm71> = 0, entonces los elementos 0! son raices de f(x)

paraiec{0,1,...,m—1} Supongaqueparai,ke{O,],...,m—ﬂ»coni<keqi — 99",

entonces se sigue que
(07)" = (o)
i+m—k

aplicando leyes de los exponentes, se obtiene 09 = 09" = 0, luego 01 —

0 = 0, entonces 0 es raiz de x™ (% —x. Note que m — (k —1i) < m pero, por el
(k=)

quk quk

i+m—k

Teorema A.2.2, f(x) | x4 —xypor el Lema A.2.3, m| m—(k—1) lo cual es una
contradiccién, asi i = k. Por lo tanto todas las raices son distintas y al ser m, éstas son
todas raices simples. O

Los resultados siguientes son consecuencias inmediatas de lo ya revisado e incluso
sus demostraciones son parte de los resultados previos.

Corolario A.2.5. Sea f(x) un polinomio irreducible en IF [x] de grado m € IN. Entonces
(1) EI campo de descomposicion de f(x) es IFqm.

(i1) Dos polinomios irreducibles en IF4[x] con el mismo grado, tienen campos de descomposi-
cién isomorfos.

(iii) Si E es una extension de IFq, entonces todo elemento a € E satisface que a% = a si y
sélo si a € IFy.

Demostracién. (i) y (ii) se siguen del lema anterior y el Teorema 1.8.23, asi que, de-
mostraremos (iii). Supéngase que a9 = a, entonces a es raiz de x4 —x € F[x], para
F < FFy, luego a pertenece al campo de descomposicion de f(x), por el Teorema 1.8.25
éste es IF, por lo tanto, a € IFy. La suficiencia se sigue del Teorema 1.8.6. O

Lema A.2.6. Sea f(x) un polinomio en Iy [x] un polinomio de grado m > 1, tal que £(0) # 0.
Entonces existen € N tal quen <p™—1y f(x) [x"—1.

Demostracion. El anillo de clases residuales [Fp[x]/(f(x)) posee al menos una clase dis-
tinta de cero (1 + (f(x))) y a lo mds p™ — 1. Si consideramos el conjunto {x) + (f(x)) |
j €1{0,1,...,m—1}}, podemos observar que éste contiene p™ clases distintas de cero,
pues si alguna fuera cero entonces x) € (f(x)), es decir f(x) | ¥) conj < m = grad(f(x))
lo cual es una contradiccién. Pero lo anterior implica que existenr,s € {0,1,...,m—1}
tales que x" + (f(x)) = x*+ (f(x)) y r # s, de lo contrario ya habria p™ clases dis-
tintas de cero, lo cual no puede ser. Supongamos sin pérdida de generalidad que
0<r<s<pm™!, dado que x" —x* € (f(x)) entonces podemos denotar x" = x°
(méd f(x)), asi podemos elegir 0 <n =s—1 < p™—1yentonces x" =1 (mdd f(x)),
es decir, existe n < p™ — 1 tal que f(x) [ x™ —1. O
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CONCEPTO FORMAL DE MONOMORFISMO, EPIMORFISMO
E ISOMORFISMO

A lo largo de este trabajo, los homomorfimos de grupos y anillos fueron usados con
frecuencia. Hemos considerado necesario hacer mencién de las definiciones precisas
de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo en la teoria de grupos y anillos, para
tener una visién més general del concepto. Usaremos la notacién multiplicativa para
la composicién de funciones, como se hace en la literatura relacionada a la Teoria de
Categorias, esto es, fo g = fg.

Definicién A.3.1. Sean G y G’ grupos y ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos.
Decimos que ¢ es

1. un monomorfismo de grupos si para cada grupo H y cada par de homomorfis-
mos de grupos x: H— Gy 3 : H— G tales que ¢pox = ¢ 3, entonces se tiene que

x = p.

2. un epimorfismo de grupos si para cada grupo H y cada par de homomorfismos
de grupos « : G’ = Hy B : G’ — H tales que ad = B¢, entonces se tiene que

x = f3.
3. un bimorfismo de grupos si es monomorfismo y epimorfismo de grupos.

4. un isomorfismo de grupos si existe un homomorfismo { : G’ — G tal que
¢P = idg/ y Yo = idg. Ademds decimos que G y G’ son isomorfos cuando
existe un isomorfismo ¢ : G — G’ y denotamos esto por G ~ G'.

Notese que se definen los monomorfismos y epimorfismos de grupos en términos
de leyes cancelativas como ya se dijo en la nota siguiente a la Definicién 1.2.1, y como
es de esperarse mostraremos las equivalencias alli mencionadas.

Lema A.3.2. Sean (G, ), (G',-) grupos, y ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos. Enton-
ces ¢ es un monomorfismo de grupos si y solo si ¢ es inyectiva.

Demostracién. Veamos que si ¢ es un monomorfismo de grupos entonces ker ¢ = {e}.
Para esto, considérense H = ker ¢ y los homomorfismos x =t:H -Gy pf=¢e:H —
G, la inclusién de ker ¢ en G y el homomorfismo neutro respectivamente. Entonces,
para todo k € ker ¢:

(bo)(k) = (ee(k)) = b(k) = e=d(e) = (B(k)) = (dB) (k).

Por lo tanto, px = ¢ y ya que, ¢ es un monomorfismo, se sigue que x = 3, por
consiguiente, para toda k € ker ¢, k = «(k) = (k) = e, es decir, ker ¢ = {e}, por el
Lema 1.2.5 se tiene que ¢ es inyectiva. Por otro lado, si ¢ es inyectiva, considérense
Hun grupo, «: H - Gy  : H — G tales que ¢ = ¢f3, entonces para todo h € H
tenemos que:

(dx)(h) = ($B)(h) = ¢ (x(h)) = ¢ (B(h)) (A.3.1)

dado que ¢ es inyectiva, se sigue de la expresion (A.3.1) que x(h) = 3(h) para toda
h € H, entonces o« = f3,por lo tanto, ¢ es un monomorfismo. O



Antes de demostrar la segunda equivalencia veamos un lema que sera de utilidad
para este efecto.

Lema A.3.3. Si H < G tal que H # G. Entonces existen un grupo L y homomorfismos de
grupos distintos ocy 3 de G en L tales que «(H) = (H).

Lema A.3.4. Sean (G, ), (G',-) gruposy ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos. Entonces
¢ es suprayectiva si y solo si ¢ es un epimorfismo.

Demostracion. Sean H un grupo, o« : G’ — Hy B : G’ — H tales que ad = R¢. Sea
g’ € G’ entonces existe g € G tal que ¢(g) = g’, pues ¢ es suprayectiva, luego

x(g") = a(d(9)) = (xd)(g) = (Bd)(g) = B(d(g)) = B(g")

para cada g’ € G/, por lo tanto, &« = 3, es decir, ¢ es un epimorfismo. Supéngase ahora
que ¢ es un epimorfismo y que $(G) # G'. Como ¢(G) < G/, por el Lema A.3.3,
existen H un grupo y dos homomorfismos distintos o y 3 de G’ en H tales que
a($(G)) = B($(G)), pero esto implica que x(¢d) = B(P) y como ¢ es un epimorfismo
se sigue que & = f3, lo que es una contradiccién, asi, $(G) = G’, por lo tanto ¢ es
suprayectiva. [

Lema A.3.5. Sean (G, %), (G',-) gruposy ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos. Entonces
¢ es un isomorfismo si y sélo si es biyectiva.

Demostracién. Supéngase que ¢ es un isomorfismo, entonces existe un homomorfismo
P : G — Gtal que, P =1idg y dp = idg:. Sean x,y € G tales que ¢(x) = P(y), luego
por hipétesis x = idg(x) = VPp(x) = P(d(y)) = idg(y) =y, es decir, ¢ es inyectiva.
Considérese ahora y € G’, como y = idg/(y) = $(P(y)), sin embargo, P : G’ — G, es
decir, P(y) € G, llamémosle x, entonces existe x € G tal que ¢(x) =y, por lo tanto, ¢
es suprayectiva y en consecuencia, biyectiva.

Supéngase que ¢ es un homomorfismo biyectivo, entonces existe una funcion ¢~ :
G’ — G tal que e~ =idg y ¢ 'd = idg. Resta ver que ¢~ es un homomorfismo
de grupos. Sean x,y € G’ entonces existen tnicos g,h € G tales que ¢(g) = x y
d(h) =y, ast:

o (xy) = (b(g)d(h) = b (dlgxh) =gxh=d" (x)xd ' (y)

asi, tenemos que ¢! es un isomorfismo, mds atin, como ¢ es inyectiva y suprayectiva,
por los Lemas A.3.2 y A.3.4, ¢ es un monomorfismo y epimorfismo, por consiguiente,
es un bimorfismo. O

Definicién A.3.6. Sean (R,+,-,0,1r) y (S,+',-/,0’,15) anillos conmutativos con uni-
dad y ¢ : R = S un homomorfismo de anillos. Decimos que ¢ es

1. un monomorfismo de anillos si para cada anillo R’ y cada par de homomorfis-
mos de anillos & : R" — Ry 3 : R — R tales que ¢ = ¢3, entonces se tiene que

x=f3.

2. un epimorfismo de anillos si para cada anillo R’ y cada par de homomorfismos
de anillos o« : S — R’y B : S — R’ tales que ap = B¢, entonces se tiene que

o =f.
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3. un isomorfismo de anillos si existe un homomorfismo 1\ : S — R tal que ¢p =
ids y ¢ = idg. Ademads decimos que R y S son isomorfos cuando existe un
isomorfismo ¢ : R = S y denotamos esto por R ~ S.

Lema A.3.7. Sean R, S anillos y ¢ : R — S un homomorfismo de anillos.Entonces
(1) & es un monomorfismo si y sélo si ¢ es un homomorfismo inyectivo.
(il) Si & es una funcion suprayectiva, entonces es un epimorfismo.

(iii) ¢ es un isomorfismo si y sélo si es un homomorfismo biyectivo.

Demostracién. (i)(=) Sea ¢ : R — S monomorfismo de anillos que no es inyectivo.
Es facil ver que R x R con las operaciones de R componente a componente es un
anillo y considérese R’ C R x R dado por R:= {(r,t) € R | ¢(r) = $(t)} es claro
que R’ es no vacio ya que (0,0) € R’ y dados (rq,t1), (r2,t2) € R/, entonces, para
i= 1,2 ¢(ry) = &(t;) implica ¢(r1 +12) = d(t1 +t2) y ¢(rim2) = d(tit2), luego,
(r1,t1) + (12, t2) = (11 + 72,11 +12) € RTy (11, t9) (12, t2) = (11712, t1t2) € R/, de ahi que,
R’ es un subanillo de R x R. Ahora, considérense:

x:R'"—-R PB:R' =R
(ryt)—=r (rt)—t

las proyecciones de R’ en R, se sigue que, &, 3 son homomorfismos de anillos, ya que las
operaciones componente a componente coinciden con las de R. Dado que ¢ no es in-
yectivo, existen T,t € R con r # t pero ¢(r) = ¢(t), luego tenemos que (r,t) € R’. Més
aun tenemos que x(r,t) =1y 3(r,t) =t, entonces px(r,t) = P(r) = d(t) = dB(r,t) y
como ¢ es monomorfismo, se tiene de la Definicién A.3.6 que x(r,t) = 3(r,t) es decir
T =t lo cual es una contradiccién, por lo tanto, ¢ es inyectivo.(«) Supéngase que ¢
es un homomorfimos de anillos inyectivo y sean «, 3 dos homomorfimos de anillos
de R’ en R tales que ¢ = ¢, usando (A.3.1) para cualquiera h € R/, tenemos que
a(h) = B(h) asi « = 3 y por lo tanto, ¢ es un monomorfismo.

(i1) Sean ¢ un homomorfismo de anillos suprayectivo, R’ un anillo y dos homomorfis-
mos «x y B de S en R/, tales que adp = B¢. Considérese s € S, como ¢ es suprayectiva
entonces existe r € R, tal que ¢(r) = s. Por otro lado,

2
=
I
2
<
=
I

xd(r) = Bd(r) = B(d(r)) = B(s)

es decir, « = 3, por lo tanto, ¢ es un epimorfismo.

(iii) La biyectividad se sigue de la definicién de isomorfismo, como en el Lema A .3.5.
Supéngase que ¢ es un homomorfismo de anillos biyectivo, de manera similar al
Lema A.3.5, veamos que ¢~ es un homomorfismo de anillos. Como ¢ es biyectiva,
extonces dados s7,s; € S existen tnicos 11,7, € R tales que ¢(11) = 51y d(12) = s2,
asf,

(d(r1) + d(r2)) = ¢ (b(r1 +72))
dri+m) =11+ =0 (s1) + b (s2)

d (st +'s) ="
=¢



, por otro lado,

& (51" 52) = (d(r1) - b(12)) = o (d(1172))
=¢ d(rim) =mr2 = (51)d (s2)
por lo tanto, ¢! es un homomorfismo de anillos, asi, ¢ es un isomorfismo. O

AUTOMORFISMOS

En las secciones 3.6 y 3.7 de este trabajo, se estudian los automorfismos, la traza y la
norma generalizadas, en algunos de éstos, se hizo referencia a que las demostraciones
eran analogas al caso de un campo finito, por tanto se muestran a continuacién las
demostraciones y los conceptos clave relacionados.

Definicién A.4.1. Sea [F3n una extensién de un campo finito IFg.

. —1

1. Si « € [Fq, entonces los elementos «, o, ..., xd"
conjugados de o respecto a IF.

€ Fgn son llamados los

2. Una funcién{ : Fgn — Fgn es un automorfismo? si y sélo si es un isomorfismo,
ademas, \ se dird un automorfismo de IF4n sobre IF si para todo a € [F se tiene

que P(a) = a.

3. El conjunto {1 | es un automorfismo de [F¢n sobre IF 4} es llamado el grupo de
Galois de F¢n sobre [F; y lo denotamos mediante Gal(IF¢n /IFq).

Teorema A.4.2. Sea IFqn un campo finito. La funcion:

a +— af

es un automorfismo de IF¢qn sobre IF g, llamado automorfismo de Frobenius y es tal que:

(i) El conjunto G = {idﬂ:qn) 0,...,0" 1}, donde 9! = ol o oparaj =2,...,n—1 forma
un grupo ciclico de orden n con la composicion de funciones como operacién binaria.

(i1) Gal(FFqm/Fq) = (o).

Demostracion. Sean a,b € Fqn entonces o(a+b) = (a+b)9 = a9+ b9 pues q = p', es
decir o(a+b) = o(a)+ o(b), también o(ab) = (ab)9 = a9b9 por la conmutatividad de
F4n, entonces o(ab) = o(a)o(b) y asi 0 es un homomorfismo. Si tenemos que o(a) = 0
entonces a9 = 0, lo cual implica que a = 0, o bien, a es un divisor de cero, pero esto no
puede ser ya que [Fgn es un campo, asi sélo ocurre que a = 0 y por tanto ker o = {0},

La definicién de un automorfismo es mas general, sin embargo se enuncia para campos finitos por
utilidad.
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luego o es un monomorfismo. Puesto que [F4n es un conjunto finito y o es inyectiva,
se sigue que 0 es un epimorfismo y en consecuencia un automorfismo de Fyn. Ahora,
dado un elemento & € IFy, tenemos que, por el Teorema 1.8.6 o(x) = a9 = o, es decir
o es un automorfismo de IF¢n sobre IFy y asi 0 € Gal(IF¢n/IFy).

(i) Sabemos que las funciones biyectivas de un conjunto X en si mismo, forman un
grupo con la composiciéon de funciones, donde el elemento identidad es e = idx. Si
elegimos X = [Fyn entonces o es un elemento de este grupo. Veamos que ord(c) =n,
para esto, note que dom(o") = dom(o) = Fgqn = dom(id]pqn). Note que dado a €

Fyn, o(a) = o(o(a)) = (a9)9 = aqz, entonces o>(a) = o(0?(a)) = (aq2>q = aqs,

en general note que o(a) = a? con j € N ysij = n entonces c"(a) = ad” =
a= id}pqn(a), entonces 0" = idﬂ:qn, o en otras palabras ord(c) = n y asi (0) es un
subgrupo ciclico de orden n y en lo sucesivo, podemos denotar 1 = idp ..

(i) Ya que o € Gal(IFqm/IFq) entonces (o) C Gal(Fqm/IFy). Considere a { un auto-
morfismo de [Fgn sobre IF; y b un elemento primitivo en F¢n, luego existe su poli-
nomio minimo m(x) el cual es ménico, irreducible y de grado n sobre IFy. Suponga
que m(x) = x™ + cp 1 x™ 4 -+ epx? + e1x + ¢, luego m(b) =b™ + Cp1b™ 1
Czbz +c1b+co =0, asi,

0=P(b" +cm_1b™ -+ + b +c1b + ¢o)
=P(0)™ + e B (D)™ -+ e (b)2 + cr(b) + o

la dltima igualdad es consecuencia de que ¢; € [Fq para i € {0,1,...,n—1}y} €
Gal(Fqn/IFq). Ademdas también se deduce que P(b) es una raiz de m(x), y como
éste tltimo es irreducible, el Lema A.2.4, nos dice que P(b) = b¥ para algtn j €
{0,1,...,m—1}, es decir, Y = ¢ € (o), por lo tanto Gal(FFqn/Fq) € (o), lo cual nos
lleva a la igualdad deseada. O

Corolario A.4.3. Sea o el automorfismo de Frobenius de IFqn sobre IFq y considere a d € IN
tal que d | n. Entonces

(1) o4 es el automorfismo de Frobenius de Fon sobre Foay Gal(Fgqn/Fqa) = (0% es un
grupo ciclico de orden n/d.

(ii) Para todo a € Fga, o(a) € Fga. Si denotamos la restriccion de o a IFya por o hpqd,
entonces la funcion,
o |1qu: ]qu — ]qu

a +— o(a)
estd bien definida, es el automorfismo de Frobenius de F ja sobre Fq y Gal(IFqa/IFq) =
(o |]Fq 4) €s un grupo ciclico de orden d.

Demostracién. (i) Por el teorema anterior, 1,0, 0%,...,0" ! son todos los automorfis-
mos de [Fygn sobre IFy, entonces od(

d
a) = a9 para todo a € Fgn. Ya aclaramos que
d
o

es un automorfismo y note que si a € F a entonces a = 0 o bien a € IFZd.

Si a = 0 es evidente que ad’ =0 =gq, y como ]de es un grupo (ciclico) de or-

d . d
den q% —1 entonces a4~ = 1 y en consecuencia 0%(a) = a9" = a, luego por lo



visto antes, o4

es el automorfismo de Frobenius de Fqn sobre F a y por el teore-
ma anterior Gal(IFgn/Fga) = (6%) y como (oY) <1 (o), por el Teorema de Lagrange
o ((0%)) = [Fqn : FF,a] =1/d como afirmamos.

(il) Si a € Fa, por la cerradura del producto es claro que a9 € Fga, asi o |]qu (a) =

o(a) = a% € Fq, esto implica que o I]qu (Iqu> C Fgqa. Es claro que dom (]qu) =
Fgn N ]qu = ]qu, luego podemos escribir, o I]qu: qud — ]qu. Por otro lado, sea
a € Iqu tal que o I]qu (a) =a%yo thd (a) = b9, para b € IFy. Luego, como
b9 € Fygn y 0 es un epimorfismo, entonces existe A € Fyn tal que o(A) = b9 =
o(a) pero o es inyectiva, luego a9 = A9 = b9, por lo tanto a9 = b9, asi o |]qu
estd bien definida. Ademas, sean a,b € Iqu tales que o |]Fq Ja) =0 |]Fq 4 (b) esto
implica que o(a) = o(b) y de la inyectividad de o tenemos que a = b, entonces
o |]Fq o €s inyectiva y nuevamente como FF 4 es un conjunto finito en combinacion
a lo dicho antes, tenemos que o hpq . ©s un automorfismo. Finalmente, para todo
elemento & € Fy es claro que o |]qu (¢) = a9 = «, por lo tanto o I]qu deja fijos
a los elementos de IFy, entonces éste es el automorfismo de Frobenius de ]qu sobre

Fq, por lo tanto (o hpq .) = Gal (]qu / ]Fq> y nuevamente, por el Teorema de Lagrange
o ({0l a)) = Fga: Fe) = d. O

TRAZA' Y NORMA

Definicién A.5.1. Sea IF; un campo finito y a € Fyn. Definimos respectivamente la
traza y la norma de « relativa a IF; mediante:

_ dy ... qd™"
Trlpqn/]lzq(a)—a—l-a +---4a

—aq¥...q""
NIFqn/]Fq(a) =aa a

cuando el contexto sea claro, podemos omitir los subindices IFqn /IF y nos referimos
a estas funciones solamente como traza y norma respectivamente.

En la seccién 3.8 se hizo un andlisis de propiedades de la norma y traza generali-
zada, aludiendo a la similitud en un par de resultados clasicos sobre estas funciones.
Presentamos a continuacion el desarrollo de las demostraciones de esas propiedades.

Teorema A.5.2. Para a,b € F¢n y | € Fq tenemos:

i) Tr(a) € Fq i)’ N(a) € Fq

ii) Tr(a+b) = Tr(a) + Tr(b) i)’ N(ab) = N(a)N(b)
iii) Tr(la) = 1Tr(a) i)’ N(la) = I"N(a)
iv) Tr(l) =nl i) N(1) =1

v) Tr(a%) =Tr(a) v)" N(a%) = N(a)
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Demostracion. (i), (i)’ Apliquemos el automorfismo de Frobenius a la traza y norma.
Esto es o(Tr(a)) = o(a+aq+--~+aq“*‘) = o(a) + (o(@) + -+ (o(a)d ' y
o(N(a)) = G<aaq«~aqn4> = G(a)(cf(a))q"-(G(a))qm], recuerde que (o(a)¥ =

i+

1 n 2 . .
a?  y a9 = aluego, reordenando términos se tiene que

o(Tr(a)) =a+al _|_..._|_aqn71 =Tr(a)
qn71

o(N(a))=aa¥---a = N(a)

por (iii) del Corolario A.2.5 se tiene que Tr(a),N(a) € Fy.
(i1), (i)’ Note que p | q para toda j € {1,2,...,n — 1}, entonces por el Teorema A.1.1

qnfl

Tr(a+b)=(a+b)+(a+b)d---+(a+b)
=(a+b)+(a?+bN+---+ (a“'“_1 +bq“_1>
= <a+aq+---+aq“’1) + (b+bq+---+bq“4>
=Tr(a)+ Tr(b)
N(ab) = (ab)(ab)--- (ab)d""
— abadbd...q®" 'pa
_ (aaq . aq“*‘> <bbq . bq“*‘>

= N(a)N(b)

n—1

como afirmamos.

(iii), (iii)’ Para ver esto, considere 1 € FFq entonces podemos ver que Tr(la) = la +
(la)d + - + (la)a" " y N(la) = (la)(la)d--- (1a)9""", como 19 = | entonces 19 =1
para cadaj € {1,2,...,n— 1} luego,

n—1

Tr(a) =la+ la TR Pt zl(a+ ad+---+af ) =1Tr(a)

N(a) =1la(la%)--- (1aqn4> =" (aaq ‘e aqnq) =1"N(a)
(iv), (iv)’ Resulta evidente que Tr(1) = n y N(1) = 1 entonces aplicando (iii) y (iit)’
respectivamente tenemos que Tr(1) = Tr(l1) = 1Tr(1) = In =nly N(1) = N(11) =

I™N(1) = 1™.(v), (v)’ Procediendo como en los incisos (i) y (1)’ se pueden reordenar
los términos para obtener el resultado deseado. O

Teorema A.5.3. Sea Fyqn v d un divisor de n. Entonces para todo a € Fgqn

TrE /R (@) = TTE 4 /R, (TTqun/]qu(a)) Y NEgn e, (@) = NE_,/F, (qun/lpqd(a))

Demostracion. Por el Corolario A.4.3 si 0 es el automorfismo de Frobenius, tenemos
que ord(0) = n, ord (69) = n/d y si denotamos por & a la restriccion de o en Fqa
entonces ord(6) = d. Ademds, como d | n existe 1 € IN tal que n = ld, o de otra
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forma n/d =1y por el teorema anterior, para todo a € Fon; Trg . /F ,(a) € Fqa, y ast
q

la expresion, TrIFq o/Fq (TT]Fqn /Fa (a)) estd bien definida y luego,

a1
TrE 4 /F, (TTIFqn/Iqu(a)) =) ¢ <TT]Fqn/]qu(a))
i=0
a—1 11
= ot o4(a)
i=0 j=0
a—1
= ZO‘i <0°(a)+Gd(a)+-~—|—(r(“/d_”d(a)) (l=n/d)
i=0
a—1
= > (" @+ o™ @)+ o))
i=0
evaluandoi=0,1,...,d —1, reordenando términos y usando que o = id, tenemos:

TTE 4 /Fq (TTIFqn/Iqu(a)) =a+o(a)+--4+04 @)+ +0%a)+ 0™ (a) = TrF . /F, (@)

como queriamos demostrar, note que para la norma la prueba es similar y es bueno
que el lector lo intente. H
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