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Introduccion

El concepto de curvatura fue abordado de manera implicita por Gottfried Leib-
niz, cuando su obra Meditatio nova de natura anguli contactus et osculi vio la luz
en 1686, en la cual presenta la circunferencia osculatriz, nocién que Johannes Ke-
pler vagamente habia sugerido usar ya tres siglos atras. Mas tarde, en el siglo XVIII,
Leonhard Euler introduce el concepto de curvatura de una curva en un punto como la
velocidad de variacion del angulo que forma la recta tangente a la curva en el punto
dado con una recta de referencia. Fue Euler quien en 1760 establece las bases de la
geometria para las superficies. Su método de estudio de la curvatura de una superficie
consistié en hacer cortes seccionales, con planos normales a la superficie que pasaran
por un punto dado. En el mismo trabajo, Euler se percata de que existe una direc-
cion en la cual la curvatura normal alcanza su maximo valor, y otro donde alcanza
su valor minimo, ortogonales entre si. A tales direcciones son a las que actualmente
se les conoce como direcciones principales, y a la curvatura que la superficie tiene
en esas direcciones como curvaturas principales. Luego, para la segunda década del
siglo XIX, Sophie Germain en sus trabajos sobre elasticidad menciona por primera
vez el concepto de curvatura media para el caso de la esfera, definiéndola como la
semisuma de las curvaturas principales. Aunque el trabajo de Germain fue ignorado

en su tiempo, el mismo Carl F. Gauss reconocié la importancia de éste.

El estudio particular de superficies de curvatura media constante también ha sido



de gran relevancia. En los inicios del siglo XIX, Charles Delaunay identificé todas
las superficies de revolucién que poseian esta propiedad. Mas adelante, en el siglo
XX, Aleksandr D. Aleksandrov demostré que la tnica superficie regular de curvatu-

ra media constante, cerrada, sin frontera ni autointersecciones es justamente la esfera.

Por otro lado, el concepto de estabilidad es méas moderno. Tal concepto evoca al
area minima que puede tener una superficie que encierra un volumen determinado.
Es comun hallar superficies 6ptimas en la naturaleza, en el sentido en que minimizan
area para voliumenes dados, y las formas que poseen satisfacen condiciones de esta-
bilidad. Por ejemplo, las peliculas de jabén producidas por un arillo de alambre. El
cuerpo jabonoso adquiere forma cilindrica siempre, incluso si el arillo fuera de otra
forma geométrica (cuadrada, triangular, poligonal, etc.). Particularmente las burbu-
jas siempre seran de forma esférica. Por eso mismo la naturaleza tiende a adoptar

estas formas, desde las estrellas y planetas hasta los organismos unicelulares.

Una pregunta que tiene que ver con ambos conceptos es qué pasa con las super-
ficies que son estables y de curvatura media constante. En esta tesis presentaremos
una demostracion del Teorema de Barbosa-Do Carmo que asegura lo siguiente: La
unica superficie reqular orientable, compacta, conexa y de curvatura media constante

que es estable es la esfera S™.

El contenido del trabajo consta de cuatro capitulos: El capitulo 1 presenta con-
ceptos basicos sobre la Geometria Diferencial, como son: superficie reqular, superficies
parametrizadas, plano tangente y orientabilidad, asi como resultados referentes a la
manera en que se inducen métricas en estos espacios, a través de la primera y sequnda
forma fundamental. El capitulo 2 esta dedicado a presentar la definicion de variacion
y wvariacion normales, con lo cual se definen las funciones de area y volumen, de las

cuales se estudiaran sus variaciones. El capitulo 3 es el capitulo central de este traba-



jo, yva que en €l se presenta la definicién de estabilidad y se desarrollan herramientas
con el objetivo de dar la demostracion prometida. Finalmente, el capitulo 4 abor-

da la generalizacién a dimensiones mayores que dos, de todos los conceptos e ideas

expuestas a lo largo del documento.






Capitulo 1

Superficies regulares

1.1. Superficies en R?

En este capitulo, daremos una breve introduccion a las llamadas “superficies re-
gulares”. De manera intuitiva, una superficie regular es un conjunto en el espacio
euclidiano, sin picos, el cual es posible “planchar”por partes para hacerlo més mane-
jable. Esta idea de planchar los pedazos de la superficie significa que cada uno puede
ser transformado en un pedazo de R?, sin cortarlo ni pegarlo. Un ejemplo en la vida
cotidiana puede ser el de un globo terraqueo que quiere ser representado en una hoja
de papel; cada una de sus secciones es llevada a una seccién particular de la hoja.
Naturalmente, vemos como tales secciones contienen esencialmente la misma informa-
cion de la superficie terrestre, salvo por la forma de los continentes, que es obligada a
modificarse. De manera formal, una superficie regular se define de la siguiente manera

(ver [3] pag. 54):

Definicién 1.1.1. Sea S C R3. S es una superficie regular si para cada punto

p € S, existen abiertos U CR? y V C R3 y una funcion o : U — V N S tal que:

i) ¢ es diferenciable en U



2 CAPITULO 1. SUPERFICIES REGULARES

i) ¢ es un homeomorfismo
i9t) Para cada x € U, la derivada de ¢ en x es inyectiva. (Condicion de regularidad)

Nota: A ¢ se le llama parametrizacion local alrededor de p.

Salvo que se indique lo contrario, para una parametrizacién local ¢ alrededor de
un punto p, denotaremos a ¢~ '(p) con la letra ¢ y a la matriz de derivadas parciales

de ¢ en ¢ como Dyp(q).

Recordemos que para cada matriz A € M,,«,(R), existe una tnica transforma-
cion lineal asociada con las bases candnicas, Ty : R™ — R™.
Asimismo, la matriz D¢(q) tiene asociada una transformacion lineal que denotaremos
Op

como Dy,(q) : R* — R?. Ademds, denotaremos como 32 0 (py al vector de derivadas

parciales de ¢ respecto de u, en la base canénica de R2.

Observacién:

1. La condicién i) es equivalente a que la matriz de derivadas parciales de ¢ sea

de rango 2.

La condicion de regularidad nos sirve para asegurar que nuestra superficie no tiene
(19 7 [44 79 4 4 :
picos” y que se preserva “suave” en toda su extension. La observacién anterior nos
permite dar una interpretacién geométrica de este hecho:
Ya que la matriz de derivadas parciales de ¢ es de rango dos, sus vectores columna
son linealmente independientes, por lo que podemos pensar en un vector ortogonal
a ambos, y en consecuencia, en un unico vector normal al plano (salvo multiplos de
éste) generado por dichos vectores columna. Sin la condicién de regularidad, en caso

de ser de rango uno, se tiene un unico vector columna. Un tnico vector en el espacio
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posee una infinidad de vectores ortogonales a él, y cada vector ortogonal serd normal
a un plano que contenga a nuestro vector original; en caso de que el rango sea 0,
estarfamos hablando de un unico punto en el espacio, a saber, el origen Ogs, el cual
por si solo no nos aporta informacién en el estudio de la superficie en cuestion.

Para nuestro estudio, sera indispensable poder garantizar que en cada punto de nues-
tra superficie, exista un tnico plano generado por los vectores columna de la matriz

de derivadas parciales de .
Ejemplo 1.1.1.

1. Sean P, = (ay,as,a3) y Py = (by,by,b3) dos vectores mo paralelos en R3 y
Py = (p1,p2,p3) € R un punto. Definimos el plano generado por Py, Py y Ps

como
P = {P € R®: ezisten u,v € R tales que P = Py + uP; + UPQ} .

Ya que Py y P> no son paralelos,

ay bl agbg — b2a3
Pl X P2 = a9 X b2 == a3b1 — a1b3 % O]RS.
as b3 aiby — azhy

Entonces alguna coordenada es distinta de cero, digamos, a;bs — asby # 0.
Veamos que P es una superficie reqular:

Sea P € P. Definamos ¢ : R? — R3NP como ¢(u,v) = Py +uPy +vPs.
1) @ es diferenciable, pues
p1+ a1u + bl'U

o(u,v) = Py +uPy + 0Py = | py + agu + by
D3 + asu + bgv
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#.1)

#.1i.1)

4.1i.14)

y cada coordenada es una funcion diferenciable.
Ya que ¢ es diferenciable, es continua.

Sean (uy,v1), (ug, v2) € R? tales que p(uy,v1) = p(ug,v2), es decir,

p1 + ajug + by p1 + ajug + bivy
P2 + asuy +bavy | = | p2 + asus + bovs
P + asu; + bavy P3 + azus + bzvy

Tomando las igualdades entre las primeras dos coordenadas, cancelando p,
Y P2, pasando al lado izquierdo los sequndos miembros de las iqualdades y

factorizando, tenemos

al(ul — Ug) + bl(vl — Ug) =

0
ag(ul — Ug) + bQ(Ul — ’Ug) =0

Luego, multiplicando la primera ecuacion por as, la sequnda por ay y res-

tando la primera de la sequnda, se obtiene que

(a162 — Qle)(vl — U2) = O,
por lo que v — vy = 0, 0 sea, v = vy. Ademds, como ay y as no son ambos
cero, se deduce que u; = us. Por tanto, ¢ es inyectiva.

Sea Q € R®*NP = P. Entonces existen u,v € R tales que Q = Py + uP) +
vPy. Ast, p(u,v) = Q, por lo que ¢ es sobreyectiva.

Por lo tanto, ¢ es biyectiva.

oy, 2) = (bz(x —p1) —bi(y —p2) as(x —p1) —ary —p2)> |

a1by — agby ’ asby — aiby



1.1.1. SUPERFICIES EN R? )

i)

1

Entonces ¢~ (p(u,v)) = (1,v), o(¢~(w,9,2)) = (2,y,2) y 9! es conti-

nua.

Se concluye que ¢ es un homeomorfismo.

Notemos que pu(u,v) = (a1, az,a3) y @u(u,v) = (by, b, b3). Luego,

Si (ur,v1), (ug,v2) € R? son tales que D,(p)(u1,v1) = Dy(p)(uz,v2), es

decir, que
ajuy + b1U1 ajus + blvg
azuy + byvy | = | aguz + bovy |
asuy + b3211 asus + bgvg

entonces por el procedimiento descrito en el inciso (ii.1i.1) se tiene que

(u1,v1) = (ug,v2), por lo que Dy,(p) es inyectiva.

Se concluye que P es una superficie reqular. <

2. Definimos la esfera unitaria como el conjunto

S?i={(z,y,2) eR*: 2 + " + 2> =1} .

Sea 1 :(0,27) x (0,7) = R3*N'S? tal que

©1(u,v) = (sen(u)sen(v), cos(u)sen(v), cos(v)).

i) @1 es diferenciable, ya que sus funciones coordenadas lo son.

11.1) @1 es continua.

11.11.1) Sean (uy,v1), (ug,v2) € (0,2m) x (0,7) tales que @1(uy,v1) = w1(u2,ve), €s
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decir,
sen(uy)sen(vy) sen(ug)sen(vs)
cos(uy)sen(vy) | = | cos(ug)sen(vs)

cos(vy) cos(vg)

Ya que cos(vy) = cos(ve) y el coseno es una funcion inyectiva en (0,7),
se obtiene que vy = vy. Ademds, ya que sen(v) # 0 en (0,7), se tiene que
sen(uy) = sen(ug), por lo que ug =7 — uy 0 Uy = 3w — uy 0 bien uy = uy,
y cos(uy) = cos(ug), de donde uy = 2w — uy.

Caso I: Siuy, =7 —uy y us = 27 — uq, entonces 1 = 2, lo que es una
contradiccion.

Caso II: Siuy = 3m — uy y uy = 27 — uq, entonces 2 = 3, nuevamente
una contradiccion.

Ast, el resto de los casos indica que u; = us y por lo tanto, @, es inyectiva.
©1 no es sobreyectiva, pues para (0,0,1) € S? no existe v € (0,7) tal que
cos(v) = 1. Sin embargo, ¢, es sobreyectiva en Im(p1).

Sea C = {(z,y,2) €S*: (x =0=y < 0)}. Veremos que Im(p;) = C:
Sea (x,y,z) € Im(p1). Entonces existe (u,v) € dom(p1) tal que v1(u,v) =
(z,y,2), es decir, x = sen(u)sen(v), y = cos(u)sen(v) y z = cos(v). Luego,
P+’ +22=1 y siz=0, dado que para cada v, sen(v) # 0, se tiene
que sen(u) = 0, por lo que u = w. Ast, y = cos(m)sen(v) = —sen(v) < 0
y  por tanto, (x,y,z) € C, por lo cual Im(y,) C C.

Sea (x,y,2) € C. Debido a que C C S?, tal punto cumple que
Pyt =1

Caso I: Si © # 0. Despejando z obtenemos que z = ++/1 — a2 —y2.

Notemos que 0 < /1 —22—1y% < 1 y -1 < /1—-22—9y2 <0,

por lo que —1 < z < 1. Entonces existe vy € (0,7) tal que z = cos(vp).
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Luego, |[(z,y)|* = a* +¢* = 1 — cos*(v)) = sen*(vg)  y  ya que
sen(vg) > 0, ||(z,y)|| = sen(vg). Sea k = (/2?2 +y?> = V1 —22. En-
tonces H(%,%,O)W = i—i + i—z = 1, por lo cual existe uy € (0,27) tal
que (%,%) = (sen(ug),cos(ug)), o bien, (z,y) = (ksen(uo), kcos(ug)) =

(sen(ug)sen(vy), cos(ug)sen(vg)). Entonces, existe (ug,vy) € (0,27) % (0, )

tal que

©1(ug, v9) = (sen(ug)sen(vy), cos(ug)sen(vg), cos(vg)) = (z,vy, 2),

por lo que (x,y,z) € Im(py).

Caso II: Si z = 0, entonces y*> + 22 = 1, por lo cual, z = iﬂ.
Luego, existe vy € (0,7) tal que z = cos(vy). Ahora, al despejar a y te-
nemos que y = /1 — cos?(vg) = sen(vg) > 0. Entonces, para (m,vy) €
(0,27) x (0,7), @1(m,v9) = (sen(m)sen(vy), cos(m)sen(vy), cos(vg)) =

(0, sen(vy), cos(vg)) = (x,y, 2), es decir, (z,y,z) € Im(¢1).

En ambos casos, se concluye que C° C Im(py). Por tanto, Im(p) =

{(z,y,2) €S*: (x =0=y < 0)}.

arccos, : [—1,1] = [r,2x], arcos,(x) = arcos(x) +7m vy

cosy : [m,21] = [=1,1], cos,(u) = cos(u — ).

Notemos que cada una es un homeomorfismo, y que son inversas una de la
otra. También utilizaremos las siguientes igualdades: para cada u € (0, 27),

sen(u+m) = —sen(u) y cos(u + m) = —cos(u).
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Definimos ;' : Im(p1) — (0,27) x (0,7) como

. ), arcos(z)), st 0<y<l1
¥1 (‘raywz) -
(arcosy (%) ,arcos(z)), si —1<y<0

1

Entonces, @] es inversa continua de 1, y por tanto, 1 es un homeomor-

fismo.

1%) La matriz de derivadas parciales de ¢y es:

cos(u)sen(v)  sen(u)cos(v)
D1 (u,v) = | —sen(u)sen(v) cos(u)cos(v)

0 —sen(v)

Notemos que (p1)u ¥ (01)s SOn ortogonales, y por tanto, linealmente inde-

pendientes. Luego, Dpi(u,v) es de rango 2.

Asi, se concluye que o, es una parametrizacion de S
Ya que @1 no cubre totalmente a S?, necesitamos definir una funcién mds. Sea

@9 : (0,27) x (0,7) = R3N'S? tal que
wa(u,v) = (cos(v), —cos(u)sen(v), sen(u)sen(v)).

De manera similar que con 1, se prueba que po es una parametrizacion sobre
Im(p2) = {(z,y,2) € S*: (2 =0 =y > 0)}. Juntas, p1 y ps cubren todo S*.
<

Al mandar partes de nuestra superficie a conjuntos abiertos en R?, dotamos a tal
porcion de la superficie de un sistema de referencia, a partir del sistema de coordena-

das rectangulares de R%. Aun cuando el punto Ogz no pertenezca al abierto, podemos
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pensar en una traslacion de un punto arbitrario a éste. Asi, al tomar un punto p en la
superficie, el respectivo punto ¢ en el abierto U genera un sistema coordenado donde
q es el nuevo “origen”, para luego transferir este sistema a la superficie, via nuestra

parametrizacién. Dicho de un modo més preciso, tenemos lo siguiente (ver [3] pag. 55):

Definicién 1.1.2. Sean S C R? una superficie reqular, p € S, y ¢ : U - VNS
una parametrizacion alrededor de p tal que ¢ = (ug,vy). Las curvas coordenadas
respecto de u = ug y v = vo son las funciones v — @(ug,v) y u — p(u,vo)

respectivamente.

Ya que este sistema se produce en una vecindad de un punto p, a la parametriza-
cién ¢ también se le suele llamar sistema de coordenadas locales, mientras que
a V' NS vecindad coordenada.

Este sistema de referencia no es tnico, pues bien podriamos hacer una traslacion de
un punto ¢ en el abierto de tal modo que coincida con el origen, como se menciond an-
tes, de tal forma que obtendriamos un nuevo dominio para nuestra parametrizacion.
Mas aun, dada una parametrizacion de una vecindad coordenada, podemos escoger
un nuevo dominio para ella, siempre que sea “esencialmente” el mismo.

Otra manera de pensarlo es la siguiente: dadas dos parametrizaciones de una misma
vecindad coordenada, podemos pasar de una de ellas a la otra mientras los dominios

sean esencialmente los mismos (ver [3] pdg. 72).

Definicién 1.1.3. Sean S C R3 una superficie reqular, p € S, y o1 : Uy — S y
o : Uy — S parametrizaciones alrededor de p tales que p € W = p1[Ur] N a[Us).
Definimos el cambio de pardmetro de ¢, a @y como la funcion o, o ¢ :

o1 (W] = o3 ' [W].
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El siguiente resultado nos indica de manera maés exacta a qué nos referimos con
“esencialmente” los mismos dominios. De manera intuitiva, se entiende por esto que

podemos ir y regresar de un dominio a otro de manera suave (ver [3] pag. 72).

Teorema 1.1.2. Sean S C R® una superficie reqular, p € S, y o1 : Uy — S y
o Uy — S parametrizaciones alrededor de p. Entonces el cambio de pardmetro

05! 0wy es diferenciable e invertible con inversa diferenciable. O

Podemos ampliar un poco nuestros conceptos de superficie y de parametrizacion
local, al considerar una funcién diferenciable, sin necesidad de establecer un codomi-

nio particular (ver [3] pag. 80).

Definicién 1.1.4. Sean U C R? un subconjunto abierto y ¢ : U — R3.
a) ¢ es una superficie parametrizada si es diferenciable.

b) ¢ es una superficie regular parametrizada si es una superficie parametri-

zada y Dy(q) : R? — R? es inyectiva.

Este concepto serd muy utilizado en capitulos posteriores.
Notemos que una superficie parametrizada puede tener autointersecciones. Por otro
lado, en principio, no podemos asegurar que ¢[U] sea una superficie regular. Afor-
tunadamente, el siguiente teorema nos garantiza que dado un punto en U siempre

podemos hallar una vecindad cuya imagen si sea una superficie regular.

Teorema 1.1.3. Sea S C R? una superficie parametrizada. Entonces para cadap € S

existe una vecindad V de p tal que V' es una superficie reqular. [
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Hasta ahora hemos hablado unicamente del concepto de superficie. El estudio de
estos objetos matematicos también se enfoca en analizar como se comportan a lo
largo de su extension. Sin embargo, ciertos cambios y alteraciones suelen pasar des-
apercibidas al examinar la superficie en su totalidad. Es decir, al observar toda la
superficie de una sola vez, al mirar hacia un punto desde “lejos”, podria ser que no
lograramos distinguir el comportamiento exacto de la superficie en ese punto y sus
alrededores, pues podria ser que a simple vista fueran imperceptibles ciertas variacio-
nes que ocurriesen a una escala muy pequena. Es por ello que el andlisis se hace en
las proximidades de un punto, donde es méas facil percatarse de los cambios que se
dan en sus alrededores.

Ahora introduciremos una de las nociones més importantes para nuestro trabajo re-
ferente a las superficies: pensemos en una curva dibujada sobre el plano R2. Si esta
curva es suave, podemos hablar de “el vector tangente” a la curva en p. Ahora imagi-
nemos una superficie S en el espacio que pasa por un punto p € S. Al encontrarse en
el espacio, para p no existe un vector tangente tinico, pues ahora tenemos multiples
direcciones a considerar. Asi, si una curva en S pasa por p, obtenemos un vector
tangente. Al describir otra curva, bien podemos obtener un vector tangente a .S en p

con una direccion diferente al de la primera curva dada (ver [3] pag. 85).

Definicién 1.1.5. Sea S C R?® una superficie reqular yp € S.

a) Un vector v € R3 es un vector tangente a S en p si evisten € > 0 y una

curva « : (—e,e) = R? diferenciable tal que Im(a) C S, a(0) =p y /(0) = v.

b) El plano tangente a S en p es el conjunto T,(S) de vectores tangentes a S

en p.
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Ejemplo 1.1.4.

1. Para el plano P del ejemplo 1.1.1, sea P € P. Entonces existen A\, i € R tales
que P = Py+ APy + uPs. Veamos que v = APy + 1P es un vector tangente a P
en P:
Sea o : (—e,e) = R? dada por a(t) = Py + A1+ t)P, + (1 +t)P,. Entonces
a(0) = By + APy + uPo = P y o/(t) = APy + uPs. Esto es, o es constante. En
particular, o/ (0) = AP, + puPy =v. <

2. Sea py € S? tal que o7 (po) = qo = (uo,v0). Entonces existe § > 0 tal que
Bs(qo) C (0,2m)x (0, 7). Sean A\, pu € R y definamos e = min{J, \;f\l’ %} También

definimos 3 : (—¢,e) — R3 como
B(t) = (sen(ug + At)sen(vy + put), cos(ug + At)sen(vg + ut), cos(vy + put)).
Entonces B(0) = pg. Ademds

Acos(ug + At)sen(vy + pt) + psen(ug + At)cos(vy + pt)
B'(t) = | —Asen(ug + Mt)sen(vy + pt) + pcos(ug + At)cos(vy + put) |
—psen(vg + ut)

por lo que B'(0) = Mv1)u(qo) + 1(p1)0(qo). Por tanto, toda combinacion lineal

de la base {(o1)u, (p1)v}, €s un vector tangente a S* en py. <

Como mencionamos anteriormente, cada parametrizacion local alrededor de un
punto p nos permite hablar de un tnico plano generado a partir de los vectores co-
lumna de la matriz Dp(q). Este plano trasladado a p tiene la particularidad de que,
localmente, solo toca a la superficie en p. También podemos hacer la siguiente in-
terpretacién: considérense sobre la superficie tres puntos no colineales con p. Estos

tres puntos generan un unico plano que corta nuestra superficie. Imaginemos que los
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puntos se van acercando a p cada vez mas. En el limite, habremos obtenido un plano

que, localmente, toca a nuestra superficie inicamente en p.

Observacioén:
1. T,(S) es un subespacio vectorial de R3.

2. Para una parametrizacion ¢ : U — V NS, las derivadas parciales de ¢ forman

una base para T,,(5).

3. T,(95) es linealmente isomorfo a R2.

El siguiente resultado nos otorga un modo 1til de entender a los planos tangentes

a las superficies (ver [3] pag. 86):

Teorema 1.1.5. Sean S C R3? una superficie reqular yp € S. Si ¢ : U — S es
una parametrizacion tal que p € Im(yp), entonces T,(S) es igual a la imagen de la

transformacion D,(q) : R* — R®. O

Como ejemplo de este teorema, podemos notar que en cada inciso del ejemplo
1.1.4 hemos descrito implicitamente a D, (uo, vo), en cada caso basta con reescribir la

ultima expresion que tiene 5'(0).

Si pensamos en una curva « cuya imagen Im(«a) estd contenida en U, podemos
decir que p[Im(a)] C S es la imagen de la curva f = ¢ o a. Este comentario nos
permite interpretar el teorema anterior de la siguiente manera: D,(¢) manda vectores

tangentes a « a vectores tangentes a (3.

Observacién:
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1. D,(q)[R? no depende de la parametrizacién que se tome.

1.2. Superficies de revolucion

Ahora, mencionaremos un tipo particular de superficies regulares. La idea consiste
en tomar una curva en el espacio, contenida en uno de los planos formados por dos
de los ejes coordenados, y hacerla rotar respecto a uno de estos dichos ejes. A lo largo
de esta seccion, ilustraremos cada uno de los conceptos dados en la seccién 1.1.
Empezaremos esta exposicion presentando una definicion analoga a la de superficie

regular. Tal definicién es la de “curva regular” (ver [3] pag. 77).

Definicién 1.2.1. Sea C C R3. C es una curva regular si para cada p € C, existe
un intervalo abierto I C R, un conjunto abierto V.C R3 y una funcionc: I —V NC

tal que:
a) c es diferenciable.
b) c es un homeomorfismo.

c) ¢ es inyectiva.

Notemos que la definicién 1.2.1 es perfectamente equiparable con la definicion

1.1.1 de superficie regular.

A continuacién hablaremos de manera mé&s precisa sobre como obtener una su-
perficie regular a partir de una curva regular. Consideremos una curva regular C'

contenida en el plano zz y sea ¢ : I — V N C el homeomorfismo diferenciable que
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nos garantiza la definiciéon. Para simplificar los cdlculos, consideraremos que C' esta
completamente contenido en V. Si I = (a,b), tenemos a ¢ : (a.b) — C' como nuestra
parametrizacién. Por la contencidn, c¢(v) = (f(v),0, g(v)). Ahora necesitamos hacer
girar a C alrededor del eje z. Dado un punto p € C, las coordenadas de este punto
son (f(v),0,g(v)), para algin v € I. Al hacer rotar a p alrededor del eje z en un

angulo u € (0,27), las coordenadas de p se modifican a un punto

Pediremos que para cada v € I, f(v) > 0, para evitar que se genere més de un
punto para el mismo valor de u por la rotacién. Ahora consideremos los conjuntos

U=(0,2n)x1y

So = {(f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v)) : (u,v) € U},

Afirmamos que S¢ es una superficie regular. En efecto: definamos la funcion

¢ : U — S¢ como

p(u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v)). (1.2.1)

i) Notemos que cada funcién coordenada de ¢ es derivable. En consecuencia, ¢ es

diferenciable.
ii.i) Ya que cada funcién coordenada es continua, ¢ es continua.

ii.ii.i) Sean (uy,v1), (ug, ve) € U tales que p(uy,v1) = @(ug,vq), esto es,

(f(vr)cos(ua), fvi)sen(ur), g(v1)) = (f(va)cos(us), f(va)sen(us), g(vz)).

Entonces f(v1)cos(ur) = f(va)cos(uz), f(vr)sen(ur) = f(vs)sen(us) y
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g(v1) = g(vq). Luego

f(v1) =V f(v1)?cos(uy)? + f(v1)2sen(u)?

=/ f(v2)?cos(uz)? + f(va)2sen(us)? = f(v2),

es decir, f(v1) = f(v2) y g(v1) = g(v2), y dado que ¢ es inyectiva, obtenemos que
v; = vy. Ademads, cos(uy) = cos(uz) y sen(uy) = sen(usy), por lo cual uy = us.

En consecuencia, ¢ es inyectiva.

ii.ii.ii) Sea (z,y, z) € Sc. Entonces existe (u,v) € U tal que (z,y, z) =
(f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v)), es decir, p(u,v) = (x,y, 2). Luego, ¢ es sobre-

yectiva. Por tanto, ¢ es biyectiva.

ii.iii) Daremos la forma explicita de 1. Primero notemos que dado p = (x,v, 2) € S¢

y ¢ = (u,v) € U tal que p(q) = p, se obtiene que /22 + y?> = f(v) y z = g(v).
Definimos =1 : S — U como

y -1 2,2 »
(2arct(m (H\/W),c (\/:c +y,0,z)> St uUFET

90_1 (LE, Y, z) =
(u,c‘1< x2+y2,0,z)) si u=m
Es claro que ¢! es continua. Por tanto, concluimos que ¢ es un homeomorfismo.

iii) La matriz de derivadas parciales es

—f(v)sen(u) f'(v)cos(u)
Do(u,v) = | f(v)cos(u) f'(v)sen(u) (1.2.2)
0 g'(v)
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Queremos ver que los vectores o, (u,v) y ¢, (u,v) son linealmente independien-

tes. Basta ver que son ortogonales. En efecto, tenemos que

(Pulu, v), pu(u, v)) = =f (V) f'(v)cos(u)sen(u) + f(v) f'(v)cos(u)sen(u) = 0,

por lo que Dp(u,v) es de rango dos.

Hemos probado que el conjunto S¢ es una superficie regular.

Para esta construccion, hemos considerado a C' contenida en el plano zz. Mas podria
considerarse en su lugar alguno de los planos xy o yz, con las respectivas modifi-
caciones que este cambio traeria consigo. A este tipo de curvas que se encuentran
completamente contenidas en un plano suele llaméarseles curvas planas.

Ya que hemos visto como se desarrolla esta construccién, podemos decir que una
superficie de revolucion es una superficie que se genera al girar una curva regular

alrededor de un eje de rotacion. Precisamos tal concepto en la siguiente definicién:

Definicién 1.2.2. Sea S C R3 una superficie regular.

a) S es una superficie de revolucion si existe una curva regular plana C' tal

que S = Sc.

b) C es una curva generatriz de S si S = Sc.

Remarcamos que la definiciéon 1.2.2 nos expresa que una superficie regular es de

revolucién si esta generada por una curva regular plana.

Ahora consideremos un punto pyg € S y su preimagen qo = (ug,v9) € U, y una

curva a : (—e,e) — R? dada por a(t) = (ug+ At,vo+put). Al definir 8 : (—e1,61) — S
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como 3(t) = (¢ o a)(t), donde &y = min {5, | — Yo, |25, |« ]b_uvo\}, podemos
ver que 5(0) = po v 5(0) = Apu(q0) + po(qo), por lo cual §'(0) es un vector tangente
a S en py. Ademas, acorde al teorema 1.1.5, 5'(0) = D,,(uo, vo).

Retomaremos el tema de las superficies de revolucién a lo largo de este trabajo.
En lo sucesivo su estudio serd integrado a los conceptos relativos a superficies que

vayamos examinando.

1.3. La primera forma fundamental

Una herramienta de suma importancia en la geometria sobre el plano es la po-
sibilidad de tomar medidas de diferentes elementos en €él, como lo son longitudes,
angulos y areas. En esta secciéon presentaremos el concepto que nos permitird medir
estos elementos dentro de la superficie, auxiliados del producto interno de R3.

Ya que la forma de medir vectores en el espacio es a través de la norma |w| =
V/(w,w), podria pensarse que esta definicon serd extrapolada para superficies. Sin

embargo, se definird de forma equivalente (ver [3] pag. 95).

Definicién 1.3.1. Sea S C R3 una superficie reqular y p € S. Definimos la primera

forma fundamental en p como la funcion I, : T,(S) — R tal que, para cada

w = 19.(q) + spu(q) € Tp(S),
I(w) = (w,w) = ||w|?, (1.3.1)

donde || - || es la norma euclidiana en R3.
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Dada una base {vy,v2} de T,(5), w € T,(S) se escribe como w = rv; + svy, para

algunos r, s € R. Asi,

I (w) = I,(rvy + sva) = (rvy + sva, 101 + sva)g = r* (v1,v1) g+ 27 (v1, v2) + 5% (2, o)

Ademds, para una parametrizacion ¢ : U — S alrededor de p, {©.(q), vu(q)} es

una base de T,,(5), por lo que

L(w) =1 (¢u(q), Lu(q)) + 275 (u(q), 2u(q)) + 5% (0u(q), u(q))

Si definimos E, F,G : U — R como E(u,v) = {(p,(u,v), pu(u,v)), Flu,v) =

(ulu,v), oy (u,v)) v G(u,v) = (p,(u,v), p,(u,v)), la ecuacion se reduce a

L(w) = r*E(q) + 2rsF(q) + 5°G(q), (1.3.2)
o bien
E(q) F(g)| [r
Ipw = \r s . 133
() ( ) F(q) G(g)| \s (139

E., F y G son llamados los coeficientes de la primera forma fundamental
en w.
Notemos que, como w € T,(S), para alguna curva 8 : (—¢,e) — R3? tal que 8 =
poa, con at) = (a(t),0t) v a0) = ¢, w = §(0) = De(a(0)) - o/(0) =
Dip() (e (0), 04(0)) = o (0)u(q) + ab(0)pu(g). De esto se sigue que r = a}(0) y
s = a4(0).

Denotaremos por P; a la matriz de la primera forma fundamental.
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Ejemplo 1.3.1.

1. Para P y la parametrizacion p(u,v) = Py + uPy + vP, alrededor de P = Py +
AP, + Py € P, se tiene que p,(u,v) = Py y p,(u,v) = P,. Luego,

3
E(uav): <P17P1> :CL%—FCLS—I—LZ%:ZG?,
i=1

3
F(u,v) = (P, Py) = aiby + agby + azbz = Zaibi7
i=1
3
G(u,v) = (Py, Py) =bj + b3+ b5 = b7
i=1
Stw=AP, +pPy, € Tp(P) y a: (—¢,¢) = R? es tal que

a(t) = (M1 +1),u(l+1)), entonces se cumple

3
Ip, (w) = Z()\QCL? + 2 \pa;b; + /ﬂb?), g

=1

2. Para S? con la parametrizacion ¢, del ejemplo 1.1.1, alrededor de py = 01 *(q) =

©1 (ug, vo), los coeficientes de la primera forma fundamental son:
E(u,v) = ((cos(u)sen(v), —sen(u)sen(v),0), (cos(u)sen(v), —sen(u)cos(v),0))

= cos®(u)sen®(v) + sen®(u)sen?(v) = sen®(v),
F(u,v) = ((cos(u)sen(v), —sen(u)sen(v), 0), (sen(u)cos(v), cos(u)cos(v), —sen(v)))
= cos(u)sen(v)sen(u)cos(v) — cos(u)cos(v)sen(u)sen(v) = 0,
G(u,v) = ((sen(u)cos(v), cos(u)cos(v), —sen(v)), (sen(w)cos(v), cos(u)cos(v), —sen(v)))

sen’(u)cos®(v) + cos®(u)cos?(v) + sen*(v) =1
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Considerando w = \p1(q) + pp2(q) € Tp(S?) y alt) = (ug + At,vg + pt), la

primera forma fundamental queda como

Ly (w) = Nsen?(vo) + p°. <

3. Para la parametrizacion (1.2.1) y la matriz (1.2.2) de la seccion 1.2, los coefi-

cientes de la primera forma fundamental son:

(1.3.4)

Habiendo dotado a las superficies regulares con una medida, y viendo que ésta
puede ser expresada en la forma de la ecuacién (1.3.2), nos interesa ahora utilizarla
para medir los elementos antes mencionados. El primero en el que nos enfocaremos
es la longitud de las curvas que estén situadas sobre la superficie.

Recordemos que, para una curva diferenciable a : (—¢,¢) — R", la longitud de arco

de a entre 0 y t esta dada por

I(t) = / o (8)]ldt.

Por las observaciones anteriores, si 5 es una curva en S, entonces [3'(t) estard en
T,(S). Entonces se puede aplicar la primera forma fundamental a §'(¢). Ya en térmi-

nos de E, F'y G, obtenemos el siguiente resultado (ver [3] pag. 97):

Teorema 1.3.2. Sea S C R3 una superficie reqular, p € S y o : U — VN S una
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parametrizacion local alrededor de p. Si 5 : (—e,e) — VNS es una curva diferenciable,

entonces la longitud de arco de B entre 0 y t es

t
I(t) = / Vr2E + 2rsF + s2G dt. O (1.3.5)
0

Ejemplo 1.3.3.

1. Parape P yoalt) = Po+ A1+ t)P + p(l +t)Ps,

t
3

3
I(t) = D (Na? + 2\ pagb; + p2b?) dt = | Y (N2 + 2\ pab; + p2b?) t.

0 =1 =1

2. Parap € S? y la parametrizacion ¢, del ejemplo 1.1.1,
t t
I(t) = / VAsen?(v) + p? dt = \/Asen?(v) + p? | dt = \/Asen?(v) + p?t. <
0 0

3. Para una curva = poa sobre una superficie de revolucion, la longitud de arco

estd dada por

i(t) = /0 Vai(t)2f (v)? + ay(t)? (f'(v)? + g'(v)?) dt. (1.3.6)

Otro de los elementos que es importante poder medir es, en general, el &ngulo entre
dos curvas que se intersectan en un punto. Este se define como el angulo entre los
respectivos vectores tangentes a las curvas en el punto de interseccion. Al considerar
la orientacion de las curvas, y por consiguiente de los vectores tangentes, tal angulo
queda bien definido. Mds formalmente, queremos medir el dngulo # € [0, 7) entre dos

curvas diferenciables 31 y B2 que se cruzan en un punto p € Im(f5y) N Im(Fy). Tal
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angulo estd dado por
B1(t1) - B5(t2)
) = 1.3.7
0s0) = Eo)MAE] (137)

Ahora, al pensar en dos curvas cualesquiera [, y [ sobre una superficie S que
se intersectan en un punto p, haciendo uso de los coeficientes de la primera forma

fundamental obtenemos:

Teorema 1.3.4. Sea S C R3 una superficie reqular, p € S y o : U — VNS una
parametrizacion local alrededor de p. Si B1,P2 @ (—e,e) — VNS son dos curvas
diferenciables sobre S que se intersectan en p, Entonces el dngulo 6 € [0,7) entre

ellas es

E F
cos(0) = rirel (rise 4 ras) P+ 516G .o (1.3.8)
VTIE + 2118 F + $2G\/T3E + 2195, F + 3G

Particularmente, si las curvas son las curvas coordenadas de ¢, obtenemos el teo-

rema siguiente, nuevamente en términos de E, F'y G (ver [3] pag. 98):

Teorema 1.3.5. Sea S C R? una superficie reqular, p € S y o : U — VN S una
parametrizacion local alrededor de p. Entonces el dngulo 0 € [0,7) entre las curvas
coordenadas de ¢ es

cos(0) = O (1.3.9)

A
VEG

Ejemplo 1.3.6.

1. Parapy € P ya(t) = Bp+ N1+ t)Py + u(l + )Py, el dngulo 6 € [0, 7] entre
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©u(q) ¥ pu(q) es
(P1, Py)

cos(f) = —————.
[P [ P2

2. Parap € S* y ¢y del ejemplo 1.1.1, ya que F(u,v) =0 el dngulo entre (p1).(q)

y (p1)ulg) es 5. <

3. Para una superficie de revolucion con la parametrizacion de (1.2.1), el dngulo

entre o, Y Py s 5. <

También es posible definir cuando dos curvas en R3 son ortogonales en un punto p:

Definicién 1.3.2. Sean o y 5 curvas en R™ ytq,ts € R tales que a y 8 son diferencia-
bles en t1 y to respectivamente y a(ty) = B(t2) = p. a y B son curvas ortogonales

en p si /(t1) es ortogonal a [3'(ts).

De la definicién 1.3.2, para las curvas coordenadas en un plano tangente a una
superficie S en un punto p se desprende el siguiente resultado, que proporciona una

equivalencia a la propiedad de ortogonalidad:

Corolario 1.3.7. Sea S C R? una superficie reqular, p € S y ¢ : U — VNS una
parametrizacion local alrededor de p = o~ *(q). Entonces las curvas coordenadas de ¢

son ortogonales si y solo si F(q) =0. O

Otra propiedad deseable es el poder medir el drea de una region sobre una su-
perficie regular. Para formalizar tal idea en el ambiente de las superficies regulares,

primero definiremos lo siguiente (ver [9] pag. 5):
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Definicién 1.3.3. Sea a : [a,b] — R™ una curva.
a) « es cerrada si a(a) = a(b) y « es diferenciable en a.
b) a es simple si es inyectiva.

c) «a es diferenciable a trozos si existe m € N y «; : [a;,b;] = R™, coni=1,m

tales que:

i) Para cada i =1,m, a; es diferenciable en |a;, b;]
1) La imagen de « es la unidn de las imdgenes de oy, . ..,y

111) Para cada i =1,m, a;(b;) = aiy1(aiv1)-

También es importante precisar a qué nos referimos al hablar de una “region sobre
una superficie”. Primero daremos la definicién para R™ y luego procederemos a darla

para cualquier superficie regular S

Definicién 1.3.4. Sea A C R™.
a) A es un dominio de R™ si es abierto y conezo.

b) A es una region de R™ si es la union de un dominio con su frontera.

La definicién que veremos a continuacion, esta totalmente inspirada en la defini-
cion para subconjuntos de R™. No obstante, en este trabajo pediremos una condicién

mas para hablar de dominios regulares (ver [9] pag. 7):

Definicién 1.3.5. Sea S una superficie reqular y D C S.
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a) D es un dominio (regular) de S si es abierto y conexo en S y 0D es una

curva diferenciable a trozos, cerrada y simple.

b) R es una region de S si D es un dominio y R = D U0D.

De esta manera, las regiones se encuentran delimitadas por una curva particular.

Ahora bien, sabemos que el drea de una regién R C S se calcula como

mm:/w:ﬂwmwn%mmwm (1.3.10)
R Q

donde @ es la imagen inversa de R bajo una parametrizacién ¢. Haciendo uso de

los coeficientes E, F'y G una vez mds, se deduce lo siguiente (ver [3] pdg. 100):

Teorema 1.3.8. Sea S C R? una superficie reqular, p € S y o : U — VN S una
parametrizacion local alrededor de p. St R C 'V NS es una region de S tal que para

una region Q C U, ¢[Q] = R, entonces el drea de R es

A(R) = jf VEu,v)G(u,v) — F(u,v)? dudv. (1.3.11)
Q

Demostracion:
Para hacer la demostracién, calcularemos ||, X @ol|*. Si 0u = (Tu, Yus 20) ¥ 0o =
(Zy, Yo, 20), €ntonces:

u X @l = (Yuzo — 2uh0)? + (Tu2o — 2uT0)? + (Tulo — YuTo)?
= (Tu¥o)” + (Tu20)” + (Wuo)® + (Yu20)® + (2u20)* + (2u¥0)? = 2(TuZoYulho + YuYo2uzo +
ZuZpTyTy)
=y (@) +ys +20) tya (@l +yl 4+ 25) + 25 (@l +yi 4 27) — (2uw0)® — (Yubo)” — (2u20)? —
2(TuToYuYo + YuloZuZo + ZuzeTuls)

= (Ii + yﬁ + ZZ) (xz% + yg + 212;) - [xuxv(xuxv + YuYv + Zuzv) + yuyv<xuxv + YulYo + Zuzv) +
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Zuzv(xuxv + YuYo + Zuzv)] = ||90uH2||90”U||2 — (pu - 9071)2 = EG — F*.

Asi, ||ou X ool = VEG — F2. Luego,

A(R) = jfﬂgpu(u, V) X @y(u,v)||dudv = jj VE(u,v)G(u,v) — F(u,v)? dudv
Q Q

como queriamos demostrar. ll

Ejemplo 1.3.9.

1. Sear > 0. En P, sea Q = {(u,v) € R*: ||(u,v)|| <7} y R = [Q]. Entonces

AR) = [[VIPIE 1P = (P, Po)odude
Q

—\/P 2 2 2 [" I_UQdd _ 2 2 2 o
=\ |27 | 2" = (P1, P2) vdu = \/ || PL||” | Po||” — (P, Po) 7.
—r JV1—02

2. De acuerdo al ejemplo 1.1.1, si tomamos Q = (0,27) x (0,7) y a R = ¢1[Q)],

tenemos que
m 2 T 2
A(R) = / s = / / v sen?(v)dudv = / sen(v)dv/ du
R o Jo 0 0
= 271 (—cos(m) + cos(0)) = 2w (1 + 1) = 4n. <

3. Para una region R sobre una superficie de revolucion, el drea de R se calcula

del siguiente modo:

AR) = [[ FVF 0P + ¢ (0] dudv. <

Q

Para una superficie S, un punto p € S y una parametrizacién local alrededor de
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p, ¢ : U = VNS, puede calcularse una base ortonormal {@,, ¢, } para T,(S) a partir
de {pu, ¢, }, utilizando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt:

Definamos
- Pu

Pu Pu
gpu et = = s

luego tomamos ¢, como

by = £ AP DU Py o <%’%> VE _ wv—Fe
v — {#o, Pu) Pull ’%_ <%,5_%>5_% o0 — Zoou]|
_ Pv = BPu |
\/<% — £0u 00 — EPu)
Como

F F 2R 21
0= =Puy Py — =y ) =G —2—=+4+—==G - —= == (EG - F?),
<90 E7YY E‘p> ETE Tk )

tenemos que

F
P et O et N et R ekl

L(EG-F?) \[L(BG-F?) \[tvEG-F2 VEG-F

Por lo tanto,

{ on V- */%%} (1.3.12)

VE VEG-— F2

es una base ortonormal para T,(S5).
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Ejemplo 1.3.10.

1. Para P y o(u,v) = Py + M1+ t)Py + (1 4 t) Pe, la base de derivadas parciales
de g en P es {P,, P}, E=||P|°, F = (P, P,) y G = ||P|°. Luego, una base

ortonormal para Tp(P) es

Py,P
P 1P| Py = S Py

1B e a2 = a, Ry

2. Para S? vy la parametrizacion o, del ejemplo 1.1.1, las derivadas parciales son
(p1)ulu,v) = (cos(u)sen(v), —sen(u)sen(v),0) y
(p1)0(u,v) = (sen(u)cos(v), cos(u)cos(v), —sen(v)),

y E = sen*(v), F =0y G = 1. Entonces, una base ortonormal para T,(S?) es

(90~1>u - (COS(U), _Sen(u)v 0) Y

(1)0 = (P1)o- <

3. En una superficie de revolucion con la parametrizacion de (1.2.1), una base

ortonormal para T,(S) es

f"(v)cos(u)

—sen(u) J'(0)2 44 (v)2
- ~ f'(v)sen(u)
Gu(q) cos(u) | Pu(q) F1(0)%+g' (v)2 < (1.3.13)
0 g'(v)

J'(0)?+g (v)?

Mas adelante se utilizard la base de (1.3.12) para demostrar unos resultados que

seran utiles cuando queramos expresar la primera variacién del volumen.
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1.4. La segunda forma fundamental

En la seccién 1.3 hemos dirigido nuestra atencion a definir la primera forma fun-
damental y estudiar como es que nos permite medir longitudes, angulos y areas sobre
una superficie, tal como lo hacemos en el plano. En esta seccién nuestro objetivo es
presentar una herramienta que nos daré la posibilidad de trabajar con “la medida”
de otro concepto: la curvatura de una superficie en un punto.

Antes de abordar este nuevo concepto, primero daremos algunas definiciones que nos

permitirdn hablar de él con més precisién (ver [3] pag. 106).

Definicién 1.4.1. Sea S C R?® una superficie reqular.

a) Una orientacion de S es una familia de parametrizaciones

O ={p;: U; — S| para cadai € I,U; es un abierto de R*} tal que:
1) S C Ue; Im(ei)
1) Si Wi = ilUi] N p;[Uj], para cada p € Im(p;) N Im(p;), el cambio de

pardmetro gpj_l 0wt [Wy] — gpj_l[Wij] tiene determinante jacobiano

mayor que cero en el punto q; = ©; *(p).

b) S es orientable si eziste una orientacion de S.

La idea que se intenta plasmar en la definicion es la de poder hablar de “lados” en
la superficie. Sabemos que si v y w son vectores en el espacio, los vectores v X w y w X v

son vectores ortogonales tanto a v como a w, con la diferencia de que tienen sentidos
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opuestos. Al pensar en una orientacién, se entiende que, al rotar los vectores de una
base hacia los vectores de la otra base en sentido opuesto a las manecillas del reloj
(levégiro), la direcién en la que apunta el vector del producto cruz es una, mientras
que si la rotacién fuera en sentido a las manecillas del reloj (dextrégiro), la direccién
en la que apuntaria seria opuesta. La condicién ii) de forma intuitiva nos dice que
al girar los vectores de la base de la primera parametrizacion y acomodarlos de tal
modo que apunten en la misma direccion que los vectores de la base de la segunda
parametrizacién, se preserva la orientacion original, pues los respectivos productos
vectoriales de los vectores de las dos bases apuntan en la misma direccion. De este

modo, se puede diferenciar de uno y otro lado, segiin el sentido del producto vectorial.

Ejemplo 1.4.1.

1. El plano P del ejemplo 1.1.1 es orientable, ya que se puede tomar
® = {p : R? = P}, donde ¢ es la parametrizacion definida en el mismo

ejemplo.

2. La esfera S* es orientable, pues el conjunto ® = {1, v} de las parametriza-

ciones definidas en el mismo ejemplo es una orientacion.

3. Sea S una superficie de revolucion generada por una curva C contenida en el
plano Oxz. Sean ¢; : (a;,b;) — V; N C, dadas por ¢;(v;) = (fi(v:),0, gi(vy)), las
parametrizaciones tales que C C | J,c; Im(c;). Entonces S es orientable si y sélo
si para cada ¢ € Im(c;) N Im(cy),

d

a0, (c; oc)(vi) >0.< (1.4.1)

Notemos que al efectuar el producto vectorial de los vectores de la base asociada a
una parametrizacion ¢, en un punto p, obtenemos un tinico vector ortogonal a ambos.

Asi pues, para cada punto sobre una superficie S tenemos un vector ortogonal a ella.
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Esta correspondencia nos lleva a la siguiente definicién (ver [3] pag. 138):

Definicién 1.4.2. Sean S C R? una superficie orientable y S* C R3? la esfera
unitaria. Una funcién de Gauss es una funcion diferenciable N : S — S? tal que

para cada p € S, N(p) es perpendicular a T,(S).

Intuitivamente, la funcién asigna un vector normal al plano tangente a S en p, al
punto p. Esto también puede pensarse como mover cada vector normal a la superficie
al centro de la esfera unitaria, para poder visualizar la direccion en la que apunta, lo

cual serd fundamental para poder medir la curvatura.

Ejemplo 1.4.2.

1. Para P, N : P — S? dada por

es una funcion de Gauss.

2. Para S? y las parametrizaciones o1 y po del ejemplo 1.1.1, tenemos que

(01)u X (91) = (sen(u)sen®(v), cos(u)sen®(v), sen(v)cos(v)),

(02)u X (92)s = (sen(v)cos(v), —cos(u)sen?(v), sen(u)sen(v)?) y

1(@1)u X (1)oll = l(p2)u X (p2)u]l = sen(v).

Esto es,

(1) X (01)w
H<901)u X (901)1)“

(u,v) = (sen(u)sen(v), cos(u)sen(v), cos(v)) = ¢1(u,v)
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(P2)u X (P2)0 (u, 0)

1(22)e X (@2)ul] = (cos(v), —cos(u)sen(v), sen(u)sen(v)) = a(u,v).

Asi, N : S? = S? dada por

(u,v), st Im(pq (u,v) =
Nip) = e1(u,v) pelm(p1) y ¢i(u,v)=p

pa(u,v), si p € Im(pa)\Im(p1) y pa(u,v)=p

es una funcion de Gauss.
Ya que para cada p € Im(p1), existe (u,v) € (0,271) x (0, 7) tal que 1 (u,v) = p,

podemos escribir a N|Im(m) como

N’Im(cpl) (p) = 901(1’“ U) =D

De manera andloga, N|Im(<p2)\fm(tpl) (p) = p, por lo que podemos pensar a N

como la identidad sobre S*, es decir, N(p) = p para todo p € S*. <

3. En una superficie de revolucion con la parametrizacion de (1.2.1), se tiene que

pu(u, v) = (=f(v)sen(u), f(v)cos(u),0)
pu(u,v) = (f'(v)cos(u), f'(v)sen(u), g'(v))
(Pu X 00) (u,v) = (f(v)g’(v)COS(U), f(v)g’(v)sen(U), —f()f'(v))
low x 0) (u, )| =f(v) v/ f'(v)

por lo que

s g@sen) )
M) <\/f’<v)2+g’(v)2’\/f’(v)2+g’(v>2’ )” (42
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Observacién:

1. Ty (S?) = TH(S).

Recordemos lo siguiente: Un operador lineal 7" : V' — V sobre un espacio n-

dimensional es llamado autoadjunto si para cada v;,vs € V', se cumple que
(v1,T(v2)) = (T'(v1), v2).

El siguiente resultado nos garantiza que esta propiedad también la posee la derivada

de N (ver [3] pag. 142):

Teorema 1.4.3. Sean S C R3 una superficie reqular y p € S. Entonces Dy(p) :
T,(S) = T,(S) es un operador autoadjunto.

Demostracion:
Basta demostrarlo para una base de derivadas parciales {¢@y, ¢y }:
Sean ¢ : U — V N .S una parametrizacion alrededor de p € S, §1,95 : (—g,6) = U
curvas tales que 01(t) = (¢,0), do(t) = (0,t) y 61(0) = 95(0) = ¢. También sean
Y1 =@ o001y 2 = @ody Entonces 71(0) = 72(0) = p.

Ya que el vector normal es perpendicular a ¢,, tenemos que (N, ¢,) = 0. Entonces

0= %((N o M)(t), (w0 61) () |i=0 = (Dn(71(0))71(0), (¢y 0 61)(0))+

d

(N 0 71)(0), %(% 031)(0)) = (D (P)11(0), 9o (@) + (N (p), 7 (20 ©61)(0)).

Ahora,
1(0) = (¢ 061)"(0) = Dy(6(0))d1(0) = Dy(q) - (1,0) = wulq)
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%(% 0 51)(0) = D,y,(0,0) - (1,0) = @0u(q).

De ahi se sigue que

(Dn (D)) u(q)) = —(N(p), Pou(q))-

Andlogamente, al calcular £((py 0 02)(t), (N ©72)(t))]s—0, se obtiene que

(@u(@), Dn(P)pu(q)) = —(Puv(@), N (p))

y puesto que el producto punto es simétrico y ¢,, = @, se deduce la igualdad de-

seada. W

Ya que Dy : T,(S) — T,(S) es autoadjunto, es posible asociarle una forma
cuadratica. Esta forma sera la herramienta que nos permita medir la curvatura sobre

una superficie. Tal forma cuadrética es denotada por 1, y se define como sigue (ver

[3] pag. 143):

Definicién 1.4.3. Sean S C R3 una superficie reqular orientable y p € S. La se-

gunda forma fundamental en p es la funcion 11, : T,(S) — R tal que
11,(w) = (w, D (p)(w)). (1.43)
Nota: Al operador Dy (p) se le suele llamar operador de Weingarten.
La idea detras de esta definicion es la siguiente:

Para una superficie regular orientable S y un punto p en ella, considérese el vector

normal a S en p, N(p). Sea w € T,,(S). Ambos vectores generan un plano que corta
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a S en una curva C'. Entonces la segunda forma fundamental mide la curvatura de C'
en las proximidades de p. Esto es, I,(w) mide la curvatura de S alrededor de p, en
la direccién de w, por lo que, para cada eleccion de direcciéon w, se tendrd un valor

para la curvatura en p.

Ejemplo 1.4.4.

1. Para P y N(p) = Hgign se tiene que N, = N, = Ors. Luego, para cada p € P

y cada w € T,(S), 11,(w) = (w, Dy(p)(w)) = (w,0rs) = 0. <

2. Para S? y la funcion de Gauss del ejemplo 1.4.2, ya que N = @, se tiene que
Dy(p) = Dy, (p). Si w = Ae1)u(q) + p(e1).(q), entonces la seqgunda forma

fundamental queda

I1,(w) = (w, Dy(p)(w)) = (w,w) = |jw]|* = L,(w) = Nsen(v) + y*. <

Puesto que Dy es autoadjunto, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 1.4.5. Sea S C R?® una superficie reqular v p € S. Entonces existe una
base ortonormal B = {wy,we} de T,(S) y k1, ks € R tales que Dy (p)(wy1) = kywy y
DN<p)(U)2) = k2w2. O

Ejemplo 1.4.6.

1. En P, ya que para cada p € P y w € T,(S), Dn(p)(w) = 0, se sigue que
ki=ky=0.<

2. En S?, ya que N del ejemplo 1.4.2 actiia como “identidad”sobre los puntos de
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la superficie, se tiene que

Luego, k1 =ky=1. 4

3. Sea S una superficie de revolucion con la parametrizacion de (1.2.1), a(t) =
(u(t),v(t)) y B = poa tal que f(0) = p y F'(0) = w. Si N es la funcion
de Gauss de (1.4.2) del ejemplo 1.4.2, al calcular Dy (p)(w) = (N o a)'(t) se

obtiene:

/ 9" (vo)vgcos(uo) — 9'(Uo)S€n(Uo)uo] (f"(v0)? + g'(v0)?)
Nioa)(0) =
( o VI (0)2 + g'(v0)? (f(v0)? + ' (v0)?)

g'(vo)cos(uo) [f" (vo) f'(vo)vy + g" (v0)g' (vo)vg]
VI (W0)? + g (00)2 (f'(v0)? + ¢ (v0)?)

' 9" (vo)vgsen(u ) + g (vo)cos (uo)ug] (f'(v0)* + g'(v0)?)
Nyo« =
| N0 VI (00)? + g'(v0)2 (f'(v0)? + ¢ (v0)?)

3 9’(”0)36”1(“0) /" (o) f' (o) vy + 9" (v0)g' (vo)vp]
VI (00)? + g'(v0)2 (f(v0)? + g (v0)?)

(Ngoa)’(O) _ f/,(UO)U6 (f/(UO)2 + ;(]/(UOQ)Q) —/ f/(UQo) [{t”(v(;)f,(zjo)véj_ g”(”o)g'(vo)v{]]’
V@) + ¢ w)? (£/(0)? + ¢ (0)?)

es decir,
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Dy (p)(w)

[¢" (vo)vhcos(uo) =g’ (vo)sen(uo)uy (£ (v0)>+¢' (v0)?) =g’ (vo)cos(uo) [ (vo) f' (vo)vg+g" (vo)g’ (vo)vy] T

VI (00)2+g" (v0)2(f' (v0)2+g' (v0)?)

[9" (vo)vgsen(uo)+g’ (vo)cos(uo)up| (' (vo)+g’ (v0)*)—g (vo)sen(uo) [f (vo) f' (vo)vh+g” (v0)g’ (vo)vy]
V7 (06)2+g' (v0)2(# (v0)2+g' (v0)?)

£ (00)vh (£ (v6)% 49" (v0)? ) — F' (v0) [ (v0) £ (vo)vh+g" (v0)g’ (vo)vp)
L V7 (06)2+3' (v0)2(# (v0)2+9' (v0)?)

que tras efectuar varios cdlculos toma la forma

Dy (p)(w)

= (Noa)(0) = 9'(v)ug u(Uo, Vo
N o0y O = oo + gt Lo ™)

f'(vo) (9" (vo) f'(vo) — 9/(00)3f"(vo)) Vg
(f'(v0)* + g'(v0)?)?

+ ©p(ug,v). (1.4.4)

Al considerar la base de (1.3.13) del ejemplo 1.3.10, obtenemos lo siguiente:

esto es, k1 =

D (0)(3.(q)) — g 5

v (P)(Pulq)) ONGOETOE (a)

(1.4.5)
5 f'(w) (g" (W) f'(v) = g'(v) [ (v)) .

Dy (p)(@u(q)) = g Po(q),

! (f'(0)2 + ¢/ (v)2)?

g'(v) y by = L0 ) =g @) (@)

F@)/F(v)2+g (v)? (f/(v)2+g (v)2)2

Sabemos que k; y ko son valores propios de Dy. Tales valores propios poseen una

propiedad importante que permitira describir en qué direcciéon se curva mas y menos

una superficie. Para deducirla, utilizaremos el siguiente resultado:
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Teorema 1.4.7. Sean L : R?> — R? un operador lineal autoadjunto y f : R?* — R tal

que f(x,y) = ((z,y), L(x,y)). Entonces

1. f es diferenciable

2. Los valores propios de L son los puntos extremos de fls:.

Demostracion:
1. Primero veremos que f es diferenciable:
Definamos ¢ : R? — R* como g(z,y) = (z,v, Li(z,y), L2(x,y)), con Ly y Lo tales
que L(z,y) = (Li(z,y), La(z,y)) y h : R* = R como h(z,y, z,w) = ((x,y), (z,w)) =
rz +yw. Entonces f = ho g. Observemos que g es diferenciable, ya que cada funcion
coordenada de g es lineal. Ademéas h también es diferenciable, por ser suma de pro-
ductos de funciones diferenciables. Asi, f es diferenciable.
2. Para probar que los valores propios de L son los puntos extremos de f|si, primero
notemos que f es continua por ser diferenciable. Ademds, S! es compacto en R? por
ser cerrado y acotado. Luego, f|s» alcanza sus valores extremos en S*.
Ahora, utilizaremos el método de los multiplicadores de Lagrange para ver que son
los valores propios:
Definamos r : R2 — R como r(x,y) = ||(z,y)|* con la restriccién r(z,y) = 1. Es
decir, 22 + y*> = 1. Sea F(\,z,y) = f(z,y) — M(r(z,y) — 1). Por ser L autoadjunta,
su matriz asociada A es simétrica, digamos

aix; Qaig

A:

aiz2 A2

Luego, F(\, z,y) = aj1x® + 2a1070y + azy® — A(x* +y*> — 1). Entonces el gradiente
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de F' queda como

VE\ z,y) = (—2® —3® + 1, 20117 + 2a10y — 2A\7, 26127 + 220y — 2)y).

Al igualar el gradiente a cero para buscar los puntos criticos de F' obtenemos que

a11T + a0y = A\x
(1.4.6)

a127 + a2y = Ay.

Luego,

air a2 T anT + a2y iy

L(z,y) = A(z,y)" = = =A )

a1z G2 Y 127 + A2y Y

es decir, \ es un valor propio de L.
Utilizaremos la matriz hessiana para ver cudl es el maximo y cuél es el minimo:

Calculando las segundas derivadas parciales de F' respecto a A, x y y tenemos:

F)\)\()\,.T,y) :07 F)\:r:()\a-r?y) = —23}’, F)\y()‘>$7y> = _2y
Fo(\ z,y) = =2z, Fo.(\x,y) =2a11 — 2\, Foy(N, 2,y) = 2a12
Fo(\ z,y) = =2y, Fo (N, z,y) = 2ay9, Fyy(\, 2, y) = 2a92 — 2\

Entonces la matriz hessiana es

0 —2x —2y
MH = |-2z 2@11 — 2 2&12
—2y 2019 2099 — 2\
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y su determinante es
det(Mpy) = 2z[(—2x)(2a20 — 2X) — (2a12)(—2y)] — 2y[(—2x)(2a12) — (2a1; — 2)\)(—2y)]

= —8[(az — N\)2? — 2a122y + (a1; — Ny

Utilizando el polinomio caracteristico de A tenemos que

—
det(A — D) = | "™ M = (e = A)(am — V) —ad =0,

Q12 azy — A

de donde
ajy = (a1 — N)(azz — A) = (A — an1)(A — as),

es decir,

Q19 = i\/(all — A)(aga — A).

Analizaremos los valores del argumento:

Caso I: Si a;; — A > 0, entonces agy — A > 0. Entonces A < min{ajy,axn} y an =

++v/a11 — M ase — X. Con esto el determinante hessiano queda como

d@t(MH) = —8[(&22 — /\)1'2 + 2\/@11 — )\\/(122 - A Ty + (&11 — )\)yz]

:—8<\/6L22—/\l’:|: an—)\y)ZSO,

por lo que A es un valor minimo.

Caso II: Si a;; — A = 0, entonces ajp = 0 y por las ecuaciones de (1.4.6), se tiene que
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)\ = a11 = a92.

Caso III: Sia;; — A < 0, entonces A\—ag; > 0y A—ag > 0. Luego, A > mdz{ay1,axn}

y @12 = £/ X — a1/ \ — ax. Entonces el determinante hessiano se escribe como

det(MH) = —8[(@22 - )\)%2 + 2\/)\ — a1 \/)\ — QA227Y + (CLH - /\)y2]

:8(\/)\—a11xi )\—aggy)Z Z O,

por lo que A es un valor maximo. W

Asi, pues, para el caso particular de 11, y Dy se tiene:

Corolario 1.4.8. ki y ky son el mdzimo y minimo de I1,|s,. O

Asi, hemos garantizado que las direcciones de la base ortonormal mencionada en
el Corolario 1.4.5 son en las que la curvatura de la superficie es mayor y es menor.
Estos vectores y valores propios de Dy, por su importancia, son llamados de manera

especial (ver [3] pag. 146):

Definicién 1.4.4. Sean S C R?® una superficie reqular, p € S, B = {wy,ws} base
ortonormal de T,(S) y k1, ke € R tales que Dn(p)(wy) = kywr y Dy (p)(we) = kaws.

a) ki y ke son llamados las curvaturas principales en p.

b) wi y wy son llamados las direcciones principales en p.
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Ahora que tenemos conocimiento de la curvatura de una superficie orientada en

un punto, definiremos la curvartura gaussiana y la curvatura media (ver [3] pdg. 148):

Definicién 1.4.5. Sean S C R3 una superficie reqular y p € S.
a) La curvatura gaussiana de S en p es el numero K = det(DN(p)).
b) La curvatura media de S en p es el nimero H = 3tr(DN(p)).

¢) Definimos la norma de B = DN (p) como |B|| = \/tr(BBT).

Observacién:

1. En términos de ki y ko, se tiene que K = kiky, H = B2 v | B|| = \/k? + k3.

Asi pues, en términos de las curvaturas principales, la curvatura gaussiana es el

producto de ellas, mientras que la curvatura media es su promedio.

Ejemplo 1.4.9.
1. Para el plano P, K = H = ||B|| = 0.

2. Para S, K=H =1y |B| =2

A partir de la curvatura gaussiana K es posible hacer una clasificacién sobre los
tipos de superficies que se presentan. En particular, mas adelante nos interesara poder
clasificar la superficie con la que estemos trabajando como una esfera. En este capitu-
lo veremos que hay otra superficie particular que a prior: podria parecer dificultar

ligeramente el alcanzar nuestro propdsito. Sin embargo, otras condiciones permitiran
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obtener la conclusion deseada.

Antes de pasar al resultado que nos interesa, daremos la siguiente definicién (ver [3]

pég. 149):

Definicién 1.4.6. Sea S una superficie regular y p € S.
a) Decimos que p es un punto umbilical si k; = ks en p.

b) Decimos que S es una superficie totalmente umbilical si para cada p € S,

p es un punto umbilical.

Si en un punto p € S la minima y maxima curvatura son iguales, naturalmente la
curvatura en todas las direcciones posibles tendran el mismo valor, es decir alrededor

de p, S tiene la misma curvatura.
Ejemplo 1.4.10.
1. Para cada p € P, p es un punto umbilical.

2. Para cada p € S?, p es un punto umbilical.

Ahora presentaremos un teorema para superficies totalmente umbilicales que po-

seen una condicién adicional (ver [3] pag. 149).

Teorema 1.4.11. Sea S una superficie reqular conexa. Si S es totalmente umbilical,

entonces S esta contenida en una esfera o en un plano.

Demostracion:

Seap € S, ¢ : U — VNS una parametrizacion local alrededor de py 5 = {¢y, ¢, } una
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base para T,(S). Como DN (p) es simétrica, es ortogonalmente diagonalizable, por lo
cual existe una matriz diagonal D y una matriz ortogonal A tal que AT DN (p)A = D.
Ademss, AT = A7, y como k; = ky = X\, D = \ay. Asi,

My =D = ATDN(p)A = A"'DN(p)A.
Premultiplicando por A y posmultiplicando por A~!:
My = MNAA™ = A(N)A™ = A(AT'DN(p)A)A™' = DN(p),

es decir, DN (p) = M.
Ya que para cada qo € V NS, gy es un punto umbilical, se tiene que para cada

W = a1%y + a2y € Tq0(5>7
Dn(qo)(w) = DN (qo)(w) = AMqo) lax2w = A(qo)w.

Veamos que A es una funcién diferenciable: Sabemos que para cada ¢o € V N .S,

I1,, es diferenciable. Ademads,

I (0u(@0)) = (Dn(20)(0u(0)), 0u(0)) = (Ma0)9u(0), pul0)) = Aa0) [lulao)|)?

Asi; A: VNS — R es una funcién tal que A(qg) = W,

con lo cual concluimos
que A es diferenciable.
Por otro lado, Dy(qo)(w) = a1 N,, + a2 N,. De ahi que para cada w € T, (5),

a1 N, + aaN, = Aayp, + azp,). En particular, para ¢, y ¢, se tiene
Ny = Apy, y N, = \p,.

Derivando la primera igualdad respecto de v y la segunda igualdad respecto de u se
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obtiene

Nyy = ()‘ © 90>v90u +Ao@)pus ¥ Now= (Ao@)up, + ()‘ © SO)SOvua

y restando la segunda ecuacién de la primera

(Ao @)upu — (Ao @)up, =0.

Puesto que {¢y, ¢, } son linealmente independientes, se sigue que (Aoyp), = (Aoy), =
0. Ya que V N S es conexo, obtenemos que (A o ) es constante en U, es decir, \ es
constante en V' N S.

Caso la: Si A =0, N, = N, =0, por lo que N = Ny es constante en V' N S.

Si derivamos (@, Ny) respecto de u, la derivada queda como (¢, Ny), = (pu, No) +
(¢, 0gs) = 0. De manera similar, derivando respecto a v se obtiene que (¢, Ny), = 0.
Por lo tanto, para cada (u,v) € U, {¢(u,v), Ny) es constante, por lo que existe ¢ € R
de tal manera que {p(u,v), Ng) = ¢, por lo que V' NS estd contenido en un plano.

Caso Ila: X # 0. Sea 1 (u,v) = ¢(u,v) — $N(u,v). Derivando respecto de u:

Yulu,0) = ulun,0) = 5 Nulw,0) = 0.

De manera semejante, 1, (u,v) = 0. Por tanto, ¥ (u, v) es constante. Entonces

2

lotu0) = 6, ) = o) = o, 0) + 3 ¥ (uwo)

por lo que V' N S estd contenido en una esfera con centro en 1 (u,v) y radio ﬁ
Ahora bien, ya que S es conexo, para un punto p; € S existe una curva continua
a:[0,1] — S tal que a(0) = p y a(1l) = p;. Entonces para cada a(t) € S, existe una

vecindad V; tal que V; NS esta contenida en una esfera o en un plano y de tal modo
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que o [V;] es un conjunto abierto en [0, 1]. Entonces U a~[V;] cubre a [0, 1], el
cual es compacto, por lo que existe £ € N tal que {ofl(V}i) D= I,_k:} es una cubierta
abierta de [0, 1]. Entonces « [[0, 1]] es cubierto por una cantidad finita de vecindades

Vi,.
Caso Ib: Si para algun t;,, Vi, NS estd en un plano, por el caso Ia tenemos que
A es constante en <Uf:1 V}i> N S. Luego, ya que A = 0 en V3, NS, lo es en todo
<Uf:1 V}i> NS, y como p; es arbitrario, todos los puntos de S estdan en un plano.

Caso Ilb: Si para algun #;,, V3, NS estd en una esfera, por el caso Ila tenemos que
A es constante en <Uf:1 Vti> N S. Luego, ya que A # 0 en V3, NS, lo es en todo
<Uf:1 V}i> N S. Finalmente, ya que p; es arbitrario, todos los puntos de S estan en

una esfera. W

En el ejemplo 1.4.10 se aprecia que al menos dos tipos de superficies tienen puntos
umbilicales en toda su extensién. Luego el teorema 1.4.11 dice que bajo la condicién
de conexidad, las superficies que son totalmente umbilicales tienen que ser necesaria-
mente parte de una esfera o parte de un plano. En el capitulo 3 serd cuando hagamos

uso de este importante teorema.

Al igual que una parametrizacion local alrededor de un punto p € S, una funcion
de Gauss N genera una base By = {N,, N,} para T,(S). Estos son los vectores
columna de la matriz DN (p). Para una parametrizacion alrededor de p,
¢ U — VNS, yuna curva diferenciable o : (—¢,e) — U tal que a(0) = ¢, sea
B = poa. Asi que 5(0) = p.

Al calcular la derivada de la funcién de Gauss sobre la curva tenemos que

(N o B)(t) = DN(B(1))5'(t) = DN(B(t)) Dep(a(t)) (1 (1), a5(t))

— DN(B(1)) (0h(H)pu + ah(t)ps) = @ ()N, + ah(t)N,.
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Teniendo ya esta expresion, podemos calcular el valor de la segunda forma fundamen-

tal en el vector tangente:

11,(5(0)) = (8'(0), Dn(p)(5'(0))) = (rou + spu, 7Ny + sNy)

=’ (Pus Nu) + 18 (Pu, Nv> + 78 (Pv, Nu) + s” {Pu, Nv> :

Notemos que (py, N) = 0, por lo que 0 = {(p,, N), = (0uv, N) + {©u, N,). Lue-
20, (¢u, Ny) = — (Yuw, N). De manera andloga, ahora derivando respecto de v, se
obtiene que (@, Ny) = — (@uu, N). Por lo tanto, (¢u, Ny) = (@y, Nu). Si denotamos
e = {pu, Nu), [ = {pu, No) y g = (o, N,,) y usamos la observacion previa, la segunda

forma fundamental se escribe como:

I1,(w) = r’e(q) + 2rsf(q) + s’g(q) (1.4.7)
e(q) fla)| (r

I]pw =\r s . 1.4.8

() ( >f(t]) g(q) | \s (48)

Llamaremos a e, f y g los coeficientes de la segunda forma fundamental.

Por otro lado, al escribir los vectores de la base By en términos de la base {¢,, ¢, },

se obtiene:

Ny = a119y + a2190, (1.4.9)

N, = a2y + a2,
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Con esto, podemos reescribir el operador de Weingarten en 4'(0) como

DN (p)(r,s) = rNy + sN, = r(a11py + a2190) + (@129 + a220y)

= (CLHT + alzs)gau + (agl’f’ + (IQQS)QOU

O Sea

11 Q12 r
DN (p)(r,s) = (1.4.10)
21 Q22 S

También podemos relacionar los coeficientes de la segunda forma fundamental con

los de la primera:

€= < U NU> = <90w a11Py + a2190v> =apnFE+ anF
f = <90uv Nv> = <90u> 12y + a22§0v> = CL12E + GQQF
(1.4.11)
f = <S0’U7 Nu> = <SDU7 a11Pxy + a2190v> == allF + 0,21G
g = <90'U7 N’U> = <§0v7a12¢u + G22S0v> - CL12F + CLQQG

Estas ecuaciones pueden interpretarse como ecuacién de producto de matrices

e f a1 ap| |E F
[ g ag axp| |F G
E
Ya que EG — F? > 0, la matriz es invertible con inversa
F G
-1
E F 1 G -—-F
F G|l EG-F|_p g|’

con lo que podemos escribir la matriz de Dy (p) como
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app Q2| 1 e f G —F
EG — F? f g _F E

Q21 Q22

Asi, los términos a;; se expresan como

_eG—fF
RS Te Ry
a fE —eF
12 — 5~ 19
EG — F?
o or (1.4.12)
R Te o
gE—fF
R Ty

Con todo esto, podemos dar la curvatura de Gauss y la curvatura media a partir

de los coeficientes e, f, gy E, F'y G:

K =det(DN(p)) = anaz — aizas
(G fF)gE— fF) (JE—cF)(JG — gF)

(EG — F?)? B (EG — F?)?
egEG — fPEG — egF? + f?F? — eGfF +eGfF — gEfF + gEfF
B (EG — F?)2
(EG —F?)(eg—f*) _ eg—f°

Sy e (1.4.13)

H_%wwN@»_;mﬁmm
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_leG - fF+gE - fF

2 EG — F?
1Eg—2Ff+ Ge

Maés adelante, haremos uso de estas expresiones, cuando hablemos de la funciones

de area y volumen.

Ejemplo 1.4.12.

1. Para el plano P, e = (P,0gs) =0 f = (P,0p3) =0 y
g = (P,,0gs) = 0. Entonces
eqg — f? 0
K — = —
EG_F Ea—F 0 Y
_1Eg—-2Ff+Ge 0 0.4
2 EG-F?  2(BEG-F?) 7
2. Para $%, e = ((¢1)u, Nu) = ((0)u, (01)u) = E = sen?(v), f = ((¢1)u, Vo) =
G = 1. Luego,

((P1)us (1)) = F =0y g = ((¢1)0; No) = ((¢1)0; (91)0) =

o eqg — f2 _EG—F2_1
“EG—F EG—r VY

H_lEg—ZFf—I—Ge_1E+E_286n2(v)_1<]
2 EG-F2 2 E  2sen?(v)

3. Dada una superficie de revolucion S, la parametrizacion (1.2.1) y con vector

normal definido en (1.4.2) para cada punto p € S, tenemos que
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con lo cual, los coeficientes de la Sequnda Forma Fundamental se expresan como

@)
NI

f=0 (1.4.15)

Por esto, podemos escribir a H como

H= g PO OF @) =g @] g
2V TGP | 27 + g (1.416)
y a K como
= S ") f'(v) = g'(v) f"(v)] (1.4.17)
F(0) (f'(v)2 + ¢'(v)2)°




Capitulo 2

Problemas variacionales

2.1. Preliminares

Antes de abordar el objeto de estudio de este capitulo, introduciremos un par de
definiciones que seran utiles. Empezaremos por definir el concepto de producto in-
terno sobre una superficie S. Para esto, nos auxiliaremos del producto interno usual
en R? y del plano tangente a S en un punto p, obteniendo de esta manera una gene-

ralizacion del producto interno en el plano.

Definicién 2.1.1. Sean S C R? una superficie reqular, p € S y ¢ una parametriza-
cion local alrededor de p. Para dos vectores wy = r1p,(q) + s1900(q), wa = a0 (q) +

sapu(q) € T,(S) definimos el producto interno de w, con wy sobre S en como

(w1, w2) g = (Dy(q)(r1,51), Dyp(q) (72, 52)) - (2.1.1)

Notemos que este producto se efectia realmente sobre el plano tangente T,(.5),

por lo que para cada punto p € S se tiene un producto interno diferente. Por otro

23
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lado, la definicién dada nos dice que el producto interno se define como el producto
de los vectores vistos como vectores en R?, independientemente del punto que se haya

considerado.

El siguiente resultado nos muestra que, en general, podemos escribir cualquier
producto de vectores tangentes en términos de los coeficientes de la primera forma

fundamental.

Teorema 2.1.1. Sean S C R3 una superficie reqular, p € S, ¢ una parametrizacion

local alrededor de p y w1 = r19u(q) + $100(0),ws = 120u(0) + 5200(0) € Ty(S).

Entonces

<w1,w2>sz<r1 sl) . O (2.1.2)

Observacién:

1. Si w; = wy = w, tenemos

(w,w)g=(r s) = I,(w),

es decir, el producto interno en S de un vector consigo mismo coincide con la

primera forma fundamental en ese mismo vector.

En célculo vectorial, dada una funcién real de variable vectorial y diferenciable,
es posible calcular la variacién en una direccion particular, es decir, podemos hallar
la derivada direccional en una direccién especifica. El vector que indicara la direccién

se escoge dentro del dominio de la funcion.
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Ahora queremos generalizar esta nocién. Para ello, consideraremos un campo vecto-
rial con dominio una superficie regular, y tomaremos la direccién en el plano tangente

a la superficie en un punto dado:

Definicién 2.1.2. Sean S C R3 una superficie reqular, F : S — R3 un campo
vectorial, p € S, w € T,(S) y 5 : (—e,e) = S una curva en S tal que B(0) = p y

B'(0) = w. Definimos la derivada direccional de F en la direccion de w como

d

Du(EF)(p) = (F o 5)(0) = —(

Fop)t)| . (2.1.3)

t=0

Ahora que hemos definido el producto interno y la derivada direccional en relacion
a una superficie, utilizaremos estos conceptos para poder definir el gradiente sobre el

plano tangente a una superficie en un punto dado (ver [3] pag. 104):

Definicién 2.1.3. Sean S C R3 una superficie reqular, p € S y f : S — R una
funcion diferenciable. Definimos el gradiente de f sobre la superficie S, como

la funcion Vg(f) : S — T,(S) tal que para cada w € Ty(S), (Vsf(p),w)s = Dy f(p).

La definicién anterior es la manera del cdlculo vectorial en la que se calcula la
derivada direccional de una funcion diferenciable f : R” — R en la direcciéon de un
vector v, cuando se conoce el gradiente. Esto es, V,f =V f - v.

Observacién:

1. Vg f es una funcién diferenciable.
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La definicién 2.1.3 no es practica cuando deseamos hallar el gradiente de una
funcion. Afortunadamente, el siguiente teorema nos proporciona una manera de cal-

cularlo (ver [3] pag. 104):

Teorema 2.1.2. Sean S C R3 una superficie reqular, p € S, ¢ una parametrizacion

local alrededor dep y f : S — R una funcion diferenciable. Entonces

Gfu_Ffv Efv_Ffu
Vs(f)= S+ g gz ov U (2.1.4)

En céalculo vectorial, para campos vectoriales F' : R®™ — R", se define el concepto
de divergencia. Pensemos en el caso particular de n = 3 e intentemos dar una no-
cién de divergencia para superficies regulares. Ahora el dominio del campo serd una
superficie S C R3. La idea serd proyectar la derivada del campo F : S — R3 sobre
los vectores de una base ortonormal {vy,v2} de T,(S) y sumar las proyecciones que

resulten.

Definicién 2.1.4. Sean S C R? una superficie reqular, p € S, F : S — R3 un campo
vectorial y {v1,v2} una base ortonormal en T,(S). Definimos la divergencia del

campo F sobre la superficie S como

divs(F) = (Dy, (F),v1) + (Dy, (F), vs) (2.1.5)

Observacién:

1. Si se considera, por ejemplo, a S = {(z,4,0) : x,y € R} y a {(1,0,0), (0,1,0)},

entonces divg(F) coincide con la divergencia en R? para coordenadas x y y.



2.2.1. PRELIMINARES 57

Notemos que, al tomar una base {p,, p,} la divergencia sobre S se calcula sobre
el plano tangente 7,(.5).
Es deseable que la divergencia asi definida siga cumpliendo con las mismas propieda-
des que la divergencia tradicional. El siguiente teorema justamente garantiza que asi

sucede:

Teorema 2.1.3. Sean S C R?® una superficie reqular, F,G : S — R3 campos vec-
toriales p € S, ¢ una parametrizacion local alrededor de p y {pu, ©»} una base local

alrededor de p. Entonces:

2. Para una funcion f:R> — R, divs(fF) = fdivs(F) + (Vsf, F).00

Uno de los principales resultados en calculo vectorial es el Teorema de la diver-
gencia, que relaciona la integral de linea sobre la curva que delimita un dominio con
la divergencia sobre su drea, que en su versién para R? se enuncia como sigue (ver [4]

pag. 508):

Teorema 2.1.4 (de la divergencia). Sean D C R? un dominio tal que su frontera
es fr(D) = C, N : C — R? el campo normal a C, R = DUC y F : R — R?

diferenciable. Entonces

7{ (F,N)ds = [[ div(F)dA. O
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Ahora presentaremos un resultado més general para superficies regulares de este

mismo teorema:

Teorema 2.1.5. Sea S C R?® una superficie reqular orientada, D C S un dominio
reqular tal que su frontera es fr(D) = C, R = DUC y F : S — R3 un campo

vectorial diferenciable. Entonces

/(F,N)ds:/dwg(F)dS. O (2.1.6)
C R

Mas adelante este resultado serd muy 1til para nuestro estudio.

Finalizaremos esta seccion definiendo también el “laplaciano sobre una superficie

regular”:

Definicién 2.1.5. Sean S C R?® una superficie reqular, p € S y f : S — R una

funcion diferenciable. Definimos el laplaciano de f sobre la superficie S

As(f) = divs(Vsf). (2.1.7)

2.2. Variaciones normales

En esta seccion hablaremos acerca del concepto que permitira desarrollar la herra-
mienta necesaria para poder demostrar el resultado principal de este trabajo. Habla-
mos del concepto de variacion. Intuitivamente, podemos decir que dada una superficie
regular S, en un intervalo de tiempo, es posible obsevar como evoluciona S, crece, se
deforma, etc. Esto es, podemos ver como varia una superficie a lo largo del tiempo.

En particular nos interesara estudiar esta variacion en una‘“direccién particular”. Tal
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idea se establece formalmente de la siguiente manera (ver [3] pag. 200):

Definicién 2.2.1. Sean S C R3 una superficie reqular, p € S, ¢ : U — V NS una
parametrizacion alrededor de p, Q C U un dominio en R?, h: Q — R diferenciable y

e>0.
a) Una variacion de p[Q)] es una funcion v : Qx(—e,¢) — R? tal que 2((u, v),0) =

o(u,v).

b) Si N :S — S? es una funcidn de Gauss, T es una variacién normal de

¢[Q] determinada por h si x es una variacion y x((u,v),t) = p(u,v) +

th(u, v)N(u,v).

Nota: Se suele escribir z(u,v,t) haciendo uso de un isomorfismo de conjuntos entre

Q x (—¢,¢) y el subconjunto A = {(u,v,t): (u,v) €EQy t€R}.

En el inciso a) de nuestra definicién se expresa que, en el tiempo t = 0, tenemos la
superficie original, mientras que el inciso b) nos habla de una variacién particular que
va deformando, cambiando, la superficie en direccién del vector normal. Este tltimo
concepto de variacion normal se define también como aquella variacién cuyo vector
de variacién coincide con A N. Hacemos esta aclaracion, pues seré necesario trabajarlo

asi méas adelante.

Ejemplo 2.2.1.

1. Definimos z: R?*x (—¢,&) — R3 como 2(u,v,t) = (14+t)Py+uPy+vPs. Entonces

x es una variacion para el plano P.
2. La funcion r:R? x (—¢,¢) — R? dada por

P1XP2

t) = F, P P+t _—
z(u,v,t) ) + uP, +vP + <U+U)HP1><P2H
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es una variacion normal de P.

3. Para S?, z: (0,27) x (0,7) x (—¢,&) = R® definido como
o(u,v,t) = (sen(u + t)sen(v + t), cos(u + t)sen(v +t), cos(v + t))

es una variacion.

4. Para S* y la parametrizacion o, del ejemplo 1.1.1 y la funcion de Gauss del

ejemplo 1.4.2, la funcion
(u,v,t) = @1(u,v) + te(u, v)N(u,v) = (1 + te(u, v))p(u, v),

con ¢ : R* = R tal que c(u,v) = ¢, donde c € R, es una variacién normal.

5. 51 S es una superficie de revolucion con parametrizacion (1.2.1) y campo normal

(1.4.2), entonces una variacion normal para S es

(f(v) + M%) cos(u)

f'()?+g' (v
o(u,v,t) = _th(un)g'(v) . <
( ) <f(v) + ORTL sen(u)
__th{uw)f'(v)
90) = T

Observacion:

1. Para ty € (—¢,¢), la funcién 2° : Q — R? tal que 2°(u,v) = 2(u,v,ty) es una

superficie parametrizada.

2. Las derivadas parciales respecto de uw y v son 2/, = ¢, + t(h,N + hN,) y 2 =
Yy + t(hyN + hNN,).
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Para una variacién normal z, puesto que 2/ es una parametrizacién, podemos cal-

cular los coeficientes E, F' y G de la primera forma fundamental:

Et= (2 1) = (o, + t(hu N + hN,), 0 + t(hyN + EN,)) = (o, @u)+th {pu, Nu)+
thy (0w, N)+th (Ny, ) +t2h* (N, Nu)+t2hh, (Ny, N)+th, (N, 0,)+t2hh, (N, N,)+
t2h2 (N, N) = E — 2the + t*h* (N,,, N,) + t*h?

Ft = (ad,2) = (py + t(huN + hN,), o + t(hy N + hN,)) = (ou, o) +th (ou, Ny)+
thy (Qu, N)+th (N, ©,) +t*h* (Ny, Ny) +t2hh, (Ny, NY+th, (N, @) +t*hh, (N, N,)+
thuhy (N, N) = F — 2thf + t?h* (N,, N,) + t*h,h,

G'=(Z,2) = (p, + t(hyN + hN,), o, + t(he N + hN,)) = (@y, o) +th {py, N,)+

v v

thy (@y, N)+th {N,, p,) +t*h* (N,, N) +t2hh, (N,, N)+th, (N, @,) +t*hh, (N, N,) +
t*h2 (N, N) = G — 2thg + t*h* (N,,, N,,) + t*h2,

es decir,

E' =F — 2the + t*h* (N,, N,,) + t*h?
F' =F — 2thf + t*h* (N, N,) + t>hyh,, (2.2.1)
G' =G — 2thg + t*h* (N,, N,) + t*h?

Ejemplo 2.2.2.

1. Las derivadas parciales de x(u,v,t) = Py + uPy +vP; + t(u + v) 522 son:

| P1x Pzl
P, x P P, x P
() =B ] () =B ]
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mientras que los coeficientes de primera forma fundamental quedan como

E' =P+, F'=(P,P)+t* y G'=|PB| +t

2. Al considerar S* junto con la variacion normal del ejemplo 2.2.1, las derivadas

parciales de 2@ son:
7, (u,v) = (L+te)(pn)u(w,v)  y  2(u,v) = (1 +te)(¢r)u(u,v),
y los respectivos coeficientes de la primera forma fundamental son

E'=(1—2tc+t*P)sen*(v), F'=0 y G'=1-2tc+t?c

3. Utilizando los cdlculos realizados en el inciso (3) del ejemplo 1.4.12, para una
superficie de revolucion con la variacion del ejemplo 2.2.1, los coeficientes de la

Primera Forma Fundamental son

2h(u,0)f(0)g' (W) | Fhuv)’g
VIO P P+ o

E' =f(v)’ -

F' =ty (u, v)hy(u, v)

(2.2.2)
2th(u,v) [¢" () f'(v) — ¢'(v) f"(v)]

GESr I VI + g
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Finalizamos esta seccién presentando el siguiente concepto (ver [1] pag. 341):

Definicién 2.2.2. Sea z: Q x (—¢,¢) — R® una variacion tal que 1°|Q] = ¢[Q] = D.
z fija la frontera de D si para cada q € 0Q y cada t € (—¢,¢), 7(q) = ¢(q).

La idea subyacente a esta definicién es simplemente que la frontera no varia con
la superficie, como al hacer una burbuja de jabén con un soplador de burbujas. La

superficie de la burbuja cambia, mientras que el arillo permanece inmutable.

2.3. Primera variacion del area

Al modificarse una superficie respecto al tiempo, cabe preguntarse si el area que
posee alguna regién contenida en ella también se modifica. Por ejemplo, pensemos en
un globo sin inflar y calculemos el area que posee. Conforme lo vayamos llenando de
aire, a cada instante el area ira creciendo.

En esta seccion nos enfocaremos en los calculos para hallar la razon de cambio de
esta variacion de area. Asi pues, comenzaremos definiendo qué queremos decir con

“el area de una regién respecto al tiempo” (ver [1] pag. 341).

Definicién 2.3.1. Sea ¢ : Q — R? una superficie reqular parametrizada y D C R3
tal que ©[Q] = D. Para una variacion normal z: Q x (—¢,¢) — R3, definimos la

funcion de drea de D en el tiempo t como Ap(t) = Al2[Q)]].

Antes de pasar a los cédlculos sobre la variacion del area, recordemos que en la

seccion 2.2 hemos calculado los coeficientes de la primera forma fundamental para
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variaciones normales. Una vez que tenemos las expresiones para los coeficientes en
funcién de t E', F' y G*, podemos plantear la férmula para calcular el drea en tales

términos. Primero que nada, veamos cémo se escribe E'G* — (F*)%:

E'G" — (F')?
= (E — 2the + t?h? (N, N,) + t*h?)(G — 2thg + t*h* (N,, N,) + t*h?)
—(F — 2thf +t*h* (N, N,) + t*h,h,)?
= EG — F? — 2thEg + 4thF f — 2thGe + [E(t*h* (N,, N,) + t*h?)
+2the(2thg — t*h* (N,, N,) — t*h2)
+(t2h% (Ny, N,) + t*h2) (G — 2thg + t*h? (N,, N,) 4+ t°h2) — F(t*h* (N, N,) + t*hyhy)
—2thf(2thf — t*h* (N,, N,) — t*h,h,)
—(t2h? (N, N,) + t*hyhy)(F — 2thf + t2h? (N, N,) + t*h,hy)]
= EG — F* —2th(Eg — 2F f + Ge) + Ry,

con

Ro = E(t*h* (N,, N,) + t*h?) + 2the(2thg — t*h* (N,, N,)) — t*h?)
+(t2h? (N, N,) + t2h2)(G — 2thg + t*h* (N,, N,) + t*h?) — F(t*h* (N, N,) + t*h,h,)
—2thf(2thf — t*h* (N,, N,) — t*h,h,)
—(t*h? (N, N,) + t*hyhy)(F — 2thf + t2h? (N, N,) + t*hyh,)
= 2A; +12Ay — 3 A5 + 12 A, — PA; + t*Ag — 202 A7 — 2 A + P Ag + 12 A9 — t* Ay

= (Al -+ A2 + A4 — 2A7 — Ag)t2 + (2A9 — A3 — A5)t3 + (AG — Alo)t4,
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es decir,
Ry = (A1 + Ay + Ay — 2A7 — A)t* 4 (249 — Az — As)t3 + (Ag — Ay)t?,

donde

Ay = E(W* (Ny, No) +03) - Ag = (h* (N, Nu) + ) (h? (Ny, Ny) + h)

Ay = 4h%eg A7 = F(h* (N, N,) + huhy)

Ay = 2he(h? (N, N,) — h2)  Ag = 4h2f? . (2.3.0)
Ay =G0 (Ny, No) +h3)  Ag = 2hf(h? (Ny, Ny) + hyhy)

As = 2hg(h? (Ny, N,) + h2)  Ag = (h2 (Ny, Ny} + hohy)?

Esto es, Ry es una funcién que depende de u, v y t.

Eg—2F f+Ge

) P 1
Ya que la curvatura media en términos de E, I, G, e, f,y g es H = 572277,

factorizando EG — F? se obtiene

E'G! — (FY? = (EG — F?)(1 — 4thH + R),

con R = Ry/(EG — F?).

Con esto, la féormula del area dada en el teorema 1.3.8 en funcién de t queda como

Ap(t) = [[ VE'G = (F')2 dudv = [[ \/(EG = F?)(1 = #thH + R) dudv
Q Q

= [[ VEG = V1= 4ihH + R dudv (2.3.2)

Ql

Para facilitar el trabajo referente al computo de la variacién del area, introduci-
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mos el siguiente resultado (ver [10] pag. 256 y [11]):

Teorema 2.3.1. Sea A C R? tal que A ~ I x J, donde I C R es un intervalo

compacto y J C R? es un conjunto abierto, y f : A — R. Si
i) f(z,-,-) es derivable en I
i) f(-,y,z) es integrable en J

iii) L f es continua en A,

entonces

% ﬂ f(z,y, 2)dydz = H (,%f(m, y, 2)dydz. [

Para simplificar los cdlculos, sea £ = V EG — F? y definamos la funcién

a(u,v,t) = /1 — 4th(u,v)H(u,v) + R(u,v,1t). (2.3.3)

Notemos que a es derivable respecto a t, con derivada

da(u,v,t)  —4h(u,v)H(u,v) + R (u,v,t) (2.3.4)
ot 24/1 — 4th(u,v)H (u,v) + R(u,v,t) o
donde R'(u,v,t) = 2 R(u,v,1)
2(A1 + A2 + A4 — 2A7 — Ag)t + 3(2A9 — Ag — A5)t2 + 4(A6 — Am)tS
= 70— B (u,v).
(2.3.5)

Ademis, £a es integrable en Q y §%a continua en D X (—e&,¢). Si evaluamos en

t =0, la ecuacién (2.3.4) se reduce a %a = —2hH. Con esta ultima observacién y el
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hecho de que para € pequena A(t) es diferenciable, por el teorema 2.3.1 se tiene que

la derivada de A en t = 0 es:

A’D(O):i/\/l—zlthH%—RdS _ 4 I\/EG—FQ\/1—4thH+Rdudv
dt Jp o dt
Q t=0
_4 fj Ca(u,v,t) dudv| = ffﬁ 2a(u v, t) dudv
dt @ Y Y @ 8t Y Y =0
=0

= [[ —2ntg dudv = - g 2hHVEG — F? dudv = — /D 2hH dS.

Ql

Es decir,

A0 (0) = — /D OhH dS. (2.3.6)

En general, la primera derivada de la funcién de area A estd dada por

—4AhH + R
AL (t) = ds. 2.3.7
p(t) /,32\/1—4thH+R (23.7)

Calcularemos también la segunda derivada parcial de R respecto a t. Esto queda
como:

R"(u,v,t) = %R/(u,v,t)

2(A; + Ay + Ay — 247 — Ag) + 6(249 — Az — Ag)t + 12(Ag — Ago)t?
70— 77 (u,v).
(2.3.8)

Mas adelante aparecera esta funcién en nuestros calculos.

Ejemplo 2.3.2.

1. Considerando el plano P y la variacion normal del ejemplo 2.1.1., de R = ¢|Q)],
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2.4.

donde Q = {(u,v) € R?: ||(u,v)|| < r}, para r > 0. Entonces

A’R(O):—/RQ(U—I—U)OdS:—/ROdS:O.

Mads ain, ya que H =0, para cualquier funcion h, A%R(0) = 0. <

. Para S* con la variacién normal del ejemplo 2.2.1, Q = (0,27) x (0,7) y R =

©1]Q)], tenemos

AlL(0) = —/R201d5 = —QC/RdS = —2cAg(0) = —2¢(4m) = —8mc. <

. Si S es una superficie de revolucion, por la ecuacion (1.4.16), la primera varia-

cion del drea de S ent =0 es

wor e [ (o O @0 g @@,
A(O)‘/a/O h<,><g<>+ TR )dd-(;sg)

Primera variacion del volumen

Del mismo modo que nos hemos preguntado si una variacion modifica el drea de

una region, podemos preguntarnos qué ocurre con el volumen. Hemos de aclarar que

el volumen de una region en una superficie es el “cono” que se forma teniendo

la regién como base v el origen en R? como vértice del cono. La respuesta en general

es afirmativa (aunque no siempre). Para formalizarla tenemos la siguiente definicién.
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Definicién 2.4.1. Sea ¢ : Q — R® una superficie reqular parametrizada y D C R?
tal que ©[Q] = D. Para una variacion normal z: Q x (—¢,¢) — R3, definimos la

funcion de volumen de D en el tiempo t como Vp(t) = V[Z[Q)]].

Haciendo un poco de énfasis en el “aunque no siempre” del parrafo anterior, en
ocasiones las variaciones no modifican el volumen de la region. Esto significa que a

través del tiempo el volumen se preserva.

Definicién 2.4.2. Sea 7: Q x (—¢,¢) — R? una variacion tal que 2°[Q] = ¢[Q] = D.

z preserva el volumen si para cada t € (—¢,¢), Vp(t) = Vp(0).

Esta definicidén serd utilizada més adelante.

Ahora daremos una expresion para el calculo de la primera variacién del volumen
de una region, contenida en superficie regular, en funcién del tiempo. A diferencia de
la seccién 2.3, los calculos en esta ocasién son un poco mas largos, por lo que para

abordarlos, antes necesitaremos un par de resultados previos.

Lema 2.4.1. Sean ¢ : U — R? una superficie parametrizada, Q C U un dominio,
h:Q — R diferenciable y z: Q x (—¢,¢) — R® una variacién normal.

Entonces £ (2, N>|t:0 = —(Vsh,p) + h.

Demostracion:
Sean (ug,v9) € Dy 3 : (—¢,¢) — R3 una curva diferenciable tal que 3(0) = o(ug, vg).

Derivando directamente la expresién

9
a@ (uo,vo),N(t)> ,

t=0
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tenemos
5 @) N0)| = (G NGO+ (o, G|
= (G et 0) + g ) V(o ). N(B(0))|
(0, 0) + th(un, )N oo, ). N3 )|
= (h(uo, vo) N (¢(uo, o)), N(¢(uo, v0)))| =
+ <90(U0,Uo) + th(uo, vo) N (p(uo, vo)), gtN(ﬂ(t))> »
— (hluo,voIN (o 10). Nt 1)+ (o ) N (B0)| )
y puesto que N es unitario, la expresion se reduce a:
% (' (ug,v0), N(t))],_, = hl(uo,v0) + <g0(uo,vo), %N(ﬁ(zﬁ)) t:0>. (2.4.1)

Ahora bien, queremos calcular 2N (53(t)) o Para ello, analizaremos las compo-

-

nentes de las proyecciones sobre los vectores N, ©, y .

Para empezar, sabemos que (N, N) = 1. Entonces

)
t=0

) 2<;Nw@»Nw@§

es decir, <%N, N) = 0. Ademés, ya que N y 2, son ortogonales, se tiene (N, z,) = 0.

u

Luego

g7 (VB0 o ) oo = (3 NB(E). ) )

SIS

h§<Nww»

%(Uo,vo)> _
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_ <—N<@<t>>, (10, 00) + (o (0, 00) N (B(8)) + (o, vo>Nu<5<t>>>>

t=0

0

+ (N(B0): 5 lin, )+ (i IV + W, ) V(50 )

a i
= { 53 ¥ ot ). 2, )
+ (N (@(ug, vo)), hu(uo, vo) N ((ug, vo)) + h(uo, vo) Nu(p(uo, v0)))
= <%N(<p(ug,vo)),xu(uo,vo)> + (N (p(u0, v0)), hu (10, vo) N ((u0, v0)))
+ (N (1o, v0)), h(uo, vo) Nu(p(uo, v0)))

y dado que (N, N,) = 0, se obtiene

0

Anélogamente, <%N, at) = —h,. Por tanto,

0

S N(B(1))

BT = —h,t — hyat = — (huzl; + hvxi) = —Vgh.

U v
t=0

Se concluye asf que £ (, N(t)>|t20 =—(Vgh,p) +h. 1

Para el siguiente lema, requeriremos de un par de definiciones.

Definicién 2.4.3. Sea ¢ : U — R3 una superficie parametrizada tal que o[U] = S y

N : S — R3 un campo normal a .

a) Definimos la componente normal de ¢ como ot := (o, N) N.

b) Definimos la componente tangente de p como @' = ¢ — .
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Podemos mencionar brevemente que el inciso a) hace que la parametrizacion ¢ se
proyecte sobre el vector normal, por lo que nos quedamos tnicamente con la parte
normal de ¢, mientras que el inciso b) provoca que nos quedemos con la parte de ¢

que vive en el plano tangente.

Lema 2.4.2. Sean ¢ : U — R3 una superficie parametrizada, D C U un dominio
h: D — R diferenciable y v: D x (—¢,¢) — R? una variacién normal. Entonces

divg(he") —2h = 2hH (¢, N) + (Vsh,¢").

Demostracion:
Consideremos una base ortonormal {@,,, %, }. Sabemos que divg(he') = hdivg(o")+
<V5h, cpT>, entonces basta con calcular la divergencia de ¢!

Ya que ¢ = ¢ — ¢, tenemos que
divg(p ") = divs(p — ¢1) = divs(p) — divg(p™).
Ahora bien, por un lado, al calcular la divergencia de ¢ vista como un campo, tenemos
divs(p) = (D, 0, Pu) + (D, 0, fu) =1+ 1=2.
Por otro lado, ya que (¢*, @u) = (¢, @) = (N, @u) = (N, p,) =0,
divs(o") = (Dg,(¢7) Gu) + (Dg. (7)) = = (¢, D fu) — (¢, Do, bu)
= —({¢, N) N, D, u) — {{¢, N) N, D, pv) = — {0, N) (D5, N, pu) + (D, N, ) -

Notemos que divg(N) = (Dg, N, @)+ (D, N, ¢,). Al utilizar los calculos hechos para

bases ortonormales en 1.3.12; estos productos quedan como

- 1 Vu 1 e
Dz N w) = —D N,_ = Nu; u/ = T
(D5 ¥,20) = (=D 52 ) = § (M =
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y como
F VE‘PU_LSOU
DsN,o))=( ——— (VED, N— ——D, N, vE
DN, 80) <m< ~ @@>m>
1

BNy ) = F (N, o) — F (Nuso) + o (Vo) ) = & (Bg— 27+ e
52 'U?LP’U v)tpu /UJ(p'U E ’LL?SDU - 52 g E

Entonces, la divergencia de N queda:

2

1 F 1 (EG F?e F?e
divS(N):EjL?(Eg—QfF—i-Ee) :§< Ee—f—i-E —QfF—l—f)

512 (Eg —2fF + Ge) = 2H.

Asi,
divs() = 2+ 2H (i, N,

y por tanto
divs(he') = h(2+ 2H (¢, N)) + (Vsh,¢ ") = 2h + 2hH (¢, N) + (Vsh,¢ "),

es decir

divs(he') — 2h = 2hH (o, N) + (Vsh,¢")

como queriamos demostrar. ll

Habiendo ya verificado los lemas anteriores, estamos en condiciones para calcular
la expresion prometida para la variacién del volumen. Dada una superficie parame-
trizada ¢, una variacién normal zy t € (—¢, ), el volumen de D respecto a t (ver [1]

pég. 341) es

-3 /D (. N(B(0) dS, = 5 {2 [ (. N(8(1))) VEGE — (F)2dudv.
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Definamos la funcién b = (2%(0), (N o 3)(t)) /1 — 4thH + R. Notemos que la derivada

de bentes

o o —4hH + R’
a:a@’(]vog)(t»\/mnt<xt,(N06)(t)>zm'

Ya que £b es integrable en QQ v f%b es continua en D X (—¢, ), por el teorema 2.3.1

obtenemos lo siguiente:

3dt/<x Nop)(t)) V1 —4hH + RdS

1 0
Rk
Q

dudv

t=0 t=0

=3 [ € (5 (20BN Ly + (o (¥ 0 ) (201D ) dudo
Q

-3/ ( (,ft (. 0 B)O) i + (9, (N 0 ) (~2011) )

_! B,y dS + [ (o, (N o)) (—2hH)dS|
s a / |
es decir,

V1 (0) :% [ /D %@t,m lmodS + /D (0. NY (—2hH) dS}

En virtud de los lemas 2.4.1 y 2.4.2, V/,(0) se escribe como

V5 (0) = %/D(h — (Vsh, ) dS+%/D (2h — divs (he") + (Vsh, ")) dS

1

=3 /D (3h — divs (he") — (Vsh, ) + (Vsh, o)) dS =

; /D (3h — divs (hT) = (Vsh, o)) dS
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1

== / (3h — divg (h¢')) dS = / hds— L / divs (he') dS,
3 D D 3 D

ya que <Vgh, goL> = 0. Ahora, por el teorema de la divergencia

/ divs (he') dS = / (he',N)dS,
D oD

con lo cual se obtiene que

V5 (0) = /hdS——/ (he",N)dS

Finalmente, debido a que ¢ y N son ortogonales se observa que

/ <hg0T, l/> dS =0,
oD

por lo que

V1(0) = /D hds. (2.4.2)

Ejemplo 2.4.3.

1. En el plano P, con la variacion normal del ejemplo 2.2.1, Q = {(u,v) € R? :

|(u,v)|| < r}, donde r >0, y R = ¢[Q], la derivada del volumen evaluada en

Vr(0) = /(U+vdS 5//_:_;u+vdudv
e ([ e [ )
—§/ ((T — _(T2_U2)>+2vm>dv

—25/ vWr2 —v¥dv =0. <

t=20 es
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2. Consideremos S* con la variacién normal del ejemplo 2.2.1 Si Q = (0,27) X

(0,7) y R = p1[Q], entonces

Vi(0) = /RcdS = c/RdS = cAg(0) =4emr. <

3. 515 es una superficie de revolucion, entonces la primera variacion del volumen

de S ent=0 es

V'(0) = / /0 Wh(u,v)f(v)\/f’(vy + ¢'(v)? dudv. < (2.4.3)

2.5. Segunda variacion del area

Como se vio en la seccidén 2.2, la primera variacion del area respecto al tiempo de

una region en una superficie parametrizada es

_AhH + R
A1) = [ MR G = FPdud.
)) 2 T—4ihil + R

Ahora vamos a calcular la segunda variacion del area. Si calculamos la segunda deri-

vada de la funcién a dada en (2.3.3) respecto de ¢, ésta queda como sigue:

8%a  2R"V1—4thH + R — 2(%)(—4hH + R')*(1 — 4thH + R)":
o2 4(1 — 4thH + R)

_ R'WI—4thH+R (—4hH + R)*(1 —4thH + R)":
~ 2(1 —4thH + R) 4(1 — 4thH + R)

1 1 3
= 5R”(1 — 4thH + R)"2 — —(—4hH + R')*(1 — 4thH + R)" 2,

=
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que por la ecuacién (2.3.8), al ser evaluada en ¢t = 0 se escribe como

0%
ot?

A+ Ay + Ay — 24, — Ag )
= — (2hH
-0 ( EG_F2 (h‘ )7

donde las A;’s son las de las ecuaciones en (2.3.1).

Utilizando nuevamente el teorema 2.3.1, la segunda derivada de A en t = 0 queda

Ccomo
—4hH + R’ 2
A})(O):i/ MR g :/58—2a dudy
dt Jp2vT1—athH+ R |,_y Jo 0% |,_,
A+ Ay + Ay — 24, — A
ijf{( ki 542 ! 8)—(2hH)2} dudv,
Q
esto es,
AY(0) = / KAl A2 A";_ 247 AS) - (QhH)ﬂ ds (2.5.1)
D 3
Ademas,
A+ Ay + Ay —24; — Ay 1
LT A T2 A LAyt Ay Ay — 24 — Ay)
3 3
1
=& (E(R® (N, Ny) + h2) + 4h*eg + G(h* (N,, N,) + h2)
—2F(h* (N, N,) + hyh,) — 402 f?)
1

- ((ER2 — 2Fhyhy, + GRZ) + B*(E (N,, Ny) — 2F (N, N,) + G (N, N,,)) + 4h*(eg — 7)) .

Sea [Vgh|z = (r,s) el vector de coordenadas en la base 5 = {yu,¢,}. Notemos

primero que (Vgh, ¢,)g = h,. Entonces

he= (Vshoos = (1 s) ]:: g ; - 9"
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Anélogamente,

por lo que
E F
(r s) = (hu hv) .
F G
Posmultiplicando ambos lados por la matriz inversa tenemos
-1
E F
<r s) = <hu hv> ;
F G
y al trasponer obtenemos
~1
.
s

Con estas observaciones obtenemos lo siguiente:

E F
F G

1 1 B
—(Eh? = 2Fh,hy, + Gh2) = = (h,G — hoF hyE — h,F
52( ) & ( ) he
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1| G —-F hoaY 1 | G —-F ha

S = = (Vsh, Vsh)g = ||Vsh]|*.
<§2 £2 _F E h, >S (Vs S)S IVshl

Por otro lado, utilizando las ecuaciones de 1.3.4. y de 1.3.6., podemos escribir los
diferentes productos de los vectores de derivadas parciales de N respecto a u y v en
términos de los coeficientes de la Primera Forma Fundamental y los coeficientes de

DN (p). Esto queda de la siguiente manera:

(Ny, Nu) = (a1194 + 2190, a1104 + a210,) = CﬁlE + 2a11a0 F' + a%lG

= an(an b + an F) + agi (a1 F + anG) = ane + aa f,
(Nu, Ny) = (a110u + 02100, Q1200 + 2200) = a11012E + (a11022 + 12091 F + ap109:G
ar(aF + ank) + an (a2l + anG) = an f + ang,
(N, No) = (@120 + 2200, 01200 + A2200) = 19 E + 2010090 F + a3,G

ar2(a1aE + a9 F') + aga(ai1oF + aG) = ajof + ang.

Entonces

E (N,, N,)—2F (N, Ny)+G (Ny, Ny) = E(ar2f+as0g)—2F (a1 f+a219)+G(ar1e+as f)

=aplf+anEg—anFf—anFf—anlFg—anlg+anGe+anGf

= au(Ge—Ff)—I—a21(Gf—Fg)—l—alg(Ef—eF)—HLQQ(Eg—fF)—I—F(—allf—i—ame—aglg—l—amf)
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= (EG — F*)(a3, + aiy + a3y + a3y) + F(—an f + arge — agi g + asf),

Y ya que

—aif + age — ang + anf
= —all(a12E + CLQQF) + alg(allE + aglF) — 921 (algF + CLQQG) + QQQ(QHF + (ZglG)
= —ap1a12E —ar1a02F +a12a11 E+ 012091 F — a1 010 F — a1 420G+ aga11 F+a22091G = 0

se obtiene que

(EG - F2)(a%1 + a%Q + a%l + a%z)
EG — F?

5_12(E (N,, N,y — 2F (N,, N,) + G (N,, N,,))) =

= ai + a%z + a§1 + agz = ||B||2 .
Por lo tanto

Ay + A+ Ay — 247 — Ag
e

= |Vsh|® + B2 ||B|]” + 4h°K (2.5.2)
También se tiene que
2K = 2(ai1a — aizas)
= (11092 + a11a22 — Q12091 — A12021) + (—6@1 + @%1 - a§2 + agg)
= —(aj; +ajy + a3y + ay) + [an (an + az) + a2 (an + az)]
= —IBII* + (an + a2)”* = — ||B|* + 4H* = — ||B|* + (2H)?,

0 sea,

9K = — |B||> + (2H)? (2.5.3)

Sustituyendo las ecuaciones 2.5.2 y 2.5.3 en la ecuacion 2.5.1, el segundo miembro
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de dicha ecuacién se reescribe como

/ [(IVsh|? + h? || B||> + 4h*K) — (2hH)?] dS
D

_ /D IV shl? + 2 |BI? + 202 (— ||BI® + (2H)?) — (2hH)?)] dS
:/D[y|vshu2—h2\|By|2+2(2hH>2_(2hH)2} ds

= / [[|Vsh|® — h* || B||* + (2hH)?] dS.
D

Utilizando el inciso 2 del teorema 2.1.3 y despejando la norma al cuadrado de
Vgh:
|Vsh||® = divg(h - Vgh) — h - Agh,

tenemos

[ st = 12 B1? + 2hH)] s

D

= / [divs(h - Vsh) —h- Asgh — h?||B|)* + (2hH)?] dS
D

:/ divg(h - Vgh) dS+/ [=h- Agh — b || BII* + (2hH)?] dS.
D

D

Finalmente, puesto que

/ divs(h : Vsh) ds = O,
D

concluimos que la segunda variacion del area tiene la forma:
A7(0) = —/ h (Ash+ h||B||” — 4hH?) dS. (2.5.4)
D

Ejemplo 2.5.1.

1. En el plano P, calcularemos la seqgunda derivada de la funcion de drea, evaluada

ent = O; para fE(U,U,t) = PO + upl + 'UPQ + t(u -+ U>||I€1§I€§H7
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Q = {(u,v) € R*: ||(u,v)|| < r}, donde r > 0, y R = ¢[Q]. Sabemos, por el
inciso (1) del ejemplo 1.4.9 que |B|| = H = 0. Por otro lado, en el inciso (1)
del ejemplo 1.5.1 vimos que E, F y G son constantes. Ademds, por el ejemplo
1.1.1 que @, y @, también son constantes, y ya que h, = h, = 1, se concluye

que Vph es constante, de donde se sigue que Aph = 0. Luego,

A;’%(O):—/R(u%—v)[O+(u+v)0+4(u+v)0]d5:0.<1

. Para S? y la variacién normal del ejemplo 2.2.1, ya que h(u,v) = ¢ es constante,

hy = h, = 0. Entonces Ve2h = 0 y Agzh = 0. Ademds, por el inciso (2) del
ejemplo 1.4.9, H=1y ||B|* = 2. Asi,

A"(0) = —/ c(0+2c+4c)dS = —662/ dS = —6c*A[R] = —24nc*. <
R R



Capitulo 3

Estabilidad de superficies regulares

En 1984, Joao Lucas Barbosa y Manfredo do Carmo probaron que las inmersiones
de curvatura media constante no nula de variedades diferenciables n-dimensionales
son estables siempre y cuando su imagen sea la esfera S™ (o algo isométrico a ella).
En este capitulo introduciremos la herramienta necesaria para después enunciar y

presentar una demostracién del resultado para el caso de S? en R3.

3.1. Preliminares

En esta seccién se establecen algunos resultados que seran necesarios para poder
avanzar a la parte central de este trabajo. En concreto, daremos algunas definiciones
y probaremos unos cuantos resultados a fin de poderlos usar en la seccion 3.2. Empe-

zaremos probando el siguiente lema, cuya utilidad se notard en breve (ver [1] pag. 341):

Lema 3.1.1. Sean ¢ : U — R3 una superficie reqular parametrizada tal que p[U] = S,
Q C U un dominio en R? tal que ©[Q] = D es un dominio reqular y f : D — R una

funcion diferenciable a trozos.

1. Si fD fdS =0, entonces existe una variacion normal que preserva el volumen

83
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cuyo vector de variacion es fN.
1a. Si ademds f =0 en 0D, la variacion fija la frontera.

Demostracion:
1. Definamos ¢(t, z) = @o+(tf+29)N, donde t € (—¢,¢) y g : D — R es diferenciable
a trozos, g =0en 0Dy [,gdS # 0. Sean Vp(t,z) el volumen de p(t,z) y ¢ >0, y
consideremos la ecuacién

Vb(t, z) = c.

Notemos que

X@@J)Z%Axwﬁ¢ﬁv+wNJ@dS:%%j@mN>+ﬁ+amds

Definamos la funcién W (t, z) = Vp(t, z) — c. Al derivar esta funcién respecto de t y

de z se obtiene:

) 1
=Wt 2)l00) = 3wa_0

0 1
&W(t, 2)|0,0) = 3 /ngS.

Entonces el gradiente de W es diferente de cero. Si (¢, z) es tal que W (t,z) = 0, por
el teorema de la funcion implicita, existe una unica funcién z diferenciable en un
intervalo (—eg, ) tal que para cada t € (—gg,e0), 2(t) =2z y W(t,z(t)) = 0.

Sea

pr = o+ (tf + 2(t)g)N.

Si e; = min{e, o}, entonces para cada t € (—e1, 1), Vp(t, 2(t)) = ¢, es decir Vp(t) =

c = V(e:]Q]) = Vp(0), por lo que ¢; preserva el volumen. Ademas,

= (1) (2 ) o



3.3.1. PRELIMINARES 85

por lo que
d

la. Si f = 0 en 0D, entonces %gpt\tzo = 0, por lo que para cada p € 9D y
t € (—e1,e1), pi(p) es constante, es decir, para cada p € 9D y t € (—e1,¢€1), ¢i(p) =
wo(p). Por tanto, ¢, fija la frontera. B

Antes de abordar el siguiente resultado, daremos unas definiciones referentes a
conceptos que serd necesario utilizar para el desarrollo de esta seccién (ver [1] pég.

342).

Definicién 3.1.1. Sean ¢ : U — R3 una superficie reqular parametrizada tal que
olU] =S, Q C U un dominio en R? tal que ¢[Q] = D es un dominio regular y
:Q x (—e,6) = S.

a) Definimos Hy como

1
Hy = HdS
" Ap(0) /D

b) Definimos la funcion Jp : (—¢,e) — R como

Jp(t) = Ap(t) + 2HVp(t).

Profundicemos un poco respecto al inciso b). La funcién Jp, de cierto modo, rela-
ciona el area y el volumen de un dominio D sobre una superficie regular. Lo expuesto
en el capitulo 2 indica que es diferenciable en un entorno lo suficientemente pequeno.
Luego, cabe preguntarse para qué valores de ¢ hallaremos un punto critico de Jp.
De manera particular, el teorema que presentaremos a continuacién nos provee de

una equivalencia de condiciones para asegurar en qué circunstancias podemos hallar
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un punto critico para Jp en t = 0 (ver [1] pag. 342).

Teorema 3.1.2. Sea ¢ : U — R3 una superficie reqular parametrizada tal que

plU] = S. Son equivalentes:
a) ¢ tiene curvatura media constante Hy # 0

b) Para cada dominio relativamente compacto D C S con frontera diferenciable y

para cada variacion 2 : Q — R® que preserva el volumen y fija la frontera 0D,

A (0) =0

¢) Para cada dominio relativamente compacto D C S con frontera diferenciable y

para cada variacion que fija la frontera 0D o' : Q — R3, J},(0) = 0.

Demostracion:
(a = ¢) Sabemos que Jp(t) = Ap(t)+2HVp(t). Derivando y evaluando en t = 0

obtenemos

T (0) = Ap(0) + 2HV(0) = — /

2hH dS + 2H0/ hdS.
D

D

Ya que ¢ tiene curvatura media constante, H = H, obtenemos que

Jh(0) :—/DQhHO dS+2HO/thS:—2HO/

hdS+2H0/ hdS = 0.
D

D

Es decir, J;,(0) = 0.

(c = b) Ya que z preserva el volumen, para cada t € (—e,¢), Vp(t) = Vp(0),
es decir, Vp es constante. Luego, Jp(t) = Ap(t) + 2HoVp(0), por lo que al derivar
obtenemos Jp,(t) = A, (t). Por lo tanto, A’,(0) = J,,(0) = 0.

(b = a) Supongamos que existe un punto p; € D tal que (H — Hy)(p1) # 0. Sin
pérdida de generalidad, (H — Hy)(p1) > 0. Sea H; : D — R dada por H, = H — H,.



3.3.1. PRELIMINARES 87

Primeramente, observemos que

/H—HOdS:/ HdS—/ HOdS:/ HdS—HO/ dS = Ap(0)Ho—HyAp(0) = 0.
D D D D D

Si para cada p € D, Hi(p) > 0, entonces

O</H1dS:/(H—HQ)dS:0,
D D
una contradiccién, por lo que existe ps € D tal que (H — Hp)(p2) < 0.

Definamos los conjuntos
DY ={peD: (H-H)(p)>0} vy D ={peD: (H-H)p) <0}

Estos conjuntos son abiertos en D, ya que H; es continua en D, H; '[(0,00)] = Dty
H;*[(—00,0)] = D™, luego existen abiertos V; y V5 en R? de tal modo que D = DNV,
y D™ = D N V,. Evidentemente p; € Vi v po € Vs, por lo que existen ry,r, > 0 tales
que B, (p1) € Vi y B,,(p2) C Va. De ahi que DN B, (p1) € DNV, = Dty
DN B,,(ps) C DN Vo= D

También consideremos la funciéon f : R — R dada de la manera siguiente:

Ex —%, x>0
fla) = P (—3)

0, z <0

Utilizando todas estas observaciones, definiremos las funciones 91, 15 : D — R como
sigue:

f(ri—=llp—pil)
lo =il = 5) + f (1 = llp = pall)

¢1(P) = f(

f(ra—=llp—p2l) _
lp = p2ll = %) + f (ra = |lp — pall)

%(P) = ¥ (
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Entonces 11 y 19 son no negativas, sop(11) C Dt y sop(v2) C D~. Ademads, para

cada p € D, (i +162)(p) = ¥1(p), para cada p € D™, (¥ +12)(p) = ¥alp) ¥ para
cada p ¢ DT U D™, (Y1 + 12)(p) = 0. Asi que, integrando (1 + 12) H; sobre D:

[ sl - Ho)(o) ds = (b1 -+ ) — Ho) dS
D D+UD-UD\(D+UD~)
= | W(H—Hy)dS+ [ (H — Hy) ds+/ 0ds
D+ D~ D\(D+UD-)
= [ (H — Hp)dS+ | 2(H — Hy) dS. (3.1.1)
D+ D~

Notemos que en D™, 1); H; es mayor que cero, por lo que la primera integral de
(3.1.1) es un ntimero positivo, digamos ¢; > 0. De manera similar, 1, H es menor que
cero, por lo que la segunda integral es un nimero negativo, en D~, digamos ¢ < 0.

_ P2

Si ahora definimos Wy = <t y Wy = —72, al utilizar tales funciones en las integrales

de 3.1.1 en lugar de v¢; y 15, obtenemos que

/ \Ill(H—HO)dSJr/_\I/Q(H—HO)dS:1+(—1):O,

y ya que W vy Wy preservan las mismas propiedades que 1 y 15, podemos deducir

que

/ (U + Wo)(H — Hy) dS = 0. (3.1.2)

Sea h : D — R tal que h(p) = (¥; + Uy)(H — Hy)(p). Entonces, por (3.1.2),
resulta que [, hdS =0, y para cada p € 9D, h(p) = 0. Asi, por el Lema 3.1.1, existe

una variacién normal 2f : D — R3 que preserva el volumen cuyo vector de variacién
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es hN y que fija la frontera 0D. Entonces, para 7/,

O:A’D(O):—Q/thS v VA0 =0,
D

De estas dos igualdades se sigue que
1
/Dh(H — Hy) dS = /DhH s — HO/thS = —§A’D(O) — HoV5(0) = 0.

Asi,
0— / W(H — Hy) dS — / (W, + Wo) (H — Ho)(H — Ho) dS

= / (Uy + Uy)(H — Hy)?*dS > 0,
D

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, no existe p € D tal que (H — Hy)(p) # 0,
es decir, para cada p € D, (H — Hy)(p) = 0. Concluimos que H — Hy = 0, o sea,
H=H, 1

Recordemos que para una variacién normal z, 2° = ¢. Luego, si para la funcién
de drea tenemos un punto critico en ¢t = 0, entonces 0 = A, (0) = A'[¢[Q]] = A'[D].
Asi pues, obtenemos que aquellas superficies con curvatura media constante son jus-
tamente las que nos permiten obtener puntos criticos tanto para la variacién del area
como para la variacién de Jp.
El siguiente lema nos brinda una perspectiva distinta para J7,, pues con él se verifica
que en realidad, al evaluar en ¢t = 0, J},(0) serd una funcién cuyo dominio serd un
conjunto de funciones. Es decir, el valor de J}(0) dependera de la funcién que esco-
jamos para calcular su valor. Tales funciones son justamente las posibles funciones

escalares h del vector normal (ver [1] pag. 343).

Lema 3.1.3. Sea ¢ : U — R3? una superficie reqular parametrizada de curvatura
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media constante Hy # 0, Q C U un dominio en R? tal que ¢[Q] = D es un dominio
reqular y ©* : Q — R® una variacion que fija la frontera. Entonces J}(0) depende

unicamente de h y

Jg(())(h):—/jjh(ASh+h||B||2) ds. O (3.1.3)

Definamos el conjunto

Sp = { f: D — R| f es diferenciable a trozos, (Vp € dD : f(p) =0), / fds = 0} .
D
(3.1.4)

Este es un subconjunto del dominio de la segunda variaciéon de J evaluada en
t =0, J}5(0). Como veremos a continuacién, podemos garantizar un minimo para la

funcién de drea siempre y cuando J7,(0) sea no negativa en §p (ver [1] pag. 344).

Teorema 3.1.4. Sea ¢ : U — R® una superficie reqular parametrizada de curvatura
media constante Hy # 0 y Q C U un dominio en R? tal que ¢[Q] = D es un dominio
reqular. A7,(0) > 0 para cada variacion que preserva el volumen y fija la frontera 0D

si y solo si para cada f € Fp, J5H(0)(f) > 0.

Demostracion:
(=) Supongamos que para cada variaciéon que preserva el volumen y fija 9D, A% (0) >
0. Sea f € Fp. Por el Lema 3.1.1, existe una variacién que preserva el volumen,
fija la frontera, y cuyo vector de variaciéon es fN. Luego, V/(0) = 0, por lo que
Jp(0)(f) = Ap(0) = 0.
(<) Supongamos que para cada f € Fp, JH(0)(f) > 0ysea ot : D — R? una

variacién que preserva el volumen y fija la frontera, con componente normal fyN.
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Ya que 2 fija la frontera, se tiene que fy = 0 en dD. Ademds, dado que preserva el

volumen, [, fo dS = V}(0) = 0. Luego, fo € §p, por lo que
0 < J5(0)(fo) = AD(0) + 2HoVp(0) = AL (0),

es decir, A%(0) > 0. W

La primera proposicién del teorema 3.1.4 resulta ser la condiciéon de un tipo par-

ticular de superficies. Presentamos tales superficies en la siguiente definicién (ver [1]

pag. 344).

Definicién 3.1.2. Sean ¢ : U — R3? una superficie reqular parametrizada con cur-
vatura media constante distinta de cero tal que plU] = S es orientable y D C S un

dominio reqular relativamente compacto tal que 0D es diferenciable.

a) D es estable si para cada variacion que preserva el volumen y fija 0D,

A" (0) > 0.

b) ¢ es una parametrizacion estable si para cada dominio relativamente com-

pacto D, D es estable.

Usando el concepto de estabilidad en el teorema 3.1.4 se deduce sin mayor com-

plicacién el corolario siguiente (ver [1] pag. 344):

Corolario 3.1.5. Sea ¢ : U — R3 una superficie reqular parametrizada de curvatura
media constante Hy # 0 y Q C U un dominio en R? tal que o[Q] = D es un dominio
regular. Entonces D es estable si y solo si para cada f € Fp, JH(0)(f) > 0. O
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Ejemplo 3.1.6.

1. Veamos que en el plano P, D = ¢[B,(0)] es una superficie estable: Sea h € §p.
Sabemos que ||B| = 0. Ademds, para cada (u,v) € R2, ||Vph(u,v)|* > 0.

Luego,

Jp(0)(h) = —/D(IIVDh(u,v)ll2+h(7~byv)2 I1BI*)dS = —/D IV ph(u, v)|* dS = 0.

Finalizamos esta seccién probando un par de resultados que emplearemos en la
seccién siguiente para facilitar el trabajo que realizaremos en ella (ver [1] pag. 346 y

348).

Lema 3.1.7. Sea ¢ : U — R3 una superficie regular parametrizada tal que p[U] = S,
p €S y{wi, w2} una base ortonormal de T,(5S).

1. <Dw1Dw1(N)7N> + <Dw2Dw2(N),N> = ||B||2

2. Si ¢ tiene curvatura media constante, entonces S s, (D, D, (N),wy) (p) = 0,

conk=1,2

Demostracion:
1. Sabemos que (N, N) = 1, por lo que al calcular la derivada direccional en direc-
cién de w; obtenemos (D, (N), N) = 0. Luego, al calcular nuevamente la derivada

direccional llegamos a

(Dun Dy (N), N) = = (Duy (N), Dy (N) . (3.1.5)

Analogamente,

<Dw2DW2(N)7N> :_<Dw2(N)7Dw2<N)>' (316)
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Sumando las ecuaciones 3.1.5 y 3.1.6 miembro a miembro:

Z<Dwtii(N)7N>:_Z<Dwi(N)7Dwi<N)>' (317)

i=1 i=1

Utilizando la base ortonormal, podemos escribir a D, (N) y D,,(N) como una

descomposicién de Fourier de modo que

le(N):<Dw1(N)7w1>w1+<Dw1(N)’w2>w2 y
Dwz(N) - <Dw2(N)7w1> wi + <Dw2(N)7w2> W2,

y sustituyendo en el segundo miembro de 3.1.7, y utilizando nuevamente el hecho

de que {w;,wy} es una base ortonormal, se obtiene

= = ((Duw, (N), w1) wi + (D, (N), wa) wa, (D, (N), w1) wy + (Do, (N), w2) wo)
- <<Dw2(N)vw1> wy + <Dw2(N),’LU2> Wa, <Dw2(N)7w1> wy + <Dw2(N)’w2> w2>
= - (<Dw1(N)7w1>2 + <Dw1(N>7w2>2 + <Dw2<N)7w1>2 + <Dw2(N>7w2>2)
= - (a% + a%z + a§1 + a§2) = ||B||2

2. Ya que (N, wg) = 0, entonces (D, (N),wy) = — (N, Dy, (wy)). Luego,
<Dszw1(N)7wk> + <Dwz(N)7 Dwz<wk)> == <Dw7,(N)7Dw1(wk)> - <N7 Dszwz<wk)> :

Como D, (N) es un vector tangente y la componente tangente de D, (wy)(p) es cero,

se tiene que

<Dwtii(N)7wk> (p) == <N7 Dwtii(wk)> (p)
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Ademas, puesto que R? es plano, D, D, (w;)(p) = Dy, Du. (w;)(p), por lo que
2 2 2
> ADu D (N),wi) (p) = = > (N, Doy Dy, (i) (p) = — <N» D, (Z Dy, (wi)> > ().
i=1 i=1 i=1
Por otro lado,
2
<N, ZDwi(wi)> = (N, Dy, (w1)) + (N, Dy, (w2))
i=1
= — ((Du; (N), w1) + (Du, (N), w2)) = —(a11 + aze) = —2H,
y puesto que H es constante,
2 2
<Dwk(N)7 ZDwz(wl)> == <N7 Dwk (Z Dwi(wi)> > )
i=1 i=1
con lo cual

S (D0 D (N), i) (0) = <Dwk<N>,ZDw,.<wi>> —0. m

=1

Lema 3.1.8. Sea ¢ : U — R3 una superficie reqular parametrizada de curvatura
media constante Hy y tal que o[U] = S, p € S y {wy,ws} una base ortonormal de

T,(S). St g = (p, N), entonces

Ag=—2H, - ||B|*g (3.1.8)

Demostracion:

Al calcular Ag(q) tenemos

Ag(q) = Z [Du, Dy ({0, N))] (@) = Y D, (D () N) + (12, Duyy (N))) ()

=1 =1
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2

= " [Du, ({wi, N) + (¢, Dy, (N)))] ()

=1

(D, (), Dusy(N)) + (0, Dy, Dy (N)] (@) = D [(w3, Dy (N)) + (0, D, Dy, (N))] ()

2
=1 =1

(2

2 2

== (Du,(w)),N) (@) + > _ (@, Duy, Doy, (N)) (q).

i=1 i=1
Ya que 37 (Dy,(w;), N) = —2H y, usando el Lema 3.1.7, 327 (¢, Dy, Doy, (N)) =
—||B||? g, se concluye la igualdad deseada. W

3.2. Teorema de Barbosa-Do Carmo

En esta seccion concentraremos las herramientas que hemos ido obteniendo a lo
largo de este trabajo para validar el resultado que mencionamos en la introducciéon
del mismo y al iniciar este capitulo. Asi pues, enunciamos y presentamos una demos-

tracién del siguiente teorema (ver [1] pag. 349):

Teorema 3.2.1. Sea S C R3 una superficie reqular, orientable, compacta y conexa
y ¢ : U — R? una superficie reqular parametrizada con curvatura media constante

distinta de cero y tal que p[U] = S. Entonces o es estable si y sdlo si S = S%.

Demostracion:
(=) Afirmacién: si p € S, entonces 2H? < ||B||* v || B||> = 2H? si y s6lo si p es un
punto umbilical.
En efecto: Sean k, v ks las curvaturas principales de S en p. Entonces || B||* = k2 + k2.

Ademas,

IBI* — 2H)* = |B|” = 4H? = ki + k5 — (k1 + k2)* = —2ki k.
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Luego,
0 < (k1 — ko)® = k% — 2kyky + k2 = || B||” — 2k1ky = ||B||* + || B||” — 4H?

—2||B|> — 4H?, (3.2.1)

de donde 2H? < ||B||*. Ahora bien, si 2H% = || B|?, entonces (ki — k)% = 0, y por
tanto k1 — ko = 0, es decir, k1 = ko, por lo que p es un punto umbilical.
Reciprocamente, si p es un punto umbilical, entonces k; = ko, por lo que 2 ||B||2 —
4H? = 0, de donde 2H? = || B||*. qpa

Sea 2°[Q] = ¢[@Q] = S una superficie regular orientable, compacta, conexa y de
curvatura media constante H = Hyg # 0y po € S. Ya que S es compacto y al

considerar g = (¢, N), por la férmula integral de Minkowski (ver [6]) se tiene

/ngS:—/dS.
S S

Por otro lado, al integrar Ag y aplicar el Teorema de la divergencia 2.1.4, se obtiene

/Ag dS:/divg(VSg)dS:/ (Vsg,N)dS = 0.
s s o8

Luego, dado que H = Hj es constante, por el Lema 3.1.8, se tiene que

0= —Ho/ AgdS = — / Ho(— ||B||* g — 2Hy)dS = — /(— | B||> Hog — 2HZ)dS,
S S S

de donde
—/||B||2H0gdsz/2H§ ds.
S S

Si definimos f = Hpg+ 1, entonces fs fdS =0, por lo que f € §Fs. Asi pues, podemos
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evaluar JE(0)(f). Notemos que
—fAf =B * = —(Hog + 1)A(Hog + 1) — ||B|* (Hog + 1)°

= —Ho(Hog +1)Ag — || BII* (H3g” + 2Hog + 1)
= —H3g(—2H, — || B|* 9) — Ho(=2H, — ||B|* g) — ||BII” (H3g* + 2Hog + 1)
= 2H3g+ || B||* Hyg® + 2Hg + || B|* Hog — | B|* Hig® — 2Ho | B||* g — || B||?
=2H3g — Hy||B||* g + 2H; — || B|* = 2H{(Hog + 1) — || B|* (Hog + 1)
=2H;f — | B|* f.

Ademas, ya que ¢ es estable

0< JHO)(f) = —2H? / fds / |BJI? £ dS = - / |BII? (Hog + 1) ds.

Asi,

/zHg ds = —/Ho||B||2gozsz/||B||2 ds > /QHg ds,
S S S S

/||BH2 dsz/zﬂg ds.
S S

De esta igualdad, y usando (3.2.1), se puede deducir que || B||> = 2H2, con lo cual, py

por lo que

es un punto umbilical. Por tanto, S es totalmente umbilical. Por el Teorema 1.4.11 y
ya que S es compacto, se concluye que S = SZ.

(<) Sabemos que la esfera S? es una superficie regular, orientable, compacta, conexa
y con curvatura media constante distinta de cero. Resta probar que es una superficie
estable.

Consideremos el operador A : §s2 — R. Sabemos que A es una transformacion lineal.

Podemos pensar entonces en los valores propios de A, es decir, podemos pensar en
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las soluciones de Ag = g, o bien, de
—Ag+ png = 0.

Sea 111(S?) el primer valor propio de S?. En [5] se prueba que

IV ds
Ml(S2>:fnf{%ifeng}-

Entonces, para cada f € §Fse,

Jo IV I dS

N1<SQ) < fS2 f2dS )

es decir,

2 2 2
mie?) [ 2as< [ v ds

Por otro lado, p1(S?) = 2 (ver [5]). Ademas, en por el ejemplo 1.4.9 || B||* = 2. Luego,
) = [ [ A+ 18I 5)]as = [ (I9f1+27) as

> 111 (S?) - S2de5—2 82f2d5:2 S2f2dS—2 SZdeS:O.

Por lo tanto, S? es estable. W



Capitulo 4

Hipersuperficies en R

En la teoria desarrollada en los primeros tres capitulos el trabajo se enfoca en
superficies que localmente se comportan como R?. En este capitulo haremos un re-
corrido por los principales resultados de los capitulos precedentes, planteando esta
vez el trabajo en superficies que localmente se comportan como R™. Los resultados
se enuncian sin demostracién, haciendo notar a la vez que la mayoria de ellos siguen

los mismos procedimientos utilizados previamente.

4.1. Preliminares

Naturalmente, lo primero que necesitamos generalizar es el concepto de superficie
regular. Veremos que la definicion en méas dimensiones es completamente analoga a
la definicién 1.1.1 o a la definicién 1.2.1, sélo que nuestro objeto de estudio vivira en

R"*1. Con esto dicho, presentamos la definicién de hipersuperficie reqular:

Definicién 4.1.1. Sea S™ C R*"1. S es una hipersuperficie regular si para cada

punto p € S, existen abiertos U C R™ y V C R y una funcion ¢ : U — V NS tal

99
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que:
i) @ es diferenciable en U
i) ¢ es un homeomorfismo

1i1) Para cada x € U, la derivada de ¢ en x es inyectiva. (Condicion de reqularidad)

Para el concepto anterior (en ambientes mas generales) también suele usarse la
notacién de M™ (o M"). Sin embargo, para mantener la coherencia del discurso, em-
plearemos la notacién utilizada en la definicién 4.1.1.

Ya que a partir del capitulo 2 hemos utilizado las superficies parametrizadas, es de

pensarse que nuevamente haremos uso de tal idea, pero esta vez en mas dimensiones:

Definicién 4.1.2. Sean U C R™ un subconjunto abierto y ¢ : U — R,
a) ¢ es una hipersuperficie parametrizada si es diferenciable.

b) ¢ es una hipersuperficie regular parametrizada si es una superficie para-

metrizada y Dy(q) : R™ — R"™ es inyectiva.

Teorema 4.1.1. Sean S™ C R™™! una hipersuperficie reqular yp € S™. Sip : U — S™
es una parametrizacion tal que p € Im(p), entonces T,(S™) es igual a la imagen de

la transformacion Dy(q) : R — R, O

Cabe aclarar que el conjunto 7,(S) de la definicién 1.1.5 cambia de nombre al
trabajar en superficies de mayor dimensién. La razén es que el mismo “plano tan-
gente” cambia de dimension, pues se tiene un vector de derivadas parciales por cada

coordenada en el dominio de ¢, En general, la dimensién de 7,(S™) es n. Por tanto,
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cuando pensemos en n > 3, pensaremos también en las hipersuperficies y 7,,(S™) sera

llamado espacio tangente.

Podemos observar que las propiedades descritas en la seccion 1.1 siguen siendo
validas al considerar dimensiones mayores a 3. Asimismo, las definiciones y resulta-

dos enunciados en la seccién 1.3 pueden generalizarse:

Definicién 4.1.3. Sea S™ C R"" una hipersuperficie reqular y p € S™. Definimos
la primera forma fundamental en p como la funcion I, : T,(S™) — R tal que,

para cada w = 119y, (q) + - + rpu, (¢) € T,(S™),
L(w) = (w,w) = ||w||27 (4.1.1)

donde || - || es la norma euclidiana en R™ 1.

Al igual que en los calculos realizados inmediatamente después de la definicién
1.3.1, si tenemos un vector w € T,(S™), la primera forma fundamental en w puede

ser escrita como:

L(w) =Y 12 {pu(0), u (@) +2 Zwk (Pu; (), ur (@), (4.1.2)

= o
al separar los términos de la forma (p,,, @.,), y donde <gpui, gouj> = <gpuj, goui> y T
son las funciones coordenadas al igual que en el Capitulo 1. No obstante, a diferencia
de las observaciones hechas posterior a la definicién 1.3.1, donde utilizamos las letras
E, F y G para representar los coeficientes de la primera forma fundamental, en este

caso ocuparemos la notacién

9i5(q) = (Lu (@), 2u, () , (4.1.3)
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donde g;; = gj;- De este modo, una manera mas sencilla de escribir la primera

forma fundamental con los coeficientes es:

Iy(w) = Z Z rir9i5(q), (4.1.4)

i=1 j=1
o bien:
gu(q) g12(q) .. 91a(q) T1
921(Q) 922(Q) g2n(Q) T2
Ip(w):<T1 T rn> ) _ ' _ ) (4.1.5)
9m(@) gn2(@) - Gan(@) | \7n
Denotaremos a esta matriz como
91(q) 912(¢) - gn(q)
921(Q) 922(61) 92n(Q)
PI: . . . . )
_gnl(Q> gn2(q) .. gnn(Q)_

de tal modo que ahora podemos escribir a la primera forma fundamental a través

de su matriz de manera mas compacta

I(w) = [w]ﬁaPI[w]a@, (4.1.6)

donde [w]g, es el vector de coordenadas de w en la base dp = {¢,, : j = 1,n}.
Con todo esto, es posible generalizar las herramientas que nos permiten calcular lon-
gitudes y angulos en superficies, a herramientas que nos permitan hacer lo mismo,

esta vez para hipersuperficies:
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Teorema 4.1.2. Sea S™ C R" una hipersuperficie reqular, p € S™ y o : U — VNS"
una parametrizacion local alrededor de p. Si f : (—e,e) — VN S™ es una curva

diferenciable, entonces la longitud de arco de B entre 0 y t es

(1) = /Ot SO rrgle) di. O (4.1.7)

i=1 j=1

Teorema 4.1.3. Sea S™ C R una hipersuperficie reqular, p € S™ y o : U — VNS"
una parametrizacion local alrededor de p. Si 5y, B2 : (—e,e) — V NS son dos curvas
diferenciables sobre S™ que se intersectan en p, Entonces el dngulo 6 € [0, 7] entre

ellas es

Ti559i
cos( D i 123 1 735795 (q) 0 (4.1.8)

\/Zz 123 L TiT59i5(q \/Zl 12; 1 5i859i5(d )

Teorema 4.1.4. Sea S™ C R" una hipersuperficie reqular, p € S y o : U — VN S"
una parametrizacion local alrededor de p. Entonces el dngulo 6 € [0, ] entre las curvas

coordenadas de @, Y Pu; €s

cos(f) = gij(Q)
) 9i:(@)955(a) - 419

Corolario 4.1.5. Sea S™ C R"™! una hipersuperficie reqular, p € S™ y
p U — VN S" una parametrizacion local alrededor de p. Entonces las curvas

coordenadas 0y, Y Pu; de @ son ortogonales si y sélo si g;j(q) = 0. [
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Las demostraciones de estos resultados son analogas al caso n = 3. En cambio,
para medir el area la generalizacion requiere de algo méas. En la seccién 1.3 se ha ocu-
pado el producto vectorial para poder calcular el area de una region. Notese que en el
teorema 1.3.8, el elemento de area es justamente el determinante de la matriz P;. Es-

to no es coincidencia, ya que una forma de definir el producto vectorial es la siguiente:

Definicién 4.1.4. Sean u,v € R3. El producto vectorial de u y v, denotado por

uXvouAwv, es el unico vector en R® que cumple que para cada w € R3,

u
(uAv) w=det | v

w

La ventaja de la definicién 4.1.4 es que a partir de ella es mas facil generalizar el

producto vectorial de n vectores, siguiendo el mismo esquema:

Definicién 4.1.5. Sean uq, ..., u, € R*"™!. El producto vectorial de uq,...,u,,
denotado por ui A ... A u,, es el inico vector en R" ! que cumple que para cada
w € R

Uy

(ur Ao Auy) - w = det
Unp

Con ello, la generalizacion para hallar el drea de una region es posible:

Teorema 4.1.6. Sea S™ C R"™ una superficie reqular, p € S™ y ¢ : U — V NS

una parametrizacion local alrededor de p. St R C 'V N S™ es una region de S™ tal que
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para una region Q C U, ¢[Q] = R, entonces el drea de R es

A(R) = / e /Q Vdet(Pr) du; . .. du,. (4.1.10)

También podemos abordar de modo mas general los conceptos que luego nos per-

mitieron definir la Segunda Forma Fundamental:

Definicién 4.1.6. Sea S™ C R una hipersuperficie reqular.

a) Una orientacion de S™ es una familia de parametrizaciones

S = {p;: U; — S"| para cadai € I,U; es un abierto de R} tal que:

1) S™ C Uier Im(epi)

1) Si Wi = oilUi] N ;[Uj], para cada p € Im(p;) N Im(p;), el cambio de
pardmetro ;' o @; o [Wij] — @5 [Wiy] tiene determinante jacobiano

mayor que cero en el punto q; = ©; *(p).

b) S™ es orientable si existe una orientacion de S™.

Definicién 4.1.7. Sean S™ C R"" una hipersuperficie orientable y S™ C R [a
esfera unitaria. Una funcion de Gauss es una funcion diferenciable N : S™ — S™

tal que para cada p € S, N(p) es perpendicular a T,(S™).

Con esto, la definicién de la Segunda Forma Fundamental sobre hipersuperficies

se presenta asi:
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Definicién 4.1.8. Sean S™ C R una hipersuperficie reqular orientable y p € S™.

La segunda forma fundamental en p es la funcion 11, : T,(S™) — R tal que

I1,(w) = (w, Dy(p)(w)). (4.1.11)

Asimismo, también se puede observar lo siguiente:

Corolario 4.1.7. Sea S™ C R"' una hipersuperficie reqular y p € S™. Entonces
existe una base ortonormal B = {wy, ..., w,} de T,(S™) y ki,...,k, € R tales que

para cada i = 1,n, Dy(p)(w;) = kyw;. O

Nuevamente podemos garantizar que hallaremos una base ortonormal de vecto-
res propios para el operador de Weingarten. Por otro lado, ya que la dimensién del
espacio tangente es mayor o igual a 3, habra mas de dos valores propios, por lo que
globalmente no podriamos hablar de maximos y minimos. Mas localmente, escogiendo

un par de direcciones, si que podemos hacer referencia a un maximo y un minimo.

Teorema 4.1.8. Sean L : R*"™ — R un operador lineal autoadjunto y
[R5 R tal que f(z1,...,Tn41) = (@1, Tpg1), L(x1, .o 2011)). Siw; y w;

son dos vectores propios de L y P;; el plano que generan, entonces

1. f es diferenciable.

2. Los valores propios k; y kj de L son los puntos extremos de fl|p,;nsn.

Corolario 4.1.9. Si @, y @y, son dos vectores propios de Dy (p) con valores propios

ki y kj, entonces k; y k; son los valores extremos de ]Ip|7,,ﬂSn. O
ij
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Entonces la idea cobra cierto sentido inspirado en el enfoque original, por lo que

se puede seguir hablando de direcciones y curvaturas principales:

Definicién 4.1.9. Sean S™ C R""! una hipersuperficie reqular, p € S™, B = {wy, ..., w,}

base ortonormal de T,(S) y ki, ..., k, € R tales que para cada i = 1,n, Dn(p)(w;) =

a) Los numeros k; son llamados las curvaturas principales en p.

b) Los vectores w; son llamados las direcciones principales en p.

Ademas de esto, también es bastante facil generalizar conceptos como la curvatura

media, la gaussiana y la norma:

Definicién 4.1.10. Sean S™ C R™! una hipersuperficie reqular y p € S™.
a) La curvatura gaussiana de S™ en p es el nimero K = det(DN(p)).

b) La curvatura media de S™ en p es el nimero H = tr(DN(p)).

¢) Definimos la norma de B = DN (p) como ||B|| = /tr(BBT).

Observacién:

1. En términos de las curvaturas principales, se tiene que K =[], ki,

H = %Z?:zkl y HBH = VZ?:J??

Ahora escribimos los coeficientes de la segunda forma fundamental como
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lij = {Pus> Nu, ) = Zaijgijv (4.1.12)
=1

donde a;; son escalares que aparecen al escribir cada vector N,, € T,(S™) como

combinacién lineal de los vectores ¢,

Ny, = 150, + A2i0uy + - + Qpiou,, - (4.1.13)

Recordando que

podemos expresar la segunda forma fundamental de la siguiente manera:

n n

I1,(w) = Z Z rijlij(q) (4.1.15)

i=1 j=1

O bien, si denotamos la matriz de la segunda forma fundamental como

lll l12 PR lln
by Doy ... Lo

Pp= 0 (4.1.16)
P P

podemos escribirla de manera compacta como

I, (w) = [w]ﬁpPH[w]a@. (4.1.17)
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Utilizando todos los coeficientes a;; construir la matriz de DN (p):

apy a1 ... QAip 1
21 Q29 ... QA9p T2

DN@)= | T ] (4.1.18)
Ap1  Ap2 Qnpn Tn

y dado que la matriz P; es invertible, obtenemos la matriz inversa, cuyas entradas

son

Gij = (=1)"7 |(Pr)yl- (4.1.19)

Haciendo un proceso analogo al realizado en la seccion 1.4, hallamos el valor de

los coeficientes a,;, dado por

n

1
= l; . 4.1.2
CLU det(P]) Z szk] ( 0)

k=1

También la definicién producto interno en una hipersuperficie es una generaliza-

cién para el producto interno en una superficie regular.

Definicién 4.1.11. Sean S™ C R""! una hipersuperficie reqular, p € S™ y ¢ una
parametrizacion local alrededor de p. Para dos vectores wy = Y ¢ ripu;(q), ws =
Yo Siou;(q) € T,(S™) definimos el producto interno de w, con w, sobre S™

como (w1, Wa) gn = (Dy(q) (11, ...,70), Dp(q) (51, ..., Sn))-
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Con esto, se verifica que la relaciéon entre la PFF y el producto interno se preserva

en hipersuperficies:

Teorema 4.1.10. Sean S™ C R™™! una hipersuperficie reqular, p € S™, ¢ una para-
metrizacion local alrededor de p y wy = > o 10w, (@), w2 = > iy Siu,(q) € TH(S™).
Entonces

g11(q)  g12(q) - ga(@)| [ s
(w1, wa) gn = (Tl o rn) 921.((1) 922_(q> an'(q) 8.2 O (4.1.21)
gnl(Q) gn2 (Q) -+ Onn (Q) Sn

Del mismo modo, tanto la derivada direccional sobre un campo como el gradiente,
son sencillas de generalizar, ya que el tinico cambio es aumentar la dimension de la

superficie:

Definicién 4.1.12. Sean S™ C R™™! una hipersuperficie reqular, F : S™ — R"*! un
campo vectorial, p € S™, w € T,(S™) y B : (—e,e) — S™ una curva en S™ tal que
B(0) =p y p'(0) = w. Definimos la derivada direccional de F en la direccion

de w como

d FopB)t)| . (4.1.22)

Dy (EF)(p) = (F o) (0) = —( .

Definicién 4.1.13. Sean S™ C R una hipersuperficie reqular, p € S™ y

f 8" — R wuna funcion diferenciable. Definimos el gradiente de f sobre la
superficie S™, como la funcion Vgn(f) : S™ — T,(S™) tal que para cada w € T,(S™),
(Van f(p), w)gn = Df(p)(w).
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Podemos dar una version generalizada del Teorema 2.1.2, hallando las componen-

tes del gradiente a través de la regla de Cramer:

Teorema 4.1.11. Sean S™ C R™™! una hipersuperficie reqular, p € S™, ¢ una para-
metrizacion local alrededor de p y f : S™ — R una funcién diferenciable. Si (Pr); es la
matriz que se obtiene al sustituir la columna i en la matriz Py por el vector Vgn(f),

entonces .
det((Pr);)

Vsn(f) = det(P]) Pu; -

0 (4.1.23)

=1

Ademas, definimos la divergencia en hipersuperficies y enunciamos sus propieda-

des basicas, de la misma manera que en el capitulo 2 :

Definicién 4.1.14. Sean S™ C R™™! una hipersuperficie reqular, p € S™, F : S™ —
R™ wun campo vectorial y {vy,...,v,} una base ortonormal en T,(S™). Definimos la
divergencia del campo F sobre la superficie S™ como

divg(F) =Y (Dy,(F),v;) (4.1.24)

i=1

Teorema 4.1.12. Sean S™ C R una hipersuperficie reqular, F,G : S™ — Rt
campos vectoriales p € S™, ¢ una parametrizacion local alrededor de p y {pu, -, Pu, }

una base local alrededor de p. Entonces:
1. di’USn(F _'_ G) == d’lUSn (F) + di’USn(G).

2. Para una funcion f: R™ = R, diven(fF) = fdivga(F) + (Ven f, F).0
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Teorema 4.1.13. Sea S™ C R" una superficie reqular orientada, D C S™ un
dominio regular tal que fr(D)=C, R=DUC y F : S — R"™ un campo vectorial

diferenciable. Entonces

/C (F,N)ds = / divgn(F)dS. (4.1.25)

R

4.2. Variaciones normales

En la seccién 2.2 se definen las variaciones normales como funciones z : ) X
(—e,e) — R? que cumplen ciertas caracteristicas. Basta con hacer un minimo ajuste

para generalizar el concepto:

Definicién 4.2.1. Sean S™ C R™™ una hipersuperficie reqular, p € S™, ¢ : U —
V N S™ una parametrizacion alrededor de p, Q C U C R™ un dominio, h: Q - R y
e>0.

a) Una variacién de o[Q] es una funcion = : Q x (—e,¢) — R tal que

(U1 eeey Up, 0) = @(U, ..oy Uy).

b) x es una variacion normal de ¢[Q] determinada por h si x es una

variacion y w(uy, ..., Un, t) = @(u, ..., ty) + th(ur, ooy Un ) N (U1, .oy Uy ).

La observacion posterior a la definicién 2.2.1 sigue siendo valida.

Igualmente, definimos variaciones que preservan el volumen y fijan la frontera:

Definicién 4.2.2. Sea 7: Q x (—¢,¢) — R"*! una variacion tal que 1°[Q] = p[Q] =
D.
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a) z fija la frontera de D si para cada q € 0Q y cada t € (—¢,¢), ©(q) = ¢(q).

b) x preserva el volumen si para cada t € (—¢,¢), Vp(t) = Vp(0).

4.3. Variaciones del area y del volumen

Los conceptos previos definidos ya para hipersuperficies dan la pauta para avanzar
en los conceptos de “area” y “volumen” de regiones en ellas. Mas aun, nos permiten
hablar de las variaciones de dichas areas y volimenes para poder generalizar el Teo-

rema de Barbosa-Do Carmo.

Teorema 4.3.1. Sea ¢ : U — R wuna hipersuperficie reqular parametrizada v
Q C U un dominio tal ¢[Q] = D. Si z: Q x (—¢,¢) — R es una variacion normal

que fiya la frontera de D, entonces

A0 (0) = — /D ohHdS., O (4.3.1)

En este punto, no obstante, seguimos requiriendo de los lemas probados en la

seccion 2.4, en su version para hipersuperficies:

Lema 4.3.2. Sean ¢ : U — R"™! wuna hipersuperficie parametrizada, Q C U un
dominio, h: Q — R y 2: Q x (—¢,¢) — R""! una variacién normal.

Entonces 2 (!, N) |i—g = — (Vsh, ) + h.

Definicién 4.3.1. Sea ¢ : U — R" una hipersuperficie parametrizada tal que

elU] = 8" y N : 8" — R"" un campo normal a .
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a) Definimos la componente normal de ¢ como ¢t := (p, N) N.

b) Definimos la componente tangente de ¢ como ¢! = p — pt.

Lema 4.3.3. Sean ¢ : U — R™™! wuna hipersuperficie parametrizada, Q C U un
dominio, h: Q = R y 1: Q x (—&,¢) — R una variacién normal. Entonces

divg(he") —2h = 2hH (¢, N) + (Vsh,¢").

Con todo esto, podemos dar una versién mas general respecto a la variacion del

volumen:

Teorema 4.3.4. Sea ¢ : U — R"™! wuna hipersuperficie reqular parametrizada iy
Q C U un dominio tal ¢|Q] = D. Si x: Q x (—¢,¢) — R es una variacion normal

que figa la frontera de D, entonces

VL (0) = /D hds. O (4.3.2)

Ademas, también podemos dar una versiéon mas general para la segunda variacion

del area:

Teorema 4.3.5. Sea ¢ : U — R wuna hipersuperficie reqular parametrizada v
Q C U un dominio tal [Q] = D. Si x: Q x (—¢,¢) — R es una variacion normal

que figa la frontera de D, entonces

AL(0) = — /D B (At 1 |[BJ? - 4hH?) dS, (4.3.3)
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4.4. Teorema de Barbosa-Do Carmo

En esta seccion, enunciaremos los resultados importantes del capitulo 3, esta vez
para hipersuperficies regulares, a fin de tener el material necesario para la generali-
zacién del Teorema de Barbosa-Do Carmo. [1]

Comenzamos con este lema, cuyo antecedente en el capitulo 3 es el lema 3.1.1:

Lema 4.4.1. Sean ¢ : U — R una hipersuperficie reqular parametrizada tal que
plU] = 8™, Q@ C U un dominio en R™ tal que ¢[Q] = D es un dominio regqular y

f: D — R una funcion diferenciable a trozos.

1. Si fD fdS =0, entonces existe una variacion normal que preserva el volumen

cuyo vector de variacion es fN.

1a. Si ademds f =0 en 0D, la variacion fija la frontera.
Ademas, requerimos también de los conceptos de Hy y de Jp:

Definicién 4.4.1. Sean ¢ : U — R™™! una hipersuperficie reqular parametrizada tal
que o[U] = S™, Q C U un dominio en R" tal que ¢[Q] = D es un dominio reqular y
z:Q x (—e,6) = S.

a) Definimos Hy como
1
Hy=— HdS
°7 Ap(0) /D

b) Definimos la funcién Jp : (—e,e) — R como
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También enunciamos el teorema 3.1.2 de manera mas general:

Teorema 4.4.2. Sea ¢ : U — R"! una hipersuperficie reqular parametrizada tal que

plU] = S™. Son equivalentes:
a) ¢ tiene curvatura media constante Hy # 0

b) Para cada dominio relativamente compacto D C S™ con frontera diferenciable
y para cada variacion 2 : Q — R™ que preserva el volumen vy fija la frontera

oD, A(0) =0

¢) Para cada dominio relativamente compacto D C S™ con frontera diferenciable

y para cada variacion que fija la frontera D o : Q — R™, J5(0) = 0.

Asimismo, debemos poder escribir J7, como en el lema 3.1.3, cuando el término

(2hH)? desaparece de la ecuacién (4.3.5)

Lema 4.4.3. Sea ¢ : U — R™ una hipersuperficie reqular parametrizada de cur-
vatura media constante Hy # 0, Q C U un dominio en R"™ tal que p|Q] = D es un
dominio regular y 2 : Q — R™ una variacion que fija la frontera. Entonces J7h(0)

depende unicamente de h y

Jg(())(h):—/Dh(ASh+h||B||2) ds. O (4.4.1)

El conjunto §p se define del mismo modo que en 3.1.4 (a excepcién de la di-

mension en la que se trabaja). Entonces el siguiente teorema se enuncia de manera
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andloga al teorema 3.1.4:

Teorema 4.4.4. Sea ¢ : U — R™ una hipersuperficie reqular parametrizada de
curvatura media constante Hy # 0 y Q C U un dominio en R™ tal que p|Q] = D es
un dominio regular. A7,(0) > 0 para cada variacion que preserva el volumen y fija la

frontera 0D si y solo si para cada f € Fp, JH(0)(f) > 0.

Ahora que hemos visto que todas estas herramientas se pueden enunciar de mane-
ra similar para el caso en que n > 4, pasaremos a definir la estabilidad. Esto permite

enunciar el teorema 4.4.4 de manera mas compacta, tal como pasé con el teorema

3.1.4:

Definicién 4.4.2. Sean ¢ : U — R una hipersuperficie reqular parametrizada con
curvatura media constante distinta de cero tal que p[U] = S es orientable y D C S

un dominio regqular relativamente compacto tal que 0D es diferenciable.

a) D es estable si para cada variacion que preserva el volumen y fija 0D,

A" (0) > 0.

b) ¢ es una parametrizacion estable si para cada dominio relativamente com-

pacto D, D es estable.

Corolario 4.4.5. Sea ¢ : U — R™"! una hipersuperficie reqular parametrizada de
curvatura media constante Hy # 0 y Q C U un dominio en R™ tal que p|Q] = D es

un dominio regular. Entonces D es estable si y sdlo si para cada f € Fp, JH(0)(f) > 0.
0
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Escribimos también las generalizaciones de los lemas 3.1.7 y 3.1.8:

Lema 4.4.6. Sea ¢ : U — R"™ una hipersuperficie reqular parametrizada tal que

elU] = 8", pe S" y{wy,...,w,} una base ortonormal de T,(S™).
1. Z?:l <Dwtii(N)a N> = - ||B||2

2. Si ¢ tiene curvatura media constante, entonces Y | (Duy, Do (N ), wi) (p) = 0,

conk=1,n

Lema 4.4.7. Sea ¢ : U — R™ una hipersuperficie reqular parametrizada de cur-
vatura media constante Hy y tal que U] = S™, p € S™ y {wy,...,w,} una base

ortonormal de T,(S™). Si g = (p, N), entonces

Ag = —nH,— ||B|>G (4.4.2)

Habiendo ya expresado todos los resultados importantes, de tal modo que nos
son ttiles para hipersuperficies, podemos pasar finalmente a enunciar el “Teorema
de Barbosa-Do Carmo para hipersuperficies regulares”, haciendo mencion de que el

conjunto S” es la esfera en R"*! con la métrica inducida:

Teorema 4.4.8. Sea S™ C R™! una hipersuperficie reqular, orientable, compacta
y conexa y ¢ : U — R"™ wuna hipersuperficie reqular parametrizada con curvatura

media constante distinta de cero. Entonces ¢ es estable si y solo si S™ = S™. [



Apéndice A

Conexiones

El contenido de este apéndice puede revisarse en su mayoria en [3].

A.1. Simbolos de Christoffel

Sea S una superficie regular y ¢ : U — V' N S una parametrizacién local alrededor
de p € 5. Sabemos que el conjunto {p(q), vu(g), (N 0 @)(@)}, con N o = p, X ,
es una base para R3.

Podemos entonces escribir @, ©uw, Qou, ¥ Pue €n términos de la base:

Puu :F%ISDU + F%ﬁov + 1N
Puv :Fb%pu + F%2‘Pv + Lo N
Pou =T, Py T+ r; @y + LsN
. °! (A.1.1)
Pov :F%QSOU + FgQ@v + Ly N
Nu =011Pu + aA21Py

Ny =a120,, + a2p,

119
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Podemos calcular los coeficientes L; de las ecuaciones de A.1.1. Sabemos que

e = (Nu, ou) = = (Puu, N},
que por la igualdad de ¢,, en A.1.1 queda como:
e=— (Lo + T 00+ LiN,N) = —L,
es decir, L; = —e. Analogamente,
f == {@uw, N) = (Tiopu + I'}00 + LyN,N) = —Ls,

f:_<¢”“’N>:<F§1@u+rg1¢v+L3NaN>:—L3 y
9=~ (o, N) = (T30 + T30 + LsN, N) = — Ly,
porloque Ly =Ls=—fy Ly = —g.

Definicién A.1.1. Sea S una superficie reqular y ¢ : U — V N .S una parametriza-
cion local alrededor de p € S. Llamamos simbolos de Christoffel a los coeficientes
i, I3, T, T3, i, T3, T, y 13, de 0u.(q) v vu(q), que se obtienen al escri-
bir uuws Puvy Pous Y Yoo cOMo combinacion lineal de la base {p.(q), ¢u(q), N(p))},

respectivamente.

Podemos obtener expresiones para calcular hallar los simbolos de Christoffel.

Ya que

1

§Eu = <<Pm SOuu> = <90ua F%l@u + Ffl% - 6N> = F%IE + F%1F7
que

Fy = (©u, Pou) = {Po;, Pun) = <90va Fh% + F%l%} - fN> = FilF + F%lG
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Y que {(pu, Pou) = (Pu, Puv) = %Ev, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones de

2% 2:

1
' E+T?F=_E,

2
L (A.1.2)

MF+T2G=F,— §EU
que al resolverse para I'{; y I'?, se tienen las expresiones

E.G — (2F, — E,)F
2(EG — F?)

(2F, — E,)E — E,F

1
P = 2(EG — F?)

2 _
Fll_

(A.1.3)

De manera similar, obtenemos los siguientes sistemas para hallar los simbolos restan-

tes:

1
[E+T5,F =F, — -G,

L (A.1.4)
M, F 415G = §GU

1
1 y (A.1.5)
I,F+T5LG = 3G
1
N E+T3F=-FE,
2 (A.1.6)
F%lF + FglG = §Gu
Del sistema A.1.4 tenemos las soluciones:
2F, -GG -G, F G, E — (2F, — G, F

2(EG — F?) 2(EG — F?)

Por otro lado, ya que los sistemas A.1.5 y A.1.6 son en realidad el mismo, se tiene

que:
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E,G — G F
2(EG — F?)

G.E — B, F
2EG — F?)

Fb = F%l = F%2 = F%l = (A.1.8)

A.2. Derivada covariante
Definicién A.2.1. Sea S C R?® una superficie reqular y V. C S un abierto.
a) F:V = R? es un campo vectorial si para cada p € S, F(p) € T,(S).

b) F es diferenciable en p si para alguna parametrizacion ¢ alrededor de p, los
componentes a y b de F en la base {¢,(q), pu(q)} son funciones diferenciables

en p.
c) F es diferenciable en V' si para cadap € V, F es diferenciable en p.

Definicién A.2.2. Sea S C R?® una superficie reqular, V. C S un abierto, p € V y
F :V — R3 un campo vectorial. Sean w € T,(S) y o : (—e,e) = V tal que a(0) = p
y /(0) = w. Sea F(t) := (F o a)(t) Definimos la derivada covariante en p de

F relativa a w como

DF a !
W(O) = VuF(p) :== <%(0)> :

Daremos una expresion para la derivada covariante en término de los simbolos de
Christoffel:
Para una parametrizacién ¢ : U -V NS, pe€ Sy F:S — R® un campo vectorial
diferenciable, sea w € T,(S). Si o : (—¢,e) — U es una curva, con a(t) = (u(t), v(t)),
a(0) = (ug,v0) = qy B =poaes tal que 5(0) = w, podemos calcular V,, F(p).
Ya que para cada t € (—¢,¢), F(t) € T,(S), existen a,b: U — R tales que
F(t) = a(a(t))pu(a(t) + bla(t))p,(a(t)). Al derivar respecto de ¢ y evaluando en 0

obtenemos:
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dF d
—7 (0) = = (ala())pu(alt)) + bla(t))pu(a(?))) (0)
= a'(uo, vo)pu(tto, vo) + a(uo, vo) (UgpPuu(to, Vo) + VhPus(to, o))
+b' (1o, vo) Py (1o, Vo) + b(tg, Vo) (1gPuu(Uo, Vo) + VoPun (o, 10)). (A.2.1)
Por las ecuaciones (A.1.1), la ecuacién (A.2.1) se reescribe como:
dF

—(0) = (¢'(g) + alg)u(@) T11(q) + a(9)v'(9)T12(a) + bla)u'(@)21(9) + b(9)v'(9)T2(9)) Pul9)

+(V'(q) + al@)v' (@)T11(q) + a(g)v'(@)TTy(q) + b(g)u' (0)T5:(q) + b(@)v'(0)T3:(9)) ¢u(9)

— (a(g)(v'(g)e(q) +v'(q) f(q)) + b(a) (v () f(q) +v'(9)g(q))) N(q) (A.2.2)

Asi, al tomar la componente tangente de la ecuacién (A.2.2), la derivada covariante

queda como:

VuF(p) = (' + au'Tyy + av'T, + bu'Ty; + 0'Ty,) (9)pu(q)
+ (V' 4 au'T5, + av'T3, + bu'T3, + W'T3,) (0)¢u(q). (A.2.3)

Teorema A.2.1. Sea S C R3 una superficie reqular, p € S y o : U — VNS una

parametrizacion alrededor de p. Entonces

Vo, 0u(p) = Vi, 00(p)- (A.2.4)

Demostracion:
Definamos los campos @y, @, : U — R? tales que ¢,(p) = @u(0 1(p)) v oulp) =
0, (97 (p)). Si definimos a4 (t) = q + tey, entonces B1(0) = p y B1(0) = pu.(q). Luego,

derivando ¢, (t) y evaluando en ¢t = 0 se tiene:
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£,(0) = (v 0 £1)'(0) = (v 0 1)'(t) = Depu(q)er = Puulq)-

Ahora, al definir as(t) = g + tey y derivar ¢, (1) en ¢t = 0, se obtiene:

ﬁu(o) = (@u o 62)/(0) = (@u o a?),(t) = D@u(‘])€2 = quv(Q)'

Ya que @y, = @, se concluye que Vo, @, (p) = Vo, ¢0,(p). B

Teorema A.2.2. Sea S C R3 una superficie reqular, p € S y o : U — VNS una

parametrizacion alrededor de p. Si i,k € {u,v}, entonces

Dy Dy, 0i(p) = Dy Do, i(p)- (A.2.5)

Demostracion:
Sabemos que Dy, ;(p) = ¢ii(q) y que Dy, vi(p) = ir(q). Definamos «;, oy, : (—¢,¢) —
U como a;(t) = g+te; y ap(t) = qtter y a @, @i : S — R3 como @4(p) = wiu(@ ' (p))
y @ir(p) = ix(¢™" (p)). Entonces ;(0) = 8:(0) = p y 5;(0) = ¢i(q) ¥ Bi(0) = ¢x(q).

Al derivar se obtiene:

Dy, Dy, 0i(p) = Dy ii(p) = (@i © Br)(0) = (wii 0 )’ (t) = Dwii(q)ex = wiir(q)

Dy, Dy, 0i(p) = Dy, pir(p) = (Pir © 8:)(0) = (pir © i)' (t) = Dopir(q)es = piri(q).-

Por dltimo,

DstaM' = Piki = (‘Pz‘)ki = (‘Pz‘)z‘k = Piik = D%Dwk%‘a
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como queriamos demostrar. ll
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