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Introduccion

Durante nuestra formacién matematica, la nociéon de derivada de una
funcién es un concepto fundamental que tenemos muy presente en nuestros
cursos de calculo asi como sus propiedades tales como: su relaciéon con la
continuidad, el algebra de derivadas, El Teorema de Rolle, El Teorema del
Valor Medio, criterios de maximos y minimos, entre otras. Sin embargo, exis-
ten otros conceptos de “Derivada” que usualmente no se estudian en nuestros
cursos y que los libros de calculo y anélisis no mencionan o los mencionan
brevemente como son los conceptos de derivada simétrica, la derivada de
Peano y la €)-derivada, entre otras.

Nuestro interés sobre la derivada simétrica surgié a raiz de que este con-
cepto y su relacion con la derivada se presenta como ejercicio en [3], [9], [11],
[12], [15], [16] ¥ no se estudian mas.

Realizamos una investigacion bibliogréafica y nos encontramos una amplia
bibliografia sobre el tema [2], [4], [6], [13], [10], [7], [14]. Ademés nos encontra-
mos que el concepto de derivada simétrica ya aparece en las investigaciones
sobre el estudio de las series de Fourier y series trigondémetricas.

El objetivo general de esta tesis es realizar un estudio sistemético del con-
cepto de derivada simétrica, asi como la relaciéon que existe con la derivada.

Nuestra guia para este estudio seran los resultados que conocemos para la
derivada, se daran respuestas a las siguientes preguntas ;Seran iguales ambas
derivadas?, en caso de no serlo ; Qué condiciones deberiamos agregar para que
ambas derivadas sean iguales? ; Existird un Teorema del Valor Medio para la
derivada simétrica?
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Por tal motivo, esta tesis esta desarrollada de la siguiente manera: ins-
troduccion, 3 capitulos, conclusiones, perspectivas y bibliografia.

Descripcion de los capitulos:

Capitulo 1: se presenta la teoria basica de la derivada: la definicion de
la derivada, el algebra de fuciones diferenciables, el Teorema de Rolle, el
Teorema de Valor Medio, maximos y minimos, derivadas de orden superior.

Capitulo 2: se introduce la definicion de la derivada simétrica, y se estudia
la relacién que éxiste con la derivada; es decir, veremos que toda funcién que
tiene derivada implica que tiene derivada simétrica, pero que el reciproco en
general no es verdadero. También se estudia el algebra de las funciones con
derivada simétrica.

Capitulo 3: se realiza un estudio del Teorema del Valor Medio para la
derivada simétrica. En particular, veremos que este teorema no es verdadero
para la derivada simétrica, sin embargo se tiene un Casi-Teorema del Valor
Medio. También se muestran algunas aplicaciones del Casi-Teorema del Valor
Medio, basados en algunas que se conocen del Teorema del Valor Medio
para la derivada. Ademaés, usando este teorema presentaremos condiciones
suficientes para que una funcién con derivada simétrica tenga derivada y
ademas ambas derivadas coincidan.

Consideramos importante mencionar que se elabor6 un articulo de divul-
gacion sobre este tema con el titulo Un Teorema del Valor Medio para la
derivada simétrica, el cual fue publicado en Matemdticas y sus aplicaciones
I, primera edicion, capitulo 2, paginas (13 — 21), Textos Cientificos-BUAP
(2011).



Capitulo 1

Preliminares

Newton y Leibniz, independientemente uno del otro, fueron en gran parte
los responsables del desarrollo de las ideas bésicas del calculo integral hasta
llegar a conseguir que algunos problemas, en su tiempo irresolubles, pudieran
serlo por los nuevos métodos y de forma casi rutinaria. Su mayor logro fue
esencialmente el hecho de poder fundir en uno el calculo integral y la segunda
rama importante del calculo: El célculo diferencial.

La idea central del célculo diferencial es la nocién de derivada. Igual que
la integral, la derivada se origin6é de un problema de geometria: el problema
de hallar la tangente en un punto a una curva. Sin embargo, a diferencia de
la integral, la derivada aparece muy tarde en la historia de las Matemati-
cas. Este concepto no se formuld hasta el siglo XVII, cuando el matematico
francés Pierre Fermat, tratoé de determinar los maximos y minimos de ciertas
funciones.

Fermat observo que en aquellos puntos en que la curva tiene un maximo
o un minimo, la tangente ha de ser horizontal. Por lo tanto, el problema de
localizar estos valores extremos se reduce a la localizacion de las tangentes
horizontales. Esto conduce a la cuestion més general de la determinaciéon de
la direccion de la tangente en un punto arbitrario de la curva. El intento de
resolver este problema fue lo que condujo a Fermat a descubrir algunas de
las ideas rudimentarias referentes a la nocién de derivada.

A primera vista parece que no habréa conexién entre el problema de hallar
el area de una region limitada por una curva y el de hallar la tangente en
un punto de una curva. El primero que descubrié que estas dos ideas, en



apariencia sin conexion, estaban intimamete ligadas, fue el maestro de New-
ton, Isaac Barrow (1630 — 1677). Sin embargo, Newton y Leibniz fueron los
primeros que comprendieron la verdadera importancia de esta relacion.

En este capitulo se presentaréan algunas de las propiedades basicas de la
derivada que son necesarias para el desarrollo de esta tesis.

1.1. Derivada de una Funcion

Definicion 1.1.1. Sean I C R un intervalo abierto, x, € I y f : I — R
una funcion, se dice que f es diferenciable en x,, si

o 1@) = f@0)

T—To T — T,

existe. (1.1)

A este limite lo denotaremos como f'(z,).

Observacion 1.1.2. También se dice que f es derivable en z,, f tiene deri-
vada en x, o que f es diferenciable en x,. Suele denotarse a la derivada en

el punto x, como d—f(:co), siy = f(x) o como D, f(z,).
T

Definicién 1.1.3. Diremos que la funcion f es derivable en I si existe f'(x)
para cualquier x € 1.

Considerando x — z, = h en la Definiciéon 1.1.1, obtenemos la siguiente
expresion (equivalente) para la derivada de f en x:

fo) — i LE ) = @)

h—0 h

(1.2)

Durante el desarrollo del tema utilizaremos indistintamente las expresio-
nes (1.1) y (1.2) segtin nos convenga en cada caso.

Observacion 1.1.4. Geométricamente, el valor de la derivada f’(z) repre-
senta la pendiente de la tangente a la grafica de la funcion y = f(z) en el

punto (z, f(x)).
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Dos conceptos relacionados con el concepto de derivada de una funcion f
son los de limites laterales, por la derecha y por la izquierda, de f en .

Definicion 1.1.5. Sean I un intervalo abierto, x € I y f : I — R una
funcion.

a) La derivada por la derecha de f en x, denotada por ' (x), estd definida

como h
o= sy L0~ 1)

cuando este limite existe.

b) La derivada por la izquierda de f en x, denotada por f’ (x), estd defi-
nida como

cuando este limite existe.

Observacion 1.1.6. A partir de esta definicién se deduce, que una funcién
f definida en un intervalo abierto que contiene a x es diferenciable en z, si
y solo si, fi(z) y f'(z) existen y son iguales. De esto, se sigue que si f’ (x)
y f'(x) existen y no coinciden, la funcién no es derivable en z; en este caso
a x se le denomina punto anguloso de f. Si alguno de los limites laterales
(izquierdo o derecho) no existe, la funcién tampoco es derivable en dicho
punto.

Definicién 1.1.7. Sean f : I — R una funcion, y x, € [a,b]. Decimos que
[ es continua en x,, silim, ., f(z)= f(z,).

Se demuestra a continuacién que la continuidad de f en un punto x,, es
una condicion necesaria (pero no suficiente) para la existencia de la derivada
de f en x,.

Teorema 1.1.8. Sean f: I — R una funcion y x, € I, si f es diferenciable
en x,, entonces f es continua en x,.



Demostracion. Para demostrar que f es continua en x,, debemos probar que
lim, ., f(x) = f(z,). Llevamos a cabo esto, demostrando que la diferencia
f(z) — f(z,) — 0, cuando = — x,.

Como f es derivable en z,, sabemos que el siguiente limite existe

f(x) — f(x,)

lim - f/<xo)-
ToTe X — X,
Ahora veamos
i (@) ~ 7] = tim | DI
=i O I e o)
T—>To €T — ‘IO T—To

= f'(z,) -0
~0.

Por lo tanto lim,_,,, f(x) = f(z,), lo cual significa que f es continua en
Ty

Teorema 1.1.9. (Algebra de derivadas) /3, pdg. 205]
Sean I C R un intervalo, x, € I, f,g : I — R funciones derivables en z,.
Entonces

a) La funcion f £ g es derivable en x,, y
(f £9) (wo) = ['(o) £ ¢' (o).
b) Sia € R, entonces la funcion af es derivable en z,, y
(of ) (o) = af(w,)"
¢) (Regla del producto) La funcion fg es derivable en x,, y

(f9) (o) = ['(w0)g(xa) + g’ (o) f (o).
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d) (Regla del cociente) Si g(z,) # 0, entonces la funcion f es derivable
9
en T, Y

(f)'(m _ ['(@o)g(xo) — f(0)g' (o)

g (9(z,))

A continuacién presentaremos un teorema sobre la derivacion de funciones
compuestas llamado “Regla de la Cadena”, este teorema nos proporciona
una férmula para la derivada de una funcion compuesta (g o f).

Proposiciéon 1.1.10. (Regla de la Cadena)/3, pdg. 208/

Sean I, J intervalos enR, g : I — R, f: J — R funciones tales que f(J) C I
y sea x, € J. Si f es derivable en x,, y g es derivable en f(x,), entonces la
funcion compuesta (g o f) es derivable en x,, y

(g0 f) (o) = g'(f(xo)) - f'(,).

1.2. Valores Maximos y Minimos

Una aplicacién importante de la derivada es determinar dénde una fun-
cion alcanza sus valores méaximos y minimos, en realidad, en célculo hay
dos significados de la palabra “méaximo”, y se distingue mediante los adje-
tivos absoluto y relativo. En esta secciéon veremos los valores extremos
relativos, extremos absolutos y el Teorema del Valor Extremo.

Definicién 1.2.1.

a) Sea x, € R. Entonces la e-vecindad de x, es el conjunto Vo:={x € R :
|z — x,| < €}.

b) Sea A C R y supongamos que z, € A, z, se llama punto interior de A
si existe v > 0 tal que B(wo;7) C A. Elinterior de A, denotado por int(A)
0o A es el conjunto de los puntos interiores de A.

Definicion 1.2.2. Sea f : I — R una funcion.

a) [ tiene un valor maximo relativo (o local) en x, € I si existe una
e-vecindad V := V (z,) de z, tal que f(x) < f(x,) para x € VN 1.



b) f tiene un valor minimo relativo (o local) en z, € I si existe una
e-vecindad V' := V. (z,) de x, tal que f(x,) < f(z) parax € VN I.

Observacion 1.2.3. Se dice que la funcién f tiene un extremo relativo
(o local) en z,, si tiene un maximo relativo, o bien, un minimo relativo en
Zo.

Teorema 1.2.4. [3, pdg. 216/

a) Sean f : I — R una funcion, z, € int(I), en el que f tiene un extremo
relativo. Si la derivada de [ en x, existe, entonces f'(x) = 0.

b) Sean f : I — R una funcion y supongamos que f tiene un extremo relativo
en un punto interior x, en I. Entonces f'(x,) =0 d f'(x,) no existe.

Observacion 1.2.5. El hecho que f’(z,) = 0 no implica la existencia de
méaximo o minimo local.

Veamos el siguiente ejemplo en donde el reciproco del Teorema 1.2.4 inciso
b) no es verdadero.

Ejemplo 1.2.6. Sea f: R — R la funcién definida como f(x) = 3.

Observamos que la derivada de f es f'(z) = 32% y f(0) = 0. La funciéon
f no tiene extremo relativo en 0 ya que para cualquier § > 0, 1 <0y x9 >0
tal que 1, xo € (—9,9) que cumpla f(z1) < f(0) =0y f(xz2) > 0= f(0).

Definicion 1.2.7. Sea f: I — R una funcion.

a) f tienen un valor maximo absoluto en el intervalo I, si existe algin
nimero x, € I tal que, f(x,) > f(x), para toda x € I. El numero f(z,)
es el valor mdximo absoluto de f en el intervalo I.

b) La funcion f tienen un valor minimo absoluto en el intervalo I si
existe algin nimero x, € I tal que, f(z,) < f(x), para toda x € I. El
nimero f(x,) es el valor minimo absoluto de f en el intervalo I.
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Observacion 1.2.8. Un extremo absoluto de una funcién en un intervalo,
es un valor maximo absoluto o valor minimo absoluto de la funcién en el
intervalo. Una funcién puede o no tener un extremo absoluto en un intervalo.

Teorema 1.2.9. (Teorema del Valor Extremo)/16, pdg. 205/
Sea [ : [a,b] — R una funcion continua en |a,b]. Entonces existen x1,xy €
[aa b]? tal que f(xl) < f(l’) < f($2>7 para toda x € [CL, b]

1.3. El Teorema de Rolle y del Valor Medio

El Teorema del Valor Medio para derivadas es importante en calculo
porque muchas de las propiedades de las funciones pueden deducirse a partir
de él. Antes de establecer el Teorema del Valor Medio, examinaremos uno de
sus casos particulares, conocido como el Teorema de Rolle, a partir del cual
puede deducirse el teorema general.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Rolle)

Sea f :[a,b] = R una funcion continua en [a,b] y derivable en el intervalo
abierto (a,b). Si f(a) =0 = f(b), entonces existe al menos un punto x, en
el intervalo abierto (a,b) tal que f'(x,) = 0.

Demostracion. Consideremos dos casos.

Caso 1) f es una funcion constante.
Entonces f'(x) = 0 para toda = € (a,b); y por tanto para cualquier x, €
(a,b), la derivada f'(x,) = 0.

Caso 2) f es una funcién no constante.
Como f es continua en el intervalo [a, b], entonces por Teorema 1.2.9, existen
x1,%2 € [a,b], tal que f(x1) < f(z) < f(x2), para toda x € [a, b], observemos
que z; € (a,b) 6 x5 € (a,b).

i) Si x; € (a,b), como x; es un valor minimo absoluto, entonces es un
minimo relativo. Ademas, por ser f derivable en (a,b), se tiene que

f'(zy) = 0.

i1) Es andlogo a 1).



Como una consecuencia del Teorema de Rolle, se obtiene el muy impor-
tante Teorema del Valor Medio.

Teorema 1.3.2. (Teorema del Valor Medio)

Sea f : [a,b] = R una funcidn continua en |a,b] que tiene derivada en cada
punto del intervalo abierto (a,b). Entonces existe al menos un punto x, en
el intervalo abierto (a,b) tal que

1) = f()

fl@o) = b—a

Demostracion. Consideremos la funcion g : [a, b] — R definida como

o) = s~ [P0 s,

o) = s~ [T 00+ s
= (o) fa) =0

o) = 50 - [T =004 100
= )~ () - fa) + f(@)] =0,

por lo tanto, g(a) = 0 = g(b).

Observamos que ¢ es una funciéon continua en el intervalo [a, b] y derivable
en el intervalo (a, b), entonces aplicando el Teorema 1.3.1 a la funcion g, existe
z, € (a,b) tal que

g'(x,) = 0.

Observemos que la derivada de g(x) esta dada por:

J@) = s - 1O
Por lo tanto
ey~ SO 1@

b—a
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F(b) - f(a)

b—a
de f en [a,b], es decir, es el cociente de lo que aumenta f cuando la variable
x pasa de a a b dividido entre lo que ha aumentado la variable. Lo que dice el
Teorema del Valor Medio es que hay un punto en el intervalo donde la funcion
toma el valor medio de su pendiente. La importancia de este teorema es que
nos relaciona una magnitud global, la pendiente media, con una magnitud
local, la derivada en un punto.

La expresion puede interpretarse como la “pendiente media”

Observacion 1.3.3. La interpretacion geométrica del Teorema 1.3.2 es que
existe un punto en la grafica de la funcion y = f(x) en el que la recta tangente
es paralela al segmento de recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).

El Teorema del Valor Medio permite obtener conclusiones acerca de la
naturaleza de una funcién f a partir de la informacién sobre su derivada f’. El
teorema siguiente es de este tipo. Pero antes definiremos algunos conceptos.

Definicion 1.3.4. Sea f: I — R una funcion.

a) La funcion f es creciente sobre I si siempre que x, y € I yx <y, enton-
ces f(x) < f(y). Se dice que la funcion f es estrictamente creciente
en I siparax, y €l yx <y, entonces f(x) < f(y).

b) La funcion f es decreciente sobre I si siempre que z, y € I yz <
y, entonces f(x) > f(y). Se dice que la funcion f es estrictamente
decreciente en I si para x, y € I yx < y, entonces f(x) > f(y).

Teorema 1.3.5. [1, pag 228/ Sea f : [a,b] — R una funcion continua en
[a,b] y diferenciable en intervalo abierto (a,b). Entonces:

a) Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces f es creciente en [a,b].
b) Si f'(x) <0 para todo x € (a,b), entonces [ es decreciente en [a,b].

c) Si f'(x) =0 para todo x € (a,b), entonces f es constante en |a, b|.
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El Teorema de Darboux establece que si una funciéon f es derivable en
todos los puntos de un intervalo I, entonces la funciéon tiene la propiedad
del valor intermedio. Esto significa que si f’ asume los valores de A y B,
entonces también asume todos los valores que estan entre A y B. Resulta
notable que las derivadas, que no necesariamente son funciones continuas,
también poseen esta propiedad.

Teorema 1.3.6. (Teorema de Darboux) /3, pdg 224/
Sea [ :[a,b] = R una funcion. Si f es derivable en el intervalo cerrado |a, b]

y si k es un nimero entre f'(a) y f'(b), entonces existe al menos un punto
z, en (a,b) tal que f'(x,) = k.

Observacion 1.3.7. El Teorema de Darboux es una generalizacion del Teo-
rema del Valor Intermedio.

Recordemos que el Teorema del Valor Intermedio dice

Teorema 1.3.8. (Teorema del Valor Intermedio de Bolzano)

9, pag 82/

Sean [ : [a,b] = R una funcion continua definida en el intervalo [a,b], y =z,
un numero entre f(a) y f(b), existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = z.

Definicion 1.3.9. Sea f : I — R una funcion, decimos que f es Lipschitz
en I, si existe M > 0 tal que

| f(z)— fly) IS M |z —y| para toda z,y € I.

Teorema 1.3.10. Sea f : I — R wuna funcion diferenciable en I, si existe
M >0 tal que

| f'(x) |< M para toda x,y € I,

entonces f es Lipschitz.
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1.4. Derivadas de Orden Superior

Si f : I — R es una funciéon diferenciable en I, puede ocurrir que la
funcion derivada f’ sea derivable en algin punto x, del intervalo I,en este
caso diremos que f es dos veces diferenciable en x, y la derivada de f’en z,
seré denotada por f”(z,) y la llamaremos la segunda derivada de f en z,. Por
induccién se puede definir la derivada de orden n € N de una funcién f en un
punto x,, en este caso se denota como £ (x,). Igual que la derivabilidad de
una funcién en un punto permite aproximar la funcién mediante un polinomio
de grado menor o igual que uno, la existencia de la derivada n-ésima en un
punto dara lugar a una aproximaciéon ain mejor, mediante un polinomio de
grado menor o igual que n, llamado el polinomio de Taylor de la funcién f.

El Teorema de Taylor es un poderoso resultado que tiene miltiples aplica-
ciones, se puede considerar como una aplicaciéon del Teorema del Valor Medio
a derivadas de “6rdenes superiores”. En tanto que el Teorema del Valor Me-
dio relaciona los valores de una funcién con su primera derivada, el Teorema
de Taylor proporciona una relaciéon entre los valores de una funcién y sus
derivadas de 6rdenes superiores. La definicion formal es la siguiente.

Definicion 1.4.1. Si f tiene una derivada " en I, y f' es a su vez di-
ferenciable, representaremos su derivada como f” y la llamaremos sequnda
deriwada de f o derivada de sequndo orden. Continuando de este modo, ob-
tenemos funciones

f?f/?f”7 ///7"'7f(n)7

cada una de las cuales es la derivada de las precedentes. A f™ se le llama
derivada n-ésima o de orden n de f.

Para que f(z,) exista en un punto z,, debe existir f™Y(z,) en una
vecindad de z, (o en una vecindad hacia un lado si x, es un extremo del
intervalo en el que esta definida f) y debe ser diferenciable en z,. Como ha
de existir f"~V(x,) en una vecindad de z,, f"~? debe ser diferenciable en
esa vecindad.

Teorema 1.4.2. (Teorema de Taylor) /9, pdg. 120]
Seann € Ny f : I — R una funcion, tal que f y sus derivadas f', f", ..., f*=Y
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existen en I y tal que f™ V) es derivable en xz, € I. Sea

f”(xo)
2!

pa(x) = f(20) + f(w0)(x — 2,) + (x—x,)? 4 ...+ —2

entonces



Capitulo 2

La Derivada Simétrica

2.1. Definicién de Derivada Simétrica

Graficamente podemos observar que la interpretacion de la derivada y la
derivada simétrica parecieran ser las mismas (Ver figura 2.1), pero mostra-
remos que desde el punto de vista analitico ambos conceptos no son equiva-
lentes, es decir, que la derivada simétrica no cumple con algunas propiedades
de la derivada.

En esta seccion hablaremos de la derivada simétrica, daremos su definicién
y analizaremos la relaciéon que tiene con la derivada.

Definicion 2.1.1. Sean I C R un intervalo abierto, x € I y f : I — R una
funcion, se dice que f tiene derivada simétrica en z, s

o Hw ) = fa—h)

existe.
h—0 2h

A este limite lo denotaremos como fl(z).

Observacion 2.1.2. A la derivada simétrica también se le conoce como la
derivada de la Vallée Poussin o derivada de Peano simétrica.

Obsevemos que, debido a la simetria en el numerador del cociente que apa-
rece en la definicién de derivada simétrica, basta considerar que el siguiente

13
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limite
o fe ) = [ —h)

existe.
h—0+ 2h

(1ch )

(rth f(x+h)

'
i 1

; T T
. W xh X X+h

Figura 2.1: Representacion grafica de la derivada y derivada simétrica, res-
pectivamente.

Observacion 2.1.3. Si una funcioén es simétricamente diferenciable en todo
los puntos del intervalo, entonces diremos que tiene derivada simétrica en ese
intervalo.

2.2. Relacion con la Derivada

Teorema 2.2.1. Sean f : I — R una funcion y x, € I. Suponemos que
fi(zo) y fr(z,) existen, entonces f tiene derivada simétrica en x,, y

Demostracion. Por hipotesis existen f)(z,) vy f'(z,). Veamos que existe
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fi(z,). Tomemos

f(@o+h) — flzo—h)

hlgél+ 2h - hll>0+ 2h
1 _
1 freth) )
2 h—0+ h
’ f('ro_h)_f(‘ro>
-1
+ 2 hi%a —h
_ f-/|-($0) + fL ()
2 )
por lo tanto

LEL reciproco es verdadero?, es decir, ;Si existe la derivada simétrica
fi(z,); entonces existen las derivadas f)(z,) y f(x,)? La respuesta es no,
para eso veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la funciéon f : R — R definida como
1

xsen—, si x #0,
x

0, si x=0.

Examinemos si la funciéon f tiene derivada simétrica en 0.

R (U ) el A (U

h—0 2h

. hsin(3) — hsin(
= lim

h—0 2h

= limO0
h—0

= 0.

=
~—
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Por lo tanto la derivada simétrica de f en cero existe y es igual a cero.

Veamos ahora que f no tiene derivada por la derecha en cero.

f(O+h) — £(0)

! — 1/
FO ==
~ h sin(%)
h—0+ h

= lim sin(-
h—07+ (h)’

pero este limite no existe en cero. Por lo tanto f no tiene derivada por la

derecha en el punto 0, analogamente se hace para la derivada por la izquierda

en el punto cero.

Teorema 2.2.3. Sean f : I — R una funcion y x € I. Si f es diferenciable
en x, entonces f es simétricamente diferenciable en x. Mds ain,

f'(@) = filx).

Demostracion. Como f tiene derivada en x, entonces f y f’ existen y son
iguales, asi por Teorema 2.2.1 se cumple que la derivada simétrica de f existe
en z y ademas f.(x) = f'(z).

|

El reciproco de este teorema no es verdadero, es decir, si f tiene derivada
simétrica en un punto no necesariamente tiene derivada en ese punto, una
muestra de ello es el ejemplo 2.2.2; otro ejemplo es el siguiente:

Ejemplo 2.2.4. Consideremos la funciéon f : R — R definida por f(z) =| z |
(Ver figura 2.2), esta funcion tiene derivada simétrica en cero, pero no tiene
derivada en cero.

Veamos que la funciéon no tiene derivada en el punto cero.

+ =

h—0t h
=1
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f.(0) = lim [0+h]=]0]

h—0— h
= —1

de (2.1) y (2.2) se concluye que f no tiene derivada en cero.

Ahora analicemos qué ocurre con la derivada simétrica en el punto cero.

fO+h)—fO—-h)

/ - ,
T U el Bd
=
= im0
h—0
= 0.
Por lo tanto f es simétricamente diferenciable en 0.
Ay
«— _—»
-h h

Figura 2.2: Gréafica de la funcion f(z) = |z| y grafica de la recta tangente a
esta funcion en el punto (0,0).

Observacion 2.2.5. Al generalizar la definicién de derivada a derivada simé-
trica se pierden algunas propiedades de la derivada como son: la continuidad,
y la suavidad de las curvas y el Teorema del Valor Medio, entre otras.

Sabemos por nuestro conocimiento de la derivada que cada funcién dife-
renciable en un punto es continua en ese punto. Ahora nos preguntamos si
lo mismo es cierto para una funciéon con derivada simétrica.
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Ejemplo 2.2.6. Sea f : R — R una funcion definida por

1
x?’

si x #0,
flz) =
0, si z=0.

Esta funcion tiene derivada simétrica en cero. Para ver esto, estudiemos
el siguiente limite

£y = i JOER=S0-1)
1 1

o B2 B2
= Jm

= limO
h—0

= 0.

1
Por tanto f(x) = — es simétricamente diferenciable en @ = 0, pero no

es continua en cero. Este ejemplo ilustra que una funcién discontinua en un
punto puede tener derivada simétrica en ese punto. Como sabemos esto no
ocurre con las funciones diferenciables.

Definicion 2.2.7. Sea f : R — R una funcion. Decimos que f es una
funcioén par si satiface que f(x) = f(—x), para todo x € R.

Observacion 2.2.8. Las funciones de los Ejemplos 2.2.2, 2.2.4 y 2.2.6 son
funciones pares.

Teorema 2.2.9. Sea f : R — R una funcion par. Entonces f tiene derivada
simétrica en el punto 0.

Demostracion. Como f es una funcion par, se tiene que f(h) — f(—h) =0,

luego fh) —fzh) _ 0 entonces limy, HOW

57, 57 = 0, es decir
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fi(x) = 0.
n

El siguiente ejemplo nos muestra que la funcion de Dirichlet tiene derivada
simétrica para cada punto en los racionales pero no para cada punto en los
irracionales.

Ejemplo 2.2.10. Sea f : R — R la funcién de Dirichlet definida por

1, si xe€Q,

0, si xzel

Veamos que efectivamente existe la derivada simétrica para = € Q.

SiheQ, entoncesx+heQyax—heqQ.

Sih el entonces x +h € Iy z — h € I, entonces en cualquier caso

f@+h)— flz—h)
2h

= 0.

Asi

o F@ ) = fla— 1)

h—0 2h =0

Por lo tanto la derivada simétrica de f existe en x y es igual a 0.
Ahora veamos que f no tiene derivada simétrica para z € 1.

Como Q es denso en R, existe una sucesion {¢,} de nimeros racionales
tal que lim,, ., ¢, = x. Sea h,, = ¢, — x, entonces lim,, .. h, =0y h, € L.
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Entonces

= lim —.
hlg(l)2hn

Pero este limite no existe. Luego f no tiene derivada simétrica en x.

En los siguientes ejemplos presentamos dos funciones que tienen discon-
tinuidad de salto finito en un punto, es decir que los limites laterales derecho
e izquierdo existen y son distintos. El primer ejemplo no tiene derivada si-
metrica en el salto y el segundo tiene derivada simetrica en el salto.

Ejemplo 2.2.11. Sea f : R — R la funcién definida por

1, s x>0,

Esta funciéon tiene un salto de discontinuidad finito en 0 y no tiene deri-
vada simétrica en cero, como veremos a continuacion

pero este limite no existe.
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Ejemplo 2.2.12. Sea f :[—1,1] — R la funcion definida por
r+1, si zel[-1,0],
x, st x€]|0,1].

Esta funcion tiene un salto de discontinuidad finito en 0, tiene deriva-
da por la derecha y por la izquierda, entonces por Teorema 2.2.1 existe la
derivada simétrica.

2.3. Algebra de Funciones Simétricamente Di-
ferenciables

A continuacién presentaremos el “comportamiento” de la derivada simé-
trica con respecto a las operaciones algebraicas de funciones y la composicion
de funciones.

Teorema 2.3.1. (Algebra de derivadas) Sean f,g : I — R funciones
simétricamente derivables en x, € I, y a un escalar. Entonces

a) La funcion f £ g es simétricamente derivable en x, y
(f £9)i(@0) = fi(xo) & gi(zo).
b) Si o € R, entonces la funcion af es simétricamente derivable en x, y

(f)i(wo) = afi(wo)-

Demostracion.

a) (f+g)i(x,) = lim (f £9)(@o+h) = (f £9)(xo = h)

h—0 2h

i S @0t B) £ g(@o 1) — [f(x0 = h) £ glz, — h)]
h—0 2h

= lim f(x'a‘i_h)_f(l’o_h) :I:h,mg(l'o—f-h)—g(l'o_h)
h—0 oh Jm oh

= fu(@o) £ gi(,).



22

h—0 2h
— 1 af(xo+h)—af(xo—h)
0 2h
— im f(xo+h)_f(xo_h)
h—0 2h
— olim f(xo+h)_f(xo_h)
h—0 2h
= S,(IO)

Sin embargo, la regla del producto no se cumple para funciones simétri-
camente diferenciables como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos las funciones f, g : R — R definidas como

fo)=e v gt =cos(1).

X

Estas dos funciones son pares, por lo tanto tienen derivada simétrica en
0, sin embargo el producto no tiene derivada simetrica en 0, como veremos a
continuacion.

SO+ h)g(0+h) —[f(0—h)g(0—h)]

(f9)5(0) = lim

h—0 2h
i S g(R) — [f(=h)g(=h)]

h—0 2h
i hcos(%)—[—hcos(—%)]
o 2h

/ hcos(%) +hcos<—%>
= lim

h—0 2h

h cos (%) ~+h cos (%)

=1
hlgtl) 2h
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Es decir,

2h cos (%) )
(f9).(0) = lim ———— = lfm cos (E)

h—0 2h h—0

Observemos que este limite no existe, asi por tanto (fg), no existe en
el punto 0. Pero si agregamos la condiciéon de que ambas funciones sean
continuas se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.3.3. Sean f,g : I — R dos funciones con derivada simétrica y
continuas en el punto x,. Entonces la funcion fg tiene derivada simétrica en

To Y

(fa)s(xo) = [1(20)9(0) + gi(0) f (o)
Demostracion.

(f9)s(xo) = lim (f9) (o + h) — (fg)(xo — h)

h—0 2h
oy Lo+ Mg(wo £ h) — flwo — h)g(xo — 1)
h—>0 oh
= lim f(‘mo + h)g(xo + h) - f(l'o — h)g(xO + h)
0 oh
. f(xo —h)g(zo+ h) — f(zo— h)g(z, — h)
2h
o h - o h
I LSS SR
ot h)—glx,—h
* }Eé{g( e e, - h)]
ot h)—f(zo—h
- }lzlg(l) fleat )th(ﬂf )9(%)
. g(zo+h) — g(z, — h)
+ }1zl—>0 2h f(z,)

Otra regla que no se cumple para funciones simétricamente diferenciables
es la Regla de la Cadena, para esto veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.3.4. Sean f, g : R — R dos funciones definidas por,
1

rxsin—+x, si x#0,
x
0, si x=0.

y g(x) = |z|.

Estas dos funciones tienen derivada simétrica en (. Sin embargo, la fun-
cién composiciéon no tiene derivada simétrica en 0 como lo veremos a conti-
nuacion. Veamos que la composicion de estas dos funciones,

1
| zsin—+az |, si z#0,
G(x) = (go f)(z) = g(f(x)) = .
0, si =0,
no tiene derivada simétrica en 0.
Sea h > 0,
G(h) — G(—h) B | hsin(%) +h|—| —hsin(—%) —h|
2h N 2h
_ | Alsin(g) + 1] | — | h[=sin(—5) — 1] |
2h
h{|sin(%)+1 | — | sin(}—ll)—l ]
- oh
_ | Sin(%) +1]—| Sin(%) -1 | (2.3)
2
) 1
Consideremos {hn = —} . Entonces h,, — 0, cuando n — oo, luego
nm neN

de (2.3) se tiene:

G(hn) — G(=hy)  |sin(nm) + 1] —|sin(nr) — 1|
2h,, N 2
NI
2

0,
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por lo tanto,

G(hn) B G(_hn)

Ii = 0. 2.4
B T (2.4)
. 2
Ahora consideremos {hn = —} . Entonces h,, — 0, cuando
(dn+1)m )

n — 00, luego de (2.3) se tiene:

_y | sin((4n+ 1)w) + 1| — | sin((4n+ 1)7) — 1 |
~ h50 2
141 = 1-1|
= lim
h—0 2
=1,

por lo tanto,

n—00 2h,,

=1. (2.5)

Luego de (2.4) y (2.5) se concluye que G no tiene derivada simétrica en

2.4. Derivadas de Orden Superior

Asi como el concepto de derivada de orden n de una funcién admite varias
generalizaciones, también el concepto de derivada simétrica de orden n de una
funcion admite varias generalizaciones. En esta seccion veremos dos de ellas
y para el caso de orden dos. El caso general se realiza de manera analoga y
no lo haremos en este trabajo.

En esta secciéon presentaremos dos conceptos de segunda derivada simé-
trica de una funcién, veremos que no son equivalentes, su relaciéon con la
segunda derivada y algunas propiedades que tienen éstas.

Definicion 2.4.1. Sean I C R un intervalo abierto, x, € I y f : I - R
una funcion. Decimos que f tiene sequnda derivada simétrica en x,, si

l{im f(xo + h) + f(xo - h) B 2f(x0)
h—0 h?

existe. (2.6)
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A este limite lo denotaremos como f!(z,).

El limite (2.6) se le conoce como segunda derivada simétrica, segunda
derivada de Riemann o segunda derivada de Schwartz.

Teorema 2.4.2. Sean I un intervalo abierto, x, € I y f : I — R una
funcion. Si f"(z,) existe, entonces la seqgunda derivada simétrica existe y

(o) = }lll_rf(l) flzo+h) + f(z;) —h)—2f(z,)

Demostracion. Sean x =x,+h y x =x,— h.

Aplicando (1.3), con n = 2 tenemos que:

Pl + 1) — fla) — hi(e,) — o fr(e)

}llig(l) e =0, (2.7)
Yy
h2
) f(xo—h) — f(x,) — hf'(x,) — af”(IO)
}lg% e = 0. (2.8)
De (2.7) y (2.8) se sigue que
lm f(xo+h) + f(xo—h) —2f(z,) — th”(xo) —0,
h—0 h?
entonces
}1};0 f(xo + h) + f(z; _ h) - Q.f(xo) - f”(xo) _ 07
asi
(a) = tig L S 1) 220 )
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Definicion 2.4.3. Sea f : R — R wuna funcion. Decimos que f es una
funcion impar si satiface que f(z) = —f(—x), para todo x € R.

Ejemplo 2.4.4. Si f es una funcién impar, entonces f tiene segunda derivada
simétrica en el punto 0.

Ejemplo 2.4.5. Sea f : R — R una funcién definida por
22, si x>0,

—22, si x<0.

Es facil demostrar que esta funciéon es impar, por lo tanto tiene segunda
derivada simétrica en cero, pero no existe la segunda derivada en cero, ya
que la primera derivada esta dada por,

2¢, st x>0,
fi(z) =
—2x, si x<0.
Esta funcién no es diferenciable en cero. De acuerdo a la definicién 1.4.1
del Capitulo 1, es natural definir la segunda derivada simétrica como:

Definiciéon 2.4.6. Sean I un intervalo abierto, x, € I y f : I — R simétri-
camente diferenciable en I. Decimos que f tiene sequnda derivada simétrica
en x,, y lo denotaremos por f!(x,), si

" R f;($0+h)_f;(x0_h)
Jawo) = Jim 2h

existe. (2.9)

Observemos que la existencia de (2.6) no implica la existencia de (2.9),
ni la existencia de (2.9) implica la de (2.6). Para esto veamos los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 2.4.7. Sea f : R — R la funcién definida por

1, si x>0,
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Esta funcion no tiene segunda derivada simétrica en el sentido de (2.9)
en el punto 0, ya que no existe f/(0), como veremos a continuacion

o f) = f(=h)
h—0 2h

pero este limite no existe.

Ahora veamos que ésta si tiene segunda derivada simétrica en el sentido
de (2.6) en el punto 0.

f(h) + f(=h) —2f(0)
h—0 h?

e 1-1-0

= fn e

0

= lim —
h—0 h2

=0.

Ejemplo 2.4.8. Consideremos la funciéon f : R — R definida como

2, si x#0,

flz) =
0, si z=0.

Veamos que [ es simétricamente diferenciable en cero.

vy e fS(O+h) = f(0—h)
_ oy 2—2
— W on

por lo tanto f(0) = 0. Para « # 0, fi(z) = 0. De este hecho, se sigue que
f tiene segunda derivada simétrica en el sentido de (2.9) en el punto 0, sin
embargo no tiene derivada simétrica en 0 en el sentido de (2.6), ya que
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lim f(h) + f(=h) = 2/(0) = lim i no existe .

h—0 h2 h—0 h2

En el siguiente teorema, la definiciéon de segunda derivada simétrica la
tomamos en el sentido de la definicion (2.6).

Teorema 2.4.9. Sean f : (a,b) — R una funcion y z, € (a,b). Si f tie-
ne sequnda derivada simétrica en x, y un mdximo local en x,, entonces
fi(x,) <0.

Demostracion. Como f tiene un méaximo local en x,, existe r > 0 tal que
(xo — 1,20 +7) C (a,b) y f(z,) > f(x), para cada = € (x, — 1,2, + 7). Sea
|h| < 6. entonces

f(xo+h) Sf(xo) Yf(xo_h) Sf(ajo)a
entonces,
f(xo+h>+f<xo_h>_2f(xo)
72
De esta ultima desigualdad y del hecho de que f/(z,) existe, se tiene que
f(z,) <0.

<0.
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Capitulo 3

Teorema de Rolle y Teorema del
Valor Medio

El Teorema del Valor Medio de Lagrange es un resultado muy importante
en el Analisis. Joseph Lagrange (1736 — 1813) present6 su Teorema del Valor
Medio en su libro “Theorie des funciones analytiques” en 1797. Se recibi
con un mayor reconocimiento cuando Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857)
demostré su Teorema del Valor Medio en su libro “Fquationnes differentielles
ordinaire”. La mayoria de los resultados en el libro de Cauchy se establecieron
mediante el Teorema del Valor Medio. Desde el descubrimiento del Teorema
del Valor Medio de Lagrange, numerosos trabajos han aparecido directa o
indirectamente relacionados con el Teorema de Lagrange.

En esta seccion, se establece un Casi-Teorema del Valor Medio (en el sen-
tido de Lagrange) para las funciones con derivada simérica. Demostraremos,
ademas, que toda funcién continua cuya derivada simétrica tiene la propiedad
de Darboux obedece el Teorema del Valor Medio de Lagrange.

El Teorema de Valor Medio Clésico no es cierto para derivadas simétricas
como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.0.10. Consideremos la funcion f : R — R definida como f(z)=|z|.
Esta funciéon no satisface el Teorema del Valor Medio en el intervalo [—1, 2]
(ver figura 3.1), si se considera a la derivada simétrica en lugar de la derivada.

X .
f/(x): %7 Slx#07
0, six =0.

31
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La pendiente de la recta secante que une los puntos (—1,1) y (2,2) de la

grafica de f es:
f@2)—f(=1) 1

3 S
1 . . )
y 3 no pertenece a la imagen de la funciéon f, ya que la imagen de f es el

1
conjunto {0, —1, 1}, es decir, no existe z € |-1,2] tal que fl(x) = 3

fs(x)=-1 fs(x)=1

/ 2,2)
-1,2)) :

< . . fs(x)=0

< » X

Figura 3.1: Gréfica de una funcién que no cumple con el Teorema del Valor
Medio para la derivada simétrica.

3.1. Un Casi-Teorema del Valor Medio para la
Derivada Simétrica

Esta seccion es la parte central de esta tesis, ya que estableceremos un
Casi-Teorema del Valor Medio para funciones con derivada simétrica.

El siguiente lema debido a Aull [2] se usa en la prueba del llamado Casi-
Teorema del Valor medio.

Lema 3.1.1. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y simétrica-
mente diferenciable en (a,b).

a) Si f(b) > f(a), entonces existe n € (a,b) tal que

fi(n) > 0.
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b) Si f(b) < f(a), entonces existe £ € (a,b) tal que

fi(¢) <o.

Demostracion. Suponemos que f(b) > f(a), sea k un nimero real tal que
fla) < k < f(b). Consideremos el conjunto A = {z € [a,b] | f(z) > k}.
A esta acotado inferiormente por a, ademas como es un subconjunto de R
distinto del vacio, ya que b € A, entonces tiene infimo, digamos 7. Primero
probaremos que 7 es distinto de a y b, como 7 es el infimo de A, existe una
sucesion {x,} de elementos de A que converge a 7, luego como f es continua
ennyz, €A, (ne€N), entonces f(n) > k, por lo tanto n > a. Como f es
continua en by f(b) > k, existe § > 0 que cumple

size (b—0,byx € la,b], entonces f(z) > k.
Sea z € (b—0,b] y x € [a,b), entonces x € Ay por lo tanto n < x < b.

Sea (n —r,n+ r) una vecindad de 7 contenida en [a, b].

Ahora probaremos que f.(n) > 0. Lo haremos por contradiccién. Como
fi(n) <0, existe r > ry > 0 tal que si 0 < h < 71, entonces

f(n+h)—fn—nh)
oh

Para cada, 0 < h < rq, se tiene que

Fn—h) < k. (3.2)

Para cada 0 < h < rq, existe 0 < hy < rq, tal que

< 0. (3.1)

n+hy € A, es decir, f(n+ hy) > k. (3.3)

De (3.2) y (3.3)

fly+ )~ Fn =) _
2h -
Lo cual es una contradiccion con (3.1).
Analogamente se demuestra que si f(a) > f(b), entonces existe £ € (a,b)

tal que f}(&) <0.
|
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3.2. Teorema de Rolle

El siguiente Teorema de Aull [2] es considerado como una version del
Teorema de Rolle para funciones simétricamente diferenciables.

Teorema 3.2.1. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y simétri-
camente diferenciable en (a,b). Supongamos que

fla) = f(b) =0,

entonces ezisten n y £ € (a,b) tal que

filn) >0y fi¢) <o.

Demostracion. Si f = 0, entonces el teorema es obviamente cierto. Por tanto
asumimos que f # 0. Como f es continua y f(a) = f(b) = 0, existen puntos
r1y xo tal que

fla1) >0y f(aa) <0 (3.4)
f@g<o:f@g>o (3.5)
f@g>o:f@g>o (3.6)
f@1<0;ﬂ@)<0 (3.7)

Si la inecuacion (3.1) es verdadera, entonces aplicando el Lema 3.1.1 a f
en el intervalo [a, x1] se obtiene

fi(n) >0,
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para algin z, € (a,x1) C (a,b). De nuevo aplicando el Lema 3.1.1 a f en el
intervalo [a, x2], obtenemos

fi&) <0,
para algtn y, € (a,x3) C (a,b).
Los otros casos pueden ser manejados de manera similar y asi la prueba

del teorema esta completa.
|

Ahora, una vez demostrado el Lema 3.1.1 y el Teorema 3.2.1, podemos
demostrar el Casi-Teorema del Valor Medio para funciones simétricamente
diferenciables.

Teorema 3.2.2. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y simétri-
camente diferenciable en (a,b), entonces existen n y & in(a,b) tales que

F) ~ fla) _

filn) £ = —

Demostracion. Consideremos la funciéon g : R — R definida como

La derivada simétrica de g(x) esta dada por:

fb) - fla)

95(2) = filw) = =—

Veamos que se cumplen las condiciones del Teorema 3.2.1
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Aplicando de nuevo el Teorema 3.2.1 a g en el intervalo [a, b] obtenemos:

o) = 1)~ 1O =D 5
(o) =19 - 0= <
es decir )
fan) = 1) = /la) l)): i(a),
e < 1O
entonces
fim < PO gy
[ ]
yll

(b.f(b))

(a,f(a))

a B g b
Figura 3.2: Tlustracion del Teorema 3.2.2

Observemos que el Teorema 3.2.2 es andlogo al Teorema del Valor Medio
para funciones simétricamente diferenciables. Una pregunta “Natural” que
surge es, ;Qué condiciéon o condiciones deben ser impuestas a la funcién f
o a la derivada simétrica de f o a ambas para que el Teorema del Valor
Medio se cumpla para funciones con derivada simétrica? La respuesta a esta
pregunta es, que si la derivada simétrica de f tiene la Propiedad de Darboux,
entonces se obtiene dicho teorema.
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Definicion 3.2.3. Sea f : [a,b] — R wuna funcion. Decimos que f tiene la
propiedad de Darboux si para cualesquiera n y & € [a,b] y un nimero k entre
f(n) v f(€), se tiene que existe un nimero vy entre n y & tal que

k= f(7).

En el siglo XIX, algunos matematicos, creian que la propiedad de Darboux
era equivalente a la propiedad de la continuidad. En 1875, Darboux mostro
que esta creencia no estaba justificada. Se puede demostrar que una funcion
que tiene la propiedad de Darboux puede ser discontinua en todas partes.
Ademés, también sabemos que si una funcién es diferenciable en un intervalo
cerrado, entonces la derivada tiene la propiedad de Darboux, sin embargo
es falso que si una funcién tiene derivada simétrica en un intervalo cerrado,
entonces la derivada simétrica tenga la propiedad de Darboux, un ejemplo
de este hecho es la funcién valor absoluto en un intervalo cerrado.

3.3. Teorema del Valor Medio

Como ya hemos mencionado la Propiedad de Darboux, ahora podemos
enunciar el Teorema del Valor Medio para funciones simétricamente diferen-
ciables.

Teorema 3.3.1. Sea f : [a,b] — R una funcion continua y simétricamente
diferenciable en (a,b). Si f. tiene la Propiedad de Darbouz, entonces existe

v € (a,b) tal que:
i) = T = 1Ma)

Demostracion. Por hipotesis, sabemos que f es continua en [a, b] y simétrica-
mente diferenciable en (a,b), entonces por el Casi Teorema del Valor Medio,
existen n y £ € (a,b) tal que:
fb) — fla
iy < =@ <y
—a
f(b) — f(a)
b—a

y como f! tiene la Propiedad de Darboux, para k = existe un

nimero 7 entre n y € tal que k = fI(v), por lo tanto

i = 1O =0
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3.4. Aplicaciones del Teorema del Valor Medio

Ahora veremos que la derivada simétrica no tiene la siguiente propiedad:
si fI =0, en un intervalo abierto I, entonces f es constante en I. Para esto
veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.1. Sea f : R — R una funcién definida como
1, si x#0,

3, si x=0.

Calculemos su derivada simétrica, primero en 0

33
~ 0 2h

— i 0
~ 0 2n

=0.

Para x # 0, la derivada simétrica de f en x es 0, ya que f tiene derivada
0en z.

Por lo tanto la derivada simétrica de esta funciéon es igual a cero en
cualquier intervalo que contenga al 0 , pero no es una funcién constante.

Ahora nos podemos preguntar lo siguiente: ; Qué condiciones debe cumplir
la funcién f para que su derivada simétrica sea igual a cero en un interva-
lo abierto I, entonces la funcién sea constante en I? El siguiente teorema
proporciona condiciones suficientes para que esto ocurra.
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Teorema 3.4.2. Sea f : [a,b] — R wuna funcion continua en |a,b] y si-
métricamente diferenciable en (a,b). Si f. = 0, entonces f es una funcion
constante en [a,b].

Demostracion. Sea x1 y xo € [a,b], con 1 < x9; como f es simétricamente
diferenciable en (a, b) y continua en [a, b], entonces por Teorema 3.2.2, existen

ny &€ (x1,22) tal que

o lo que es lo mismo

fom)(we — 21) < fg) — f(21) < fiE) (w2 — 1) (3.8)

Dado que f!(z) = 0 para toda x, entonces f.(n) =0y f.(§) =0, de (3.8)
se tiene que f(x1) = f(z2).

Por consiguiente, f tiene el mismo valor en dos ntimeros cualesquiera x;
y xo € [a,b]. Esto quiere decir que f es constante en [a, b]

Proposicion 3.4.3. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en |a,b] y
simétricamente diferenciable en (a,b). Entonces

a) Si fi(z) >0 para cada x € (a,b), entonces f es creciente en ese inter-
valo.

b) Si fli(x) < 0 para cada x € (a,b), entonces f es decreciente en ese
intervalo.



40

Demostracion. a) Sea x1y x5 € (a,b), con x1 < xo; como f es simétricamente
diferenciable en (a, b) y continua en [a, b], entonces por Teorema 3.2.2 aplicado
a la funcion f, existen ny £ € (x1,2z3) tal que

entonces

fim)(xe — 21) < flag) — f(21) < fil&) (w2 — 21). (3.9)

Como fi(x) > 0 para toda x, y o1 < 3, entonces f.(n)(xe —x1) >0y
usando la parte izquierda de (3.9) se tiene que f(zg) > f(x1).

Asi la funcion f es creciente en (a,b).
La demostracion del inciso b) es similar.
[ |

El siguiente ejemplo muestra que no se cumple el Teorema 1.2.4 para
funciones simétricamente diferenciables.

Ejemplo 3.4.4. Sea f : R — R una funcion definida como f(z) = x— | 2z |.

Observemos que
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Veamos la derivada simétrica de f en el punto cero.

/ ’ f(0+h>_f(0_h)
=1
1:(0) = lim, o
o S = SR
h—07t 2h
. —h+3h
= lim ——
h—0+ 2h
= lim %
oo+ 2R
=1.

Observemos que esta funcién es continua, asi que nos preguntamos §Si
existen algunas condiciones mas que le tengamos que agregar a la funcion
para que tengamos un terema analogo al Teorema 1.2.47
Otra aplicacion del Casi Teorema del Valor Medio, es el analogo del Tereo-

rema 1.3.10.

Teorema 3.4.5. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y con
derivada simétrica acotada en (a,b), entonces f es Lipschitz en |a,b].

Demostracion. Como f! es acotada en (a,b) existe M > 0 tal que para cada
x € (a,b)

| folz) |< M. (3.10)

Sean z,y € [a,b], con x # y, por el Teorema (3.2.2) existen 7, £ entre z y
y tal que

fy) — f(z)

fi(n) < -

< fi(8). (3.11)
Asi de (3.10) y (3.11) se tiene que

| fly) = f@) |[<KM|y—x].
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Como las funciones simétricamente diferenciables no son necesariamente
diferenciables, la pregunta a seguir seria, ;Qué condiciones adicionales deben
ser impuestas a la derivada simétrica de una funciéon para que sea igual a
la derivada? En esta seccion mostraremos, por medio del Teorema del Valor
Medio, que si f y f! ambas son continuas en el mismo intervalo, entonces f
es diferenciable.

Teorema 3.4.6. Sea f una funcion continua y simétricamente diferenciable
en (a,b). Si f. es continua en (a,b), entonces f'(x) existe para cada x € (a,b)
Y

f'(z) = fi@).

Demostracion. Sea x € (a,b) elijamos h lo suficientemente pequena para que
a < x4+ h < b Como f.es continua en [a,b], por el Teorema 1.3.8 tiene
la Propiedad de Darboux. Ademas, como f es continua y simétricamente
diferenciable en (a,b), entonces por Teorema 3.3.1 existe v € (a, b) entre z y

x + h tal que
i) = TN T

Ahora aplicando el limite a ambos lados de la igualdad cuando h — 0 , y
sabiendo que el limite del lado izquierdo de la igualdad existe, obtenemos:

fi@) = f'(2).

Un resultado mas fuerte es el siguiente Teorema.

Teorema 3.4.7. Sean f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y x, €
(a,b). Supongamos que existe r > 0 tal que f es simétricamente diferenciable
en (xo — 1,2, + 1) y fl es continua en z,, entonces f'(xz,) existe y f'(z,) =

Jfolwo).

Demostracion. Sea € > 0, como f! es continua en x, existe 6 > 0 tal que si

x € (xy—1,2o+71)y |r— 12, <0, entonces
fi(z,) — e < fi(x) < fi(z,) +e. (3.12)
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Sea |h| < 4. Por 3.2.2 existen n y £ entre z, y x, + h tal que

ity < Lo W2 I gy (3.13

De (3.12) y (3.13) se tiene que

fi(z,) — €< f(wo + h]z — J{wo) < fi(zo) + e

Por lo tanto f'(x,) existe y f'(z,) = fi(x,).
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Conclusiones

En este trabajo presentamos y demostramos algunos resultados elementa-
les sobre la derivada simétrica tales como, la suma de dos funciones simétri-
camete diferenciables es de nuevo una funciéon simétricamente diferenciable.

Por otro lado, a diferencia de la derivada, la derivada simétrica no cum-
ple con la regla del producto, es decir con el Ejemplo 2.3.2 mostramos a dos
funciones simétricamente diferenciables cuyo producto no es una funcion si-
métricamente diferenciable. Sin embargo, si ambas funciones son continuas,
entonces el producto es simétricamente diferenciable, de manera similar, la
derivada simétrica, por medio del Ejemplo 2.3.4 no cumple con la Regla de la
Cadena, mostramos mediante el Ejemplo 3.0.10 que el Teorema del Valor Me-
dio no se cumple para funciones simétricamente diferenciables, demostramos
un Casi- Teorema del Valor Medio para la derivada simétrica, asi como algu-
nas aplicaciones de este, dimos condiciones necesarias para que tuvieramos
un Teorema del Valor Medio para la derivada simétrica y por tdltimo se pre-
sentaron condiciones suficientes para que una funciéon con derivada simétrica
tenga derivada y que ambas derivadas sean iguales.

45
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Perspectivas

Algunas perspectivas son las siguientes:
» Estudiar la derivada simétrica de funciones de varias variables.

» Estudiar la derivada simétrica de funciones que tiene como dominio a
los ntimeros reales y contradominio a un espacio normado.

= Aplicaciones de la derivada simétrica.
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