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Capitulo 1

INTRODUCCION

En topologia general nos encontramos, a menudo, con la cuestiéon de cémo un cierto espacio
estd ubicado o localizado en un espacio mas grande. Para darnos una idea, los hechos siguientes
son bien conocidos (vea [3]):

1.- Un espacio X es pseudocompacto si X es Gs—denso en su compactacion de Stone-Cech.

2.- Todo espacio Tychonoff X se puede ver como subespacio del espacio de todos los sub-
conjuntos cerrados de X con la topologia de Vietoris.

3.- El espacio C},(X) de funciones continuas real valuadas definidas en un espacio Tychonoff
es un subespacio de RX dotado con la topologia producto.

4.- Cualquier espacio Hausdorff puede considerarse un subespacio de su extensiéon de Kate-
tov.

Situaciones que involucran propiedades topolédgicas relativas se encuentran en topologia en
incontables ocasiones. Por ejemplo, varios resultados importantes sobre compacidad numerable
relativa fueron obtenidos por Grothendieck; ademas Tkachuk y Chigogidze analizaron la versién
relativa de la dimensién topoldgica (vea [3]).

La idea principal detras de la localizacion es la siguiente:

Con cada propiedad topolégica P uno puede asociar una version relativa formulada en
términos de la localizacion de Y en X de una manera tan natural que cuando Y coincide con

X, entonces esta propiedad relativa coincide con P.

VI



Consideremos, por ejemplo, la propiedad P = compacidad y tomemos la definicién siguiente:
Y C X, es compacto en X si toda cubierta abierta de X, admite una subcoleccién finita que
cubre a Y. En este caso, es evidente que si Y = X, la propiedad definida coincide con la nocién
compacidad.

La primera exposicién de propiedades topolégicas relativas fue dada en [5]; posteriormente
Gordienko, Dow y Vermeer obtuvieron un resultado importante sobre la version relativa de la
propiedad de Lindel6f, lo cual permitié resolver un problema planteado por Ranchin y el cudl
permaneci6 abierto durante muchos anos(vea [3]).

En 1996, Arhangel’skii, presenta un primer estudio sisteméatico sobre propiedades topoldgicas
relativas; haciendo énfasis en axiomas de separacién relativos y sobre propiedades relativas de
tipo compacidad (vea [3]). Sin embargo desde antes ya habia obtenido algunos resultados de este
tipo, en su trabajo, A generic theorem in the theory of cardinal invariants of topological spaces,
Arhangel’skii, donde presenta versiones relativas de varios teoremas importantes. En dicho
trabajo, Arhangel’skii, comenta que para obtener buenas definiciones relativas que permitan
verificar el cumplimiento de teoremas clasicos en versién relativizada se debe seguir la idea en
la definicién de la cardinalidad relativa (vea [2]); a saber:

Sea P una propiedad topoldgica hereditariamente cerrada. Diremos que Y tiene P en X
desde adentro, si todo subconjunto de Y, el cual es cerrado en X tiene la propiedad P.

En cualquier caso, la aproximacion desde adentro nos dota de invariantes cardinales relativos
bastante interesantes y naturales. Por ejemplo, se dice que Y es compacto (Lindel6f, normal)
en X, desde dentro, si todo subepacio cerrado de X, contenido en Y es compacto (es Lindel6f,
es normal, respectivamente). Asi, en general, L(Y, X) < k (el grado de Lindel6f de Y en X,
es menor o igual que k), si para todo A C Y, el cual es cerrado en X, L(A) < k. Esto tltimo
resalta la conexion entre relativizacién con una manera muy natural de explorar propiedades
topoldgicas en espacios: analizando la propiedad en subespacios pequenos de espacios para
determinar si el espacio la tiene, conocida como teorfa de reflejo. Hodel presenta en su obra [14]

un estudio panoramico sobre teoria de reflejo en funciones cardinales.



Capitulo 2

PRELIMINARES

2.1. Conjuntos

En esta seccién hacemos un breve recuento de algunos conocimientos de la teoria de conjun-
tos que seran ttiles en el desarrollo de este trabajo; con la finalidad de hacer, en la medida de
lo posible, que nuestra obra sea autocontenida. No obstante, los temas expuestos tanto en esta
seccién como en el presente capitulo se daran sin mucho detalle, pero con referencias para que
el lector interesado pueda adentrarse o profundizar en ellos. Para un estudio detallado sobre

teoria de conjuntos recomendamos [13], [17].

Definicién 2.1.1 Un conjunto « es un nimero ordinal (o simplemente un ordinal) si:
(i) « es transitivo (es decir, todo elemento de o es subconjunto de o),
(i) « es bien ordenado por la relacion de pertenecia restringida a o, que se define por

€a={(a,b):a € a,b€ a yacb}.

Se puede demostrar que todo elemento de un ordinal, también es un ordinal. Si a es un
ordinal, el conjunto a U {a}, se llama sucesor de v y es denotado a + 1 (se puede probar que
el sucesor de cualquier ordinal es un ordinal). Esto permite una clasificacién de ordinales: un
nimero ordinal «, es llamado ordinal sucesor si « = § + 1 para algin ordinal 8. En otro caso

« es llamado ordinal limite.



Denotemos al minimo ordinal limite distinto de cero como w. Los ordinales menores que w
(elementos de w) son llamados ordinales finitos o nimero naturales.
Para cada par de ordinales «, 5 definimos: a < 8 si y s6lo si « € 5. Es importante mencionar

que esta relacién posee los atributos de un buen orden.

Definicion 2.1.2 Un ordinal k, se llama ordinal inicial o cardinal, si k no es equipotente a

cualquier X\ € k (es decir, no existe una funcion inyectiva con dominio k y rango \).

Si k es un cardinal, denotamos ™, al menor cardinal mayor que x. Un cardinal de la forma
kT, se llama cardinal sucesor. Un cardinal limite es aquel cardinal que no es sucesor. De aqui

que, & es un cardinal limite si para todo cardinal A < k, AT < &.

Definicién 2.1.3 Una sucesion transfinita es una funcion cuyo dominio es un ordinal § y se

denota por (v, : p € 0). Ademds es llamada como una 0—sucesion o sucesion de longitud 6

Sea (7, : p € 0) una sucesién transfinita de ordinales de longitud 6. Decimos que la sucesién

es creciente si 7, < 7, siempre que p < 3 < 6.

Definicién 2.1.4 Sea 6 un ordinal limite, y sea (7, : p € 0) una sucesion creciente de ordinales

en . Decimos que la sucesion A = (v, : p € 0), es cofinal en , sino existe a < vy tal que A C «.

La cofinalidad de ~, denotada cf(7), es el menor ordinal limite, 6, tal que existe una
f—sucesién crecientela cual es cofinal en 7. Se puede ver que cf(7), siempre es un nimero

cardinal.

Definicién 2.1.5 Un cardinal infinito k es reqular si cf(k) = k; en otro caso, se dice que K es

un cardinal singular. Asi k es singular si cf(k) < k.

Es posible demostrar que todo cardinal sucesor e infinito es regular.

Sea E un conjunto. Denotamos, P(FE), al conjunto potencia de E, [E}S” es la coleccion de
todos los subconjuntos de F con cardinalidad < k, en el caso que se tenga [E]<“ se referird a
la coleccién de todos los subconjuntos de E con cardinalidad finita. Y finalmente [E]" denota

la coleccién de todos los subconjuntos de E con cardinalidad .



El siguiente teorema es de gran ayuda.

Teorema 2.1.1 Si k un cardinal infinito, entonces:
(@) |[s]=] = &,

(ii) si A es un cardinal tal que A\ < o, entonces ’[/{]O“ < KN y también,

[IQ]A’ < K.

2.2. Topologia

Si bien el presente trabajo de tesis requiere elementos bésicos tanto de teoria de conjuntos
como de topologia, a continuacién haremos una exposicién sencilla de las nociones de topologia

con las que trabajaremos, el lector interesado en el tema puede consultar [12].

Definicién 2.2.1 Un espacio topoldgico es un par (X,T), donde X es un conjunto y T una

coleccion de subconjuntos de X que satisface:
i) X,0eT
i) Uy Aa €T si Ag €T.

’L’LZ) m?:l Ai eT si AZ' eT

A los elementos de T les llamaremos abiertos y a T topologia para el conjunto X.

Cuando no exista confusién escribiremos sélo X para referirnos al espacio topoldgico (X, T).

Ejemplo 2.2.1 Sea X cualquier conjunto, la coleccion T = {X,0} es una topologia para X ;

ésta topologia es llamada topologia trivial o indiscreta.

Ejemplo 2.2.2 Si X es un conjunto, entonces la coleccion T = P(X) es una topologia en X ;

la coleccion T es llamada topologia discreta.

Ejemplo 2.2.3 Sea R el conjunto de los nimeros reales y T la coleccion de subconjuntos de R

tales que: U € T si y sdlo si para todo x € U, existen a,b € R tal que x € (a,b) C U, ademds

4



del conjunto vacio. Entonces T es una topologia en R. Nos referimos a T como topologia usual

de R y al par (R,T), el espacio real.

Ejemplo 2.2.4 Considérese en R la coleccion Ts formada por 0, R y todos los subconjuntos U
de R tales que U es union de intervalos de la forma [z,y). Ts es topologia para R, el espacio

(R, Ts) se conoce como Linea de Sorgenfrey. Denotaremos por Ky a tal espacio.

Ejemplo 2.2.5 S5i X es un conjunto no vacio, la coleccion:
T.={A C X : X\A es finito 6 X} es una topologia para X. La coleccion T, es llamada

topologia co-finita.

Ejemplo 2.2.6 57 X es un conjunto no vacio; la coleccion
T, ={AC X : X\A es numerable o todo X} U{D} es una topologia en X y se conoce como
topologia co-numerable.

Revisemos que T, es topologia:

(i) Inmediatamente de la definicion de T, se tiene que ), X € T.

(17) Sea {Ua}aes C T esto es, X\U, es numerable para todo o € J; puesto que
(X\UaesUa) = Naes(X\Ua) y dado que ey (X \Uy) es un conjunto numerable, |J,c; U €
T.
(tit) Sean Ai,..., A, € T. Sabemos que
X\ Ai=J(X\A4)
i=1 i=1

el cual resulta numerable por ser la union finita de conjuntos numerables.

De (i), (i) y (iii) se concluye que T,, es una topologia para X.

Definicién 2.2.2 Sea (X,T) un espacio topoldgico, diremos que A C X es cerrado si X\ A es

abierto.



La afirmaciones siguientes son el dual de la definicién 2.2.1 y la prueba se obtiene de las

leyes de De Morgan.
i') X y 0 son conjuntos cerrados.

it") ) Aq es cerrado si A, es cerrado para cada a.
aeJ

n

i1i') | A; es cerrado si A; es cerrado para i € {1,...,n}.
i=1

Definicién 2.2.3 Sea (X,T) un espacio topoldgico y A C X,

a) Un punto x € X, se llama punto clausura de A, si dado cualquier conjunto U abierto con

x € U, se tiene que UNA # .

b) Un punto x € X, es punto interior de A si, existe un abierto U, tal que x € U C A.

Sean (X, T) un espacio topolégico y A C X con A # (. Consideremos
F={FECX:ACEYyE es cerrado}; claramente F es no vacia pues X € F; luego, por la
afirmacion 4i') se tiene que ()F es un conjunto cerrado.

Anélogamente, si G = {E C X : E C A, con E abierto} tenemos que |JG es un conjunto

abierto, debido a (i) de la Definicién 2.2.1.

Definicion 2.2.4 Sea X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X .

a) La clausura de A, denotado por A o clx(A), es el conjunto A = F, donde F es la
familia {E C X : ACFE y E es cerrado}.

b) El interior del conjunto A es el conjunto

int(A) —A= UQ donde, G={E C X :ECA, con E abierto}.

o
Se observa inmediatamente de la definicion anterior que: A es el conjunto abierto mas grande

contenido en A y, que A es el cerrado méas pequeno que contiene a A.

Definiciéon 2.2.5 Sea X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.



i) La frontera de A es el conjunto Fr(A) = AN X\A = A\ int(A).

ii) Un punto x € X es llamado punto de acumulacion de A si xz € A — {x}. El conjunto de
puntos de acumulacion del conjunto A se llama conjunto derivado de A y se denota por

der(A) (o tambien A’)

i1i) Un punto x € X es aislado si el conjunto {x} es abierto en X.

Definicion 2.2.6 Sea X un espacio topoldgico

i) Una coleccion B de subconjuntos abiertos de X, es base para la topologia T de X, si para

cada x € X y cada abierto U de X que contiene a x, existe B € B tal que x € BCU

1) Una coleccion B, formada por abiertos que contienen al punto x es una base local de
x € X, si dado cualquier abierto U, tal que x € U, existe B € B, de tal manera que

reBCU.

Si B es base para la topologia del espacio X, nos referimos a los elementos de B como
basicos. Ademas, si B, es una base del punto x, se llama vecindad del punto x a cada elemento
BeB,.

Si la base no estd dada en forma implicita o en forma explicita, entenderemos por vecindad

del punto z, a cualquier conjunto abierto que lo contenga.
Ejemplo 2.2.7 Si (X, T) es un espacio topoldgico, T es base para T.

Ejemplo 2.2.8 Si (X,T) es el espacio discreto, entonces la coleccion B = {{z} : © € X} es

base para T'.

Ejemplo 2.2.9 Sea R el espacio real, entonces la coleccion

B={(p,q):p<qyp,qcQ} es base para R.

Ejemplo 2.2.10 Si (X,T;) es un espacio metrizable, las bolas By(x) ¢ B(z,r) forman una

base para Ty y las bolas centradas en cada punto forman una base local para cada punto.



Ejemplo 2.2.11 La coleccion B = {[zx,r):x <r, x € R yr € Q} es base para el espacio K.

Ademds, cada U € B es abierto y cerrado en K.

La importancia de las bases radica en el hecho de que con éstas se caracteriza a los abiertos
de un espacio, es decir, si B es base para la topologia T' de X entonces, U € T si, y sélo si para
todo z € U, existe B € Btal quex € BCU.

Asi, si B es base para alguna topologia T entonces U es elemento de T si se puede ver como
la unién de elementos de B.

También las bases se pueden emplear para caracterizar a los puntos de la clausura de un
conjunto. Sea B una base para el espacio topoldgico (X,T) y E un subconjunto no vacio de X.

Entonces x € E si y sélo si para todo B € B con = € B, existe y € BN E.

Proposicion 2.2.1 Sea X un conjunto no vacio. Una coleccion B de subconjuntos de X es

base para “alguna "' topologia en X si, y sélo si B satisface:

i) Para cada x € X, existe B € B, tal que x € B.

i) Six € By N By con By, By € B; existe By € B, tal que x € B3 C B; N Bs.

Demostracién. =) Se sigue de la definicién de base.

<) SeaT ={AC X : para todo x € A, existe B € B tal que, x € B C A}. A continuacién
probaremos que 7 es una topologia.

Observe que de (i), se tiene que X € Ty, de paso, se tiene que T' # (). Por otro lado, ) € T
trivialmente.

Nuevamente, (i) implica que la unién arbitraria de elementos de T' pertenece a T'.

Sean Ay, Ao €T ,x € A1 N As entonces © € A1 y x € As por lo que existen By, By € B de
manera que ¢ € By C Ay y x € By C Ay asi se tiene que z € By N By entonces hay B3 € B tal
que x € B3 C By N By y por tanto x € By C A; N As. Esto es, T es una topologia para X y

por la construccién B es base para T. =

'El término alguna” se debe al hecho de que si X estd dotado de una topologia T, no necesariamente T y la
topologia generada por la coleccién B coinciden.



Observe que la proposiciéon anterior proporciona ademas un método para construir topolo-

gias para un conjunto X a partir de una coleccién de subconjuntos de X.

Definicién 2.2.7 Sea (X,T) un espacio topoldgico.
i) Un subconjunto D de X se dice que es denso en X si, D = X.

ii) Un subconjunto E de X es nada denso si, E= ().

Observe que si D es un subconjunto cerrado y denso en X, entonces D = X. Asi, el inico
cerrado y denso en un espacio X es X. Note ademéds que si X es un espacio discreto, entonces

X contiene sélo un conjunto denso, a saber, X

Ejemplo 2.2.12 El conjunto de los nimeros irracionales asi como el de los racionales son

ambos densos en el espacio real R.

No es dificil verificar que si X es un espacio topolégico y D un subconjunto de X, entonces

D es denso en X si y sélo si todo abierto no vacio de X intersecta a D.

Definicion 2.2.8 Un Espacio topoldgico es separable si contiene un subconjunto denso nume-

rable.

Dado un subconjunto Y de un espacio topolégico X, hay una manera natural de definir una

topologia en Y, con base en la topologia definida en X.

Definicion 2.2.9 Sea X un espacio topoldgico con la topologia T. Si'Y es un subconjunto de

X, la coleccién

Ty ={Y NU|U es un abierto en X}

es una topologia en'Y , denominada la topologia de subespacio. Con esta topologia, Y es llamado

un subespacio topoldgico de X.

Diremos que V C Y es abierto en Y si V' es un conjunto abierto en el espacio topolédgico Y.
Por lo tanto, un conjunto es abierto en el subespacio topoldgico Y si es igual a la interseccion

de un conjunto abierto en X con Y.



Hay que verificar que la topologia de subespacio es realmente una topologia.

(1) Notemos que tanto () y Y son abiertos en Y puesto que ) =0NY yY =XnNY.

(13) Siguiendo, hay que verificar que la interseccién finita de conjuntos abiertos de Y es abierta
en Y. Supongamos que Vi, Va, ..., V, son abiertos en Y. Entonces para cadat=1,2,...,n

existe U; abierto en X tal que V; = U; N'Y, entonces
vinvan..nV, =0 nY)N0UnY)N...(U,NY)=UNnU,N...00U,)NY

Como cada Uy, Us,...,U, es abierto en X, se tiene U1 NUs N ... N U, serd un abierto en

X que intersecta a Y, con lo que se concluye que V; NVo N ... NV, es un abierto en Y.

(#47) Por ultimo, revisemos que la unién arbitraria de abiertos de Y serd un conjunto abierto
en Y. Supongamos {V,} es una coleccién de conjuntos abiertos en Y. Entonces para cada

« existe un conjunto abierto U, en X tal que V,, = U, NY. Por lo que :

UVa=UWany) = (JUa) Y

Ahora, |JU, es un abierto en X, que intersecta a Y, por lo que |JV,, es un abierto en Y.

Los cerrados en un subespacio topolégico también son resultado de la interseccion de cerra-

dos del espacio X con el subespacio Y.

Proposicion 2.2.2 Sea Y subespacio del espacio topologico X, FF CY es un conjunto cerrado

en'Y siy solo si existe un cerrado G en X tal que F=GNY.

Demostracién. =| Sea F' un cerrado en Y, lo que significa que Y \ F' es un abierto en Y.
Por lo que existe un abierto U en X tal que Y\ F' =Y NU. Entonces G = X \ U es un conjunto

cerrado en X y

F=Y\(Y\F)=Y\(UnY)=Y\U=YNX\U)=YNG
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«<| Sea FF=GNY con G cerrado en X, el complemento de F' se puede expresar como:

Y\F=Y\(GNY)=Y\G=YN(X\G)

como X \ G es abierto en X, Y \ F es abierto en Y, por lo que F' es cerradoen Y. m
En general, los abiertos (cerrados) del subespacio no son abiertos (cerrados) en el espacio

total.

Ejemplo 2.2.13 Consideremos Y = [0,1] un subconjunto de R con la topologia euclidiana.
En el subespacio topologico Y, los comjuntos abiertos resultan de la interseccion de conjuntos

abiertos (z,y) de R con'Y, es decir, son conjuntos de la forma:

i) (a,b) = (z,y)NY, donde 0 < a <b<1,

i7) [0,a) para 0 < a <1

i1i) (a,1] para 0 < a <1

Para el caso i), los conjuntos abiertos de Y también son conjuntos abiertos en R. Sin embargo,

los abiertos en'Y de la forma ii) y iii) no seran abiertos en R.

Lema 2.2.1 Sea Y un subespacio del espacio topologico X. SiY es abierto en X yU CY es

abierto en'Y entonces U es abierto en X.

Demostracién. Dado que U es abiertoen Y, U = Y NV para algun V abierto en X, como

Y y V son ambos abiertos en X, también losera Y NV =U. n

Lema 2.2.2 Si B es base para la topologia T de X, entonces la coleccion:

By ={BNY:BecB}

es base para la topologia de subespacio en'Y .
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Demostracién. Sea V abierto en Y y = € V. Por definicién, V =Y NU con U abierto
en X; puesto que x € V, se tiene que z € Y NU, entonces = € U luego, existe B € B tal que
xr € BCU. Entonces x € BNY C BNU, lo que termina la prueba. =

En lo sucesivo, denotaremos int(yA para el interior de A respecto de..., y clyA para la
clausura del conjunto A relativa a...; asi, por ejemplo, si Y es un subespacio de X y U C Y, el

interior y la clausura de U relativo a Y, lo denotamos por inty (U) y clyU respectivamente.

Proposicion 2.2.3 Sean Y un subespacio de X y A subconjunto de Y. Entonces:
i) dery(A) =derx(A)NY
i) cy(A) =cx(A)NY.
iii) inty (A) Dintx(A)NY.
i) fry(A) C frx(A)NY
Demostracion.

i) Como A C Y, se tiene que para cualquier U C X yz € Y, AN (U \ {z}) # 0 y ademéds
AN((UNY)\{z}) # 0; lo que se concluye dery(A) = derx(A)NY

ii) Sesabe que clx(A) = AUderx(A) y cly (A) = AUdery (A). Por inciso anterior dery (A) =

derx(A)NY por lo que se llega a que cly (A) = clx(A)NY.

i11) Como intx(A) es abierto en X contenido en A, se tiene que intx(A) NY es un abierto

en Y contenido en A por lo que Y Nintx(A) C inty(A).

iv) Sea x € fry(A), entonces x € Y. Para ver que x € frx(A), tomemos un abierto U en X
que contiene a x, entonces UNY es un abierto que contiene a x, asf que ) # (UNY)NA C

UNAyD0#UNY)N(Y\A) CUN(X\A

12



Las propiedades de los espacios topoldgicos difieren en general de las que se verifican en los
espacios métricos, sin embargo, algunas veces es conveniente suponer que nuestro espacio topo-
logico satisface alguna propiedad adicional, que siempre es verdadera en los espacios métricos;

como es el caso de las siguientes.

= T7: Dados dos puntos distintos x, y € X existen dos abiertos U y V tales que = € U,
yeU,yeVyaxdV.

= 75 o Hausdorff: Dados dos puntos distintos x, y € X existen conjuntos abiertos y ajenos

UyryUstalque x €e Uy y y € Us.

» T3: En adicién con T, dado un cerrado F'y un punto x € X\ F, existen conjuntos abiertos

ajenos Uy y Us tal que FF C Uy y x € Us.

= T): En adicién con T, dados dos conjuntos disjuntos cerrados Fi y Fb, existen conjuntos

abiertos ajenos Uy y Us tal que F} C Uy y Fo C Us.

A estas proposiciones les llamaremos axiomas de separacion.
La proposicién siguiente nos dice que usar la condicién T es equivalente a decir que cada

conjunto singular es cerrado.

Proposicion 2.2.4 Un espacio topologico es T1 st y solo si los conjuntos singulares son cerra-

dos.

Demostracién. =) Sea x € X, arbitrario. Veamos que X \ {z} es abierto. Si y € X \ {z},
dado que X es T, existen abiertos Uy V talesquex € U,y ¢ U,y € V y x ¢ V. Evidentemente
V C X \ {z}. Luego, X \ {z} es abierto y por lo tanto {z} es cerrado.

<) Sean z,y € X, x # y. Por hipétesis, {z} y {y} son cerrados; luego, X\{z} y X\{y} son
abiertos que satisfacen lo requerido. m

Como consecuencia inmediata de la definicion de topologia de subespacio, se tiene que para

1 < 3, T; es hereditario; es decir, todo subsespacio de un espacio T;, con i = 1,2, 3, es T;.
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Otra consecuencia inmediata es que:

T, =15 = 1Ty = T}.
Los ejemplos siguientes muestran que los reciprocos en la proposicién anterior no siempre

son validos.

Ejemplo 2.2.14 Sea (X,T.) el espacio co-finito con |X| > V. Note que si x € X entonces
X\ {z} es abierto y por consiguiente {x} es cerrado; luego, por la Proposicion 2.2.4 el espacio
(X,T) es Th. Por otro lado, supongamos que U y V son abiertos ajenos y no vacios en X.
Entonces U C X\V, lo cual implica que U es finito; entonces | X\U| > Rg. Pero esto contradice
el hecho de ser U abierto; por tanto, no existen abiertos ajenos y no vacios. Asi, X es un espacio

T ynoTs.

Ejemplo 2.2.15 Sean R el espacio real v,

B={U=V\C:V abierto en R y C numerable}

La coleccion B es base de una topologia en R. En efecto, R € B, pues R = R\0; de aqui se tiene

que para todo x € R, existe B € B tal que x € B.

Por otro lado, si V1\C1, Vo\Cy € B, entonces

ViI\C) N (Va\Cy) = (MinC) N (VanCy) = (VinVa) N (CTNCs)
=ViNhN(CiUGy) =Vinh\ (C1ulz) eB
y por tanto para todo B,C' € B yx € BNC, existe U € B tal que x € U C BNC. De donde,
por la Proposicion 2.2.1 se tiene que B es base de alguna topologia T, en R y claramente T, es
mas fina que la topologia usual de R.
El espacio (R, T) es un espacio Ty efecto, sean x,x9 € R con x # 9. Si v < xq, existe
a,b,c € R tal que b < x < a <z < ¢ y por tanto (b,a) N (a,c) =0 con (b,a), (a,c) € B C Ty,

ademds = € (b,a) y xg € (a,c) por tanto (R,T,) es Ts.
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Ahora bien, el conjunto Q de los nimeros racionales es cerrado en el espacio (R,T5), pues
claramente R\Q € T,. Supdngase que existen U y W abiertos ajenos en (R,T,) de tal manera
que x € U y Q C W para algin x € R\Q; dado que U € T, podemos suponer sin pérdida de
generalidad U = V\C luego, por ser V abierto en el espacio real, VN Q # (0 lo cual implica
VAW # 0; mds ain, (V\C)NW #£ 0 pues si (VN\C)NW = 0 entonces (V NW)\C =
VN(W\C) =0y dado que VOW # 0 lo cual implica que W C C, pero esto no puede ocurrir.
Asi que VN Q # (. Por tanto (R,T5) no es Ts.

Ejemplo 2.2.16 Denotemos por P al semiplano superior, en R?, es decir:

P={(z,y):z,ye Ry 0<y}

con la topologia euclidiana T y L = {(x,y) : x,y € R, y=0}. Sea X = PUL y T* la coleccion
formada por T y todos los elementos de la forma {x} U D, donde x es un punto en L y D es

un disco tangente a L en x. T™ es topologia para el conjunto X.

Note que cada vecindad de cada x € L contiene a lo mds un punto de L, de aqui que
todo subconjunto de L es cerrado en X; en particular Q C L el C L son cerrados. Claramente
Q e I, no tienen vecindades ajenas; asi, X no es Ty. Sin embargo, X es I5. En efecto, sean
A un subconjunto cerrado en X y x un punto que no estd en A. Obsérvese que si ambos, x y
A estdn en P nada que probar puesto que la topologia euclidiana satisface el axioma T3. Luego
six e L yAC P, existen abiertos ajenos U y V en la topologia euclidiana tales que x € U y
A CV; de aqui que existe un disco contenido en PNU y tangente a L en x, de manera andloga

se prueba el caso en que A C L yx € L.

Definicién 2.2.10 Sea X un espacio topoldgico, U C P(X). Diremos que:
1. U es cubierta abierta para X si X = JU y, para todo U € U, U es abierto en X.

2. Sild es una cubierta de X, decimos que U admite una subcubierta para X, si existe YV C U

tal que V cubre a X ; es decir, JV = X.
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3. X es compacto, si toda cubierta abierta de X admite una subcubierta finita.

Ejemplo 2.2.17 Sea X el espacio co-finito (Ejemplo 2.2.5) y U una cubierta abierta de X.
Observe que si U € U entonces X\U es finito, digamos, X\U = {x1,...,x,} ahora bien, para
cada x; con i € {1,...,n}, existe U; € U de tal forma que x; € U;, puesto que U es una cubierta
de X . Es inmediato que la coleccion formada por U, U,..., U, forma una subcubierta finita de

X. Por tanto, X es compacto.

Ejemplo 2.2.18 El espacio real R no es compacto, pues la coleccion U = {(—n,n) : n € R}

es, claramente, una cubierta abierta de R que no admite subcubiertas finitas.

Teorema 2.2.1 Un subconjunto Y de un espacio topologico X es compacto si éste es compacto

como espacio topologico con la topologia de subespacio de X.

Definicién 2.2.11 Sea X un conjunto no vacio. Una familia F € P(X) satisface la propiedad

de la interseccion finita (PIF) si se verifica el siguiente hecho:

Si F # 0 y cualquier subcoleccion finita de F tiene interseccion no vacia

Proposicion 2.2.5 Sea X un espacio topolégico. Son equivalentes:
1. X es compacto.

2. Toda coleccion, no vacia de conjuntos cerrados con interseccion vacia admite una subco-

leccion finita de cerrados con interseccion vacia.

3. Toda familia de cerrados que satisface la PIF, tiene interseccién no vacia.

Demostracién.
[1. = 2.] Sea F una familia no vacia de subconjuntos cerrados de X tal que F = (.
Claramente la coleccion U = {X\F' : F' € F} es una cubierta abierta de X; luego, dado que X

es compacto, existe V € [U]|<¥ tal que X = |JV. Evidentemente la familia {F € F: X \ F € V}
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es una subcoleccion de F con interseccién vacia.

[2. = 3.] Es inmediato.

[3. = 1.] Supongamos que X no es compacto, entonces existe una cubierta abierta,ld, de
X que no admite subcubiertas finitas. Sea F = {X\U : U € U}. Entonces F es una coleccién
de subconjuntos cerrados en X que satisface la PIF; luego, por 3., F # 0. Lo cual es una
contradiccién, pues N F = X\ UU.

]

La compacidad esta intimamente relacionada a la nocién de conjunto cerrado como se puede

ver en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.6 Sea X un espacio topologico.

i) St F C X es cerrado y X compacto, entonces F' compacto.

1) Si X es Ty y K es subespacio compacto de X, entonces K es cerrado.

Demostracién. i) Sean X un espacio compacto, F' un subconjunto cerrado de X y U una
cubierta abierta de F'. Note que tal i/ induce una familia de abiertos en X, digamos F. Entonces
FU{X\F} es una cubierta abierta de X, el cual es compacto, luego FU{X\F} admite una
subcubierta finita, digamos {X\F, Uy, ..., U, }; donde U; € F para cada i € {1,...,n}. Entonces
los conjuntos U; NY € U, i € {1,...,n} y cubren a F, asi U tiene una subcubierta finita para
F'. Por tanto F' es compacto

i1) Supéngase ahora que X es Hausdorff y que K es un subespacio compacto de X. Proba-
remos que X\ K es abierto. Sea y € X\ K. Puesto que X es Hausdorff para cada = € K existen
abiertos ajenos U, y V, tales que x € U, y y € V,. Los conjuntos {U, : x € K} forman una
cubierta abierta para K, asi que existe una subcoleccién finita {Uy,, Uy, ..., Uz, } la cual cubre
aK.SeaV =" Vy, yU =L, Uy,; claramente V es un abierto en X que contiene a y v,
por otro lado K C U.

Se afirma que U NV = 0.
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Efectivamente, supongamos que U NV # (), entonces

lo cual implica que (i Vi) U, # 0 para algin j € {1,...,n}, lo que a su vez implica
Ve, MUz, # () para todo i € {1,...,n}; en particular para i = j. Lo cual contradice la eleccién

de V, y Us,. Por tanto UNV = (). Con lo que se termina la prueba m
Teorema 2.2.2 Si X es Hausdorff y compacto, X es normal.

Demostracién. Primero demostraremos el siguiente hecho:

Si A es cerrado en X y x € X\ A, entonces existen U y V abiertos ajenos tale que z € U y
ACV.

Note que si A es cerrado en X, por la Proposicion 2.2.6, se tiene que A es compacto. Por
otro lado, puesto que X es Hausdorff, para cada a € A existen U, y V, abiertos ajenos tales
que a € Uy y x € V,. Obsérvese que U = {U, : a € A} es una cubierta abierta para A; luego,
por ser A compactos, existen Uy, ,...,U,, € U de tal manera que A C (J'; U,,. Claramente
U=UL, Uy y V=i, Va, son abiertos que satisfacen que A C U ,{z} CVyUNV =0.

Ahora sean A y B dos cerrados ajenos, no vacios, en X. Note que para cada punto b € B,
existen vecindades Uy, y V; ajenas, para A y b respectivamente. La coleccién V = {V} : b € B}
es una cubierta abierta de B. El cual es compacto; luego, existen V;,,...,Vp, € V de tal forma
que B C Uiy W,. Tomando U = ;L Up, y V = Ui~ Vi, se tienen dos abiertos ajenos para A

vB. =
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Capitulo 3

RELATIVIZACION

3.1. AXIOMAS DE SEPARACION

Iniciamos nuestro estudio con un breve andlisis de los axiomas de separacién. En lo sucesivo,

Y es un subconjunto no vacio del espacio topolégico X.

Definicién 3.1.1 (1) Diremos que Y es Th en X si para todo y € Y, el conjunto {y} es

cerrado en X.

(2) Diremos que Y es Hausdorff en X (o Ty en X ), abreviadamente Y es H en X, si
para cualesquiera dos puntos diferentes y1 y yo de Y existen dos subconjuntos abiertos y

disjuntos, U y V de X tales que yy € U yya € V.

(3) Y es Fuertemente Hausdorff en X, abreviadamente Y es FH en X, si para cuales-
quiera dos puntos diferentes y € Y y x € X; existen abiertos ajenos U y V en X tales

queyelU yxeV.
Algunos hechos que se desprenden inmediatamente de la definicién anterior son:

1. Si X es un espacio T;, para i € {1,2}, entonces Y es T; en X.

2. Si X es T;, para i € {1,2}, entonces Y es FH en X.
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3. SiY es FH en X, entonces Y es H en X.

4. SiY es FH o H en X, entonces Y es T} en X.

(a) Y esTien X, si{y} es cerrado (b) Y esHen X. (c) YesFHen X.
en X

Figura 3-1: Diagrama del subespacio Y del espacio topolégico X que cumple con el axioma de

separacion 17, H o FH

En los ejemplos siguientes veremos que los reciprocos en estas implicaciones no son ciertas.
Antes daremos un par de ejemplos para ilustrar que un espacio que no es 7T;, puede tener

subespacios T; en X, para i € {1,2}.

Ejemplo 3.1.1 Sean X = {a,b,c,d} y Tx = {¢,X,{a,b},{c,d},{a},{a,c,d},}. El espacio
(X, Tx) no es T1, porque {c} no es cerrado en X, ya que d € X \ {c} y no hay un abierto U
en X tal qued e U yU C X \ {c}.

Vemos que el subconjunto Y = {b} es Ty en X. Para ésto, debemos ver que {b} es cerrado
en X, es decir, se debe verificar que X \ {b} es abierto en X. Por lo que se tiene los casos

siguientes: Sea z € X \ {b}
i) Siz=a,ac{a} CX\{b}
i) Siz=c, ce{cd} CX\{b}
iii) Siz=d, de {c,d} C X\ {b}

Por lo tanto, por i),ii),1ii), Y es T}.
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Con todo, X, es un espacio que no es T1 yY C X es un subespacio Th en X.

El ejemplo siguiente presenta un espacio, X, que no es Hausdorff con un subsespacio Y, el

cual es Fuertemente Hausdorff (y por ende Hausdoff) en X.

Ejemplo 3.1.2 Sean X' = {1/n : n € N}, ¢,p ¢ X'. Definimos una topologia Tx sobre

X = X"U{p,q} como sigue:

1. ¢ y X son abiertos
2. Para cada x € X', {x} es abierto

3. Para x € {p,q}, las vecindades son {x} U (X'\ Z); donde Z € [ X']<¥.

Primero veremos que X no es Ty. Para esto, vamos a mostrar que p y q no se pueden
separar con vecindades ajenas. Consideremos los elementos bdsicos para p y q, siguientes: U =

{ptU(X'\ Z1) y V ={q} U (X' \ Z3), donde Z,Zy € [X'|<%. Entonces:

UnV=[{p}u(X"\ Z1)]n[{q} U (X'\ Z2)]
= [{p} N{a}U[(X"\ Z1) N (X' Z2)]
= [¢]U[X" N (27 N Z3)]

:X,\(Z1UZQ)

Tanto Zy como Zy son finitos entonces su unidon serd finita, por lo que X'\ (Z1 U Zs) # ¢,
por lo consiguiente X no es Ts.

Ahora, sea Y = X',

Afirmamos que Y es FH en X.

En efecto, seany € Y yx € X,con x # y. Dado que y € Y, U = {y} es un abierto del

punto y, por lo consiguiente se tendrdan dos casos:

Caso 1: Si x € X', entonces V = {x} serd un abierto para el punto y puesto que los puntos x,y

son distintos, U NV = ¢.
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Caso 2: Siz € {p,q}. Supongamos primero que x = p y sea V.= {x} U(X'\ Z) una vecindad para

el punto x, donde Z = {y} entonces

Unv ={y}n{z}u X"\ 2)] =[{z} n{yU{y} (X' \ {yhl =L ¢ =¢.

El caso en que x = q, se justifica de manera similar.

De lo anterior se concluye que Y es FH en X, y por ende Y es H en X.

En el ejemplo siguiente Y es un subconjunto 77 en X, el cual no es H en X.

Ejemplo 3.1.3 Sean X =R, Y = Z, donde X es un conjunto que posee la topologia cofinita
o del complemento finito

Revisemos primero que Y es un espacio T1. Sea y € Y y afirmemos que {y} es cerrado en
X, pues dado que si A=X \{y}, se tiene que X \ A= X\ (X \{y}) = {y} que es finito, lo que
significa que A es abierto en X y por tanto {y} es cerrado en X.

Sdlo falta ver que Y no es H en X. Sean y1,y2 € Y dos elementos distintos de' Y y U,V dos
subconjuntos abiertos de X tales que y1 € U y y2 € V. Supongamos que U NV = ¢ entonces
X=X\¢o=X\UNV)=(X\U)U(X\V). Como U yV son abiertos entonces X \ U y
X \ 'V son conjuntos finitos por lo que (X \U) U (X \ V) = X serd finito, lo cudl no es cierto

dado que X es un conjunto infinito. Por lo tanto Y no es Ts.

En el ejemplo siguiente presentamos un espacio X con un subconjunto Y el cual es H en

X, perono FH en X.

Ejemplo 3.1.4 Sea X el conjunto definido en el Ejemplo 3.1.2 y consideremos al conjunto
Y =X"U{p}.

Verifigquemos primero que el espacio Y es Ty en X, por lo que se tiene que demostrar que
para todo y €Y, el conjunto {y} es cerrado en X.

Sea y € Y. Se tiene los siguientes casos:
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Caso 1. Siy € {p} entonces hay que ver que X \ {p} es abierto en X. Sea v € X \ {p}, entonces
xeX oxe{q}
1.1) Sixz e X' = {x} es un abierto en X y {z} C X \ {p}
1.2) Six € {q} = {q} U (X \ Z) es un abierto para z, donde Z € [X'|<% y x € [{q} U

(X\2)] € X\ {p}
Caso 2. Siy € X', entonces hay que revisar que X \{y} es abierto en X. Sea x € X \{y}, entonces
reX oxe{pq}
2.1) Sixze X' = {z} C X\ {y}, con {z} abierto de x yy ¢ {x}.
2.2) Six € {p,q}. Supongamos que x = p entonces el conjunto {p} U (X \ Z), es abierto

para el punto z, donde a Z = {y}, entonces x € [{p} U (X \ Z)] C X \ {y}

Por lo tanto, por el Caso 1y 2, el conjuntoY es Ty en X.
Seguiremos por verificar que Y es H en X.

Sean x,y €Y con x # y, revisemos los casos siguientes:

Caso 1. Six € {p} =y € X', sean U = {p} U (X \ Z), donde Z = {y}, un abierto para el punto

x yV ={y} un abierto para y entonces

uvnv=[{pyu(X\2)n{y} =[{pt U (X \{yhIn{y} = ¢

Caso 2. Six € X' entonces se dan dos casos posibles:

2.1 ye X'. Como x,y € X' = U ={z},V = {y} son abiertos para los dos puntos en
X, porlo queUNV ={x}n{y}=¢
2.1 y € {p}. Es similar al Caso 1, invirtiendo los elementos x,y.
Por lo anterior, el espacio Y es H en X.

Finalmente, debido a que los puntos p € Y y q € X no tienen vecindades ajenas en X,

concluimos que Y no es FH.
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Por lo tanto, el espacio Y no es FH en X pero si Ty en X.

El diagrama siguiente resume las relaciones que se establecen cuando Y cumple alguno de

los axiomas de separaciéon dados anteriormente.

YesFHen X = YesHenX = YesTienX

Pasamos ahora al siguiente axioma de separacion: Regularidad. Este axioma admite diversas

versiones relativas, como veremos a continuacion:

Definicién 3.1.2 Sea X un espacio topologico y Y C X. Diremos que Y es:

1. Regular en X, abreviadamente Y es R en X, si para cada y € Y y cada subconjunto
cerrado P de X, tal que y ¢ P, existen abiertos ajenos U y V de X tales que y € U y
PNY CV

2. Fuertemente regular en X, abreviadamente Y es FR en X, si para cada punto x € X

y cada subconjunto cerrado P de X, que no contiene a x, existen conjuntos abiertos

disjuntos U,V de X tal quex € U y PNY C V.

3. Internamente regular en X, abreviadamente Y es IR en X, si para caday €Y y cada
subconjunto A de Y, el cual es cerrado en X y tal que y ¢ A existen conjuntos abiertos

disjuntos U,V en X tal queyc U y ACV.

. Superregular en X, abreviadamenteY es SR en X, si para todoy € Y y cada subconjunto
cerrado P de X tal que y ¢ P, existen conjuntos abiertos disjuntos U,V de X tal que
yeUyPCV.

Es inmediato de la definicién, que si X es un espacio regular, entonces cualquier subconjunto

Y de X satisface cualquiera de las nociones dadas en la definicién anterior.

Teorema 3.1.1 FEl esquema siguiente establece las relaciones que existen entre las nociones de

la definicion anterior.
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YesFRenX = YesRenX = YeslIRenX

f
Y es SR en X

Demostracion.

1) Primeramente veremos que si Y es FR en X, entonces Y es Ren X. Seay €Y y P un
conjunto cerrado de X tal que y ¢ P como y € X y Y es FR entonces existen abiertos

ajenos U,V de X talqueye Uy PNY CV.

2) Ahora veremos que si Y es R en X, entonces Y es IR en X. Seany € Y, A CY tal que
A es cerrado en X y que no contiene a y. Como Y es regular en X se cumple que existen
dos conjuntos abiertos disjuntos U,V de X tal quey € U y ANY C V, ademaés se tiene
que ACY, ANY =Ay ANY CV entonces A C V. Por lo tanto Y es IR en X.

3) Para concluir, mostraremos que si Y es SR en X, entonces Y es Ren X. Seay €Y y P
un cerrado en X tal que y ¢ P, como Y es SR en X existen U,V abiertos ajenos en X

tales que y e U y P C V, en particular PNY C P C V, por lo tanto Y es R en X.

La pruebas estdn completas. m

(a) YesRen X (b) YesFRen X (¢) YesIRen X (d) YesSRen X

Figura 3-2: Diagrama del subespacio Y de un espacio topolégico X que cumple con ser P en
X, donde P € {R,FR,IR, SR}

Los reciprocos en el teorema anterior no se cumplen como se puede observar en los ejemplos

siguientes.
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Ejemplo 3.1.5 Sea P = { :n € N} C R, anadimos un nuevo elemento a la topologia usual

1
nt1
de la linea real y denotemos a la topologia resultante con T'.

Sea X el espacio (R,T) y agreqguemos un nuevo punto {z}; donde z ¢ R, para construir el
espacio Z = X U{z}. Tomamos como base local para z a la coleccion formada por los conjuntos
de la forma U U {z}; donde U es un abierto en R tal que (P\ K) C U y K € [P]<“.

Entonces X es IR en Z y no es reqular en Z.

Veamos, primeramente que X no es reqular en Z. Tomemos 0 € X y F = PU{z}. Notemos
que F es cerrado en Z. Ahora sean Uy y Ur abiertos ajenos en Z tal que 0 € Uy y FNX C Up.
Claramente Up, = X NUp es un abierto en X ajeno a Uy = UpNX en donde 0 € Uy y P C Up,
pues X no es reqular en Z.

Ahora veamos que X es IR en Z. Sea x € X y F C X cerrado en Z. Por demostrar que
existen Up y Ur abiertos ajenos en Z tal que x € U, y F' C Up. Note que si F' C X es cerrado
en Z implicaria que z ¢ F, de lo contrario z € X, lo cual no es posible. Ademds P ¢ F, si no
se cumpliera, es decir, st P C F' implicaria que z € F' ya que z es punto de acumulacion de P,
por lo que también seria punto de acumulacion de F en Z entonces z € Cl,(F) = F C X por
lo tanto nos diria que z € X, lo que no es cierto por como tomamos a Z. Por lo consiguiente
no nos interesa saber quien es F. Asi, si x ¢ F entonces existen a,b € R tal que x € [a,b] y
[a,b) N F = ¢, donde Uy = (a,b) y Up = Z \ [a,b] son abiertos ajenos en Z tal que x € Uy y
F C Up. Porlo tanto X es IR en Z .

Una cuestion natural es jqué relacién hay entre la regularidad de Y, y el hecho de que Y

satisfaga alguna de las nociones dadas en la Definicién 3.1.27

Proposiciéon 3.1.1 Si Y C X es P en X, para P € {R,FR,IR,SR}, entonces Y es un

espacio reqular.

Demostraciéon. Puesto que las demostraciones son muy similares, haremos solamente la
prueba para el caso en que Y es R en X.
Sean y € Y y F cerrado en Y tal que y ¢ F. Como F es cerrado en Y, existe F' cerrado en

X tal que FF'= F'NY, ademés y ¢ F’, puesto que si y € F’ se tendria que y € F', lo cual no se
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cumple.

Ahora bien, dado que y € Y, F’ es cerrado en X y Y regular en X, existen U’ y V' abiertos
ajenos en X talesque y € U'y F'NY C V'. Definamos U =U'NY y V =V'NY abiertos en
Y. Entonces, UNV = (U'NnY)N(V'NY)={U'NV)NY =¢. Ademéds, FC FFnY CcV'y
F CY,entonces F CV'NY =V, de donde F C V. Sabemos que y es un elemento tanto de

Y y U’ lo que implica que y € (U'NY) =U y asi y € U. Por lo tanto Y es regular. m

De la proposicién anterior nace la pregunta siguiente: ;Es cierto que si Y es un espacio
regular, con la topologia de subespacio, entonces Y es P en X, para P € {R, FR, IR, SR}?

La respuesta es trivialmente cierta para el caso P = I R; es decir, si Y C X regular, con la
topologia de subespacio, entonces Y es IR en X.

El ejemplo siguiente muestra que la respuesta es negativa para P € {F'R, R}.

Ejemplo 3.1.6 Definimos los siguientes conjuntos P = {%H newl, X=RyY =PU{0}.
Una subbase para la topologia de R son los intervalos abiertos de la forma (a,b) con a < b,
Va,b € R y el conjunto R\ P.

Se revisard que el subespacio Y es reqular, pero Y no es reqular en X.

Veamos primero que Y es reqular (como subespacio de X ). Sea y € Y entoncesy € P o

y € {0}.

i) Siy € P implica que y = n%q Se tiene quen <n+1<n+2 paran € w\ {0} entonces

b= % > %_H > %_FZ = a. Tomemos el intervalo formado por los puntos a y b, entonces

(a,0) NY = {7}
it) Sty € {0}. Un abierto para este punto es R\ P, entonces (R\ P)NY = {0}

Por los incisos i), i) se tiene que Y es discreto y por lo tanto Y es regular.

Ahora veamos que Y no es reqular en X. Se quiere ver que existeny € Y, F un cerrado en
X tal que y ¢ F, no existen abiertos ajenos U,V de X tales quey € U y FNY C V.

El conjunto P es cerrado en X ya que R\ P es abierto en X, el punto 0 € Y y 0 ¢ P.

Ademds si U y V son abiertos en X tal que 0 € U y P CV entonces UNV # ¢
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Tomemos ap, by € R con ay < 0 < by tal que (ag,bg)\ P C U. Por la propiedad arquimediana

1

eriste ng € N tal que 3 < no+ 1 entonces € (ap,bo) NV, pues ag < 0 < ﬁ < by por

sy
lo tanto ﬁ € (ag,bo) y ﬁ € P C V. Luego, existen as,by € R tal que ﬁ € (ag, b)) C
(ap,bo) N V. Fijemos q € (a2,b2) N (Q\ P). Como (az2,b2) C (ap,bp) NV, ¢ € V ademds
q € (ag,bg) \ P C U.Entonces g€ UNV.

Se concluye que 0 y P no se pueden ser separados con abiertos ajenos en X. Por lo tanto

Y no es regular en X.

Para terminar con la parte de regularidad relativa, analizaremos las implicaciones naturales,

referentes a la bien conocida implicacién: Regular implica Hausdorff.

Teorema 3.1.2 SeaY subespacio del espacio X, tal que Y es reqular en X entonces se cumplen

las siguientes condiciones:
1) Y esTh en X

2) Y es FH en X

Demostracion. Sea Y C X y Y regular en X

1) Sean z,y € Y tal que x # y y F = {x} cerrado en X (esto porque X es T1), con y ¢ {z}.
Como Y es R en X existen U,V abiertos ajenos de X tal quey € U y {z}NY C V, en

particular z € {x} C V Por lo tanto Y es T; en X.

2) Sean z € X,y €Y tal que = # y. Entonces {z} es un cerrado en X tal que y ¢ {z}, como
Y es regular en X existen abiertos ajenos U y V tal que y € U y Y N{x} C V. Luego

yeUyxeVconUyV ajenos. Por lo tanto Y es FH en X.

La prueba estd completa. m

El ejemplo siguiente prueba que ser FH no implica la regularidad de Y en X.

Ejemplo 3.1.7 Fijemos un ultrafiltro libre U y una familia mazimal casi ajena (MAD), A,
sobre w con ANU = ¢, como en el Lema 8 en [10]. Sea Y = {U}U((w+1) Xw) y F = {w} X w.

Considere el conjunto X =Y U A con la siguiente topologia:
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(1) Los puntos de w X w son aislados.

(2) {[(w+1)\n| x{no}n € w} es una base abierta para los puntos (w,n) € F, conn € w

(3) {{U} U (wx U)|U € U} es una base abierta en'Y y

(4) {{A} U[(w+1) x (A\ no)]|no € w} son una base abierta para los puntos de A.

A ©

(a) Los puntos de w X w son aislados

© ©
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(d) Base abierta para los puntos de A

Figura 3-3: Topologia del espacio X =Y U A

es un espacio Hausdorff, con un subespacio Y que no es reqular dado que

el conjunto cerrado F' de Y no puede ser separado de U, por lo tanto Y no es regular en X.

Ademds, Y es internamente compacto en X (ver Ejemplo 9 en [10]). Afirmemos que Yt es

fuertemente Hausdorff en 2X. En efecto, sea F1 € Yt y Fy € 2% con Fy # Fy. Si Fo € YT,

dado que Y es internamente compacto en X, es fdcil obtener una separacion en 2% para los

puntos Fy y Fy. Por lo consiguiente, supongamos que Fo ¢ Y. Sea A € (F»\'Y) N A. Ahora,
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para cada f € Fy podemos elegir una base de vecindades Uy en X tal que A ¢ Uy. Entonces,
Fy C U<, Uy, donde cada f; € Fy. El caso principal en cuando f; =U para algin i < n. Sin

perdida de generalidad supongamos que fi =U y que

UUfi:U W+1)\”0 x {n;}] U U {(ni,mq)}

i<n k<i<n
y Uy, = {U} U (w x U) donde, U es un ultrafiltro, U N A = ¢. Finalmente, dados ng =
maz{ny,ni,m;li < n}, Wi = Ui, Uy, y Wa = {A} U [(w + 1) x (A \ ng)]. Entonces Fy €
Wit Fy e Wy y WiNWa = ¢. Porlo que, Y es fuertemente Hausdorff en 2.

A continuacién centraremos nuestra atencién al caso del axioma de separacién llamado:

Normalidad.

Definicion 3.1.3 Sea Y C X un espacio topoldgico.

(1) Y es Normal en X (abreviadamente Y es N en X ) si cualquier par de conjuntos A, B,
ajenos y cerrados en X, existen dos conjuntos abiertos disjuntos U y V en X tal que los

conjuntos ANY CU yBNY CV.

(2) Y es Casi Normal en X (abreviadamente Y es CN en X ) si para cualquier par de
conjuntos A, B, ajenos y cerrados en X, existen dos subconjuntos abiertos y ajenos U y

VenY tales que ANY CU yBNY CV.

(3) Y es Fuertemente Normal en X (abreviadamente Y es FN en X ) si cualquier par de
conjuntos A, B, ajenos y cerrados en'Y , existen dos subconjuntos abiertos y disjuntos U

yV de X tal que ACU yBCV.

(4) Y es Internamente Normal en X (abreviadamenteY es IN en X ) si para cada A CY
y B CY, los cuales son subconjuntos cerrados y ajenos en X , existen dos conjuntos

abiertos y disjuntos U,V en X tales que de los conjuntos AC U y BCV.

(5) Y es Supernormal en X (abreviadamenteY es SN en X ) si para cada par de conjuntos

cerrados y ajenos A, B en X, con A CY, existen un par de conjuntos abiertos y ajenos
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&

(a) YesNen X

(d) YesINen X () YesSNen X

Figura 3-4: Diagrama del subespacio Y de un espacio topolégico X que cumple con ser P en
X, donde P € {N,CN,FN,IN,SN}.

en X tales que ACU y BCV.

Es inmediato de la definicién anterior que si X es un espacio normal y Y es subconjunto de
X, entonces Y es P en X, para P € {N,CN,FN,IN,SN}.

En el resultado siguiente presentamos las relaciones existentes entre estas nociones.

Lema 3.1.1 Sean X un espacio y Y un subconjunto de X. Las afirmaciones siguientes se

verifican.

1) SiY es FN en X, entonces Y es Normal en X.

2) SiY es Normal en X, entonces Y es IN en X.

3) SiY es Normal en X, implica que Y es CN en X.

4) SiY es SN en X, entonces Y es IN en X.

Demostracion.
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1) Sean A y B cerrados ajenos en X. Denominemos A’ = ANY y B' = BNY, los cuales
son cerrados y ajenos en Y. Como Y es FN en X, sabemos que existen dos subconjuntos
abiertos disjuntos, U y V en X tal que ANY = A" c U, BNY = B’ C V. Por lo tanto

Y es normal.

2) Sea Ay B dos subconjuntos de Y, los cuales son cerrados y ajenos en X, como Y es IN
en X entonces existen U y V conjuntos abiertos y disjuntos en X tal que ANY CU y
BNY CV,enparticular A=ANY CUy B=BNY CV. Por lo tanto, Y es IN en X.

3) Supongamos que Y es normal en X. Sean A y B dos subconjuntos cerrados y ajenos en
X, como Y es normal en X implica que hay dos abiertos ajenos U y V en X tales que
ANY CUy BNY CV, también se tiene que UNY =U’' y VNY =V’ los cuales son
subconjuntos abiertos y ajenos en Y. Ademas ANY cUNY =U'y BNY cVnYy =V".
Por lo tanto Y es CN en X.

4) Sean A, B C Y los cuales son cerrados y ajenos en X, Y es SN por lo que hay dos
subconjuntos U y V abiertos y ajenos en X tal que A C U y B C V, por lo que se

concluye que Y es IN en X.

La prueba estd completa. m

Fl siguiente esquema representa las relaciones que se desprenden, segtin el lema anterior.

YesFNen X = YesNenX = YesINenlX

I f
Y esCN en X Y es SN en X

Los reciprocos de las relaciones que se establecen en el lema 3.1.1 no se cumplen, para lo cual
revisaremos el ejemplo siguiente, Donde obtendremos un espacio X que contenga un subespacio
Y el cual sea IN en X pero no sea SN en X, con lo que partiremos con el Deleted Tychonoff

Plank.
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Ejemplo 3.1.8 (Deleted Tychonoff Plank).

Si w1 es el primer ordinal no numerable y w es el primer ordinal infinito, entonces el
Tychonoff Plank T esta definido como [0,w1] x [0,w], donde la topologia de ambos espacios esta
dada por la topologia de intervalos. El subespcaio X = [0,w;] x [0,w] \ {w1,w}, es llamado el

deleted Tychonoff Plank.

Recordemos que X es un espacio Tychonoff que no es normal, debido a que los conjuntos
A={(w,n)|0<n<w}yB={(,w)]0 <a<w}, son cerrados y ajenos en X los cuales no
tienen una separacion en X. Esto ocurre dado que, si suponemos que U C X es una vecindad

de A. Para cada punto (wi,n) € A hay un ordinal o, < wy tal que {(c,n)|a, < o <wi} CU.

(0,w) B (w1,w)

) (w1,0)

Figura 3-5: Deleted Tychonoff Plank

Sea @ el limite superior para los a,; como es un ordinal se cumple que @ < w1, puesto que
w1 tieme innumerables predecesores mientras que @ tiene un numero contable de ellos. Asi el
conjunto (@, w1] x [0,w) C U. Asi, cualquier vecindad de (@@ + 1,w) € B debe de intersecarse en
U. En consecuencia, cualquier vecindad V de B interseca a U.

Tomemos a'Y = AU{(0,1),(0,2),(0,3)}. Es claro que Y es IN en X. Esto se cumple puesto
que para cada par de ordinales o, € w con o # [, podemos encontrar un intervalo que los
separe. Por iltimo, revisemos que Y no es SN en X, esto se cumple si tomamos los conjuntos
A, B definidos anteriormente, donde A C'Y y B C X, los cuales son conjuntos cerrados y

ajenos que no pueden ser separados por vecindades ajenas.
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El teorema que presentamos a continuacién, es una versién relativizada de la conocida

version para la normalidad.

Teorema 3.1.3 SiY es un subespacio de X, los siguientes enunciados son equivalentes:
1) Y es es supernormal en X.

2) Para cada A CY cerrado en X y cada conjunto U abierto en X que contenga a A, existe

un conjunto V abierto en X tal que ACV CV CU.
Demostracién.

1)=2) Supongamos que Y es SN en X. Sean A C Y un cerrado en X y U un subconjunto
abierto en X tal que A C U. Notemos que A y X \ U son conjuntos ajenos los cuales son
cerrados en X. Entonces sea V' y W dos conjuntos abiertos y ajenos en X tal que A C V
y X\U C W, por lo que A CV C V. Hay que verificar que VN W = ¢, si no ocurre
implicaria que existe x € VNW, lo que significa que x € Vy x € W, entonces z € VNW
que es una contradiccién, por lo anterior VW = ¢, como consecuencia VN (X \U) = ¢

asi V. CU. Porlotanto ACV CV CU.

2)=-1) Sean A y B dos conjuntos cerrados y ajenos en X tal que A C Y. Dado que A C X \ B
abierto en X, existe un subconjunto abierto Ven X talque ACV CV C X'\ B, notemos
que V es cerrado en X y X \ V es abierto en X que contiene a B. Tomando a Uy =V y
Vg = X \V, donde Us N Vg = ¢, se llega a que hay dos subconjuntos U y Vg los cuales

son abiertos y ajenos en X que separan a Ay a B.

La prueba esta completa. m
El siguiente ejemplo es el caso de un subespacio Y de un espacio topolégico X el cual es

normal pero no es normal en X.

Ejemplo 3.1.9 (Plano de Niemytzki o plano de Moore) Constituido por el espacio X =

PUY, donde P = {(z,y) € R? | y > 0}, con la topologia Euclideana T, y el conjunto Y =
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{(2,0) | z € R}. Esto es, X = {(x,y) € R? | y > 0}, definimos la topologia T) que genera
al espacio X agregando a T los conjuntos de la forma {z} U D, donde z € Y y D es un disco
abierto en P, el cual es tangente a 'Y en el punto z.

Revisemos que el espacio Y es cerrado y discreto. Sea z € X \'Y, con z = (a,b), b > 0,
entonces hay un disco D(z, @) tal que z € D(z, %) CX\Y yD(z @) NY = ¢, por lo que z
no puede ser punto de acumulacion de Y. Por otra parte, sea z € Y, entonces hay un abierto
{z}UD de z, donde D es un disco abierto en P el cual es tangente a Y en el punto z, por lo
que ({z} UD)NY = {z}. Porlo tanto, Y es un conjunto cerrado y discreto. Ademds, puesto
que para cada y € Y, una base de vecindades para y contiene solo un punto de Y, se concluye
que todo subconjunto de Y es cerrado. Por lo anterior, se puede concluir que Y es normal.

Se quiere ver que Y no es SN en X |, por lo que tomemos el conjunto de los racionales
Q vy el de los irracionales 1, los cuales son dos subconjuntos de Y, que son ajenos y cerrados.
Sea U y V dos conjuntos abiertos en X tales que Q C U y 1 C V. Para cada punto y € 1 le
corresponde un disco Dy C V' de radio r, tangente a Y en el punto y, definamos el conjunto
Sp = {x € I|r, > 1/n}. Entonces la coleccion {S,} junto con los puntos de Q forman una
cubierta contable del espacio (Y, T), donde T es la topologia Euclidiana, el cual es de sequnda
categoria. Por lo tanto, algunos de los conjuntos Sy, fallan en ser densos en ninguna parte en
(Y, 7), por lo que para un entero ng hay un intervalo (a,b) CY en el cual {y € Y|ry, > 1%0} es

denso. Entonces cada vecindad para cada uno de los racionales en (a,b) debe de intersecar V,

por lo que U y V no pueden ser ajenos.

3.2. COMPACIDAD RELATIVA

Una de las propiedades de cubiertas mas conocidadas y estudiadas en topologia es la pro-
piedad de compacidad. En esta seccién haremos un breve estudio sobre la relativizacién de la

compacidad.

Definicion 3.2.1 Y es compacto en X si y solo si para toda cubierta abierta de X existe una

subcubierta finita de X para Y .
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Figura 3-6: Abiertos en el Plano de Niemytzki

El siguiente resultado surge de forma inmediata de la definicién de compacidad.

OBSERVACION 3.2.1:
a) Si'Y es compacto en X y Y = X entonces X es compacto.

b) SiY es compacto en X y Z es un subconjuto arbitrario de Y, entonces Z es compacto en

X.

Ejemplo 3.2.1 Sean X = [-1,0] UN con la topologia de subespacio en R. Note que N es un
subespacio cerrado, discreto e infinito en X; luego, X mo puede ser compacto. Sin embargo,

Y = [—1,0] resulta compacto en X (puesY es compacto).
El lema siguiente proporciona una caracterizacion de la compacidad relativa.
Lema 3.2.1 Y es compacto en X si y solo si Y es compacto en v

Demostracion.

(=) Sea U una cubierta abierta de V™. Para cada U € U , existe Vi abierto en X tal que
U =Y~ N Vy. Denominemos V = {1 U ey U{X \?X}. Claramente V es cubierta
bierta de X, por hipdtesis existe una subcubierta finita YW de V tal que Y C (U W. Por lo

tanto Y es compacto en YX.
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Sea U cubierta abierta de X. Notar que Y™ C X. Denotemos a U’ = {UnN Y¥.Ue U},

donde U’ es una cubierta abierta de " . Como Y es compacto en ?X, existe V C U’ tal
— — — — n —

que Y C (U NYHU(UnY Y U(UsnY )N U(U,NY ), esdecir Y C |J (UxNY ),

k=1
por tanto Y es compacto en X.

La prueba estd completa. m

Una de las caracterizaciones bien conocidas para la compacidad es aquélla que involucra a

la propiedad de la interseccién finita. El teorema siguiente presenta una versién relativizada de

este hecho.

Teorema 3.2.1 Y es compacto en X si y solo si toda familia C de subconjuntos de Y que

cumple la PIF, se cumple que ﬂ{?x :PeC} #¢.

Demostracién.

(=)

Por contradiccién, supongamos que existe C C P(Y') y cumple la PIF tal que ﬂ{ﬁX :Pe
C} = ¢. Notar que X C U{X\PX : P eC} Seax € X, tal que = ¢ ﬂ{ﬁx : P e},
por lo que existe P’ € C tal que x ¢ P entonces z e X \WX. Como Y es compacto

en X, existen P, P, P3,....,P, € Cycada P, CY, talque Y C U (X\EX) Ahora
i=1

n n n n
NP <N PiX C X \Y, ademés de que (| P; CY lo que implicaria que (| P; = ¢ lo
k=1 k=1 k=1 k=1

cual no puede ocurrir ya que C cumple con la PIF.

Por contradiccién, supongamos que Y no es compacto en X, es decir, existe U cubierta
abierta de X tal que no existe una subcubierta finita para Y. Sea C = {Y N (X \ U) :
U € U}. Afirmamos que C C P(Y) es una familia de subconjuntos de Y que cumplen
con la PIF puesto que para cada U € U se tiene que Y N (X \ U) C Y. Ademés sea
Y N(X\U)NYN(X\U2)] = YN[X\ (U1UU2)]. Supongamos que Y N[X\ (U UU3)] = ¢
entonces Y C Uy U Us lo cual no es posible ya que Y no es compacto en X. Por lo tanto
C cumple con la PIF. De la hipétesis, ﬂ{FX : P € C} # ¢, ademés ﬂ{ﬁX :PecC}=
)X

MY NXND) Uely Y nX\T :Uecuy=n{Y n(X\U):Uecl) =

ﬂ{X\U:UG}ﬂ?X :YXQ[X\U{U:UEU}] = ¢ lo cual no es posible.
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La prueba estd completa. =

Entre los resultados importantes en compacidad es el hecho de que si son a Hausdorff y

compactos, entonces son normales. Ahora presentamos una version relativizada de ésto.

Teorema 3.2.2 SiY es FH en X y compacto en X, entonces Y es IN en X.

Demostracién. Primero demostraremos que Y es IR en X.

Sean A CY cerradoen X y y € Y\ A. Note que si A es cerrado en X, por el Teorema 2.2.1
se tiene que A es compacto en X.

Ahora bien, dado que Y es FFH en X, para cada z € X existen U, y V, abiertos ajenos, en
X, tales que x € Uy y y € V. Obsérvese que la coleccion U = {U, : x € X \ {y}} U{X \ A}
es una cubierta abierta de X. Luego dado que A es compacto en X, existe V € [U]<“ tal que
A C V. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que V = {Uy,,...Us, } v que para cada
i, Uy, # X \ A. Pongamos U = J{Uy,,, ..Uz, } YV =({Vay,...Vy, }. Entonces y e V, ACU y
VNU=0. Por lo tanto Y es IR.

Ahora, sean A y B dos subconjuntos de Y, cerrados y ajenos en X. De lo anterior tenemos
que para cada b € B, existen abiertos ajenos (en X) U, y V; tales que A C Uy y b € Vj; luego,
la coleccién {V, : A C V3,} U{X \ B} es una cubierta abierta de X y dado que B es compacto
en X, existen (sin pérdida de generalidad), b1, be, ...b, € B tales que B C (J{Vp,,...V4,, }. No es
dificil verificar que U = ({Us,, ..U, } v V = U{V4,,...Vp, } son abiertos y ejenos en X tales
que ACUyBCV.PortantoY es INen X. =

Otro hecho bastante conocido en compacidad es aquel que establece que todo subespacio
compacto de un espacio Hausdorff es cerrado. Para el caso de la compacidad relativa no siempre

se verifica este hecho.

Ejemplo 3.2.2 Tomemos a X = R con la topologia usual. Ya hemos visto que [0, 1] es com-
pacto en X. Luego, de la Observacion 3.2, obtenemos que Y = (0,1), es compacto en X vy,

evidentemente, Y mo es cerrado en X.
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Terminamos esta seccién con otra relativzaciéon para la compacidad.

Definicién 3.2.2 Y es internamente compacto en X si y solo si para todo Z CY cerrado

en X, Z es compacto.

Veamos si existe alguna relacién entre compacidad en X la nocién de internamente compacto

en X.
Proposicion 3.2.1 SiY es compacto en X entonces Y es internamente compacto en X.

Demostraciéon. Sea Z C Y cerrado en X. Por demostrar que Y es compacto. Por la
observacién 3.2, tenemos que Z es compacto en X, y dado que Z es cerrado en X, concluimos
que Z es compacto.

El reciproco del lema anterior no necesariamente se cumple como se observa en el ejemplo

que sigue.

Ejemplo 3.2.3 Tomemos a X como en el Ejemplo 3.2.1 y sea Y = N. Dado que Y es cerrado
y discreto, tenemos, por un lado que los subconjuntos de Y que son cerrados en X son los
finitos; luego, éstos son compactos (por ser finitos) y por lo tanto, para todo A C'Y tal que
A = clx(A) se tiene que A es compacto. Ast, Y es internamente compacto en X y, claramente,

Y no es compacto en X.

3.3. RELATIVIZACION DE ALGUNAS DESIGUALDADES CARDINALES

Entre los resultados méas importantes en la teoria de los invariantes cardinales topolégicos,
resaltan los que proporcionan cotas superiores para la cardinalidad de espacios topoldgicos.
Entre otros, los siguientes son bastante conocidos en ésta teoria. El lector interesado en la

teorfa de los invariantes cardinales puede consultar [16].

(I1) Para cada espacio Hausdorff X, | X| < 2¢(¥)x(X).
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(I12) Si X es un espacio T}, entonces | X | < 25(X)¥(X);

(I3) Para X Hausdorff se verifica que | X| < 2-C0Ox(X),

Las pruebas originales de (I1) e (I3) usan argumentos de calculo de particiones Sapirovskii,
demostro el siguiente resultado. Su demostraciéon estéd inspirada en la prueba de la desigualdad
(I3), dada por Arhangel’skii.

Si X es un espacio Hausdorff y k = s(X), entonces existe un subconjunto S de X tal que
S| <2fy X =[9]".

Pol modificé la técnica empleada por Sapirovskii para demostrar el resultado previo y da
demostraciones alternas para (I1) e (I3) (vea [14]). En [14], Hodel emplea esta técnica para
demostrar la desigualdad (I2) y resalta en dicho articulo, que el trabajo de Pol y Sapirovskii es
una aproximaciéon unificada para las tres desigualdades, una técnica de prueba, un algoritmo.

Autores como Hodel [15], Stavrova [21], y otros han obtenido resultados que capturan la
parte comtn en la técnica de prueba de Pol y Sapirovskii.

En esta seccién presentamos un resultado de este tipo, debido a Arhangel’skii [2], que
captura la esencia de la técnica de Pol y y Sapirovskii, pero que ademés, permite obtener
desigualdades de forma relativa. Antes daremos algunas nociones que seran empleadas para
establecer y demostrar dicho teorema (Teorema 3.3.1).

Sean 7 un nimero cardinal infinito, y A un ntimero cardinal no mayor a la cofinalidad de 7.
Entonces pp = [{A C Z : |A| < A}|, donde Z es un conjunto de cardinalidad 7. Observe que si
T =kT =\ entonces p = [{A C Z:|Al < \}| ={A C Z:|A| <k} =2 En particular, si
T =wy = A, entonces p = 2%.

De ahora en adelante, y mientras no se diga lo contrario, X es un conjunto no vacio y
() #Y C X. También, L serd una familia de subconjuntos de Y de cardinalidad no mayor que
w; es decir, £ C [Y]S#, tal que para cada F € [Y]|S#, existe L € L tal que F' C L. Obviamente
una tal familia £ existe; por ejemplo, £ = [Y]S#, satisface la propiedad.

Una 7-sucesién creciente en £ es una sucesion transfinita {F, : @ < 7} de elementos de £

tal que si o« < 8 < 7 entonces I, C Fp
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Un sensor s es el par (A, F), donde A es una familia de subconjuntos de Y y F es una
familia de familias de subconjuntos de X.

Supondremos, en lo sucesivo, que con cada sensor s = (A, F) tenemos asociado un subcon-
junto O(s) de X, llamado ©-clausura de s.

Diremos que un sensor s = (A, F) es pequeno, si cumple las condiciones siguientes:
i) Al <Ay [F[ <A,
i1) Para cada vy en F, |y < A

iti) Para cada A € A, |A] < A

iw) Y\ O(s) # ¢.

Dado H un subconjunto de Y y v una familia de subconjuntos de X. El sensor s = (A, F)
se dird que es generado por el par (H,7), si para cada A € A, A C H y si para cada n C 7,
neF.

Sea Q el conjunto de todas las familias ¢/ de subconjuntos de X tal que [U| < u. Si g es una
funcién de £ hacia Q, £ C L, entonces Uy(&) = U{g(E) : E € £}. Note que para cada L € L,

g(L) es una familia de subconjuntos de X tal que |£(L)| < y; es decir, g(L) € [P(X)]=H.
Definiciéon 3.3.1 Sea g una funcion de L a O, y & una subfamilia de L.
1. Un sensor s se llama bueno para §, si éste es generado por el par (UE,Uy(§)) y UE C O(s).

2. Una (g,0)—hélice en L es una T—sucesion creciente, con & C L tal que ningin sensor

pequeno, s, es bueno para .

Ahora estamos en posibilidad de establecer y demostrar el teorema genérico, debido a Ar-
hangel’skii, como ya hemos dicho, éste es una poderosa herramienta que captura la parte comin

en muchas desigualdades ya establecidas y que puede emplearse para obtener nuevos resultados.

Teorema 3.3.1 Para cada funcion g de L hacia Q, existe una sucesion que crece rapidamente

en L, es decir, hay una hélice en L.
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Demostracién. Construiremos una hélice en £ por recursiéon transfinita. Sea Fy cualquier
elemento de £; fijemos o < 7, y asumimos que Fg € L estd definido para cada 3 < . Hacemos
Hy =U{F3: 0 <a}ylU,=U{g(Fs): < a}. Claramente, |[Hy| < 1y |Ua| < p.

Para cada sensor pequeno s generado por (Hy,U,), fijemos un punto m(s) € Y \ O(s).
Agregamos todos estos puntos a H,, con lo que obtenemos un conjunto B,. Observemos que
|Bo| < p. Por lo tanto, F,, € L puede ser elegido para que B, C F,.

Vamos a mostrar que la 7—sucesiéon, & = {F, : o < 7} crece rdpidamente. Definamos
P = U¢ y supongamos lo contrario. Entonces, hay un sensor pequeno s = (A, F) generado
por el par (P,Uy(€)) tal que P C O(s). Dado que la cofinalidad de A es menor que la de T,
entonces hay a < 7 tal que A C H,, para cada A € Ay n C U,, para cada n en F. Entonces

m(s) € Fy C P C ©(s), la cual es una contradiccién con la eleccion de m(s). m

Para concluir este trabajo, a continuaciéon vamos a presentar tres aplicaciones del teorema
anterior. Estos resultados son versiones relativas y numerables de teoremas bien conocidos en
la teoria de los invariantes cardinales de espacios topologicos.

Seguiremos con la notacion presentada en la secciéon anterior, ademas de que si se elige una
sucesién creciente € en L, se escribird P = UE. Finalizando, si en un argumento definimos la
O —clausura sélo para sensores s de un tipo particular, eso significa que sélo esos sensores estan
efectivamente involucrados en el argumento y para todos los demds sensores de la ©—clausura
pueden ser tomados como el conjunto vacio.

Diremos que Y es inicialmente «—Lindelof en X, si para cada cubierta abierta ¢ de X, con
cardinalidad menor o igual que &, existe existe una subfamilia numerable de U/ la cual cubre a
Y.

No es dificil verificar que Y C [Y],, C cly(X), que si Y C Z, entonces [Y]|* C [Z]*. También

[[Y]%]". Ademas, si X es primero numerable, entonces (X)) < w.

Corolario 3.3.1 Sea X un espacio Hausdorff y primero numerable, Y un subespacio denso de

X el cual es inicialmente 2¥-Lindelof en X. Entonces | X| < 2¥ y el subespacio Y es Lindeldf
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en X.

Demostracion. Puesto que X es primero numerable, fijamos, para cada = € X, una base
local numerable, B,, de x en X. Supongamos que 7 = 8; = A, entonces u = 2“. Para F' € L,
definimos g(F) = U{B, : x € F'}. Entonces |F| < 2¥ y |g(F)| < 2¥. Ademas, O((¢, {7})) = U7,
y O(s) = ¢ para todos los demés sensores. Por el Teorema 3.3.1, existe una hélice £ = {F,, :
a<Nj}enL.Sean P=J{F,:a<N}yF=U{Fo,:a< R}

Afirmamos que F' es cerrado en X. En efecto, sea z € clx(F'). Por cada B € B, tomamos un
punto xp € FFN B y denotemos F), al conjunto formado por tales puntos. Claramente F,, C F'y
x € cly(Fy). Ahora, dado que F, C Fy |F,| < w, existe o < Ny tal que F,, C F,, C clx(F,) C F.
Por tanto x € F' y por ende F es cerrado en X.

Vamos a mostrar que Y C F. Supongamos que no es asi. Fijemos un punto y € Y \ F.
Claramente, la familia v = {V € Uy(§) : v ¢ V} U{X \ F} es cubierta abierta de X de
cardinalidad menor o igual que 2% y como Y es inicialmente 2“—Lindel6f, existe una subfamilia
numerable 1’ de v tal que Y C Un/. Sea eta = n' \ {X \ F}.

Notemos que P C (FNY) C Up C Y \ {y}. Entonces s = (¢,{n}) es un sensor pequeno
bueno para &, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Y C F'y |Y| < |F| < 2¥. Finalmente,
dado que X = clx(Y) C F, concluimos que | X| < 2. m

El niimero de Souslin o celularidad de Y en X, denotado ¢(Y, X), es el menor cardinal
infinito x tal que la cardinalidad de toda familia de subconjuntos abiertos en X y ajenos por

pares, cada uno de los cuales intersecta a Y, es menor o igual a k.

El lema siguiente es pieza clave en la demostracién del Corolario 3.3.2.

Lema 3.3.1 Sic(Y, X) <w, entonces para cada familia vy de subconjuntos abiertos de X existe

una subfamilia numerable n de 7y tal que (Uy)NY C Un.

Demostraciéon. Sea £ la familia de todos los subconjuntos abiertos V de X tal que VNY
es distinto del vaci6 y existe U € v tal que V' C U. Tomemos cualquier familia maximal ajena &

de elementos de £. Entonces £ es numerable puesto que ¢(X,Y) < w. Para cada V € &, fijemos
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Uy € v tal que V C Uy. Entonces n = {Uy : V € £} es como queremos. En efecto, si tomamos
yeY\Unpy W €~ tal que y € W entonces podemos encontrar V € £ talquey e V.C Wy
(Un) NV = ¢. Por lo que, { U {V} es una subfamilia ajena de £ estrictamente mayor que &, lo
que contradice el suponer de que ¢ es el maximal de £ . m

El corolario siguiente es una versién relativizada de la deisgualdad I1, dada al inicio de esta

seccion.

Corolario 3.3.2 SiY es un espacio Ty en X, el numero de Souslin de Y en X es contable y

X es primero numerable en todos los puntos de Y, entonces |Y| < 2¢.

Demostracién. Puesto que X es primero numerable en todos los puntos de Y, para cada
y € Y, podemos tomar B, una base local numerable de y en X.
Definamos a O((¢,F)) = U{7 -7y e FLLr =N =\, p =2y g(F) = U{B; : = € F},
para F' € L. Por el Teorema 3.3.1, existe una hélice £ en £. Vamos a mostrar que Y = P.
Supongamos lo contrario, y fijemos y € Y \ P. Para cada V € By, sea Py = P\V y vy = {U €
Uy(€) : UNV = ¢}. Entonces vy cubre a Py y U{Py : V € By} = P. Dado que ¢(X,Y) < 2%,
por el Lema 3.3.1, podemos encontrar una subfamilia numerable 7y de ~y tal que Py C m
Como (Uny) NV = ¢. Notemos que y ¢ (Uny).

Ademas, tenemos que P = J{Py : V € B,} C U{Uny : V € By}. Por lo que (¢,{nv : V €

By}) es un sensor pequeno y bueno para & lo cual es una contradiccion. Por lo anterior, se llega

aque P =Y y, por lo tanto, |Y|=|P| <2“ =

Definicion 3.3.2 Llamaremos a X un espacio estrictamente quasi-Lindeldf, si para cada sub-
conjunto cerrado P de X y para cada familia numerable {v; : i € w} de familias de subconjuntos
abiertos de X tales que P C U{U; : i € w} se puede elegir una subfamilia numerable n; de ~y;

para cada i € w de modo que P C U{Un; : i € w}.
Proposicion 3.3.1 Si X es Lindeldf entonces X es estrictamente quasi-Lindeldf.
El siguiente corolario es un resultado del Lema 3.3.1

Corolario 3.3.3 Si ¢(X, X) <w, entonces X es estrictamente quasi-Lindeldf.
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El corolario que presentamos a continuacién, y con el cual terminamos nuestro trabajo, es una

generalizacién comin (por las proposiciones anteriores) a las desigualdades 11 e I3.

Corolario 3.3.4 Sea X un espacio primero numerable, T y estrictamente quasi-Lindeldf. Fn-

tonces | X| < 2¢

Demostracién. Sea 7 = N = A\, u = 2¢ y g(F) = U{B, : * € F}. Por lo que existe
¢ ={F,: a <X} en L. Es suficiente con demostrar que el conjunto P = U¢ es denso en X,
puesto que |P| < 2¢ y X es primero numerable y T5.

Supongamos lo contrario y fijemos a z € X \ P. Para V € B, definamos v = {U €
Uy(&) : Y NV = ¢}. Dado que X es primero numerable, P = {UF, : a < ¥;}, por lo cual
Uy(§) = N{B, : = € P}. Entonces P C U{Uyy : V € B.}, ya que X es Tb. Notemos que la
familia B, es numerable, por lo que podemos elegir una subfamilia numerable 7y de ~y para

cada V en B, de modo que

PcU{Unpy:V eB.}

Definamos al sensor s como

s=(¢,{nv : V € B.})

Debemos mostrar que el sensor s es bueno para &, lo cual se sigue del hecho de que s es
generado por (UE,Uy(&)) v todas las familias que pertenecen a s son numerables. Puesto que
(U )NV = ¢, se deduce que (Uny )NV = ¢, ademds, V es abierto que implica que Uny NV = ¢
para todos los V' € B,. Por lo anterior, se llega a que z no pertenece a ©(s) y s es un sensor

pequetio bueno para &, lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto | X| < 2“. m
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