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Introduccion

Cualquier individuo interesado en el funcionamiento del Sistema Cardiovascular, co-
mo para haber consultado algin libro de anatomia, conocera el nombre de William
Harvey (1578-1657). La razén de ello, es que gracias a su Ezercitatio anatémica de motu
cordis et sanguinis in animalibus (Ensayo anatémico sobre el movimiento del corazén y
la sangre en los animales), publicado en 1628, se establecié el concepto de circulacién
sanguinea.

Séanos permitido llamar circular a este movimiento, en el sentido en que
Aristoteles dijo que el aire y la luvia imitan el movimiento circular de los
cuerpos celestes... [32]

Es de recalcar la formacién médica de Harvey aunado a un entendimiento de la fisica
del problema, por ser los factores que permitieron dicha definicion, puesto que aiin sabios
griegos como Aristételes (384-322 s.c.), que contaban con conocimientos anatémicos del
corazon y de los vasos sanguineos, no fueron capaces de definirla por la simple razén de
que desconocian la ley de conservacion de masa. Pues finalmente fue este principio el que
permitié a Harvey argumentar tedricamente, lo que ya desde 1616 intuia en base a la
experiencia empirica; porque tan sélo necesité mostrar que la misma cantidad de sangre
expulsada por el corazén, regresa; con lo cual concluye: la sangre recorre un circuito
cerrado.

Lo anterior es una aplicaciéon particularmente brillante de la fisica a la medicina,
pues pese a que en la actualidad nos resulte bastante natural la nocion de la circulacion
sanguinea, en su época, Harvey fue muy criticado por ella. Y asi como el desarrollo de
la medicina habria sido completamente imposible sin la fisica, la fisica no se podria en-
tender sin la matematica, ya que sus leyes se expresan por medio de férmulas, que la
fuerzan a hacer amplio uso del aparato matematico. Es ésta quizd, una razén que nos
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Capitulo 0 Introduccion

permita comprender porque desde el trabajo de Helmholtz! y Frank, en el pasado siglo,
hasta el de Hodgkin y Huxley?, y muchos otros en este siglo, los fisiologistas en repetidas
ocasiones han empleado los métodos matematicos y modelos para el entendimiento de
procesos fisiolégicos [21].

Alrededor del mundo y en diferentes épocas, los cientificos se han ocupado de la
modelacién del Sistema Cardiovascular, debido a que la comprensién de los mecanismos
involucrados en la aparicion y evolucion de las enfermedades que lo afectan, contribuyen
al desarrollo de tratamientos que, a su vez, han logrado una significativa disminucién en
la morbilidad y morbimortalidad asociada a él. Y pese a que los modelos matematicos
han demostrado ser eficaces, econémicos y versatiles; nos encontramos con que existen
pocas investigaciones formales® al respecto. La razén de ello quizd radica en que, pese a
sus esfuerzos, los cientificos no matematicos que han intentado realizar modelos con este
enfoque no cuentan con la formaciéon matematica suficiente para realizar tal empresa, y
por otro lado, aquellos que si son matematicos, o no se interesan en estos temas, o no
consiguen aplicaciones reales con sus trabajos. Al respecto Keener y Sneyd, autores del
libro Mathematical Phistology, senalan:

muchos matemdticos aplicados estan preocupados por los resultados teoricos,
probando teoremas y mds, y prefieren no prestar atencion a datos reales o las
aplicaciones de sus resultados... [21]

El procedimiento general para predecir el comportamiento de un sistema, consiste
en crear un sustituto del mismo, llamado modelo, que lo imite estructural o funcional-
mente de acuerdo al interés de la investigacion. Los modelos son de dos tipos: fisicos,
en el sentido de ser materialmente construidos, y matematicos, los cuales son relaciones
abstractas, no siendo la excepcion el analisis de la circulacion sanguinea, pues el estudio
del sistema real resulta complejo, no sélo por las implicaciones éticas, sino en si mismo.
En él intervienen miles de variables y relaciones entre las variables, que hacen imposible

'Hermann von Helmholtz, médico y fisico aleman. Descubrié el principio de conservacién de la energia
mientras estudiaba el metabolismo en los musculos. Traté de probar que no se pierde energia en los
musculos en movimiento, porque eso también significaba que no existen “fuerzas vitales” para mover un
musculo [33].

2C. /ﬁ . . .7 11 ’ 1 . . . . d 1 1 d d. . 1

lentificos cuya investigacion llevo al conocimiento cuantitativo de los canales de sodio y potasio; los
cuales son actores imprescindibles para la despolarizacién y repolarizacién de la membrana del nervio
durante el potencial de accién. Cabe senhalar que debido a este trabajo Hodgkin y Huxley se hacen
merecedores del Premio Nobel.

3La palabra formal estd siendo utilizada aqui en su sentido matemético -al referirnos que estos
modelos son desarrollados sobre una base légica rigurosa.
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Capitulo 0 Introduccion

estudiarlas al mismo tiempo. Problematica que resuelve de manera satisfactoria la im-
plementacion de modelos matematicos, ya que éstos permiten abolir la mayoria de los
parametros, y evaluar al Sistema Circulatorio bajo diferentes condiciones fisiolégicas.

El objetivo principal que se persigue con este trabajo de tesis, es plantear un modelo
matematico del Sistema Cardiovascular, que permita estudiar la circulacién sanguinea de
una forma global, bajo condiciones normales y patoldgicas. Especificamente, el modelo
sera utilizado para analizar la influencia de algunos tipos de arritmias cardiacas en la
circulacion global.

La metodologia que hemos seguido, tiene dos momentos: el primero es cuando se
plantea un simil eléctrico del Sistema Cardiovascular, a partir de entender las analogias
establecidas y de pensar en éste como un sistema de ocho compartimientos (corazones
izquierdo y derecho; capilares, arterias y venas, tanto pulmonares como sistémicos). El
segundo momento es cuando, a partir del analisis de circuitos, principalmente por la
aplicacion de las leyes de Kirchhoff, se plantea la ecuacion diferencial, que es el modelo
matematico principal considerado en esta tesis para el estudio de la circulacion sanguinea.

En otros términos, el método consiste en considerar el sistema biolégico real, enten-
der la fisica del problema y hacer uso del analisis matematico, para resolver el circuito
eléctrico planteado. Y todo lo anterior se analiza bajo la luz de tres ciencias: la medicina,
la fisica y las matematicas.

Por ser el tépico de este trabajo interdisciplinario, la presente tesis se dirige a audien-
cias que, si bien pueden entender una de las anteriores ciencias, pueden carecer de los
conocimientos minimos necesarios para acometer el estudio del Sistema Cardiovascular
desde las otras areas; con esta perspectiva el contenido de esta tesis ha sido dividida de
la siguiente manera:

El Capitulo 1 esta principalmente basado en literatura médica; en éste se realiza un
resumen bastante superficial de cémo esta constituido anatémica, histolégica y fisiologi-
camente, el Sistema Cardiovascular. Al final de este capitulo, con una visién més clara
del sistema real con el que estamos tratando, se mencionan algunas de las enfermedades
cardiovasculares mas letales, y se argumenta sobre la importancia que tiene la modelacion
matematica del Sistema Cardiovascular.

En el Capitulo 2, ademés de establecer los conceptos y principios fisicos que rigen la
circulacion sanguinea, también se justifica la analogia establecida entre circuitos eléctri-
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X Capitulo 0 Introduccién

cos y circuitos hemodinamicos que, como se mencioné anteriormente, sera la base funda-
mental para el planteamiento del modelo matematico por nosotros propuesto finalmente
en el Capitulo 3.

Posterior a este tercer capitulo, se encuentran las conclusiones y los apéndices. En el
apéndice A se establecen los fundamentos de circuitos eléctricos, que seran base funda-
mental para la compresion del segundo y tercer capitulo. Por otro lado, en el apéndice
B, se localiza un pequeno glosario con las palabras que pudieran resultar desconocidas
para el lector, y que estdan remarcadas con negritas, a fin de facilitar la lectura de la
misma.



Capitulo 1

Aspectos Generales del Sistema
Cardiovascular

En medicina suele emplearse el término de sistema para referirse al conjunto de
érganos formados predominantemente por el mismo tipo de tejido [27]; ello justifica
que al conjunto de organos por los que circula la sangre se les denomine aparato car-
diovascular, pues como se estudiara en este capitulo el corazén y los vasos sanguineos
histolégicamente son distintos. Sin embargo, teniendo en mente el objetivo de plantear
un modelo fisico optaremos por una vision mecanica, por lo cual basado en el concepto
de Lange de sistemal, en lo que respecta a este trabajo se empleard la denominacién de
Sistema Cardiovascular.

Este capitulo se divide en tres secciones: en primer lugar, un breve recuento sobre la
anatomia, histologia y fisiologia normal del Sistema Cardiovascular; en segundo, una ex-
posicion acerca las enfermedades cardiovasculares méas letales a nivel mundial: hiperten-
sion, insuficiencia cardiaca y accidentes cerebrovasculares; y finalmente en el tercero, una
justificacién acerca de la importancia de la modelacion matematica de este sistema. La
selecciéon y compilacion de informacién presente estd basada principalmente en autores
como Latarjet-Ruiz Liard [22], Guyton-Hall [17, 16], Ganong et al [24, 12], y Espino Vela
[10].

1'Un sistema se define como un conjunto de elementos unido al conjunto de relaciones que se establecen
entre ellos (Lange,1975)[14].



2 Capitulo 1 Aspectos Generales del Sistema Cardiovascular

1.1. Estructura y Funcién del Sistema Cardiovascu-
lar

Definiremos al Sistema Cardiovascular, en condiciones normales, como un conjunto
integrado por: el corazén, musculo hueco situado en el torax que se halla dividido en cua-
tro cavidades, dos auriculas (derecha e izquierda) y dos ventriculos (derecho e izquierdo);
los vasos sanguineos, red compleja de conductos, que por su estructura y propiedades
diferentes se clasifican en venas, arterias y capilares, y la sangre. Unido al conjunto de
relaciones estructurales y funcionales que se establecen entre ellos para llevar a cabo la
circulacion sanguinea.

Dada la complejidad de los elementos que participan en el sistema (el corazén, los
vasos sanguineos y la sangre), a continuacion se revisaran por separado estos subsistemas
con el fin de estudiar su estructura y funcion especifica.

1.1.1. Sangre

La sangre es una sustancia compleja compuesta de plasma y células. El plasma
esta conformado en casi su totalidad por agua, y el resto por proteinas y otras sustancias
[4]. El contenido celular se clasifica en eritrocitos (células sanguineas rojas necesarias
para el suministro de oxigeno a los tejidos), leucocitos (células sanguineas blancas que
actian como unidades mdviles del sistema de proteccién del organismo [17]) y plaquetas?
(cuasi células que previenen la pérdida de sangre). Su misién principal es transportar el
oxigeno y los nutrientes hacia los tejidos, conducir las hormonas desde los tejidos que las
elaboran hasta los que las consumen y llevar las sustancias toxicas y de desecho celular
hacia los tejidos que las eliminan del organismo.

El analisis del plasma ha mostrado que tiene un comportamiento viscoso constante;
sin embargo, la sangre completa se comporta como un fluido no newtoniano. En la
macrocirculacion el flujo sanguineo exhibe un comportamiento que se aproxima al new-
toniano, ya que por la forma hidrodindmica que adquiere el eritrocito reduce la pertur-
bacién del flujo; mientras que en la microcirculacién, le permite al eritrocito sobrepasar
algin tipo de estrechez cambiando su forma [4].

2Las plaquetas en sentido estricto no son células ya que no poseen nicleos ni se reproducen, sin
embargo funcionalmente actian de forma similar a las células completas [17]. Razén por la cual en la
particién de la sangre se les considera como contenido celular.
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1.1.2. Vasos Sanguineos

El sistema arterial comienza a la salida de cada ventriculo con una gran arteria,
la que por bifurcaciones sucesivas originan vasos cada vez mas delgados: las arterias
proximales, las arterias distales y las arteriolas. Estas tltimas, se conectan con los capi-
lares, los cudles originan las vénulas y éstas por confluencias sucesivas generan las venas.
El sistema venoso termina a la entrada de la auricula contraria al ventriculo referenciado.

Las arterias y venas estan compuestas de tres capas: la intima, media y adventicia. La
capa interna, o intima, esta compuesta primariamente de células endoteliales, las cuales
cubren el vaso y estan involucradas en el control del didmetro del vaso. La media, com-
puesta de elastina, colageno y musculo liso, determina ampliamente las propiedades
elasticas del vaso. La capa externa, o adventicia, estd compuesta principalmente de tejido
conectivo [30]. La cantidad de tejido eldstico aumenta proporcionalmente al calibre del
vaso, sucediendo lo contrario con el tejido muscular, ya que éste aumenta, por lo menos
relativamente, a medida que disminuye el didmetro del vaso [13]. Puesto que conforme
los vasos sanguineos se alejan del corazén el area transversal disminuye progresivamente
hasta alcanzar el lecho capilar, se tiene que las arterias y venas proximales son mas
elasticas mientras que en las arteriolas hay mayor proporcion de musculo liso.

La aorta, ubicada a la salida del ventriculo izquierdo, es considerada la principal
arteria del cuerpo, no sélo por dar origen a todas las arterias del sistema circulato-
rio (excepto a las arterias pulmonares, que salen del ventriculo derecho), sino también
porque debido a su capa eldstica, esta adaptada para recibir el impacto de la sistole del
ventriculo izquierdo y, después de distenderse, regresa por su elasticidad, a sus dimen-
siones primitivas, con lo cual contribuye a la progresién de sangre [10]. Su porcién central
o proximal se conoce con el nombre de arco o cayado aértico. En la Figura 1.1.2 vemos
un esquema del mismo (en color rojo) [27].

Por su parte los capilares son estructuras con paredes formadas por una sola capa de
células endoteliales muy permeables, lo cual le permite intercabiar liquido, nutrientes,
electrolitos, hormonas y otras sustancias entre la sangre y el liquido intersticial.

Una caracteristica general de los vasos sanguineos es que tienden a ser casi cilindricos
in situ y tienden a permanecer cilindricos cuando una seccion cilindrica se suprime y son
estudiados in wvitro. S6lo cuando el vaso es disecado mas alld de su geometria comienza
a desviarse de la cilindrica [30].
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Figura 1.1: Esquema del ventriculo izquierdo y la aorta [27].

1.1.3. Corazon

El corazon, que aparece en la Figura 1.1, es un érgano hueco que circunscribe cuatro
cavidades: dos localizadas en la parte superior del corazén, conocidas como auriculas y
dos inferiores llamadas ventriculos. Dos tabiques musculares alineados dividen a éste
en dos corazones, derecho e izquierdo, cada uno de los cuales estd compuesto por una
auricula que comunica con el ventriculo correspondiente por un orificio provisto de una
valvula (valvula mitral en el corazén derecho y tricuspide en el izquierdo). También exis-
te comunicacion del corazon con los vasos sanguineos; las auriculas se contintian con las
venas y los ventriculos con las arterias. En el corazén existen otras valvulas denominadas
sigmoideas: la valvula adrtica que se ubica entre el ventriculo izquierdo y la arteria aorta;
y la valvula pulmonar que esta entre el ventriculo derecho y la arteria pulmonar.

De igual manera que los vasos sanguineos el corazén tiene tres capas: el endocardio,
miocardio y pericardio. El endocardio, corresponde a la cubierta interior de las cavidades
cardiacas y se continda sin limite de demarcacién, con el endotelio (capa intima) de los
grandes vasos [10]. Como cualquier otro musculo en el organismo la porcién muscular
del corazon, miocardio, tiene como principal caracteristica la contractilidad. La capa que
cubre externamente al corazén es el pericardio, la cual consta de dos hojas: una visce-
ral intimamente adherida al miocardio, y otra parietal, en contacto con la pleura. Una

4
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Figura 1.2: Estructura del corazén y curso del flujo sanguineo por las cavidades cardiacas

[17].

capa de liquido contenida entre ambas laminas del pericardio favorece los movimientos
de contraccion (sistole) y de distensién (didstole) del corazén a la vez que lo mantiene
unido al cuerpo.

En el aparato cardiovascular, la funcién primordial del corazon es la de impulsar san-
gre al organismo y el mecanismo mediante el cual lo logra es por medio de la contraccién
muscular; pues cuando se contrae consigue expulsar sangre hacia las arterias y cuando se
distiende, mediante succion, la sangre que circula en las venas retorna al corazén. Resulta
importante destacar la participacion de las cuatro valvulas cardiacas para este propdsito,
pues éstas aseguran una circulacién en sentido tnico. Pero a fin de comprender como el
corazén consigue realizar su funciéon de bomba, el resto de esta seccién se dedicara al
estudio de las propiedades del musculo cardiaco.

El atributo mas importante del miocardio es su automatismo, es decir, la capacidad
de elaborar sus propios impulsos. El corazén aislado de toda conexién nerviosa extrinse-



6 Capitulo 1 Aspectos Generales del Sistema Cardiovascular

ca continta latiendo [22]. Desde un punto de vista fisiolégico el corazén se comporta
como un sincisio (sincitio), de modo que la propagacién de cualquier impulso se hace a
todo el miocardio, siempre que la excitacion sea suficientemente intensa para producir
una respuesta [10]. En otras palabras, las numerosas fibras musculares que componen
al corazon pueden contraerse juntas como si fueran una sola unidad. Bajo condiciones
normales el tejido fibroso que rodea los orificios atrioventriculares impiden la conduccién
directa del potencial de accién de las auriculas a los ventriculos, provocando un retraso
superior a % de segundo en el paso del estimulo. Razén por la cual el musculo cardiaco
se compone en realidad de dos sincitios: el auricular y el ventricular; constituidos por las
paredes de las dos auriculas y las paredes de los dos ventriculos, respectivamente.

La forma en que el corazon responde a los estimulos es la contracciéon mecéanica, que
es el acortamiento universal de las fibras cardiacas [10]. Durante la contraccién el corazén
no es excitable aun cuando se aplique un estimulo excesivo, sin embargo, en la didstole
bajo estimulos mayores que el que normalmente causa contracciéon cardiaca pueden hacer
responder al corazén. Debido a lo cual cuando se incrementa la frecuencia cardiaca se
acorta la duracién de la contraccion pero en un porcentaje menor que el acortamiento
de la duracién de la relajacién del miocardio [17].

La energia generada con la contraccion del corazén se transforma en energia cinética
al abrirse la valvula de salida; esta energia transportada por el flujo sanguineo se descom-
pone en dos partes: una se transfiere directamente a la columna de sangre, continuando
con el flujo, denominado flujo axial; la otra se transforma en energia de deformacién que
distiende la pared de la aorta (arteria pulmonar), denominado flujo radial [4].

Circulacién de la sangre en el corazén izquierdo (derecho)

Para describir como circula la sangre en cada corazon, consideremos como condiciones
iniciales a las valvulas auriculoventriculares abiertas y las valvulas sigmoideas cerradas.

Como resultado de la enérgica contraccién del ventriculo izquierdo (derecho), la pre-
sion ventricular comienza rapidamente a ascender, como muestra la Figura 1.3, y cuando
ésta es superior a la de la auricula izquierda (derecha) provoca el cierre de la valvula
mitral (tricispide). Durante un intervalo de tiempo, aproximadamente de 0.02 a 0.03s,
todas las valvulas se mantienen cerradas lo cual provoca que no ocurran variaciones en
el volumen ventricular. A este intervalo se le conoce como contraccion ventricular iso-
volumétrica.
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Cuando la presion ventricular izquierda se eleva ligeramente por encima de los 80 mm
Hg (y la presién ventricular derecha ligeramente por encima de los 8 mm Hg), las pre-
siones ventriculares impulsan la apertura de las vélvulas sigmoideas [17]. Es decir, para
abrir la valvula aértica (pulmonar) se necesita que la presién ventricular venza la presion
minima que alcanza la aorta (arteria pulmonar), clinicamente este valor recibe el nombre
de presion diastélica. A partir de este momento la sangre comienza a ser expulsada hacia
la aorta (arteria pulmonar), durante el primer tercio del periodo de expulsion el volumen
de sangre que atraviesa la valvula sigmoidea es mayor de lo que puede fluir a través de la
arteria, lo que provoca que tanto la presién adrtica (pulmonar) como la intraventricular
continien aumentando hasta un valor méximo, denominado presién sistdlica y que es
aproximadamente de 120 mm Hg (25 mm Hg).

Una vez alcanzado este valor maximo, el flujo de sangre disminuye paulatinamente,
generando un declive en el volumen expulsado y la presion ventricular; cuando la presion
en la aorta (arteria pulmonar) supera la ventricular, se cierran las valvulas adrtica (pul-
monar), y comienza la didstole ventricular. Desde que se cierran las vélvulas sigmoideas
hasta que se abren las auriculoventriculares, el volumen de sangre del ventriculo (volu-
men residual) no varfa, pero la presién ventricular continia disminuyendo hasta el grado
de hacerse inferior a la auricular, y provocar la apertura de la vélvula mitral (tricispide).
Como durante la sistole ventricular las valvulas auriculoventriculares estuvieron cerradas,
las auriculas acumularon sangre y debido tinicamente al pequeno gradiente de presion
es que el ventriculo inicia su llenado rapido . Posteriormente, sélo la sangre procedente
de las venas que pasa directamente al ventriculo continta el llenado, pero como antes
se menciond y se puede constatar en la Figura 1.3, este gradiente de presién es pequeno
lo que caracteriza un llenado lento. A esta fase media de la didstole se le conoce como
diastasis.

Cerca del final de la didstole ventricular, cuando la valvula mitral (tricispide) se en-
cuentra abierta y la valvula adrtica (pulmonar) cerrada, la auricula izquierda (derecha)
se contrae impulsando sangre hacia el ventriculo izquierdo (derecho); completando el
llenado ventricular para comenzar de nuevo el ciclo. Sin embargo, esta contraccion no es
esencial para el funcionamiento del corazén; ya que, éste tiene una capacidad de bombear
entre un 300 y 400 % mads de lo que el organismo necesita y la funcién de las auriculas
como bombas sélo contribuyen a aumentar la eficacia del bombeo ventricular hasta un
25 % [17]. También resulta conveniente anadir que la onda a, en la curva de presién au-
ricular de la figura , se eleva entre 4 y 6 mm Hg durante la contraccién auricular derecha,
mientras que la presion de la otra auricula se eleva entre 7 y 8 mm Hg, aproximadamente.

7
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La mayoria de los estudios de mecanica cardiaca se han enfocado en el ventriculo
izquierdo, pero muchas de las conclusiones importantes aplican igualmente al ventricu-
lo derecho [30]. Es el caso de los acontecimientos que ocurren en el corazén derecho,
los cuales son perfectamente descritos, al menos cualitativamente, por la Figura 1.3.
Cabe hacer notar que la apertura y cierre de las véalvulas esta registrado por la sexta
curva donde el primer tono se refiere al sonido producido por el cierre de las valvulas
auriculoventriculares y el segundo tono al ruido que se produce debido al cierre de las
valvulas adrtica y pulmonar. Es muy importante que el lector estudie con detalle la curva
de variaciones de la presién en el ventriculo izquierdo, ya que en el Capitulo 3 serd em-
pleada para modelar la bomba del corazon.

Relajacion isevolumétrica

Expulsion Lienade rgpidc'
; instasis
Contraceion 5 Sistole auricular
isovolumétrica /
Ciarre da
1204 Apertura de o & véhula .’f-'-"_x.\
la vihvula I? A N ’/ aortica ;;r .

100 - adrtica e [,n i :
o T el N === Presién atrtica
7 e S ""“----—J
E 60 |
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8 A0- : la vélvula
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20~ ) 5
"3‘_""'_“ £h e = P v R L Presion auricular
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Figura 1.3: Acontecimiento del ciclo cardiaco referido a la funcién del ventriculo izquierdo
[17]

En resumen, los hechos que ocurren desde el cierre de las valvulas A-V hasta que
nuevamente se cierren estas valvulas se conocen como ciclo cardiaco. La diastole se
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compone de un periodo de relajacién isovolumétrica, una fase de llenado réapido, diastasis
y otra de llenado tardio, que coincide con la sistole auricular. Mientras que la sistole
comprende la contraccién isovolumétrica y la fase de expulsion (vedse Figura 1.3 ). Ahora
bien, con una vision mas clara sobre como la estructura de cada subsistema le permite
realizar su funcién especifica, en la siguiente seccion finalmente presentaremos el esquema
general de la circulacion de la sangre.

1.1.4. Circulacion Sanguinea

Desde William Harvey se sabe que la sangre recorre un circuito cerrado, razén por la
cual al movimiento de la sangre en el organismo se le denomina circulacién sanguinea.
Considerando una célula de sangre ubicada en el ventriculo izquierdo, a continuacion
describiremos la trayectoria que sigue hasta completar el circuito.

Debido a la contraccion ventricular, la célula sanguinea es impulsada a la aorta y a
partir de ésta se mueve a través del sistema arterial hasta los capilares, donde la célula
cargada de O lo intercambia por C'O, con algun tejido del cuerpo. Después de haber
recorrido el lecho capilar, la célula de sangre llega a las venas que la conducen a la
auricula derecha por medio de las venas cavas superior e inferior.

De la auricula derecha la célula desoxigenada pasa al ventriculo derecho, que la impul-
sa, por su contraccion, a la arteria pulmonar y de alli a cualquiera de los dos pulmones.
En los capilares alveolares pulmonares la célula se oxigena a través de un proceso cono-
cido como hematosis y se reconduce al corazén por las cuatro venas pulmonares que
terminan en la auricula izquierda. De la auricula izquierda la célula sanguinea pasa al
ventriculo izquierdo, terminando asi el circuito.

Desde una perspectiva mecanica cada mitad del corazén actia como una bomba
pulsatil acoplada a la otra: la derecha, impulsa sangre desoxigenada a los pulmones,
y la izquierda, propulsa sangre oxigenada a los tejidos. De donde se distinguen dos
circulaciones:

= la circulacion sistémica que comprende: el ventriculo izquierdo, la aorta y todas
las arterias que de ella se originan, los capilares y las venas que conducen la sangre
a la auricula derecha;

» la circulacion pulmonar que comprende: el ventriculo derecho, la arteria pulmonar
y sus ramas, los capilares pulmonares, las venas pulmonares y la auricula izquierda.
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Fl sistema circulatorio realiza al mismo tizmpo dos tipes de recorridos, llamados menor o puimonar
y mayor o sistémico. £l primero de ellos recoge la sangre: repleta de desechos y 2 transporta hasta
los pulmones para ser reciclada.

La mayor, por su parte, conduce la sangre limpia y oxigenada a todos los rincones de nuestro cugrpo.

CIRCULACION D LA CAREZA
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Figura 1.4: Circulacion sistémica y pulmonar

En la Figura 1.4 en la zona sombreada se puede observar esquematicamente la circu-
laciéon pulmonar tambien conocida como circulacion menor, mientras que el resto de la
circulacion corresponde a la sistémica o también llamada cirulacion mayor.

1.2. Algunas Enfermedades Cardiovasculares

Esta seccion estd dedicada a dar rasgos generales acerca de las enfermedades car-
diovasculares que mas indices de mortalidad tienen en todo el mundo. Ademas de que
dicho planteamiento nos permitiré en el siguiente apartado comprender la problematica

econdmico-social a las que conllevan estas enfermedades.
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1.2.1. Hipertensién

La presién arterial es la fuerza que el corazon, por su efecto impelente, y los vasos
arteriales, por su elasticidad, ejercen sobre la sangre para hacerla circular [10]. Cuando
se dice que una persona tiene hipertensién (o “tensién arterial alta”), se quiere decir que
la tensién arterial media de esa persona es mayor que la del limite alto de normalidad
aceptada [16]. En el adulto normal se considera que hay hipertension si las cifras se en-
cuentran permanentemente por encima de 140/90 mm Hg 3.

La hipertension causa sus efectos letales en tres formas principales: (1) exceso de
carga de trabajo sobre el corazén que conduce al desarrollo prematuro de insuficiencia
cardiaca, enfermedad coronaria o ambas, lo cual lleva a un ataque cardiaco con frecuencia
mortal. (2) La alta presién a menudo hace estallar algin vaso sanguineo importante en
el cerebro. Cuando esta sangre se coagula produce la muerte de porciones importantes
del cerebro; esto es un infarto cerebral. Recibe el nombre clinico de “apoplejia”. Una
apoplejia puede causar paralisis, demencia, ceguera o multiples transtornos cerebrales de
otra naturaleza, que dependen de la parte del cerebro infartada. (3) La presién muy alta
casi siempre ocasiona hemorragias multiples en los rinones que destruyen muchas areas
del rinén y produce insuficiencia renal, uremia y en ultima instancia la muerte [16].

1.2.2. Insuficiencia Cardiaca

La falla cardiaca es un sindrome clinico complejo que puede resultar de cualquier al-
teracion funcional o estructural que dane la capacidad del ventriculo a llenarse y eyectar
sangre?. La causa habitual es la disminucién de la contractilidad del miocardio debida
a disminucién en el flujo coronario, aunque la dificultad para el bombeo puede también
originarse por dano a las valvulas cardiacas, presion externa circudante al corazén, defi-
ciencia vitaminica, enfermedad primaria del musculo cardiaco o cualquier otra anomalia
[16]. Las causas de mortalidad en pacientes con insuficiencia cardiaca son principal-
mente: la muerte subita, insuficiencia cardiaca progresiva, tromboembolismo pulmonar
o sistémico, pero hay un porcentaje de causas no cardiacas.

3La presién arterial en el adulto, registrada en el brazo y en posicién supina, debe definirse clinica-
mente con dos cifras: la méxima y la minima (Max/min) [10], donde la méxima es la presién sistélica y
la minima, la diastdlica.

4Definicién de el Colegio Americano de Cardiologia(CAC) y de la Asociacién Americana del
Corazén(AAC) [29]

11
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1.2.3. Accidentes Cerebrovasculares

Los accidentes cerebrovasculares son un sindrome clinico que se caracteriza por el
inicio agudo de deficiencias neurolégicas focales causadas por una anormalidad en la cir-
culacién cerebral [24]. La causa de la mayor parte de los accidentes vasculares son placas
arteriosclerdticas presentes en una o mas ramas de las arterias que irrigan al cerebro. Por
lo general, la placa activa el mecanismo de coagulacién sanguinea produciendo un coagu-
lo que ocluye la arteria y por tanto ocasiona una pérdida aguda de la funcién cerebral
en una regién circunscrita. Casi en una cuarta parte de las personas que presentan acci-
dente vascular cerebral la causa es hipertension arterial excesiva que rompe algin vaso
sanquineo; se produce entonces hemorragia que comprime localmente el tejido cerebral

[16].

1.3. Importancia de la Modelacion Matematica del
Sistema Cardiovascular

De acuerdo a la Organizaciéon Mundial de la Salud (OMS) la principal causa de muerte
en todo el mundo son las enfermedades cardiovasculares. Mas atn, se predice que esta
situacién no cambiara en el futuro, pues 17,1 millones de personas fallecieron por esta
razon en 2004 y se preveé que en 2030 esta cifra se incremente en cerca de 23,6 millones

de personas®.

Sélo en la Republica Mexicana, segin estadisticas del Sistema Nacional de Informa-
cion de Salud, se sabe que en 2008 murieron por esta causa 122,925 personas, lo cual
representa un 22.8 % de todas las muertes registradas; 92,679 de esas muertes se debieron
a enfermedades del corazén, y 30,246 a las enfermedades cerebrovasculares®.

También es importante senalar que el costo que tienen estas enfermedades es alto, lo
cual repercute tanto en el desarrollo socioeconémico nacional como el familiar. Puesto
que, los ingresos que dejan de percibir los pacientes y las familias de los pacientes au-
nado a los gastos en atencion médica, provistos por los estados, socavan las micro y
macro economias. Otro dato estadistico de la OMS que resulta destacable, es que mas
del 80 % de las defunciones causadas por las enfermedades cardiovasculares en el mundo

5Nota informativa de la OMS en enero de 2011
SFuente:INEGI/Secretarfa de Salud.DGIS, 2008. Elaborado a partir de base de datos de defunciones
2008 y CONAPO, 2006. Proyecciones de Poblacién de México 2005-2050.
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se producen en los paises de ingresos bajos y medianos; en los cuales ademas las car-
diopatias, los accidentes cerebrovasculares y la diabetes sacarina reducen entre 1% y
5% el producto interno bruto. Sin embargo, los paises primer mundistas no se salvan
de este problema, ya que es conocido que la insuficiencia cardiaca es uno de los princi-
pales problemas de salud publica, junto con la diabetes y la obesidad como enfermedades
con un futuro impacto epidemioldgico de gran trascendencia para los costos de salud [29].

Todo lo anterior nos permite entender porque la comprensién de los mecanismos
involucrados en la aparicién y evolucion de las enfermedades que afectan al Sistema Car-
diovascular representa y ha representado uno de los retos mas grandes a estudiar. En
efecto, pues el desarrollo de tratamientos, que a su vez logran una significativa dismin-
ucion en la morbimortalidad asociada a ellas, contribuye a resolver dicha problematica
econdémica-social.

Las multiples investigaciones que existen al respecto evidencian que el procedimiento
general para predecir el comportamiento del sistema es modelar; es decir, se trata de
construir un sustito del mismo que lo imite estructural o funcionalmente. El por qué de
esta eleccién es que representa una alternativa a los complejos estudios in vivo, sea por
dificultad técnica o por el riesgo sobre el paciente.

Estos se clasifican en dos, los materialmente construidos y los matematicos. Y pese
a que ambos modelos han demostrado ser una herramienta util para comprender los
fenémenos bioldgicos y fisicos implicitos en la fisiologia y fisiopatologia de este sistema,;
los modelos matematicos son una mejor opcién por dos razones. En primer lugar porque
tratan fundamentalmente de relaciones cuantitativas y formas espaciales, abstrayéndolas
de todas las propiedades de los objetos [1]. Lo cual los hace muy generales. En segundo
lugar, pues dada su generalidad son facilmente adaptados a los cambios en las propiedades
del sistema, lo cual contribuye a una gran economia de esfuerzo y recursos.

13
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Capitulo 2

Conceptos y principios fisicos que
rigen a la circulacion sanguinea

2.1. Algunos conceptos hemodinamicos

Después de haber senalado los principales aspectos de la anatomia y fisiologia del
Sistema Cardiovascular, es necesario estudiar ahora algunas cuestiones de la fisica del
sistema real. Para ello, en primer lugar, es conveniente destacar la relacion tan estrecha
que ha surgido entre fisica y medicina; como se puede observar si consideramos la descrip-
cién de la circulacién sanguinea en cada corazon, también conocida como ciclo cardiaco
(vedse Seccién 2.1.3), donde los términos de presién, gradiente de presién y volumen jue-
gan un papel trascendental. Comenzaremos esta seccién definiendo formalmente estos
conceptos, puesto que seran la base fundamental para la construccion de las analogias
entre parametros hemodinamicos y eléctricos.

Definicion 2.1. Al volumen (V') de sangre que pasa por unidad de tiempo a través del
area de una seccién transversal en una localizacion cualquiera del circuito cardiovascular
se le llama flujo de volumen (Q):

av

En particular, se define gasto cardiaco a la cantidad de sangre bombeada por cada uno
de los ventriculos en cada minuto.

Las fuerzas que contribuyen al flujo sanguineo son la gravitacional y las fuerzas de
gradiente de presion. La presion en un vaso sanguineo varia de punto a punto. La tasa

15
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de cambio de presion con respecto a la distancia en una direccion especifica es el gra-
diente de presion en esa direccion. La presién por si misma no causa que la sangre se
mueva; el gradiente de presion si. Por otro lado las fuerzas que se oponen al flujo san-
guineo, son las fuerzas de tension debido a la viscosidad de la sangre y a las turbulencias.

Definicion 2.2. El término tension se usa para referirse a la fuerza que actia sobre una
superficie dividida por el area de la superficie. La tensién que actia en cualquier super-
ficie puede ser resuelta en dos componentes: la tension tangencial, que es la componente
tangente a la superficie, y la tensiéon normal, que es la componente perpendicular (e.d
normal) a la superficie. La presién es una tensién normal. Una presién positiva es con-
siderada como una tension normal negativa. Una tensiéon normal positiva es un esfuerzo
de traccion.

2.1.1. Resistencia vascular

El objetivo principal del sistema cardiovascular es la de impulsar y conducir el vo-
lumen de sangre necesario para el funcionamiento adecuado de los diferentes territorios
corporales [25]. El sistema arterial, venoso y capilar puede definirse como una red com-
pleja de tubos elasticos ramificados, que tras recibir la sangre procedente de las contrac-
ciones ritmicas del corazén consigue que la sangre fluya.

En la busqueda de un modelo que estudie el comportamiento de la sangre se hace
necesario recurrir a una simplificacién importante y considerarla como un fluido incom-
presible newtoniano libre, que se mueve lentamente en un tubo cilindrico de radio fijo
r. En efecto, bajo estas condiciones la dinamica de la sangre esta regida por el siguiente
sistema de ecuaciones!:

V-4 =0 (2.2)
VP =nAt,

donde u (z(t),y(t), z(t)) = (u(z,y,2),v(z,y, 2),w(x,y,2)) es el vector de velocidad de
la sangre, 1 es el coeficiente de viscosidad y P es la presion del fluido.

La ec. (2.2) es conocida como condicién de incompresibilidad para fluidos libres mientras que la ec.
(2.3) forma parte de las ecuaciones de Stokes que se obtienen al linealizar las ecuaciones incomprensibles
de Navier-Stokes para estados fijos.
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Asumiendo que los componentes transversales de la velocidad son considerablemente
reducidos, es decir, suponiendo que el flujo es enteramente longitudinal y que la presion
P depende sélo de x y t; el sistema (2.2)-(2.3) se reduce a dos ecuaciones:

ou  Ou Ou
% -+ a—y + & =
oP Pu  Pu  u
o "o g T o)
Bajo el supuesto que las paredes del tubo son rigidas y la presion es la tinica fuerza
que se transfiere directamente a lo largo del tubo, la velocidad no cambia con la posicién

x a lo largo del tubo, sélo con la posicién transversal del tubo, es decir, u depende
Unicamente de y, z, v t.

0, (2.4)

(2.5)

ou  Ou
ay " 0s
oP Pu  *u
o n(a_yg + @)
Experimentalmente se ha comprobado que cuando un fluido viscoso esta en contacto
con un solido, las particulas del fluido se adhieren a la superficie del cuerpo. Luego tiene

sentido establecer como condicion de contorno que la velocidad en las paredes del tubo
cilindrico, con radio r = r,, es cero y empleando la transformacién:

0, (2.6)

(2.7)

z =rcosb,y =rsenb,x =1, (2.8)
se tiene que
ou Ou
—+—=0 2.9

(1 82u+82u+ 18u)_ oP
Nzoer "o Trar T or
Si asumimos que el flujo es simétrico axialmente entonces la velocidad u es independiente
de 0 y la ecuacién (2.10) se reduce a

10 ( du ) 10P

Sy 2

ror: Or n Ox
donde AP es el gradiente de presién axial a lo largo del vaso. Note también que AP
debe de ser constante, independiente de r y x.

(2.10)

AP, (2.11)
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Sea la constante A el area transversal del tubo rigido de radio r, con frontera 0A.
Buscando una solucién del sistema (2.4)-(2.5) con u(r, 0, t)=0 sobre A, r = r, se obtiene

que:

u(r) = %ﬁp(rg — 7). (2.12)

El esfuerzo por el rozamiento que genera el flujo axial entre las capas de la sangre,
debido a la viscosidad, se puede evaluar con la siguiente ecuacion:

Q= / omru(r —WA;;T (2.13)

Esta relacién entre el flujo total del fluido y el gradiente de presiéon axial recibe el
nombre de ley de Poiseuille, en honor del fisico francés Jean Poiseuille quien en 1842
publicé sus estudios sobre flujo a través de los tubos capilares de vidrio.

Analizando la ecuacién (2.13) se observa que el flujo sanguineo y el coeficiente de
viscosidad son inversamente proporcionales, es decir, cuando mayor sea la viscosidad
existird un menor flujo en un vaso. Uno de los factores mds importantes que afectan la
viscosidad es el hematrdcrito, porcentaje de sangre que corresponde a las células, pues se
sabe la viscosidad sanguinea como funciéon del hematrocrito aumenta al incrementar la
proporcién de eritrocitos.? La concentracién y los tipos de proteinas del plasma también
producen variaciones de la viscosidad, aunque esta dependencia resulta insignificante en
relacion con el efecto del hematrocrito.

De la ecuacién de Poiseuille también se implica que a pequenos aumentos del radio
de un vaso se produce un incremento considerable del flujo sanguineo, en efecto, por ser
la cuarta potencia del radio directamente proporcional al flujo.

2.1.2. Compliancia vascular

En el primer capitulo cuando se describieron histologicamente los vasos sanguineos,
se hizo notar que estos conductos no son rigidos -lo cual fue una hipétesis importante
para la obtencion de la ley de Poiseuille aplicada a los circuitos hemodindmicos-; méas
aun, se hizo incapié en lo trascendental que resultan sus propiedades eldsticas y muscu-
lares, basta mencionar que debido a que las arterias proximales al corazon son elasticas

2Se consideran los eritrocitos porque son las células que mas abundan en la sangre.
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2.2 Analogia con los circuitos eléctricos 19

permiten que el flujo sea continuo aun cuando en didstole las bombas cardiacas no im-
pulsen sangre a los sistemas arteriales. Asi buscando un modelo que mejor se aproxime
al sistema real, en 1899 el fisiélogo Otto Frank sugirié asumir una relacion lineal entre la
presion de distension y el volumen existente dentro de las arterias cercanas al corazén.

Al respecto resulta conveniente definir los conceptos de elastancia y compliancia
vascular, los cuales nos permiten un estudio de la mecanica del aparato cardiovascular.

Definicion 2.3. La elastancia (E,) vascular se puede definir a través de la relacién
entre los cambios de presién (AP) y el volumen (V'), por la expresion:

AP

La elastancia puede considerarse como el parametro que representa el grado de rigidez.

Definicion 2.4. La compliancia (C') de una cdmara vascular, término inverso de la
elastancia, es la constante que relaciona al volumen (V') con las variaciones de presién
(AP), por la ecuacién:

Vv

(2.15)

Los anteriores conceptos nos permiten senalar que la diferencia bésica entre el sistema
arterial y el venoso radica en que las arterias presentan un comportamiento mas rigido,
mientras que las venas tienen una gran compliancia [4].

2.2. Analogia con los circuitos eléctricos

Al escribir la ecuacién de Poiseuille como:

AP
Q=— (2.16)

donde R es la resistencia vascular, se obtiene un andlogo a la ley de Ohm. Nétese que
tiene sentido que el inverso de la constante de proporcionalidad entre el flujo y el gra-
diente de presion se denomine como una resistencia puesto que depende de la viscosidad
sanguinea y el radio del vaso, factores que como se ha escrito anteriormente dificultan el
flujo sanguineo a lo largo de todo el interior del vaso.
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Figura 2.1: Analogia entre circuitos eléctricos y hemodindmicos [31]

Como se mencioné en el capitulo anterior debido a lo permeable que son las pare-
des de los capilares permiten el intercambio de nutrientes y residuos celulares entre los
tejidos y la sangre, y cabe hacer notar que esto consigue que los érganos se mantengan
vivos. Otro hecho sorprendente que encontramos en esta maquinaria de la circulacion
es la disposicién en paralelo de los 6rganos (excepto el corazdn), como se muestra en la
Figura 2.1, lo cual permite que en caso de que exista una falla con la red vasal que permea
a dicho érgano no repercuta en el funcionamiento de los demads. De igual manera, en el
organismo nos encontramos similes con circuitos de resistores en serie; basta ejemplificar
esto con el circuito pulmonar, en donde toda la sangre que corre en la circulacién pasa
por los pulmones.

La analogia establecida con la ley de Ohm aunada a las disposiciones en serie y
paralelo de los tubos vistos como resistores, ha permitido aplicar los mismos principios
utilizados para las resistencias eléctricas a la hemodinamica. En aquellos circuitos vas-
culares donde aparece un sistema de resistencias en serie la resistencia total es la suma
de las resistencias parciales, esto es

Ri=Ri+Ry+ ..+ R, (2.17)

En aquellos territorios donde existe un sistema de resistencias en paralelo, sabemos que
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la suma de los reciprocos de las resistencias parciales es igual al reciproco de la resistencia

total. Entonces . . . .
—_ = — 4 — 44— 2.18
R R + Rs et R, ( )

Es facil vericar la siguiente proposicion:
Proposicion 2.5. Sea {Ry, ..., R,} un sistema de tubos en paralelo, entonces
Ry < R,; Ry, =min{Ry,...R,}, Rr=Ri+..+R,. (2.19)
Demostracion. Basta con emplear la relacion

8n
mrd’

(2.20)

y utilizar que la suma de las areas transversales de todos los tubos en el sistema, es mayor
que el area de cualquiera de ellos, en particular la del tubo con mayor area: Ay, < Arp;

AM:mCLZE{Al,...,An}, AT:A1++An UJ

El area de los vasos de la circulacion arterial se puede equiparar a un cono y la del
sistema venoso a otro. Ambos se unen teéricamente por sus bases, que a este nivel estarian
representados con los capilares [10]. La anterior abstracciéon nos permite entender como
conforme los vasos sanguineos se alejan del corazén el area total transversal aumenta
hasta alcanzar la red capilar. No obstante, es en los capilares donde la resistencia vascular
es mayor. Esto se debe a que conforme los vasos se alejan del corazén se ramifican,
produciendo que el haz de luz y el grosor de sus paredes disminuye progresivamente
hasta alcanzar la seccién capilar. Luego analizando la relacién

81

R=—7% (2.21)

tenemos que la resistencia es mayor en los capilares.

Recordando la relacién algo més directa de los condensadores con la tension, es decir,
C = q/E, donde C es la capacitancia, ¢ es la carga en cada placa del condensador, y F
es el voltaje a través de ella. Se puede establecer una analogia de la compliancia vascular
con el término eléctrico de capacitancia. Asi como las dimensiones de la vascularidad
influencian ambos flujos sanguineos (axial y radial), por el camino de sus propiedades
resistivas, también lo hacen por medio de sus propiedades de elastancia y compliancia al
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22 Capitulo 2 Conceptos y principios fisicos que rigen a la circulaciéon sanguinea

contener volumen sanguineo.

En base a lo anterior, a continuacion se resumen en una tabla las analogias entre las
variables hemodinamicas y los pardmetros eléctricos.

Pardmetros Cardiovasculares

Analogos en Circuitos Eléctricos

P=presién (mm de Hg.)
V=volumen (ml)

E=voltaje (volt)
g=carga (culombios)

Q= %:ﬂujo (ml/seg) i = %:intensidad (amperios)

C = Rp=compliancia C = L=capacitancia
(ml/mm Hg.) (faradios)

R = %:resistencia vascular | R = %:resistencia eléctrica
(mm Hg - s/ml) (ohmios)

Cuadro 2.1: Analogias entre Parametros Cardiovasculares y Circuitos Eléctricos.

Finalmente, cabe recordar que aplicada a cualquier region del espacio, el principio de
conservacion de masa significa que cualquier flujo que entra debe salir [11]. Si el flujo se
limita a los vasos sanguineos, entonces se obtiene que la cantidad de sangre que pasa, en
un momento dado, por una seccién del sistema circulatorio es igual a la que atraviesa, en
el mismo tiempo, cualquier otra seccién del sistema [10]. Lo anterior es una regla similar
a la ley de Kirchhoff de circuitos eléctricos: En cualquier nodo la suma de la corriente

que entra a un nodo debe de ser igual a la suma de corrientes que sale del nodo (vedse
Apéndice A).
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Capitulo 3

Modelado Matematico del Sistema
Cardiovascular

3.1. Antecedentes

Las investigaciones recientes sobre el comportamiento global del Sistema Cardiovas-
cular o sobre cualquier seccion de éste, se realizan mediante la construccién de modelos
que pueden ser matematicos o fisicos. Un modelo matematico asume un sistema de ex-
presiones abstractas para representar el comportamiento de las componentes del sistema.
La respuesta del sistema real es comparada con la solucién al conjunto de ecuaciones y
utilizada para mejorar el modelo. Por otra parte, los modelos fisicos emplean analogos
reales, eléctricos o mecdnicos, de los diferentes elementos que constituyen al Sistema
Cardiovascular y cuyas relaciones constitutivas estan bien establecidas.

Los anédlogos mecanicos se han utilizado satisfactoriamente en el estudio de 6rganos y
valvulas artificiales y también en experimentos in vitro donde la actividad de un 6rgano
se estudia cuando se conecta con una réplica de un complemento real; tal es el ca-
so del preparado cardiopulmonar de Ganong (1994) [14]. Otros han elaborado modelos
parciales para estudiar un fenémeno particular, como el modelo de Jaron (1988), para
evaluar el efecto de la aceleracién sobre la circulacién, o el modelo de Ursino (1990),
para analizar la regulacién cerebrovascular [4]. Bustamante (1995) emplea su modelo
para evaluar el efecto de los parametros que caracterizan las estructuras cardiacas so-
bre los flujos transvalvulares. Entre los modelos orientados a la docencia se encuentra
el Dynasim (Bustamante et al., 2003), el cual se presenta en la Figura 3.1. Ademads
estos modelos mecanicos se caracterizan por emplear elementos hidratlicos como susti-
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24 Capitulo 3 Modelado Matematico del Sistema Cardiovascular

Figura 3.1: En la figura A aparece el andlogo mecanico Dynasim con los dos circuitos
circulatorios y en la figura B la cdmara ventricular de este modelo [3]

tutos de los elementos reales del sistema. En el caso particular del modelo Dynasim, el
corazén se modela por una bomba de desplazamiento positivo, donde los similes con las
valvulas y la contraccién muscular cardiaca son aire comprimido y vélvulas de retencion;
otras analogias son empleadas en este modelo, sin embargo no son toépico en esta revision.

Los analogos eléctricos representan los diferentes elementos que constituyen al sis-
tema por medio de elementos eléctricos como resistencias, capacitancias, inductancias y
diodos [14]. En los tltimos anos la modelacién del Sistema Cardiovascular o cualquier
seccién de éste se ha construido en base a dos teorias: la de lineas de transmisién, donde
se emplean parametros dependientes del espacio y del tiempo, por lo cual también se les
denominan distribuidos; y la de parametros empaquetados o “lumped”, los cuales ignoran
la dependencia espacial de las variables permitiendo dividir al Sistema Cardiovascular
en pocos segmentos y cuyos pardametros fisicos se pueden concentrar en un bloque [3, 14].

3.1.1. Lineas de transmision

Las lineas de transmisién son los elementos mas comunes que conforman las redes
eléctricas. En conjunto, estos elementos constituyen las arterias a través de las cuales
fluye la energia eléctrica desde los centros de generacion hasta los centros de consumo
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3.1 Antecedentes 25

[9]. El modelo matemaético de la linea de transmisién, que se muestra en la Figura 3.2,
consiste en el siguiente sistema de dos ecuaciones!:

—Q%%%Q::Rdaty+L8%§t) (3.1)
Oi(w,t) Ju(x,t)
T p = Gu(z,t) + CT’ (3.2)

donde R es la resistencia, L es la inertancia, C' es la capacitancia y G la conduc-
tancia. Donde u e 7 son funciones del tiempo t y del espacio x que denotan la caida de
tensién y el flujo de corriente a lo largo de la linea de transmision.

La solucién de dicho sistema de ecuaciones, sin escribir la dependencia armonica del
tiempo e/, es:

u(z) = A1e7® + Age™* (3.3)
T p—k ZtAZe = (3.4)
donde
v = (a+jB)* = (R + JwL)(G + JuC) (3.5)
Zf:R+jwp (3.6)

Aj y As son constantes conocidas y se calculan conociendo la tension y la corriente en
algin punto de la linea o impedancia que se conecta en el punto extremo.

Los modelos hemodinamicos distribuidos del sistema arterial estan usualmente basa-
dos en las ecuaciones linearizadas de Navier-Stokes y en la ecuacién de continuidad. En
base al anterior capitulo se puede asegurar la existencia de la analogia entre la tension
en un punto de la linea con la presién en la arteria, y entre la corriente y el flujo. Lo cual
implica que estas ecuaciones son analogas a las ecuaciones del telegrafista y justifica el
hecho de poder modelar el sistema cardiovascular basandonos en los conceptos basicos
de lineas de transmision [3, 14].

'En la literatura estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones del telegrafista
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Figura 3.2: Trozo de linea de transmision [27]

3.1.2. Modelos Empaquetados

Pese a que en la literatura son muchos los modelos relacionados con el Sistema Cardio-
vascular, que han seguido la linea de los modelos empaquetados, el Modelo de Windkessel
resulta ser el modelo mas citado. La razon de esto es que fue el primero en introducir
componentes elasticas para simular partes del sistema, lo cual ha permitido una mejor
aproximacion al aparato real. Ademas de que a pesar de ser un modelo muy simple que
suprime la mayoria de variables, puede encontrarse en textos de fisiologia recientes como
un modelo representativo del sistema arterial.

Modelo de Windkessel

Analogo empaquetado resistivo-capacitivo descrito por el fisiblogo Otto Frank. El
sugirié representar la aorta y las partes préoximas de las grandes ramas de la aorta
por una camara de aire eldstica, con una presién uniforme y volumen interno que es
linealmente proporcional a esta presion. Y asumié que el resto del sistema de circulacién
puede ser remplazada por una resistencia lineal. Es decir, considero a la aorta como un
vaso de compliancia y a los restantes vasos sanguineos como wasos de resistencia®, y

finalmente empleando el hecho de que el flujo se conserva se obtiene:

2En [19], Hoppensteadt y Peskin llaman wvasos de compliancia a aquellos vasos sanguineos que satis-
facen la relacion 2.15 y vasos de resistencia a aquellos que cumplen la relacién 2.16.
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3.1 Antecedentes 27

Figura 3.3: Modelo de Windkessel [14]

av dP P
o C% + i (3.7)

Considerando que durante la sistole hay un flujo sanguineo adicional desde el corazén
hasta la camara de aire se tiene:

dP P

donde @);, es el gasto cardiaco, C' la capacitancia del sistema y R la resistencia periférica.

(3.8)

Cuando la tasa de flujo dentro de la aorta es conocido, la solucién a la ecuacién (3.7)
se expresa en la forma:

1 ¢ T—t
P(t) = Pe 7c + - / e 7 Qy (1) dr, (3.9)
¢ Jo

donde el primer término del lado derecho corresponde a la soluciéon homégenea de la
ecuacion.

El anterior modelo es un ejemplo de como la teoria de pardametros empaquetados se
emplea para la investigacién de un aspecto especifico, en ese caso el estudio del sistema
arterial. Sin embargo, también esta teoria nos permite estudiar la circulaciéon sanguinea
de forma global; como se puede constatar con el siguiente modelo.
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Figura 3.4: Modelo de Mungumuru y Roe [14]

Modelo de Mungamaru y Roe

Mungamaru y Roe basandose en la ecuacién de Hagen-Poiseuille plantean una mod-
ificacién del publicado por Strong 30 anos antes, obteniendo el andlogo empaquetado
resistivo de la Figura 3.4.

Como se observa en la figura los corazones se representan mediante fuentes de volta-
jes colocadas en serie, Vi y V5 son el andlogo eléctrico de las diferencias de presién a
través de la accién de bombeo del ventriculo izquierdo y el ventriculo derecho, R; es la
resistencia equivalente total de la circulacién pulmonar, R, es la resistencia de varias ar-
terias cercanas a los tejidos, R3 es la resistencia de varias venas alejandose de los tejidos,
Ry...R,, representan la resistencia de varias arteriolas [14].
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3.2 Descripcién del modelo fisico 29

3.1.3. Justificaciéon para el Planteamiento de Otro Modelo

Cuando comenzamos con esta investigacion nos dimos cuenta de que las lineas prin-
cipales que se han seguido en el estudio de la circulacién sanguinea son dos: (1) la cons-
truccion de circuitos eléctricos que imitan al Sistema Cardiovascular funcionalmente y
(2) el planteamiento de modelos hemodinamicos. En este sentido los modelos fisicos han
conseguido superar en nimero y resultados a los modelos matematicos. Aunque como
se menciono6 en la Seccién 1.3. estos modelos poseen la desventaja de ser muy costosos;
ademas de que es innegable el papel que las matematicas han jugado en la fisiologia,
basta recordar los nombres de Hodgkin, Huxley, Fitzhugh Nagumu, Ramén y Cajal; y
su gran aporte hacia el estudio eléctrico del corazén.

Es con esta perspectiva que este trabajo viene ha intentar colaborar con la proble-
matica existente en nuestros dias acerca de la falta de investigaciones matematicas al
respecto.

En la introduccién de esta tesis, se escribié que el método que hemos considerado para
estudiar la circulacion sanguinea de una forma global consiste en establecer un analogo
eléctrico del Sistema Cardiovascular, en base al cual aplicando las leyes de Kirchhoff nos
permita plantear un modelo matematico. Y pese a que por todo lo que hasta este punto
se ha escrito, pudiera parecer una metodologia evidente. Resulta que en la literatura no
aparece nada a este respecto. Sélo si revisamos la Seccién 3.1.2, nos daremos cuenta que
la obtencién y la solucién del modelo se puede realizar de manera independientemente a
los conceptos de circuitos eléctricos. Mas atin, en la revision del planteamiento de Otto
Frank; nos encontramos que en las analogias establecidas entre los circuitos eléctricos y
parametros cardiovasculares se utilizan inicamente porque permiten el uso de una com-
putadora analoga, lo que facilita la obtencién de una solucién para diferentes conjuntos
de pardametros.

3.2. Descripcién del modelo fisico

En esta seccién se construye el diagrama eléctrico del Sistema Cardiovascular, a partir
de la analogia establecida entre los elementos de los circuitos eléctricos y los parametros
cardiovasculares, que con base en las leyes de Kirchhoff nos permitirda proponer y es-
tudiar un modelo dinamico simplificado de la circulacion global. Es importante senalar
que dichas analogias se establecieron a partir de tomar un enfoque biomecanico donde
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el sistema circulatorio sanguineo se piensa como un sistema hemodinamico; es decir, el
sistema se considera formado por el corazén, actuando como bomba, y por los vasos
sanguineos, actuando como conductos.

Ademas, el Sistema Cardiovascular se ha considerado dividido en ocho compartimien-
tos: corazones izquierdo y derecho; capilares, arterias y venas tanto pulmonares como
sistémicos. La circulacién sanguinea en cada corazon relaciona las variables presion, vo-
lumen y elastancia como se estudié en el primer capitulo (Seccién 1.2.3), y a partir
de ellas se modela al corazon. Los cuatro compartimientos, que corresponden a la dis-
tribucién sanguinea a través de los sistemas arteriales y venosos, representan un circuito
vascular elastico con parametros hidrodinamicos concentrados, los cuales caracterizan
las propiedades de los vasos sanguineos. Mientras que los compartimientos asociados a
la circulacién sanguinea en los capilares pulmonares y sistémicos se modelan a partir de
la relacion de Poiseuille para tubos cilindricos rigidos y fluidos de viscosidad constante
e incomprensibles (vedse Seccion 2.3).

Para su planteamiento hemos hecho las siguientes hipotesis:

1. La sangre se considera como un fluido newtoniano en régimen laminar.

2. Las venas y las arterias serdn consideradas como vasos de compliancia mientras
los capilares como wvasos de resistencia. Pese a que en la realidad todos los vasos
sanguineos poseen propiedades resistivas y de compliancia.

3. El circuito pulmonar es considerado en serie porque toda la sangre pasa por los
pulmones. En el caso de la circulacién sistémica sabemos que estd constituida
por numerosos circuitos diferentes en paralelo (Figura 1.4), una disposicién que
permite las variaciones amplias en el flujo sanguineo regional sin cambiar el flujo
sistémico total. Sin embargo para fines de nuestro modelo supondremos que todos
los 6rganos estan considerados en un solo compartimiento. Lo cual nos permite
plantear al circuito sistémico como otro circuito en serie.

4. Unicamente los ventriculos son considerados como las fuentes, debido a que las
paredes ventriculares son mas importantes que las auriculares para la funcién de
bombeo del corazén.

5. Aunque cuantitativamente la curva de las variaciones de presion del ventriculo
derecho varfa significativamente de la curva referida al ventriculo izquierdo (vedse
Figura 1.3), supondremos que cualitativamente son las mismas.
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En base a las ideas expuestas hasta el momento es posible proponer al circuito RC',
que aparece en la Figura 3.5, como analogo eléctrico al Sistema Cardiovascular. Para
la lectura de dicho diagrama es necesario tomar en cuenta que las abrevituras de los
pardmetros cardivasculares: R, C', @) (vedse Cuadro 2.1); se subindican con las letras s
y p para referirse a la circulacion sistémica y a la pulmonar, respectivamente. Ahora
bien para diferenciar entre el sistema arterial y venoso se emplean los subindices a y
v. De igual forma que para el modelo de Mungumuru y Roe, fuentes de voltaje
representan los ventriculos y empleando notacion de los circuitos escribiremos £c7 v Eop
para denotar las diferencias de presion a través de la accién de bombeo del ventriculo
izquierdo y el ventriculo derecho.

En lo que sigue consideraremos a cada una de las ramas, que corresponden respectiva-
mente a la circulacion pulmonar y sistémica, como grandes compartimientos del Sistema
Cardiovascular. Denotaremos mediante v, y vy a funciones del tiempo t que miden el
volumen total de sangre en el instante ¢ contenido en el comportimiento pulmonar y
sistémico, respectivamente. Al definir estas funciones estamos efectuando una simpli-
ficacién importante del modelo ya que no estamos tomando en cuenta las variaciones
espaciales del volumen sanguineo a lo largo de cada una de las ramas del sistema.

3.3. Modelo matematico del Sistema Cardiovascular

En la busqueda de un modelo dinamico es que estudiaremos al circuito con dos
baterias propuesto en la anterior seccién empleando el andlisis de circuitos. Debido a
que el circuito eléctrico propuesto (vedse Figura 3.5) es una trayectoria cerrada podemos
emplear la ley de la caida de voltajes en sentido de las manecillas del reloj y obtener que

AP = %R+, (CL+CL> +or
+ LR+, (C%J + c%z) +&cp (3.10)
= 0

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff en el nodo A, ubicado entre el corazon izquier-
do vy el capacitor que representa a las venas pulmonares, obtenemos una ecuaciéon que
describe el balance del flujo sanguineo en el corazon:

Qp = Qs (3.11)
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Figura 3.5: Circuito eléctrico analogo al Sistema Circulatorio

Pero esto implica que

vy = v, + V5, (3.12)

donde V, es una constante. Luego si denotamos v = v,, la ecuacién (3.10) puede ser
escrita como

1 1 1 1 1

1
= — —_— — _— -1
c. .o, e } vlt) = ~ber=top=Ve (Csv + Csa> (3.13)

(Rp+Rs)v’(t)+{

la cual tiene como tnica funcién desconocida a v(t), ya que como se estudiara mas ade-
lante las funciones {07 y £cp pueden ser aproximadas en un corazén normal. La ecuacién
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(3.13) es el modelo matematico que consideraremos en lo sucesivo.

Al definir
R=R,+R, (3.14)
1 1 1
cTo. et o )
az%(c%v—i-clsa), (3.16)
(0) =~ {€erlt) + €cn(t) + a}. (3.17)

Y reescribir la ecuacién (3.13) podemos considerar el problema de condicién inicial

1
v'(t) + @v(t) = f(t) con v(0) =Vy,
donde V)7 denota el volumen inicial de sangre en la rama pulmonar. El cual puede ser
resuelto tomando la transformada de Laplace de (3.18) y aplicando B.5, puesto que nos

permite obtener la siguiente ecuacién algebraica

(3.18)

(sV(s) — Vo) + R—lcws) — P(s). (3.19)

Con lo cual se sigue inmediatamente que

V(s) = G(s){F(s) + V; '}, (3.20)

G(s) = (s + %) h . (3.21)

De esta manera se tiene que para conocer de manera explicita la solucién del problema
(3.18) es necesario modelar el funcionamiento de los ventriculos como bombas de presién.
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Figura 3.6: En azul aparece la grafica de la funcién £(t) en [0, 7.

3.3.1. Modelando las dos bombas del corazéon

En el Capitulo 1, especificamente en la seccién dedicada al corazén, se da un bosquejo
general de como circula la sangre en las dos camaras cardiacas con el objetivo de que el
lector comprenda la trascendencia del proceso que estos subsistemas estan realizando. Sin
embargo, v pese a que en dicha descripcion se interrelacionan cuatro variables: presion,
volumen, elastancia y tiempo; para fines de nuestro modelo serd suficiente considerar que
¢or v Eop solo dependen del tiempo.

Ahora bien, como hemos supuesto que en forma el ventriculo derecho tiene el mismo
comportamiento que el izquierdo (hipétesis 5) y despreciando el tiempo (casi insignifi-
cante) de desfase existente entre las curvas de cambios de presién de los dos ventriculos,
se tiene que {op(t) tendra cualitativamente una expresion similar a {7(f). Con lo cual
nuestro problema se reduce a definir una funcién cuya grafica sea lo mas aproximada a
la tercera curva que aparece en la Figura 1.3.
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3.3 Modelo matematico del Sistema Cardiovascular 35

Si denotamos por ty,, ty, v ty, los tiempos de duracion de las fases de contraccién
isovolumétrica, expulsion y didstole, respectivamente; y por Py, v Py, los parametros
de la presién sistdlica y la presién didstolica que existe en la arteria. Y suponemos que
T = 2ty 415, +1y, es el intervalo de tiempo en que se produce un ciclo cardiaco. Entonces
en el intervalo [0, 77, la funcién £(t) definida por

( (Pda/th)tv 0<t< ty

2
_ t
A {p?;f2§g_a} (,5 - g) + P, by <t<tp -+t
(_Pda/tﬁ)(t - 2tf1 - tf2)7 tfl + tfz <t< 2tf1 + tfg

0, 2tfl+tf2§t§T

y cuya grafica es la Figura 3.6 parece ser una buena aproximacion a la curva que mues-
tra los cambios de presién en el ventriculo izquierdo. Salvo la onda a, que representa la
curva de la contraccion auricular, ya que ésta por la hipdtesis 4 es despreciada para la
construccién de este modelo®. Ademds, si denotamos T}, el tiempo que £(t) es distinta de
cero en [0, T], renombramos P, como la presion sistélica en la arteria aorta y llamamos
Py, a la presién sistélica que existe en las arterias pulmonares; entonces tenemos que la
grifica de las variaciones de presién en cada ventriculo aparecen en la Figura 3.7.

Sin embargo, para fines de este trabajo de tesis, sera suficiente considerar una aproxi-
macion a la funcién £(t). Definamos las funciones ¢y (t) v {ep(t) de la siguiente manera:

( PoSen(f(t —rT)), T <t<rT+T,
Serlt) = 0, rT+T,<t<r(T+1);
\
( PySen(£(t—rT)), T <t<rT+T,
Sen(t) = 0, T+ T, <t<r(T+1),

3Cabe resaltar que las constantes ty, , tf,, tf,, Psa ¥ Paq son distintas de cero, lo cual garantiza la
buena definicién de la funcién &(¢)
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Psa

Psp

oo

= w—

Figura 3.7: Gréfica de las variaciones de presion en el ventriculo izquierdo y el derecho
referidos a un periodo de tiempo 7. Donde Py, < Pi,.

donde r € N.

Por otro lado, utilizando la funcién de Heavisade, es decir,

0, t<0
“(t):{ 1, t>0

podemos escribir £¢7 + Eop como
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3.4 Resolviendo el problema 3.18 37

Ecr(t) + Eop(t) = 32 h(t — KT)u(t — kT),

- (3.22)
B(t) = (P + Pup)Sen(£){1 — u(t — T,)}.

3.4. Resolviendo el problema 3.18
Pasemos ahora al problema de obtener la transformada de Laplace de f(t), la cual

hemos denotado por F(s). Primero que nada teniendo en cuenta que el término inde-
pendiente {or(t) + {op(t) es periddica de periodo T, se sigue que

Llecr(t) + Eon®)(s) = == [y (Ecr(t) + Eop(t))e " dt

i [ he = L))
Y entonces como
Lh(#t)] = (Pu+Py) {L Sen(= ): [S’en(Tl Yu (t—:ro)]}
— (Pu+P,) {L Sen(Z ): g [sen(%(HT))}}
—  (Pu+Py) {L Sen(= ): —e‘STOL[ Sen(zt )}} (3:24)
= (Pw+Py) sz{ff? )2} (14T},
se sigue inmediatamente que
Lléer(t) + Een()(s) = (Puat Po) (2 ) [ ] 3.25)

Finalmente empleando la linealidad de la transformada de Laplace se obtiene,
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38 Capitulo 3 Modelado Matematico del Sistema Cardiovascular

F(s) =L[f®)(s) =L [~g{&er(t) + &en(t) + o] (s)

_ Psa+Psp 1+€_ST“ ﬂ-/TO o (l)
- R 1—e—sT 24 (m/Tp)? R \s/)"

Por el sistema de ecuaciones (3.20)-(3.21) y lo hecho anteriormente llegamos a que

V(s) = (s+) " {2t (322 [ier] -5 () + V)

—sTo -1
=~ a() — P (P Vil) + V(s + o)

(3.26)

donde

Vils) = (s + ) () = RO (2= ).

o 1 \—1 /T o RC(m/T,) 1 \—1 (1/RC)—s
Yi(s) = (s + 5¢) [32+(W/T0)2] = RO(/To)+ 75 {(3 t )t [W} }

Puesto que nuestro interés es obtener una soluciéon del volumen pulmonar total de-
pendiente del tiempo, es necesario considerar las transformadas inversas de Laplace de
las funciones Y;(s), y Yi(s). A continuacién se dan las expresiones explicitas de éstas

yi(t) = L7HYi(s)](t) = RC(1 — e~ 7o),
(3.27)

walt) = LT M) = o {6*% — Cos(Z1) + W%CSen(Tlat)} .

Para obtener la solucién de (3.18) pasamos a la transformada inversa de Laplace de
la ecuacién (3.26) y utilizando la propiedad de linealidad se tiene:
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3.4 Resolviendo el problema 3.18 39

o) = LV = - epfeet (B0 ) Yags)| - gu(0) + Ve e
= = PetPap o [(Le2) yi(s)| - aC + (Vg + aC)e e,
(3.28)
Por otra parte:
1 —sT, o0
1—1— e_ST = (1+ %) Ze—ksT.
- k=0
Este desarrollo en serie es vélido ya que |e™*T| = e=*T < 1 para s > 0. Luego
1 —sT, 0
1+ e_ST _ Z (e—ksT + e—s(kT—i—To)) . (3.29)
— ¢ k=0
Usando (3.29), tenemos que el término
1) = L7 [$E5vas) (3.30)
que aparece en la expresion de 3.28, es igual a
L1 ];0 (efksT + e*S(kTJrTo)) }/4(5)}
= 3 (87 [t e ) Vi o) (3.31)

= kf:o {L_l [e_kSTYZ;(S)} + L1 [e_S(kTJ’_TO)Y;l(S)} } )

Finalmente por el teorema B.0.5, conocido como segundo teorema de traslacién para
la transformada de Laplace, llegamos a que
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1(6) = Y {yalt — KT)u(t — KT) + yalt — kT — T)u(t — kT — T,))

_ _ RC(x/T,) i": {[e% — Clos™=kT) ﬂq};i,osenw(t
=0

—kT)
RO(m/To)2+ 7 T A } u(t — kT)

T

+ [ew — CosTUUTH) | T, Senﬂ(t_(lfo+T°))} u(t — (kT + To))} .

Sustituyendo esta ultima forma de expresar I(¢) en la ecuacién (3.28) y empleando
el conocido resultado de que

Cos(y — 0) = Cos(y)Cos(8) + Sen(y)Sen(0)

Sen(y — 0) = Sen(y)Cos(0) — Cos(y)Sen(0)

se obtiene la férmula final para v(t):

—(t—(kT+To))

v(t) =K S {e‘(%c*‘“u(t —kT) + e —me P u(t — (KT +T,))
k=0

- [COSM - LLSVenW(t*kT)] (u(t — kT) —u(t — (KT + TQ)))} (3.32)

To TRC To

—aC + (Vpo + aC) e~ T,

_ T, _(Psa+Psp)
donde K = 7 P

3.4.1. n-ésimo latido

Sin e NUO es facil demostrar que en el n-ésimo latido se tiene
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3.4 Resolviendo el problema 3.18 41

v(t) = {Z I + Z ei(t el COS—W(t;OnT)
(3.33)

+W7};CSenM} —aC + (V;,O + aC) e R,

para t € [nT,nT + T,). Mientras que si t € [nT + T, (n + 1)7T'), los términos oscilantes
simplemente no intervienen en la expresiéon de v(t), es decir,

v(t) =K ), {e%tRjOkT) + ei(ti(gggo»} —aC + (V2 + a0) e e,

k=0 (3.34)
Maés todavia en el intervalo [nT,nT + T,) se tiene que
ef(tRckT) i Z w _ 6_% <1+e%) Z eRC _'_ef(tRCnﬂ
k=0
. ot To eRC —1 —(t—nT)
e (1 +6Rc) (eRC 1) te ne (3.35)
_ ef(tfnT) (el%T+eli¥é'> P (1+el§%’)
eRC —1 eRC —1
Entonces sustituyendo la ultima ecuacién de 3.35 en 3.33 se sigue que
_ n To T To
v(t) = K{ e (M) +e mo (HT@—W) — COSM
eRC —1 eRC —1 o
(3.36)

+ Z Sen™ DY 4 aC (et ) 4 Ve,

También, se puede implicar que
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42 Capitulo 3 Modelado Matematico del Sistema Cardiovascular

Ty T Ty
| o(t) | gK{(—eR *“IC) + (—”;RC>+1+£’ }+ac+vp"

eRC —1

(3.37)

To T
_ eRC {eRC To o
K{2( 6&11 )+WRC}+aC+Vp.

Similarmente, en [nT + Ty, (n + 1)T))

n
—(t—kT) —(t=(kT+To)) t T ET
Z {e RC  + e RC } — ¢~ RC (1—|—eﬁ%> Zzzoeﬁ

Entonces por la ecuacién (3.34)

Lo —(t—n —(t .
u(t) =K (@) (6 e (RJET>) —aC + (V;—i—ac) e RC,

1—eRC (3.39)
de donde
1+6% o
lv(t)| <K (—1_6%) +aC + V. (3.40)

Como lo antes hecho es véalido para cualquiera que sea n, se concluye por (3.37) y
(3.40) que la funcién v(t) : Rt — R es acotada. Viene a bien senalar que las relaciones:
—aC'y (V;," + aC) e*%, que aparecen en la definicién de v(t), corresponden a la com-
ponente basal y al transiente relacionado con la condicion inicial.

Recordando que el problema real, que se busca resolver, es encontrar una expresion
explicita del volumen pulmonar. Conviene preguntarse qué significado tiene la condicién
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3.4 Resolviendo el problema 3.18 43

inicial, y la respuesta seria que ninguna. En efecto, si el tiempo inicial se considera a partir
de que el individuo nace, y suponiendo RC' > 0, resulta que e~ we — 0 conforme ¢ — oo.
Luego que para valores grandes del tiempo, que es cuando se lleva a cabo el estudio, el
transiente relacionado con la condicién inicial se desprecia. Mds aun, la expresién para
el volumen pulmonar queda como:

i T, T
v(t) =K {e“MT) (M) — COSﬂ(t;OnT) + nz}%csenﬂ(tT:T)} —aC, (3.41)

si nT <t <nT +T,. Para el subintervalo nT + T, < t < (n+ 1)T), se tiene

i T,
v.(t) = Ke ™ <—1+6R?) —aC.

1—eRC

(3.42)

Nuestro siguiente problema es mostrar algunas propiedades de la solucién v, (t).
Proposicion 3.1. Sin € N se tiene:

1. v, es acotada en RT
2. v, es periddica de periodo T’

3. v, es continua en RT

Demostracion. 1. Como v es una funcién acotada en todo su dominio, también v,.

2. En efecto, sea t € [nT,nT +T,), se tiene que t + T € [(n + 1)T,(n + 1)T + T,).
Entonces por (3.41)

T —(n Ty T
U*(t+T) _ K{QW (e ,cTJrefic> - Cosw(t+T}(on+1)T)

+ ﬂjj;jc Sen”(t+T}(O”+1)T)} —aC = v,(t).

Site nT+ T, (n+1)T), entonces t + T € [(n+ 1)T + T,,(n+ 1)T'). Por (3.42),

1—eRC

—(t —(n To
v(t+T) =Ke HTEn <ﬂ) —aC = v.(t).
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3. Por el anterior inciso basta estudiar la funcién v, en el intervalo [0,7"). Es evidente
que v, es continua en todos los puntos distintos de 0 y T,. Asi s6lo estudiaremos
estos puntos. Como

~T, To T
lim,_p-v.(t) =K {e RC (M) — Cos(m) + 7r%CSen(ﬁ)} —aC

eRC —1
» (3.43)
=K (=<2 ) a0
1—6% ’

,
lim, g v.(t) = Kerd (HeRC) aC
1—eRC
7 (3.44)
=K (ieg) — aC = v,(T,)

Se sigue inmediatamente que lim;_7,v.(t) = v.(7;). De manera similar se desmues-
tra que v, es continua en 0. []

Puesto que para los fines de nuestro modelo la funcién v, (t) > 0, Vt € R*. De (3.42)
se tiene que los parametros del modelo deben satisfacer las siguientes condiciones:

To To
14+eRC T > 14+eRC T >
K (1_51?3) ¢re zal, K (—1> ere z aC. (3.45)

Finalmente, conviene hacer un tltimo comentario. Aunque hasta este punto de la in-
vestigacion no se cuentan con datos reales que pudieran avalar o refutar nuestro modelo
cuantitativamente. Al menos la Proposicion 3.1 nos otorga evidencia de que cualitativa-
mente el modelo funciona, primero porque preserva la periodicidad de la bomba al ser la
expresion para el volumen pulmonar también periddica. Segundo, porque esta reflejando
que el volumen es acotado. En efecto, porque de no ser asi implicaria que el volumen
sanguineo aumenta infinitamente, lo cual es fisicamente imposible, basta recordar que la
cantidad de sangre existente en el cuerpo humano es constante. A fin de ilustrar estas
ideas, en la seccién siguiente revisaremos un ejemplo numérico; el cual considera datos
de un individuo en condiciones normales en reposo.
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3.5. Ejemplo numérico: Condiciones normales en re-
pOso

Cabe recordar que el modelo matematico, que hemos propuesto para describir el fun-
cionamiento de ambos ventriculos como bombas de presion, estd compuesto de dos fun-
ciones que dependen del tiempo: £y (t) v Eop(t), definidas en la Seccion 3.3.1. Las cuales
contienen cuatro pardmetros que caracterizan el comportamiento del musculo cardiaco.
Estos pardmetros son las Presiones sistélicas en las arterias aorta y pulmonares Pyq, P,
el tiempo que dura un ciclo cardiaco Ty el tiempo que ambas funciones son distintas de
cero 1,

Con los datos asentados en el libro Tratado de Fisiologia Médica de Guyton y que
hemos resumido en el Cuadro 3.1, es suficiente para tener el modelo del corazéon de un
individuo con condiciones normales en reposo. Mas todavia, a continuacién se muestran
las variaciones de la presién en el ventriculo izquierdo (vedse Figura 3.8, curva superior)
y en el ventriculo derecho (vedse Figura 3.8, curva inferior).

memHz Pif)
120 F

a0

a0 -

; ; A 1 [segmdos
0.5 10 1.5 [ !

Figura 3.8: Grafica de {o;(t) v {op(t) para un sujeto con condiciones normales en reposo.
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46 Capitulo 3 Modelado Matematico del Sistema Cardiovascular

Pardmetro | en descanso
P, 120 mm Hg

P, 25 mm Hg
T, 328
T .85s

Cuadro 3.1: Parametros para el modelo de las dos bombas del corazén.

Para este tipo de individuo, en el Capitulo The Heart and Circulation del libro Ma-
thematics in Medicine and the Life Sciences, se proporcionan los datos que aparecen en
el Cuadro 3.2. Los cuales, es facil verificar, satisfacen las condiciones (3.45). Y luego que
para el corazén que aparece en Figura 3.9 se tiene que la grafica de la expresion v,(t)
referida a un ciclo cardiaco es como se muestra en la Figura 3.9.

i

1.405
1.400

1.305

1.390

L ' il 1 L I ' 1 L L 1 1 L t segn.ﬂcs
0. 0.4 0.6 0.2 : ]

Figura 3.9: Gréfica de la funcién v,(t) en un ciclo cardiaco.
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Ademaés, como v* es continua y periddica se puede también obtener la grafica de vx
referida a cualesquiera m ciclos cardiacos (ver Figura 3.10).

hsw

1.405“

1400

1385

1300

T85 Te.0 TS 200 an.s

Figura 3.10: Gréfica de la funcién v * (¢) en 4 ciclos cardiacos.

Parametro en descanso
R, 1050 mm Hg/(1t/s)
R, 107.4 mm Hg/(1t/s)
Csa 0.01 lts/ mm Hg
Clyy 1.75 lts/ mm Hg
Cha 0.00667 1ts/ mm Hg
Chpo 0.08 Its/ mm Hg
v, -4
vy 0.5 Its

Cuadro 3.2: Valores tipicos de los pardmetros cardiovasculares?

4

“Los pardmetros : Resistencia (R), Compliancia (C) y Presién (P). Se subindican con las letras s y p
para referirse a la circulacién sistémica y a la pulmonar, respectivamente. Ahora bien para diferenciar
entre el sistema arterial y venoso se emplean los subindices a y v.
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Conclusiones

1. Sobre el estado de las investigaciones en el tema

Se realizo un breve resumen de los principales topicos de medicina y fisica, que
como minimo se necesitan para investigar el comportamiento global del Sistema
Cardiovascular. Se present6é un grupo de modelos de este aparato bioldgico, inten-
tando dar un panorama general de las distintas formas que existen para estudiarlo.

2. Aportaciones y resultados obtenidos

a) Se plantea el circuito eléctrico andlogo al Sistema Circulatorio bajo las hipétesis
que aparecen en la pag. 29 (ver Figura 3.5).

b) Se propone el modelo dindmico (3.13) para estudiar al circuito con dos baterias.
El cual depende de 7 parametros:

RS7 Rp7 Cpa7 Cp”ua Csaa CS’U7 ‘/07
y dos funciones del tiempo:

§op(t), Eci(t).

c¢) Se construyen dos modelos para el funcionamiento del corazén. El primero
dado por la funcién £(t), cuya grafica aparece en la Fig. 3.6. El segundo queda
determinado por el sistema de ecuaciones (3.22) (ver pag. 34 y Fig. 3.7.).

d) Considerando el problema de condicién inicial en(3.18) y el segundo modelo
del corazén dado en el anterior inciso, se obtienen los siguientes resultados:

» La expresion explicita de v(t) dada por la ecuacién (3.32).

» La expresion explicita de v(t) en el n-ésimo latido definida por (3.36) y
(3.39).
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50 Capitulo 3 Modelado Matematico del Sistema Cardiovascular

e) Se obtiene que la funcién v,(t) definida como el sistema de ecuaciones (3.41)
y (3.42) es la expresién que se buscaba para el volumen pulmonar. Y en base
al cual se puede obtener una expresion explicita para el volumen sistémico.
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Trabajos futuros

a) Aun en el marco de este modelo lineal suponemos se puede explicar lo que
ocurre en el caso de arritmias; variando las relaciones entre Ty T, de cada
ciclo cardiaco.

b) La necesidad de un modelo no lineal basado en el anterior, suponiendo que R
y C dependen de alguna forma de v (ver ecuaciones (3.14) y (3.15).
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Apéndice A
Fundamentos de circuitos eléctricos

La electricidad se define como la propiedad que adquieren los cuerpos como resulta-
do del frotamiento. Por ejemplo cuando se frota una varilla de &mbar con un pedazo de
piel y posteriormente se acerca la varilla a pedacitos ligeros de papel, se obtiene como
resultado que el ambar los atrae. Esto nos permite entender porque el nombre de esta
propiedad es derivada de la palabra griega elektron que significa ambar.

Un circuito eléctrico es una interconexién de elementos eléctricos, los cuales se uti-
lizan para transferir o comunicar energia de un punto a otro. En esta seccion se tiene
como objetivo establecer la teoria basica que permite determinar el comportamiento de
cualquier circuito eléctrico, del que se conozca su configuracion, asi como los elementos
que lo integran y las condiciones iniciales de funcionamiento. Pero antes conviene dar
algunas definiciones béasicas.

Definicion A.1. Carga es la caracterizacion del estado de electrizacién de un cuerpo,
representada por el simbolo ¢ y medida en coulombs.

Definicion A.2. La corriente eléctrica i es la velocidad de cambio de la carga ¢ respecto
al tiempo t, medida en amperes. Es decir,

. dg
= —. Al
1= (A1)

Definicion A.3. La tension (o diferencia de potencial) E,;, entre dos puntos a y b en
un circuito eléctrico es la energia (o trabajo) necesaria para mover una carga unitaria
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54 FUNDAMENTOS DE CIRCUITOS ELECTRICOS

desde a hasta b; matematicamente,
dw
Eyp=—
ab dq )

donde w es la energia en joules (J) y ¢ es la carga en couloumbs. La tensién FEg, o
simplemente E se mide en volts.

(A.2)

A.1. Capacitancia

La capacitancia de un conductor aislado se define como el cociente entre su carga y
su potencial,

C = (A.3)

1
ok
El concepto de capacitancia puede extenderse a un sistema de conductores. Consid-
eremos el caso de dos conductores con cargas ¢ y —q. Si V5 y V5 son sus potenciales
respectivos, la capacitancia del sistema se define como
q q

C=—"7=—=. A4
Ei—FE, FE (A-4)

Esta disposicién constituye lo que se llama un capacitor.

Los capacitores pueden combinarse en dos formas en serie y en paralelo. En la com-
binacién en serie la placa negativa de un capacitor se conecta a la positiva del proximo,
y asi sucesivamente. En consecuencia todos los capacitores tienen la misma carga, pos-
itiva o negativa, sobre sus placas. Sean Fy, Fj, ..., E, las diferencias de potencial en los
capacitores y C, Cy, ...C), sus respectivas capacitancias. Es facil comprobar que

LR S a5

da la capacitancia resultante para una disposiciéon de capacitores en serie.

En la asociaciéon en paralelo, todas las placas positivas se conectan a un punto en
comun, y las negativas también a otro punto en comin, de modo que la diferencia de
potencial es la misma para todos los capacitores. En consecuencia, si las cargas son
Q, 42, ---, Qn, S€ tiene que

da la capacitancia resultante de una disposicién de capacitores en paralelo.
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FUNDAMENTOS DE CIRCUITOS ELECTRICOS 5H

A.2. Resistencia, resistividad y ley de Ohm

Definimos la resistencia de un conductor (a menudo llamado una resistencia) entre
dos puntos aplicando una diferencia de potencial E entre esos dos puntos, midiendo la
corriente i y dividiendo:

R=—. (A.7)

1

Si V estd en volts e i en amperes, la resistencia R estard en ohms.

La resistencia de cualquier material con un area transversal uniforme A y longitud [
que lleva una corriente constante I. Se puede representar, en forma matematica, como:

l

donde p se llama la resistividad del material en ohm-metros.

La ley de Ohm (1787-1854) establece que en un conductor metdlico a temperatura
constante, la razon de diferencia de potencial E entre dos puntos a la corriente eléctrica
I es constante. Donde ésta constante es igual a la resistencia R del conductor.

Similarmente a los sistemas de capacitores, los resistores pueden combinarse en dis-
posiciones en serie y en paralelo. Donde aplicando la ley de Ohm a cada resistor, se
satisfacen las siguientes relaciones: en un sistema de resistencias en serie la resistencia
total es la suma de las resistencias parciales; y en aquellos donde exista un sistema de
resistencias en paralelo, la suma de los reciprocos de las resistencias parciales es igual al
reciproco de la resistencia total.

A.3. Representacion de los circuitos

Definicion A.4. Una rama representa un solo elemento, como una fuente de tension o
un resistor.

Definicion A.5. Un nodo es el punto de conexion entre dos o mas ramas.
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Definicion A.6. Una lazo es cualquier trayectoria cerrada en un circuito. Un lazo es
una trayectoria cerrada que se inicia en un nodo, pasa por un conjunto de nodos y re-
torna al nodo inicial sin pasar por ningin nodo mas de una vez. Se dice que un lazo es
independiente si contiene al menos una rama que no forma parte de ningtin otro lazo.

Una red con b ramas, n nodos y [ lazos independientes satisfacera el teorema funda-
mental de la topologia de redes: b = (n+1) — 1.

En los anteriores dos apartados se dan las definiciones de disposiciones en serie y par-
alelo para capacitores y resistores. Empleando la definicién de nodo se dan las siguientes
definiciones de caracter general.

1. Dos o més elementos estan en serie si comparten exclusivamente un solo nodo y
conducen en consecuencia la misma corriente.

2. Dos o més elementos estdn en paralelo si estan conectados a los dos mismos nodos
y tienen en consecuencia la misma tension entre sus terminales.

A.4. Leyes de Kirchhoff

Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), fisico alemén, enunci6 en 1847 dos leyes basicas
concernientes a la relacién entre corrientes y tensiones en una red eléctrica, basadas en
las leyes de conservacién de la carga y la energia. La primera ley de Kirchhoff o ley de
la conservacién de corriente de establece que la suma algebraica de las corrientes que
entran a un nodo es igual a la suma de las corrientes que salen de él. Matematicamente,
la esta ley se escribe como

N
> in =0, (A.9)
n=1

donde N es el niimero de ramas conectadas al nodo e 7, es la nésima corriente que entra
al (o sale del) nodo.

La segunda ley de Kirchhoff o ley de la conservasion de la tension establece que la
suma algebraica de todas las tensiones alrededor de una trayectoria cerrada (o lazo) es
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cero. Expresada matematicamente esto es:

M
> um =0, (A.10)
m=1

donde M es el nimero de tensiones (o el nimero de ramas en el lazo) y vy, es la m-ésima
tension.
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Apéndice B
Transformada de Laplace

Una transformada es un operador de un espacio de funciones en otro.

El principal objetivo, que se persigue con este apéndice, es dar un tratamiento espe-
cial a la teoria de la transformada de Laplace que es necesaria en el Capitulo 3 de este
trabajo de tesis. La recopilacién de material incluida estd basada primordialmente en
Davies[6], Williams[28] y, Jaeger y Newstead[20]. Asi como también en las notas de clase
del curso Ecuaciones Diferenciales impartido por el Dr. Fraguela Collar.

Definicion B.1. Sea f(t) una funcién arbitraria definida en el intervalo 0 < ¢ < co. Si
la integral impropia

/ f(t)e tdt (B.1)

existe para algunos valores de s € R (o C), se dice que es la transformada de Laplace de
f(t). Se escribe L[f(t)] y determina una funcién F(s) cuyo dominio son aquellos valores
de s para los cuales la integral de Laplace existe, es decir,

= /Ooo f(t)e *tdt = F(s). (B.2)

Una condicion suficiente para que exista la transformada de Laplace de f es que
sea de crecimiento exponencial, es decir, existen intervalos [0,a1], [a1,as],..., [an—1,an];
donde f es continua y ademads en [a,,00) existen constantes M > 0y a € R tal que
| f(t) |< M exp®t, Vt € [a,,o0). Lo anterior queda resumido en el siguiente teorema.
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Teorema B.1. Sea f(t) una funcién definida para todo real t > 0. Si f es de crecimiento
exponencial entonces L[f(t)] existe, siempre que f sea lo suficientemente grande.

Demostracion. Debido a que f es de crecimiento exponencial, existen intervalos [0,a],
la1,as],..., [an_1,a,] donde f es continua. Si consideramos la transformada de Laplace de
f, es decir,

F(s) = /OOQ ft)e *tdt = i/ak f(t)e *tdt + /OO ft)e=tdt, a,=0
k=1 " -1 an

se tiene que las primeras n integrales existen, porque como f(t) es continua en |ay_1,a]
para toda k € {1,2,...,n}, también lo es f(t)e *.

Por otro lado, usando que en [a,,00) existen constantes M > 0y o € R tal que
| f(t) |< Mexp“t, Vt € [a,,o0); se sigue que la ultima integral es absolutamente con-
vergente. En efecto,

| / et | < / | F(t) | et

an

< M ela=s)t gy

an

v |:€(o<s)t:|°°
o — S an
Me(a—s)an

S —«

siempre que s > «. Como consecuencia, se concluye que L[f(t)] existe. O

Corolario B.2. Haciendo que s — oo se obtiene el resultado lim F(s) = 0 cuando

r—00

F(s) es de crecimiento exponencial.

B.1. Observaciones

1. Toda constante es de crecimiento exponencial. En efecto, considerando | f(t) |<
kexp®, vt € [0, 00).

2. Toda funcién continua y acotada en [0, 00) es de crecimiento exponencial.
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B.2. Propiedades de la transformada de Laplace

1. Si f(t) es de crecimiento exponencial a, L[f(¢)] = F'(s) esta definida para s > o'y
L[f(t)](s) — 0 cuando s — oo.

2. Linealidad. Si f(t) y g(t) son ambas de crecimiento exponencial «, y A una constante
arbitraria. Entonces f 4+ ¢ y Af también lo son y se cumple

LIF+9) 0] = LIF@®]+ Llg®)]
LM = AL[F()].

3. Transformada de Laplace de una funcion deriwable. Dado que

a) f(t) es continua para toda ¢t > 0,
b) th’m {f(t)e "} para s > ay

c) f'(t) es de crecimiento exponencial «, entonces

LI(O] = LU (0] = f(0+) paras > a,
§(04) = Jim f(0). (B.3)

Demostracion.
elr] = [ foea

T
= lim h’m/ f(t)e*dt

T—o0 e—0+

= lim lim {[f(t)e—st]f+s / ' f(t)e—stdt}

= SLUB)] - £(04)
(B.4)

4. Transformada de Laplace de una funcion periodica.
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f(t) b2 flt-eult-c)

—— = 3 e S

¥ o -/

Figura B.1: Graficas de la funcién real f(t) y la correspondiente a f(t — a)u(t — a)

Note que en la tercera propiedad, si f(t) es continua en ¢ = 0, entonces f(0+) = f(0).
Ademas si L[f(t)] = F(s) para s > « se implica que

F'(s) = sF(s) — f(0). (B.5)

En muchos problemas, los valores iniciales de funciones son especificados con el signifi-
cado implicito de que ellas estan limitando valores para t pequenas, y la distincion entre
f(0)y ]El'r% f(t) se vuelven insignificantes y pueden ser despreciados [6].

Aplicar el método de la transformada de Laplace a la solucion de ecuaciones diferen-
ciales significa aplicar la propiedad 5 (en el caso de coeficientes constantes) o estd propiedad

combinada con otra llamada de ”convolucién”junto con el calculo de transformadas in-
versas para lo cual se usa la tabla y los teoremas de traslacion que se presentaran luego.

B.3. Teoremas de traslacion

Teorema B.2. Si L[f(t)] = F(s), y a > 0, entonces L[e® f(t)] = F(s — a).

Demostracion.

Lle™f(t)] = /00 e f(t)e tdt = /000 f(t)e*"'dt = F(s — a).

0
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Teorema B.3. La versién inversa de este teorema es que si L1[F(s)] = f(t), entonces

L F (s —a)] = e f(1).

Teorema B.4. Si L[f(t)] = F(s) con a > 0, entonces e **F(s) es la transformada de

f{t = a)u(t —a),
donde wu(t) = { (1): 7tf ;8 (B.6)

Demostracion. Puesto que la funcién u(t —a) es cerosit < a'y es unosi t > a, la funcién
f(t—a)u(t—a) es cero parat < a, y parat > a su gréfica es exactamente la de f(t) para
t > 0, trasladada hacia la derecha una distancia a, como en la Figura B.1. De donde se
tiene que
LIf(t —a)ult —a)] = [7f(t —a)u(t —a)e dt = [ f(t e stdt
=b f _S(”“)dﬂf = e L[f{t)] = _S“F (s).

]

La funcién B.6 es conocida con el nombre de funcién salto unitario o de Heavisade.
También el teorema anterior posee una forma inversa, la cual queda enunciada en el
siguiente teorema.

Teorema B.5. Si L[f(t)] = F(s) con a > 0, entonces L e *F(s)] = f(t —a)u(t —a).
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Apéndice C
Glosario

Angiologia: Suma de conocimientos sobre los vasos sanguineos y linfaticos.

Capacitancia: Representa la corriente de desplazamiento que fluye entre dos con-
ductores en el plano transversal.

Colageno: Proteina encontrada en los vasos sanguineos mucha mas tiesa que la
elastina [30].

Computadora analoga: Tipo de computadora que utiliza dispositivos electronicos
o mecanicos para modelar el problema que resuelven utilizando un tipo de cantidad fisica
para representar otra..

Conductancia: Simboliza la corriente de conduccién transversal fluyendo entre dos
conductores.

Elastina: Una proteina muy eldstica encontrada en los vasos sanguineos [30].

Esfuerzo de Traccion: Relacién de la magnitud externa al area de seccién transver-
sal.

Fisiopatologia: Fisiologia de la enfermedad -o como la funcién desordenada- o de-
sarreglo de la funcion que se observa en la enfermedad, el cual se debe a la accion de
un agente etioldgico (por ejemplo, bacterias) sobre tejidos y 6rganos susceptibles [16]. \
Rama de la medicina que estudia funcionalmente las enfermedades y los transtornos que
producen en el organismo.
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Fluido Incompresible: Un fluido se llama incompresible cuando al someterlo a una
presion o compresién su volumen no se altera.

Fluido Newtoniano: Se considera un fluido es newtoniano cuando el coeficiente de
viscosidad se mantiene constante a lo largo de la conduccion.

Inertancia:(Simboliza el flujo magnético debido a la corriente que circula a lo largo
del conductor)

Morbimortalidad: Numero proporcional de personas enfermas que mueren en una
poblacion y tiempo determinado.

Pleura: Membrana serosa que tapiza el pulmon.

Presion del pulso: Diferencia aritmética entre presion sistolica y la diastdlica [10].
Resistencia:Representa las pérdidas a lo largo del conductor.

Supino: Con el dorso hacia abajo; opuesto a prono.

Sistema Circulatorio: Suma de la suma del sistema cardiovascular o circulacién
sanguinea més el sistema linfatico [27].

Tabique: Parte o pared divisoria.

Viscosidad: Resistencia que opone un liquido a su deformacién. \ Fuerza necesaria
para desplazar una capa de liquido con una velocidad dada.
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