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Resolver problemas y teorizar sobre ellos
Gian-Carlo Rota

Los matematicos se pueden dividir en dos clases: los quelvesuproblemas
y los que teorizan sobre ellos. La mayoria de los matemagisagia mezcla de
ambos tipos.

Para quienes resuelven problemas, el mayor logro matenditsiste en solu-
cionar un problema que se haya dado por imposible. Poco tenppse trata de

una solucion chapucera; lo Gnico que cuenta es que puedag@émira y que la

demostracion sea correcta. Cuando el resolvente de prasléacon la solucion,
pierde para siempre el interés por ella y oira otras denmetras nuevas y mas
simples con aires de condescendencia tefiidos de aburtanien

Quien se dedica a resolver problemas es, en el fondo, unreadse Para él las
matematicas consisten en una sucesion de retos a los gastarse, una carrera
de obstaculos consistentes en problemas. Los conceptesdtatos necesarios
para formular problemas matematicos se aceptan tacitarnento eternos e in-
mutables.

La exposicion matematica se considera una tarea inferéa.téorias nuevas se
reciben con grandes recelos, como intrusos que deben damsstvalia plan-
teando problemas provocadores antes de merecer atenti@sofvente de pro-
blemas le molestan las generalizaciones, en especialagsjaeyo triunfo pudiera
trivializar la solucion de uno de sus problemas.

Quienes resuelven problemas son un modelo que anhelam iast@venes ma-
tematicos en ciernes. Cuando exponemos ante el publicofapiistas de las
matematicas, nuestros flamantes héroes son los que raspetdemas.

Para el teorico, el logro supremo de las matematicas egrbaa teoria que
de repente arroje luz sobre algunos fenomenos incomptesski triunfo de las
matematicas no consiste en resolver problemas, sino edligarlos. El instante
de gloria llega con el descubrimiento de una teoria nuevasiueesolver ninguno

1Este fragmento aparece Bemostrando a Darwin. La biologia en clave matematiesGre-
gory Chaitin, con la traduccion de Dulcinea Otero-Pifielitsquets Editores México, 2013, pags.
15-17, extraido déndiscrete Thoughtde Gian-Carlo Rota.



de los viejos problemas, los convierta en irrelevantes.

El tedrico es, en el fondo, un revolucionario. Los conceptagematicos hereda-
dos del pasado se contemplan como ejemplos imperfectosatenoés generales
pero aun por descubrir. La exposicion matematica se camasidiecometido mas
dificil que la investigacion matematica.

Para el teorico, las unicas matematicas que sobrevivingm sas definiciones.
Las grandes definiciones constituyen la aportacion de lasmadicas al mundo.
Los teoremas se toleran como un mal necesario porque deSempe papel de
apoyo (o mas bien, tal como admitiria a regafiadientes uitte@m papel esen-
cial) para comprender las definiciones.

Es habitual que a los teoricos les cueste conseguir el reaoiemto de la co-
munidad matematica. Su consuelo reside en la certeza, roanfir o no por la
historia, de que sus teorias perduraran mucho tiempo desjeugue los proble-
mas del dia hayan caido en el olvido.

Si fuera ingeniero espacial y buscara un matematico paiaramnv cohete al es-
pacio, elegiria un resolvente de problemas. Pero si busearatematico para
darle una buena formacion a un hijo, optaria sin dudarlo paedrico.






Introduccién

Las reticulas cuanticas surgen como una generalizacioptibellas ortomodu-
lares y cuantales, dos conceptos que emergieron de la macirintica, es decir,
de la I6gica cuantica.

El concepto de logica cuantica tiene su origen en 1936 cu@adicet Birkhoff y
John von Neumann en su articulo “The logic of Quantum Meda$drB] notan
que las proposiciones de dicha logica se comportan comditallee de subes-
pacios cerrados de un espacio de Hilbert. Se observo quépeseet reticulas
proponian una nueva fundamentacion para la légica de laniwacéuantica y a
reticulas de este tipo se les llamo reticulas ortomodulares

Debido a que en una reticula ortomodular la implicacion dédide manera clasi-
ca no cumplia con ciertos criterios exigidos para una deduqgmor falta de dis-
tributividad, se utilizé una nueva implicacién cuanticalaga a la clasica, la im-
plicacion de Sasaki. Asi, con la conjuncién cuantica & sugepor Finch [8],
podemos formular un sistema deductivo en la reticula ortiutam, de tal forma
que se prueben teoremas de robustez y completitud en ehaishgico cuantico
resultante.

Por otra parte, de la mecanica cuantica y los locales tangsigrgieron otras
estructuras, los cuantales, cuando Mufvesopuso usarlos para estudiar las C*-
algebras no conmutativas, ademas de que suponian podristitwio los funda-
mentos para la mecanica cuantica. Los cuantales consistiagregar una opera-
cién adicional no conmutativa a una reticula completa.

Este trabajo esta basado en los articulos de Leopoldo RorB&atyiz Rumbos
sobre logica cuantica y reticulas ortomodulares [16],[18], principalmente en
“Quantic Lattices”, donde ellos proponen generalizar dgsisueturas ya conoci-
das, cuantales y reticulas ortomodulares.

Asi, las reticulas cuanticas funcionan como el puente pamacer, extender y
transportar propiedades a reticulas ortomodulares yacaasen cuantales, la
estructura con mayor desarrollo en ese momento. La sorfues@e encontraron

2Para una exposicion detallada sobre este tema se puedétaplashibliografia que aparece
en [20].



una tercera estructura completamente algebraica, qua tebdo su origen de
manera muy distinta a las anteriores, en cuanto a su indepeiacie la mecanica
cuantica, pero que también cabia dentro de reticulas caénta reticula de pre-
rradicales de un anillo.

Las reticulas de prerradicales constituyen un campo ddiestigente en el area
de teoria de anillos. Mediante las reticulas cuanticasmpode&onseguir una linea
para desarrollar nuestra investigacion, por ejemplo,esnbciones de proyectivi-
dad e inyectividad ya conocidas en cuantales, como lo expbn¥ong-ming,
Zhou Meng y Li Zhi-hui en [24].

Acerca de la conjuncién cuantica & en reticulas ortomoaslacabe mencionar
que recientemente ha surgido el estudio de distintas dpaesc“producto” en

una reticula completa y dicha operacion juega un papel fuedtal en las es-
tructuras mencionadas. Su importancia en reticulas odalaes es inmediata
debido al papel decisivo que desempefia para la formula@amdsistema de-
ductivo légico cuantico. Sin embargo, como veremos, errgaeales podemos
tener ademas una operacion coproducto y obtener dos estimudnticas distintas.

Cabe aclarar que nuestro objetivo no es en manera alguntudicede concep-
tos cuanticos en el &mbito de la mecanica cuantica, aln ougnglstema que
estudiamos haya emergido de ella, nuestro interés estéoreta estructura de
las reticulas cuanticas en si mismas, independientemetadrterpretacion fisi-
ca que puedan llegar a tener. Incluso, tampoco es de nuetdréd la discusion
acerca de si la logica cuantica es en verdad una logica, amieEsgyde caracter
filosofico como la cuestion de si es la l6gica mas apropiadaglaazonamienfo

En el capitulo de preliminares exponemos el concepto deutaten términos

categoricos asi como su enfoque algebraico. En el capiguletttulas ortomodu-
lares hacemos la exposicion de dicha estructura, purdnalizlas dos operacio-
nes introducidas con el propdsito de obtener un sistemactieduy por supuesto
exhibimos el ejemplo de los subespacios cerrados de uniesfgklilbert. En el

capitulo de cuantales estudiamos las propiedades maamtds\ypara el estudio
de dicha estructura, los morfismos entre cuantales y logalearcomo categoria

3Esta cuestion ya fue examinada por Hilary Putnam y puedsaesé el articulo “Is logic
empirical?” de Guido Bacciagaluppi ¢tandbook of Quantum Logic and Quantum Structures:
Quantum Logic49-78, (2009).



de algebras. En el capitulo 4 describimos la estructuratoite de los prerradi-
cales, especificando sus atomos y coatomos, y establedanhgoopiedades del
anillo R en términos de la estructufaPr. Las tres estructuras expuestas hasta
aqui constituyen una reticula completa con una operacigéioadl, en el capitulo

de reticulas cuéanticas lo que se propone es absorber laserésticas comunes

a cada una de ellas y generalizarlas en la categoria delastmuanticas. Final-
mente en el Apéndice, hemos afiadido el contexto base sahral¢étabajaremos,

la Teoria de Categorias y algunos conocimientos esendieleégica para hacer
comprensible el trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Reticulas

En esta seccidn expondremos los conceptos que preparareabtpara las sec-
ciones posteriores. Revisaremos las definiciones mas asrdereticula, entre
ellas la de enfoque categdrico e interpretamos algunasmeicategoricas en
una reticula.

Definicion 1.1. Unareticulaes un conjunto no vacid con dos elementos distin-
guidos0 y 1 y dos operaciones binariasy V tal que paratoda, b, c € A:

l.avb=bVayaANb=bAa

2. (avb)Ve=aVvV (bVve)ylanb) Ac=aAN(bAc)
3.aVa=a=ala

4. 0Va=a=1ANa

5. Absorciona VvV (aAb) =a=aA (aVb).

Observacion 1.2.Paratodai, b € A:aV b= >bsiysolosia Ab=a.
En efecto, supongamos que/ b = b, entoncesi Ab = a A (a V b) = a por la
propiedad de absorcion. Analogamente,/si = a entonces Vb = (aA\b)Vb = b.

Ejemplo 1.3. Dado X € U, (P(X),N,U) es una reticula.

Observacion 1.4.Dada una reticuléA, v, A) podemos inducir su conjunto par-
cialmente ordenad@4, <), basta con definir la relacion de ordencomo sigue.
Para cada,b € A:
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a < bsiysélosia Ab=a.

Equivalentemente podemos definirla come b = b.

La reflexividad de< es clara por la propiedad (3) de la definicion de reticula.
Ahora supongamos que b,c € Ay quea < by b < a. Esto implica que
aNb=aybAa=>b.Portanto

a=aANb=bANa=hb.
Sia <byb < centonces
aNc=(aANb)Nc=aN(bAc)=aAb=a.

Por tanta( A, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Adetés el elemento
minimo y 1 el elemento minimo del orden cuandg 1 son los elementos distin-
guidos de la reticula.
Ademaés,de.=a A (aVb)yb=0>bA (aVb)tenemosque <aVbyb<aVb.
Ahorasia < cyb<centoncesVc= (aAc)Vc=cybVe=(bAc)Vec=c,
luego(aVe)V (bVe)=cVe=centoncegaVb)Ve=aV (bVc)=aVec=c
y tenemos por la ley de absorcignv b) Ac = (aVb) A[(aVb) Ve =aVb. Asi
aVb < cyportantoa Vb = sup(a, b), el supremo de y b. Con un razonamiento
analogo tenemos queA b = inf(a, b) el infimo dea y b.
Inversamente, si tenemos un conjunto parcialmente ordgnfdl) con elemen-
tos maximol y minimo 0 y para todoa,b € A existensup(a,b) e inf(a,b),
entonceg A, vV, A) es una reticula dondey 1 son los elementos distinguidos y
ademas:

aVb=sup(a,b) y aAb=inf(a,b)

La conmutatividad se cumple trivialmente pues
inf(a,b) = inf(b, a) y sup(a, b) = sup(b, a).

Veamos la asociatividad. Seayb, c € A. ComoaA (bAc) < ayaA(bAc) < DA
¢ < bentoncesA(bAc) < aAbycomo también se tiene que (bAc) < bAc < ¢
entonces

aN(bAc)<(aNb)Ac. (1.1)

Por otra parte, com@a A b) Ac < cy (aAb) Ac < aAb < bentonces
(aNb)ANec<bAcycomo(aAb)Ac<aAb< atenemos que

(aND)ANec<aAN(bAc) (1.2)
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De (1.1) y (1.2) por la propiedad antisimétrica del ordetenemos que
aN(bANc)=(aNnd)Aec.

La prueba de la asociatividad t@lees analoga a ésta utilizando las propiedades de
supremo.

La idempotencia también es clara pseg(a,a) = a = inf(a,a). Para la pro-
piedad de absorcion basta con notar queb < b implicaque(a Ab) Vb =b,y
comoa < a V bentonces A (a V b) = a.

Asi tenemos una definicion de reticula equivalente a laiantesando el concepto
de conjunto parcialmente ordenado.

Definicion 1.5. Un conjunto parcialmente ordenadel, <) con elementos maxi-
mo y minimo es una reticula si y sélo si para cada € A existeninf(a, b) y
sup(a, b) en A.

Observacion 1.6.Dado( A, <) un conjunto parcialmente ordenado, al elemento
minimo deA se le denota cominmente pgby al elemento maximo par.

Observacion 1.7.Sean(A, V, A) una reticula ya, b,c € A, se cumplen las si-
guientes propiedades:

ma<aVvbb<aVvd
maAb<a,aANb<D

Sia < b,a < centoncest < bAc

» Sia<c¢,b<centonces Vb <c
= Sia<c,b<dentonceasVb<cVdyarb<cecAd
La definicion categorica de reticula es la siguiente.

Definicion 1.8. Una reticulaZ es un conjunto parcialmente ordenado que, visto
como una categoria, tiene productos y coproductos finitos.

Observacion 1.9.Veamos que la definicion 1.1 de reticula es equivalente a 1.8.
Supongamos que tenemos un conjunto parcialmente ordeneaio roductos y
coproductos finitos. Definamos paray € L las operaciones,V : L x L — L
como sigue:
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x Ay := producto de x cony
x V y := coproducto de x con'y
1 := producto de la familia vacia
0 := coproducto de la familia vacia

De las propiedades de producto y coproducto tenemo$ gael objeto terminal
de Ly 0 es el objeto inicial dd., pues dado cualquier elementen L, se cumple
quea <1y0 < a.

1. La conmutatividad se sigue de que el producto (coprojldeta conb es
el mismo que el producto (coproducto)ideona.

2. Paraver la asociatividad detomemosr, y, z € L. Existen morfismos
cAYANz) -z, 2ANYNz)—-yANz,yNz—y

luego existe un morfismo composiciom (y A z) — y, y por la propiedad
del producto de cony existe un anico morfismoA (y A z) — xz Ay, luego

z A (yAz) <z Ay.Como también existe un morfismon z — = tenemos
el morfismo composiciom A (y A z) — z. Por la propiedad del producto de
(x A y) conz, existe un anico morfismo A (y A z) — (x A y) A z, asi que

e AN(YyANz) < (zAy)Az.

Similarmente tenemos morfismos
(AYANz—zA Ny, (TAY)ANz—-2z, 2 Ny—zYT ANy —Y,

asi obtenemos el morfismo composiciém y) A z — y, asi que existe un
anico morfismgzAy) Az — yAz, y como también tenemos la composicion
(x Ny) Az — z, entonces por propiedad del producto existe un dnico
morfismo(x Ay) Az — xA(yAz), por consiguientéz Ay) Az < xA(yAz).
Por tanto

(xAY)Nz=xAN(yAz).

La asociatividad d& es analoga usando las propiedades de coproducto.

3. Comoz < z entonces < z A x por la propiedad del producto. Comoes
producto, existe un morfismo proyecciom x — z, por tanto

rT=TNxT.
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Por otra parte, de < xtenemos queVz < z, pero como/ es coproducto,
xz < z V x. Por tanto
r=xVx.

4. Sabemos que existe un morfismo den el coproductd Vv = entonces
x < 0Vz Comox < zy0 <z entonces por la propiedad del coproducto
existe un morfismo de v x enz, y por tanto0 V = = x. Analogamente se
verifica quel A x = x.

5. Comor < zyx < yVz entonces existe un Uniea x — x A (yVx), luego
r<zA(yVz).DequeyVvaz<lsesiguequeA(yVz)<zAl=mrz,
por tanto

r=zA(yVax).

Andlogamentey < zyz Ay < xzimplicaquerV (z Ay)<zVz=zy
como0 <z Ayyz<zentoncex =0Vz<zV(xAy),portanto

zV(zAy) =z

Ahora seal, un conjunto con dos operaciones binarias/ : L x L — L que
satisfacen las condicion¢s), (2), (3), (4) y (5) de la definicion 1.1 de reticula.
Definamos el order en L como sigue. Para cadab € L:

a < bsiy sblo sia A b= a (0 equivalentementeV b = b)

Entonceg L, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

En efecto, sean, b,c € L, comoa A a = a tenemos que& es reflexiva. Su < b
yb<aentoncezs ANb=ayaAb=0blocualimplicaque:=aAb=0by por
tantoa = b. Ahorasia < by b < ctenemosque ANb=aybA c=bentonces

aNc=(aNb)Nc=aN(bAc)=aNb=a,

por tantoa < c.

Ahora veamos que efl., <) hay productos y coproductos finitos. Dada una fa-
milia A = {a4, ...,a,} C L afirmamos que\! ,q; es el producto de la familia

y queV! ,a; es el coproducto dd.

Basta ver que hay productos y coproductos binarios y lo iantee cumple por
induccion. Sean, b € L, entonces A b € L'y como(a Ab) Ab = aAbentonces
aANb < b. Andlogamentéa Ab) Aa = a Abentonces Ab < a, por tanto existen
morfismosa Ab — by a Ab — a. Ahora seay € L tal que existen morfismos
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o q—ayq:q— bentonceg < ayq<blocualimplicaqueg <aAby
por tanto existe : ¢ — a A b. Ademas- es Unico pue${om(q,a Ab) = {x} 0
Homp(q,a A b) = (). Por tantou A b es el producto de conb.

Siguiendo un razonamiento similar tenemos qué € Ly comoaV(aVb) = aVb
y(aVb)Vb=aVbtenemosque < aVbyb < aVby portanto existen morfis-
mosa — aVby b — aVb. Ahora siexiste; € L tal que hay morfismog, : a — ¢
Yq :a— gentonces: < gy b < gluegoa Vb < ¢, es decir, existe un Unico
morfismoa V b — ¢. Por tantaz Vv b es el coproducto de conb.

Finalmente debemos considerar el caso para una familia decdbjetos, el pro-
ducto de una familia vacia debe ser un objéten la categoria tal que para
cualquier otro objetar € L, exista exactamente un morfismo deen 1, este
objeto es el elemento maximo de la reticilaya que se cumple que< 1 para
todoa € L. De manera dual si consideramos el coproducto de la fan@kéy
debe ser un objetd en L tal que para cualquier elemenios L exista un mor-
fismo del coproduct® ena, es decir qué < a, dicho objeto) es el elemento
minimo deL. Asi el producto y el coproducto de la familia vacia son logts
final e inicial respectivamente de

Definicion 1.10. Sea(A, <) un conjunto parcialmente ordenado con elemento
minimo0 y elemento maximo.

1. Un elementar € A, a # 0, se llamaatomosi no existeh € A tal que
0<b<a.

2. Un elementa € A, a # 1, se llamacoatomosi no existe) € A tal que
a<b<l.

Definicion 1.11. Sea(A, v, A) una reticula, entonces

1. la reticula escompletasi y sélo si para todaB C A existensup(B) e
inf(B).

2. lareticula edistributivasi y solo si se satisfacen:

aN(bVe)=(@Nb)V(anc), aV(bAc)=(aVb)A(aVc).

3. lareticula esnodularsiy sélo si para cada, b, c € A:

aV(bA(aVe)=(aVDb)A(aVc).
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Definicion 1.12. Dada una reticula A, v, A) con elemento minim@y elemento
maximol, decimos quel esatomica(respectivamenteoatomicg, si para cada
b € A, conb # 0 (respectivamentg # 1), existe un atomo (coatoma)< A tal
quea < b (respectivamente < a).

Definicion 1.13. Sea(A, <) un conjunto parcialmente ordenado con elementos
maximol y minimo0. Unaortocomplementacioen A es una funcion.: A — A
tal que para cada, b € A:

» a < bsiysoélosibt <at
- (aJ_)J_:a

s atVa=1

» at ANa=0.

Observacion 1.14.Si A es una reticula que admite una ortocomplementacion se
llama reticula ortocomplementada.

Observacion 1.15.Si tomamos una reticula ortocomplementagdédas propieda-
des(1) y (2) nos dicen que la funcién: A°? — A es unainvolucién preservadora
de orden. Asi, tenemos un isomorfismo de conjuntos parcaémedenados y por
tanto los infimos (supremos) que existerghse preservan eA cComo supremos
(infimos), puesd y A tienen los mismos objetos pero el orden se invierte, con
lo cual se cumple para todgb € A:

(aVb)yr =atAbt y  (aAb)T=at VI

Definicion 1.16. Un algebra BooleanaB, v, A, L) es una reticula ortocomple-
mentada que satisface la propiedad distributiva

aN(bVe)=(aNb)V(anc), aV(bAc)=(aVDb)A(aVc).

Definicidén 1.17.Una reticula ortocomplementadadse denomina ortomodular si
cumple paracada,b € A

sia < bentonce$ = a V (at A D)
Proposicion 1.18.SeaA una reticula ortocomplementada. Son equivalentes:

1. A es ortomodular.
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2. Siz <yyzt Ay =0entonces = y.

Demostracion.(1) = (2)] Sea A ortomodular y supongamos que < y Yy
r+ Ay = 0. Entonces

y=zV (@ Ay)=2V0=uz.
(2) = (1)] Seaxr < y, entoncest Ay < yluegox V (2 Ay) < y. Ademas
(zVEtAy))TAy=at At Ayt Ay = (@t Ay) A (et Ay)t=0.
Por hipétesis: V (z+ A y) = y, y por tantoA es ortomodular. O

Observacion 1.19.Una proposicion equivalente al hecho de que una reticula or-
tomodularA sea un algebra Booleana es la propiedad:

VYa,b€ A:a= (aAb)V (aAbh).

Se puede consultar [12] para mas propiedades sobre retostdanodulares. Cuan-
do paraua,b € A se cumpler = (a A b) V (a A b*) se dice que conmuta corb y
se denota paiCb. En una reticula ortomodular esta relacion es simétrica.

Definicion 1.20.Si B es una reticula ortocomplementada (respectivamentauretic
la ortomodular o algebra Booleana)§ C B, diremos que&’ es unasubalgebra
de B, siC' es cerrada bajo las operaciones Ay L y contieneaby al 1.

Definicion 1.21. Si A es un conjunto no vacio ¥ es una reticula, se define el
algebra determinada pad, denotada poi’(A) como

['(A) = ﬂ{IB% : B es subélgebra Booleana de LAC B}

Definicion 1.22. Sea(A, V, A) una reticula ortocomplementada.y b en A son
compatiblessi y sélo sil'({a, b}) es una subélgebra Booleana de

Teorema 1.23.Sea( A, v, A) una reticula ortocomplementadd.es ortomodular
siy sélo si paraz < b, a y b son compatibles.

Demostracién.SeaA ortomodular ya < b. Notar que
I'({a,b}) ={0,1,a,b,a™, b, a* Ab,aV b},

yaqueatVb=1,aAb=a,aVb=>baAb" =0,atAb- =btyat Vbt =at.

Por tantal'({a, b}) es una subalgebra de

Resta ver qué'({a, b}) es distributiva. Solo haremos tres casos y los demas son
analogos.
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= Como
atAb<at<atVvb

entonces

atV(atAb)=at=atA(bVat)=(atVa)A(at VD).

(aAD)A(aVbT) = 0 = 0VO0 = (0Ab)V(atA0) = [(a-Ab)Aa]V[(a™Ab)AD]

b A(aVbh) =b"= (0" Aa)vbt = (bEAa) V(BT AbY)
Por otra parte sean< b entonces
aV(a-Ab)=(aVa)A(aVvb)=1A(aVb) =aVb=b.

Por tanto,A es ortomodular. O

1.2. Adjuncion en reticulas

En lateoria de categorias un concepto de gran importankziadgincién y en los
siguientes capitulos los funtores adjuntos seran la namatral. Para tener una
mayor comprensién de ellos, analizaremos algunos coreéptdema dentro de
las reticulas.

SeanF' : C - Dy G : D — C dos funtores, del teorema 7.40, sabemos gue
es adjunto izquierdo @, lo cual se escribe comb - GG, si existe una biyeccion,
natural en las variabled y B, entre el conjunto de morfismgs: A - GB en la
categorid y los morfismosf* : FA — B enD.

Dada una adjunciof’ 4 GG, para cadal enC tenemos el morfismo
na:A—-GFA

gue corresponde al morfismdr, : FA — FA enD. La naturalidad de la asig-
nacionf — f* nos proporciona la transformaciéon natusal idc = G o F, la
unidad de la adjuncién. Ademas, de la demostracién delreie40, como para
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cadaf : A — GBtenemos qu¢* = f*oidr, podemos obtenegtr = G(f*)ona,
es decir, podemos recuperar la biyeccfdn- f a partir del funtorG y la trans-
formacion naturab.

También tenemos el dual dela counidad: : F'G = idp, tal que
EB:’LCZ*GBFGB—>B

y se cumple qug* = g o F'(f), Ademas; y ¢ satisfacen las identidades trian-
gulares:

G- _ GFG r " par
» G(e) 15 )
r

Es decir, una condicidén necesaria y suficiente paralgtie es que las transfor-
maciones naturalegy ¢ satisfagan las identidades triangulares.

Ahora revisemos este concepto cuando las categorias somlast Si tenemos

los conjuntos parcialmente ordenadbsBYy f : A - B, g : B — A son fun-
ciones preservadoras de orden, es decir, funtores (com@eaeen 7.15), para
demostrar qug¢ - g basta demostrar que paratade Ay b € B, f(a) < bsi

y so6lo sia < ¢(b), esta condicion lo que nos dice es que siempre que existe un
morfismof(a) — b en B tenemos otro morfisma — ¢(b) en A, es decir, hay
una biyeccion entre los conjuntos de morfisms, g(b)) y B(f(a),b), y como
sabemos esta biyeccién es natural tanta eomo enb de forma trivial. Asi por

el teorema 7.40 se concluye qfied g.

Tenemos una condicibn mas para adjunciones. $eag como las suponemos
arriba, f - g siy sélo siparatoda € Ay b € B se cumplen las desigualdades:

a<gfla) y fg(b) <0

En efecto, sif 4 g ytomamosa € Ay b € B, entonces con el morfismo
f(a) - f(a) obtenemos el morfisme — ¢gf(a), es decira < gf(a)y el mor-
fismo g(b) — ¢(b) nos da el morfismgfg(b) — by asifg(b) < b. Ahora, si
las desigualdades se cumplen para cadaA y b € B entonces obtenemos au-
tomaticamente las transformaciongy ¢ puesidy,y = 7,y €, = idy - Las
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identidades triangulares se cumplen trivialmente porguereconjunto parcial-
mente ordenado basta con que se de la existencia de los nmuwfisra que el
diagrama conmute.

Mas aun, cuando dichas desigualdades se cumplen entonces

fof=r1y g9fg=g

pues comof preserva el orden tenemos de la primera desigualdad gue<
faf(a),y paraf(a) € B por la segunda desigualdad obtenemos ffa) <
f(a), consiguiendo por antisimetria qyie f = f. La otra igualdad se obtiene de
forma analoga.

De lo anterior se puede concluir qifig/ ¢ son una biyeccion entre los subconjun-
tos{a |a=gf(a)} deAy{b|b= fg(b)} deB.

Una observacion més para finalizar. El teorema del funtamradj7.52 exige para
que un funtort’ : C — D tenga adjunto izquierdd;’ debe preservar limites y
ademas satisfacer la condicion del conjunto solucion kstala en 7.50. Dua-
lizando tenemos qué&? tiene adjunto derecho si y sélo si preserva colimites y
satisface la condicion dual del conjunto solucién.

En el caso en el cual las categorias son reticulas, la condieil conjunto solu-

cion se satisface trivialmente pues ya se trabaja de ponsiaguntos, entonces
para mostrar que un funtor, en nuestro caso una funcionrpeskea de orden,
tiene adjunto izquierdo, basta con asegurarnos que peeBdimos, que son los
limites en esta categoria como vimos en 1.9. De manera dara,ver que un

funtor tiene adjunto derecho es suficiente ver que el funEsgrva los colimites,
es decir, los supremos en las reticulas.
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Capitulo 2

Reticulas Ortomodulares

Las reticulas ortomodulares se han asociado comunmentdédgi¢a cuantica
porque las proposiciones para un sistema cuantico comdspaa los subespa-
cios cerrados de un espacio de Hilbert y éste constituyeatitalla ortomodular,
como veremos en seguida. Una reticula de Hilbert no sélo dsethutiva, tam-
poco es modular cuando el espacio de Hilbert es de dimensiaita. La modu-
laridad es una propiedad importante porque comprende é&sitizxl de establecer
coherencia conceptual entre diferentes objetos cuangstses, ldégica cuantica,
probabilidad cuantica y mecéanica cuantica.

Definicion 2.1. Una reticula completd A, <) se llamaortomodularsi satisface
las siguientes condiciones:

1. Existe unartocomplementacion.: A — A tal que para cada, b € A:

» a <bsiysoblosibt <at

- (aJ_)J_ =a

= a' Va = 1dondel es el elemento maximo de la reticula
» o' A a = 0donde) es el elemento minimo de la reticula

2. Modularidad débit Para cadaa,b € A : sia < bentonce$ = aV (bAat).
Observacion 2.2 .Equivalentemente podemos definir la modularidad débil como

a < bimplicaquea = b A (a V bt).

13
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Observacion 2.3.Las reticulas ortomodulares se caracterizan por satisfdee
bido a la modularidad débil, la ecuacion

aV(atA(aVvb)=aVb

porque siempre se cumple que a V b.
De manera dual tenemos

aANb=aA (a"V(aND)).
Esta se cumple porque- < a* v b = (a A b)* entonces
at Vbt =atVv(aA(at V).

Por tanto
aANb=((aND)M)E =aA (atV(aAb)).

Aun cuando no se cumple la modularidad, la modularidad @stsuficiente para
obtener muchos resultados importantes como veremos angantdn.

2.1. Laimplicacion de Sasaki

Cuando vamos a trabajar dentro de una cierta logica pratesslmtroducir una
implicacién que nos permita realizar deducciones sirdasta partir de ésta. Es
decir, queremos que se satisfaga algun tipo de teorema dedaiéd. Para con-
vertir una reticula ortomodular en un modelo para un sistégiao (en nuestro
caso, logica cuantica) es necesario definir una implicami@tuada, en el sentido
de que satisfaga ciertos criterios necesarios para teneretodo de deduccion,
debido a que la implicacion definida de manera clasica nodagptia, entre e-
llos, el hecho de que < b siy solo sia — b = 1. Después de un proceso durante
el cual se propusieron diversas implicaciones, se enconida mejor eleccion
para dicha implicacion es la llamadgaplicacion de Sasakdefinida como sigue:
sia, b pertenecen a la reticufal, <),

a—b=(aNb)Va .

Hardgree probd que la implicacion de Sasaki satisfaceosiantiterios basicos
implicativos, y Finch por su parte demostré que tiene adjuzquierdo (ver A-
péndice). Ademas, cuando la reticula es distributiva, dadida implicacion de
Sasaki es igual a* v b. Ahora veamos la caracterizacion de la implicacion de
Sasakit

!Para esta seccion se pueden consultar las referenciag][§14], [17], [18] y [19].
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Lema 2.4. Sean(A, V, A) una reticula ortomodular y
—AXA-A ®:AxA-S A

dos operaciones binarias que satisfacen la siguiente cidrti
Sia,b,c € Aentoncesi &b < cSiysolosia <b— c.
Entonces paratodo € A, lafuncibnz — _: A — A es preservadora de orden.

Demostracién.Seamu, b € A tales que: < b. Entonces por hip6tesis
r—a<zx— bsiysolosiz — a)®x <b.

Es claro quéx — a) @ < a y comoa < b entoncesz — a) @z < by por
tantoxr — a <2 — b. O

Observacion 2.5.Este lema se cumple en cualquier conjunto parcialmente orde
nado. Mas aln, se concluye que no existe otra forma de defimimplicacion en
una reticula ortomodular de tal manera que el teorema dellacd®n se cumpla,
esto es, siempre que la siguiente condicion se cumpla:

Dadosa, b, c € A entoncesa A b < ¢ Siy solo sia < b — c.

El siguiente lema se cumple para cualquier reticula corucaignes finitas.

Lema 2.6. SeanA, v, A) reticula ortomodular y—: A x A — A una operacion
binaria que satisface las siguientes condiciones. Dadésc € A:

1. a <bsiysélosic — b=1

2. Existe una operacion binaria : A x A — Atal que
a®b<csiysblosia<b—c

entoncest — (a Ab) =a — b.

Demostracion.La condicién(2) nos dice qué» — _ tiene adjunto izquierdo
_ @b, por el teorema 7.4b,— _ preserva limites, por tanto

a— (aNb)=(a—a)AN(a—b)=1A(a—b)=a—b.
L

Finalmente la implicacién de Sasaki queda caracterizadelmiguiente resulta-
do.
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Teorema 2.7.Sea(A, v, A) una reticula ortomodular y—: A x A — A una
operacion binaria que satisface las siguientes condicqueaa, b, c € A:

1. a<bsiysoblosia — b=1,

2. existe una operacion binaria : A x A — Atal que
a®b<csiysoélosia <b— e,

3. siempre que, b son compatibles ed, entoncess — b = a* V b.
Entonces— es la implicacion de Sasaki, es deair— b = a’ V (a A b).

Demostracién.Por el lema anteriory — (a Ab) = a — b. De la condicién (3),
comoa A b es compatible con, tenemos que

a— (aAD) =atV(aAD).

2.2. Laconjuncion cuantica &

En términos categoricos, el teorema de la deduccidon eguatdiecho de que la
implicaciéon tenga adjunto izquierdo cuando es vista comtofu

Cuando trabajamos en algebras Booleanas o en algebras tileg-sabemos que
para cualesquier@ b y c en la reticula se cumple que:

aANb< csiysolosia <b-c.

Esto se debe a la distributividad en dichas reticulas y, eninés categoricos,
esto nos dice que A b es adjunto izquierdo & — _ para todd en la reticula.
Sin embargo, dentro de las reticulas ortomodulares la ojgera no se comporta
exactamente como la conjuncién l6gica respectg asi que Finch sugirié cam-
biar la conjuncién por &, donde _&b es precisamente el adjigquierdo a la
implicacién de Sasaki.

Esta nueva conjuncién cuéntica satisface la relagi@nb < c siy sélo sia <
b — c paratodaz, b, c en la reticula.
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Definicion 2.8. Sean(A, v, A, 1) una reticula ortomodular v, b € A. Se define
a&b de la siguiente forma:

a&b = (a Vv bt) Ab.

Veamos ahora que en efecto & “tiene un buen comportamieototespecto a-,
al satisfacer los criterios basicos de la implicacion.

Proposicion 2.9.Sean(A, v, A, L) una reticula ortomodular yi, b, ¢ € A, se
cumplen las siguientes propiedades:

1

2
3
4.
5
6
7

Sia < b entonces&c < b&e

.a&b < csiysolosia <b—c

.a<bsiysblosic - b=1

(a - b&a<b

ca&(a—b) <aAb
Cbt&(a - b) < at
Cbt&a = (a - b)*

Demostracién. 1. Supongamos que< b, entonces V ¢ < bV ¢t luego

2.

akec=(aVcr)Ae< (bVeh) Ac=b&e.

(=) Sia&b < ¢, entoncega V o) Ab < ¢ A b, luego por la propiedad
ortomodular

aVbt=[b"Va)AbVb-<(cAb)Vb-.

Asi,a <b—c.
(<)Notemos que:

(b — c)&b = [(bAC)VD]&b = {[(bAC)VEHIVOT AL = [(bAc) V| Ab = bAC.
Por tanto, sit < (b — ¢), entonces

akhb < (b—-c)&b=bAc<c.
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3. Notar que:
W&a=(1Va)Aa=(0Aa)" Na=0"ANa=1ANa=a.
Por tantog = 1&a < bsiysolosil <a — bsiysolosil =a — b.

4. A partir de (2) se obtiene que — b)&a < bsiysélo sia — b < a — b,
pero esto ultimo siempre ocurre.

5. a&(a — b) < aAbsiysolosia < (a — b) — (a A b), pero
(@ —=0) = (aAnb)=[a—=bA(aAD)]V(a = b= {[(aAb)Va']A
(anb)}V(a—=br=(and)V(a—-b*t=(aAb)VI]aAb)*Aa=a.
La ultima igualdad se obtiene aplicando la modularidadig@xuea b <
a. Asi, concluimos que

a&(a — b) < aAb.

6. b1 &(a — b) < at siysoélosivt < (a - b) — a*, pero
(a—b)—=at=[la=b)Aat]V(a—-bt={[(anb)Vat]|rnat}V[(an
bt Aal =at V|[(at Vb)) Aa] =at Vbt
La Ultima igualdad se da porque- < a* V b+ implica por modularidad
deébil que

at Vv [(at Vo) Aa) =at Vbt
Como siempre se cumple gbie < a* Vb tenemos qué-&(a — b) < at.

7. v &a=(b*Var)Aha=(bAa)t Na=[aAd)Vat]t=(a—b)".
L

Las propiedades anteriores muestran como el§par:) nos provee de un sistema
de deduccion. La propieda@) es de especifica importancia porque implica la
validez del teorema de la deduccion, en el sentido de que

((a1&an)&...&a,—1)&a, < bsiysolosi((a&az)&...)&a,—1 < a, — b.

Las propiedades$t) y (5) no son mas que ehodus ponengpues de hech¢)
implica quea&(a — b) < b. Ademas la propieda@) nos dice que trabajamos en
una légica no intuicionista.

Como consecuencia inmediata de las definicionds yle— se tienen las siguien-
tes afirmaciones:
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l.a-0=at

2. a&b = 0 siy solo sia < b+
3. 0-a=1=a-1

4. 1&a = a = a&l

5. a&0 =0 = 0&a

6. a&kat =0 = at&a

7. a&kb <b

8. aka=a

9. aNb< akd

Y por la propiedad?2) de la proposicion (2.2) (es decir, por adjuncion, ver Apén-
dice) se cumple que para cada Ay {a;}; C A:

Asi, incluso cuando la reticula no sea necesariamentebdita con la conjun-
cion usual\, la nueva conjuncié& distribuye supremos arbitrarios por la izquier-
da.

Un hecho interesante sobre & que la hace diferir de la corgangsual A es
gue no necesariamente es conmutativa ni asociativa y quanagicse alguna de
estas dos condiciones, se implica que se estara trabajantoéégebra Booleana,
como lo mostramos en las siguientes proposiciones.

Proposicion 2.10.Sea( A, v, A, L) unareticula ortomodular. Si para cadab €
A : a&b = b&a entoncesc = A 'y por tantoA es un algebra Booleana.

Demostracién.Supongamos que paiiab € A, a&b = b&a entoncesi&eb < by

b&a < a,esdecira&b < aya&b < b, por tantaa&b < aAby comoandb < a&b,

se tiene que&b = a A b.

Comoa A _ = a&__y a&_ preserva colimites por tener adjunto derecho entonces

aN(bVec)=(aNb)V(aAec),

y por tantoA es algebra Booleana. O
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Proposicion 2.11.Sea(A, Vv, A, 1) una reticula ortomodular, entonces la opera-
cion & es asociativa si y solo sl es un algebra Booleana.

Demostracion.(—>) Supongamos que & es asociativa y seah € A. Afir-
mamos que

a — b = (a&eb)*.

Como

(a — bH)&a = {[(anbF)Vat]Va trha=[(aAb")Var]Aa=anb" <b*

’ br&b = (b Vb)) Ab=b"AD=0,
entonces

(a — bH)&(akd) = [(a — b)&a)&b < bH&b = 0.
Por tanto

a —s bt < (a&b)l.

Por otra parte, observe que dad@n A tal quex&(a&b) = 0 entonces por la
asociatividad de &z&a)&b = 0 siy sélo siz&a < bt Asiz < a — b, es
decir,

(a&b)t < a — b*.

Por tanto obtenemos que
a — bt = (akb)*.

Por otra parteg — b = (a A bY) V at = (b&a)?t.

Por tanto, para cadab € Atenemos qué&a = a&b. De la proposicién anterior,
A es un algebra Booleana.

(<) Supongamos que es algebra Booleana entonces para tadoc A,

a&b = (aVbr)Ab=(aAb)V (b-AbD)=(aANb)VO=aAb,

por tanto& = Ay asi & es asociativa.
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2.3. Subespacios cerrados de un espacio de Hilbert

Los subespacios cerrados de un espacio de Hilbert formaretinala ortomodu-
lar. SeaH un espacio vectorial con un producto interior denotado(porSabe-
mos que podemos obtener la norfhal|, inducida por el producto interior ha-

ciendo||z||(y = v/(z, x) y también inducimos una métridesobreH de la forma
d(z,y) = ||lz—yl|,.- Cuando esta métrica es completa, es decir, cuando toda suce
sion de Cauchy es convergenteéndecimos qued con el producto interiof, )

es un espacio de Hilbert.

Seal un espacio de Hilbert. Un subespacio vectakiatle H es completo si para
cada sucesion de Cauchy, en M que converge a € H se cumple que € M.
Note que siM es un subespacio cerrado Heentonces\/ es completo.

Si My N son subespacios dé, definimos

M+N={x+ylre M,ye N}

M*+={rc HVye M: (x,y) =0}

Denotemos po€(H) el conjunto de subespacios cerradosHleDefinimos en
C(H) la conjuncion deVf y N paraM, N € C(H) como

MANN=MnNN

y la disyunciénM v N como el subespacio cerrado #emas pequefio que con-
tiene aM U N, que siempre existe, es decir,

MVN=N{KeCH)|MUNCK}
Equivalentemente podemos definirlo como
MVN=M+N

dondeM + N denota la cerradura de la suma. En efecto,/sea C(H) tal que
MUN C K entoncesM + N C K luegoM + N C K puesk es cerrado.
AdemadsM UN C M+ Ny M + N € C(H) y por tanto

M+N=n{KeCH)|MUN C K}.
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Observe qué/ + N C M Vv N y que M+ son subespacios cerrados. Cuando
o N son de dimension finita se cumple qgue+ N = M VvV N.

Denotemos pof := {0} el menor elemento e6(H) y por1 := H el mayor
elemento el (H).

Entonces(C(H),V, A, L,0,1) es una reticula ortomodular. En efecto, el orden
parcial enC(H) esta dado por la inclusion de conjuntos. Catiié/ ) es cerrado
respecto a intersecciones enton€él ) es una reticula completa.

Veamos quel es una ortocomplementacion. Seeny N € C(H). SiM C N
entonces se cumple qué- C M+ pues si(z, y) = 0 paratoday € M entonces
(r,y) = 0 paratodoy € N. M A M+ = 0 pues sir € M A M+ entonces en
particular(z, z) = 0 lo cual implica quer = 0. Ahora veamos qué/ C M=+t
tomemosr € M y seay e_ML entonces en particular parac M tenemos que
(y,z) = 0 luego(x,y) = (y,z) = 0 = 0 (dondez denota al conjugado complejo
dez)y asiz € M*+. Para mostrar la igualdatd = M+ tomemos: € M+,
por el teorema 3.7 de la referen¢f existen Gnicosv € M+ y y € M tales que
z = w+y, entoncew = z—y € MNM++ = {0} luegoz = y € M. Finalmente
veamos qué/ v M+ = 1. Es claro queM/ v M+ C H. Ahora tomemos € H
por el teorema 3.7 citado anteriormente podemos expiesap + g conp € M
yq € M+, luego

HCM+M-CM+M-=MVM*.

Veamos la modularidad débil, para ello usaremos una praposequivalente
(ver (1.18)). Supongamos qué¢ C Ny queM+ A N = 0. Paraver qué/ = N
tomemos: € N, podemos encontrarc My ¢ € M~ tales quer = p+ ¢, luego
g=n—p€ M+nNN entonceg = 0y portanton = p € M.AsiM = Ny por
tantoC(H) es ortomodular.

Ademas el espacio de Hilbeit es de dimension finita si y solo si la reticdlgH )
es modular, pero para un espacioarbitrario sélo se satisface la modularidad
débil.



Capitulo 3

Cuantales

El términocuantales creado por Mulvey [20] como una combinacién de 16gi-
ca cuantica y local, cuando propuso usar los cuantales patastudio de C*-
algebras no conmutativas y que suponia deberia servir cogpanacion para los
fundamentos de la mecanica cuantica.

Los locales (0 marcos), reticulas completas que represehémfoque algebraico
mas adecuado de los espacios topoldgicos, son ejemplasifes de cuantales
y gran numero de construcciones en cuantales se motivamrirganto de gene-
ralizar ideas de la teoria de locales.

Entre otros ejemplos de cuantales estan las algebras hasleampletas, varias
reticulas de ideales de anillos y el conjunto potencia deeomgrupo.

Ademas de la aplicacion de los cuantales a la teoria de gldalanillos y las C*-
algebras, también aparecen en el analisis de semanticafdéch lineal, sistema
l6gico desarrollado por Girard que fundamenta la cienciagdacional tedrica.

Un trabajo mas reciente sobre cuantales es el realizadmpal yl Tierney [11]
sobre una teoria para los topos que inicia con un estudi@® satlantales unita-
rios conmutativos (vistos como monoides conmutativos esatagoria de Sup-
Reticulas) y modulos sobre dichos cuantales. Por otra,pdibey y Nawaz
[14] trabajan aspectos de teoria de topos de cuantales adentps y la nocion de
estructura cuantica de un topos. Articulos recientesrtreda construcciones de
categorias de gavillas sobre un cuantal idempotente.

23
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Cuando queremos considerar una categoria cuyos objetosesieallas completas
tenemos dos formas para considerar nuestros morfismoss enagderando fun-
ciones que preserven infimos y supremos arbitrarios, o tiesjderar funciones
que solo preserven supremos. Tenemos asi dos categoriastbakferentes, la
Gltima es una categoria algebraica, se llama categoriapi&&ticulas y se deno-
ta porSL.

Los locales (marcos) pueden pensarse como una generatizieia reticula de
conjuntos abiertos de un espacio topolégico, estas rai@dn los marcos y lo-
cales, sus objetos son los mismos, la distincion surge cusethace la eleccion
de los morfismos.

Un local puede caracterizarse como un cuantal idempotenggltlo conmutativo,
y los locales nos interesan por sus interacciones con logalea cuyas construc-
ciones motivara el desarrollo de resultados analogos artalea.

Definicién 3.1. Un marco L es una reticula completa tal que para cada& Ly

{ba} C L
an(\ba)=\(anby)

ComoaA_: L — L preserva supremos arbitrarios entonces tiene adjuntotuere
(ver Apéndice) que es denotado por

a— :L—-1L
entonces para toda b, c € L se cumple
aNb<csiysolosia <b— c.

Los marcos también son llamados algebras de Heyting coasplen morfismo

de marcos sera un morfismo que preserve supremos arbiti@dmsas da y 1.

La categorig'rm es la categoria de marcos con sus morfismos. La categoria dual
de Frm es la categoria de localésc en la cual los morfismos son los adjun-
tos derechos de los morfismos de marcos que siempre exigtguepareservan
supremos arbitrarios. Cuando no estamos interesadosmofismos sino Unica-
mente en objetos se usara marco y local indistintamented&arste no haremos
esta distincion y nos refererimos a esta categoria pordsdaker [10]). Como
ejemplo inmediato de local se tiene a la retioligX') de subconjuntos abiertos

de un espacio topolégicy.
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3.1. Lacategoria de cuantales

Definicion 3.2. Un cuantal es una reticula complet@ con una operacion binaria
asociatival que satisface para cadac Q:

a&(Vaby) = Vo (a&eb,)

(Vaba)&a = V4 (bo&a).

Observacion 3.3.Note quend&:_y _&a son funciones preservadoras de orden, es
decir, funtores ya qué < ¢ siy solo sib V ¢ = ¢ entoncesi&c = a&e(bV ¢) =
(a&b) V (a&c) siy sbélo sia&b < a&e.

Similarmentez < b siy solo sia V b = b entonced&c = (a V b)&c = (a&c) V
(b&c) luegoa&eec < b&c. Ademas

a&0 = a&(\/ie@bi) = \/ie@(a&bi) =0 Yy 0&a = (Viewbi)&a = \/,-e@(b,-&a) = 0.

Comoaé&_y _&a preservan supremos (colimites) arbitrarios tienen adguére-
chos que denotaremos por—,__y a —;__respectivamente. Entonces por ad-
juncién tenemos:

a&c < bsiysblosic<a —,b
c&a < bsiysblosic<a—;b

Algunas propiedades basicas de estas operaciones soguess.
Proposicion 3.4.Sea() un cuantal ya, b € (). Entonces

1. a&(a —, b) <b

2. (a - b)&a <b

3. Sia <bentonceg -, a<c—,byc—a<c—b

4. Sia < bentonced -, c<a—;cyb—-,c<a—,c

5.b—, (a =, c) = (a&b) —, ¢

6. a —; (b —;c) = (a&b) - c

7.0 =, (b—=;¢)=b—(a—,c)
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8.
9.
10.
11.
12.
13.
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a&(a —, b) = b siy solo si existe € () conb = a&c

(a —; b)&a = b siy sOlo si existe € Q) conb = c&a

a —, (a&b) = b siy solo si existe € Q) conb =a —, ¢

a —; (b&a) = b siy solo si existe € Q conb=a —,; ¢

(b —;a) —, a=>bsiysolosiexiste € Q conb=c —, a

(b —, a) —; a =">bsiysolosiexiste € ) conb=—c —; a

Demostracion. 1. Note quei&(a —, b) < bsiy solo sia —, b < a —, b.

2.
3.

(a —; b)&a < bsiysbélosia —; b<a—b.

Supongamos que < b. Se verifica que: —, a < ¢ —, b siy soélo si
c&(c —, a) < b, pero esto ultimo se cumple porque(c —, a) < a < b.
Analogamente: —; a < ¢ —; bsiy solo si(c —; a)&c < b, y esto se
cumple porquéc —; a)&c < a < b.

Supongamos que< b. Note qué —; ¢ < a —; ¢Siys6losi(b —; c)&a < ¢,
esto siempre se cumple porglie es preservadora de orden entonces
(b — c)&a S (b — C)&b S C

Por otra parte, también tenemos que;, ¢ < a —, ¢ equivalentemente
a&(b —, ¢) < cy lo anterior se cumple porque

a&(b = C) < b&(b = C) <ec.

b=, (a—,c) <b-,(a—,c)siysolosib&(b -, (a —,c)) <a—,c

equivalentementel: (b&(b —, (a —, ¢))) < ¢, es decir,
(a&b)&(b -, (a =, ¢)) < ¢

siy sélosib —, (a —, ¢) < (a&b) —, c.
Por otra parte(a&b) —, ¢ < (a&b) —, c es equivalente a

a&b&((a&eh) —, c) < ¢
siy solo sib&((a&eb) —, ¢) < a —, ¢, 0 bien,
(a&b) < b, (a —, C).

Concluimos
b—, (a—,c)=(akd) -, c.
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6.a—; (b—;c)<a—;(b—;c)equivaleda —; (b —;c))&a <b—;csiy
solo si((a —; (b —; ¢))&a)&b < ¢, 0 bien,a —; (b —; ¢) < (a&b) -, c.
Por otro lado(a&b) —; ¢ < (a&b) —; ¢ siy s0l0 Si((a&b) —; c)&a&ed < ¢
que es equivalente @a&b) —; ¢)&a < b —; ¢ siy s6lo si(a&b) —; ¢ <
a —; (b —; ¢). Por tanto

a —y (b —1 C) = (a&b) — C.

7.a =, (b—;¢) <a—, (b—c)siysoblosia&(a —, (b —; c)) < b - ¢,
equivalentemente&(a —, (b —; ¢))&b < ¢, 0 bien,

(CL = (b — C))&b <a—,cC
siy solo sia —, (b —; ¢) < b —; (a —, ¢).
Yb—(a—,c)<b-(a—,c)siysolosib—; (a —,c)&b<a—,c
lo que equivale a& (b —; (a —, ¢))&b < ¢, es decir,

a&:(b — (CL = C)) <b-c
siysélosib —; (a —, ¢) < a —, (b— c).
Se concluye que

a—»r(b—vlc):b—q (a—»c).

8. Supongamos que existe () tal quea&c = b, 0 bien,a&c < b implicando
quec < a —, b. Usando(1) tenemos

b=a&c < a&(a —, b) <,

concluyendo que
a&(a —, b) = b.

9. Supongamos que existec () tal quec&a = b luegoc&a < b luego
¢ < a —; b, de lo cual se sigue que

b=c&a < (a—;b)&a <b,

por tanto
(a —; b)&a = 0.
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10. Supongamos que existes () tal queb = a —, centonced < a —, cy
por consiguiente&b < c. Por tanto
a —, (a&bd) < a —,.c=0b,
y comoa&b < a&b entonced < a —, (a&eb). Asi que

a —, (a&b) =b.

11. Seac € @ tal queb = a —; cluegob < a —; ¢ de lo cual tenemos que
b&a < cy por tanto

a—; (b&a) < a —;c=0b,
y por otra parté&a < b&a implica queb < a —; (b&a). Concluimos que

a —; (b&a) = b.

12. Sea € ) tal queb = ¢ —; a, tenemos qué < ¢ —; a y por consiguiente
c&b < a entonces < b —; a. Asi deducimos que

(b—ja) =, a<c—,a=Dh,
y comob —; a < b —; a Siy solo si(b —; a)&b < a siy s0lo si
b<(b—;a)—,a

concluyendo
(b—;a) =, a=0b.

13. Sea € () tal queb = ¢ —; a. Entonce® < ¢ —; a, es decirp&ec < a, asi
c < b—, ay portanto

(b—,a)—a<c—;a=5b
y comob —, a < b —, a Siy s6lo sib&(b —, a) < a siy soélo si
bg(b—vra) — Q.

Y finalmente
(b —,a) = a=0b.
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Definicion 3.5. Un cuantal) es conmutativo si y sélo si para cadab € () se
tiene quen&h = b&a.

Observacion 3.6.() es conmutativo siy solo si para cada € () se cumple que
a—,b=a—;b.

En efecto, supongamos quees conmutativo. Note que —, b < a —; bSiy
solo si(a —, b)&a < bsiy soélo sia&(a —, b) < blo cual siempre se cumple
por (1) de la proposicion (3.4).

Por otra parteq —;, b < a —, b siy s6lo sia&(a —; b) < b siy sOlo si
(a —; b)&a < by por(2) de la proposicion (3.4) siempre es cierta. Asi que

a—,b=a—;b.

Ahora supongamos que para cada € () se cumple que —; b = a —, b.
b&a < b&a siy sélosib < a —, (b&a) = a —; (b&a) siy sélo sia&b < b&a.
Anélogamenteqg&d < a&b siy solo sib < a —; (a&b) = a —, (a&b) siy so6lo
Sib&a < a&b. Por tanto

a&b = b&a.

Definicion 3.7. Sean un cuantala € QQ y T el elemento maximo dg.
1. a es derecho siy solo s&T' < a.

a es izquierdo siy sélo §i&a < a.

a es bilateral siy soélo si es izquierdo y derecho.

a es estrictamente derecho si y séla&il = a.

a es estrictamente izquierdo si y sOld/&a = a.

a es idempotente siy sblo@ica = a

N o g M w b

Un elementd € (Q es una unidad izquierda si y so6lo si para cad& (),
1&a = a.

8. Un elementd € () es una unidad derecha si y sélo si para cada& @),
a&l = a.

9. Un elementd € () es una unidad si y sélo si es unidad derecha y unidad
izquierda.
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Definicion 3.8. Sea() un cuantal.

1. Q es derecho (estrictamente derecho) si y sélo si cada () es derecho
(estrictamente derecho).

2. (Q esizquierdo (estrictamente izquierdo) si y sOlo si cada() es izquierdo
(estrictamente izquierdo).

3. @ es bilateral si y s6lo si cada € () es bilateral.
4. () es idempotente siy soélo si cada () es idempotente.

5. @ es unitario derecho (unitario izquierdo) si y sélo(@itiene una unidad
derecha (unidad izquierda).

6. () es unitario siy s6lo si) tiene una unidad.
Observacion 3.9.Sea() un cuantal.

1. SiQ es idempotente y derecho entonces es estrictamente degr@aae
paraa € () tenemos
a=a&a < a&T < a.

Tenemos un resultado anélogo en el caso izquierdo.

2. Q es derecho siy sélo si patiac Q, T' = a —, a. Es claro pues&T < a
siysolosiT’ <a —, asiys6losiT =a —, a.

3. Si( es derecho entonces para cada € ), a&b < a pues por la obser-
vacion anteriob < a —, a = T siy sélo sia&b < a.

4. Si() es estrictamente derecho entonces es unitario derechb eonh.

Examinamos solo algunas propiedades que son relevant@spsotros sobre
cuantales pero se pueden consultar mas resultados en [5].

Proposicion 3.10.Sea() un cuantal estrictamente derecho. Entonces pasa
b € (Q se cumple:

1. a&kb<a

2. Sia < cyb < centoncesi&b < c.

Si() ademas es idempotente tenemos que:
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3. a < bentonces = a&eb.
4. a&b&ec = alecked.
Demostracion. 1. Como & preserva el orden&d < a&l = a.
2. a&b < &b < c&e < &l = c.
3. a = a&a < a&by se cumple pofl) quea&d < a entonces

a = a&eb.

4. a&b&c = a&(b&c)&(b&c) < a&el&eckbdel = a&eckby
a&ec&eb = a&(c&eb)&(c&ed) < a&l&b&eckl = a&béec.

L
Corolario 3.11. En un cuantal idempotentg paraa, b € () se cumple que:
aNb < akb.
Demostraciéon.Comoa A b < ay a A b < b entonces
aNb=(aAND)&(aANb) < (aAb)&b < aked.
L

Observacion 3.12.En un cuantal idempotente derecf)o si & es conmutativa
entoncests = A pues de 3.10 tenemos que pata € Q, a&b < ay a&b =
b&a < bluegoa&b < a A b, y por el corolario anterior se tiene la igualdad.

Ejemplo 3.13. Cualquier local es un cuantal con la operaciéon= A. Ademas
es conmutativo, idempotente y unitario. Ademas cualquiental idempotente,
conmutativo y unitario constituye un local pues= A y preserva supremos arbi-
trarios.

Ejemplo 3.14. Cualquier reticula completad puede convertirse en un cuantal
derecho e idempotente tomando para cada € L cony # 0, x&y = z y
x&0 = 0. En efecto, se&,} C Q. Si{b,} # {0} entoncesup,{b.} # 0 luego

a& sup{b,} = a = sup{a} = sup{a&b,}.
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Si{b.} = {0} entoncesup,{b.} = 0y por tanto

a& sup{b,} = a&0 = 0 = sup{0} = sup{a&0}.

La preservacion de supremos a izquierda se sigue con urarazemto similar.

Es claro quelL con las operaciones anteriores es un cuantal derecho pdes da
a € L, a&T = a. Por otra parte si # 0, a&a = a'y 0&0 = 0, por tanto es
idempotente.

Ejemplo 3.15. SeaM un semigrupo multiplicativo Y(A/) el conjunto potencia
deM.SIAC MyBC M sea

A&B ={ab|a€ A be B}.

Si{B;} C P(M) entoncesA&(J, B;) = U,(A&B;) ya que si tomamosb; €
A& (|, B;) entoncese € Ay existe un: tal queb; € B; luegoab; esta en
U, (A& B;); analogamente si tomamos un elemeném| J, (A& B;) entonces exis-
tei tal quer = ab; cona € Ay b; € B; luegox € A&(|J, B;). De manera similar
tenemogJ; B;)&A = |J,(B;&A). Por tantdP()M) es un cuantal. Este ejemplo
es importante cuando se estudian los cuantales de Girard.

Ejemplo 3.16. UnaV-semireticula 0 monoide conmutati¥oes un conjunto par-
cialmente ordenado donde cada subconjunto finito tieneesupy y existe un
menor element6 definido comad) := V(. La operacién/ es asociativa, conmu-
tativa, idempotente y ademas para cada.S tenemos que vV 0 = a.

SeaS unaVv-semireticula con una multiplicacion binaria asociativa distribuye
supremos finitos y en donde el elemento maxifhactia como una unidad. De-
notemos por/d(S) el conjunto de ideales de S, en el sentido de ideal de una
semireticula, es decif,es un subconjunto de tal que

1. I es unav/-sub-semireticula, esto és¢ Iy sia,b € I entonces Vb € I;
y

2. I es un conjunto minimal, es decir,skE Iy b < a entonced € 1.

EntoncesS es un cuantal. Siy J son ideales d& entonced & J es el ideal de&y
generado por los elementascona € 1y b € J. Si{l,} es unafamilia de ideales
de S entoncessup,{/,} es el ideal generado par,/,. Esto generaliza a los
ideales de una reticula distributiva relacionados con tmode local coherente
gue motivaria un estudio sobre cuantales coherentes.
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Definicion 3.17. SeanP y () cuantales.

1. Una funcionf : P — () es unhomomorfismo de cuantalesi f preserva
supremos arbitrarios y preserva también la operacién

2. SiPy @ son unitarios entonceg : P — ) es un homomorfismo unitario
si f es un homomorfismo de cuantales que cunfiple) = 1, dondelp y
1 son respectivamente las unidadesfilg Q).

Note que un homomorfismo unitario de cuantales unitariosid®momorfismo

de monoides en la catego$d. de Sup-Reticulas.

Como un homomorfismg : P — () preserva supremos arbitrarios, se sigue por el
teorema del funtor adjunto (ver Apéndice) que tiene adjdetechof, : Q — P.
Veremos algunas formas de relaciotfazon f,.

Proposicion 3.18.Seaf : P — Q un homomorfismo de cuantales. Entonces para
a€ PybeQ:

fi(f(a) = b)) = a —, fu(D)
y

fi(f(a) =i b)) = a — f.(b)

Demostracion.Tenemos qué.(f(a) —, b)) < a —, f.(b) siy solo si

ale fo(f(a) = 0)) < fulb)-

Por adjuncion lo anterior equivalefda&: f.(f(a) —, b)) < bsiy solo si

fla)&f(f.(f(a) =+ b)) <.

Pero por adjuncion sabemos que para eaday, f(f.(c)) < ¢ por tanto

f@)&f(f(fla) =2 b)) < fla)&(f(a) -, b) <b,

y asi

fi(f(a) =: b)) < a =y fu(b).
Ahora note quer —, f.(b) < f.(f(a) —, b)) siysolosif(a —, f.(b)) <
f(a) -, bsiysolosif(a)&f(a —, f«(b)) < bsiysolosif(a&(a —, f.(b)) <b
y por adjuncién es equivalentead:(a —, f.(b)) < f.(b), lo cual siempre se
cumple por la proposicion (3.4). Por tanto tenemos que paalgiera € Py
beq

fe(f(a) =1 b)) = a —, fu(b).
La segunda igualdad se sigue con un razonamiento similaeaiplazar-, por
- O



34 CAPITULO 3. CUANTALES

3.2. Cuantales como categorias de algebras

Denotemos poQuant la categoria de cuantales y homomorfismasnuant la
categoria de cuantales unitarios y homomorfismos unitdresiguiente propo-
sicion exhibira una propiedad de adjuncion de la consténdei{ M) del ejemplo
(3.15), dondeV/ es un monoide Y¥(M) es el conjunto potencia d& equipado
con una estructura de cuantal.N&dn denota la categoria de monoides junto con
homomorfismos de monoides, existe un funtor que oliddUnQuant — Mon.
Note queP(M) es un cuantal unitario donde la unidad{é$ con1 la unidad del
monoideM .

Proposicion 3.19.Existe un funtoi® : Mon — UnQuant que es adjunto izquier-
do al funtor que olvidd/ : UnQuant — Mon.

Demostracion.Si f : M — N es un homomorfismo de monoides, entonces de-
finaseP : M — N tal que para cadal C M, P(f)(A) = {f(a) | a € A}.

Del ejemplo (3.15P(M) y P(V) son cuantales, entoncégf) es homomorfismo
unitario de cuantales.

En efecto, sed B,} C P(M) entoncesy € P(f)(lJ, Ba) si y solo si existe

x €, B. tal quey = f(z) siy solo si existey, tal quex € B,, Yy = f(x) siy
solo si existey; tal quey € P(f)(B,,) siy sélosiy € | J,P(f)(B,). Por tanto

P(f)(|J Ba) = JB()(B).

Por otra parte, pard, B C M,y € P(f)(A&DB) siy solo si existerub € A&B

tal que f(ab) = y, como f es homomorfismo de monoides esto equivale a que
existena € Ay b € B tales quef(a)f(b) = ysiysolosif(a) € P(f(A)y

f(b) €e P(f(B)) siysolosiy € P(f)(A)&P(f)(B) por tanto

P(f)(A&B) = P(f)(A)&P(f)(B).

Finalmente,

PO){1a}) ={f(a) : o € {In}} = {f(1ar)} = {In}-

Con esta definicién sobre morfismos podemos \'ecamo un funtor. Para probar
la adjuncion, dado un morfismb: M — () enMon con( un cuantal unitario,
definamosf : P(M) — Q tal que parad C M, f(A) = sup{f(a) | a € A}.
Veamos quef es homomorfismo unitario de cuantales.

f(ean) = f({1ar}) = sup{f(a) | a € {Lar}} = sup{f(1a)} = f(1ar) = 1o
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Ademasf(A&B) = sup f(A&B) = sup(f(A)& f(B)) = sup f(A)&sup f(B) =

f(A)&f(B).
Finalmente, se&B,} C P(M),

f(U B,) = sup f(U B,) = SuPUf(Ba) = Usup f(Ba) = UJE(Ba>

Por tantof es homomorfismo unitario de cuantales. La unicidad es claigup
en reticulas los morfismos son Unicos. O
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Capitulo 4

Prerradicales

Los prerradicales surgen del estudio de anillos de cogehtes anillos de co-
cientes tienen su origen en la construccion del anillo decfomes mediante la
cual le afadimos inversos multiplicativos a un anillo. Gl@aR es un dominio

entero conmutativo el anillo de cocientes es el campo deibmaes o campo de
cocientes). Este campo de fracciones se caracteriza por cumplir lasesitggs

propiedades:

1. Paracada € (), existes € R cons # 0 tal quegs € R
2. @ es el anillo maximal sobr& que cumplg1).

La construccion dé) puede extenderse al caso cuattes un anillo conmutativo
arbitrario y tenemos' un conjunto multiplicativamente cerrado sin divisores de
cero deR. En este caso se define el anillo de fraccioes R[S~'] que consta
de todas las parejds, s) conr € R, s € Sy tal que(r,s) = (t,u) Siy solo si
existev € S tal quevur = vst. Este anillo resultant@ satisface la condiciofil )

con la propiedad adicional de gues S'y por supuestd2).

Para el caso en qui es un anillo no conmutativo se define de la misma forma
que en el caso anterior un anillo derecho de fraccidti&s '] pero se asume que

S satisface la condicion: para cada& Ry para cada € S existenh € Ryt € S
tales quet = sb. Asi cada elemento efies invertible en?[S~!].

En particular cuand® consiste de todos los elementos sin divisores de cero de
R, la condicién anterior se llama condicién de Or&?j5~!| se llama anillo de

37
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cocientes derecho de!.

Los cocientes dé?-mddulos estan en correspondencia biyectiva con la clase de
subconjuntos d& multiplicativamente cerrados que cumplen la condicion oe O
que a su vez esta en correspondencia biunivoca con las gipelneales e

que cumplen cierta propiedad adicional (Topologias de i€labEstas topologias

se relacionan con las asignacionesk-Mod — R-Mod que satisfacen:

1. 7(M)< M
2. Paratodo morfismé : M — N de R-modulos:f(7(M)) < 7(f(M))
3. Idempotenciat (r(M)) = M
4. ParaN < M, 7(N) =7(M)N N.
donde< denota la inclusion com&-Mdbdulos.

Tratar con estructuras que so6lo cumplény (2) es trabajar con prerradicales, es
decir, un prerradicat de R asigha a cad&-modulo M, un subobjeta (M), de

tal forma que cada morfismt/ — N induce una restriccion, en otras palabras,
un prerradical es un subfuntor del funtor identidad. En espétulo nos interesara
seguir un trabajo iniciado en el afio 2000 (ver [6]) donde sgdésa los prerradi-
cales como estructura de reticula.

Antes de comenzar cabe sefialar que muchos conceptos dddadie€onjuntos
pueden ser extendidos a clases que no son conjuntos y cuifecgafn des-
cansa en la axiomatica de von Neumann- Bernays- Godel diuseet de clase
parcialmente ordenada; en este contexto, llamamos r@tipahde a una clase
parcialmente ordenada que cumple las propiedades delaeticu

En lo sucesivak sera un anillo asociativo con identidad y cBAiMod nos refe-
rimos a la categoria dB-moédulos izquierdos y morfismos de moédulos. Para los
detalles sobre conceptos de teoria de Mdodulos referimodibliagrafia [1] y
[22].

1Se puede consultar [22] para una exposicion mas amplia aéngstduccion.
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4.1. Laestructura de reticula de los prerradicales

Definicién 4.1. Un prerradical en R es un funtorr : R-Mod — R-Mod que
cumple:

1. Para cadaM € R-Mod,7(M) < M
2. Para cada morfismo dB-modulosf : M — N se tiene que
f(r(M)) < 7(f(M))

esto es, el siguiente diagrama esta bien definido y es cotinmta

(M) - M
ff-rl !
7(N) - N

Observacion 4.2. R-Pr denota la clase de todos los prerradicalesee la
definicion tenemos que los prerradicales son subfuntotdgrter identidad. Por
otra parte, todo prerradical es preservador de orden pues\si< M entonces
tenemos el morfismo inclusion: N — M y por la parte(2) de la definicion, la
inclusion se restringe[,.: 7(N) — 7(M).

Observacion 4.3.Hay un orden parcial natural €iPr dado por:
o < 7 siy solo si para cadd/ € R-Mod: o(M) < 7(M).

donde este ultimo denota la inclusién Bemodulos.

En efecto< es orden parcial. Seéd € R-Modyo, 7, p € R-Pr, entonces (M) <
o(M), por tantooc < ¢. Ahora sic < 7y 7 < o, entonces para todd/ € R-
Mod, o(M) < 7(M)y 7(M) < o(M) esto implica quer(M) = o(M) para
cualquierM en R-Mod, por tantar = 7. Finalmente, st < 7y 7 < p entonces
para cadal/ € R-Mod: o(M) < 7(M)y 7(M) < p(M) entonces es claro que
o(M) < p(M)y por tantoos < p.

Definicion 4.4. Existen cuatro operaciones €iPr, VV, A, o, y (:) definidas de la
siguiente manera. Para cadd € R-Mod y parao, T € R-Pr:



40 CAPITULO 4. PRERRADICALES

1. (o AT)(M)=0o(M)NT(M)

2. (oVT)(M)=0c(M)+T1(M)

3. (coT)(M) =0o(r(M))

4. (o : 7)(M) es un submodulo d&f que satisface

(0 :7m)(M)/o(M) = 7(M/o(M))
Observe que sP, : M — M/o(M) es el epimorfismo candnico entonces
(o2 7)(M) = B (r(M/a (M)
Para cualquier clas&€ C R-Pr
5. M{o | 0 € C} estadado pon{c | c € C}(M) =n{o(M) | c € C}
6. V{o | 0 € C} estadado por{c | c € C}(M) = X{c(M) | o € C}
A la operacior se le conoce como producto y a la operaciéomo coproducto.

Observacion 4.5.La operacion coproducto : o)(M) cumple que el cuadrado

(1:0)(M)- : M

o(M/7(M)) ———— M/7(M)

dondeP;, y w son las proyecciones canonicas a los cocientes respeasas
producto fibrado.

Proposicion 4.6.Sit, o € R-Pr, entonces Ao, 7V o,c07,7:0 € R-Pr.

Demostracién.SeanM € R-Mody f : M — N un morfismo dekR-mddulos.
Veamos que Ao es prerradical. Es claro queo)(M) = 7(M)No(M) < M

puesr(M)y o(M) son submobdulos d&/. Por otra parte, seac 7(M)No (M),

entonces come es prerradical tenemos que

fla) = [ 1+ (a) € 7(N)
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y comoo es prerradical

por tanto
fla) e T(N)No(N) = (T Ao)(N),
y asi
f((TNo)(M)) < (T Ao)(N).
Ahora veamos que V o es prerradicalir vV o)(M) = 7(M) + o(M) < M pues

T(M),0(M) < M. Seaa € T7(M) + o(M) entonces es de la forma= a; + as
cona; € (M) y ay € o(M), luego

flar) = f I+ (a1) € T(N)

y
flaz) = f 15 (a2) € o(N),
asi
fla) = flar + az) = f(a1) + f(az) € T(N) +o(N)
y por tanto

f((rVva)(M)) < (rVo)(N)

Para ver que o 7 es prerradical note que comoc R-Pr entonces (M) < M

y comoo € R-Prtenemos que(7(M)) < 7(M) < M. Por dltimo, basta notar
que f(o(T(M))) < o(f(7(M))) y f(r(M)) < 7(f(M)). Comoo preserva el
orden tenemos que

o(f(1(M))) < o(r(f(M))) = (o oT)(f(M)).

Finalmente veamos que: o es prerradical. Seah/, M’ € R-Mody f : M —
M'. Queremos ver que el siguiente diagrama conmuta:

(r:o)(M)——— M
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Para)’ tenemos el producto fibrado

(r:0)(M)———— M

o(M'[r(M')) ——— M'/7(M’)

Simy P! son proyecciones canonicas a los respectivos cocientes y

feM/T(M) - M [r(M)
a+T1(M)w f(a)+7(M')

entonces por la propiedad universal del producto fibraderimntexiste
r:(r:0)(M)— (7:0)(M)

que hace conmutar el diagrama

o(M'[r(M")) — M'/7(M’)
de tal maneraque= f [,y asi(t : o) es prerradical. O

Observacion 4.7.Notar que a pesar de quepuede ser una clase propfa,( M) :
o € C'} es un conjunto para cadd € R-Mod, puess(M) C M.

Proposicion 4.8.Parac, T € R-Pr se cumple:
coT<oAT<oVT<(T:0)

Demostracion.En efecto, para cad® € R-Mod es claro que
cMyNT(M) <o(M)yo(M)NT(M) <71(M),
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conlocualo(M)N7(M) < o(M)+ 7(M). Por tanto
cNANT<oVT.

Veamos quer (1(M)) < o(M) N 7(M). Comor € R-Pr,7(M) < M entonces
o(r(M)) < 7(M); comoo también es prerradical, pg2) de la definicion de
prerradical se obtiene quér(M)) < o(M). Portantar (7(M)) < o(M)N7T(M)
y asi

coT < OoNT.

Por ultimo, observe que tenemos los siguientes diagranmasudativos:

a(M/r(M)) —— M/7(M)
pues para € o(M) se cumple que
P,oi(a) = P.(a) =a+7(M) =0(P(a)) =ioa(P)(a)
y paraa € 7(M) tenemos
Py oi(a) = a+7(M) = (M) = i(r(M)) = i 0 0(a),

y los morfismos; y r, son inclusiones. Por tantq M) + 7(M) < (1 : 0)(M) y
asicvr < (r:0). O

Las cuatro operaciones anteriores son asociativas y pagselorden/\ y vV son
conmutativas peroy : no necesariamente lo son.

Observacion 4.9. R-Pr con las operacionesy V forman una reticula.

Ya sabemos qu&-Pr es un conjunto parcialmente ordenado. Seanc R-Pry
veamos que A 7 = inf{o, 7} y queos V 7 = sup{o, 7}.

Esclaroquer AT <oyquec AT < 7.Sean € R-Prtalquen <oyn<r,

entonces para tod&-moédulo M, n(M) C o(M)y n(M) C 7(M). Por tanto
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n(M) Co(M)NT(M)yasin<oAT.

Por otra parte, seac o(M) entonces, = a+0 € o(M)+7(M) luegoo (M) C

o(M)+7(M). Similarmente podemos ver quéM ) C o(M)+7(M). Por tanto
c<oVTyT<OoVT.

Ahora sin € R-Prtalques < nyr
tenemos que (M) C n(M)y 7(M) C
entonces, € o(M) Cn(M)ya, € 7(M

AsioVv T <n.

< 7, entonces para tod8-maédulo M
n(M). Seaa, + a, € o(M) + 7(M),
) € n(M)y por tantoa, +a, € n(M).

Definicién 4.10. Un submédulaV < M se llamacompletamente invariantsi y
solo si para cada endomorfisnfo: M — M se cumple qu¢(N) < N.

Tenemos dos clases de prerradicales especialmente imigsrta

Definicion 4.11.Sea/N un submodulo completamente invarianteldese definen
los prerradicalesxy y w! como sigue. Para cad&” € R-Mod:

oN(K) =S{f(N): f € Homgr(M, K)}
WA (K)=n{fY(N): fe Homg(K, M)}
Proposicion 4.12.a¥ y wl! son prerradicales.

Demostracion. ParaK € R-Mod, oY < K yaque para cadﬁe Homg(M, K),
f(N) < Kywl < K porque para cadhe€ Homzr(K, M), f~Y(N) < K.
Seaf : K — Ly veamos quef(a¥(K)) < o (L). Tomemosu € ol (K)
entonces parac {1,...,n} existenf; € Homgr(M, K) tal quea = by + ... + b,
conb; € f;(N) para cada. Definamos para cadae {1, ...,n}

h; = fofi: M
entonces para todoc {1, ...,n}, f(b;) € f(fi(IN)) = hi(N), luego
fla) = f(b1) + ... + f(by) € hi(N) + ... + hyp (),

asif(a) € a¥ (L) y por tantof (a¥ (K)) < aX(L). Ahora tomemoy : K — L
y a € w¥(K) entonces se cumple que para cadaK — M, a € g~ *(N). Sea
h:L— M.Comof: K — Lentoncesio f: K — M luego(ho f)(a) € Ny
por tanto

F@M (K)) < wM(L).
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Observacion 4.13.Para cada € R-Pry M € R-Mod, o(M) es un submédulo
completamente invariante dé. En efecto, tomemog : M — M entonces

flo(M)) < o(f(M)) < o(M).

Observacion 4.14.Si M € R-Mod y N es un submodulo completamente inva-
riante de)M entonces

oM(M) = S{f(N) : f € Homp(M, M)} < N,

pues cadg (V) < N porqueN es completamente invariante.
Comol,, € Homg(M, M) entoncesV = 1,,(N) < o (M) por tanto

aN (M) = N.
También tenemos que
W (M) =n{f(N): f € Homgr(M,M)} > N

pues para cadh, N < f~1(N).
Comol,, € Homg(M, M) entonceso (M) < 1;/(N) = N y por tanto

wh (M) = N.

Proposicion 4.15.SeanM € R-Mod,o € R-Pry N un submodulo completa-
mente invariante dé/. Entoncesr(M) = N siy solo sial! < o < wi.

Demostracion.Supongamos que(M) = N, seank € R-Modya € ol (K)
entonces para cada {1, ...,n} existenf; € Homg(M, K) tales que

a:b1++bn

donde para cadg b; € f;(N) = fi(c(M)) < o(fi(M)) < o(K), por tanto
a€o(K)yasi
oM (K) < o(K).

Por otra parte, tomemas: K — M entonces
o(K) =0(g~'(M)) < g (a(M)) = g (N),

intersectando a cada ! (V) tenemosr (M) < w (K).
Ahora supongamos queY < o < wd y veamos quer (M) = N. De la obser-
vacion anterior tenemos que:

N =ay (M) < o(M) <wy (M) =N,
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y por tanto
o(M) = N.
U

Proposicion 4.16.Seanr € R-Pr, M € R-Mod y para cadax € I, M, < M.
Entonces

1. T(Hael M,) < HaeIT(Ma)
2. T(Dpe; Ma) = P, T(Mo)

Demostracién. 1. Para cada € I el siguiente diagrama conmuta por ser

prerradical:
([ Ma) ———— [ Mo
ael acl
] |-
T(Ma) < — M,

es decir, para cada < [ tenemos un morfismo

T(H Ma) - T(Ma>

ael

entonces por la propiedad del producto existe un Unico muofis

T(H M,) — H 7(Ma,)

ael acl
y por tanto
r([[Me) <[] (M)
acl acl
2. Para cada < I tenemos:
T(Ma) “ — Ma
(2 rT Ta
(P Mo) ———— D M.
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Entonces por la propiedad del coproducto, existe un morfigman

@ T(M,) — T(@ M,)

ael acl

y por tanto
P () < (M)
acl acl

Por otra parte, sed = (X, )aer € 7(P,c; M) COMO
7‘(@ M,) < T(H M,) — H T(M,)
acl acl acl

por la parte 1, entonces para cad&,, € 7(M,,), pero para casitode € 1
salvo un namero finitd(, = 0, por tantoX € @ ., 7(M,) y asi

T(@ M,) < @ 7(Ma).

acl ael
Concluimos que
(P M) = P 7(M.).
acl ael

Teorema 4.17.Sear € R-Pr. Entonces = 1 siy solo sir(R) = R.

Demostracion.Es claro que si = 1 entonces (R) = R.

Supongamos que(R) = Ry seaM € R-Mod conxz € M. Definamos el
morfismo f, : R — M tal que f.(r) = rz. Entonces existe un epimorfismo
f:@,en R — Mluegof(P,.,, R) = M, por tanto

M= f(PR) = (D7) =D R) <7(F(PR) = 7(M).

zeM zeM zeM zeM
AsiqueM < 7(M) < M luegoT(M) = M para cada/ € R-Mod, por tanto
T=1.
]

Para seguir estudiando las propiedades sobre prerrexiszaienecesarias ciertas
propiedades sobre médulos que puntualizamos a contirmuacié
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Definicién 4.18. Un méduloS es simple si sus Unicos submoédulos 8grs.
R-Simp denotara un conjunto de representantes de toddshoeddulos simples.

Teorema 4.19.SeaM < R-Mod no cero finitamente generado. Entonces todo
submaodulo propio dé/ esta contenido en un submodulo maximal. En particular,
M tiene submdédulos maximales.

Demostracién.Seak un submadulo propio dé/. ComoM es finitamente ge-
nerado, existem, ..., z,, € M tales que

M=K+ Rx;+ ...+ Rx,.

Ademas podemos suponer ques el minimo numero de elementos que necesito
para generar &/, entonced. = K + Rxy + ... + Rz, €S un submédulo propio
de M.

Consideremo$ la coleccion de todos los submédulos propiosideque con-
tienen al. Note queP # () puesL € P. AdemasN € PsiysolosiL C Ny x;

no pertenece &.

P hereda el orden parcial deub()M). Veamos que toda cadena Betiene una
cota superior. Sed una cadena d@ y N = | J A. Entonces tenemos que:

= N es submoédulo propio d&. En efecto, seam, b € R,n,m € N yveamos
quean + bm € N. Comon, m € N, existenN;, N, € Atalquen € N,y
m € Ny, peroA es cadena entoncés < N, 0 N, < N;. Supongamos que
N; < N, entoncesy, m € N», luegoan +bm € Ny, C NyasiN < M.
Ahora siN = M entonces; € N luego existe' € P tal quex; € K lo
cual no puede suceder. Por taifces submaodulo propio dé/.

» L < N porqueL € |J A.

= N es cota superior dd porqueN = [ A.
Por el Lema de Zorr? tiene un elemento maximal’. Por tantaV’ es el submoé-
dulo maximal del/ que contiene &.

En particularM siempre tiene submédulos maximales plies submaodulo pro-
pio de M. O
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4.2. Propiedades del anillo en términos de la reticu-
la R-Pr

Para ofrecer una mejor comprension de los siguientes aelsslrecordamos al-
gunas definiciones sobre teoria de modulos. Para los desalbee ciertas afirma-
ciones consultar referencia [1].

Definicion 4.20. SeanM y K R-modulos yN un submodulo dé/. Entonces:

1. N esesencialen M si para cadal < M se cumple que sSNNL = 0
entonced. = 0.

2. Un monomorfismg : K — M se llamamonomorfismo esenciai f(K)
es submodulo esencial dé.

3. Un R-moOduloE esinyectivosi para todof € Homg(K, E)y para todo
monomorfismg € Hompg(K, M) existeh € Hompg(M, E) tal quehog =
f.

4. Una pareja(F, j) es unacapsula inyectivade M si E es unR-modulo
inyectivo yj € Homg(M, E) es un monomorfismo esencial. Denotaremos
la capsula inyectiva dé/ por E(M).

Observacion 4.21.Para cada modulo existe una capsulainyectivay es Uniaa salv
isomorfismo (se puede consultar el teorema 18.10 de [1]e Bdémas que para
todoN < E(M) conN # 0 se cumple quév N M # 0.

Proposicion 4.22.Todo R-moéduloM se encaja como submaédulo de un producto
de capsulas inyectivas de médulos simples.

Demostracion.SeanM € R-Mody m € M conm # 0. Entoncesm) < M
es finitamente generado, luego por la proposicion anténigrtiene un submoé-
dulo maximalL y asi(m)/L es simple. Se&,, := (m)/L, entonces tenemos el
siguiente diagrama:

(m) ——— M

T

Sy ——— E(S),)
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Ademasf,,(m) # 0 puesm # 0. Por la propiedad del producto existe

meM~{0}
]
Volviendo a nuestro estudio de prerradicales tenemosdagesites propiedades.

Lema 4.23. Seaoc € R-Pr. Si para cadaR-moédulo simpleS, o(E(S)) = 0
entonces = 0.

Demostracién.Supongamos que para cagla& R-Simp,o(E(S)) = 0. Debemos
ver que pard/ € R-Mod,o(M) = 0, pero por la proposicion (4.22) sabemos que
todo R-mdduloM se encaja en el producto de capsulas inyectivaig-dedulos
simples, entonces tenemos:

o(M) < o( [] E(Sw) = [] o(E(Sn) =0

meM meM
dondeFE(S,,) es el submédulo simple descrito en la proposicion (4.22). [

Observacion 4.24 Notar que sik < N < My Ky N son submédulos comple-
tamente invariantes d& entonces

M My, M M
o <oy Ywr < wy.

Teorema 4.25. R-Pr es una reticula atomica y coatomica. El conjunto de atemo
es
{a?” : S € R— Simp}

y el conjunto de coatomos es
{wh: I es ideal mazimal de R}.

Demostracién.Para la primera parte tomemes= R-Pr cono # 0. Por el lema
4.23, existeS € R-Simp tal ques(E(S)) # 0. ComoS es subméddulo esencial
de su capsula inyectivE(S) y ademass(E(S)) < E(S) cona(E(S)) # 0 se
cumple queS N a(E(S)) # 0, peroS No(E(S)) < Sy S es simple, luego
SNao(E(S)) = S. Por tanto,S < o(E(S)). ComoS y o(E(S)) son submo-
dulos completamente invariantes de la capsula inyedi\@), entonces por la

observacién anterior
o ES) < (ES)
s S Qgps)
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y por la proposicion 4.15 tenemos que

B(S)
A m(s)) < O
por tanto
ag(s) <o.

Ahora sear € R-Pr tal quer < a§<5> y veamos que = (. Entonces
7(E(S)) < agP(E(S)) = 5.

SiT(E(S)) = S entonces por la proposicion 4.21%(5) < 7 lo que contradice
nuestra hipétesis. Por tant¢E (S)) < S con S simple, luegor(E£(S)) = 0.

Por otra parte, tomemaS € R-Simp conS’ 2 Sy veamos que también se
cumpler(E(S’)) = 0. Tenemos que

T(B(S")) < agP(E(S).

Afirmamos que

ag O (E(S) =Y {F(S): f € Homg(E(S), B(S"))} = 0.

Supongamos que exisfe: E(S) — E(5') tal quef(S) # 0. ComoE(S’) es
la cdpsula inyectiva dé’, entoncesS’ N f(S) # 0y S' N f(S) < 5, luego
S'N f(S) = Sy por tantoS” < f(S). Observe quef(S) es simple pues
f(S) = S/Nuf sy comosS es simple yf(S) # 0 entoncesNuf [s= 0,
asif(S) = S. EntoncesS’ = f(S) puesS’ # 0 por definicioén, obteniendo asi
queS’ = S lo cual es una contradiccion. Por tanto, para cadd& (S) — E(S")
se tiene qug(S) =0y asiozg(s)(E(S’)) = (. Asi obtenemos que(E(S")) = 0
para cadad’ simple. Aplicando el lema 4.23 = 0 y de esta formaxg(s) es un
atomo deR-Pr.

Para ver la segunda parte del teoremagseak-Pr cono # 1. Entonces (R) &

R. Seal un ideal maximal de? tal quec(R) < I.

Primero note qué es un submodulo completamente invariant&d8upongamos
que existef : R — Rtal quel < f(I). Comol es maximal entoncef(/) = R,
luego existen € I tal que f(a) = 1 perof(a) = f(a-1) = af(1), asi que
1 =af(1) € IR = Ilo cual implica quel € I y es una contradiccion. Por tanto,
debe suceder que para cualqufer R — R, f(I) < I, asi quel es submddulo
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completamente invariante de
Entonces por la observacion anterior

o< wf(R) < wf.
Ahora tomemos € R-Pr tal quew® < 7, entonces
I =wl(R) <71(R).

Si I = 7(R) entonces por la proposicion 4.15 tenemos que w¥ lo que con-
tradice nuestra suposicion. Por tadte< 7(R) < Ry como/ es maximal en
R entoncesr(R) = Ry por el teorema 4.17 = 1, asiw! es un coadtomo de
R-Pr. L

Teorema 4.26.Seano, 7,1 € R-Pr, {o,}o C R-Pr, M € R-Mod. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:
1. & (Ley Modular):oc < rimplicaques V (Tt An)=1A (cVn)
b) Si{o.}. €s unafamilia dirigida entoncesA (V,0,) = Vao(T A 04)

2. @) (Aa0)T = Aa(0aT)
b) (Vaoa)T = Val(oaT)
C) T:NaOo = Na(T i 04)
d) (7:Va0a) =Vaolr:04)

Demostracion.SeaM € R-Mod.

1. a) Supongamos que(M) < 7(M). Tomemosu € o(M) + (7(M) N
n(M)), entoncest = b+ cconb € o(M) C 7(M)yc e 7(M)N
n(M). Entonces. = b+ cconb,c € 7(M), luegoa € 7(M). Por otra
parte,a = b+cconb € o(M), c € n(M) entonces € o(M)+n(M).
Por tanto
acT(M)n(o(M)+n(M)).

Ahora seaa € 7(M) N (o(M) + n(M)), entonces: = b + ¢ con
beo(M)ycen(M),luegoc=a—be 7(M)yaqueb e a(M) C
T(M)ya e 7(M), portantoc € 7(M) Nn(M) asi

a=b+cea(M)+ (r(M)Nn(M)).
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Por tanto, para cadal € R-Mod:
o(M) + (r(M) Nn(M)) = 7(M) 0 (o(M) +n(M)),

luego
oV (tTAn) =71A(cVT).

b) SeaM € R-Modya € 7(M)N (>, 0a(M)) entonces, € 7(M)y
ademas: = a; + ... + a, CONa; € o,,(M) para cada € {1,....,n}.
Como{o,}. es una familia dirigida, existg8 € [ tal que para €
{1,...,n} 04, < 0p, luegoa € 7(M) N og(M), por tanto

a €Y (T(M)Nou(M)).

Ahora tomemos € V(7 A 0,)(M) entoncest = b; + ... + b, con
b; € (M) No, (M) paracada € {1,...,n}. Entonces: € 7(M)y
a€ )., 0a(M), luego

Por tanto

T(M) = Nooo(M/T(M)) = Ngoo(M/7(M)) =
Na((T 1 0a)(M)/T(M)) = (Na(T 1 0a)(M))/T(M) = (AalT :

)

d) (7 : Vaoa)(M)/7(M) = Vaoa(M/7(M)) = 3., 0a(M/T(M)) =
>2allT 2 0a)(M)/T(M)) = (
0a)(M))/7(M).

O
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Observe que el producto preserva supremos de un lado y eldiogio preserva
los infimos.

Para terminar la revision de la estructura de reticuld&e®r son necesarios al-
gunos conceptos de teoria de modulos y anillos que prectssamseguida.

Definicion 4.27.Un R-méduloM es semisimple siy sélo si
M = Z{S < M : S essimplp

Definicién 4.28. Un anillo R es artiniano si toda cadena descendente de ideales
deR, I, 21, D ..2 1, D .. esfinita.

Teorema 4.29.Todo anillo semisimple con unidad es artiniano.

Demostracion.SeaR un anillo semisimple con unidad y consideremos una cade-
na estrictamente descendeiite > L, 2 L3 2 ... de ideales dé&?. ComoR es

=

semisimple R puede verse como una suma directa de ideales minirtiales Uy,
(ver proposicion 3.4 de [23]). Si; € R, podemos encontrdry, ..., Uy, ideales
minimales deR conk; < k tales que

R=Li®oU@..0U,).

ComoL, € Ly, lasumal; & ... @ Ug, no es maximal con respectdan (U; &
... ® Uy,) = 0 ya que esto implicaria que

R=L,®U,®..0U, =L10U:1® ... 0 Uy,
y por tantoL; = L,. Por consiguiente,
R=L,a (U &..0U,)
conk; < ky. Después de un numero finito de pasos llegamos a
R=L,aU&..0U,,),
es decir,L,, = 0y por tanto la cadena es finita. O

Teorema 4.30.SeaR un anillo entonces son equivalentes:

1. R es semisimple.
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2. TodoR-méduloM es semisimple.
Demostracién.Ver prueba en referencia [1], 13.9 pagina 155. O
Lema 4.31.Si R es semisimple entonc&Simp es finito.

Demostracién.Ver prueba en referencia [1], 13.7 pagina 154.

Teorema 4.32.Son equivalentes:
1. R es anillo artiniano semisimple.
2. R-Pr es un algebra booleana finita.
3. R-Pr es un algebra booleana.
4. R-Pr es una reticula booleana grande.
5

. Cadaos € R-Pr satisface

o= v{a5(5> : a?” <o}.

6. 1= \/{ozg(s) S € R— Simp}.
7. Para cadasr € R-Pr, existed C R-Simp tal quer = soc4 donde

soca(M)=> {S<M:S=T¢c A}.

Demostracion.l) = 2)] Supongamos qué& es artiniano semisimple entonces
todo R-modulo M es semisimple y todo submaodulo dé es semisimple, luego
para cada € R—Pr,o(M) es semisimple entonces

o(M) =X{S; : S; simple}

Asi, cada prerradical queda completamente determinadsyswalores erR-
Simp, por tantak-Pr es isomorfa como reticula a la reticula de subconjurgos d
R-Simp, asi tenemos que-Pr es un algebra Booleana finita.

2) = 3)] Es inmediato.

3) = 4)] Es inmediato.

4) = 5)] En cualquier reticula Booleana atémica, cada elemento @sida de
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los atomos que estan por debajo de él y este hecho se extiegtitmuias grandes.
5) = 6)] Es claro porque cada prerradical se representa como elnsopte
atomos, en particular.

6) = 7)] Seas € R-Pr. Sic = 0 entonces para cadac R-Simp,o(E(S)) =0
por tantoo = v@g ),

Sio # 0 entonces exist§ € R—Simp tal ques(E(S)) # 0. Sea

A={Se€R—-Simp:o(E(S)) #0}.

Para cualquiez-modulo simpleS, o(E(S)) # 0 entonces(yg(s)

VaoE® <oy vaad = vias® puesE(S) = 5.
comol = v{ai® : § € R — Simp} entoncest(S') = val ¥ (B(S) = .
Luego

< o, luego

o<1=vai® =vas.

Por tanto
o= \/ozg = S0C4.

7) = 1)] Paral € R—Pr existeA C R-Simp tal quel = soc4 entonces
R = Soca(R) =X{S < R: Sessimple}

entoncesk es semisimple. Por el teorema (4.28)es artiniano.
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Reticulas cuanticas

Cuando estudiamos reticulas conmunmente podemos encaticalas que po-
seen tres operaciones binarias, la conjuneigndisyuncionv usuales y un pro-
ducto denotado pa%. Un ejemplo de esto es la reticula de ideales de un anillo
estudiada por Ward y Dilworthen 1939 y para lo cual proponen el concepto de
reticula residual. Cincuenta afios mas tarde Mflyegorceux reiniciaron dicho
estudio bajo el nombre driantal(una reticula residual completa es un cuantal no
necesariamente idempotente), suponiendo que debia@sidonado a la l6gica
cuantica.

Por su parte Birkhoff y von Neumann [3] ya habian iniciadostlidio de la I6gica
cuantica eri936, cuando mostraron que dado un sistema de mecanica cudntica
el conjunto de proposiciones soleonstituye una reticula ortomodular y como
se vio en el capitul@, Finch [8] declara la existencia de una operagérducto

en dichas reticulas.

Veremos que aungue cuantales y reticulas ortomodularegsarten propiedades
en comun son claramente diferentes. En este capitulo vaowsstruir una cate-
goria que contiene como objetos tanto a las reticulas odalaes como a los
cuantales.

WARD, M., DILWORTH, R.P.Transactions of the American Mathematical Sogiéfy;, 335-
354, (1939).

2MULVEY, C., Communications at the meetings in Oberwolf&eimis and Brighton, (1983).

SBORCEUX, F.Bulletin of the Australian Mathematical Soci&fyi01-106, (1970).

57
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5.1. Definiciones

Definicién 5.1. La categoria de reticulas cuéanticgsse define como sigue:

» Un objeto deQ es una reticula complet&), <) provista de una operacion
binaria& : Q x Q — @ que satisface:

(a) Paracadag € Q, &q: QQ — @ es un morfismo de conjuntos parcial-
mente ordenados.
(b) Para cadag € O, &q tiene adjunto derechg — _

= Un morfismo de reticulas cuanticas@een(), es una funciorf : Q)1 — Q)
tal que:

1 f(1)=1.
2. Para cada familia{¢;}; € Q, f(V,q;) = V;f(g;)-
3. Paracadap, g en@, f(p)&f(q) < f(p&q).

Observacion 5.2.Si se cumple la igualdad en 3 entonces se dice que el morfismo
es estricto. Por otra parte, observe que la adjuncion sigrgfie para cada q y
renQ, p&q < rsiysolosip < q—r.
Ademaés, por el teorema del funtor adjunto (ver Apéndice)a® que(b) puede
sustituirse por:

(b) Paracada € QY {q;}; € Q. (V;q;)&p = V;(q;&p).
Por la propiedad anterior tenemos que en cualquier retoudlaticaf&q = 0y
qg— 1 =1paratodag; € Q.
Definicion 5.3. Sea() una reticula cuantica.
(@) Un element@ en( es:

1. idempotente siy solo gkq = g.

2. derecho siy solo gi&1 = q.

3. izquierdo siy solo si&q = q.

4. bilateral siy solo si cumplé2) y (3).

(b) @ se dira idempotente o derecha (izquierda, bilateral repamente) si
para cadag € () se cumple la propiedad correspondiente.
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(c) Q es asociativa si y solo si la operacidnes asociativa.

Lema 5.4. Sea() una reticula cuantica izquierda, entonces para todg € @,
p <gsiysolosip—q=1.

Demostracion.1&p = p < g siysolosil <p — gsiysolosil =p — q. O

5.2. Ejemplos

Ejemplo 5.5. Seal una reticula ortomodular carkb = (a Vv b*) A b para cada
a,b € L, dondel denota la ortocomplementacioh.es una reticula cuantica.
(Este ejemplo se expuso en el capitRjio

Ejemplo 5.6. Cualquier local es una reticula cuantica si para caélen la reticu-
la, a&b = a A b como se observo al inicio del capitulo

Ejemplo 5.7. De la definicion de cuantal y la proposicion 3.4 en el capitulo
es inmediato que un cuantal es una reticula cuantica. Ademasorfismo de
cuantales es un morfismo de reticulas cuanticas.

Ejemplo 5.8. Sean() una reticula completay: Q — @ un morfismo de conjun-
tos parcialmente ordenados tales que dada®, {p;}; C @ se cumple que

(Vipi) A j(q) = Vi(pi A j(q))-
Entonces&q = p A j(q) cumple para todg € @) que sia < b entonces
akq =aNj(q) <bAjlg) = by,

y como
(Vipi)&q = (Vipi) N j(q) = Vi(pi A j(q)) = Vi(pi&aq),
entonces &¢ tiene adjunto derecho y agies una reticula cuantica.

Note que en particular cuandp es un localj : @@ — @ puede ser cualquier
morfismo de conjuntos parcialmente ordenados.

Finalmente examinemos el ultimo de los ejemplos de retmudatica ya estudia-
dos en el presente trabajo.
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Ejemplo 5.9. Consideremos la categorfMod de R-Mdodulos, conR un anillo

y 1 : R-Mod — R-Mod el funtor identidad. Como ya sabemos, un prerradical
sobre R-Mod es un subfuntor dé. Denotaremos a los prerradicales Eevod

por R-Pr; recordemos que podemos convertir esta clase en uoalastbmpleta
como sigue:

Dadoso y 7 en R-Pry{o;}; C R-Pr, definimos el orden

o < 7 siy solo si para cadd € R-Mod: o(A) < 7(A).
Ademas para cadd € R-Mod
(Nioi)(A) =N, 0i(A) y (Vioi)(A) = >, 0i(A)

Tenemos al menos dos formas de hacét-Br una reticula cuantica: podemos
definir c&1 = o o 7, la composicion de prerradicales, o biéR-Pr)°? es una
reticula cuantica con la operacion coproducto definida emgitulo 4,0&7 =

(7 : o) donde(r : o) cumple que para cadéd € R-Mod,

(7 :0)(A)/7(A) = o(A/7(A)).

Para ambas elecciones &ese verifica que &7 es un morfismo de conjuntos
parcialmente ordenados que preserva supremos arbityataosbién infimos. En
efecto, seam, 7,7 € R-Pry A € R-Mod.

s Sio < 7, entonces

(0&n)(A) = (o0on)(A) = a(n(A)) < 7(n(A)) = (Ton)(A) = (T&n)(A).

Por otra parte,

(v 7)&n)(A) = (o vV 1) on(A) = a(n(A)) + 7(n(A)) = (o 0n)(A) +
(Ton)(A) = ((gon) Vv (ron))(A) = ((c&n) V (1&n))(A)

y

((eAT)&n)(A) = (0 AT)on(A) = (e AT)(n(A)) = a(n(A))NT(n(A)) =
(0 on)(A) N (Ton)(A) = ((eon) A(ron))(A).

s Sio < 7 entonces

(1 0)(A)/n(A) = a(A/n(A)) < 7(A/n(A)) = (n: 7)(A)/n(A),

luego
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por tanto
o&n < 17&n.

Por otra parte,
(n: (e V7)(A)/n(A) = (o vV 7)(A/n(A) = o(A/n(A)) + 7(A/n(A)) =
n:

l(n o) (A)/n(A) + (n: 7)(A)/n(A) = ((n: o) V (n: 7))(A)/n(A),
uego

(n:(oVvT)(A)=((n:0)V(n:7))(A),
y asi

(o vV 1)&n = ((o&en) V (r&n)).
Andlogamente se tiene que
(n: (0 AT))(A)/n(A) = (o AT)(A/n(A)) = a(A/n(A)) N 7(A/n(A)) =
(n:0)(A)/n(A) N (n:7)(A)/n(A) = ((n:0) An:7))(A)/n(A),
entonces
(n: (e AT)(A) =((n:0)An:7))(A),

concluyendo que

(0 AT)&n = ((oden) A (T&en)).

De la observacion anterior podemos concluir que la categipuestg R-Pr)??
también es una reticula cuantica cuando considerdmes:).

Observacion 5.10.Note que una reticula ortomodular es idempotente y bilatera
Los cuantales son asociativos mientras que las reticulashodulares no nece-
sariamente lo son como observamos en (2.2).

Observacion 5.11.Podemos observar que-Pr es una reticula cuantica bilate-
ral asociativa con cualquiera de los dos productos querega Se cumple por
propiedad general para cuanfla= o, veamos para el coproducto.

Searo, 7,1 € R-Pry A € R-Mod.

((0&er)&en)(A) = (1 (0&7))(A) = (n: (7 : 0))(A),

donde

(= (7 0))(A)/n(A) = (7 : 0)(A/n(A))

(7 0)(A/n(A)/7(A/n(A)) = a((A/n(A))/T(A/n(A))).
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Por otra parte,

(0&e(r&en))(A) = ((r&n) : 0)(A) = ((n : 7) - 0)(A),

donde

((n:7):0)(A)/(n:7)(A) =0a(A/(n:T)(A))
y

(n:7)(A)/n(A) = 7(A/n(A)).
Entonces
((n:7):0)(A)/(n:7)(A) _ ((n:7):0)(A)/n(A) _ ((n:7):0)(A)/n(A)
n(A) (n:7)(A)/n(A) T(A/n(A))
y
lanabuniin — o — o( i) = o(-Hiadky) = SR
e ((n:7):0)(A) (n:(7:0))(A)
n:T:UA_T_U _( T:0))(A

(A = (7:0)(A/n(A)) oA

se sigue que
((n:7):0)(A) =(n:(7:0))(A),

y asi

(m:7):o=n:(1:0),
obteniendo que
o&(t&n) = (o&T)&n.

Veamos ahora que la reticula es bilateral. Como estam@s-&m)°” debemos ver
que
c&0 =0 = 0&o.

(0&0)(A) = (0: 0)(A) = P, (0(A/0(A))) = P, (0) = o (4)
(0&0)(A) = (0: 0)(A) = Py (0(A/0(M))) = Py (0(A)) = o (A).

Sio € R-Prestal que o 0 = o entonces & se le llama prerradical idempotente
y si (o : o) = o entoncew es llamado radical.
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5.3. Algunas propiedades

Como observamos en el capituilpen reticulas ortomodulares la operacién
podria interpretarse como una conjuncién légica no contimateCuando() es
ortomodular o un cuantal idempotenée generaliza a\ en el siguiente sentido:

parap,q € Q
p A q < p&yg.

En reticulas cuanticas se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 5.12.Sea() una reticula cuantica izquierda, para cagag € Q,p A
q < p&q siy solo siparacada,q € Q,p — q=p — (p&q).

Demostracion.(—>) Como _&q es preservador de ordepirq < 1&q = qy
p — _también es preservador de orden entonces siempre se cumple
p— (p&q) <p—gq.

Por otra partep — ¢ < p — (p&q) siy solo si(p Q)&

= p < p&q, pero
(p—q)&p <1l&p=pyp— q<p— qgimplicaque(p — ¢)&p < g,

por tanto
(p - @)&ep < p A g < p&yq
y asi
p—q=p— (p&q).
(<) Por el Lema (5.4) se tiene que= (p A q) — ¢y por hipotesigp A q) —
g=(pANq)— ((pNq)&q). Entonces

(pAq) = ((pA@)&q) =1,

y por Lema (5.4) y el hecho de qué:q preserva el orden tenemos que

pAg<(pAq)q<pkq.
O

En el caso de cuantales esto hace g&ie sea un morfismo de conjuntos par-
cialmente ordenados para cada (. Si tenemos una reticula cuantica bilateral
Q@ que cumplap A g < p&q, como es el caso de una reticula ortomodular, en-
tonces esta propiedad implica gijees un local, como se muestra en la siguiente
proposicion.
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Proposicion 5.13.Sea( una reticula cuantica bilateral que satisface para cada
p,q € Q,p A q < p&q, entonces siempre qud;_ es un morfismo de conjuntos
parcialmente ordenados para cualquigke @, se tiene qué) es un local.

Demostracién.Seamnp, g € Q, tenemos que&q < 1&q = qy p&q < p&l = p,
entonce&q < p A gy por tantop A ¢ = p&q. Asi, Q es un local porque A g
preservara supremos arbitrarios para tpdo(). O

Si () es una reticula ortomodular, la propiedad anterior implioa() es un alge-
bra Booleana.

Finalmente veamos un ultimo ejemplo de reticula cudntieacBunaVv-reticula,

es decir, los morfismos entre ella preservan antonces la reticula de endomor-
fismos de@, End(Q) es una reticula cuéntica si definimos las siguientes rela-
ciones parg' y g € End(Q):

f < g siysolo sipara cadac @ se tiene qug(q) < g(q)
fAg:Q — Qesunmorfismo tal que para cagla Q, (f Ag)(q) = f(q) A g(q)

fVg:Q — @Qesunmorfismo que esta dado para cada() por:

(fVa)g) = fla)Vg(q)

Y definimos la operacion & com@&g = g o f.

Entonceq End(Q), &) es una reticula cuantica. Como las definiciones gev
en End(Q) son puntuales, las propiedades de reticuladé(Q) se siguen de las
propiedades de reticula d& Veamos qudind(()) es cuantica.

(a) Seanf,g,h € End(Q) y supongamos que < h. Entonces_&f)(h) =

h&f = fohy ((&f)(g) = g&f = fog. Tomemosg € @, como f
preserva el orden tenemos que

(fog)(q) = flg(q) < f(h(q) = (fog)(q),

luego
g&f < h&f

y por tanto & f es morfismo de conjuntos parcialmente ordenados.
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(b) Seaf € End(Q)yveamos que& f tiene adjunto derecho. Tomemgs}; C
End(Q)y seaq € ), entonces
(Vigi)&f)(q) = (f o (Vigi))(q) = f(Vigi(q)) = Vi(f(gi(q))) = (Vi(f o
9:))(q) = (Vi(g:& 1)) (q),
por tanto(V;g;)& f = Vi(g:&f), es decir, & f preserva supremos arbitra-
rios.

Tomemos una reticula cuanti€ay consideremos la aplicacion

f:Q — End(Q)

br— fp

de tal forma quef, estd dada pof,(a) = a&b para cada € Q. Como &b dis-
tribuye supremos arbitrarios para cada (), entonces, pertenece &nd(Q).
Siparatoda € @, a&_ tiene adjunto derecho entonces pra,; C @, f(V;b;) =
fv.e, Y para cada € Q se cumple que:

Fuwi(a) = a&e(Vibi) = Via&ebi) = Vi(fi,(a)) = (Vify;)(a) = (Vif(b:))(a)

y por tanto

f(Vibi) = Vi f(bi).
Asi quef es un morfismo de-reticulas.
Mas aun, s es asociativa, entonces

free(a) = a&e(b&c) = (a&eb)&c = f.o fo(a) = (& fe)(a),

es decir,f(b&c) = f(b)&f(c), asi quef es un morfismo estricto de reticulas
cuanticas.

Denotemos poF/(() a la imagen dgf en End(Q) y por QZD a la categoria de
cuantales idempotentes derechos.

Teorema 5.14.Sea( un cuantal idempotente derecho. Entonces la correspon-
dencian : QZD — LOC tal que a cada) — FE((Q) nos proporciona un funtor de
cuantales en locales.

Demostracién.Sea un cuantal idempotente derechoentonces por la Proposi-
cion 3.10 para cada b, c € ) se cumple que&b&cc = a&ec&eh, por tanto,

fb&fc = fb&c = fc&b = fc&fb>
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asi quef,& f. = f, A f. por la observacion 3.12 y por tani(()) es un local. Por
las ultimas observaciongses un morfismo de cuantales. Ademas, dado cualquier
morfismo de cuantales: ); — (), entonces

n(@) = a: E(Q1) — E(Q2)

fo— f¢(b)
es un morfismo de locales. En efecto, séan C (), entonces

a(\/ifbi> = a(f<vlb2)) = f¢(Vz‘bi) = f\/m(bi) = vlf(‘b(bl)) = \/if¢(bz‘) = vio‘(ﬁh‘)?

y sib, c € Q; entonces

a(fdefe) = afoxe) = foee) = fomeoe) = fowy&foe) = alfo)dea(fe).
Asi quen es un funtor. O

Cuando(@ es un cuantal idempotente derecho, se puede demostrar qaiyda
nacionf : Q — E(Q) es una reflexion, esto es, la inclusion £&C en Q7D
tiene adjunto izquierdo. Este es un hecho interesante pgrgdria aportar una
caracterizacion de los subcuantales espaciales por medas ya existentes de
sublocales espaciales. No entraremos en mas detallesesibrporque sale del
objetivo de este trabajo, sin embargo representa un posaiohpo de estudio a
futuro.
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Conclusiones

Los prerradicales constituyen el area mas inexploradaedeste punto de vista,
de las tratadas aqui debido a su reaparicion en las ultincasldg. Aun cuando el

estudio de prerradicales tuvo su origen a mediados del pagado, fue hasta el
afio 2000 cuando se empezo la investigacion de la estruauwnetidula de todos

los prerradicales, llevada a cabo por un grupo de algebmséxicanos encabeza-
do por el Dr. Francisco Raggi.

En este momento las reticulas cuanticas se convierten émcelleo adecuado para
explorar las estructuras menos conocidas, los prerradigalr ejemplo, haciendo
uso del amplio conocimiento que ya se tiene de los cuantatesjemplo de ello
es la nocion de objetos inyectivos y proyectivos ya anadizanl la categoria de
cuantales que nos lleva a plantearnos el interrogante de si es posibkeguir
caracterizaciones de dichos objetos en prerradicales$ooiliaet ortomodulares.

Otro ejemplo de investigacion vigente es el articulo “Dlistiive Quantales” de
David Kruml, en donde se define una especie de distributividaa generalizar
algunos resultados de locales a cuantales. La distridatives una propiedad bas-
tante necesaria en gran cantidad de resultados, por ejesotpie locales regulares
compactos o espacialidad algebraica, propiedad que skegigando hacemos la
generalizacion no conmutativa de local, el concepto detaljdimitando la adop-
cion de muchos resultados de locales

!Para una caracterizacion de objetos inyectivos y proyestwn cuantales se puede consultar
la referencia [24]

2En [13] se propone el concepto de cuantal distributivo déadarencia de distributividad se
sustituye por un axioma extra.
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Recorriendo un camino distinto al sugerido hasta ahorajamds retomar la ex-
ploracion que hay en prerradicales sobre los conceptosia®$ly coprimos e

intentar establecer resultados analogos en reticulasodiolares. Incluso existe
un enfoque general a filtros de Gabriel en cuantales en [2hje&lse generalizan
resultados de una subrreticula de prerradicales a cusptaléizas se puede pen
sar en hacer algo similar en reticulas ortomodulares.

Estas son so6lo algunas lineas que pueden seguirse y tampieademos ser
exhaustivos, seguramente se nos han escapados muchapbta@sones del es-
tudio de las reticulas cuanticas y los respectivos ejenggjosestudiados, lo Gnico
gue pretendemos es dar una idea de como se puede emplearaliganion que
aportan las reticulas cuanticas.



Capitulo 7
Apéndice

7.1. Categorias

La teoria de Categorias estudia de manera abstracta lastesis matematicas y
sus relaciones, presentando nuevas perspectivas sobreagiedad de resultados
ya conocidos y aportando mayor claridad en su estudio. Popatte, el grado de

abstraccion con el cual trabaja permite reconocer cafatitars que pasan desa-
percibidas cuando se trabaja dentro de la teoria que estaslia

En este apéndice se presentan los conceptos de Categferastes a un cur-
so elemental y que consideramos esenciales para la lectugatd trabajo, sin
embargo se puede consultar [4] y [9] para una exposicion et@dada.

Definicion 7.1. Unacategoriaes una quintuplé = (O, M, dom, cod, o) donde:
i O es un clase cuyos miembros se llanfarobjetos,
il M es una clase cuyos miembros se llarfarmorfismos,

il domy cod son funciones da1 enQ (paraf € M, dom(f) se llama dominio
de f, y cod(f) se llama codominio d¢),

iv o es una funcion de

D= {(f.9) | f.9 € MAdom(f) = cod(g)}

en M, llamada ley de composicion de(o(f, g) se escribe comg@ o g y
decimos qug o g esté definida siy solo $if, g) € D),
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tales que se satisfacen las siguientes condiciones:
1. Sifog esta definida entonceem(fog) = dom(g)ycod(fog) = cod(f),
2. Sif ogygohestan definidasf o (goh) = (fog)oh,

3. Para cadaC—objeto A existe unC—morfismoe tal quedom(e) = A =
cod(e)y

» Sifoeestadefinidafoe=fy
= Sieo g esta definidag o g = g,

4. Para cada par d€—objetos(A, B), la clase
home(A, B) ={f | f € M,dom(f) = A, cod(f) = B}
€s un conjunto.
Observacion 7.2.Dada una categoria
1. Laclase d€—objetos se denota p6rb(C) o | C |.
2. Laclase d€ —morfismos se denota pdror(C).

3. Generalmente se omite el subindice para indicar la cagegiom cuando
el contexto es clardiom,. también es denotada péfA, B),yconf : A —
B denotamos qu¢ € C(A, B).

4. ElIC—morfismoe en (3) de la definicion anterior es el Unico que satisface
dichas propiedades, se llaiiaidentidad o identidad dd y se denota por

14.
Definicion 7.3. Se dice que una categoriaes:
1. Pequefiasi Ob(C) es un conjunto.
2. Finita siOb(C) y Mor(C) son conjuntos finitos.
3. Discretasi todos sus morfismos son identidades.

Ejemplo 7.4. La categoriaCON cuya clase de objetos es la cldgede todos
los conjuntos y para cadd, B € U, CON (A, B) es el conjunto de todas las
funciones ded en B. CON se llama la categoria de conjuntos.



7.1. CATEGORIAS 71

Ejemplo 7.5. La categorial’ OP cuya clase de objetos es la clase de todos los
espacios topologicos, y dadesy B espacios topoldgicos, OP(A, B) es el
conjunto de todas las funciones continuasiden B. 7 OP se llama la categoria
de espacios topoldgicos.

En este trabajo es de especial interés la categoria de tasjsrcialmente orde-
nados para el estudio de las reticulas.

Ejemplo 7.6. Dado un conjunto parcialmente ordenado, <) podemos verlo
como una categori@de la siguiente manera:

= Ob(C) = X

» Parar,y € X :
¥} st v <y
Clz,y) = { () en otro caso

Es decirx? : © — y siy solo siz < y. En este cas@lom(x¥) = z Yy cod(*Y) = y.
Dadosr, y, z € X, tales que y x; son morfismos dé, entonces la composicion
se define como sigue; o ¥ = 7 que esta bien definida porque< y < 2.
Ademas es asociativa, puesisiy, z,w € X sontalesque < y < z < w se
tiene que:

z
Y

w

%Y o (%2 0 *Y) =y 0%, =, = x, 0 %) = (*’jo*é)o*z
Por otra parte, dado € X, como” < ” es reflexiva existe? tal que siy < = < w
entonces:

ko O KL = %1 Yk OkY = %Y,

Ejemplo 7.7. La categoria de conjuntos parcialmente ordenadoss aquella
cuyos objetos son los conjuntos parcialmente ordenadoggsaunorfismos son
las funciones mondétonas, es decir, dadgsB conjuntos parcialmente ordenados

hom((A, <a),(B,<p)):={f| f: A - Bfuncién tal que sic <, y entonces

f(x) < f(y)}

La composicion es la usual de funciones. A esta categoréadenibta poPOS.

Ejemplo 7.8. SeaR un anillo con unidad. Una parejd/, \) es unR-médulo
izquierdo siM es un grupo abeliano (con notacion aditiva} y R — End(M)
es un homomorfismo de anillos cuantib+ 0. Es decir, para cadac R, existe
un homomorfisma\(a) : M — M que cumple paracaday € M yb € R:
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a)(x +y) = Aa)(x) + Aa)(y)

Al
A
Al
A

En la préactica, se elimina la escritura Alepensando dicha operacién como una
multiplicacion por escalar izquierda, y adoptando la nidtacz: para)(a)(x). De
manera similar se define udrmddulo derecho.

R-Moddenota la categoria cuya clase de objetos son toddsoédulos izquier-
dosy cuyos morfismos son los homomorfismosi@enddulos, es decir, para

y B R—modulos,f € Hom(A, B) siy s6lo sif es un morfismo de grupos y
ademds para€ Ry a € A satisface que(ra) = rf(a). La ley de composicion
es la usual.

Definicion 7.9. Dada una categori@ = (O, M, dom, cod, o), Sucategoria o-
puestao categoriadual esC” = (O, M, cod, dom, *) dondex esta definido por

fxg=gof.
Observacion 7.10.Dada una categoria
1. C°? es una categoria.
2. (CP)P = (.

3. Cy C tienen los mismos objetos y morfismos, pero las funcionesrdom
y codominio se intercambian y las leyes de composicion sopu@sta una
de la otra.

La ultima definicidn permite definir para cualquier concegategorico un con-
cepto dual, y para cualquier afirmacion categérica una afignalual. SiP es una
propiedad en términos de objetos y morfismos de una cateégdaipropiedad du-
al P°? es la correspondiente propiedaddfe.

Principio de dualidad para categoriasSi P es una proposicion categorica que
se verifica para todas las categorias, enton&también se verifica para todas
las categorias.
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Definicidon 7.11. SeanC una categoria yf un morfismo ei@, entonces:

1. f se llamamonomorfismoenC o C—monomorfismo, si para caday k
morfismos el tales quef o h = f o k, se tiene qué = k.

2. f se llamaepimorfismoenC o C— epimorfismo, si para caday k morfis-
mos erC tales queh o f = ko f, entonced = k.

3. f se llamabimorfismoenC o C—bifmorfismo, si es un monomorfismo y un
epimorfismo e@.

Observacion 7.12 En las categoriadON, TOP, POS y R—Modlos monomor-
fismos son los morfismos que son inyectivos sobre los corgsutioyacentes y los
epimorfismos son los morfismos sobreyectivos sobre los ntwgisubyacentes.

Definicion 7.13. SeanC y D categorias.F' : C — D es unfuntor ( o funtor
covariantg deC enD si satisface:

1. Para cada objetol deC, F'(A) € Ob(D),

2. Sif : A —» B esunC—morfismo, entonceB(f) : F(A) — F(B) es un
D—morfismo,

3. F preserva la composicion: Si: A — Byg: B — C sonC—morfismos
entonced'(go f) = F(g) o F(f).

4. F preserva identidades: Para cada objetodeC, F(14) = 1p(a).

Observacion 7.14.Cuando evaluamos un funtét en algan objeto o morfismo
comunmente se omiten los paréntesis, es détif)) := FDy F(f) = Ff.
Ademas el funtor identidad en una categotiae denota por 4 0 simplementé
cuando resulta claro de qué categoria hablamos.

Ejemplo 7.15. Los funtores entre dos conjuntos parcialmente ordenadogree
cisamente las funciones preservadoras de orden.(Seaty ) y (B, <p) dos con-
juntos parcialmente ordenadogy: (A, <.) — (B, <g) un funtor, entonces da-
dosa,b € A tales quer <, b entonces hay un anico morfisnfo: a — b, luego
F(f): F(a) — F(b) lo cual implica queF(a) <p F(b).

Ahora si tenemos una funcién preservadora de orden(A, <,) — (B, <p)
entonces dado un morfisnyo: a — b en (A, <,4) tenemos que <, b luego
a(a) <p ob), es decir, obtenemos un morfism¢f) : a(a) — a(b) en(B, <p).
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Quea preserva la composicion se sigue de manera analoga, poessnbs mor-
fismosf :a —-byg:b— cestoimplicaque: <, by b <, centonces <, c

y como« preserva el orden(a) <p «(c), y por otra parte también tenemos
quea(a) <p a(b) y a(b) <p a(c), asi que llegamos a lo mismo. Es claro que
« preserva identidades pues coma<, a entoncesy(a) <p a(b). Y asia es
funtor.

Definicion 7.16. SeanC y D categorias.F : C — D es unfuntor contravariante
deC enD si satisface:

1. Para cada objetol enC, F'(A) € Ob(D),

2. Sif : A — B es unC—morfismo, entonceB'(f) : F(B) — F(A) es un
D—morfismo,

3. F'invierte la composicion: Sf : A - By g : B — C sonC—morfismos
entonced ' (go f) = F(f) o F(g).

4. F preserva identidades: Para cada objetoenC, F'(14) = 1.

Ejemplo 7.17. Se llama categoria concreta a aquella en la cual los morfisaros
funciones, es decir, patdy B objetos de la categoriapm(A,B) C {f : A —
B | fesfuncién. Para cualquier categoria concrétahay un funtorU : C —
CON definido por:

= En objetos: Para cada objetioenC, U(A) es el conjunto subyacente,

= En morfismos: Dadod y B objetoserC,y f € C(A, B),

U(f) e CON(U(A),U(B)).

U se llamafuntor que olvida o funtor subyacente sobée

Definicion 7.18. SeanF’, G : A — C funtores. Unaransformacion naturalde
F a G es unatercia I, n, G) donden : Ob(A) — Mor(C) es una funcion que
satisface las siguientes condiciones:

1. Para cada objetol en A : n(A) :=n4: F(A) - G(A) es unC—morfismo

2. Paracualquierf : A — A’ € Mor(A): G(f)ona =na o F(f).
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A F(A) 2 G(A)
f F(f) G(f)
A F(A) 5 GAY)

Denotaremos la transformacion natural como F' —> G.
Definicion 7.19. SeanF, GG : A — C funtores.

1. Una transformacion naturalF, n, G) se llamaisomorfismo naturalo e-
quivalencia natural si para todel € Ob(.A), na esC—isomorfismo.

2. Se dice qué&’ y G sonisomorfos naturalmenteo naturalmente equiva-
lentes, lo cual se denota pét = G, siy solo si existe un isomorfismo natu-
ralde FaG.

Observacion 7.20.Si F,G,H : A — C sonfuntoresy : ' — G,e : G = H
son transformaciones naturales, la composicion dene es el triple(F, \, H)
donde\ : Ob(A) — Mor(C) y tal que para cadd € Ob(A),

A= A(A) = e(A) o (A) = caoma

Denotamos por o n a (F, \, H). Ademas la composicion de transformaciones
naturales es asociativa.

Existe otra forma de operar transformaciones naturalesndeado producto es-
trella.

Definicion 7.21. SeanA, B, C categorias,

F
A =B =C
G K

funtoresyn : F = G, § : H = K tranformaciones naturales. La transforma-
cion natural
dxn:HoF = KoG

se define para cadd objeto end como(é xn)4 : HFA — KGA con

(6xma= (0xn)(A) := dgay o H(na) = K(na) 0 0p(a)
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Observacion 7.22.El producto estrella es asociativo. Ademas si considerdanos
transformacion natural identidad sobre el funfgrlx : F' = F (abusando de
la notacion se escribg en lugar del ) y tomando también la transformacion
natural identidad en el funtdi, entonces tenemos:

((5*F>A = 5F(A) OH(lF(A)) = 5F(A)

(Hxn)a = 1ua(G(A)) o H(na) = H(na).
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7.2. (Co) Conos (Co) Limite

Definicion 7.23. SeaC una categoria,

(1) Un objetol deC, esterminal o final, si para cada objeto enC existe exac-
tamente un morfismo dea 1.

(2) Un objeto0deC esinicial, cuando para cada objetoenC existe exactamente
un morfismo d@ a c.

Ejemplo 7.24. En la categori® ON el conjunto vacio es el objeto inicial y
cualquier singular es un objeto terminal.

Definicion 7.25. SeanC y D categorias y' : D — C un funtor. Unconode F' es
una pareja(C, {pp} pecos(p)) donde:

1. C' es un objeto d€

2. Para cada objetd enD, pp : C — F'D es un morfismo efi de tal forma
que dadal: D — D’ € Mor(D), se cumple quep = Fdo pp.

Pp/
PD

/
!/

Definicion 7.26. DadasC y D categorias yF' : D — C un funtor, uncono limite
de F es uncon6L, {pp } pconp)) de F tal que para cada conM, {q¢p } pcosn))
sobreF, existe un unico morfisme : M — L tal que para cadaD € Ob(D) :

4qp = Pp om.

M——=1L

FD
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Proposicion 7.27.Si un funtorF : D — C admite un cono limite éste es Unico
salvo isomorfismos.

Demostracion.SeanF' : D — C unfuntory(L, {pp} pecosn)) Y (M, {ap} peosn))
conos limite de". ComoL es limite existen : M — L tal que el primer trian-
gulo conmuta y comad// también es limite, exister’ : L — M y se tiene la
conmutatividad del segundo:

L—" M—" L

PD 9D PD

FD

por tanto
pp=gqpom =ppomom
Ademas aplicando la definicidn de limitd.aonsigo mismo tenemos el siguiente
triangulo conmutativo:
L L L

FD

y comol; es unico tenemos que o m’ = 1. De manera analoga aplicando la
definicion a)M consigo mismo obtenemos qué o m = 1,,. Por tantom es un
isomorfismoy asi. = M. O

Proposicion 7.28.Si (L, {pp } pcosp)) €s un limite del funto#' : D — C, dos
morfismosf,¢g : M — L son iguales si y so6lo si para cada objeid en D:

ppof=ppog.
Demostracion.(=) Se sigue de la definicion.

(<) Sead : D — D’ morfismo erD, entonce®p o f = (Fdopp)o f

M ! L
N b
L FD
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Por lo tanto{ M, {ppo [} pcosp)) €S un cono de F. Combes limite, existe
un unicor : M — L tal que los siguientes diagramas conmutan:

M—fw M=——=1

PD pDOf PD

FD FD

ppof

Portantog = r = fyasif = g.

Dualizando tenemos:

Definicidon 7.29. SearC y D categorias yF' : D — C un funtor. Uncoconode F'
es una parejdC, {sp}peconp)) donde:

1. C' es un objeto dé€

2. Para cada objetd enD, sp : FD — C es un morfismo efl de tal forma
que paracadal : D' — D € Mor(D) : spr = sp o Fd.

D d D’
FD'

\/

Definicion 7.30.DadasC y D categorias y¥' : D — C un funtor, uncolimitede F
es un cocon@L, {sp}peconp)) de F tal que para cada cocon@V/, {tp} pcosn))
sobreF, existe un unico morfisme : L — M tal que para cadaD € Ob(D) :

tp =mosp.

Definicion 7.31. SeaC una categoria.

1. C escompletacuando cada funto#' : D — C, conD una categoria pe-
quefia, tiene un cono limite.
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2. C esfinitamente completacuando cada funto#’ : D — C, conD una
categoria finita tiene un cono limite.

Definiciéon 7.32.Un funtor F' : A — B preserva limiteguando para cada cate-
goria pequefi@ y cada funtorG : D — A, si el limite(L, { Pp} peowp)) de G
existe, entonced'L, { F'Pp} pcoyp)) €S el limite de& o G.

Definicion 7.33. SeanC una categoria ' € Ob(C) entonces al funtor
C(C,_):C—CON

tal que para cadaX € Ob(C) : C(C,_)(X) :=C(C,X)yparacadaf : A - B
morfismo erC, C(C,_)(f) := C(C, f) : C(C,A) — C(C, B) donde para cada
g€ C(C,A):C(C, f)(g) := f o g se le llamafuntor representable covariantey
al funtor

C(,,C):C—CON

tal que a cadaX € Ob(C) : C(_,C)(X) := C(X,C)yparacadaf : A - B
morfismoer®,C(_,C)(f) :=C(f,C) : C(B,C) — C(A, C) donde paracadg <
C(B,C):C(f,C)(g) := go [ sele llamafuntor representable contravariante
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7.3. Funtores adjuntos

Definicion 7.34.SeanF’ : A — B un funtor yB € Ob(B). Unareflexionde B a
través def’ es un par( Rz, np) donde:

1. Rgp € Ob(A)ynp : B — F(Rg) s un morfismo dB,

2. SIA€ Ob(A)yb: B - F'Aesun morfismo dB, entonces existe un Unico
morfismau : Rp — A deAtal queF(a) ong = b.

B—""_ FRy Rp
b F(a) a
FA

De manera dual tenemos:

Definicion 7.35. SeanF' : A — B un funtor yB € B. Unacorreflexionde B a
través deF' es un parRp, ep) donde:

1. Rg € Ob(A)yep : F(Rg) — B es un morfismo dB,

2. SIA€ Ob(A)yb: FA — B esun morfismo dB, entonces existe un Gnico
morfismau : A — Rp de Atal quees o F'(a) = b.

Proposicion 7.36.SeaF : A — B un funtor yB € Ob(B). Si B tiene una
reflexion a través dé’ entonces ésta es Unica salvo isomorfismo.

Demostracion.Consideremos dos reflexion@®z, ) y (R3, 1) de algun obje-
to B enBB. Como(Rg, np) es unareflexion, existe un tnico morfismoRp — R
tal que F'(a) o ng = 0, y como (R'5, n}) también es reflexion existe un unico
a' : Ry — Rptal queF(a') o )y = np, entonces tenemos el siguiente diagrama:

B—" . FRp Rp

la
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Por tanto

F(aod)onp=F(a)o F(d) onp = F(a) ons = ng = F(1g,) o1,

pero la factorizacion dg/; es Unica, asi queo a’ = 1g, .
De igual manera se demuestra glie a = 1,,. Tenemos entonces

Rp = Rl
O

Proposicion 7.37.SeaF : A — B un funtor y supongamos que para cada objeto
B enB, existe unareflexiofRz, nz) , entonces existe un anico funtér: 5 — A
gue satisface:

1. Para cada objetd3 enB: R(B) = Rp

2. {np : B —» F(RB)}pconn) €S una transformacion natural.
Demostracién.DefinimosR : B — A de la siguiente manera:

= Para cadaobjetB enB: R(B) = Rp
= Seau: B — B’,como(Rg,np) es una reflexion, existe un unico morfismo
b: RB — RB’ :tal queF(b) ong = np o a. SeaR(a) = b.

Veamos que&R es un funtor. Consideremaes: B’ — B”.
F(R(a') o R(a)) ong = FR(a') o FR(a) ong = FR(a') o F(b) onp = FR(a) o
npoa=F(b)ong oa=mnpgrod oa,

por tanto
F(R(d') o R(a)) ong = nprod oa. (7.2)
Por otra parte pard o a : B — B” tenemos que:
FR(a'oa)ong =ngrod oa (7.2)
B—" _FRg—
aJ JF(I))
@'oa B — " _FRp |FR@oq

a’J JF(b’)

B” FRB// —

np!
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(7.1) y (7.2) hacen conmutativo el mismo diagrama, pero logismos son uni-
cos ya que la factorizacion dg es Unica, por tant®(a’ o a) = R(a’) o R(a).
ParaB € Ob(B) por la propiedad de reflexiof(R(15)) hace conmutar el dia-
grama:

B—" . FRy

IBJ FR(lB)J F(lRB)
B—"— FRg

Como F' es funtor,F'(1gg) o ng = np o 13, y como la asignacion en morfismos
es unicalgs = R(1p).

La naturalidad de) : 15 = F' o R se tiene directamente de la forma en que se
asignan los morfismos baj®. O

Definicion 7.38.Un funtor R : B — A se llamaadjunto izquierdoa F' : A — B
cuando existe una transformacion naturat 15 = F o R tal que para cada
objeto B en B, (RB,np) es una reflexion dé a través deF, y se denota por
RAHF.

Definicion 7.39. Un funtor /' : A — B se llamaadjunto derechca R : B — A
cuando existe una transformacion natutal R o F' — 14 tal que para cada
objetoA en A, (FA,e,4) es una correflexion dd a través deR, y se denota por
FFR.

Teorema 7.40.Consideremos dos funtorés: A — By G : B — A. Entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. GHAF

2. Existen transformaciones naturales 1 = FoGye: Go F = 14
tales que

(Fxe)omxF)=1p y (exG)o (Gxn)=1¢g

" FGF a " ara
15 F(e) 1o eq

F
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3. Para cada objetol en A y para cada objetd3 en 3, existe una biyecciéon
Oap: A(GB,A) = B(B,FA)
y es naturaleM y B.

4. F+G

Demostracion.l) = 2)|Por definicion existe : 13 = F'oG. Consideremos la
reflexion deF' A, (GF A, nr4). Paral 4 existe un tnico morfisme, : GFA — A
tal que

F(ea)onpa = 1pa. (7.3)

Veamos que : GG o F = 14 es una transformacion natural. SeaA — A’ un
morfismo enA, comorn es transformacion natural se cumple que:

F(eaoGFa)onpa = FeyoFGFaonpy = FegponpaoFa = 1pgpoFa= Fa
y por (7.3) tenemos que:
F(aoeys)onpas=FaoFeyonpa=Faolpy= Fa.
Como la factorizacion der 4 es Unica tenemos quei. o GFa = aoc 4, por tanto
e:GoF =14

Veamos ahora que pafac Ob(B) el siguiente triangulo conmuta:

GB ", GFGB
1GB €GB
GB

Comor es natural tenemos:
F(egpoGnp)ong = Fegpo FGngong = Fegponrepong = lraponp =
ne = F(lag) o ns.
Como la factorizacién deg es Unica, concluimos que;z o Gng = lgp Y por
tanto el segundo triAngulo conmuta.
2) = 3)] Dado un morfisma : GB — A, definimoso 4 5(a) como la composi-
ciéon

B _,FGB-LFA
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es decir,04 p(a) = Fa o ng y para cada morfismé : B — FA, definimos
® 4. 5(b) como la composicion

GBS, GFA 2 A

es decir® 4 p(b) = €4 o Gb.
De la conmutatividad de los triangulos en (2) se sigue@ye es una biyeccion
ya que:

a = aolgp = 40GFaoGnp = £ 40G(Faong) = @4 p(Faonp) = @4 poO 4 p(a)

y
©4,8(Pa,p(b) = O4p(c40Gb) = F(e40Gb)onp = Fe 0FGbong = 1pa0b = b.

Veamos qued, 5 es natural en A. Sed : A - A'enAya € A(GB,A),
entonces

(B(B,Ff)o®up)(a)=B(B,Ff)(Faong) =FfoFaong

(OapoA(GB, f))(a) =04 g(foa)=F(foa)ong =FfoFaong.

Por tanto© 4 5 es natural em.
Resta ver qu® 4 5 es natural erB. Seag : B - B'enByb € A(GB', A),
entonces

(Oa.80A(Gy, A))(b) = Oap(boGy) = F(boGyg)ons = Fbo FGgongs

y
(B(g,FA)o©ap)(b) = B(g, FA)(Fbong) = Fbong og= Fbo FGgong.

Asi queO 4  también es natural eB.
3) = 1)] Supongamos que para todoc Ob(.A) y para todoB € Ob(B), hay
una biyeccion

Oap: A(GB,A) = B(B,FA)

natural en ambas variables, y tomenibs Ob(5). Veamos quéG B, Oy, 5(1ai))
es unareflexion patd. GB € Ob(A), ademas parb;s : GB — GB,O¢p 5(lgp) :
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B — FGB estaen3. Sead € Ob(A)yb : B - FA, comoB(B,FA) =
A(GB, A), existe un Unico morfisme : GB — A tal que© 4 z(a) = b.ComoO
es natural, el siguiente diagrama conmuta:

OB, B

A(GB,GB) B(B, FGB)
A(GB,a) B(B,Fa)
A(GB, A) — 2% B(B, FA)

por tanto tenemos que:

(Fa o} @GB,B)(lGB) = (B(B, FCL) o} @GB,B)<1GB) = (@A,B @) .A(GB, a))(lGB) =
@AB(CL 9] 1GB) = @AB(a) =b.

Veamos que: es el unico morfismo con la propiedad anterior. 8eaGB — A

otro morfismo tal qué’a’ o ©¢p 5(lep) = b, entonces

@A7B(a’) = @A7B(a’01GB) = (@ABOA(GB,CL/))(lGB) = (B(B, Fa/)O@GB,B)(lGB) =
(Fa' 0 Ogp5)(las) = b= ©45(a),

luegoa = d'. Asi O¢p s(legp) : B — FGB es una reflexion dé& y por tanto

G -F.

3) <= 4)] Supongamos que

A(GB, A) = B(B,FA)

SeaA* = A?y B* = B, entoncesA*(A, A") = A(A',A)y B*(B,B’) =
B(B', B). Veamos qué’’ - (. Considerando categorias opuestas debemos ver
queF™* 4 G*.

Como1l) < 3) podemos ver qued*(A,G*B) = B*(F*A, B), pero como

G - F por hipétesis, tenemos que:

A*(A,G*B) = A(GB, A) = B(B, FA) = B*(F* A, B)

Por tantoF™* 4 G* siy sélo siF' + G.
Ahora supongamos queé + G entonces>* - F* entonces

A(GB,A) =2 A*(A,G*B) = B*(F*A,B) = B(B,FA)
siy solosiG - F. O

A la transformacion naturaj del teorema anterior se le llarnaidadde la adjun-
cién y ac se le denominaounidadde la adjuncién.
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Proposicion 7.41.Si el funtorF’ : A — B tiene adjunto izquierdo entoncés
preserva todos los limites que existengn

Demostracion.SeaH : D — A un funtor dondé es una categoria pequefiay de
tal forma quef! tiene limite, digamos$L, {pp} pcosp)). Veamos quer'L,
{Fpp}peosmp)) €S un cono limite dé" o H.

()Es claro que(F'L, { Fpp}peosp)) €S Un cono pard’ o H puesF preserva
conos.

(i) Consideremos$B, {¢p } peonp)) Otro cono para” o H y seaG : B — Ael
adjunto izquierdo dé’. Entonces para cada € Ob(D), qp : B — FHD 'y por
adjuncion existe un unico morfismg, : GB — HD en Ay para cada morfismo
d: D — D' enD tenemos que:

rpr = Oy p(ap) = Ofp p(FHd 0 gp) = (O p © B(1p, FHd))(qp) =
(A(lgp, Hd) 0 O 5)(ap) = (A(lgs, Hd))(rp) = Hd o rp.

Oup,B

A(GB, HD) B(B, FHD)

A(lgp,Hd) B(1p,FHd)

GHD’,B

A(GB,HD') B(B, FHD')

Por tanto(G B, {rp}pecosp)) €S un cono parédl . Entonces existe un tnico mor-
fismor : GB — L tal que para cad® € Ob(D) : pp or = rp entonces

s:=0,p(r): B— FL.

Como© es natural, para cada objeffoenD

qp = @HD,B(TD) = @HD,B(pD o 7“) = @HD,B o A(GB,pD)(T) = B(lB, FPD) ©
@L,B(T) = B(IB, FpD)(S) = FpD oS,

y comoO es biyectivas es el Gnico con tal propiedad. Por tantB.L, { F'vp } peonp))
es cono limite dé” o H y F preserva los limites. O

Definicion 7.42. SeaF : A — CON un funtor. Definimos laategoria de ele-
mentos de Fdenotada po€ L7 S(F), de la siguiente manera:

1. Los objetos d€LT S(F) son las parejagA, a) dondeA € Ob(A) ya €
FA.

2. Un morfismo e€ LTS(F), f : (A,a) — (B,b) esun morfismg : A —» B
enAtal queF f(a) = b.
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3. La composicicon es como gh

Definicion 7.43. SeanC y D categorias(z : C — D un funtor.G se llamafuntor
final siy sélo si para cada categorid y cada funtorF’ : D — A se cumple que:

1. Si(L,{pp}pecosm)) €s el limite del" entonces(L, {pcc}ceconc)) €S €l
limite deF o G.

2. Si(L,{qc}ceoncy) €s el limite deF” o G, entonces el limite d&” también
existe y e$L, {qac }ceon(c))-

Proposicion 7.44.Un funtorG : C — D es final si satisface las siguientes condi-
ciones:

1. ParacadaD € Ob(D), existeC' € Ob(C) y existed : GC' — D

2. Para cualesquiera objetaS, C’ enC, D enD y para cualesquiera mor-
fismosd : GC — D, d : GC' — D, existe un objet@” enC y existen
morfismos: : C” — Cyd : C" — (' tal que

doGe=d oG[c.

C

7N,

ch//
GC'

Demostracion.SeaF' : D — A un funtor. Cada con¢M, {qp} pconp)) €N F
induce un condM, {qacc }ceonc)) €NF o G (considerando las proyecciones uni-
camente a imagenes de objetogjle

Por otro lado, consideremos un coidd, {rc } cconc)) deF oG. Veamos que éste
induce un unico con6M, {qp } pcovp)) de F' tal quegge = re.

Para cadd € Ob(D), por(1), existeC' € Ob(C) y existe un morfismd : GC —

D. Definimosgp = F'dore.

ML rqc L, FD



7.3. FUNTORES ADJUNTOS 89

Veamos qué M, {gp } pcosp)) €S UN cono paré'. Primero demostremos qyg
no depende d€’ ni d. SeanC’ € Ob(C)y d' : GC' — D, por (2), existenc, ¢/
morfismos erC tales qued o Ge = d' o G y por tanto el siguiente diagrama
conmuta:

FGC
re FGaeN\F?
ML PG FD
ror B/ par
!
FGC'

En particularF'dorc = Fd ore:. Por tanto, para cada € Ob(D), qp esta deter-
minado de manera unica. Si elegimbs: 1¢c, gac = rc. Asi, (M, {qp} pecosm))
es el inico cono sobt& que proviene deM, {r¢ }econe))-

(1) Supongamos quéL, {pp } pcosp)) €S un cono limite par&’ y veamos que
(L, {pcc}oecone)) €S un cono limite d& o G. Sea( M, {r¢} ccon(c)) Otro cono de
FoG, entonce$M, {qp } pcos(p)) €S UN cono para’ tal que para cadad € Ob(C),
gac = rc. Pero(L, {pp}peonp)) €S limite para’, entonces existe un morfismo
Unicoe : M — L tal que para cad® € Ob(D), pp o e = qp.

Particularmente, para cadac Ob(C), pacoe = re. Portanto{ L, {pcc foeon(c))
es limite deF' o G.

(2) Sea(L, {rc}ceonc)) cono limite parak’ o G'y veamos queéL, {qp } peon))
es limite paral’. Tomemos(M, {sp} pcoyp)) Otro cono para’. De la partg(1)
sabemos quéL, {qp } pcor(p)) €S Unico tal quecc = re paraC € Ob(C). Pero
para(M, {sp}peoyp)) CONO deF, tenemos el cono inducidd/, {scc fcecovc))
de F o G, como(L, {rc}ceonc)) €s limite deF o G, existe un Gnico morfismo
e: M — L tal que para cada objet® € Ob(C), sqc =rcoe.

SeaD € Ob(D), por (1), existeC' € Ob(C) y existed : GC — D, entonces
Fd: FGC — FD.ComdM, {sp}pcosp)) €S CONO de, el siguiente diagrama
conmuta:

M
SGCJ Sp
FGC =2 FD

Por tantosp = F'd o sqc. Ademas comd L, {¢p } peonp)) €S cono de, para
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GC € Ob(D) tenemos:

L
J ap

qGc

FGC — FD

Asi
qp = Fdoqgc = Fdorgc.

Luego para : M — L se cumple que:
sp=Fdosgc=Fdorcoe=gqpoe.

Veamos que con dicha propiedad es Unico. Sea: M — L tal que para cada
D € Ob(D) : sp = qp o m. Entonces para cada € Ob(D) :

gp © e = qpom.

Luegoe = m y por tantoe es el unico con tal propiedad. ASi, {¢p } peos)) €S
cono limite deF'. O

Proposicion 7.45.SeanD una categoria con productos fibrado€yna subca-
tegoria plena dé& que satisface que para cada € Ob(D), existe un objetd’
enC y existe un morfismé: C' — D, entonces : C — D es un funtor final.

Demostracion.Sea: : C — D el funtor inclusion. Entonces se cumgle de la
proposicion anterior. Veamos que se cumgle

SeanC,C" € Ob(C)y D € Ob(D),d :i(C) - Dyd :i(C") — D.Veamos que
existenC” € Ob(C) y morfismosC” — C'y C” — (' tales que:

N
N\ A
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ConsideremosP, p, q) el producto fibrado déeD, d, d'). ComoP € Ob(D), exis-
tenC”yr:C” - P,luegodopor =d oqgor.

C
|
p por d
pP—~——C" D
q qor '
!
C/

pory qorestan erC porqueC es plena erD. Por tanto la condiciofi2) de la
proposicion anterior se cumple y asiC < D es un funtor final. O

Corolario 7.46. SeaD una categoria con objeto inicidl, entonceq0} — D es
un funtor final.

Demostracion.Se sigue directamente de la proposicion anterior pofdjees
subcategoria plena d2 y comoO es inicial, para cad® < Ob(D) hay un mor-
fismod : 0 — D. O

Corolario 7.47. Considere una categori® con objeto inicial0y F : D — A
un funtor. Para cadaD € Ob(D), 0p : 0 — D, entoncest’ tiene limite y es

(FO,{F0p}pecosm))-

Demostracion.Se sigue del corolario anterior por el hecho de {0 — D es
un funtor final y(0, {0p} pcosp)) €S Su limite. ]

Observacion 7.48.Dado un funtorF' : A — B, para cada € Ob(B) definimos
elfuntorB(B, F_) : A — CON y su categoriade elemen®£7 S(B(B, F_)) =
ErY op : Es — A un funtor que olvida.

Proposicion 7.49.SeaF' : A — B un funtor. Entonces son equivalentes:
1. Para cada objet@ en B hay una reflexion a través de

2. Elfuntor¢p : £s — A tiene un limite que es preservado por
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Demostracion.(1) = (2)] SeaB € Ob(B) y consideremos su reflexi¢f, o) €
Ob(Ep) através dd’, entoncesy: B — FL,a € B(B,FL)y L € Ob(A).
Veamos qu€g L, «) es un objeto inicial etfz. Sea(M, 3) objeto en&y, M €
Ob(A)y 5 € B(B,FM). Como(L, «) es una reflexion par&, existe un Gnico
morfismoPy s : L — M tal queF Py 3 0 o = 3, es decir,

B(B, F_)(Pug(a)) = FPuyg(e) = 3,

y por tanto

Pyg: (L, a) - (M,p).
AsiquePy s € Mor((€g)) y es Unico. Por tantg,L, o) es un objeto inicial en
Ep.
Por el corolario anteriorpp tiene limite y F' preserva limites por tener adjunto
izquierdo.
(2) = (1)] Sea(L, { Py} as)cones)) €l limite degp, entonces

(FL,{F Py }apcoscs))

es un limite pard’ o ¢, ya quel’ preserva el limite por hipoétesis.
Para caddA, b) € Ob(Ep) definimos

T(Ab) =b:B - FA.

Entonces( B, {rap) }(apecones)) €S un cono deé’ o ¢ pues para el morfismo
f:(ADb) — (A)V)en&s f: A — A'talqueF f(b) = b'. Por tanto, existe un
anico morfismay : B — F'L tal que

FP(AJ,) O =TwAp = b.

Veamos quéL, o) es lareflexion dé&3 através dé'. Sead € Ob(A)yb: B — FA.
Entoncest ' P4 o a = b.

Como (L,) € Ob(Eg), FPuay oa = b. Notar quePay) : L — A, f €
Mor((&g)), [ : (A,b) — (A",V) implicaquef : A — A"y B(B,Ff)(b) = 1.
EntoncesP(Ab) : (L,a) — (A, b) Yy FP(AJ,) o = B(B,FP(AJ,))(O() = b. Asi
Pay) € Mor(Eg). Por la propiedad de limite el siguiente diagrama es cortinuta
VO:
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Por tanto
Pra) 0 Plagy)y = Plapy).

Pero(L, { Pap }(aneoncs)) €S Un limite, entonceB ) = 1. SeaP : L — A
enAtal queFP o«a = b. EntoncesP : (L,a) — (A,b) esta enMor(Eg). De
igual forma que en el diagrama anteriy, ;) = P o P; ) = P.
Por tantoP 4 ;) es la unica flecha que factorizé a traves dev. Asia : B — FL
es una reflexion y en consecuendiatiene adjunto izquierdo.

]

Definicion 7.50. Un funtor ' : A — B satisface lacondicién del conjunto
solucion con respecto a un objetB en 5 si existeSg C Ob(A) tal que S es
un conjunto y ademas para cadh € Ob(.A) y para cadab : B — F'A, existe
A’ € Spyexisten morfismds: B — FA'ya: A — A :tales que

F(a)ob' =b.

Observacion 7.51.Esta definicion es mas débil que tener una reflexion. Por otra
parte, siF" : A — B esun funtoryB € Ob(B) tiene una reflexion a través d@¢ el
conjunto de la definicion anterior €, = { Rz} donde(Rp, ap) es la reflexion.

Teorema 7.52(Del funtor adjunto) SeanA una categoria completay : A — B
un funtor, entonces son equivalentes:

1. F tiene adjunto izquierdo
2. Las siguientes condiciones se satisfacen:

= F preserva limites

» ParatodoB € Ob(B), F satisface la condicion del conjunto solucion
Demostracion.(1) = (2)] Ya sabemos que di' tiene adjunto izquierdo en-
tonces preserva todos los limites existentesieny por la observacion anterior,
para todoB € Ob(B), Sp = { Rp} satisface la condicion del conjunto solucion.

(2) = (1)] Por la proposicion anterior, basta mostrar gue £z — A tiene un
limite. Seals subcategoria dés tal que:

= Los objetos de&; son parejasA, b) € Ob(Eg) conA € Sp

» Lz es plena respecto&.
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ComoSp es un conjuntol s es pequefia. Entoncesigies la inclusion d&s en
Er, ¢ o ip tiene limite porqued es completa. Veamos qug es un funtor final.
Como.A es completa y el funtoB(B, F_) preserva limites, entoncé€g es com-
pleta y por tanto tiene productos fibrados. Veamos que pai@ dbjeto(A, b)
en& existen(A') V) € Ob(Lp)y d : (A,V) — (A,b). Sea(A,b) € Ob(Ep),
A€ Ob(A)yb: B — FA, por la propiedad del conjunto solucion, existe
A" € Sp,y existen morfismog : A’ - Ayb : B — FA'tales queF'(a) ob' = b.
Tomandal = a, F(d)ol/ = b. Luegod : (A, ') — (A, b) y por tantoig es un fun-
tor final y comog i o i tiene limite, entoncesgp tiene limite. Por la proposicion
anterior,F' tiene adjunto izquierdo. 0
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7.4. Logica

Una légical, es un lenguaje que consiste de proposiciones y reglas sltése
llamadas axiomas y reglas de inferencia. Las proposicionasas que traba-
jamos son las formulas bien formadas. Para el calculo picipaal clasico o
intuicionista, conmunmente las conectivas primitivas lsonegacion- y la im-
plicacién—, y las demas conectivas son abreviaciones de estas.

Definicion 7.53. El calculo proposicional intuicionista es aquel cuyos awas
son:

11 Fo— (-
12 F(p—=W-p)-(p—9)=(p-0p)
I3 Fo— (- (pAY))
N
15 F(pAy) =
16 - (eV)
17 Fv - (pVe)
18 F(p—p) = ((¥—p) = ((¢VY)—p)
19 F(p—=v) = ((p— ) - —¢)
110 F =p — (¢ — 1)
y con regla de inferencienodus ponens
SsiF o yF ¢ — ¢ entonces ¢
dondey, ¥ y p son formulas arbitrarias del lenguaje.

Definicion 7.54. El célculo proposicional clasico es obtenido a partir dela#o
proposicional intuicionista afiadiendo el axioma mejor coitlo como Ley del
Tercero Excluso, para toda formula

Fo V.
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En el caso de la logica cuantica, las conectivas primitieas-s(negacion) yv
(disyuncion). Denotamos las proposiciones elemental@smtivas porpg, p1, ...
El conjunto de férmulas bien formadas se define recursivésremo sigue:

1. p; es formula bien formada paya= 0, 1,2, ...
2. Si A es férmula bien formada entoncesl es formula bien formada.

3. Si Ay B son formulas bien formadas entoncés/ B es férmula bien
formada.

Se defined A B = =(—A v =B). Ademas las operaciones de implicacion son las
siguientes:
A—-gB=-AVB

A— B=-AV(ANAB)
A—-3B=(-AANB)V(-AAN-B)V(AA(-AV B))

Como podemos observay, es la implicacion clasica y-; es la implicacion
cuantica de Sasaki. Ademéas definimos las operaciones deEmngdia como sigue:

A=B:=(ANB)V(~AA-B)
AEOB::(AHOB)/\(B—»()A).

Definicion 7.55. Una prueba e, es una sucesibm, ..., «,, de férmulas tal que
para cada: < n, o; €S un axioma 0 una consecuencia directa de las formulas
previas resultado de la aplicacion de una regla de infrefanc

Dada una férmulaA se dice qued tiene prueba si existe una prueba, ..., o,
dondeqx,, = A.

A partir de un conjunto de axiomas mediante reglas de inéemeabtenemos otras
expresiones llamadas teoremas. Los axiomas son tambrémias. Se utiliza un
simbolo especial para denotar teoremaka sentencia A, A es teorema quiere
decir queA tiene prueba.

Definicion 7.56. Seal’ un conjunto de formulas eln. Decimos que» es conse-
cuencia logica d&’, lo cual denotamos pdr 1 ¢, 0 bien quey se deduce d&
enT, si existe una sucecion de férmulas ..., o, tales quer,, = ¢ y para cada

i < n, a; €s axiomagy; € I' 0 biena; es consecuencia de la aplicacion de modus
ponens de las férmulas anteriores en la sucesion.
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Observacion 7.57.A los elementos dé&' en la definicion anterior se les llama
hipotesis o premisas de la prueba. Cuando la teoria formial emal se esta tra-
bajando es clara, es comun escribir © en lugar dd” -1 . Ademas cuandd
es un conjunto finito de la formi, ..., a,,} se escribey, ..., o, - ¢ enlugar de
{ag, .., an} F .

Finalmente, sI' = 0 y ¢ es una formula entoncé&s- ¢ siy solo sip es teorema.

Proposicion 7.58.SeanA y I' conjuntos de formulas ehy ¢ una férmula.
1. Sir C AyTI' I ¢, entonces\ F .
2. A+ psiysolosiexisté' C A finito tal quel - .
3. Sil' F pyparacadax € I', A - a entonces\ F ¢.

A continuacion presentamos el sistema axiomatico de laddgiantica de Kalm-
bach por ser el mas estudiado. La l6gica cuan@taes definida como un lenguaje
gue consta de proposiciones y conectivas como presentarassydos siguientes
axiomas y una regla de inferencia.

Axiomas

Al FA=A

A2 H(A=B) -, ((B=C)—o (A=0))
A3 + (A= B) - (=A=-B)

Ad - (A=B) =, (ANC)=(BAQO))
A5 F(AANB)=(BAA)

A6 H(AN(BAC)=((AANB)ANC))
A7 F(AN(AVB)=A

A8 I+ (mAAA)=((~AAA)AB)

A9 FA=--A

A10 - ~(AV B) = (~AA D)

All - (AV (AN (AV B)) = (AV B)
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Al2 - (A=B)=(B=A)
Al13 F (A= B) = (A = B)
A15 F (A =3 B) = (A = B)
Regla de Inferencia(Modus Ponenjs
R1Si-F Ay+ A —3 B entonce$ B

Podriamos prescindir de Al, A11 y Al15 porque pueden deegveeslos otros
axiomas.

SeaF* el conjunto de féormulas bien formadas. Podemos usar lasutéatbien
formadas que contienen-ay v enL para construir un algebfa = (F*, -, V),
entonces eh se imponen un conjunto de axiomas y reglas de inferencia sobr
Para el calculo intuicionista la construccion es la sigi@eBefinimos erF* un
orden de tal forma que para formulay s,

a < B siysolosi-a — 3.

Este orden proporciona al conjunto de férmukdsuna estructura de conjunto
parcialmente ordenado. Entonces podemos considerar ieint®ael conjunto
parcialmente ordenade* por la relacion de equivalencia dada por: para cada
a, B eF

a=psiysolosi-a - fyF 5 — a.

EntoncegF*/ =, <) es una reticula, conocida como el algebra de Lindembaum-
Tarski. Para el calculo proposicional intuicionista diéhgebra es un algebra de
Heyting. En el caso del célculo proposicional clasico, gébla de Lindembaum-
Tarski es un algebra Booleana.

Definicion 7.59. Llamamos aM = (L, ) un modelo siL es un algebra y: :
F* — L llamada valuacion, es un morfismo de formuidsenL que preserva las
operaciones-y V.

Cuando el conjunto bagede algin modelo pertenece a alguna clase de algebras,
digamos Booleanas, decimos informalmente que el modeterpare a algebras
booleanas. Como mencionamos anteriormente, para la lo@gisea un modelo

es una reticula distributiva complementada, es decir, gebéh booleana, para la
|6gica intuicionista es un algebra de Heyting, mientraspara la I6gica cuantica

el modelo es una reticula ortomodular.
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Definicién 7.60. Decimos que una formuld € F* es valida en el modelMy
escribimosky, si h(A) = 1 para todas las valuaciones sobre el modelo, es
decir, para todah asociada al conjunto badedel modelo.

Llamamos a una formula € F* una consecuencia dée C F* en el modeldy
escribimodl” =y A si para toda valuacior, siempre qué(X) = 1 para todo
X e T'entonces(A) = 1.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de la Degtucc
Teorema 7.61.T'U{a} F Gsiysolosil' F a — g.

Demostracion.(<—) Supongamos que existe una pruebade [ a partir del".
Entonces pomodus ponensxiste una prueba de a partir del’ U {«}, lo que
significa que” U {a} I 5.

(=) Seady, b9, ..., 9, = [ una prueba parg a partir del’ U {«} y probemos
por induccion que para cada n, I' - o — ;. Entonces por hip6tesis inductiva
tenemosqué' - a — 6, I'Fa — d,,...I' Fa — J,_;. Restaver qué + a —
0,,. Consideremos dos casos:

Caso 1: 9, € I' 0 §; es axioma entoncdst- §;. Por la proposicion 7.58 tenemos
I'Fa—p.

Caso 2: 9, es obtenido por aplicacion daodus ponende dos formulas prece-
dentes, es decir, existe, € {1,...,n — 1} tal qued; es obtenido dé;, y
9;, — 6; pormodus ponengor hipdtesis inductiva tenemos qué- o —
0, YI'Fa —4;, — ¢;. Portanto tenemos quer- o — 3.

O

Los teoremas de robustez y completitud muestran que losnes que pueden
obtenerse de los axiomas y la aplicaciéon de la regla de mfe&xeson exactamente
aquellos que son validos. En la referencia [15] se ofrecepriaebas a detalle de
estos hechos.
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