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“LA CATEGORÍA DE RETÍCULAS
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Resolver problemas y teorizar sobre ellos
Gian-Carlo Rota1

Los matemáticos se pueden dividir en dos clases: los que resuelven problemas
y los que teorizan sobre ellos. La mayoría de los matemáticoses una mezcla de
ambos tipos.

Para quienes resuelven problemas, el mayor logro matemático consiste en solu-
cionar un problema que se haya dado por imposible. Poco importa si se trata de
una solución chapucera; lo único que cuenta es que pueda ser la primera y que la
demostración sea correcta. Cuando el resolvente de problemas da con la solución,
pierde para siempre el interés por ella y oirá otras demostraciones nuevas y más
simples con aires de condescendencia teñidos de aburrimiento.

Quien se dedica a resolver problemas es, en el fondo, un conservador. Para él las
matemáticas consisten en una sucesión de retos a los que enfrentarse, una carrera
de obstáculos consistentes en problemas. Los conceptos matemáticos necesarios
para formular problemas matemáticos se aceptan tácitamente como eternos e in-
mutables.

La exposición matemática se considera una tarea inferior. Las teorías nuevas se
reciben con grandes recelos, como intrusos que deben demostrar su valía plan-
teando problemas provocadores antes de merecer atención. Al resolvente de pro-
blemas le molestan las generalizaciones, en especial aquellas cuyo triunfo pudiera
trivializar la solución de uno de sus problemas.

Quienes resuelven problemas son un modelo que anhelan imitar los jóvenes ma-
temáticos en ciernes. Cuando exponemos ante el público las conquistas de las
matemáticas, nuestros flamantes héroes son los que resuelven problemas.

Para el teórico, el logro supremo de las matemáticas estribaen una teoría que
de repente arroje luz sobre algunos fenómenos incomprensibles. El triunfo de las
matemáticas no consiste en resolver problemas, sino en trivializarlos. El instante
de gloria llega con el descubrimiento de una teoría nueva que, sin resolver ninguno

1Este fragmento aparece enDemostrando a Darwin. La biología en clave matemáticade Gre-
gory Chaitin, con la traducción de Dulcinea Otero-Piñeiro,Tusquets Editores México, 2013, págs.
15-17, extraído deIndiscrete Thoughtsde Gian-Carlo Rota.
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de los viejos problemas, los convierta en irrelevantes.

El teórico es, en el fondo, un revolucionario. Los conceptosmatemáticos hereda-
dos del pasado se contemplan como ejemplos imperfectos de otros más generales
pero aún por descubrir. La exposición matemática se considera un cometido más
difícil que la investigación matemática.

Para el teórico, las únicas matemáticas que sobrevivirán serán las definiciones.
Las grandes definiciones constituyen la aportación de las matemáticas al mundo.
Los teoremas se toleran como un mal necesario porque desempeñan un papel de
apoyo (o más bien, tal como admitiría a regañadientes un teórico, un papel esen-
cial) para comprender las definiciones.

Es habitual que a los teóricos les cueste conseguir el reconocimiento de la co-
munidad matemática. Su consuelo reside en la certeza, confirmada o no por la
historia, de que sus teorías perdurarán mucho tiempo después de que los proble-
mas del día hayan caído en el olvido.

Si fuera ingeniero espacial y buscara un matemático para enviar un cohete al es-
pacio, elegiría un resolvente de problemas. Pero si buscaraun matemático para
darle una buena formación a un hijo, optaría sin dudarlo por un teórico.
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Introducción

Las retículas cuánticas surgen como una generalización de retículas ortomodu-
lares y cuantales, dos conceptos que emergieron de la mecánica cuántica, es decir,
de la lógica cuántica.

El concepto de lógica cuántica tiene su origen en 1936 cuandoGarret Birkhoff y
John von Neumann en su artículo “The logic of Quantum Mechanics” [3] notan
que las proposiciones de dicha lógica se comportan como la retícula de subes-
pacios cerrados de un espacio de Hilbert. Se observó que ese tipo de retículas
proponían una nueva fundamentación para la lógica de la mecánica cuántica y a
retículas de este tipo se les llamó retículas ortomodulares.

Debido a que en una retícula ortomodular la implicación definida de manera clási-
ca no cumplía con ciertos criterios exigidos para una deducción por falta de dis-
tributividad, se utilizó una nueva implicación cuántica análoga a la clásica, la im-
plicación de Sasaki. Así, con la conjunción cuántica & sugerida por Finch [8],
podemos formular un sistema deductivo en la retícula ortomodular, de tal forma
que se prueben teoremas de robustez y completitud en el sistema lógico cuántico
resultante.

Por otra parte, de la mecánica cuántica y los locales tambiénemergieron otras
estructuras, los cuantales, cuando Mulvey2 propuso usarlos para estudiar las C*-
álgebras no conmutativas, además de que suponían podrían constituir los funda-
mentos para la mecánica cuántica. Los cuantales consistíanen agregar una opera-
ción adicional no conmutativa a una retícula completa.

Este trabajo está basado en los artículos de Leopoldo Román yBeatriz Rumbos
sobre lógica cuántica y retículas ortomodulares [16],[17],[18], principalmente en
“Quantic Lattices”, donde ellos proponen generalizar dos estructuras ya conoci-
das, cuantales y retículas ortomodulares.

Así, las retículas cuánticas funcionan como el puente para conocer, extender y
transportar propiedades a retículas ortomodulares ya conocidas en cuantales, la
estructura con mayor desarrollo en ese momento. La sorpresafue que encontraron

2Para una exposición detallada sobre este tema se puede consultar la bibliografía que aparece
en [20].
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una tercera estructura completamente algebraica, que había tenido su origen de
manera muy distinta a las anteriores, en cuanto a su independencia de la mecánica
cuántica, pero que también cabía dentro de retículas cuánticas, la retícula de pre-
rradicales de un anillo.

Las retículas de prerradicales constituyen un campo de estudio vigente en el área
de teoría de anillos. Mediante las retículas cuánticas podemos conseguir una línea
para desarrollar nuestra investigación, por ejemplo, sobre nociones de proyectivi-
dad e inyectividad ya conocidas en cuantales, como lo exponen Li Yong-ming,
Zhou Meng y Li Zhi-hui en [24].

Acerca de la conjunción cuántica & en retículas ortomodulares, cabe mencionar
que recientemente ha surgido el estudio de distintas operaciones “producto” en
una retícula completa y dicha operación juega un papel fundamental en las es-
tructuras mencionadas. Su importancia en retículas ortomodulares es inmediata
debido al papel decisivo que desempeña para la formulación de un sistema de-
ductivo lógico cuántico. Sin embargo, como veremos, en prerradicales podemos
tener además una operación coproducto y obtener dos retículas cuánticas distintas.

Cabe aclarar que nuestro objetivo no es en manera alguna el estudio de concep-
tos cuánticos en el ámbito de la mecánica cuántica, aún cuando el sistema que
estudiamos haya emergido de ella, nuestro interés está puesto en la estructura de
las retículas cuánticas en sí mismas, independientemente de la interpretación físi-
ca que puedan llegar a tener. Incluso, tampoco es de nuestro interés la discusión
acerca de si la lógica cuántica es en verdad una lógica, o preguntas de caracter
filosófico como la cuestión de si es la lógica más apropiada para el razonamiento3.

En el capítulo de preliminares exponemos el concepto de retícula en términos
categóricos así como su enfoque algebraico. En el capítulo de retículas ortomodu-
lares hacemos la exposición de dicha estructura, puntualizando las dos operacio-
nes introducidas con el propósito de obtener un sistema deductivo, y por supuesto
exhibimos el ejemplo de los subespacios cerrados de un espacio de Hilbert. En el
capítulo de cuantales estudiamos las propiedades más relevantes para el estudio
de dicha estructura, los morfismos entre cuantales y los cuantales como categoría

3Esta cuestión ya fue examinada por Hilary Putnam y puede revisarse el artículo “Is logic
empirical?” de Guido Bacciagaluppi enHandbook of Quantum Logic and Quantum Structures:
Quantum Logic, 49-78, (2009).
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de álgebras. En el capítulo 4 describimos la estructura de retícula de los prerradi-
cales, especificando sus átomos y coátomos, y estableciendolas propiedades del
anillo R en términos de la estructuraR-Pr. Las tres estructuras expuestas hasta
aquí constituyen una retícula completa con una operación adicional, en el capítulo
de retículas cuánticas lo que se propone es absorber las características comunes
a cada una de ellas y generalizarlas en la categoría de retículas cuánticas. Final-
mente en el Apéndice, hemos añadido el contexto base sobre elcual trabajaremos,
la Teoría de Categorías y algunos conocimientos esencialesde Lógica para hacer
comprensible el trabajo.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Retículas

En esta sección expondremos los conceptos que preparan el terreno para las sec-
ciones posteriores. Revisaremos las definiciones más comunes de retícula, entre
ellas la de enfoque categórico e interpretamos algunas nociones categóricas en
una retícula.

Definición 1.1. Una retículaes un conjunto no vacíoA con dos elementos distin-
guidos0 y 1 y dos operaciones binarias∧ y ∨ tal que para todoa, b, c ∈ A:

1. a ∨ b = b ∨ a y a ∧ b = b ∧ a

2. (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c) y (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c)

3. a ∨ a = a = a ∧ a

4. 0 ∨ a = a = 1 ∧ a

5. Absorción:a ∨ (a ∧ b) = a = a ∧ (a ∨ b).

Observación 1.2.Para todoa, b ∈ A : a ∨ b = b si y sólo sia ∧ b = a.
En efecto, supongamos quea ∨ b = b, entoncesa ∧ b = a ∧ (a ∨ b) = a por la
propiedad de absorción. Análogamente, sia∧b = a entoncesa∨b = (a∧b)∨b = b.

Ejemplo 1.3. DadoX ∈ U , (P(X),∩,∪) es una retícula.

Observación 1.4.Dada una retícula(A,∨,∧) podemos inducir su conjunto par-
cialmente ordenado(A,6), basta con definir la relación de orden≤ como sigue.
Para cadaa,b ∈ A:

1
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a 6 b si y sólo sia ∧ b = a.

Equivalentemente podemos definirla comoa ∨ b = b.
La reflexividad de≤ es clara por la propiedad (3) de la definición de retícula.
Ahora supongamos quea, b, c ∈ A y que a ≤ b y b ≤ a. Esto implica que
a ∧ b = a y b ∧ a = b. Por tanto

a = a ∧ b = b ∧ a = b.

Si a ≤ b y b ≤ c entonces

a ∧ c = (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) = a ∧ b = a.

Por tanto(A,≤) es un conjunto parcialmente ordenado. Además0 es el elemento
mínimo y1 el elemento mínimo del orden cuando0 y 1 son los elementos distin-
guidos de la retícula.
Además, dea = a ∧ (a∨ b) y b = b ∧ (a∨ b) tenemos quea ≤ a∨ b y b ≤ a∨ b.
Ahora sia ≤ c y b ≤ c entoncesa∨ c = (a∧ c)∨ c = c y b∨ c = (b∧ c)∨ c = c,
luego(a∨ c)∨ (b∨ c) = c∨ c = c entonces(a∨ b)∨ c = a∨ (b∨ c) = a∨ c = c
y tenemos por la ley de absorción(a∨ b)∧ c = (a∨ b)∧ [(a∨ b)∨ c] = a∨ b. Así
a∨ b ≤ c y por tantoa∨ b = sup(a, b), el supremo dea y b. Con un razonamiento
análogo tenemos quea ∧ b = ı́nf(a, b) el ínfimo dea y b.
Inversamente, si tenemos un conjunto parcialmente ordenado (A,6) con elemen-
tos máximo1 y mínimo 0 y para todoa, b ∈ A existensup(a, b) e ı́nf(a, b),
entonces(A,∨,∧) es una retícula donde0 y 1 son los elementos distinguidos y
además:

a ∨ b = sup(a, b) y a ∧ b = ı́nf(a, b)

La conmutatividad se cumple trivialmente pues

ı́nf(a, b) = ı́nf(b, a) y sup(a, b) = sup(b, a).

Veamos la asociatividad. Seana, b, c ∈ A. Comoa∧(b∧c) ≤ a y a∧(b∧c) ≤ b∧
c ≤ b entoncesa∧(b∧c) ≤ a∧b y como también se tiene quea∧(b∧c) ≤ b∧c ≤ c
entonces

a ∧ (b ∧ c) ≤ (a ∧ b) ∧ c. (1.1)

Por otra parte, como(a ∧ b) ∧ c ≤ c y (a ∧ b) ∧ c ≤ a ∧ b ≤ b entonces
(a ∧ b) ∧ c ≤ b ∧ c y como(a ∧ b) ∧ c ≤ a ∧ b ≤ a tenemos que

(a ∧ b) ∧ c ≤ a ∧ (b ∧ c) (1.2)
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De (1.1) y (1.2) por la propiedad antisimétrica del orden≤ tenemos que

a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c.

La prueba de la asociatividad de∨ es análoga a ésta utilizando las propiedades de
supremo.
La idempotencia también es clara puessup(a, a) = a = ı́nf(a, a). Para la pro-
piedad de absorción basta con notar quea ∧ b ≤ b implica que(a ∧ b) ∨ b = b, y
comoa ≤ a ∨ b entoncesa ∧ (a ∨ b) = a.

Así tenemos una definición de retícula equivalente a la anterior usando el concepto
de conjunto parcialmente ordenado.

Definición 1.5. Un conjunto parcialmente ordenado(A,≤) con elementos máxi-
mo y mínimo es una retícula si y sólo si para cadaa, b ∈ A existeńınf(a, b) y
sup(a, b) enA.

Observación 1.6.Dado(A,≤) un conjunto parcialmente ordenado, al elemento
mínimo deA se le denota comúnmente por0 y al elemento máximo por1.

Observación 1.7.Sean(A,∨,∧) una retícula ya, b, c ∈ A, se cumplen las si-
guientes propiedades:

a 6 a ∨ b, b 6 a ∨ b

a ∧ b 6 a, a ∧ b 6 b

Si a 6 b, a 6 c entoncesa 6 b ∧ c

Si a 6 c, b 6 c entoncesa ∨ b 6 c

Si a 6 c, b 6 d entoncesa ∨ b 6 c ∨ d y a ∧ b 6 c ∧ d

La definición categórica de retícula es la siguiente.

Definición 1.8. Una retículaL es un conjunto parcialmente ordenado que, visto
como una categoría, tiene productos y coproductos finitos.

Observación 1.9.Veamos que la definición 1.1 de retícula es equivalente a 1.8.
Supongamos que tenemos un conjunto parcialmente ordenado Lcon productos y
coproductos finitos. Definamos parax, y ∈ L las operaciones∧,∨ : L × L � L
como sigue:
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x ∧ y := producto de x con y
x ∨ y := coproducto de x con y
1 := producto de la familia vacía
0 := coproducto de la familia vacía

De las propiedades de producto y coproducto tenemos que1 es el objeto terminal
deL y 0 es el objeto inicial deL, pues dado cualquier elementoa enL, se cumple
quea ≤ 1 y 0 ≤ a.

1. La conmutatividad se sigue de que el producto (coproducto) dea conb es
el mismo que el producto (coproducto) deb cona.

2. Para ver la asociatividad de∧ tomemosx, y, z ∈ L. Existen morfismos

x ∧ (y ∧ z) � x , x ∧ (y ∧ z) � y ∧ z , y ∧ z � y

luego existe un morfismo composiciónx ∧ (y ∧ z) � y, y por la propiedad
del producto dex cony existe un único morfismox∧ (y∧z) � x∧y, luego
x∧ (y ∧ z) ≤ x∧ y. Como también existe un morfismoy ∧ z � z tenemos
el morfismo composiciónx∧ (y ∧ z) � z. Por la propiedad del producto de
(x ∧ y) conz, existe un único morfismox ∧ (y ∧ z) � (x ∧ y) ∧ z, así que

x ∧ (y ∧ z) ≤ (x ∧ y) ∧ z.

Similarmente tenemos morfismos

(x ∧ y) ∧ z � x ∧ y , (x ∧ y) ∧ z � z , x ∧ y � x y x ∧ y � y,

así obtenemos el morfismo composición(x ∧ y) ∧ z � y, así que existe un
único morfismo(x∧y)∧z � y∧z, y como también tenemos la composición
(x ∧ y) ∧ z � x, entonces por propiedad del producto existe un único
morfismo(x∧y)∧z � x∧(y∧z), por consiguiente(x∧y)∧z ≤ x∧(y∧z).
Por tanto

(x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z).

La asociatividad de∨ es análoga usando las propiedades de coproducto.

3. Comox ≤ x entoncesx ≤ x∧ x por la propiedad del producto. Como∧ es
producto, existe un morfismo proyecciónx ∧ x � x, por tanto

x = x ∧ x.
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Por otra parte, dex ≤ x tenemos quex∨x ≤ x, pero como∨ es coproducto,
x ≤ x ∨ x. Por tanto

x = x ∨ x.

4. Sabemos que existe un morfismo dex en el coproducto0 ∨ x entonces
x ≤ 0 ∨ x. Comox ≤ x y 0 ≤ x entonces por la propiedad del coproducto
existe un morfismo de0 ∨ x enx, y por tanto0 ∨ x = x. Análogamente se
verifica que1 ∧ x = x.

5. Comox ≤ x y x ≤ y∨x entonces existe un únicor : x � x∧(y∨x), luego
x ≤ x ∧ (y ∨ x). De quey ∨ x ≤ 1 se sigue quex ∧ (y ∨ x) ≤ x ∧ 1 = x,
por tanto

x = x ∧ (y ∨ x).

Análogamente,x ≤ x y x ∧ y ≤ x implica quex ∨ (x ∧ y) ≤ x ∨ x = x y
como0 ≤ x ∧ y y x ≤ x entoncesx = 0 ∨ x ≤ x ∨ (x ∧ y), por tanto

x ∨ (x ∧ y) = x.

Ahora seaL un conjunto con dos operaciones binarias∧,∨ : L × L � L que
satisfacen las condiciones(1), (2), (3), (4) y (5) de la definición 1.1 de retícula.
Definamos el orden≤ enL como sigue. Para cadaa, b ∈ L:

a ≤ b si y sólo sia ∧ b = a ( o equivalentementea ∨ b = b)

Entonces(L,≤) es un conjunto parcialmente ordenado.
En efecto, seana, b, c ∈ L, comoa ∧ a = a tenemos que≤ es reflexiva. Sia ≤ b
y b ≤ a entoncesa ∧ b = a y a ∧ b = b lo cual implica quea = a ∧ b = b y por
tantoa = b. Ahora sia ≤ b y b ≤ c tenemos quea ∧ b = a y b ∧ c = b entonces

a ∧ c = (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) = a ∧ b = a,

por tantoa ≤ c.
Ahora veamos que en(L,≤) hay productos y coproductos finitos. Dada una fa-
milia A = {a1, ..., an} ⊆ L afirmamos que∧n

i=1ai es el producto de la familiaA
y que∨n

i=1ai es el coproducto deA.
Basta ver que hay productos y coproductos binarios y lo anterior se cumple por
inducción. Seana, b ∈ L, entoncesa∧ b ∈ L y como(a∧ b)∧ b = a∧ b entonces
a∧ b ≤ b. Análogamente(a∧ b)∧ a = a∧ b entoncesa∧ b ≤ a, por tanto existen
morfismosa ∧ b � b y a ∧ b � a. Ahora seaq ∈ L tal que existen morfismos
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qa : q � a y qb : q � b entoncesq ≤ a y q ≤ b lo cual implica queq ≤ a ∧ b y
por tanto exister : q � a ∧ b. Ademásr es único puesHomL(q, a ∧ b) = {∗} o
HomL(q, a ∧ b) = ∅. Por tantoa ∧ b es el producto dea conb.
Siguiendo un razonamiento similar tenemos quea∨b ∈ L y comoa∨(a∨b) = a∨b
y (a∨ b)∨ b = a∨ b tenemos quea ≤ a∨ b y b ≤ a∨ b y por tanto existen morfis-
mosa � a∨b y b � a∨b. Ahora si existeq ∈ L tal que hay morfismosqa : a � q
y qb : a � q entoncesa ≤ q y b ≤ q luegoa ∨ b ≤ q, es decir, existe un único
morfismoa ∨ b � q. Por tantoa ∨ b es el coproducto dea conb.
Finalmente debemos considerar el caso para una familia vacía de objetos, el pro-
ducto de una familia vacía debe ser un objeto1 en la categoría tal que para
cualquier otro objetoa ∈ L, exista exactamente un morfismo dea en 1, este
objeto es el elemento máximo de la retículaL, ya que se cumple quea ≤ 1 para
todoa ∈ L. De manera dual si consideramos el coproducto de la familia vacía,
debe ser un objeto0 enL tal que para cualquier elementoa ∈ L exista un mor-
fismo del coproducto0 ena, es decir que0 ≤ a, dicho objeto0 es el elemento
mínimo deL. Así el producto y el coproducto de la familia vacía son los objetos
final e inicial respectivamente deL.

Definición 1.10. Sea(A,≤) un conjunto parcialmente ordenado con elemento
mínimo0 y elemento máximo1.

1. Un elementoa ∈ A, a 6= 0, se llamaátomosi no existeb ∈ A tal que
0 < b < a.

2. Un elementoa ∈ A, a 6= 1, se llamacoátomosi no existeb ∈ A tal que
a < b < 1.

Definición 1.11.Sea(A,∨,∧) una retícula, entonces

1. la retícula escompletasi y sólo si para todoB ⊆ A existensup(B) e
ı́nf(B).

2. la retícula esdistributivasi y sólo si se satisfacen:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c), a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

3. la retícula esmodularsi y sólo si para cadaa, b, c ∈ A:

a ∨ (b ∧ (a ∨ c)) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).
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Definición 1.12. Dada una retícula(A,∨,∧) con elemento mínimo0 y elemento
máximo1, decimos queA esatómica(respectivamentecoatómica), si para cada
b ∈ A, conb 6= 0 (respectivamenteb 6= 1), existe un átomo (coátomo)a ∈ A tal
quea ≤ b (respectivamenteb ≤ a).

Definición 1.13. Sea(A,≤) un conjunto parcialmente ordenado con elementos
máximo1 y mínimo0. UnaortocomplementaciónenA es una función⊥: A � A
tal que para cadaa, b ∈ A:

a 6 b si y sólo sib⊥ 6 a⊥

(a⊥)⊥ = a

a⊥ ∨ a = 1

a⊥ ∧ a = 0.

Observación 1.14.SiA es una retícula que admite una ortocomplementación se
llama retícula ortocomplementada.

Observación 1.15.Si tomamos una retícula ortocomplementadaA, las propieda-
des(1) y (2) nos dicen que la función⊥: Aop � A es una involución preservadora
de orden. Así, tenemos un isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados y por
tanto los ínfimos (supremos) que existen enAop se preservan enA como supremos
(ínfimos), puesA y Aop tienen los mismos objetos pero el orden se invierte, con
lo cual se cumple para todoa, b ∈ A:

(a ∨ b)⊥ = a⊥ ∧ b⊥ y (a ∧ b)⊥ = a⊥ ∨ b⊥.

Definición 1.16. Un álgebra Booleana(B,∨,∧,⊥) es una retícula ortocomple-
mentada que satisface la propiedad distributiva

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c), a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Definición 1.17.Una retícula ortocomplementadaA se denomina ortomodular si
cumple para cadaa, b ∈ A

si a ≤ b entoncesb = a ∨ (a⊥ ∧ b)

Proposición 1.18.SeaA una retícula ortocomplementada. Son equivalentes:

1. A es ortomodular.
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2. Six ≤ y y x⊥ ∧ y = 0 entoncesx = y.

Demostración.(1) =⇒ (2)] SeaA ortomodular y supongamos quex ≤ y y
x⊥ ∧ y = 0. Entonces

y = x ∨ (x⊥ ∧ y) = x ∨ 0 = x.

(2) =⇒ (1)] Seax ≤ y, entoncesx⊥ ∧ y ≤ y luegox ∨ (x⊥ ∧ y) ≤ y. Además

(x ∨ (x⊥ ∧ y))⊥ ∧ y = x⊥ ∧ (x⊥ ∧ y)⊥ ∧ y = (x⊥ ∧ y) ∧ (x⊥ ∧ y)⊥ = 0.

Por hipótesisx ∨ (x⊥ ∧ y) = y, y por tantoA es ortomodular.

Observación 1.19.Una proposición equivalente al hecho de que una retícula or-
tomodularA sea un álgebra Booleana es la propiedad:

∀a, b ∈ A : a = (a ∧ b) ∨ (a ∧ b⊥).

Se puede consultar [12] para más propiedades sobre retículas ortomodulares. Cuan-
do paraa, b ∈ A se cumplea = (a ∧ b) ∨ (a ∧ b⊥) se dice quea conmuta conb y
se denota poraCb. En una retícula ortomodular esta relación es simétrica.

Definición 1.20.SiB es una retícula ortocomplementada (respectivamente retícu-
la ortomodular o álgebra Booleana) yC ⊆ B, diremos queC es unasubálgebra
deB, siC es cerrada bajo las operaciones∨, ∧ y⊥ y contiene al0 y al 1.

Definición 1.21. Si A es un conjunto no vacío yL es una retícula, se define el
álgebra determinada porA, denotada porΓ(A) como

Γ(A) =
⋂

{B : B es subálgebra Booleana de L yA ⊆ B}

Definición 1.22. Sea(A,∨,∧) una retícula ortocomplementada,a y b enA son
compatiblessi y sólo siΓ({a, b}) es una subálgebra Booleana deA.

Teorema 1.23.Sea(A,∨,∧) una retícula ortocomplementada.A es ortomodular
si y sólo si paraa ≤ b, a y b son compatibles.

Demostración.SeaA ortomodular ya ≤ b. Notar que

Γ({a, b}) = {0, 1, a, b, a⊥, b⊥, a⊥ ∧ b, a ∨ b⊥},

ya quea⊥∨ b = 1, a∧ b = a, a∨ b = b, a∧ b⊥ = 0, a⊥∧ b⊥ = b⊥ y a⊥∨ b⊥ = a⊥.
Por tantoΓ({a, b}) es una subálgebra deA.
Resta ver queΓ({a, b}) es distributiva. Sólo haremos tres casos y los demás son
análogos.
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Como
a⊥ ∧ b ≤ a⊥ ≤ a⊥ ∨ b

entonces

a⊥ ∨ (a⊥ ∧ b) = a⊥ = a⊥ ∧ (b ∨ a⊥) = (a⊥ ∨ a⊥) ∧ (a⊥ ∨ b).

(a⊥∧b)∧(a∨b⊥) = 0 = 0∨0 = (0∧b)∨(a⊥∧0) = [(a⊥∧b)∧a]∨[(a⊥∧b)∧b⊥]

b⊥ ∧ (a ∨ b⊥) = b⊥ = (b⊥ ∧ a) ∨ b⊥ = (b⊥ ∧ a) ∨ (b⊥ ∧ b⊥)

Por otra parte seana ≤ b entonces

a ∨ (a⊥ ∧ b) = (a ∨ a⊥) ∧ (a ∨ b) = 1 ∧ (a ∨ b) = a ∨ b = b.

Por tanto,A es ortomodular.

1.2. Adjunción en retículas

En la teoría de categorías un concepto de gran importancia esla adjunción y en los
siguientes capítulos los funtores adjuntos serán la nocióncentral. Para tener una
mayor comprensión de ellos, analizaremos algunos conceptos del tema dentro de
las retículas.

SeanF : C � D y G : D � C dos funtores, del teorema 7.40, sabemos queF
es adjunto izquierdo aG, lo cual se escribe comoF ⊣ G, si existe una biyección,
natural en las variablesA y B, entre el conjunto de morfismosf : A � GB en la
categoríaC y los morfismosf ∗ : FA � B enD.

Dada una adjunciónF ⊣ G, para cadaA enC tenemos el morfismo

ηA : A � GFA

que corresponde al morfismoidFA : FA � FA enD. La naturalidad de la asig-
naciónf 7� f ∗ nos proporciona la transformación naturalη : idC ⇒ G ◦ F , la
unidad de la adjunción. Además, de la demostración del teorema 7.40, como para
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cadaf : A � GB tenemos quef ∗ = f ∗◦ idFA, podemos obtenerf = G(f ∗)◦ηA,
es decir, podemos recuperar la biyecciónf ∗ 7� f a partir del funtorG y la trans-
formación naturalη.

También tenemos el dual deη, la counidadε : FG⇒ idD, tal que

εB = id∗GB : FGB � B

y se cumple quef ∗ = εB ◦ F (f), Ademásη y ε satisfacen las identidades trian-
gulares:

−−−−�ηG
−−−−�F (η)

=========⇒
1G

−−
−
−
−
−� G(ε)

=========⇒
1F

−−
−
−
−
−� εFG GFG F FGF

G F

Es decir, una condición necesaria y suficiente para queF ⊣ G es que las transfor-
maciones naturalesη y ε satisfagan las identidades triangulares.

Ahora revisemos este concepto cuando las categorías son retículas. Si tenemos
los conjuntos parcialmente ordenadosA, B y f : A � B, g : B � A son fun-
ciones preservadoras de orden, es decir, funtores (como se expone en 7.15), para
demostrar quef ⊣ g basta demostrar que para todoa ∈ A y b ∈ B, f(a) ≤ b si
y sólo sia ≤ g(b), esta condición lo que nos dice es que siempre que existe un
morfismof(a) � b enB tenemos otro morfismoa � g(b) enA, es decir, hay
una biyección entre los conjuntos de morfismosA(a, g(b)) y B(f(a), b), y como
sabemos esta biyección es natural tanto ena como enb de forma trivial. Así por
el teorema 7.40 se concluye quef ⊣ g.

Tenemos una condición más para adjunciones. Seanf y g como las suponemos
arriba,f ⊣ g si y sólo si para todoa ∈ A y b ∈ B se cumplen las desigualdades:

a ≤ gf(a) y fg(b) ≤ b.

En efecto, sif ⊣ g y tomamosa ∈ A y b ∈ B, entonces con el morfismo
f(a) � f(a) obtenemos el morfismoa � gf(a), es decir,a ≤ gf(a) y el mor-
fismo g(b) � g(b) nos da el morfismofg(b) � b y asífg(b) ≤ b. Ahora, si
las desigualdades se cumplen para cadaa ∈ A y b ∈ B entonces obtenemos au-
tomáticamente las transformacionesη y ε puesidf(a) = η∗a y εb = id∗g(b). Las
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identidades triangulares se cumplen trivialmente porque en un conjunto parcial-
mente ordenado basta con que se de la existencia de los morfismos para que el
diagrama conmute.

Más aún, cuando dichas desigualdades se cumplen entonces

fgf = f y gfg = g

pues comof preserva el orden tenemos de la primera desigualdad quef(a) ≤
fgf(a), y paraf(a) ∈ B por la segunda desigualdad obtenemos quefgf(a) ≤
f(a), consiguiendo por antisimetría quefgf = f. La otra igualdad se obtiene de
forma análoga.

De lo anterior se puede concluir quef y g son una biyección entre los subconjun-
tos{a | a = gf(a)} deA y {b | b = fg(b)} deB.

Una observación más para finalizar. El teorema del funtor adjunto 7.52 exige para
que un funtorF : C � D tenga adjunto izquierdo,F debe preservar límites y
además satisfacer la condición del conjunto solución establecida en 7.50. Dua-
lizando tenemos queF op tiene adjunto derecho si y sólo si preserva colímites y
satisface la condición dual del conjunto solución.

En el caso en el cual las categorías son retículas, la condición del conjunto solu-
ción se satisface trivialmente pues ya se trabaja de por sí con conjuntos, entonces
para mostrar que un funtor, en nuestro caso una función preservadora de orden,
tiene adjunto izquierdo, basta con asegurarnos que preserva ínfimos, que son los
límites en esta categoría como vimos en 1.9. De manera dual, para ver que un
funtor tiene adjunto derecho es suficiente ver que el funtor preserva los colímites,
es decir, los supremos en las retículas.
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Capítulo 2

Retículas Ortomodulares

Las retículas ortomodulares se han asociado comúnmente a lalógica cuántica
porque las proposiciones para un sistema cuántico corresponden a los subespa-
cios cerrados de un espacio de Hilbert y éste constituye una retícula ortomodular,
como veremos en seguida. Una retícula de Hilbert no sólo no esdistributiva, tam-
poco es modular cuando el espacio de Hilbert es de dimensión infinita. La modu-
laridad es una propiedad importante porque comprende la necesidad de establecer
coherencia conceptual entre diferentes objetos cuánticos, esto es, lógica cuántica,
probabilidad cuántica y mecánica cuántica.

Definición 2.1. Una retícula completa(A,≤) se llamaortomodularsi satisface
las siguientes condiciones:

1. Existe unaortocomplementación⊥: A � A tal que para cadaa, b ∈ A:

a 6 b si y sólo sib⊥ 6 a⊥

(a⊥)⊥ = a

a⊥ ∨ a = 1 donde1 es el elemento máximo de la retícula

a⊥ ∧ a = 0 donde0 es el elemento mínimo de la retícula

2. Modularidad débil: Para cadaa, b ∈ A : si a ≤ b entoncesb = a∨(b∧a⊥).

Observación 2.2.Equivalentemente podemos definir la modularidad débil como:

a ≤ b implica quea = b ∧ (a ∨ b⊥).

13
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Observación 2.3.Las retículas ortomodulares se caracterizan por satisfacer, de-
bido a la modularidad débil, la ecuación

a ∨ (a⊥ ∧ (a ∨ b)) = a ∨ b

porque siempre se cumple quea ≤ a ∨ b.
De manera dual tenemos

a ∧ b = a ∧ (a⊥ ∨ (a ∧ b)).

Esta se cumple porquea⊥ ≤ a⊥ ∨ b⊥ = (a ∧ b)⊥ entonces

a⊥ ∨ b⊥ = a⊥ ∨ (a ∧ (a⊥ ∨ b⊥)).

Por tanto
a ∧ b = ((a ∧ b)⊥)⊥ = a ∧ (a⊥ ∨ (a ∧ b)).

Aún cuando no se cumple la modularidad, la modularidad débiles suficiente para
obtener muchos resultados importantes como veremos a continuación.

2.1. La implicación de Sasaki

Cuando vamos a trabajar dentro de una cierta lógica pretendemos introducir una
implicación que nos permita realizar deducciones sintácticas a partir de ésta. Es
decir, queremos que se satisfaga algún tipo de teorema de deducción. Para con-
vertir una retícula ortomodular en un modelo para un sistemalógico (en nuestro
caso, lógica cuántica) es necesario definir una implicaciónadecuada, en el sentido
de que satisfaga ciertos criterios necesarios para tener unmétodo de deducción,
debido a que la implicación definida de manera clásica no los cumplía, entre e-
llos, el hecho de quea ≤ b si y sólo sia � b = 1. Después de un proceso durante
el cual se propusieron diversas implicaciones, se encontróque la mejor elección
para dicha implicación es la llamadaimplicación de Sasaki, definida como sigue:
si a, b pertenecen a la retícula(A,≤),

a � b = (a ∧ b) ∨ a⊥.

Hardgree probó que la implicación de Sasaki satisface ciertos criterios básicos
implicativos, y Finch por su parte demostró que tiene adjunto izquierdo (ver A-
péndice). Además, cuando la retícula es distributiva, de hecho, la implicación de
Sasaki es igual aa⊥ ∨ b. Ahora veamos la caracterización de la implicación de
Sasaki.1

1Para esta sección se pueden consultar las referencias [8], [7], [16], [17], [18] y [19].
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Lema 2.4. Sean(A,∨,∧) una retícula ortomodular y

−�: A×A � A, ⊕ : A× A � A

dos operaciones binarias que satisfacen la siguiente condición:
Sia, b, c ∈ A entoncesa⊕ b ≤ c si y sólo sia ≤ b � c.
Entonces para todox ∈ A, la funciónx −� _ : A � A es preservadora de orden.

Demostración.Seana, b ∈ A tales quea ≤ b. Entonces por hipótesis
x −� a ≤ x −� b si y sólo si(x −� a)⊕ x ≤ b.
Es claro que(x −� a)⊕ x ≤ a y comoa ≤ b entonces(x −� a) ⊕ x ≤ b y por
tantox −� a ≤ x −� b.

Observación 2.5.Este lema se cumple en cualquier conjunto parcialmente orde-
nado. Más aún, se concluye que no existe otra forma de definir una implicación en
una retícula ortomodular de tal manera que el teorema de la deducción se cumpla,
esto es, siempre que la siguiente condición se cumpla:
Dadosa, b, c ∈ A entonces:a ∧ b ≤ c si y sólo sia ≤ b � c.

El siguiente lema se cumple para cualquier retícula con conjunciones finitas.

Lema 2.6. Sean(A,∨,∧) retícula ortomodular y−�: A×A � A una operación
binaria que satisface las siguientes condiciones. Dadosa, b, c ∈ A:

1. a ≤ b si y sólo sia −� b = 1

2. Existe una operación binaria⊕ : A×A � A tal que

a⊕ b ≤ c si y sólo sia ≤ b −� c

entoncesa −� (a ∧ b) = a −� b.

Demostración.La condición(2) nos dice queb −� _ tiene adjunto izquierdo
_⊕ b, por el teorema 7.41,b −� _ preserva límites, por tanto

a −� (a ∧ b) = (a −� a) ∧ (a −� b) = 1 ∧ (a −� b) = a −� b.

Finalmente la implicación de Sasaki queda caracterizada por el siguiente resulta-
do.
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Teorema 2.7.Sea(A,∨,∧) una retícula ortomodular y−�: A × A � A una
operación binaria que satisface las siguientes condiciones paraa, b, c ∈ A:

1. a ≤ b si y sólo sia −� b = 1,

2. existe una operación binaria⊕ : A×A � A tal que

a⊕ b ≤ c si y sólo sia ≤ b −� c,

3. siempre quea, b son compatibles enA, entoncesa −� b = a⊥ ∨ b.

Entonces−� es la implicación de Sasaki, es decir,a −� b = a⊥ ∨ (a ∧ b).

Demostración.Por el lema anterior,a −� (a∧ b) = a −� b. De la condición (3),
comoa ∧ b es compatible cona, tenemos que

a −� (a ∧ b) = a⊥ ∨ (a ∧ b).

2.2. La conjunción cuántica &

En términos categóricos, el teorema de la deducción equivale al hecho de que la
implicación tenga adjunto izquierdo cuando es vista como funtor.

Cuando trabajamos en álgebras Booleanas o en álgebras de Heyting sabemos que
para cualesquieraa, b y c en la retícula se cumple que:

a ∧ b 6 c si y sólo sia 6 b � c.

Esto se debe a la distributividad en dichas retículas y, en términos categóricos,
esto nos dice que _∧ b es adjunto izquierdo ab −� _ para todob en la retícula.
Sin embargo, dentro de las retículas ortomodulares la operación∧ no se comporta
exactamente como la conjunción lógica respecto a�, así que Finch sugirió cam-
biar la conjunción por &, donde _&b es precisamente el adjunto izquierdo a la
implicación de Sasaki.

Esta nueva conjunción cuántica satisface la relacióna & b ≤ c si y sólo sia ≤
b � c para todoa, b, c en la retícula.
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Definición 2.8. Sean(A,∨,∧,⊥) una retícula ortomodular ya, b ∈ A. Se define
a&b de la siguiente forma:

a&b = (a ∨ b⊥) ∧ b.

Veamos ahora que en efecto & “tiene un buen comportamiento” con respecto a�,
al satisfacer los criterios básicos de la implicación.

Proposición 2.9.Sean(A,∨,∧,⊥) una retícula ortomodular ya, b, c ∈ A, se
cumplen las siguientes propiedades:

1. Sia ≤ b entoncesa&c ≤ b&c

2. a&b ≤ c si y sólo sia ≤ b � c

3. a ≤ b si y sólo sia � b = 1

4. (a � b)&a ≤ b

5. a&(a � b) ≤ a ∧ b

6. b⊥&(a � b) ≤ a⊥

7. b⊥&a = (a � b)⊥

Demostración. 1. Supongamos quea ≤ b, entoncesa ∨ c⊥ ≤ b ∨ c⊥, luego

a&c = (a ∨ c⊥) ∧ c ≤ (b ∨ c⊥) ∧ c = b&c.

2. (⇒) Si a&b ≤ c, entonces(a ∨ b⊥) ∧ b ≤ c ∧ b, luego por la propiedad
ortomodular

a ∨ b⊥ = [(b⊥ ∨ a) ∧ b] ∨ b⊥ ≤ (c ∧ b) ∨ b⊥.

Así, a ≤ b � c.
(⇐)Notemos que:

(b � c)&b = [(b∧c)∨b⊥]&b = {[(b∧c)∨b⊥]∨b⊥}∧b = [(b∧c)∨b⊥]∧b = b∧c.

Por tanto, sia ≤ (b � c), entonces

a&b ≤ (b � c)&b = b ∧ c ≤ c.



18 CAPÍTULO 2. RETÍCULAS ORTOMODULARES

3. Notar que:

1&a = (1 ∨ a⊥) ∧ a = (0 ∧ a)⊥ ∧ a = 0⊥ ∧ a = 1 ∧ a = a.

Por tanto,a = 1&a ≤ b si y sólo si1 ≤ a � b si y sólo si1 = a � b.

4. A partir de (2) se obtiene que(a � b)&a ≤ b si y sólo sia � b ≤ a � b,
pero esto último siempre ocurre.

5. a&(a � b) ≤ a ∧ b si y sólo sia ≤ (a � b) � (a ∧ b), pero
(a � b) � (a ∧ b) = [(a � b) ∧ (a ∧ b)] ∨ (a � b)⊥ = {[(a ∧ b) ∨ a⊥] ∧
(a ∧ b)} ∨ (a � b)⊥ = (a ∧ b) ∨ (a � b)⊥ = (a ∧ b) ∨ [(a ∧ b)⊥ ∧ a] = a.
La última igualdad se obtiene aplicando la modularidad débil ya quea∧b ≤
a. Así, concluimos que

a&(a � b) ≤ a ∧ b.

6. b⊥&(a � b) ≤ a⊥ si y sólo sib⊥ ≤ (a � b) � a⊥, pero
(a � b) � a⊥ = [(a � b)∧ a⊥]∨ (a � b)⊥ = {[(a∧ b)∨ a⊥]∧ a⊥}∨ [(a∧
b)⊥ ∧ a] = a⊥ ∨ [(a⊥ ∨ b⊥) ∧ a] = a⊥ ∨ b⊥.
La última igualdad se da porquea⊥ ≤ a⊥ ∨ b⊥ implica por modularidad
débil que

a⊥ ∨ [(a⊥ ∨ b⊥) ∧ a] = a⊥ ∨ b⊥.

Como siempre se cumple queb⊥ ≤ a⊥∨b⊥ tenemos queb⊥&(a � b) ≤ a⊥.

7. b⊥&a = (b⊥ ∨ a⊥) ∧ a = (b ∧ a)⊥ ∧ a = [(a ∧ b) ∨ a⊥]⊥ = (a � b)⊥.

Las propiedades anteriores muestran como el par(&,�) nos provee de un sistema
de deducción. La propiedad(2) es de específica importancia porque implica la
validez del teorema de la deducción, en el sentido de que

((a1&a2)&...&an−1)&an ≤ b si y sólo si((a1&a2)&...)&an−1 ≤ an � b.

Las propiedades(4) y (5) no son más que elmodus ponens, pues de hecho(5)
implica quea&(a � b) ≤ b. Además la propiedad(6) nos dice que trabajamos en
una lógica no intuicionista.

Como consecuencia inmediata de las definiciones de& y −� se tienen las siguien-
tes afirmaciones:
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1. a � 0 = a⊥

2. a&b = 0 si y sólo sia ≤ b⊥

3. 0 � a = 1 = a � 1

4. 1&a = a = a&1

5. a&0 = 0 = 0&a

6. a&a⊥ = 0 = a⊥&a

7. a&b ≤ b

8. a&a = a

9. a ∧ b ≤ a&b

Y por la propiedad(2) de la proposición (2.2) (es decir, por adjunción, ver Apén-
dice) se cumple que para cadab ∈ A y {ai}i ⊆ A:

(∨iai)&b = ∨i(ai&b) y b � ∧iai = ∧i(b � ai).

Así, incluso cuando la retícula no sea necesariamente distributiva con la conjun-
ción usual∧, la nueva conjunción& distribuye supremos arbitrarios por la izquier-
da.

Un hecho interesante sobre & que la hace diferir de la conjunción usual∧ es
que no necesariamente es conmutativa ni asociativa y que de cumplirse alguna de
estas dos condiciones, se implica que se estará trabajando en un álgebra Booleana,
como lo mostramos en las siguientes proposiciones.

Proposición 2.10.Sea(A,∨,∧,⊥) una retícula ortomodular. Si para cadaa, b ∈
A : a&b = b&a entonces& = ∧ y por tantoA es un álgebra Booleana.

Demostración.Supongamos que paraa, b ∈ A, a&b = b&a entoncesa&b ≤ b y
b&a ≤ a, es decir,a&b ≤ a y a&b ≤ b, por tantoa&b ≤ a∧b y comoa∧b ≤ a&b,
se tiene quea&b = a ∧ b.
Comoa ∧ _ = a&_ y a&_ preserva colímites por tener adjunto derecho entonces

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c),

y por tantoA es álgebra Booleana.
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Proposición 2.11.Sea(A,∨,∧,⊥) una retícula ortomodular, entonces la opera-
ción & es asociativa si y sólo siA es un álgebra Booleana.

Demostración.(=⇒) Supongamos que & es asociativa y seana, b ∈ A. Afir-
mamos que

a −� b⊥ = (a&b)⊥.

Como

(a −� b⊥)&a = {[(a∧ b⊥)∨ a⊥]∨ a⊥}∧ a = [(a∧ b⊥)∨ a⊥]∧ a = a∧ b⊥ ≤ b⊥

y

b⊥&b = (b⊥ ∨ b⊥) ∧ b = b⊥ ∧ b = 0,

entonces

(a −� b⊥)&(a&b) = [(a −� b⊥)&a]&b ≤ b⊥&b = 0.

Por tanto

a −� b⊥ ≤ (a&b)⊥.

Por otra parte, observe que dadox enA tal quex&(a&b) = 0 entonces por la
asociatividad de &(x&a)&b = 0 si y sólo six&a ≤ b⊥. Así x ≤ a −� b⊥, es
decir,

(a&b)⊥ ≤ a −� b⊥.

Por tanto obtenemos que

a −� b⊥ = (a&b)⊥.

Por otra parte,a −� b⊥ = (a ∧ b⊥) ∨ a⊥ = (b&a)⊥.
Por tanto, para cadaa, b ∈ A tenemos queb&a = a&b. De la proposición anterior,
A es un álgebra Booleana.
(⇐=) Supongamos queA es álgebra Booleana entonces para todoa, b ∈ A,

a&b = (a ∨ b⊥) ∧ b = (a ∧ b) ∨ (b⊥ ∧ b) = (a ∧ b) ∨ 0 = a ∧ b,

por tanto& = ∧ y así & es asociativa.
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2.3. Subespacios cerrados de un espacio de Hilbert

Los subespacios cerrados de un espacio de Hilbert forman unaretícula ortomodu-
lar. SeaH un espacio vectorial con un producto interior denotado por〈, 〉. Sabe-
mos que podemos obtener la norma‖ · ‖〈,〉 inducida por el producto interior ha-
ciendo‖x‖〈,〉 =

√

〈x, x〉 y también inducimos una métricad sobreH de la forma
d(x, y) = ‖x−y‖〈,〉. Cuando esta métrica es completa, es decir, cuando toda suce-
sión de Cauchy es convergente enH, decimos queH con el producto interior〈, 〉
es un espacio de Hilbert.

SeaH un espacio de Hilbert. Un subespacio vectorialM deH es completo si para
cada sucesión de Cauchyγm enM que converge ax ∈ H se cumple quex ∈ M .
Note que siM es un subespacio cerrado deH entoncesM es completo.

SiM y N son subespacios deH, definimos

M +N = {x+ y|x ∈M, y ∈ N}

y
M⊥ = {x ∈ H|∀y ∈M : 〈x, y〉 = 0}

Denotemos porC(H) el conjunto de subespacios cerrados deH. Definimos en
C(H) la conjunción deM y N paraM , N ∈ C(H) como

M ∧N =M ∩N

y la disyunciónM ∨ N como el subespacio cerrado deH más pequeño que con-
tiene aM ∪N , que siempre existe, es decir,

M ∨N = ∩{K ∈ C(H)|M ∪N ⊆ K}

Equivalentemente podemos definirlo como

M ∨N =M +N

dondeM +N denota la cerradura de la suma. En efecto, seaK ∈ C(H) tal que
M ∪ N ⊆ K entoncesM + N ⊆ K luegoM +N ⊆ K puesK es cerrado.
AdemásM ∪N ⊆M +N y M +N ∈ C(H) y por tanto

M +N = ∩{K ∈ C(H)|M ∪N ⊆ K}.
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Observe queM +N ⊆ M ∨ N y queM⊥ son subespacios cerrados. CuandoM
oN son de dimensión finita se cumple queM +N =M ∨N .

Denotemos por0 := {0} el menor elemento enC(H) y por 1 := H el mayor
elemento enC(H).

Entonces(C(H),∨,∧,⊥, 0, 1) es una retícula ortomodular. En efecto, el orden
parcial enC(H) está dado por la inclusión de conjuntos. ComoC(H) es cerrado
respecto a intersecciones entoncesC(H) es una retícula completa.

Veamos que⊥ es una ortocomplementación. SeanM y N ∈ C(H). SiM ⊆ N
entonces se cumple queN⊥ ⊆ M⊥ pues si〈x, y〉 = 0 para todoy ∈ M entonces
〈x, y〉 = 0 para todoy ∈ N . M ∧M⊥ = 0 pues six ∈ M ∧M⊥ entonces en
particular〈x, x〉 = 0 lo cual implica quex = 0. Ahora veamos queM ⊆ M⊥⊥,
tomemosx ∈ M y seay ∈ M⊥ entonces en particular parax ∈ M tenemos que
〈y, x〉 = 0 luego〈x, y〉 = 〈y, x〉 = 0 = 0 (dondez denota al conjugado complejo
dez) y asíx ∈ M⊥⊥. Para mostrar la igualdadM = M⊥⊥ tomemosz ∈ M⊥⊥,
por el teorema 3.7 de la referencia[2] existen únicosw ∈ M⊥ y y ∈ M tales que
z = w+y, entoncesw = z−y ∈M⊥∩M⊥⊥ = {0} luegoz = y ∈M . Finalmente
veamos queM ∨M⊥ = 1. Es claro queM ∨M⊥ ⊆ H. Ahora tomemosx ∈ H
por el teorema 3.7 citado anteriormente podemos expresarx = p + q conp ∈ M
y q ∈M⊥, luego

H ⊆M +M⊥ ⊆M +M⊥ =M ∨M⊥.

Veamos la modularidad débil, para ello usaremos una proposición equivalente
(ver (1.18)). Supongamos queM ⊆ N y queM⊥ ∧N = 0. Para ver queM = N
tomemosn ∈ N , podemos encontrarp ∈ M y q ∈M⊥ tales quen = p+ q, luego
q = n− p ∈ M⊥ ∩N entoncesq = 0 y por tanton = p ∈ M . AsíM = N y por
tantoC(H) es ortomodular.

Además el espacio de HilbertH es de dimensión finita si y sólo si la retículaC(H)
es modular, pero para un espacioH arbitrario sólo se satisface la modularidad
débil.



Capítulo 3

Cuantales

El términocuantales creado por Mulvey [20] como una combinación de lógi-
ca cuántica y local, cuando propuso usar los cuantales para el el estudio de C*-
álgebras no conmutativas y que suponía debería servir como preparación para los
fundamentos de la mecánica cuántica.

Los locales (o marcos), retículas completas que representan el enfoque algebraico
más adecuado de los espacios topológicos, son ejemplos particulares de cuantales
y gran número de construcciones en cuantales se motivaron enel intento de gene-
ralizar ideas de la teoría de locales.

Entre otros ejemplos de cuantales están las álgebras booleanas completas, varias
retículas de ideales de anillos y el conjunto potencia de un semigrupo.

Además de la aplicación de los cuantales a la teoría de ideales de anillos y las C*-
álgebras, también aparecen en el análisis de semánticas de la lógica lineal, sistema
lógico desarrollado por Girard que fundamenta la ciencia computacional teórica.

Un trabajo más reciente sobre cuantales es el realizado por Joyal y Tierney [11]
sobre una teoría para los topos que inicia con un estudio sobre cuantales unita-
rios conmutativos (vistos como monoides conmutativos en lacategoría de Sup-
Retículas) y módulos sobre dichos cuantales. Por otra parte, Mulvey y Nawaz
[14] trabajan aspectos de teoría de topos de cuantales idempotentes y la noción de
estructura cuántica de un topos. Artículos recientes tratan con construcciones de
categorías de gavillas sobre un cuantal idempotente.

23
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Cuando queremos considerar una categoría cuyos objetos sean retículas completas
tenemos dos formas para considerar nuestros morfismos, una es considerando fun-
ciones que preserven ínfimos y supremos arbitrarios, o bien,considerar funciones
que sólo preserven supremos. Tenemos así dos categorías bastante diferentes, la
última es una categoría algebraica, se llama categoría de Sup-Retículas y se deno-
ta porSL.

Los locales (marcos) pueden pensarse como una generalización de la retícula de
conjuntos abiertos de un espacio topológico, estas retículas son los marcos y lo-
cales, sus objetos son los mismos, la distinción surge cuando se hace la elección
de los morfismos.

Un local puede caracterizarse como un cuantal idempotente derecho conmutativo,
y los locales nos interesan por sus interacciones con los cuantales cuyas construc-
ciones motivará el desarrollo de resultados análogos en cuantales.

Definición 3.1. Un marcoL es una retícula completa tal que para cadaa ∈ L y
{bα} ⊆ L:

a ∧ (
∨

α

bα) =
∨

α

(a ∧ bα)

Comoa∧_ : L � L preserva supremos arbitrarios entonces tiene adjunto derecho
(ver Apéndice) que es denotado por

a −� _ : L � L

entonces para todoa, b, c ∈ L se cumple

a ∧ b ≤ c si y sólo sia ≤ b −� c.

Los marcos también son llamados álgebras de Heyting completas. Un morfismo
de marcos será un morfismo que preserve supremos arbitrarios, además de∧ y 1.
La categoríaFrm es la categoría de marcos con sus morfismos. La categoría dual
deFrm es la categoría de localesLoc en la cual los morfismos son los adjun-
tos derechos de los morfismos de marcos que siempre existen porque preservan
supremos arbitrarios. Cuando no estamos interesados en losmorfismos sino única-
mente en objetos se usará marco y local indistintamente. En adelante no haremos
esta distinción y nos refererimos a esta categoría por locales (ver [10]). Como
ejemplo inmediato de local se tiene a la retículaO(X) de subconjuntos abiertos
de un espacio topológicoX.
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3.1. La categoría de cuantales

Definición 3.2.Un cuantales una retícula completaQ con una operación binaria
asociativa& que satisface para cadaa ∈ Q:

a&(∨αbα) = ∨α(a&bα)

y
(∨αbα)&a = ∨α(bα&a).

Observación 3.3.Note quea&_ y _&a son funciones preservadoras de orden, es
decir, funtores ya queb ≤ c si y sólo sib ∨ c = c entoncesa&c = a&(b ∨ c) =
(a&b) ∨ (a&c) si y sólo sia&b ≤ a&c.
Similarmentea ≤ b si y sólo sia ∨ b = b entoncesb&c = (a ∨ b)&c = (a&c) ∨
(b&c) luegoa&c ≤ b&c. Además

a&0 = a&(∨i∈∅bi) = ∨i∈∅(a&bi) = 0 y 0&a = (∨i∈∅bi)&a = ∨i∈∅(bi&a) = 0.

Comoa&_ y _&a preservan supremos (colímites) arbitrarios tienen adjuntos dere-
chos que denotaremos pora −�r_ y a −�l_ respectivamente. Entonces por ad-
junción tenemos:

a&c ≤ b si y sólo sic ≤ a �r b
c&a ≤ b si y sólo sic ≤ a �l b

Algunas propiedades básicas de estas operaciones son las siguientes.

Proposición 3.4.SeaQ un cuantal ya, b ∈ Q. Entonces

1. a&(a �r b) ≤ b

2. (a �l b)&a ≤ b

3. Sia ≤ b entoncesc �r a ≤ c �r b y c �l a ≤ c �l b

4. Sia ≤ b entoncesb �l c ≤ a �l c y b �r c ≤ a �r c

5. b �r (a �r c) = (a&b) �r c

6. a �l (b �l c) = (a&b) �l c

7. a �r (b �l c) = b �l (a �r c)
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8. a&(a �r b) = b si y sólo si existec ∈ Q conb = a&c

9. (a �l b)&a = b si y sólo si existec ∈ Q conb = c&a

10. a �r (a&b) = b si y sólo si existec ∈ Q conb = a �r c

11. a �l (b&a) = b si y sólo si existec ∈ Q conb = a �l c

12. (b �l a) �r a = b si y sólo si existec ∈ Q conb = c �r a

13. (b �r a) �l a = b si y sólo si existec ∈ Q conb = c �l a

Demostración. 1. Note quea&(a �r b) ≤ b si y sólo sia �r b ≤ a �r b.

2. (a �l b)&a ≤ b si y sólo sia �l b ≤ a �l b.

3. Supongamos quea ≤ b. Se verifica quec �r a ≤ c �r b si y sólo si
c&(c �r a) ≤ b, pero esto último se cumple porquec&(c �r a) ≤ a ≤ b.
Análogamentec �l a ≤ c �l b si y sólo si(c �l a)&c ≤ b, y esto se
cumple porque(c �l a)&c ≤ a ≤ b.

4. Supongamos quea ≤ b. Note queb �l c ≤ a �l c si y sólo si(b �l c)&a ≤ c,
esto siempre se cumple porque&_ es preservadora de orden entonces

(b �l c)&a ≤ (b �l c)&b ≤ c

Por otra parte, también tenemos queb �r c ≤ a �r c equivalentemente
a&(b �r c) ≤ c y lo anterior se cumple porque

a&(b �r c) ≤ b&(b �r c) ≤ c.

5. b �r (a �r c) ≤ b �r (a �r c) si y sólo sib&(b �r (a �r c)) ≤ a �r c
equivalentementea&(b&(b �r (a �r c))) ≤ c, es decir,

(a&b)&(b �r (a �r c)) ≤ c

si y sólo sib �r (a �r c) ≤ (a&b) �r c.
Por otra parte,(a&b) �r c ≤ (a&b) �r c es equivalente a

a&b&((a&b) �r c) ≤ c

si y sólo sib&((a&b) �r c) ≤ a �r c, o bien,

(a&b) �r c ≤ b �r (a �r c).

Concluimos
b �r (a �r c) = (a&b) �r c.
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6. a �l (b �l c) ≤ a �l (b �l c) equivale a(a �l (b �l c))&a ≤ b �l c si y
sólo si((a �l (b �l c))&a)&b ≤ c, o bien,a �l (b �l c) ≤ (a&b) �l c.
Por otro lado,(a&b) �l c ≤ (a&b) �l c si y sólo si((a&b) �l c)&a&b ≤ c
que es equivalente a((a&b) �l c)&a ≤ b �l c si y sólo si(a&b) �l c ≤
a �l (b �l c). Por tanto

a �l (b �l c) = (a&b) �l c.

7. a �r (b �l c) ≤ a �r (b �l c) si y sólo sia&(a �r (b �l c)) ≤ b �l c,
equivalentementea&(a �r (b �l c))&b ≤ c, o bien,

(a �r (b �l c))&b ≤ a �r c

si y sólo sia �r (b �l c) ≤ b �l (a �r c).
Y b �l (a �r c) ≤ b �l (a �r c) si y sólo si(b �l (a �r c))&b ≤ a �r c
lo que equivale aa&(b �l (a �r c))&b ≤ c, es decir,

a&(b �l (a �r c)) ≤ b �l c

si y sólo sib �l (a �r c) ≤ a �r (b �l c).
Se concluye que

a �r (b �l c) = b �l (a �r c).

8. Supongamos que existec ∈ Q tal quea&c = b, o bien,a&c ≤ b implicando
quec ≤ a �r b. Usando(1) tenemos

b = a&c ≤ a&(a �r b) ≤ b,

concluyendo que
a&(a �r b) = b.

9. Supongamos que existec ∈ Q tal quec&a = b luego c&a ≤ b luego
c ≤ a �l b, de lo cual se sigue que

b = c&a ≤ (a �l b)&a ≤ b,

por tanto
(a �l b)&a = b.
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10. Supongamos que existec ∈ Q tal queb = a �r c entoncesb ≤ a �r c y
por consiguientea&b ≤ c. Por tanto

a �r (a&b) ≤ a �r c = b,

y comoa&b ≤ a&b entoncesb ≤ a �r (a&b). Así que

a �r (a&b) = b.

11. Seac ∈ Q tal queb = a �l c luegob ≤ a �l c de lo cual tenemos que
b&a ≤ c y por tanto

a �l (b&a) ≤ a �l c = b,

y por otra parteb&a ≤ b&a implica queb ≤ a �l (b&a). Concluimos que

a �l (b&a) = b.

12. Seac ∈ Q tal queb = c �l a, tenemos queb ≤ c �l a y por consiguiente
c&b ≤ a entoncesc ≤ b �l a. Así deducimos que

(b �l a) �r a ≤ c �r a = b,

y comob �l a ≤ b �l a si y sólo si(b �l a)&b ≤ a si y sólo si

b ≤ (b �l a) �r a

concluyendo
(b �l a) �r a = b.

13. Seac ∈ Q tal queb = c �l a. Entoncesb ≤ c �l a, es decir,b&c ≤ a, así
c ≤ b �r a y por tanto

(b �r a) �l a ≤ c �l a = b

y comob �r a ≤ b �r a si y sólo sib&(b �r a) ≤ a si y sólo si

b ≤ (b �r a) �l a.

Y finalmente
(b �r a) �l a = b.
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Definición 3.5. Un cuantalQ es conmutativo si y sólo si para cadaa, b ∈ Q se
tiene quea&b = b&a.

Observación 3.6.Q es conmutativo si y sólo si para cadaa, b ∈ Q se cumple que
a �r b = a �l b.
En efecto, supongamos queQ es conmutativo. Note quea �r b ≤ a �l b si y
sólo si(a �r b)&a ≤ b si y sólo sia&(a �r b) ≤ b lo cual siempre se cumple
por (1) de la proposición (3.4).
Por otra parte,a �l b ≤ a �r b si y sólo sia&(a �l b) ≤ b si y sólo si
(a �l b)&a ≤ b y por (2) de la proposición (3.4) siempre es cierta. Así que

a �r b = a �l b.

Ahora supongamos que para cadaa, b ∈ Q se cumple quea �l b = a �r b.
b&a ≤ b&a si y sólo sib ≤ a �r (b&a) = a �l (b&a) si y sólo sia&b ≤ b&a.
Análogamente,a&b ≤ a&b si y sólo sib ≤ a �l (a&b) = a �r (a&b) si y sólo
si b&a ≤ a&b. Por tanto

a&b = b&a.

Definición 3.7. SeanQ un cuantal,a ∈ Q y T el elemento máximo deQ.

1. a es derecho si y sólo sia&T ≤ a.

2. a es izquierdo si y sólo siT&a ≤ a.

3. a es bilateral si y sólo sia es izquierdo y derecho.

4. a es estrictamente derecho si y sólo sia&T = a.

5. a es estrictamente izquierdo si y sólo siT&a = a.

6. a es idempotente si y sólo sia&a = a

7. Un elemento1 ∈ Q es una unidad izquierda si y sólo si para cadaa ∈ Q,
1&a = a.

8. Un elemento1 ∈ Q es una unidad derecha si y sólo si para cadaa ∈ Q,
a&1 = a.

9. Un elemento1 ∈ Q es una unidad si y sólo si es unidad derecha y unidad
izquierda.
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Definición 3.8. SeaQ un cuantal.

1. Q es derecho (estrictamente derecho) si y sólo si cadaa ∈ Q es derecho
(estrictamente derecho).

2. Q es izquierdo (estrictamente izquierdo) si y sólo si cadaa ∈ Q es izquierdo
(estrictamente izquierdo).

3. Q es bilateral si y sólo si cadaa ∈ Q es bilateral.

4. Q es idempotente si y sólo si cadaa ∈ Q es idempotente.

5. Q es unitario derecho (unitario izquierdo) si y sólo siQ tiene una unidad
derecha (unidad izquierda)1.

6. Q es unitario si y sólo siQ tiene una unidad1.

Observación 3.9.SeaQ un cuantal.

1. SiQ es idempotente y derecho entonces es estrictamente derechoya que
paraa ∈ Q tenemos

a = a&a ≤ a&T ≤ a.

Tenemos un resultado análogo en el caso izquierdo.

2. Q es derecho si y sólo si paraa ∈ Q, T = a �r a. Es claro puesa&T ≤ a
si y sólo siT ≤ a �r a si y sólo siT = a �r a.

3. SiQ es derecho entonces para cadaa, b ∈ Q, a&b ≤ a pues por la obser-
vación anteriorb ≤ a �r a = T si y sólo sia&b ≤ a.

4. SiQ es estrictamente derecho entonces es unitario derecho conT = 1.

Examinamos sólo algunas propiedades que son relevantes para nosotros sobre
cuantales pero se pueden consultar más resultados en [5].

Proposición 3.10.SeaQ un cuantal estrictamente derecho. Entonces paraa y
b ∈ Q se cumple:

1. a&b ≤ a

2. Sia ≤ c y b ≤ c entoncesa&b ≤ c.

SiQ además es idempotente tenemos que:
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3. a ≤ b entoncesa = a&b.

4. a&b&c = a&c&b.

Demostración. 1. Como & preserva el orden,a&b ≤ a&1 = a.

2. a&b ≤ c&b ≤ c&c ≤ c&1 = c.

3. a = a&a ≤ a&b y se cumple por(1) quea&b ≤ a entonces

a = a&b.

4. a&b&c = a&(b&c)&(b&c) ≤ a&1&c&b&1 = a&c&b y

a&c&b = a&(c&b)&(c&b) ≤ a&1&b&c&1 = a&b&c.

Corolario 3.11. En un cuantal idempotenteQ paraa, b ∈ Q se cumple que:

a ∧ b ≤ a&b.

Demostración.Comoa ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b entonces

a ∧ b = (a ∧ b)&(a ∧ b) ≤ (a ∧ b)&b ≤ a&b.

Observación 3.12.En un cuantal idempotente derechoQ, si & es conmutativa
entonces& = ∧ pues de 3.10 tenemos que paraa, b ∈ Q, a&b ≤ a y a&b =
b&a ≤ b luegoa&b ≤ a ∧ b, y por el corolario anterior se tiene la igualdad.

Ejemplo 3.13. Cualquier local es un cuantal con la operación& = ∧. Además
es conmutativo, idempotente y unitario. Además cualquier cuantal idempotente,
conmutativo y unitario constituye un local pues& = ∧ y preserva supremos arbi-
trarios.

Ejemplo 3.14. Cualquier retícula completaL puede convertirse en un cuantal
derecho e idempotente tomando para cadax, y ∈ L con y 6= 0, x&y = x y
x&0 = 0. En efecto, sea{bα} ⊆ Q. Si {bα} 6= {0} entoncessupα{bα} 6= 0 luego

a& sup
α
{bα} = a = sup

α
{a} = sup

α
{a&bα}.
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Si {bα} = {0} entoncessupα{bα} = 0 y por tanto

a& sup
α
{bα} = a&0 = 0 = sup

α
{0} = sup

α
{a&0}.

La preservación de supremos a izquierda se sigue con un razonamiento similar.
Es claro queL con las operaciones anteriores es un cuantal derecho pues dado
a ∈ L, a&T = a. Por otra parte sia 6= 0, a&a = a y 0&0 = 0, por tanto es
idempotente.

Ejemplo 3.15. SeaM un semigrupo multiplicativo yP(M) el conjunto potencia
deM . SiA ⊆M y B ⊆ M sea

A&B = {ab | a ∈ A, b ∈ B}.

Si {Bi} ⊆ P(M) entoncesA&(
⋃

iBi) =
⋃

i(A&Bi) ya que si tomamosabi ∈
A&(

⋃

iBi) entoncesa ∈ A y existe uni tal quebi ∈ Bi luego abi está en
⋃

i(A&Bi); análogamente si tomamos un elementox en
⋃

i(A&Bi) entonces exis-
te i tal quex = abi cona ∈ A y bi ∈ Bi luegox ∈ A&(

⋃

iBi). De manera similar
tenemos(

⋃

iBi)&A =
⋃

i(Bi&A). Por tantoP(M) es un cuantal. Este ejemplo
es importante cuando se estudian los cuantales de Girard.

Ejemplo 3.16.Una∨-semiretícula o monoide conmutativoS, es un conjunto par-
cialmente ordenado donde cada subconjunto finito tiene supremo∨ y existe un
menor elemento0 definido como0 := ∨∅. La operación∨ es asociativa, conmu-
tativa, idempotente y además para cadaa ∈ S tenemos quea ∨ 0 = a.
SeaS una∨-semiretícula con una multiplicación binaria asociativa que distribuye
supremos finitos y en donde el elemento máximoT actúa como una unidad. De-
notemos porId(S) el conjunto de idealesI deS, en el sentido de ideal de una
semiretícula, es decir,I es un subconjunto deS tal que

1. I es una∨-sub-semiretícula, esto es,0 ∈ I y si a, b ∈ I entoncesa ∨ b ∈ I;
y

2. I es un conjunto minimal, es decir, sia ∈ I y b ≤ a entoncesb ∈ I.

EntoncesS es un cuantal. SiI y J son ideales deS entoncesI&J es el ideal deS
generado por los elementosab cona ∈ I y b ∈ J . Si{Iα} es una familia de ideales
de S entoncessupα{Iα} es el ideal generado por∪αIα. Esto generaliza a los
ideales de una retícula distributiva relacionados con la noción de local coherente
que motivaría un estudio sobre cuantales coherentes.
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Definición 3.17.SeanP yQ cuantales.

1. Una funciónf : P � Q es unhomomorfismo de cuantalessi f preserva
supremos arbitrarios y preserva también la operación&.

2. SiP y Q son unitarios entoncesf : P � Q es un homomorfismo unitario
si f es un homomorfismo de cuantales que cumplef(1P ) = 1Q, donde1P y
1Q son respectivamente las unidades deP yQ.

Note que un homomorfismo unitario de cuantales unitarios es un homomorfismo
de monoides en la categoríaSL de Sup-Retículas.
Como un homomorfismof : P � Q preserva supremos arbitrarios, se sigue por el
teorema del funtor adjunto (ver Apéndice) que tiene adjuntoderechof∗ : Q � P .
Veremos algunas formas de relacionarf conf∗.

Proposición 3.18.Seaf : P � Q un homomorfismo de cuantales. Entonces para
a ∈ P y b ∈ Q:

f∗(f(a) �r b)) = a �r f∗(b)

y
f∗(f(a) �l b)) = a �l f∗(b)

Demostración.Tenemos quef∗(f(a) �r b)) ≤ a �r f∗(b) si y sólo si

a&f∗(f(a) �r b)) ≤ f∗(b).

Por adjunción lo anterior equivale af(a&f∗(f(a) �r b)) ≤ b si y sólo si

f(a)&f(f∗(f(a) �r b)) ≤ b.

Pero por adjunción sabemos que para cadac ∈ Q, f(f∗(c)) ≤ c por tanto

f(a)&f(f∗(f(a) �r b)) ≤ f(a)&(f(a) �r b) ≤ b,

y así
f∗(f(a) �r b)) ≤ a �r f∗(b).

Ahora note quea �r f∗(b) ≤ f∗(f(a) �r b)) si y sólo sif(a �r f∗(b)) ≤
f(a) �r b si y sólo sif(a)&f(a �r f∗(b)) ≤ b si y sólo sif(a&(a �r f∗(b)) ≤ b
y por adjunción es equivalente aa&(a �r f∗(b)) ≤ f∗(b), lo cual siempre se
cumple por la proposición (3.4). Por tanto tenemos que para cualquiera ∈ P y
b ∈ Q

f∗(f(a) �r b)) = a �r f∗(b).

La segunda igualdad se sigue con un razonamiento similar al reemplazar�r por�l.
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3.2. Cuantales como categorías de álgebras

Denotemos porQuant la categoría de cuantales y homomorfismos yUnQuant la
categoría de cuantales unitarios y homomorfismos unitarios. La siguiente propo-
sición exhibirá una propiedad de adjunción de la construcciónP(M) del ejemplo
(3.15), dondeM es un monoide yP(M) es el conjunto potencia deM equipado
con una estructura de cuantal. SiMon denota la categoría de monoides junto con
homomorfismos de monoides, existe un funtor que olvidaU : UnQuant � Mon.
Note queP(M) es un cuantal unitario donde la unidad es{1} con1 la unidad del
monoideM .

Proposición 3.19.Existe un funtorP : Mon � UnQuant que es adjunto izquier-
do al funtor que olvidaU : UnQuant� Mon.

Demostración.Si f : M � N es un homomorfismo de monoides, entonces de-
fínaseP : M � N tal que para cadaA ⊆ M , P(f)(A) = {f(a) | a ∈ A}.
Del ejemplo (3.15)P(M) y P(N) son cuantales, entoncesP(f) es homomorfismo
unitario de cuantales.
En efecto, sea{Bα} ⊆ P(M) entoncesy ∈ P(f)(

⋃

αBα) si y sólo si existe
x ∈

⋃

αBα tal quey = f(x) si y sólo si existeαi tal quex ∈ Bαi
y y = f(x) si y

sólo si existeαi tal quey ∈ P(f)(Bαi
) si y sólo siy ∈

⋃

α P(f)(Bα). Por tanto

P(f)(
⋃

α

Bα) =
⋃

α

P(f)(Bα).

Por otra parte, paraA,B ⊆ M , y ∈ P(f)(A&B) si y sólo si existenab ∈ A&B
tal quef(ab) = y, comof es homomorfismo de monoides esto equivale a que
existena ∈ A y b ∈ B tales quef(a)f(b) = y si y sólo sif(a) ∈ P(f(A)) y
f(b) ∈ P(f(B)) si y sólo siy ∈ P(f)(A)&P(f)(B) por tanto

P(f)(A&B) = P(f)(A)&P(f)(B).

Finalmente,

P(f)({1M}) = {f(a) : a ∈ {1M}} = {f(1M)} = {1N}.

Con esta definición sobre morfismos podemos ver aP como un funtor. Para probar
la adjunción, dado un morfismof : M � Q enMon conQ un cuantal unitario,
definamosf̄ : P(M) � Q tal que paraA ⊆ M , f̄(A) = sup{f(a) | a ∈ A}.
Veamos quēf es homomorfismo unitario de cuantales.

f̄(1P(M)) = f̄({1M}) = sup{f(a) | a ∈ {1M}} = sup{f(1M)} = f(1M) = 1Q.
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Ademásf̄(A&B) = sup f(A&B) = sup(f(A)&f(B)) = sup f(A)& sup f(B) =
f̄(A)&f̄(B).
Finalmente, sea{Bα} ⊆ P(M),

f̄(
⋃

α

Bα) = sup f(
⋃

α

Bα) = sup
⋃

α

f(Bα) =
⋃

α

sup f(Bα) =
⋃

α

f̄(Bα).

Por tantof̄ es homomorfismo unitario de cuantales. La unicidad es clara porque
en retículas los morfismos son únicos.
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Capítulo 4

Prerradicales

Los prerradicales surgen del estudio de anillos de cocientes. Los anillos de co-
cientes tienen su origen en la construcción del anillo de fracciones mediante la
cual le añadimos inversos multiplicativos a un anillo. Cuando R es un dominio
entero conmutativo el anillo de cocientes es el campo de fracciones o campo de
cocientesQ. Este campo de fracciones se caracteriza por cumplir las siguientes
propiedades:

1. Para cadaq ∈ Q, existes ∈ R cons 6= 0 tal queqs ∈ R

2. Q es el anillo maximal sobreR que cumple(1).

La construcción deQ puede extenderse al caso cuandoR es un anillo conmutativo
arbitrario y tenemosS un conjunto multiplicativamente cerrado sin divisores de
cero deR. En este caso se define el anillo de fraccionesQ = R[S−1] que consta
de todas las parejas(r, s) con r ∈ R, s ∈ S y tal que(r, s) = (t, u) si y sólo si
existev ∈ S tal quevur = vst. Este anillo resultanteQ satisface la condición(1)
con la propiedad adicional de ques ∈ S y por supuesto(2).

Para el caso en queR es un anillo no conmutativo se define de la misma forma
que en el caso anterior un anillo derecho de fraccionesR[S−1] pero se asume que
S satisface la condición: para cadar ∈ R y para cadas ∈ S existenb ∈ R y t ∈ S
tales quert = sb. Así cada elemento enS es invertible enR[S−1].

En particular cuandoS consiste de todos los elementos sin divisores de cero de
R, la condición anterior se llama condición de Ore yR[S−1] se llama anillo de

37
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cocientes derecho deR1.

Los cocientes deR-módulos están en correspondencia biyectiva con la clase de
subconjuntos deRmultiplicativamente cerrados que cumplen la condición de Ore,
que a su vez está en correspondencia biunívoca con las topologías lineales enR
que cumplen cierta propiedad adicional (Topologías de Gabriel). Estas topologías
se relacionan con las asignacionesτ : R-Mod� R-Mod que satisfacen:

1. τ(M) ≤ M

2. Para todo morfismof :M � N deR-módulos:f(τ(M)) ≤ τ(f(M))

3. Idempotencia:τ(τ(M)) =M

4. ParaN ≤M , τ(N) = τ(M) ∩N .

donde≤ denota la inclusión comoR-Módulos.

Tratar con estructuras que sólo cumplen(1) y (2) es trabajar con prerradicales, es
decir, un prerradicalτ deR asigna a cadaR-móduloM , un subobjetoτ(M), de
tal forma que cada morfismoM � N induce una restricción, en otras palabras,
un prerradical es un subfuntor del funtor identidad. En estecapítulo nos interesará
seguir un trabajo iniciado en el año 2000 (ver [6]) donde se estudia a los prerradi-
cales como estructura de retícula.

Antes de comenzar cabe señalar que muchos conceptos de la teoría de Conjuntos
pueden ser extendidos a clases que no son conjuntos y cuya justificación des-
cansa en la axiomática de von Neumann- Bernays- Gödel entre ellos el de clase
parcialmente ordenada; en este contexto, llamamos retícula grande a una clase
parcialmente ordenada que cumple las propiedades de retícula.

En lo sucesivoR será un anillo asociativo con identidad y conR-Mod nos refe-
rimos a la categoría deR-módulos izquierdos y morfismos de módulos. Para los
detalles sobre conceptos de teoría de Módulos referimos a labibliografía [1] y
[22].

1Se puede consultar [22] para una exposición más amplia de esta introducción.
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4.1. La estructura de retícula de los prerradicales

Definición 4.1. Un prerradical enR es un funtorτ : R-Mod � R-Mod que
cumple:

1. Para cadaM ∈ R-Mod,τ(M) ≤M

2. Para cada morfismo deR-módulosf :M � N se tiene que

f(τ(M)) ≤ τ(f(M))

esto es, el siguiente diagrama está bien definido y es conmutativo:

−−
−
−
−�f↾τ

−−
−
−
−
−� fτ(M) �֒ M

τ(N) �֒ N

Observación 4.2.R-Pr denota la clase de todos los prerradicales enR. De la
definición tenemos que los prerradicales son subfuntores del funtor identidad. Por
otra parte, todo prerradicalτ es preservador de orden pues siN ≤ M entonces
tenemos el morfismo inclusióni : N � M y por la parte(2) de la definición, la
inclusión se restringei ↾τ : τ(N) � τ(M).

Observación 4.3.Hay un orden parcial natural enR-Pr dado por:

σ ≤ τ si y sólo si para cadaM ∈ R-Mod: σ(M) ≤ τ(M).

donde este último denota la inclusión deR-módulos.
En efecto≤ es orden parcial. SeaM ∈ R-Mod yσ, τ, ρ ∈ R-Pr, entoncesσ(M) ≤
σ(M), por tantoσ ≤ σ. Ahora siσ ≤ τ y τ ≤ σ, entonces para todoM ∈ R-
Mod, σ(M) ≤ τ(M) y τ(M) ≤ σ(M) esto implica queτ(M) = σ(M) para
cualquierM enR-Mod, por tantoσ = τ . Finalmente, siσ ≤ τ y τ ≤ ρ entonces
para cadaM ∈ R-Mod: σ(M) ≤ τ(M) y τ(M) ≤ ρ(M) entonces es claro que
σ(M) ≤ ρ(M) y por tantoσ ≤ ρ.

Definición 4.4. Existen cuatro operaciones enR-Pr, ∨,∧, ◦, y (:) definidas de la
siguiente manera. Para cadaM ∈ R-Mod y paraσ, τ ∈ R-Pr:
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1. (σ ∧ τ)(M) = σ(M) ∩ τ(M)

2. (σ ∨ τ)(M) = σ(M) + τ(M)

3. (σ ◦ τ)(M) = σ(τ(M))

4. (σ : τ)(M) es un submódulo deM que satisface :

(σ : τ)(M)/σ(M) = τ(M/σ(M))

Observe que siPσ :M �M/σ(M) es el epimorfismo canónico entonces

(σ : τ)(M) = P−1
σ (τ(M/σ(M)))

Para cualquier claseC ⊆ R-Pr

5. ∧{σ | σ ∈ C} está dado por∧{σ | σ ∈ C}(M) = ∩{σ(M) | σ ∈ C}

6. ∨{σ | σ ∈ C} está dado por∨{σ | σ ∈ C}(M) = Σ{σ(M) | σ ∈ C}

A la operación◦ se le conoce como producto y a la operación: como coproducto.

Observación 4.5.La operación coproducto(τ : σ)(M) cumple que el cuadrado

−֒−−−−−−−−−�i

−−
−
−
−�π −−

−
−
−
−� Pτ

−֒−−−−−−�
i

(τ : σ)(M) M

σ(M/τ(M)) M/τ(M)

dondePτ y π son las proyecciones canónicas a los cocientes respectivos, es un
producto fibrado.

Proposición 4.6.Si τ, σ ∈ R-Pr, entoncesτ ∧ σ, τ ∨ σ, σ ◦ τ , τ : σ ∈ R-Pr.

Demostración.SeanM ∈ R-Mod y f : M � N un morfismo deR-módulos.
Veamos queτ ∧σ es prerradical. Es claro que(τ ∧σ)(M) = τ(M)∩σ(M) ≤M
puesτ(M) y σ(M) son submódulos deM . Por otra parte, seaa ∈ τ(M)∩σ(M),
entonces comoτ es prerradical tenemos que

f(a) = f ↾τ (a) ∈ τ(N)
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y comoσ es prerradical

f(a) = f ↾σ (a) ∈ σ(N),

por tanto
f(a) ∈ τ(N) ∩ σ(N) = (τ ∧ σ)(N),

y así
f((τ ∧ σ)(M)) ≤ (τ ∧ σ)(N).

Ahora veamos queτ ∨ σ es prerradical.(τ ∨ σ)(M) = τ(M) + σ(M) ≤M pues
τ(M), σ(M) ≤ M . Seaa ∈ τ(M) + σ(M) entonces es de la formaa = a1 + a2
cona1 ∈ τ(M) y a2 ∈ σ(M), luego

f(a1) = f ↾τ (a1) ∈ τ(N)

y
f(a2) = f ↾σ (a2) ∈ σ(N),

así
f(a) = f(a1 + a2) = f(a1) + f(a2) ∈ τ(N) + σ(N)

y por tanto
f((τ ∨ σ)(M)) ≤ (τ ∨ σ)(N).

Para ver queσ ◦ τ es prerradical note que comoτ ∈ R-Pr entoncesτ(M) ≤ M
y comoσ ∈ R-Pr tenemos queσ(τ(M)) ≤ τ(M) ≤ M . Por último, basta notar
quef(σ(τ(M))) ≤ σ(f(τ(M))) y f(τ(M)) ≤ τ(f(M)). Comoσ preserva el
orden tenemos que

σ(f(τ(M))) ≤ σ(τ(f(M))) = (σ ◦ τ)(f(M)).

Finalmente veamos queτ : σ es prerradical. SeanM,M ′ ∈ R-Mod y f : M �
M ′. Queremos ver que el siguiente diagrama conmuta:

−֒−−−−−−−−−�−−
−
−
−�f↾τ :σ

−−
−
−
−
−� f

−֒−−−−−−−−−�(τ : σ)(M) M

(τ : σ)(M ′) M ′
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ParaM ′ tenemos el producto fibrado

−֒−−−−−−−−−�−−
−
−
−�π′

−−
−
−
−
−� P ′

τ

−֒−−−−−�(τ : σ)(M ′) M ′

σ(M ′/τ(M ′)) M ′/τ(M ′)

Si π y P ′
τ son proyecciones canónicas a los respectivos cocientes y

f̂ :M/τ(M) �M ′/τ(M ′)
a+ τ(M) 7� f(a) + τ(M ′)

entonces por la propiedad universal del producto fibrado anterior existe

r : (τ : σ)(M) � (τ : σ)(M ′)

que hace conmutar el diagrama
−−−−−−−−−−−−−−−−�σ(f̂)◦π

−−−−−−−−−−−−−−−−�f◦i

������������r

−֒−−−−−�i

−−
−
−
−� −−

−
−
−
−� P ′

τ

−֒−�
(τ : σ)(M)

(τ : σ)(M ′) M ′

σ(M ′/τ(M ′)) M ′/τ(M ′)

de tal manera quer = f ↾τ :σ y así(τ : σ) es prerradical.

Observación 4.7.Notar que a pesar de queC puede ser una clase propia,{σ(M) :
σ ∈ C} es un conjunto para cadaM ∈ R-Mod, puesσ(M) ⊆M .

Proposición 4.8.Paraσ, τ ∈ R-Pr se cumple:

σ ◦ τ ≤ σ ∧ τ ≤ σ ∨ τ ≤ (τ : σ)

Demostración.En efecto, para cadaM ∈ R-Mod es claro que

σ(M) ∩ τ(M) ≤ σ(M) y σ(M) ∩ τ(M) ≤ τ(M),
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con lo cualσ(M) ∩ τ(M) ≤ σ(M) + τ(M). Por tanto

σ ∧ τ ≤ σ ∨ τ.

Veamos queσ(τ(M)) ≤ σ(M) ∩ τ(M). Comoτ ∈ R-Pr, τ(M) ≤ M entonces
σ(τ(M)) ≤ τ(M); comoσ también es prerradical, por(2) de la definición de
prerradical se obtiene queσ(τ(M)) ≤ σ(M). Por tantoσ(τ(M)) ≤ σ(M)∩τ(M)
y así

σ ◦ τ ≤ σ ∧ τ.

Por último, observe que tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

−−−−−−−−−−−−−−−−�σ(Pτ )

−−−−−−−−−−−−−−−−−�i

−−−−−−−−−−−−−−−−�0

−−−−−−−−−−−−−−−−−�i

������������r1

������������r2

−֒−−−−−� −֒−−−−−�−−
−
−
−� −−

−
−
−
−� Pτ

−−
−
−
−� −−

−
−
−
−� Pτ

−֒−−� −֒−−�
σ(M) τ(M)

(τ : σ)(M) M (τ : σ)(M) M

σ(M/τ(M)) M/τ(M) σ(M/τ(M)) M/τ(M)

pues paraa ∈ σ(M) se cumple que

Pτ ◦ i(a) = Pτ (a) = a + τ(M) = σ(Pτ (a)) = i ◦ σ(Pτ )(a)

y paraa ∈ τ(M) tenemos

Pτ ◦ i(a) = a + τ(M) = τ(M) = i(τ(M)) = i ◦ 0(a),

y los morfismosr1 y r2 son inclusiones. Por tantoσ(M) + τ(M) ≤ (τ : σ)(M) y
asíσ ∨ τ ≤ (τ : σ).

Las cuatro operaciones anteriores son asociativas y preservan el orden,∧ y ∨ son
conmutativas pero◦ y : no necesariamente lo son.

Observación 4.9.R-Pr con las operaciones∧ y ∨ forman una retícula.
Ya sabemos queR-Pr es un conjunto parcialmente ordenado. Seanσ, τ ∈ R-Pr y
veamos queσ ∧ τ = ı́nf{σ, τ} y queσ ∨ τ = sup{σ, τ}.
Es claro queσ ∧ τ ≤ σ y queσ ∧ τ ≤ τ . Seaη ∈ R-Pr tal queη ≤ σ y η ≤ τ ,
entonces para todoR-móduloM , η(M) ⊆ σ(M) y η(M) ⊆ τ(M). Por tanto
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η(M) ⊆ σ(M) ∩ τ(M) y asíη ≤ σ ∧ τ .
Por otra parte, seaa ∈ σ(M) entoncesa = a+0 ∈ σ(M)+ τ(M) luegoσ(M) ⊆
σ(M)+ τ(M). Similarmente podemos ver queτ(M) ⊆ σ(M)+ τ(M). Por tanto
σ ≤ σ ∨ τ y τ ≤ σ ∨ τ .
Ahora siη ∈ R-Pr tal queσ ≤ η y τ ≤ η, entonces para todoR-móduloM
tenemos queσ(M) ⊆ η(M) y τ(M) ⊆ η(M). Seaaσ + aτ ∈ σ(M) + τ(M),
entoncesaσ ∈ σ(M) ⊆ η(M) y aτ ∈ τ(M) ⊆ η(M) y por tantoaσ+aτ ∈ η(M).
Así σ ∨ τ ≤ η.

Definición 4.10.Un submóduloN ≤M se llamacompletamente invariantesi y
sólo si para cada endomorfismof :M �M se cumple quef(N) ≤ N .

Tenemos dos clases de prerradicales especialmente importantes.

Definición 4.11.SeaN un submódulo completamente invariante deM , se definen
los prerradicalesαM

N y ωM
N como sigue. Para cadaK ∈ R-Mod:

αM
N (K) = Σ{f(N) : f ∈ HomR(M,K)}

ωM
N (K) = ∩{f−1(N) : f ∈ HomR(K,M)}

Proposición 4.12.αM
N y ωM

N son prerradicales.

Demostración.ParaK ∈ R-Mod,αM
N ≤ K ya que para cadaf ∈ HomR(M,K),

f(N) ≤ K y ωM
N ≤ K porque para cadaf ∈ HomR(K,M), f−1(N) ≤ K.

Seaf : K � L y veamos quef(αM
N (K)) ≤ αM

N (L). Tomemosa ∈ αM
N (K)

entonces parai ∈ {1, ..., n} existenfi ∈ HomR(M,K) tal quea = b1 + ... + bn
conbi ∈ fi(N) para cadai. Definamos para cadai ∈ {1, ..., n}

hi := f ◦ fi :M � L

entonces para todoi ∈ {1, ..., n}, f(bi) ∈ f(fi(N)) = hi(N), luego

f(a) = f(b1) + ...+ f(bn) ∈ h1(N) + ... + hn(N),

asíf(a) ∈ αM
N (L) y por tantof(αM

N (K)) ≤ αM
N (L). Ahora tomemosf : K � L

y a ∈ ωM
N (K) entonces se cumple que para cadag : K � M , a ∈ g−1(N). Sea

h : L � M . Comof : K � L entoncesh ◦ f : K � M luego(h ◦ f)(a) ∈ N y
por tanto

f(ωM
N (K)) ≤ ωM

N (L).
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Observación 4.13.Para cadaσ ∈ R-Pr yM ∈ R-Mod, σ(M) es un submódulo
completamente invariante deM . En efecto, tomemosf :M �M entonces

f(σ(M)) ≤ σ(f(M)) ≤ σ(M).

Observación 4.14.Si M ∈ R-Mod y N es un submódulo completamente inva-
riante deM entonces

αM
N (M) = Σ{f(N) : f ∈ HomR(M,M)} ≤ N,

pues cadaf(N) ≤ N porqueN es completamente invariante.
Como1M ∈ HomR(M,M) entoncesN = 1M(N) ≤ αM

N (M) por tanto

αM
N (M) = N.

También tenemos que

ωM
N (M) = ∩{f−1(N) : f ∈ HomR(M,M)} ≥ N

pues para cadaf ,N ≤ f−1(N).
Como1M ∈ HomR(M,M) entoncesωM

N (M) ≤ 1−1
M (N) = N y por tanto

ωM
N (M) = N.

Proposición 4.15.SeanM ∈ R-Mod, σ ∈ R-Pr y N un submódulo completa-
mente invariante deM . Entoncesσ(M) = N si y sólo siαM

N ≤ σ ≤ ωM
N .

Demostración.Supongamos queσ(M) = N , seanK ∈ R-Mod y a ∈ αM
N (K)

entonces para cadai ∈ {1, ..., n} existenfi ∈ HomR(M,K) tales que

a = b1 + ...+ bn

donde para cadai, bi ∈ fi(N) = fi(σ(M)) ≤ σ(fi(M)) ≤ σ(K), por tanto
a ∈ σ(K) y así

αM
N (K) ≤ σ(K).

Por otra parte, tomemosg : K �M entonces

σ(K) = σ(g−1(M)) ≤ g−1(σ(M)) = g−1(N),

intersectando a cadag−1(N) tenemosσ(M) ≤ ωM
N (K).

Ahora supongamos queαM
N ≤ σ ≤ ωM

N y veamos queσ(M) = N . De la obser-
vación anterior tenemos que:

N = αM
N (M) ≤ σ(M) ≤ ωM

N (M) = N,
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y por tanto
σ(M) = N.

Proposición 4.16.Seanτ ∈ R-Pr, M ∈ R-Mod y para cadaα ∈ I, Mα ≤ M .
Entonces

1. τ(
∏

α∈I Mα) ≤
∏

α∈I τ(Mα)

2. τ(
⊕

α∈I Mα) =
⊕

α∈I τ(Mα)

Demostración. 1. Para cadaα ∈ I el siguiente diagrama conmuta por serτ
prerradical:

−֒−−−−−−−−�
−−

−�Pα↾τ

−−
−
−� Pα

−֒−−−−−−−−−−−�τ(
∏

α∈I

Mα)
∏

α∈I

Mα

τ(Mα) Mα

es decir, para cadaα ∈ I tenemos un morfismo

τ(
∏

α∈I

Mα) � τ(Mα)

entonces por la propiedad del producto existe un único morfismo

τ(
∏

α∈I

Mα) �∏

α∈I

τ(Mα)

y por tanto
τ(
∏

α∈I

Mα) ≤
∏

α∈I

τ(Mα).

2. Para cadaα ∈ I tenemos:

−֒−−−−−−−−−−−�−−
−
−
−�iα↾τ

−−
−
−
−� iα

−֒−−−−−−−−�τ(Mα) Mα

τ(
⊕

α∈I

Mα)
⊕

α∈I

Mα
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Entonces por la propiedad del coproducto, existe un morfismoúnico
⊕

α∈I

τ(Mα) � τ(
⊕

α∈I

Mα)

y por tanto
⊕

α∈I

τ(Mα) ≤ τ(
⊕

α∈I

Mα).

Por otra parte, seaX = (Xα)α∈I ∈ τ(
⊕

α∈I Mα) como

τ(
⊕

α∈I

Mα) �֒ τ(
∏

α∈I

Mα) �֒∏

α∈I

τ(Mα)

por la parte 1, entonces para cadaα,Xα ∈ τ(Mα), pero para casi todoα ∈ I
salvo un número finitoXα = 0, por tantoX ∈

⊕

α∈I τ(Mα) y así

τ(
⊕

α∈I

Mα) ≤
⊕

α∈I

τ(Mα).

Concluimos que
τ(
⊕

α∈I

Mα) =
⊕

α∈I

τ(Mα).

Teorema 4.17.Seaτ ∈ R-Pr. Entoncesτ = 1 si y sólo siτ(R) = R.

Demostración.Es claro que siτ = 1 entoncesτ(R) = R.
Supongamos queτ(R) = R y seaM ∈ R-Mod con x ∈ M . Definamos el
morfismofx : R � M tal quefx(r) = rx. Entonces existe un epimorfismo
f :

⊕

x∈M R �M luegof(
⊕

x∈M R) =M , por tanto

M = f(
⊕

x∈M

R) = f(
⊕

x∈M

τ(R)) = f(τ(
⊕

x∈M

R)) ≤ τ(f(
⊕

x∈M

R)) = τ(M).

Así queM ≤ τ(M) ≤M luegoτ(M) =M para cadaM ∈ R-Mod, por tanto

τ = 1.

Para seguir estudiando las propiedades sobre prerradicales son necesarias ciertas
propiedades sobre módulos que puntualizamos a continuación.
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Definición 4.18.Un móduloS es simple si sus únicos submódulos son0̄ y S.

R-Simp denotará un conjunto de representantes de todos losR-módulos simples.

Teorema 4.19.SeaM ∈ R-Mod no cero finitamente generado. Entonces todo
submódulo propio deM está contenido en un submódulo maximal. En particular,
M tiene submódulos maximales.

Demostración.SeaK un submódulo propio deM . ComoM es finitamente ge-
nerado, existenx1, ..., xn ∈M tales que

M = K +Rx1 + ...+Rxn.

Además podemos suponer quen es el mínimo número de elementos que necesito
para generar aM , entoncesL = K + Rx2 + ... + Rxn es un submódulo propio
deM .
ConsideremosP la colección de todos los submódulos propios deM que con-
tienen aL. Note queP 6= ∅ puesL ∈ P. AdemásN ∈ P si y sólo siL ⊆ N y x1
no pertenece aN .
P hereda el orden parcial deSub(M). Veamos que toda cadena deP tiene una
cota superior. SeaA una cadena deP y N =

⋃

A. Entonces tenemos que:

N es submódulo propio deM . En efecto, seana, b ∈ R,n,m ∈ N y veamos
quean + bm ∈ N . Comon,m ∈ N , existenN1, N2 ∈ A tal quen ∈ N1 y
m ∈ N2, peroA es cadena entoncesN1 ≤ N2 oN2 ≤ N1. Supongamos que
N1 ≤ N2 entoncesn,m ∈ N2, luegoan + bm ∈ N2 ⊆ N y asíN ≤ M .
Ahora siN = M entoncesx1 ∈ N luego existeK ∈ P tal quex1 ∈ K lo
cual no puede suceder. Por tantoN es submódulo propio deM .

L ≤ N porqueL ∈
⋃

A.

N es cota superior deA porqueN =
⋃

A.

Por el Lema de Zorn,P tiene un elemento maximalN ′. Por tantoN ′ es el submó-
dulo maximal deM que contiene aL.
En particularM siempre tiene submódulos maximales pues0̄ es submódulo pro-
pio deM .
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4.2. Propiedades del anillo en términos de la retícu-
la R-Pr

Para ofrecer una mejor comprensión de los siguientes resultados recordamos al-
gunas definiciones sobre teoría de módulos. Para los detalles sobre ciertas afirma-
ciones consultar referencia [1].

Definición 4.20.SeanM yK R-módulos yN un submódulo deM . Entonces:

1. N esesencialenM si para cadaL ≤ M se cumple que siN ∩ L = 0̄
entoncesL = 0̄.

2. Un monomorfismof : K � M se llamamonomorfismo esencialsi f(K)
es submódulo esencial deM .

3. UnR-móduloE es inyectivosi para todof ∈ HomR(K,E) y para todo
monomorfismog ∈ HomR(K,M) existeh ∈ HomR(M,E) tal queh◦g =
f .

4. Una pareja(E, j) es unacápsula inyectivadeM si E es unR-módulo
inyectivo yj ∈ HomR(M,E) es un monomorfismo esencial. Denotaremos
la cápsula inyectiva deM porE(M).

Observación 4.21.Para cada módulo existe una cápsula inyectiva y es única salvo
isomorfismo (se puede consultar el teorema 18.10 de [1]). Note además que para
todoN ≤ E(M) conN 6= 0̄ se cumple queN ∩M 6= 0̄.

Proposición 4.22.TodoR-móduloM se encaja como submódulo de un producto
de cápsulas inyectivas de módulos simples.

Demostración.SeanM ∈ R-Mod y m ∈ M conm 6= 0. Entonces〈m〉 ≤ M
es finitamente generado, luego por la proposición anterior〈m〉 tiene un submó-
dulo maximalL y así〈m〉/L es simple. SeaSm := 〈m〉/L, entonces tenemos el
siguiente diagrama:

−֒−−−−−−−−�−−
−� −−
−
−� fm

−֒−−−−−−−�〈m〉 M

Sm E(Sm)
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Ademásfm(m) 6= 0 puesm 6= 0. Por la propiedad del producto existe

M �֒ ∏

m∈Mr{0}

E(Sm).

Volviendo a nuestro estudio de prerradicales tenemos las siguientes propiedades.

Lema 4.23. Seaσ ∈ R-Pr. Si para cadaR-módulo simpleS, σ(E(S)) = 0
entoncesσ = 0.

Demostración.Supongamos que para cadaS ∈ R-Simp,σ(E(S)) = 0. Debemos
ver que paraM ∈ R-Mod,σ(M) = 0, pero por la proposición (4.22) sabemos que
todoR-móduloM se encaja en el producto de cápsulas inyectivas deR-módulos
simples, entonces tenemos:

σ(M) �֒ σ(
∏

m∈M

E(Sm)) �֒ ∏

m∈M

σ(E(Sm)) = 0

dondeE(Sm) es el submódulo simple descrito en la proposición (4.22).

Observación 4.24.Notar que siK ≤ N ≤ M y K yN son submódulos comple-
tamente invariantes deM entonces

αM
K ≤ αM

N y ωM
K ≤ ωM

N .

Teorema 4.25.R-Pr es una retícula atómica y coatómica. El conjunto de átomos
es

{αE(S)
S : S ∈ R − Simp}

y el conjunto de coátomos es

{ωR
I : I es ideal maximal de R}.

Demostración.Para la primera parte tomemosσ ∈ R-Pr conσ 6= 0. Por el lema
4.23, existeS ∈ R-Simp tal queσ(E(S)) 6= 0. ComoS es submódulo esencial
de su cápsula inyectivaE(S) y ademásσ(E(S)) ≤ E(S) conσ(E(S)) 6= 0 se
cumple queS ∩ σ(E(S)) 6= 0, peroS ∩ σ(E(S)) ≤ S y S es simple, luego
S ∩ σ(E(S)) = S. Por tanto,S ≤ σ(E(S)). ComoS y σ(E(S)) son submó-
dulos completamente invariantes de la cápsula inyectivaE(S), entonces por la
observación anterior

α
E(S)
S ≤ α

E(S)
σ(E(S))
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y por la proposición 4.15 tenemos que

α
E(S)
σ(E(S)) ≤ σ,

por tanto
α
E(S)
S ≤ σ.

Ahora seaτ ∈ R-Pr tal queτ < α
E(S)
S y veamos queτ = 0. Entonces

τ(E(S)) ≤ α
E(S)
S (E(S)) = S.

Si τ(E(S)) = S entonces por la proposición 4.15αE(S)
S ≤ τ lo que contradice

nuestra hipótesis. Por tantoτ(E(S)) < S conS simple, luegoτ(E(S)) = 0.
Por otra parte, tomemosS ′ ∈ R-Simp conS ′ ≇ S y veamos que también se
cumpleτ(E(S ′)) = 0. Tenemos que

τ(E(S ′)) ≤ α
E(S)
S (E(S ′)).

Afirmamos que

α
E(S)
S (E(S ′)) =

∑

{f(S) : f ∈ HomR(E(S), E(S
′))} = 0̄.

Supongamos que existef : E(S) � E(S ′) tal quef(S) 6= 0. ComoE(S ′) es
la cápsula inyectiva deS ′, entoncesS ′ ∩ f(S) 6= 0 y S ′ ∩ f(S) ≤ S ′, luego
S ′ ∩ f(S) = S ′ y por tantoS ′ ≤ f(S). Observe quef(S) es simple pues
f(S) ∼= S/Nuf ↾S y comoS es simple yf(S) 6= 0 entoncesNuf ↾S= 0,
asíf(S) ∼= S. EntoncesS ′ = f(S) puesS ′ 6= 0 por definición, obteniendo así
queS ′ ∼= S lo cual es una contradicción. Por tanto, para cadaf : E(S) � E(S ′)

se tiene quef(S) = 0 y asíαE(S)
S (E(S ′)) = 0. Así obtenemos queτ(E(S ′)) = 0

para cadaS ′ simple. Aplicando el lema 4.23τ = 0 y de esta formaαE(S)
S es un

átomo deR-Pr.

Para ver la segunda parte del teorema, seaσ ∈ R-Pr conσ 6= 1. Entoncesσ(R) �
R. SeaI un ideal maximal deR tal queσ(R) ≤ I.
Primero note queI es un submódulo completamente invariante deR. Supongamos
que existef : R � R tal queI < f(I). ComoI es maximal entoncesf(I) = R,
luego existea ∈ I tal quef(a) = 1 perof(a) = f(a · 1) = af(1), así que
1 = af(1) ∈ IR = I lo cual implica que1 ∈ I y es una contradicción. Por tanto,
debe suceder que para cualquierf : R � R, f(I) ≤ I, así queI es submódulo
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completamente invariante deR.
Entonces por la observación anterior

σ ≤ ωR
σ(R) ≤ ωR

I .

Ahora tomemosτ ∈ R-Pr tal queωR
I < τ , entonces

I = ωR
I (R) ≤ τ(R).

Si I = τ(R) entonces por la proposición 4.15 tenemos queτ ≤ ωR
I lo que con-

tradice nuestra suposición. Por tantoI < τ(R) ≤ R y comoI es maximal en
R entoncesτ(R) = R y por el teorema 4.17τ = 1, asíωR

I es un coátomo de
R-Pr.

Teorema 4.26.Seanσ, τ, η ∈ R-Pr, {σα}α ⊆ R-Pr, M ∈ R-Mod. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

1. a) (Ley Modular):σ ≤ τ implica queσ ∨ (τ ∧ η) = τ ∧ (σ ∨ η)

b) Si{σα}α es una familia dirigida entoncesτ ∧ (∨ασα) = ∨α(τ ∧ σα)

2. a) (∧ασα)τ = ∧α(σατ)

b) (∨ασα)τ = ∨α(σατ)

c) τ : ∧ασα = ∧α(τ : σα)

d) (τ : ∨ασα) = ∨α(τ : σα)

Demostración.SeaM ∈ R-Mod.

1. a) Supongamos queσ(M) ≤ τ(M). Tomemosa ∈ σ(M) + (τ(M) ∩
η(M)), entoncesa = b + c con b ∈ σ(M) ⊆ τ(M) y c ∈ τ(M) ∩
η(M). Entoncesa = b+ c conb, c ∈ τ(M), luegoa ∈ τ(M). Por otra
parte,a = b+c conb ∈ σ(M), c ∈ η(M) entoncesa ∈ σ(M)+η(M).
Por tanto

a ∈ τ(M) ∩ (σ(M) + η(M)).

Ahora seaa ∈ τ(M) ∩ (σ(M) + η(M)), entoncesa = b + c con
b ∈ σ(M) y c ∈ η(M), luegoc = a− b ∈ τ(M) ya queb ∈ σ(M) ⊆
τ(M) y a ∈ τ(M), por tantoc ∈ τ(M) ∩ η(M) así

a = b+ c ∈ σ(M) + (τ(M) ∩ η(M)).
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Por tanto, para cadaM ∈ R-Mod:

σ(M) + (τ(M) ∩ η(M)) = τ(M) ∩ (σ(M) + η(M)),

luego
σ ∨ (τ ∧ η) = τ ∧ (σ ∨ τ).

b) SeaM ∈ R-Mod y a ∈ τ(M) ∩ (
∑

α σα(M)) entoncesa ∈ τ(M) y
ademása = a1 + ... + an conai ∈ σαi

(M) para cadai ∈ {1, ..., n}.
Como{σα}α es una familia dirigida, existeβ ∈ I tal que parai ∈
{1, ..., n} σαi

≤ σβ , luegoa ∈ τ(M) ∩ σβ(M), por tanto

a ∈
∑

α

(τ(M) ∩ σα(M)).

Ahora tomemosa ∈ ∨α(τ ∧ σα)(M) entoncesa = b1 + ... + bn con
bi ∈ τ(M) ∩ σαi

(M) para cadai ∈ {1, ..., n}. Entoncesa ∈ τ(M) y
a ∈

∑

α σα(M), luego

a ∈ τ(M) ∩
∑

α

σα(M).

Por tanto
τ ∧ (∨ασα) = ∨α(τ ∧ σα).

2. a) ((∧ασα)τ)(M) = (∧ασα)(τ(M)) = ∩ασα(τ(M)) = ∩ασατ(M) =
(∧α(σατ))(M).

b) ((∨ασα)τ)(M) = (∨ασα)(τ(M)) =
∑

α σα(τ(M)) =
∑

α σατ(M) =
(∨α(σατ))(M).

c) (τ : ∧ασα)(M)/τ(M) = ∧ασα(M/τ(M)) = ∩ασα(M/τ(M)) =
∩α((τ : σα)(M)/τ(M)) = (∩α(τ : σα)(M))/τ(M) = (∧α(τ :
σα)(M))/τ(M).

d) (τ : ∨ασα)(M)/τ(M) = ∨ασα(M/τ(M)) =
∑

α σα(M/τ(M)) =
∑

α((τ : σα)(M)/τ(M)) = (
∑

α(τ : σα)(M))/τ(M)) = (∨α(τ :
σα)(M))/τ(M).
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Observe que el producto preserva supremos de un lado y el coproducto preserva
los ínfimos.

Para terminar la revisión de la estructura de retícula deR-Pr son necesarios al-
gunos conceptos de teoría de módulos y anillos que precisamos en seguida.

Definición 4.27.UnR-móduloM es semisimple si y sólo si

M =
∑

{S ≤M : S es simple}

Definición 4.28.Un anilloR es artiniano si toda cadena descendente de ideales
deR, I1 ⊇ I2 ⊇ ... ⊇ In ⊇ ... es finita.

Teorema 4.29.Todo anillo semisimple con unidad es artiniano.

Demostración.SeaR un anillo semisimple con unidad y consideremos una cade-
na estrictamente descendenteL1 ) L2 ) L3 ) ... de ideales deR. ComoR es
semisimple,R puede verse como una suma directa de ideales minimalesU1, ..., Uk

(ver proposición 3.4 de [23]). SiL1 ( R, podemos encontrarU1, ..., Uk1 ideales
minimales deR conk1 < k tales que

R = L1 ⊕ (U1 ⊕ ...⊕ Uk1).

ComoL2 ( L1, la sumaU1 ⊕ ...⊕ Uk1 no es maximal con respecto aL2 ∩ (U1 ⊕
...⊕ Uk1) = 0 ya que esto implicaría que

R = L2 ⊕ U1 ⊕ ...⊕ Uk1 = L1 ⊕ U1 ⊕ ...⊕ Uk1

y por tantoL1 = L2. Por consiguiente,

R = L2 ⊕ (U1 ⊕ ...⊕ Uk2)

conk1 < k2. Después de un número finito de pasos llegamos a

R = Ln ⊕ (U1 ⊕ ...⊕ Ukn),

es decir,Ln = 0 y por tanto la cadena es finita.

Teorema 4.30.SeaR un anillo entonces son equivalentes:

1. R es semisimple.
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2. TodoR-móduloM es semisimple.

Demostración.Ver prueba en referencia [1], 13.9 página 155.

Lema 4.31.SiR es semisimple entoncesR-Simp es finito.

Demostración.Ver prueba en referencia [1], 13.7 página 154.

Teorema 4.32.Son equivalentes:

1. R es anillo artiniano semisimple.

2. R-Pr es un álgebra booleana finita.

3. R-Pr es un álgebra booleana.

4. R-Pr es una retícula booleana grande.

5. Cadaσ ∈ R-Pr satisface

σ = ∨{αE(S)
S : α

E(S)
S ≤ σ}.

6. 1 = ∨{αE(S)
S : S ∈ R− Simp}.

7. Para cadaσ ∈ R-Pr, existeA ⊆ R-Simp tal queσ = socA donde

socA(M) =
∑

{S ≤M : S ∼= T ∈ A}.

Demostración.1) ⇒ 2)] Supongamos queR es artiniano semisimple entonces
todoR-móduloM es semisimple y todo submódulo deM es semisimple, luego
para cadaσ ∈ R−Pr,σ(M) es semisimple entonces

σ(M) = Σ{Si : Si simple}

Así, cada prerradical queda completamente determinado porsus valores enR-
Simp, por tantoR-Pr es isomorfa como retícula a la retícula de subconjuntos de
R-Simp, así tenemos queR-Pr es un álgebra Booleana finita.
2) ⇒ 3)] Es inmediato.
3) ⇒ 4)] Es inmediato.
4) ⇒ 5)] En cualquier retícula Booleana atómica, cada elemento es launión de
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los átomos que están por debajo de él y este hecho se extiende aretículas grandes.
5) ⇒ 6)] Es claro porque cada prerradical se representa como el supremo de
átomos, en particular1.
6) ⇒ 7)] Seaσ ∈ R-Pr. Siσ = 0 entonces para cadaS ∈ R-Simp,σ(E(S)) = 0

por tantoσ = ∨αE(S)
S .

Si σ 6= 0 entonces existeS ∈ R−Simp tal queσ(E(S)) 6= 0. Sea

A = {S ∈ R− Simp : σ(E(S)) 6= 0}.

Para cualquierR-módulo simpleS, σ(E(S)) 6= 0 entoncesαE(S)
S ≤ σ, luego

∨Aα
E(S)
S ≤ σ y ∨Aα

S
S = ∨Aα

E(S)
S puesE(S) = S.

Como1 = ∨{αE(S)
S : S ∈ R − Simp} entoncesE(S ′) = ∨αE(S)

S (E(S ′)) = S ′.
Luego

σ ≤ 1 = ∨αE(S)
S = ∨αS

S .

Por tanto
σ = ∨αS

S = socA.

7) ⇒ 1)] Para1 ∈ R−Pr existeA ⊆ R-Simp tal que1 = socA entonces

R = SocA(R) = Σ{S ≤ R : S es simple}

entoncesR es semisimple. Por el teorema (4.29),R es artiniano.



Capítulo 5

Retículas cuánticas

Cuando estudiamos retículas conmúnmente podemos encontrar retículas que po-
seen tres operaciones binarias, la conjunción∧ y disyunción∨ usuales y un pro-
ducto denotado por&. Un ejemplo de esto es la retícula de ideales de un anillo
estudiada por Ward y Dilworth1 en1939 y para lo cual proponen el concepto de
retícula residual. Cincuenta años más tarde Mulvey2 y Borceux3 reiniciaron dicho
estudio bajo el nombre decuantal(una retícula residual completa es un cuantal no
necesariamente idempotente), suponiendo que debía estar relacionado a la lógica
cuántica.

Por su parte Birkhoff y von Neumann [3] ya habían iniciado el estudio de la lógica
cuántica en1936, cuando mostraron que dado un sistema de mecánica cuánticaS,
el conjunto de proposiciones sobreSconstituye una retícula ortomodular y como
se vio en el capítulo2, Finch [8] declara la existencia de una operaciónproducto
en dichas retículas.

Veremos que aunque cuantales y retículas ortomodulares comparten propiedades
en común son claramente diferentes. En este capítulo vamos aconstruir una cate-
goría que contiene como objetos tanto a las retículas ortomodulares como a los
cuantales.

1WARD, M., DILWORTH, R.P.Transactions of the American Mathematical Society, 45, 335-
354, (1939).

2MULVEY, C., Communications at the meetings in OberwolfachParis and Brighton, (1983).
3BORCEUX, F.Bulletin of the Australian Mathematical Society1, 101-106, (1970).
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5.1. Definiciones

Definición 5.1. La categoría de retículas cuánticasQ se define como sigue:

Un objeto deQ es una retícula completa(Q,≤) provista de una operación
binaria& : Q×Q � Q que satisface:

(a) Para cadaq ∈ Q, _&q : Q � Q es un morfismo de conjuntos parcial-
mente ordenados.

(b) Para cadaq ∈ Q, _&q tiene adjunto derechoq � _.

Un morfismo de retículas cuánticas deQ1 enQ2 es una funciónf : Q1 � Q2

tal que:

1. f(1) = 1.

2. Para cada familia{qj}j ⊆ Q, f(∨jqj) = ∨jf(qj).

3. Para cadap, q enQ, f(p)&f(q) ≤ f(p&q).

Observación 5.2.Si se cumple la igualdad en 3 entonces se dice que el morfismo
es estricto. Por otra parte, observe que la adjunción significa que para cadap, q y
r enQ, p&q ≤ r si y sólo sip ≤ q � r.
Además, por el teorema del funtor adjunto (ver Apéndice) es claro que(b) puede
sustituirse por:

(b′) Para cadap ∈ Q y {qj}j ⊆ Q, (∨jqj)&p = ∨j(qj&p).

Por la propiedad anterior tenemos que en cualquier retículacuántica,0&q = 0 y
q � 1 = 1 para todoq ∈ Q.

Definición 5.3. SeaQ una retícula cuántica.

(a) Un elementoq enQ es:

1. idempotente si y sólo siq&q = q.

2. derecho si y sólo siq&1 = q.

3. izquierdo si y sólo si1&q = q.

4. bilateral si y sólo si cumple(2) y (3).

(b) Q se dirá idempotente o derecha (izquierda, bilateral respectivamente) si
para cadaq ∈ Q se cumple la propiedad correspondiente.
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(c) Q es asociativa si y sólo si la operación& es asociativa.

Lema 5.4. SeaQ una retícula cuántica izquierda, entonces para todop, q ∈ Q,
p ≤ q si y sólo sip � q = 1.

Demostración.1&p = p ≤ q si y sólo si1 ≤ p � q si y sólo si1 = p � q.

5.2. Ejemplos

Ejemplo 5.5. SeaL una retícula ortomodular cona&b = (a ∨ b⊥) ∧ b para cada
a, b ∈ L, donde⊥ denota la ortocomplementación.L es una retícula cuántica.
(Este ejemplo se expuso en el capítulo2).

Ejemplo 5.6. Cualquier local es una retícula cuántica si para cadaa, b en la retícu-
la, a&b = a ∧ b como se observó al inicio del capítulo3.

Ejemplo 5.7. De la definición de cuantal y la proposición 3.4 en el capítulo3
es inmediato que un cuantal es una retícula cuántica. Ademásun morfismo de
cuantales es un morfismo de retículas cuánticas.

Ejemplo 5.8. SeanQ una retícula completa yj : Q � Q un morfismo de conjun-
tos parcialmente ordenados tales que dadoq ∈ Q, {pi}i ⊆ Q se cumple que

(∨ipi) ∧ j(q) = ∨i(pi ∧ j(q)).

Entoncesp&q = p ∧ j(q) cumple para todoq ∈ Q que sia ≤ b entonces

a&q = a ∧ j(q) ≤ b ∧ j(q) = b&q,

y como
(∨ipi)&q = (∨ipi) ∧ j(q) = ∨i(pi ∧ j(q)) = ∨i(pi&q),

entonces _&q tiene adjunto derecho y asíQ es una retícula cuántica.
Note que en particular cuandoQ es un local,j : Q � Q puede ser cualquier
morfismo de conjuntos parcialmente ordenados.

Finalmente examinemos el último de los ejemplos de retículacuántica ya estudia-
dos en el presente trabajo.
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Ejemplo 5.9. Consideremos la categoríaR-Mod deR-Módulos, conR un anillo
y 1 : R-Mod � R-Mod el funtor identidad. Como ya sabemos, un prerradical
sobreR-Mod es un subfuntor de1. Denotaremos a los prerradicales deR-Mod
porR-Pr; recordemos que podemos convertir esta clase en una retícula completa
como sigue:
Dadosσ y τ enR-Pr y{σi}i ⊆ R-Pr, definimos el orden

σ ≤ τ si y sólo si para cadaA ∈ R-Mod: σ(A) ≤ τ(A).

Además para cadaA ∈ R-Mod

(∧iσi)(A) =
⋂

i σi(A) y (∨iσi)(A) =
∑

i σi(A)

Tenemos al menos dos formas de hacer aR-Pr una retícula cuántica: podemos
definir σ&τ = σ ◦ τ , la composición de prerradicales, o bien,(R-Pr)op es una
retícula cuántica con la operación coproducto definida en elcapítulo 4,σ&τ =
(τ : σ) donde(τ : σ) cumple que para cadaA ∈ R-Mod,

(τ : σ)(A)/τ(A) = σ(A/τ(A)).

Para ambas elecciones de& se verifica que _&τ es un morfismo de conjuntos
parcialmente ordenados que preserva supremos arbitrariosy también ínfimos. En
efecto, seanσ, τ, η ∈ R-Pr yA ∈ R-Mod.

Si σ ≤ τ , entonces

(σ&η)(A) = (σ ◦ η)(A) = σ(η(A)) ≤ τ(η(A)) = (τ ◦ η)(A) = (τ&η)(A).

Por otra parte,
((σ ∨ τ)&η)(A) = (σ ∨ τ) ◦ η(A) = σ(η(A)) + τ(η(A)) = (σ ◦ η)(A) +
(τ ◦ η)(A) = ((σ ◦ η) ∨ (τ ◦ η))(A) = ((σ&η) ∨ (τ&η))(A)
y
((σ∧τ)&η)(A) = (σ∧τ)◦η(A) = (σ∧τ)(η(A)) = σ(η(A))∩τ(η(A)) =
(σ ◦ η)(A) ∩ (τ ◦ η)(A) = ((σ ◦ η) ∧ (τ ◦ η))(A).

Si σ ≤ τ entonces

(η : σ)(A)/η(A) = σ(A/η(A)) ≤ τ(A/η(A)) = (η : τ)(A)/η(A),

luego
(η : σ)(A) ≤ (η : τ)(A),
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por tanto
σ&η ≤ τ&η.

Por otra parte,
(η : (σ ∨ τ))(A)/η(A) = (σ ∨ τ)(A/η(A)) = σ(A/η(A)) + τ(A/η(A)) =
(η : σ)(A)/η(A) + (η : τ)(A)/η(A) = ((η : σ) ∨ (η : τ))(A)/η(A),
luego

(η : (σ ∨ τ))(A) = ((η : σ) ∨ (η : τ))(A),

y así
(σ ∨ τ)&η = ((σ&η) ∨ (τ&η)).

Análogamente se tiene que
(η : (σ ∧ τ))(A)/η(A) = (σ ∧ τ)(A/η(A)) = σ(A/η(A)) ∩ τ(A/η(A)) =
(η : σ)(A)/η(A) ∩ (η : τ)(A)/η(A) = ((η : σ) ∧ (η : τ))(A)/η(A),
entonces

(η : (σ ∧ τ))(A) = ((η : σ) ∧ (η : τ))(A),

concluyendo que

(σ ∧ τ)&η = ((σ&η) ∧ (τ&η)).

De la observación anterior podemos concluir que la categoría opuesta(R-Pr)op

también es una retícula cuántica cuando consideramos& = (:).

Observación 5.10.Note que una retícula ortomodular es idempotente y bilateral.
Los cuantales son asociativos mientras que las retículas ortomodulares no nece-
sariamente lo son como observamos en (2.2).

Observación 5.11.Podemos observar queR-Pr es una retícula cuántica bilate-
ral asociativa con cualquiera de los dos productos que elijamos. Se cumple por
propiedad general para cuando& := ◦, veamos para el coproducto.
Seanσ, τ, η ∈ R-Pr yA ∈ R-Mod.

((σ&τ)&η)(A) = (η : (σ&τ))(A) = (η : (τ : σ))(A),

donde
(η : (τ : σ))(A)/η(A) = (τ : σ)(A/η(A))

y
(τ : σ)(A/η(A))/τ(A/η(A)) = σ((A/η(A))/τ(A/η(A))).
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Por otra parte,

(σ&(τ&η))(A) = ((τ&η) : σ)(A) = ((η : τ) : σ)(A),

donde
((η : τ) : σ)(A)/(η : τ)(A) = σ(A/(η : τ)(A))

y
(η : τ)(A)/η(A) = τ(A/η(A)).

Entonces

((η : τ) : σ)(A)/(η : τ)(A)

η(A)
=

((η : τ) : σ)(A)/η(A)

(η : τ)(A)/η(A)
=

((η : τ) : σ)(A)/η(A)

τ(A/η(A))

y

((η:τ):σ)(A)/(η:τ)(A)
η(A)

= σ(A/(η:τ)(A))
η(A)

= σ( A/η(A)
(η:τ)(A)/η(A)

) = σ( A/η(A)
τ(A/η(A))

) = (τ :σ)(A/η(A))
τ(A/η(A))

luego
((η : τ) : σ)(A)

η(A)
= (τ : σ)(A/η(A)) =

(η : (τ : σ))(A)

η(A)
,

se sigue que
((η : τ) : σ)(A) = (η : (τ : σ))(A),

y así
(η : τ) : σ = η : (τ : σ),

obteniendo que
σ&(τ&η) = (σ&τ)&η.

Veamos ahora que la retícula es bilateral. Como estamos en(R-Pr)op debemos ver
que

σ&0 = σ = 0&σ.

(0&σ)(A) = (σ : 0)(A) = P−1
σ (0(A/σ(A))) = P−1

σ (0) = σ(A)

y

(σ&0)(A) = (0 : σ)(A) = P−1
0 (σ(A/0(M))) = P−1

0 (σ(A)) = σ(A).

Si σ ∈ R-Pr es tal queσ ◦ σ = σ entonces aσ se le llama prerradical idempotente
y si (σ : σ) = σ entoncesσ es llamado radical.
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5.3. Algunas propiedades

Como observamos en el capítulo2, en retículas ortomodulares la operación&
podría interpretarse como una conjunción lógica no conmutativa. CuandoQ es
ortomodular o un cuantal idempotente,& generaliza a∧ en el siguiente sentido:
parap, q ∈ Q

p ∧ q ≤ p&q.

En retículas cuánticas se tiene el siguiente resultado.

Proposición 5.12.SeaQ una retícula cuántica izquierda, para cadap, q ∈ Q,p∧
q ≤ p&q si y sólo si para cadap, q ∈ Q, p � q = p � (p&q).

Demostración.(=⇒) Como _&q es preservador de orden,p&q ≤ 1&q = q y
p � _ también es preservador de orden entonces siempre se cumple

p � (p&q) ≤ p � q.

Por otra parte,p � q ≤ p � (p&q) si y sólo si (p � q)&p ≤ p&q, pero
(p � q)&p ≤ 1&p = p y p � q ≤ p � q implica que(p � q)&p ≤ q, por tanto

(p � q)&p ≤ p ∧ q ≤ p&q

y así
p � q = p � (p&q).

(⇐=) Por el Lema (5.4) se tiene que1 = (p ∧ q) � q y por hipótesis(p ∧ q) �
q = (p ∧ q) � ((p ∧ q)&q). Entonces

(p ∧ q) � ((p ∧ q)&q) = 1,

y por Lema (5.4) y el hecho de que _&q preserva el orden tenemos que

p ∧ q ≤ (p ∧ q) q ≤ p&q.

En el caso de cuantales esto hace quep&_ sea un morfismo de conjuntos par-
cialmente ordenados para cadap ∈ Q. Si tenemos una retícula cuántica bilateral
Q que cumplap ∧ q ≤ p&q, como es el caso de una retícula ortomodular, en-
tonces esta propiedad implica queQ es un local, como se muestra en la siguiente
proposición.
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Proposición 5.13.SeaQ una retícula cuántica bilateral que satisface para cada
p, q ∈ Q, p ∧ q ≤ p&q, entonces siempre quep&_ es un morfismo de conjuntos
parcialmente ordenados para cualquierp ∈ Q, se tiene queQ es un local.

Demostración.Seanp, q ∈ Q, tenemos quep&q ≤ 1&q = q y p&q ≤ p&1 = p,
entoncesp&q ≤ p ∧ q y por tantop ∧ q = p&q. Así,Q es un local porque _∧ q
preservará supremos arbitrarios para todoq ∈ Q.

SiQ es una retícula ortomodular, la propiedad anterior implicaqueQ es un álge-
bra Booleana.

Finalmente veamos un último ejemplo de retícula cuántica. SeaQ una∨-retícula,
es decir, los morfismos entre ella preservan a∨, entonces la retícula de endomor-
fismos deQ, End(Q) es una retícula cuántica si definimos las siguientes rela-
ciones paraf y g ∈ End(Q):

f ≤ g si y sólo si para cadaq ∈ Q se tiene quef(q) ≤ g(q)

f ∧ g : Q � Q es un morfismo tal que para cadaq ∈ Q, (f ∧ g)(q) = f(q)∧ g(q)

f ∨ g : Q � Q es un morfismo que está dado para cadaq ∈ Q por:

(f ∨ g)(q) = f(q) ∨ g(q).

Y definimos la operación & comof&g = g ◦ f .
Entonces(End(Q),&) es una retícula cuántica. Como las definiciones de∧ y ∨
enEnd(Q) son puntuales, las propiedades de retícula deEnd(Q) se siguen de las
propiedades de retícula deQ. Veamos queEnd(Q) es cuántica.

(a) Seanf, g, h ∈ End(Q) y supongamos queg ≤ h. Entonces(_&f)(h) =
h&f = f ◦ h y (_&f)(g) = g&f = f ◦ g. Tomemosq ∈ Q, comof
preserva el orden tenemos que

(f ◦ g)(q) = f(g(q)) ≤ f(h(q)) = (f ◦ g)(q),

luego
g&f ≤ h&f

y por tanto _&f es morfismo de conjuntos parcialmente ordenados.
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(b) Seaf ∈ End(Q) y veamos que _&f tiene adjunto derecho. Tomemos{gi}i ⊆
End(Q) y seaq ∈ Q, entonces
((∨igi)&f)(q) = (f ◦ (∨igi))(q) = f(∨igi(q)) = ∨i(f(gi(q))) = (∨i(f ◦
gi))(q) = (∨i(gi&f))(q),
por tanto(∨igi)&f = ∨i(gi&f), es decir, _&f preserva supremos arbitra-
rios.

Tomemos una retícula cuánticaQ y consideremos la aplicación

f : Q � End(Q)

b 7−� fb

de tal forma quefb está dada porfb(a) = a&b para cadaa ∈ Q. Como _&b dis-
tribuye supremos arbitrarios para cadab ∈ Q, entoncesfb pertenece aEnd(Q).
Si para todoa ∈ Q, a&_ tiene adjunto derecho entonces para{bi}i ⊆ Q, f(∨ibi) =
f∨ibi y para cadaa ∈ Q se cumple que:

f∨ibi(a) = a&(∨ibi) = ∨i(a&bi) = ∨i(fbi(a)) = (∨ifbi)(a) = (∨if(bi))(a)

y por tanto
f(∨ibi) = ∨if(bi).

Así quef es un morfismo de∨-retículas.
Más áun, siQ es asociativa, entonces

fb&c(a) = a&(b&c) = (a&b)&c = fc ◦ fb(a) = (fb&fc)(a),

es decir,f(b&c) = f(b)&f(c), así quef es un morfismo estricto de retículas
cuánticas.
Denotemos porE(Q) a la imagen def enEnd(Q) y porQID a la categoría de
cuantales idempotentes derechos.

Teorema 5.14.SeaQ un cuantal idempotente derecho. Entonces la correspon-
denciaη : QID � LOC tal que a cadaQ 7� E(Q) nos proporciona un funtor de
cuantales en locales.

Demostración.Sea un cuantal idempotente derechoQ, entonces por la Proposi-
ción 3.10 para cadaa, b, c ∈ Q se cumple quea&b&c = a&c&b, por tanto,

fb&fc = fb&c = fc&b = fc&fb,
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así quefb&fc = fb ∧ fc por la observación 3.12 y por tantoE(Q) es un local. Por
las últimas observacionesf es un morfismo de cuantales. Además, dado cualquier
morfismo de cuantalesφ : Q1 � Q2 entonces

η(φ) := α : E(Q1) � E(Q2)

fb 7−� fφ(b)

es un morfismo de locales. En efecto, sean{bi} ⊆ Q1 entonces

α(∨ifbi) = α(f(∨ibi)) = fφ(∨ibi) = f∨iφ(bi) = ∨if(φ(bi)) = ∨ifφ(bi) = ∨iα(fbi),

y si b, c ∈ Q1 entonces

α(fb&fc) = α(fb&c) = fφ(b&c) = fφ(b)&φ(c) = fφ(b)&fφ(c) = α(fb)&α(fc).

Así queη es un funtor.

CuandoQ es un cuantal idempotente derecho, se puede demostrar que laasig-
naciónf : Q � E(Q) es una reflexión, esto es, la inclusión deLOC enQID
tiene adjunto izquierdo. Este es un hecho interesante porque podría aportar una
caracterización de los subcuantales espaciales por medio de las ya existentes de
sublocales espaciales. No entraremos en más detalles sobreesto porque sale del
objetivo de este trabajo, sin embargo representa un posiblecampo de estudio a
futuro.
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Conclusiones

Los prerradicales constituyen el área más inexplorada, desde este punto de vista,
de las tratadas aquí debido a su reaparición en las últimas décadas. Aún cuando el
estudio de prerradicales tuvo su origen a mediados del siglopasado, fue hasta el
año 2000 cuando se empezó la investigación de la estructura de retícula de todos
los prerradicales, llevada a cabo por un grupo de algebristas mexicanos encabeza-
do por el Dr. Francisco Raggi.

En este momento las retículas cuánticas se convierten en el vínculo adecuado para
explorar las estructuras menos conocidas, los prerradicales por ejemplo, haciendo
uso del amplio conocimiento que ya se tiene de los cuantales.Un ejemplo de ello
es la noción de objetos inyectivos y proyectivos ya analizada en la categoría de
cuantales1 que nos lleva a plantearnos el interrogante de si es posible conseguir
caracterizaciones de dichos objetos en prerradicales o retículas ortomodulares.

Otro ejemplo de investigación vigente es el artículo “Distributive Quantales” de
David Kruml, en donde se define una especie de distributividad para generalizar
algunos resultados de locales a cuantales. La distributividad es una propiedad bas-
tante necesaria en gran cantidad de resultados, por ejemplosobre locales regulares
compactos o espacialidad algebraica, propiedad que se pierde cuando hacemos la
generalización no conmutativa de local, el concepto de cuantal, limitando la adop-
ción de muchos resultados de locales2.

1Para una caracterización de objetos inyectivos y proyectivos en cuantales se puede consultar
la referencia [24]

2En [13] se propone el concepto de cuantal distributivo dondela carencia de distributividad se
sustituye por un axioma extra.
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Recorriendo un camino distinto al sugerido hasta ahora, podríamos retomar la ex-
ploración que hay en prerradicales sobre los conceptos de primos y coprimos e
intentar establecer resultados análogos en retículas ortomodulares. Incluso existe
un enfoque general a filtros de Gabriel en cuantales en [21], donde se generalizan
resultados de una subrretícula de prerradicales a cuantales y quizás se puede pen-
sar en hacer algo similar en retículas ortomodulares.

Estas son sólo algunas líneas que pueden seguirse y tampoco pretendemos ser
exhaustivos, seguramente se nos han escapados muchas otrasaplicaciones del es-
tudio de las retículas cuánticas y los respectivos ejemplosaquí estudiados, lo único
que pretendemos es dar una idea de cómo se puede emplear la generalización que
aportan las retículas cuánticas.



Capítulo 7

Apéndice

7.1. Categorías

La teoría de Categorías estudia de manera abstracta las estructuras matemáticas y
sus relaciones, presentando nuevas perspectivas sobre gran variedad de resultados
ya conocidos y aportando mayor claridad en su estudio. Por otra parte, el grado de
abstracción con el cual trabaja permite reconocer características que pasan desa-
percibidas cuando se trabaja dentro de la teoría que estudiamos.

En este apéndice se presentan los conceptos de Categorías referentes a un cur-
so elemental y que consideramos esenciales para la lectura de este trabajo, sin
embargo se puede consultar [4] y [9] para una exposición más detallada.

Definición 7.1. Unacategoríaes una quíntupleC = (O,M, dom, cod, ◦) donde:

i O es un clase cuyos miembros se llamanC−objetos,

ii M es una clase cuyos miembros se llamanC−morfismos,

iii dom y cod son funciones deM enO ( paraf ∈ M, dom(f) se llama dominio
def , y cod(f) se llama codominio def ),

iv ◦ es una función de

D = {(f, g) | f, g ∈ M∧ dom(f) = cod(g)}

enM, llamada ley de composición deC (◦(f, g) se escribe comof ◦ g y
decimos quef ◦ g está definida si y sólo si(f, g) ∈ D),

69
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tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Sif ◦g está definida entoncesdom(f ◦g) = dom(g) y cod(f ◦g) = cod(f),

2. Sif ◦ g y g ◦ h están definidas,f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h,

3. Para cadaC−objetoA existe unC−morfismoe tal quedom(e) = A =
cod(e) y

Sif ◦ e está definida,f ◦ e = f y

Si e ◦ g está definida,e ◦ g = g,

4. Para cada par deC−objetos(A,B), la clase

homC(A,B) = {f | f ∈ M, dom(f) = A, cod(f) = B}

es un conjunto.

Observación 7.2.Dada una categoríaC,

1. La clase deC−objetos se denota porOb(C) o | C |.

2. La clase deC−morfismos se denota porMor(C).

3. Generalmente se omite el subíndice para indicar la categoría enhom cuando
el contexto es claro.homC también es denotada porC(A,B), y conf : A �
B denotamos quef ∈ C(A,B).

4. El C−morfismoe en (3) de la definición anterior es el único que satisface
dichas propiedades, se llamaC−identidad o identidad deA y se denota por
1A.

Definición 7.3. Se dice que una categoríaC es:

1. PequeñasiOb(C) es un conjunto.

2. Finita siOb(C) yMor(C) son conjuntos finitos.

3. Discretasi todos sus morfismos son identidades.

Ejemplo 7.4. La categoríaCON cuya clase de objetos es la claseU de todos
los conjuntos y para cadaA,B ∈ U , CON (A,B) es el conjunto de todas las
funciones deA enB. CON se llama la categoría de conjuntos.
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Ejemplo 7.5. La categoríaT OP cuya clase de objetos es la clase de todos los
espacios topológicos, y dadosA y B espacios topológicos,T OP(A,B) es el
conjunto de todas las funciones continuas deA enB. T OP se llama la categoría
de espacios topológicos.

En este trabajo es de especial interés la categoría de conjuntos parcialmente orde-
nados para el estudio de las retículas.

Ejemplo 7.6. Dado un conjunto parcialmente ordenado(X,≤) podemos verlo
como una categoríaC de la siguiente manera:

Ob(C) = X

Parax, y ∈ X :

C(x, y) =

{

{∗yx} si x ≤ y
∅ en otro caso

Es decir,∗yx : x � y si y sólo six ≤ y. En este caso,dom(∗yx) = x y cod(∗yx) = y.
Dadosx, y, z ∈ X, tales que∗yx y ∗zy son morfismos deC, entonces la composición
se define como sigue:∗zy ◦ ∗yx = ∗zx que está bien definida porquex ≤ y ≤ z.
Además es asociativa, pues six, y, z, w ∈ X son tales quex ≤ y ≤ z ≤ w se
tiene que:

∗wz ◦ (∗zy ◦ ∗
y
x) = ∗wz ◦ ∗zx = ∗wx = ∗wy ◦ ∗yx = (∗wz ◦ ∗zy) ◦ ∗

y
x

Por otra parte, dadox ∈ X, como” ≤ ” es reflexiva existe∗xx tal que siy ≤ x ≤ w
entonces:

∗wx ◦ ∗xx = ∗wx y ∗xx ◦∗
y
x = ∗yx.

Ejemplo 7.7. La categoría de conjuntos parcialmente ordenadoses aquella
cuyos objetos son los conjuntos parcialmente ordenados y cuyos morfismos son
las funciones monótonas, es decir, dadosA yB conjuntos parcialmente ordenados

hom((A,≤A), (B,≤B)) := {f | f : A � B función tal que six ≤A y entonces
f(x) ≤B f(y)}

La composición es la usual de funciones. A esta categoría se le denota porPOS .

Ejemplo 7.8. SeaR un anillo con unidad. Una pareja(M,λ) es unR-módulo
izquierdo siM es un grupo abeliano (con notación aditiva) yλ : R � End(M)
es un homomorfismo de anillos cuandoM 6= 0. Es decir, para cadaa ∈ R, existe
un homomorfismoλ(a) :M �M que cumple para cadax, y ∈ M y b ∈ R:
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1. λ(a)(x+ y) = λ(a)(x) + λ(a)(y)

2. λ(a+ b)(x) = λ(a)(x) + λ(b)(y)

3. λ(ab)(x) = λ(a)(λ(b)(x))

4. λ(1)(x) = x

En la práctica, se elimina la escritura deλ, pensando dicha operación como una
multiplicación por escalar izquierda, y adoptando la notación ax paraλ(a)(x). De
manera similar se define unR-módulo derecho.

R-Moddenota la categoría cuya clase de objetos son todos losR-módulos izquier-
dos y cuyos morfismos son los homomorfismos deR-módulos, es decir, paraA
y B R−módulos,f ∈ Hom(A,B) si y sólo sif es un morfismo de grupos y
además parar ∈ R y a ∈ A satisface quef(ra) = rf(a). La ley de composición
es la usual.

Definición 7.9. Dada una categoríaC = (O,M, dom, cod, ◦), sucategoría o-
puestao categoríadual esCop = (O,M, cod, dom, ∗) donde∗ está definido por

f ∗ g = g ◦ f.

Observación 7.10.Dada una categoríaC

1. Cop es una categoría.

2. (Cop)op = C.

3. C y Cop tienen los mismos objetos y morfismos, pero las funciones dominio
y codominio se intercambian y las leyes de composición son laopuesta una
de la otra.

La última definición permite definir para cualquier conceptocategórico un con-
cepto dual, y para cualquier afirmación categórica una afirmación dual. SiP es una
propiedad en términos de objetos y morfismos de una categoríaC, la propiedad du-
al P op es la correspondiente propiedad deCop.

Principio de dualidad para categoríasSiP es una proposición categórica que
se verifica para todas las categorías, entoncesP op también se verifica para todas
las categorías.
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Definición 7.11.SeanC una categoría yf un morfismo enC, entonces:

1. f se llamamonomorfismoen C o C−monomorfismo, si para cadah y k
morfismos enC tales quef ◦ h = f ◦ k, se tiene queh = k.

2. f se llamaepimorfismoenC o C− epimorfismo, si para cadah y k morfis-
mos enC tales queh ◦ f = k ◦ f , entoncesh = k.

3. f se llamabimorfismoenC o C−bifmorfismo, si es un monomorfismo y un
epimorfismo enC.

Observación 7.12.En las categoríasCON , T OP ,POS yR−Mod los monomor-
fismos son los morfismos que son inyectivos sobre los conjuntos subyacentes y los
epimorfismos son los morfismos sobreyectivos sobre los conjuntos subyacentes.

Definición 7.13. SeanC y D categorías.F : C � D es unfuntor ( o funtor
covariante) deC enD si satisface:

1. Para cada objetoA deC, F (A) ∈ Ob(D),

2. Sif : A � B es unC−morfismo, entoncesF (f) : F (A) � F (B) es un
D−morfismo,

3. F preserva la composición: Sif : A � B y g : B � C sonC−morfismos
entoncesF (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

4. F preserva identidades: Para cada objetoA deC, F (1A) = 1F (A).

Observación 7.14.Cuando evaluamos un funtorF en algún objeto o morfismo
comúnmente se omiten los paréntesis, es decir,F (D) := FD y F (f) = Ff .
Además el funtor identidad en una categoríaA se denota por1A o simplemente1
cuando resulta claro de qué categoría hablamos.

Ejemplo 7.15. Los funtores entre dos conjuntos parcialmente ordenados son pre-
cisamente las funciones preservadoras de orden. Sean(A,≤A) y (B,≤B) dos con-
juntos parcialmente ordenados yF : (A,≤A) � (B,≤B) un funtor, entonces da-
dosa, b ∈ A tales quea ≤A b entonces hay un único morfismof : a � b, luego
F (f) : F (a) � F (b) lo cual implica queF (a) ≤B F (b).
Ahora si tenemos una función preservadora de ordenα : (A,≤A) � (B,≤B)
entonces dado un morfismof : a � b en (A,≤A) tenemos quea ≤A b luego
α(a) ≤B α(b), es decir, obtenemos un morfismoα(f) : α(a) � α(b) en(B,≤B).
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Queα preserva la composición se sigue de manera análoga, pues si tomamos mor-
fismosf : a � b y g : b � c esto implica quea ≤A b y b ≤A c entoncesa ≤A c
y comoα preserva el ordenα(a) ≤B α(c), y por otra parte también tenemos
queα(a) ≤B α(b) y α(b) ≤B α(c), así que llegamos a lo mismo. Es claro que
α preserva identidades pues comoa ≤A a entoncesα(a) ≤B α(b). Y asíα es
funtor.

Definición 7.16. SeanC y D categorías.F : C � D es unfuntor contravariante
deC enD si satisface:

1. Para cada objetoA enC, F (A) ∈ Ob(D),

2. Sif : A � B es unC−morfismo, entoncesF (f) : F (B) � F (A) es un
D−morfismo,

3. F invierte la composición: Sif : A � B y g : B � C sonC−morfismos
entoncesF (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g).

4. F preserva identidades: Para cada objetoA enC, F (1A) = 1F (A).

Ejemplo 7.17. Se llama categoría concreta a aquella en la cual los morfismosson
funciones, es decir, paraA y B objetos de la categoría,hom(A,B) ⊆ {f : A �
B | fes función}. Para cualquier categoría concretaC, hay un funtorU : C �
CON definido por:

En objetos: Para cada objetoA enC, U(A) es el conjunto subyacente,

En morfismos: DadosA y B objetos enC, y f ∈ C(A,B),

U(f) ∈ CON (U(A), U(B)).

U se llamafuntor que olvida o funtor subyacente sobreC.

Definición 7.18. SeanF,G : A � C funtores. Unatransformación naturalde
F a G es una tercia(F, η,G) dondeη : Ob(A) � Mor(C) es una función que
satisface las siguientes condiciones:

1. Para cada objetoA enA : η(A) := ηA : F (A) � G(A) es unC−morfismo

2. Para cualquierf : A � A′ ∈Mor(A): G(f) ◦ ηA = ηA′ ◦ F (f).
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−−−�ηA

−−
−
−
−
−�f −−

−
−
−�F (f)

−−
−
−
−� G(f)

−−−�ηA′

A F (A) G(A)

A′ F (A′) G(A′)

Denotaremos la transformación natural comoη : F =⇒ G.

Definición 7.19.SeanF,G : A � C funtores.

1. Una transformación natural(F, η,G) se llamaisomorfismo naturalo e-
quivalencia natural si para todoA ∈ Ob(A), ηA esC−isomorfismo.

2. Se dice queF y G son isomorfos naturalmenteo naturalmente equiva-
lentes, lo cual se denota porF ∼= G, si y sólo si existe un isomorfismo natu-
ral deF aG.

Observación 7.20.Si F,G,H : A � C son funtores,η : F =⇒ G, ǫ : G =⇒ H
son transformaciones naturales, la composición deη con ǫ es el triple(F, λ,H)
dondeλ : Ob(A) �Mor(C) y tal que para cadaA ∈ Ob(A),

λA := λ(A) = ǫ(A) ◦ η(A) = ǫA ◦ ηA

Denotamos porǫ ◦ η a (F, λ,H). Además la composición de transformaciones
naturales es asociativa.

Existe otra forma de operar transformaciones naturales denominado producto es-
trella.

Definición 7.21.SeanA,B, C categorías,

−−−−−−�F

−−−−−−�
G

−−−−−−�H

−−−−−−�
K

A B C

funtores yη : F =⇒ G, δ : H =⇒ K tranformaciones naturales. La transforma-
ción natural

δ ⋆ η : H ◦ F =⇒ K ◦G

se define para cadaA objeto enA como(δ ⋆ η)A : HFA � KGA con

(δ ⋆ η)A = (δ ⋆ η)(A) := δG(A) ◦H(ηA) = K(ηA) ◦ δF (A)
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Observación 7.22.El producto estrella es asociativo. Además si consideramosla
transformación natural identidad sobre el funtorF , 1F : F ⇒ F (abusando de
la notación se escribeF en lugar de1F ) y tomando también la transformación
natural identidad en el funtorH, entonces tenemos:

(δ ⋆ F )A = δF (A) ◦H(1F (A)) = δF (A)

(H ⋆ η)A = 1H(G(A)) ◦H(ηA) = H(ηA).
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7.2. (Co) Conos (Co) Límite

Definición 7.23.SeaC una categoría,

(1) Un objeto1 deC, esterminal o final, si para cada objetoc enC existe exac-
tamente un morfismo dec a 1.

(2) Un objeto0 deC esinicial , cuando para cada objetoc enC existe exactamente
un morfismo de0 a c.

Ejemplo 7.24. En la categoríaCON el conjunto vacío es el objeto inicial y
cualquier singular es un objeto terminal.

Definición 7.25.SeanC y D categorías yF : D � C un funtor. UnconodeF es
una pareja(C, {pD}D∈Ob(D)) donde:

1. C es un objeto deC

2. Para cada objetoD enD, pD : C � FD es un morfismo enC de tal forma
que dadod : D � D′ ∈Mor(D), se cumple quepD′ = Fd ◦ pD.

−−−−−−�pD′

−−
−
−�pD

−−�
Fd

−−−−�
d

C

FD FD′

D D′

Definición 7.26. DadasC y D categorías yF : D � C un funtor, uncono límite
de F es un cono(L, {pD}D∈Ob(D)) deF tal que para cada cono(M, {qD}D∈Ob(D))
sobreF , existe un único morfismom :M � L tal que para cadaD ∈ Ob(D) :

qD = pD ◦m.

−−−−−−�m
−−−−−−−−−�qD

−−
−
−
−
−� pDM L

FD
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Proposición 7.27.Si un funtorF : D � C admite un cono límite éste es único
salvo isomorfismos.

Demostración.SeanF : D � C un funtor y(L, {pD}D∈Ob(D)) y (M, {qD}D∈Ob(D))
conos límite deF . ComoL es límite existem : M � L tal que el primer trián-
gulo conmuta y comoM también es límite, existem′ : L � M y se tiene la
conmutatividad del segundo:

−−−−−−�m′

−−−−−−�m
−−−−−−−−−�pD

−−
−
−
−
−�qD

−−−−−−−−−� pD

L M L

FD

por tanto
pD = qD ◦m′ = pD ◦m ◦m′.

Además aplicando la definición de límite aL consigo mismo tenemos el siguiente
triángulo conmutativo:

−−−−−−−−−−�1L
−−−−−−�pD

−−−−−−� pD

L L

FD

y como1L es único tenemos quem ◦m′ = 1L. De manera análoga aplicando la
definición aM consigo mismo obtenemos quem′ ◦m = 1M . Por tantom es un
isomorfismo y asíL ∼=M .

Proposición 7.28.Si (L, {pD}D∈Ob(D)) es un límite del funtorF : D � C, dos
morfismosf, g : M � L son iguales si y sólo si para cada objetoD en D:
pD ◦ f = pD ◦ g.

Demostración.(⇒) Se sigue de la definición.

(⇐) Sead : D � D′ morfismo enD, entoncespD′ ◦ f = (Fd ◦ pD) ◦ f

−−−−−−−−−−−�f

−−−−−−−�f

−−
−
−� pD

−−−−−−�pD′

−−
−
−� Fd

M L

L FD

FD′
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Por lo tanto,(M, {pD◦f}D∈Ob(D)) es un cono de F. ComoL es límite, existe
un únicor :M � L tal que los siguientes diagramas conmutan:

−−−−−−�g

−−−−−−�r
−−−−−−�f

−−−−−−�r−−−−−−−−−�pD◦f

−−
−
−
−
−� pD −−−−−−−−−�pD◦f

−−
−
−
−
−� pDM L M L

FD FD

Por tantog = r = f y asíf = g.

Dualizando tenemos:

Definición 7.29. SeanC y D categorías yF : D � C un funtor. UncoconodeF
es una pareja(C, {sD}D∈Ob(D)) donde:

1. C es un objeto deC

2. Para cada objetoD enD, sD : FD � C es un morfismo enC de tal forma
que para cadad : D′ � D ∈Mor(D) : sD′ = sD ◦ Fd.

−−−−−−−−−−−�d

−−−−−−−−−�Fd
−−−−−−−�SD

−−−−−−−� SD′

D D′

FD FD′

C

Definición 7.30.DadasC yD categorías yF : D � C un funtor, uncolímitede F
es un cocono(L, {sD}D∈Ob(D)) deF tal que para cada cocono(M, {tD}D∈Ob(D))
sobreF , existe un único morfismom : L �M tal que para cadaD ∈ Ob(D) :

tD = m ◦ sD.

Definición 7.31.SeaC una categoría.

1. C escompletacuando cada funtorF : D � C, conD una categoría pe-
queña, tiene un cono límite.
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2. C es finitamente completacuando cada funtorF : D � C, conD una
categoría finita tiene un cono límite.

Definición 7.32. Un funtorF : A � B preserva límitescuando para cada cate-
goría pequeñaD y cada funtorG : D � A, si el límite(L, {PD}D∈Ob(D)) deG
existe, entonces(FL, {FPD}D∈Ob(D)) es el límite deF ◦G.

Definición 7.33.SeanC una categoría yC ∈ Ob(C) entonces al funtor

C(C, _) : C � CON

tal que para cadaX ∈ Ob(C) : C(C, _)(X) := C(C,X) y para cadaf : A � B
morfismo enC, C(C, _)(f) := C(C, f) : C(C,A) � C(C,B) donde para cada
g ∈ C(C,A) : C(C, f)(g) := f ◦ g se le llamafuntor representable covariante, y
al funtor

C(_, C) : C � CON

tal que a cadaX ∈ Ob(C) : C(_, C)(X) := C(X,C) y para cadaf : A � B
morfismo enC, C(_, C)(f) := C(f, C) : C(B,C) � C(A,C) donde para cadag ∈
C(B,C) : C(f, C)(g) := g ◦ f se le llamafuntor representable contravariante.
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7.3. Funtores adjuntos

Definición 7.34.SeanF : A � B un funtor yB ∈ Ob(B). Una reflexión deB a
través deF es un par(RB, ηB) donde:

1. RB ∈ Ob(A) y ηB : B � F (RB) es un morfismo deB,

2. SiA ∈ Ob(A) y b : B � FA es un morfismo deB, entonces existe un único
morfismoa : RB � A deA tal queF (a) ◦ ηB = b.

−−−−−�ηB
−−−−−−−−−�b

−−
−
−
−
−� F (a)

−−
−
−
−
−� aB FRB RB

FA A

De manera dual tenemos:

Definición 7.35. SeanF : A � B un funtor yB ∈ B. Una correflexióndeB a
través deF es un par(RB, ǫB) donde:

1. RB ∈ Ob(A) y ǫB : F (RB) � B es un morfismo deB,

2. SiA ∈ Ob(A) y b : FA � B es un morfismo deB, entonces existe un único
morfismoa : A � RB deA tal queǫB ◦ F (a) = b.

Proposición 7.36.SeaF : A � B un funtor yB ∈ Ob(B). Si B tiene una
reflexión a través deF entonces ésta es única salvo isomorfismo.

Demostración.Consideremos dos reflexiones(RB, ηB) y (R′
B, η

′
B) de algún obje-

toB enB. Como(RB, ηB) es una reflexión, existe un único morfismoa : RB � R′
B

tal queF (a) ◦ ηB = η′B, y como(R′
B, η

′
B) también es reflexión existe un único

a′ : R′
B � RB tal queF (a′) ◦ η′B = ηB, entonces tenemos el siguiente diagrama:

−−−−−�ηB
−−−−−−−−−�η′

B

−−
−
−
−� F (a)

−−
−
−
−�

F (a′)

−−
−
−
−� a

−−
−
−
−�

a′

B FRB RB

FR′
B R′

B
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Por tanto

F (a ◦ a′) ◦ η′B = F (a) ◦ F (a′) ◦ η′B = F (a) ◦ ηB = η′B = F (1R′

B
) ◦ η′B,

pero la factorización deη′B es única, así quea ◦ a′ = 1R′

B
.

De igual manera se demuestra quea′ ◦ a = 1RB
. Tenemos entonces

RB
∼= R′

B.

Proposición 7.37.SeaF : A � B un funtor y supongamos que para cada objeto
B enB, existe una reflexión(RB, ηB) , entonces existe un único funtorR : B � A
que satisface:

1. Para cada objetoB enB : R(B) = RB

2. {ηB : B � F (RB)}B∈Ob(B) es una transformación natural.

Demostración.DefinimosR : B � A de la siguiente manera:

Para cada objetoB enB : R(B) = RB

Seaa : B � B′, como(RB, ηB) es una reflexión, existe un único morfismo
b : RB � RB′ : tal queF (b) ◦ ηB = ηB′ ◦ a. SeaR(a) = b.

Veamos queR es un funtor. Consideremosa′ : B′ � B′′.
F (R(a′) ◦R(a)) ◦ ηB = FR(a′) ◦FR(a) ◦ ηB = FR(a′) ◦F (b) ◦ ηB = FR(a′) ◦
ηB′ ◦ a = F (b′) ◦ ηB′ ◦ a = ηB′′ ◦ a′ ◦ a,
por tanto

F (R(a′) ◦R(a)) ◦ ηB = ηB′′ ◦ a′ ◦ a. (7.1)

Por otra parte paraa′ ◦ a : B � B′′ tenemos que:

FR(a′ ◦ a) ◦ ηB = ηB′′ ◦ a′ ◦ a (7.2)

−−−−− −−−−−−�ηB
−−−−−

−
−�a −−
−
−� F (b)

−−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−−

a′◦a −−−−−−�ηB′

−−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−−

FR(a′◦a)−−
−
−�a′

−−
−
−� F (b′)

−−−−� −−−−−�ηB′′

−−�
B FRB

B′ FRB′

B′′ FRB′′
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(7.1) y (7.2) hacen conmutativo el mismo diagrama, pero los morfismos son úni-
cos ya que la factorización deηB es única, por tantoR(a′ ◦ a) = R(a′) ◦R(a).
ParaB ∈ Ob(B) por la propiedad de reflexiónF (R(1B)) hace conmutar el dia-
grama:

−−−−−�ηB
−−−−−

−
−�1B

−−
−
−�FR(1B)

−−
−
−
−
−−

F (1RB)

−−−−−�ηB −−�B FRB

B FRB

ComoF es funtor,F (1RB) ◦ ηB = ηB ◦ 1B, y como la asignación en morfismos
es única,1RB = R(1B).
La naturalidad deη : 1B =⇒ F ◦ R se tiene directamente de la forma en que se
asignan los morfismos bajoR.

Definición 7.38.Un funtorR : B � A se llamaadjunto izquierdoa F : A � B
cuando existe una transformación naturalη : 1B =⇒ F ◦ R tal que para cada
objetoB enB, (RB, ηB) es una reflexión deB a través deF , y se denota por
R ⊣ F .

Definición 7.39. Un funtorF : A � B se llamaadjunto derechoa R : B � A
cuando existe una transformación naturalε : R ◦ F =⇒ 1A tal que para cada
objetoA enA, (FA, εA) es una correflexión deA a través deR, y se denota por
F ⊢ R.

Teorema 7.40.Consideremos dos funtoresF : A � B y G : B � A. Entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. G ⊣ F

2. Existen transformaciones naturalesη : 1B =⇒ F ◦ G y ε : G ◦ F =⇒ 1A
tales que

(F ⋆ ε) ◦ (η ⋆ F ) = 1F y (ε ⋆ G) ◦ (G ⋆ η) = 1G

−−−−�ηF −−−−�G(η)

=========⇒
1F

−−
−
−
−
−� F (ε)

=========⇒
1G

−−
−
−
−
−� εGF FGF G GFG

F G
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3. Para cada objetoA enA y para cada objetoB enB, existe una biyección

ΘA,B : A(GB,A) ∼= B(B,FA)

y es natural enA yB.

4. F ⊢ G

Demostración.1) =⇒ 2)]Por definición existeη : 1B =⇒ F◦G. Consideremos la
reflexión deFA, (GFA, ηFA). Para1A existe un único morfismoεA : GFA � A
tal que

F (εA) ◦ ηFA = 1FA. (7.3)

Veamos queε : G ◦ F =⇒ 1A es una transformación natural. Seaa : A � A′ un
morfismo enA, comoη es transformación natural se cumple que:

F (εA′ ◦GFa)◦ηFA = FεA′ ◦FGFa◦ηFA = FεA′ ◦ηFA′ ◦Fa = 1FA′ ◦Fa = Fa

y por (7.3) tenemos que:

F (a ◦ εA) ◦ ηFA = Fa ◦ FεA ◦ ηFA = Fa ◦ 1FA = Fa.

Como la factorización deηFA es única tenemos que:εA′ ◦GFa = a◦εA, por tanto

ε : G ◦ F =⇒ 1A.

Veamos ahora que paraB ∈ Ob(B) el siguiente triángulo conmuta:

−−−�GηB
−−−−−−−−−�1GB

−−
−
−
−
−� εGB

GB GFGB

GB

Comoη es natural tenemos:
F (εGB ◦GηB) ◦ ηB = FεGB ◦ FGηB ◦ ηB = FεGB ◦ ηFGB ◦ ηB = 1FGB ◦ ηB =
ηB = F (1GB) ◦ ηB.
Como la factorización deηB es única, concluimos queεGB ◦ GηB = 1GB y por
tanto el segundo triángulo conmuta.
2) =⇒ 3)] Dado un morfismoa : GB � A, definimosΘA,B(a) como la composi-
ción

−−−−�ηB −−−−�FaB FGB FA
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es decir,ΘA,B(a) = Fa ◦ ηB y para cada morfismob : B � FA, definimos
ΦA,B(b) como la composición

−−−−�Gb −−−−�εA
GB GFA A

es decir,ΦA,B(b) = εA ◦Gb.
De la conmutatividad de los triángulos en (2) se sigue queΘA,B es una biyección
ya que:

a = a◦1GB = εA◦GFa◦GηB = εA◦G(Fa◦ηB) = ΦA,B(Fa◦ηB) = ΦA,B◦ΘA,B(a)

y

ΘA,B(ΦA,B(b)) = ΘA,B(εA◦Gb) = F (εA◦Gb)◦ηB = FεA◦FGb◦ηB = 1FA◦b = b.

Veamos queΘA,B es natural en A. Seaf : A � A′ en A y a ∈ A(GB,A),
entonces

(B(B,Ff) ◦ΘA,B)(a) = B(B,Ff)(Fa ◦ ηB) = Ff ◦ Fa ◦ ηB

y

(ΘA′,B ◦ A(GB, f))(a) = ΘA′,B(f ◦ a) = F (f ◦ a) ◦ ηB = Ff ◦ Fa ◦ ηB.

Por tanto,ΘA,B es natural enA.
Resta ver queΘA,B es natural enB. Seag : B � B′ enB y b ∈ A(GB′, A),
entonces

(ΘA,B ◦ A(Gg,A))(b) = ΘA,B(b ◦Gg) = F (b ◦Gg) ◦ ηB = Fb ◦ FGg ◦ ηB

y

(B(g, FA) ◦ΘA,B′)(b) = B(g, FA)(Fb ◦ ηB′) = Fb ◦ ηB′ ◦ g = Fb ◦ FGg ◦ ηB.

Así queΘA,B también es natural enB.
3) =⇒ 1)] Supongamos que para todoA ∈ Ob(A) y para todoB ∈ Ob(B), hay
una biyección

ΘA,B : A(GB,A) ∼= B(B,FA)

natural en ambas variables, y tomemosB ∈ Ob(B). Veamos que(GB,ΘGb,B(1GB))
es una reflexión paraB.GB ∈ Ob(A), además para1GB : GB � GB,ΘGB,B(1GB) :
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B � FGB está enB. SeaA ∈ Ob(A) y b : B � FA, comoB(B,FA) ∼=
A(GB,A), existe un único morfismoa : GB � A tal queΘA,B(a) = b.ComoΘ
es natural, el siguiente diagrama conmuta:

−−−−−−−�ΘGB,B

−−
−
−
−�A(GB,a)

−−
−
−
−� B(B,Fa)

−−−−−−−−�ΘA,B

A(GB,GB) B(B,FGB)

A(GB,A) B(B,FA)

por tanto tenemos que:
(Fa ◦ΘGB,B)(1GB) = (B(B,Fa) ◦ΘGB,B)(1GB) = (ΘA,B ◦A(GB, a))(1GB) =
ΘA,B(a ◦ 1GB) = ΘA,B(a) = b.
Veamos quea es el único morfismo con la propiedad anterior. Seaa′ : GB � A
otro morfismo tal queFa′ ◦ΘGB,B(1GB) = b, entonces
ΘA,B(a

′) = ΘA,B(a
′◦1GB) = (ΘA,B◦A(GB, a′))(1GB) = (B(B,Fa′)◦ΘGB,B)(1GB) =

(Fa′ ◦ΘGB,B)(1GB) = b = ΘA,B(a),
luegoa = a′. Así ΘGB,B(1GB) : B � FGB es una reflexión deB y por tanto
G ⊣ F .
3) ⇐⇒ 4)] Supongamos que

−−−−−−−−�∼=A(GB,A) B(B,FA)

SeaA∗ = Aop y B∗ = Bop, entoncesA∗(A,A′) ∼= A(A′, A) y B∗(B,B′) ∼=
B(B′, B). Veamos queF ⊢ G. Considerando categorías opuestas debemos ver
queF ∗ ⊣ G∗.
Como 1) ⇐⇒ 3) podemos ver queA∗(A,G∗B) ∼= B∗(F ∗A,B), pero como
G ⊣ F por hipótesis, tenemos que:

A∗(A,G∗B) ∼= A(GB,A) ∼= B(B,FA) ∼= B∗(F ∗A,B)

Por tantoF ∗ ⊣ G∗ si y sólo siF ⊢ G.
Ahora supongamos queF ⊢ G entoncesG∗ ⊣ F ∗ entonces

A(GB,A) ∼= A∗(A,G∗B) ∼= B∗(F ∗A,B) ∼= B(B,FA)

si y sólo siG ⊣ F .

A la transformación naturalη del teorema anterior se le llamaunidadde la adjun-
ción y aε se le denominacounidadde la adjunción.
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Proposición 7.41.Si el funtorF : A � B tiene adjunto izquierdo entoncesF
preserva todos los límites que existen enA

Demostración.SeaH : D � A un funtor dondeD es una categoría pequeña y de
tal forma queH tiene límite, digamos(L, {pD}D∈Ob(D)). Veamos que(FL,
{FpD}D∈Ob(D)) es un cono límite deF ◦H.
(i)Es claro que(FL, {FpD}D∈Ob(D)) es un cono paraF ◦ H puesF preserva
conos.
(ii) Consideremos(B, {qD}D∈Ob(D)) otro cono paraF ◦ H y seaG : B � A el
adjunto izquierdo deF . Entonces para cadaD ∈ Ob(D), qD : B � FHD y por
adjunción existe un único morfismorD : GB � HD enA y para cada morfismo
d : D � D′ enD tenemos que:
rD′ = Θ−1

HD′,B(qD′) = Θ−1
HD′,B(FHd ◦ qD) = (Θ−1

HD′,B ◦ B(1B, FHd))(qD) =

(A(1GB, Hd) ◦Θ
−1
HD,B)(qD) = (A(1GB, Hd))(rD) = Hd ◦ rD.

−−−−−−�ΘHD,B

−−
−
−
−�A(1GB ,Hd)

−−
−
−
−� B(1B ,FHd)

−−−−−−�ΘHD′,B

A(GB,HD) B(B,FHD)

A(GB,HD′) B(B,FHD′)

Por tanto,(GB, {rD}D∈Ob(D)) es un cono paraH. Entonces existe un único mor-
fismor : GB � L tal que para cadaD ∈ Ob(D) : pD ◦ r = rD entonces

s := ΘL,B(r) : B � FL.

ComoΘ es natural, para cada objetoD enD
qD = ΘHD,B(rD) = ΘHD,B(pD ◦ r) = ΘHD,B ◦ A(GB, pD)(r) = B(1B, FpD) ◦
ΘL,B(r) = B(1B, FpD)(s) = FpD ◦ s,
y comoΘ es biyectiva,s es el único con tal propiedad. Por tanto,(FL, {FpD}D∈Ob(D))
es cono límite deF ◦H y F preserva los límites.

Definición 7.42. SeaF : A � CON un funtor. Definimos lacategoría de ele-
mentos de Fdenotada porELT S(F ), de la siguiente manera:

1. Los objetos deELT S(F ) son las parejas(A, a) dondeA ∈ Ob(A) y a ∈
FA.

2. Un morfismo enELT S(F ), f : (A, a) � (B, b) es un morfismof : A � B
enA tal queFf(a) = b.
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3. La composicicón es como enA.

Definición 7.43.SeanC yD categorías,G : C � D un funtor.G se llamafuntor
final si y sólo si para cada categoríaA y cada funtorF : D � A se cumple que:

1. Si (L, {pD}D∈Ob(D)) es el límite deF entonces(L, {pGC}C∈Ob(C)) es el
límite deF ◦G.

2. Si(L, {qC}C∈Ob(C)) es el límite deF ◦ G, entonces el límite deF también
existe y es(L, {qGC}C∈Ob(C)).

Proposición 7.44.Un funtorG : C � D es final si satisface las siguientes condi-
ciones:

1. Para cadaD ∈ Ob(D), existeC ∈ Ob(C) y existed : GC � D

2. Para cualesquiera objetosC,C ′ en C, D enD y para cualesquiera mor-
fismosd : GC � D, d′ : GC ′ � D, existe un objetoC ′′ en C y existen
morfismosc : C ′′ � C y c′ : C ′′ � C ′ tal que

d ◦Gc = d′ ◦Gc′.

−−
−−
−−
�Gc

−−−−−−�d
−−−−−−�Gc′

−−
−−
−−
�

d′

GC

GC ′′ D

GC ′

Demostración.SeaF : D � A un funtor. Cada cono(M, {qD}D∈Ob(D)) enF
induce un cono(M, {qGC}C∈Ob(C)) enF ◦G (considerando las proyecciones úni-
camente a imágenes de objetos deC).
Por otro lado, consideremos un cono(M, {rC}C∈Ob(C)) deF ◦G. Veamos que éste
induce un único cono(M, {qD}D∈Ob(D)) deF tal queqGC = rC .
Para cadaD ∈ Ob(D), por(1), existeC ∈ Ob(C) y existe un morfismod : GC �
D. DefinimosqD = Fd ◦ rC .

−−−−�rC −−−−�FdM FGC FD
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Veamos que(M, {qD}D∈Ob(D)) es un cono paraF . Primero demostremos queqD
no depende deC ni d. SeanC ′ ∈ Ob(C) y d′ : GC ′ � D, por (2), existenc, c′

morfismos enC tales qued ◦ Gc = d′ ◦ Gc′ y por tanto el siguiente diagrama
conmuta:

−−
−−
−−
−−
−�

rC

−−
−
−
−
−�

FGc

−−−−−−−−−�Fd

−−−−�rC′′

−−−−−−−−−�rC′

−−
−
−
−
−� FGc′

−−
−−
−−
−−
−�

Fd′

FGC

M FGC ′′ FD

FGC ′

En particular,Fd◦rC = Fd′◦rC′. Por tanto, para cadaD ∈ Ob(D), qD está deter-
minado de manera única. Si elegimosd = 1GC , qGC = rC . Así,(M, {qD}D∈Ob(D))
es el único cono sobreF que proviene de(M, {rC}C∈Ob(C)).
(1) Supongamos que(L, {pD}D∈Ob(D)) es un cono límite paraF y veamos que
(L, {pGC}C∈Ob(C)) es un cono límite deF ◦G. Sea(M, {rC}C∈Ob(C)) otro cono de
F◦G, entonces(M, {qD}D∈Ob(D)) es un cono paraF tal que para cadaC ∈ Ob(C),
qGC = rC . Pero(L, {pD}D∈Ob(D)) es límite paraF , entonces existe un morfismo
únicoe :M � L tal que para cadaD ∈ Ob(D), pD ◦ e = qD.
Particularmente, para cadaC ∈ Ob(C), pGC◦e = rC .Por tanto,(L, {pGC}C∈Ob(C))
es límite deF ◦G.
(2) Sea(L, {rC}C∈Ob(C)) cono límite paraF ◦ G y veamos que(L, {qD}D∈Ob(D))
es límite paraF . Tomemos(M, {sD}D∈Ob(D)) otro cono paraF . De la parte(1)
sabemos que(L, {qD}D∈Ob(D)) es único tal queqGC = rC paraC ∈ Ob(C). Pero
para(M, {sD}D∈Ob(D)) cono deF , tenemos el cono inducido(M, {sGC}C∈Ob(C))
deF ◦ G, como(L, {rC}C∈Ob(C)) es límite deF ◦ G, existe un único morfismo
e :M � L tal que para cada objetoC ∈ Ob(C), sGC = rC ◦ e.
SeaD ∈ Ob(D), por (1), existeC ∈ Ob(C) y existed : GC � D, entonces
Fd : FGC � FD. Como(M, {sD}D∈Ob(D)) es cono deF , el siguiente diagrama
conmuta:

−−
−
−�SGC

−−−−−−�SD

−�
Fd

M

FGC FD

Por tantosD = Fd ◦ sGC . Además como(L, {qD}D∈Ob(D)) es cono deF , para
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GC ∈ Ob(D) tenemos:

−−
−
−�qGC

−−−−−−�qD
−�
Fd

L

FGC FD

Así

qD = Fd ◦ qGC = Fd ◦ rC .

Luego parae :M � L se cumple que:

sD = Fd ◦ sGC = Fd ◦ rC ◦ e = qD ◦ e.

Veamos quee con dicha propiedad es único. Seam : M � L tal que para cada
D ∈ Ob(D) : sD = qD ◦m. Entonces para cadaD ∈ Ob(D) :

qD ◦ e = qD ◦m.

Luegoe = m y por tantoe es el único con tal propiedad. Así(L, {qD}D∈Ob(D)) es
cono límite deF .

Proposición 7.45.SeanD una categoría con productos fibrados yC una subca-
tegoría plena deD que satisface que para cadaD ∈ Ob(D), existe un objetoC
enC y existe un morfismod : C � D, entoncesi : C �֒ D es un funtor final.

Demostración.Seai : C �֒ D el funtor inclusión. Entonces se cumple(1) de la
proposición anterior. Veamos que se cumple(2).
SeanC,C ′ ∈ Ob(C) y D ∈ Ob(D), d : i(C) � D y d′ : i(C ′) � D. Veamos que
existenC ′′ ∈ Ob(C) y morfismosC ′′ � C y C ′′ � C ′ tales que:

−−
−−
−−
� −−−−−−�d

−−−−−−�
−−
−−
−−
�

d′

C

C ′′ D

C ′
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Consideremos(P, p, q) el producto fibrado de(D, d, d′). ComoP ∈ Ob(D), exis-
tenC ′′ y r : C ′′ � P , luegod ◦ p ◦ r = d′ ◦ q ◦ r.

−−
−−
−−
−−
−�

p

−−
−
−
−
−�

p◦r

−−−−−−−−−�d

−−−−−�r
−−−−−−−−−�q

−−
−
−
−
−� q◦r

−−
−−
−−
−−
−�

d′

C

P C ′′ D

C ′

p ◦ r y q ◦ r están enC porqueC es plena enD. Por tanto la condición(2) de la
proposición anterior se cumple y asíi : C �֒ D es un funtor final.

Corolario 7.46. SeaD una categoría con objeto inicial0, entonces{0} �֒ D es
un funtor final.

Demostración.Se sigue directamente de la proposición anterior porque{0} es
subcategoría plena deD y como0 es inicial, para cadaD ∈ Ob(D) hay un mor-
fismod : 0� D.

Corolario 7.47. Considere una categoríaD con objeto inicial0 y F : D � A
un funtor. Para cadaD ∈ Ob(D), θD : 0 � D, entoncesF tiene límite y es
(F0, {FθD}D∈Ob(D)).

Demostración.Se sigue del corolario anterior por el hecho de que{0} �֒ D es
un funtor final y(0, {θD}D∈Ob(D)) es su límite.

Observación 7.48.Dado un funtorF : A � B, para cadaB ∈ Ob(B) definimos
el funtorB(B,F_) : A � CON y su categoría de elementosELT S(B(B,F_)) =
EB y φB : EB � A un funtor que olvida.

Proposición 7.49.SeaF : A � B un funtor. Entonces son equivalentes:

1. Para cada objetoB enB hay una reflexión a través deF

2. El funtorφB : EB � A tiene un límite que es preservado porF
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Demostración.(1) =⇒ (2)]SeaB ∈ Ob(B) y consideremos su reflexión(L, α) ∈
Ob(EB) a través deF , entoncesα : B � FL, α ∈ B(B,FL) y L ∈ Ob(A).
Veamos que(L, α) es un objeto inicial enEB. Sea(M,β) objeto enEB, M ∈
Ob(A) y β ∈ B(B,FM). Como(L, α) es una reflexión paraB, existe un único
morfismoPM,β : L �M tal queFPM,β ◦ α = β, es decir,

B(B,F_)(PM,β(α)) = FPM,β(α) = β,

y por tanto
PM,β : (L, α) � (M,β).

Así quePM,β ∈ Mor((EB)) y es único. Por tanto,(L, α) es un objeto inicial en
EB.
Por el corolario anterior,φB tiene límite yF preserva límites por tener adjunto
izquierdo.
(2) =⇒ (1)] Sea(L, {P(A,b)}(A,b)∈Ob(EB)) el límite deφB, entonces

(FL, {FP(A,b)}(A,b)∈Ob(EB))

es un límite paraF ◦ φB, ya queF preserva el límite por hipótesis.
Para cada(A, b) ∈ Ob(EB) definimos

r(A,b) := b : B � FA.

Entonces(B, {r(A,b)}(A,b)∈Ob(EB)) es un cono deF ◦ φB pues para el morfismo
f : (A, b) � (A′, b′) enEB, f : A � A′ tal queFf(b) = b′. Por tanto, existe un
único morfismoα : B � FL tal que

FP(A,b) ◦ α = r(A,b) = b.

Veamos que(L, α) es la reflexión deB a través deF . SeaA ∈ Ob(A) y b : B � FA.
EntoncesFP(A,b) ◦ α = b.
Como (L, α) ∈ Ob(EB), FP(A,b) ◦ α = b. Notar queP(A,b) : L � A, f ∈
Mor((EB)), f : (A, b) � (A′, b′) implica quef : A � A′ y B(B,Ff)(b) = b′.
EntoncesP(A,b) : (L, α) � (A, b) y FP(A,b) ◦ α = B(B,FP(A,b))(α) = b. Así
P(A,b) ∈Mor(EB). Por la propiedad de límite el siguiente diagrama es conmutati-
vo:

−−
−
−
−
−�P(L,α)

−−−−−−−−−�P(A,b)

−−−�
P(A,b)

L

(L, α) (A, b)
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Por tanto
P(L,α) ◦ P(A,b) = P(A,b).

Pero(L, {P(A,b)}(A,b)∈Ob(EB)) es un límite, entoncesP(L,α) = 1L. SeaP : L � A
enA tal queFP ◦ α = b. EntoncesP : (L, α) � (A, b) está enMor(EB). De
igual forma que en el diagrama anterior,P(A,b) = P ◦ P(L,α) = P .
Por tantoP(A,b) es la única flecha que factoriza ab a través deα. Asíα : B � FL
es una reflexión y en consecuencia,F tiene adjunto izquierdo.

Definición 7.50. Un funtor F : A � B satisface lacondición del conjunto
solución con respecto a un objetoB enB si existeSB ⊆ Ob(A) tal queSB es
un conjunto y además para cadaA ∈ Ob(A) y para cadab : B � FA, existe
A′ ∈ SB y existen morfismosb′ : B � FA′ y a : A′ � A : tales que

F (a) ◦ b′ = b.

Observación 7.51.Esta definición es más débil que tener una reflexión. Por otra
parte, siF : A � B es un funtor yB ∈ Ob(B) tiene una reflexión a través deF , el
conjunto de la definición anterior esSB = {RB} donde(RB, αB) es la reflexión.

Teorema 7.52(Del funtor adjunto). SeanA una categoría completa yF : A � B
un funtor, entonces son equivalentes:

1. F tiene adjunto izquierdo

2. Las siguientes condiciones se satisfacen:

F preserva límites

Para todoB ∈ Ob(B), F satisface la condición del conjunto solución

Demostración.(1) =⇒ (2)] Ya sabemos que siF tiene adjunto izquierdo en-
tonces preserva todos los límites existentes enA, y por la observación anterior,
para todoB ∈ Ob(B), SB = {RB} satisface la condición del conjunto solución.
(2) =⇒ (1)] Por la proposición anterior, basta mostrar queφB : EB � A tiene un
límite. SeaLB subcategoría deEB tal que:

Los objetos deLB son parejas(A, b) ∈ Ob(EB) conA ∈ SB

LB es plena respecto aEB.
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ComoSB es un conjunto,LB es pequeña. Entonces siiB es la inclusión deLB en
EB, φB ◦ iB tiene límite porqueA es completa. Veamos queiB es un funtor final.
ComoA es completa y el funtorB(B,F_) preserva límites, entoncesEB es com-
pleta y por tanto tiene productos fibrados. Veamos que para todo objeto(A, b)
en EB existen(A′, b′) ∈ Ob(LB) y d : (A′, b′) � (A, b). Sea(A, b) ∈ Ob(EB),
A ∈ Ob(A) y b : B � FA, por la propiedad del conjunto solución, existe
A′ ∈ SB, y existen morfismosa : A′ � A y b′ : B � FA′ tales queF (a) ◦ b′ = b.
Tomandod = a,F (d)◦b′ = b. Luegod : (A′, b′) � (A, b) y por tantoiB es un fun-
tor final y comoφB ◦ iB tiene límite, entoncesφB tiene límite. Por la proposición
anterior,F tiene adjunto izquierdo.
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7.4. Lógica

Una lógicaL, es un lenguaje que consiste de proposiciones y reglas sobreellas,
llamadas axiomas y reglas de inferencia. Las proposicionescon las que traba-
jamos son las fórmulas bien formadas. Para el cálculo proposicional clásico o
intuicionista, conmúnmente las conectivas primitivas sonla negación¬ y la im-
plicación�, y las demás conectivas son abreviaciones de estas.

Definición 7.53. El cálculo proposicional intuicionista es aquel cuyos axiomas
son:

I1 ⊢ ϕ � (ψ � ϕ)

I2 ⊢ (ϕ � (ψ � ρ)) � ((ϕ � ψ) � (ϕ � ρ))

I3 ⊢ ϕ � (ψ � (ϕ ∧ ψ))

I4 ⊢ (ϕ ∧ ψ) � ϕ

I5 ⊢ (ϕ ∧ ψ) � ψ

I6 ⊢ ϕ � (ϕ ∨ ψ)

I7 ⊢ ψ � (ϕ ∨ ψ)

I8 ⊢ (ϕ � ρ) � ((ψ � ρ) � ((ϕ ∨ ψ) � ρ))

I9 ⊢ (ϕ � ψ) � ((ϕ � ¬ψ) � ¬φ)

I10 ⊢ ¬ϕ � (ϕ � ψ)

y con regla de inferenciamodus ponens

si ⊢ ϕ y ⊢ ϕ � ψ entonces⊢ ψ

dondeϕ, ψ y ρ son fórmulas arbitrarias del lenguaje.

Definición 7.54.El cálculo proposicional clásico es obtenido a partir del cálculo
proposicional intuicionista añadiendo el axioma mejor conocido como Ley del
Tercero Excluso, para toda fórmulaϕ:

⊢ ϕ ∨ ¬ϕ.
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En el caso de la lógica cuántica, las conectivas primitivas son ¬ (negación) y∨
(disyunción). Denotamos las proposiciones elementales o primitivas porp0, p1, ....
El conjunto de fórmulas bien formadas se define recursivamente como sigue:

1. pj es fórmula bien formada paraj = 0, 1, 2, ...

2. SiA es fórmula bien formada entonces¬A es fórmula bien formada.

3. Si A y B son fórmulas bien formadas entoncesA ∨ B es fórmula bien
formada.

Se defineA∧B = ¬(¬A ∨¬B). Además las operaciones de implicación son las
siguientes:

A �0 B = ¬A ∨ B

A �1 B = ¬A ∨ (A ∧ B)

A �3 B = (¬A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B) ∨ (A ∧ (¬A ∨ B))

Como podemos observar,�0 es la implicación clásica y�1 es la implicación
cuántica de Sasaki. Además definimos las operaciones de equivalencia como sigue:

A ≡ B := (A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B)

A ≡0 B := (A �0 B) ∧ (B �0 A).

Definición 7.55.Una prueba enL, es una sucesiónα1, ..., αn de fórmulas tal que
para cadai ≤ n, αi es un axioma o una consecuencia directa de las fórmulas
previas resultado de la aplicación de una regla de infrerencia.
Dada una fórmulaA se dice queA tiene prueba si existe una pruebaα1, ..., αn

dondeαn = A.

A partir de un conjunto de axiomas mediante reglas de inferencia, obtenemos otras
expresiones llamadas teoremas. Los axiomas son también teoremas. Se utiliza un
símbolo especial para denotar teoremas⊢. La sentencia⊢ A, A es teorema quiere
decir queA tiene prueba.

Definición 7.56. SeaΓ un conjunto de fórmulas enL. Decimos queϕ es conse-
cuencia lógica deΓ, lo cual denotamos porΓ ⊢T ϕ, o bien queϕ se deduce deΓ
enT, si existe una suceción de fórmulasα1, ..., αn tales queαn = ϕ y para cada
i ≤ n, αi es axioma,αi ∈ Γ o bienαi es consecuencia de la aplicación de modus
ponens de las fórmulas anteriores en la sucesión.
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Observación 7.57.A los elementos deΓ en la definición anterior se les llama
hipótesis o premisas de la prueba. Cuando la teoría formal enla cual se está tra-
bajando es clara, es común escribirΓ ⊢ ϕ en lugar deΓ ⊢T ϕ. Además cuandoΓ
es un conjunto finito de la forma{α1, ..., αn} se escribeα1, ..., αn ⊢ ϕ en lugar de
{α1, ..., αn} ⊢ ϕ.
Finalmente, siΓ = ∅ y ϕ es una fórmula entoncesΓ ⊢ ϕ si y sólo siϕ es teorema.

Proposición 7.58.Sean∆ y Γ conjuntos de fórmulas enT y ϕ una fórmula.

1. SiΓ ⊆ ∆ y Γ ⊢ ϕ, entonces∆ ⊢ ϕ.

2. ∆ ⊢ ϕ si y sólo si existeΓ ⊆ ∆ finito tal queΓ ⊢ ϕ.

3. SiΓ ⊢ ϕ y para cadaα ∈ Γ, ∆ ⊢ α entonces∆ ⊢ ϕ.

A continuación presentamos el sistema axiomático de la lógica cuántica de Kalm-
bach por ser el más estudiado. La lógica cuántica,QL es definida como un lenguaje
que consta de proposiciones y conectivas como presentamos antes y los siguientes
axiomas y una regla de inferencia.

Axiomas

A1 ⊢ A ≡ A

A2 ⊢ (A ≡ B) �0 ((B ≡ C) �0 (A ≡ C))

A3 ⊢ (A ≡ B) �0 (¬A ≡ ¬B)

A4 ⊢ (A ≡ B) �0 ((A ∧ C) ≡ (B ∧ C))

A5 ⊢ (A ∧ B) ≡ (B ∧ A)

A6 ⊢ (A ∧ (B ∧ C)) ≡ ((A ∧ B) ∧ C))

A7 ⊢ (A ∧ (A ∨ B)) ≡ A

A8 ⊢ (¬A ∧A) ≡ ((¬A ∧A) ∧B)

A9 ⊢ A ≡ ¬¬A

A10 ⊢ ¬(A ∨B) ≡ (¬A ∧ ¬B)

A11 ⊢ (A ∨ (¬A ∧ (A ∨ B))) ≡ (A ∨B)
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A12 ⊢ (A ≡ B) ≡ (B ≡ A)

A13 ⊢ (A ≡ B) �0 (A �0 B)

A14 ⊢ (A �0 B) �3 (A �3 (A �3 B))

A15 ⊢ (A �3 B) �0 (A �0 B)

Regla de Inferencia(Modus Ponens)

R1 Si ⊢ A y ⊢ A �3 B entonces⊢ B

Podríamos prescindir de A1, A11 y A15 porque pueden derivarse de los otros
axiomas.
SeaF∗ el conjunto de fórmulas bien formadas. Podemos usar las fórmulas bien
formadas que contienen a¬ y ∨ enL para construir un álgebraF = (F∗,¬,∨),
entonces enL se imponen un conjunto de axiomas y reglas de inferencia sobreF.
Para el cálculo intuicionista la construcción es la siguiente. Definimos enF∗ un
orden de tal forma que para fórmulasα y β,

α ≤ β si y sólo si⊢ α � β.

Este orden proporciona al conjunto de fórmulasF∗ una estructura de conjunto
parcialmente ordenado. Entonces podemos considerar el cociente del conjunto
parcialmente ordenadoF∗ por la relación de equivalencia dada por: para cada
α, β ∈ F∗

α ≡ β si y sólo si⊢ α � β y ⊢ β � α.

Entonces(F∗/ ≡,≤) es una retícula, conocida como el álgebra de Lindembaum-
Tarski. Para el cálculo proposicional intuicionista dichaálgebra es un álgebra de
Heyting. En el caso del cálculo proposicional clásico, el álgebra de Lindembaum-
Tarski es un álgebra Booleana.

Definición 7.59. Llamamos aM = (L, h) un modelo siL es un álgebra yh :
F∗ � L llamada valuación, es un morfismo de fórmulasF∗ enL que preserva las
operaciones¬ y ∨.

Cuando el conjunto baseL de algún modelo pertenece a alguna clase de álgebras,
digamos Booleanas, decimos informalmente que el modelo pertenece a álgebras
booleanas. Como mencionamos anteriormente, para la lógicaclásica un modelo
es una retícula distributiva complementada, es decir, un álgebra booleana, para la
lógica intuicionista es un álgebra de Heyting, mientras quepara la lógica cuántica
el modelo es una retícula ortomodular.
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Definición 7.60. Decimos que una fórmulaA ∈ F∗ es válida en el modeloM y
escribimos|=M, si h(A) = 1 para todas las valuacionesh sobre el modelo, es
decir, para todah asociada al conjunto baseL del modelo.

Llamamos a una fórmulaA ∈ F∗ una consecuencia deΓ ⊆ F∗ en el modeloM y
escribimosΓ |=M A si para toda valuaciónh, siempre queh(X) = 1 para todo
X ∈ Γ entoncesh(A) = 1.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de la Deducción.

Teorema 7.61.Γ ∪ {α} ⊢ β si y sólo siΓ ⊢ α � β.

Demostración.(⇐=) Supongamos que existe una prueba deα � β a partir deΓ.
Entonces pormodus ponensexiste una prueba deβ a partir deΓ ∪ {α}, lo que
significa queΓ ∪ {α} ⊢ β.
(=⇒) Seaδ1, δ2, ..., δn = β una prueba paraβ a partir deΓ ∪ {α} y probemos
por inducción que para cadai ≤ n, Γ ⊢ α � δi. Entonces por hipótesis inductiva
tenemos queΓ ⊢ α � δ1, Γ ⊢ α � δ2,...,Γ ⊢ α � δn−1. Resta ver queΓ ⊢ α �
δn. Consideremos dos casos:

Caso 1: δj ∈ Γ o δj es axioma entoncesΓ ⊢ δj. Por la proposición 7.58 tenemos
Γ ⊢ α � β.

Caso 2: δj es obtenido por aplicación demodus ponensde dos fórmulas prece-
dentes, es decir, existeδj1 ∈ {1, ..., n − 1} tal queδj es obtenido deδj1 y
δj1 � δj por modus ponens. Por hipótesis inductiva tenemos queΓ ⊢ α �
δj1 y Γ ⊢ α � δj1 � δj . Por tanto tenemos queΓ ⊢ α � β.

Los teoremas de robustez y completitud muestran que los teoremas que pueden
obtenerse de los axiomas y la aplicación de la regla de inferencia son exactamente
aquellos que son válidos. En la referencia [15] se ofrecen las pruebas a detalle de
estos hechos.
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