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Resumen

En este trabajo se desea observar la comprensién del concepto de limite de una funciéon
en una variable real de estudiantes de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas (BUAP).
Para lo anterior usamos como cimiento la teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto y Esquema)
debido a que nos permite identificar las estructuras mentales y los mecanismos cognitivos
relacionados con este concepto. También se tomaron las actividades de Pons (2014) y a
partir de la aplicacién de las mismas se analizaron y compararon los resultados en términos

de la teoria.
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Introduccion

El cédlculo es una materia que estd presente en todos los programas de matemaéticas
de diferentes carreras, como por ejemplo, ingenierias, computacion, entre otras. Un rasgo
caracteristico del calculo es el alto nivel de abstraccion, asi como las dificultades que tienen
los estudiantes al abordar los conceptos basicos de esta area. Por eso es importante investigar
los procesos de ensenanza y aprendizaje de esta disciplina. En este trabajo se desea observar
la comprensién del concepto de limite de una funciéon en una variable real de estudiantes de la
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas (BUAP), debido a que se ha reportado por diferentes
investigadores que este concepto es complejo para los estudiantes. Usaremos la teoria APOE
porque nos permite identificar las estructuras y los mecanismos cognitivos relacionados con

este concepto.

Nos hemos apoyado en los resultados de Cottrill, Dubinsky, Nichols, Thomas, Schwingen-
dorf y Vidakovic (1996) y Pons (2014), debido a que en el trabajo de Cottrill et al. (1996)
se presenta una descripcion del concepto de limite de una funcién y Pons (2014) propone un
conjunto de actividades para evaluar las estructuras y los mecanismos mentales que menciona

Cottrill et al.(1996).

Cottrill et al.(1996) consideran que es necesario hacer un programa de investigacién sobre
cémo las personas aprenden el concepto del limite y asi, crear estrategias pedagogicas que
pueden ayudar a mejorar su aprendizaje.

Es por ello que usaron la teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) pa-

ra disenar actividades en la computadora que ayudaran a los estudiantes a construir las

estructuras mentales que plantearon previamente en su descripcion tedrica.
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A través de esa investigacion mostraron que el concepto de limite no es estatico como se
cree, por el contrario, tiene un esquema muy complicado respecto a su concepcion dinamica
y se requiere que los estudiantes tengan una concepcién de cuantificacion bien construida.

Otra investigacion sobre el concepto de limite de una funcion, basada en la teoria APOE,
fue la de Pons (2014). Esta se enfocé en identificar las caracteristicas de los niveles de desa-
rrollo del esquema de limite funcional y en analizar la influencia de las representaciones
semidticas (Duval, 2006) en estudiantes de 16 a 18 afnos.

Nuestra investigacion tiene como objetivo identificar las estructuras mentales y los meca-
nismos cognitivos que se hacen presentes en estudiantes de la FCFM, BUAP relacionados con
el concepto de limite de una funcién después de estudiar el tema en un curso de Calculo Dife-
rencial; para alcanzar nuestro propdsito disenamos un cuestionario basado en las actividades
de Pons (2014) y analizamos las respuestas de los estudiantes participantes.

La presentacion de nuestro trabajo la hemos organizado en cuatro capitulos descritos a

continuacion:

= Capitulo 1. Marco teérico. En este apartado presentamos los pilares de la teoria APOE
como lo es la abstracciéon reflexiva, los mecanismos y estructuras mentales necesarias
para la comprension de conceptos matematicos. También presentamos el ciclo de la

investigacion de APOE y la descomposicién genética que vamos a utilizar.

= Capitulo 2. Metodologia. En este capitulo se describe el método seguido, los alumnos

participantes y las actividades que se aplicaron con su respectiva justificacion.

= Capitulo 3. Anélisis de resultados. En este apartado presentaremos el analisis de las
respuestas de los estudiantes, describiendo las estructuras y mecanismos mentales que

se presentaron, asi como las dificultades para resolver cada actividad.

= Capitulo 4. Conclusiones. En esta seccién se presentan las conclusiones a las que llega-
mos una vez finalizado el andlisis de los datos. Se determinan las concepciones de los
estudiantes que participaron en el estudio y se comparan los resultados obtenidos con

los de Cottrill et al. (1996) y Pons (2014).



Capitulo 1

Marco Teoérico

En este capitulo estudiaremos las caracteristicas esenciales de la teoria APOE, ya que es

el cimiento de nuestra investigacion.

La teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto y Esquema) tiene como objetivo entender c6mo
se aprenden los conceptos matematicos. Su origen esta en el trabajo de Jean Piaget y fue

creada por Dubinsky en la década de los 80; es una teoria constructivista.

La teoria nace cuando Dubinsky reflexioné sobre la aplicacion de la abstraccion reflexiva
de Piaget en las matemaéticas de educacion superior, pero, ;Qué es la abstraccién reflexiva?
La respuesta de Piaget consta de dos partes, la primera parte implica reflexiéon, en el sentido
de conciencia y pensamiento contemplativo, sobre lo que Piaget llamé contenido y opera-
ciones sobre ese contenido, en el sentido de reflejar éste y operaciones de un nivel o etapa
cognitiva inferior a uno superior (es decir, de procesos a objetos). La segunda parte consiste
en la reconstruccion y reorganizacion del contenido y operaciones, en esta etapa superior
resulta que las operaciones se pueden convertir en contenido al cual le pueden aplicar nuevas
operaciones (Piaget, 1973).

Esto condujo a Dubinsky a considerar que la abstraccion reflexiva es una herramienta
solida para describir el desarrollo mental de los conceptos matematicos avanzados. Piaget no
creia que las ideas mas abstractas y generales provenian de extraer caracteristicas comunes

de un conjunto de objetos (Los objetos pueden ser mentales, no necesariamente fisicos),
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consideraba que el desarrollo del conocimiento de un objeto requiere que el sujeto actué sobre
él y viceversa, es decir, que el objeto y sujeto no pueden estar separados. Dichas ideas sientan
las bases en las distinciones mas sutiles, como lo son las acciones materiales y operaciones
interiorizadas, ambas constituyen las diferencias entre las estructuras mentales de accién y
proceso, asi como los mecanismos mentales como la interiorizacion y la encapsulacion que
conducena A - P —- O — FE.

Dubinsky interpreta a las “acciones materiales” como las acciones que son llevadas a
cabo por el sujeto, pero que son externas a él. Dentro de la teorfa APOE las “operaciones
interiorizadas” de Piaget se convirtieron en el mecanismo mental de interiorizacién en el
cual una accion fisica externa se reconstruye en la mente del sujeto en un proceso, es decir,
se realiza la misma acciéon pero completamente en la mente del sujeto. Esta nocién de la
abstracciéon reflexiva influy6 en el desarrollo de la teoria APOE, de como un proceso (accién
interiorizada) se transforma en un objeto (operacién en la cual, en etapas superiores se le
pueden realizar nuevas operaciones) a través del mecanismo mental de la encapsulacion.

Dubinsky interpreta éstas situaciones como el desarrollo cognitivo que empieza con ac-
ciones, que son interiorizadas en los procesos y luego se encapsulan en objetos a los que se
pueden aplicar nuevas acciones, todo ello forman un esquema; pareciera que la propuesta
progresiva en la teoria es de la forma A — P — O — FE. Sin embargo, aunque se presente en
esta forma lineal, el desarrollo no siempre procede asi, més bien, un individuo puede avanzar

y retroceder dentro de las etapas.

1.1. Estructuras y mecanismos mentales

Dubinsky (1991) considera cinco tipos de abstraccién reflexiva o mecanismos mentales (In-
teriorizacion, coordinacién, encapsulacion-desencapsulacién, inversion y generalizacién) que
conducen a la construccién de las estructuras mentales (acciones, procesos, objetos y esque-
mas). La figura (1.1) ilustra la relacion entre las estructuras y los mecanismos. A continuacién

presentamos una descripcion de los mecanismos mentales:
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Esquema
interiorizacion
Acciones
Procesos
encapsulacion '
Objetos <% Coordinacién
P Inversion

Des-encapsulacién

Figura 1.1: Teoria APOE (Arnon et al., 2014)

Interiorizacién: Se puede considerar como la transferencia de una actividad especifica
del mundo externo al mundo interno del individuo, en otras palabras el individuo pasa de
tener ayudas externas para tener un control interno. El individuo posee la capacidad de
imaginar la realizacién de los pasos sin realizarlos de manera explicita, puede saltar los pasos
e incluso revertirlos.

Coordinaciéon: La coordinacién consistente en tomar dos o mas procesos para construir
un nuevo proceso. Este nuevo proceso puede ser encapsulado como un objeto.

Encapsulacién: Este mecanismo se da cuando uno ve al proceso como una totalidad,
percibe las transformaciones que pueden actuar sobre esa totalidad y realmente puede cons-
truir tales transformaciones (explicitamente o en la imaginaciéon de uno), entonces decimos
que el individuo ha encapsulado el proceso en un objeto cognitivo. De manera general consiste
en la conversién de un proceso (estructura dindmica) en un objeto (estructura estatica).

Desencapsulacién: Una vez que un individuo ha encapsulado un proceso en un objeto,
este puede ser desencapsulado para regresar al proceso que lo generd, en otras palabras
reinvertir el mecanismo. Asi el individuo puede regresar al proceso siempre que lo desee.

Inversién: Cuando el proceso existe internamente, el estudiante es capaz de pensarlo de
forma inversa (en el sentido de deshacerlo), con la creacién de un nuevo proceso consistente
en el inverso del proceso inicial.

Generalizaciéon: Se relaciona con la capacidad del individuo para aplicar un determinado
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esquema en un contexto distinto, se caracteriza por determinar los alcances de sus construc-
ciones. En este mecanismo los esquemas no cambian, pero los objetos pueden ser asimilados

por un esquema para ser contextualizados en otros contextos.
Ahora presentamos una descripcién especifica de las estructuras mentales:

Acciones: Una accion es cualquier transformacion fisica o mental para obtener otros
objetos. Puede ser una respuesta de un sélo paso, como un reflejo fisico, o el acto de recordar
algin hecho de memoria. También puede ser respuesta a varios pasos, pero se caracteriza
porque van seguidos unos de otros. Diremos que un estudiante posee una accion si realiza
las transformaciones de un objeto dirigido externamente, la acciéon es externa debido a que
cada paso de dicha transformacion debe realizarse explicitamente y guiado por instrucciones
externas, estableciendo una analogia se puede relacionar como cuando un individuo realiza

una actividad mediante un instructivo.

Un ejemplo de la concepcion accion es resolver una ecuacion imitando los pasos de una

ecuacion que se resolvié previamente.

Procesos: Es la estructura mental en la cual se realiza la misma operacion que la accion
s6lo que totalmente en la mente del individuo, permitiendo que sea capaz de imaginar la
realizacion de la trasformacion sin tener que realizar cada paso de manera explicita. Puede
realizar la transformacion sin la necesidad de llevar a cabo cada paso. Un proceso puede ser
revertido o puede ser coordinado con otros procesos. En algunos casos, esa coordinacion hace

nuevos procesos, en otros, los procesos estan vinculados para formar un esquema.

Retomando el ejemplo anterior de accién, una concepciéon de proceso seria resolver la

ecuacion sin imitar el método para solucionar una ecuacién similar.

Objeto: Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso
como un todo y puede identificar las transformaciones, ademas de construirlas (acciones o
procesos) diremos que el proceso ha sido encapsulado en un objeto, por tanto, el individuo
posee una concepcion objeto del concepto. El mecanismo de desencapsulacion es tan impor-
tante como el de encapsulacion, debido a que puede regresar al proceso que generé dicho

concepto.
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Un ejemplo de la concepcion objeto es cuando el estudiante puede tomar dos o mas
funciones y componerlas obteniendo asi una nueva funcién.

Esquemas: Un esquema se construye como una colecciéon coherente de las estructuras
de accién, proceso, objeto y otros esquemas y las conexiones que se establecen entre ellas.
Ademas, se caracterizan por su dinamismo, es decir, su reconstruccion continua debido a la
actividad matematica del individuo en situaciones especificas.

Estas construcciones son la base de las estructuras matematicas de un individuo, las cuales
fundamentan la construccién de esquemas. Los esquemas no son estructuras estaticas, mas
bien, son dinamicas debido a que evolucionan constantemente cada vez que un nuevo objeto
matematico es agregado a sus estructuras previas, con esto podemos decir que un esquema
no es una estructura terminada, sino que esta en constate desarrollo.

Un ejemplo de la concepcion esquema para un espacio vectorial puede incluir n-tuplas
y matrices como objetos y funciones como procesos. Todas estas estructuras pueden ser
relacionadas por el hecho de que comparten algunas propiedades, como satisfacer un conjunto

de Axiomas que definen un espacio vectorial.
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1.2. Descomposicién genética

Antes de comenzar con la descomposicién genética propuesta para nuestra investigacion,
es necesario conocer lo que se entiende por descomposicion genética.

Una descomposicion genética es un modelo hipotético que describe las estructuras y los
mecanismos mentales que los estudiantes necesitan construir para aprender un concepto ma-
tematico especifico. (Arnol et al. 2014, p.27) Como tal, una descomposiciéon genética comienza
como una hipétesis basada en la experiencia de los investigadores. Una descomposicion hasta
que no se prueba experimentalmente, es una hipoétesis y se conoce como preliminar. Es posible
que un concepto pueda constar de varias acciones diferentes, procesos y objetos, la descom-
posicion genética puede incluir una descripcion de cémo estas estructuras estan relacionadas
y organizadas dentro de una estructura mental mas grande llamada esquema.

Cabe mencionar que una descomposicion genética no explica qué pasa en la mente de
una persona, mas bien describe las estructuras que el estudiante necesita para construir el
aprendizaje de un concepto. Una descomposicién genética no es tnica, es decir, no propor-
ciona una tunica forma en la que todos los estudiantes construyen un concepto matemético
especifico, su valor reside en que describe aquellas construcciones que se encuentran en los
estudiantes y que son requeridas por la mayoria en el aprendizaje de un concepto.

Una descomposicion genética puede ser disenada por diferentes investigadores, para des-
cribir el aprendizaje de un concepto en particular.

Si estas descomposiciones genéticas son apoyadas por los estudios empiricos en las cons-
trucciones realizadas por los estudiantes, todas ellas podrian considerarse como razonables.

Ademas de ser un modelo tedrico para la investigacion, la descomposicién genética puede
guiar la instruccién de un concepto. En un diseno de ensefianza basado en la teoria APOE se
proponen actividades para que los estudiantes trabajen colaborativamente y cada actividad
esta disenada para fomentar la interiorizacién de acciones en procesos, para ayudar a la
coordinacion y la reversion de procesos, asi como apoyar la encapsulaciéon de procesos en
objetos. También se busca la construccién de relaciones entre las diferentes acciones, procesos,

objetos y esquemas previamente construidos.
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Cuando los investigadores disenan una descomposicién genética, debe ser probada empiri-
camente, el andlisis puede llevar a resultados mixtos. Algunas de las construcciones previstas
en el andlisis preliminar pueden faltar o ser diferentes de las propuestas. Cuando esto sucede,
la descomposicion genética necesita ser refinada para reflejar sus revisiones y asi brindar una

oportunidad para un analisis empirico adicional.

1.3. Descomposicién genética del concepto de limite

En el estudio del concepto de limite, Cottrill et al. (1996) idearon una descomposicion
genética preliminar, basdndose en su conocimiento de las matematicas, la literatura educativa,
su comprension del concepto y su experiencia con los estudiantes.

Para esto los estudiantes completaron una secuencia de instrucciones dadas por la des-
composicion genética preliminar para después ser analizados y concluir la necesidad de un
refinamiento.

La descomposicion se divide en seis pasos. Los primeros tres describen las construcciones
mentales involucradas en el desarrollo de una comprensién informal del concepto, y los tltimos
tres implican construcciones mentales asociadas con el desarrollo de un entendimiento formal.
En general, una comprension informal implica una concepcién dinamica, es decir, los valores
de una funcién se aproximan a un valor limite, a medida que los valores en el dominio se
acercan a cierta cantidad. Un entendimiento formal se identifica tipicamente con la definicién
de e — §.

A continuacién veremos la descomposicién genética preliminar.
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Descomposicion genética preliminar
P1 La Accién de evaluar la funcion f en pocos puntos, cada punto sucesivo o cercano
aa
P2 Interiorizacién de la accién del paso uno a un tnico proceso en el cual f(z) se
aproxima a L cuando x tiende a a
P3 Encapsulacion del proceso del P2 asi que el limite se vuelve un objeto para el
cual las acciones pueden ser aplicadas.
P4 Reconstruccion del proceso del paso P2 en términos de intervalos y desigualdades.
Esto es introduciendo estimadores numéricos de las aproximaciones cercanas: 0 <
|t —a|<dyO0<|f(x)—L|<e
P5 Aplicacién de un esquema de cuantificacion de 2 niveles para conectar el proceso
descrito en P4, para la definicion formal.
P6 Aplicacion de una concepcion completa € — § para situaciones especificas

Tabla 1.1: Descomposicién genética preliminar

Una comprensién informal es inicialmente dindmica. Para una funciéon f en un punto
de su dominio x = a, la determinacién del limite comienza con la Accién de evaluar f en
pocos puntos, cada uno sucesivamente mas cerca de x = a. Usaremos la notaciéon (Paso P1,
P2, etc.) para referirnos a un paso de la descomposicién genética preliminar. A medida que
el individuo reflexiona sobre estas acciones, pueden ser interiorizadas en un proceso men-
tal (Paso P2); es donde la concepcién estatica se convierte en una concepciéon dindmica. La
encapsulacion ocurre cuando el individuo ve al Proceso como un todo y percibe las transfor-
maciones que pueden actuar sobre esa totalidad (Paso P3). La transicién a un pensamiento
més formal empieza en el (Paso P4), como el proceso construido en el (Paso P2) se recons-
truye en términos de intervalos. La definiciéon formal luego surge mediante la aplicacion de
un esquema de cuantificacion de dos niveles (Paso P5) para el proceso reconstruido (Paso
P4). El tratamiento de instruccién consistié en una unidad de 2 semanas que incluyé cinco
tipos de actividades informaticas integradas en los temas habituales de aproximacion, uno
de limites laterales y el otro de aplicaciones del limite. Los alumnos realizaron graficas, ana-
lizaron, escribieron programas cortos relacionados con lo informal, concepcién dindmica y
tareas completadas que implican la construccion y el andlisis de € — §. El analisis de datos
sugirié dos revisiones principales. La primera fue la adiciéon de un paso que precede a la accién

de evaluar una funcién en varios puntos (Paso R1); especificamente, el individuo evaliia un
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solo punto, que puede ser x = a en lugar de una serie de puntos seleccionados que estan
sucesivamente mas cerca de x = a. La segunda trata de la construccion de la concepcion del
Proceso, los investigadores descubrieron evidencia de una coordinaciéon de dos Procesos: un
proceso de dominio, en el que x se acerca a, y un proceso de rango, en que se acerca a L. Los
dos procesos se coordinan a través de la funcién f. En otras palabras, la funcién f se aplica
al Proceso de x acercdndose a a para obtener el Proceso de f(x) acercandose a L. Después
de esos andlisis y de la necesidad del refinamiento de Cottril, a continuaciéon pondremos el

refinamiento de la descomposicién genética para el concepto de limite.

Refinamiento de la descomposicién genética
R1 La Accién de evaluar la funciéon f en un tinico punto x, considerado cercano, o
igual al valor de a
R2 La Accion de evaluar la funciéon f en unos puntos, cada punto sucesivo cercano
aa
R3 Construccion de un esquema de un proceso coordinado:

a) Interiorizacién de la accion del paso R2 para construir un proceso dominio en
el cual x se aproxima a a.

b) Construccién de un proceso rango en el cual y se aproxima a L

c¢) Coordinacién de a) y b) via f.

R4 Encapsulaciéon del proceso del paso (R3c) asi que el limite se convierte en un
objeto al cual las acciones se pueden aplicar.

R5 Reconstruccion del proceso del paso (R3c) en términos de intervalos y desigual-
dades. Esto es introduciendo estimadores numéricos de las aproximaciones cercanas:
O<|r—a|<dyO0<|f(z)—L|<e

R6 Aplicacion de un esquema de cuantificacién de 2 niveles para conectar el proceso
descrito en R5, para la definiciéon formal.

R7 Aplicaciéon de una concepcién completa € — § para situaciones especificas

Tabla 1.2: Descomposicién genética refinada

Como se ha mencionado antes, “la idea de aproximacion es el primer encuentro que los
estudiantes tienen del concepto de limite a través de la nocién dindmica de limite” (Cornu,
1991, p.153), y la via por la cual el concepto de limite se usa para resolver problemas reales,

apoyandose més en diversas propiedades intuitivas del concepto de limite que en la definicién.
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Pons (2014).

El limite como concepciéon dinamica.

La concepcion dindmica de limite de una funciéon supone construir un proceso en el do-
minio en el cual x se aproxima a a, construir otro proceso en el rango en el cual f(z) se
aproxima a L y utilizar la funcién para coordinarlos (Pons, 2014, p. 101).

El limite como concepcién métrica.

Hemos considerado como concepcién métrica en términos de desigualdades aquella que
se deriva de la construccion de un proceso en el dominio en el cual  — a en valor absoluto
se aproxima a 0, construir otro proceso en el rango en el cual f(x) — L en valor absoluto se

aproxima a 0, y coordinarlos. (Pons, 2014, p. 102).

1.4. Ciclo de investigacion de la teoria APOE

La investigacién que se apoya en la teoria APOE tiene tres componentes: el analisis
teorico, el disenio e implementacién de ensenanza y observacion, ademas de la verificacién de

datos.
Analisis Teodrico

Coleccion y analisis de Disefo e implementacion
datos . de instruccién

Figura 1.2: Ciclo de investigaciéon (adaptado de Asiala et al. 1996)

Este ciclo de investigacién permite obtener una descripcién mas detallada y cercana a los

conceptos matematicos mediante su repeticion.

12



FCFM BUAP

s Andlisis Teoérico

La investigacion se inicia con un analisis teérico sobre el concepto matemaético, en
el cual se toma en cuenta el andlisis de libros de texto y la experiencia de algunos
investigadores para establecer un camino viable en la construccion del concepto. “Este
analisis, permite mediante la descripcion de las construcciones mentales, modelar la
epistemologia y cognicién del concepto matematico estudiado” (Roa y Oktag, 2008,

p.35).

Esto da lugar a una descomposicion genética preliminar del concepto, para que los es-
tudiantes construyan un concepto determinado, mediante una descripcién de las cons-
trucciones mentales y mecanismos mentales que un estudiante puede realizar para la

construcciéon de su comprension de un concepto matematico.

Cabe senalar que una descomposicion genética de un concepto no es tnica, ya que en
ella dependen los caminos de construccién del concepto y de las estructuras definidas
en los estudiantes. Cada descomposicién genética debe ser el resultado de la aplica-
cion completa de los tres componentes del ciclo de la investigacion, lo que permite

documentarla con los datos empiricos y refinarla.

= Diseno e implementacion de la ensenanza
El analisis tedrico conduce al disefio e implementacion de la ensefianza, cuyas activida-

des estan destinadas a fomentar las construcciones mentales requeridas por el andlisis.

Actividades y ejercicios estan encaminados para ayudar a los estudiantes a construir
acciones, interiorizarlos en procesos, encapsular procesos en objetos y la coordinacion

de dos 0 mas procesos para la construccion de nuevos procesos.

Una variedad de estrategias pedagogicas tales como aprendizaje cooperativo, resolucion
de problemas en grupo, e incluso algunas conferencias pueden ser altamente efectivas

para ayudar a los alumnos a aprender las mateméticas en cuestion.
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= Coleccion y analisis de datos

La fase de recopilaciéon y andlisis de datos es crucial para la investigacién basada en
APOE, ya que sin evidencia empirica, una descomposicién genética sigue siendo sim-

plemente una hipétesis. El proposito del analisis de datos es responder dos preguntas:

1) ;Los estudiantes hacen las construcciones mentales descritas en la descomposicion

genética?

2) ;Qué tan bien aprenden los estudiantes el concepto matematico?

Se utilizan diferentes tipos de instrumentos para investigar estas dos preguntas. De-
pendiendo de los objetivos del estudio particular, estos pueden incluir, cuestionarios
escritos, entrevistas semiestructuradas (grabadas en audio y / o video), exdmenes, y /

o juegos de computadora. El diseno metodolégico también puede incluir el aula.

Observaciones, anélisis de libros de texto y estudios histéricos / epistemolégicos. En
todos estos casos, el andlisis se triangula a través de la investigacion colaborativa,
mientras los investigadores negocian los resultados hasta llegar a un consenso sobre sus
interpretaciones y / o implementando méas de un instrumento de investigacién para un

estudio.
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Capitulo 2

Metodologia

Este trabajo sigue el método de investigacion de la teoria APOE de la siguiente manera,
se aplico un cuestionario el cual tenia en cuenta el refinamiento de la descomposicién genética
realizada por Cottrill et al. (1996) para recabar datos que ofrecieran evidencias de las cons-
trucciones mentales y los mecanismos cognitivos, ademas de permitirnos hacer sugerencias
para la ensenianza del concepto en estudio.

Los participantes en esta investigacion fueron 56 estudiantes de la Facultad de Ciencias
Fisico Mateméticas que cursaban la materia de CALCULO DIFERENCIAL durante el curso
primavera 2019, estos estudiantes son de las carreras de Actuaria, Fisica Aplicada, Fisica,
Matematicas y Matematicas Aplicadas. Ademas, tenian una semana de haber visto el tema
del concepto de limite de una funciéon en un punto.

A estos estudiantes se le aplicaron 6 actividades de la tesis de Pons (2014) las cuales
fueron adaptadas al espanol de México.

Las actividades se aplicaron en dos sesiones, una de 60 minutos y la otra de 45 minutos,
las cuatro primeras actividades tienen la caracteristica de hacer referencia a la comprension
de la concepcion dinamica del concepto de limite mientras que las otras dos actividades hacen

referencia a la concepcion métrica del concepto de limite en un punto.
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2.1. Diseno del cuestionario

Actividad 1
A partir de la siguiente tabla, responde:

x 2.9 2.99 2.999 2.9999 -+ 1 3.0001 3.001 3.01 3.1
()| 14.21 | 14.9201| 14.992001| 14.99920001| --- | 15.0008001 | 15.008001| 15.0801| 15.81
a) ;A qué nimero se aproxima 7

=

) (A qué ntimero se aproxima f(x)?
¢) Describe el comportamiento de f(x) con relacién a la variable x.
d) Di, si es posible, jcudl es el limite de la funciéon en x = 37 Justifique su respuesta

Tabla 2.1: Actividad 1

Esta actividad esta presentada en el registro numérico, su propdsito es hacer evidente
las estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a los tres primeros pasos de la

Descomposicién Genética. Es decir, lo que se espera es que:

a) A partir de observar los valores de la tabla, los estudiantes construyan un Proceso

dominio en el cual x se aproxima a 3 (R3a).

b) A partir de las aproximaciones laterales, los estudiantes construyan un Proceso rango

en el cual f(x) se aproxima a 15 (R3b).

¢) Que coordinen el Proceso dominio cuanto z tiende a 3, con el Proceso rango cuando

f(z) tiende a 15 (R3c).

d) Que los estudiantes, a partir de la coordinacién de los dos Procesos, mencionen que
puede ser 15 el limite de la funcién cuando z se acerca a 3, pero no es posible afirmarlo
porque solo se muestra una sucesion de nimeros, sin embargo, se espera que ellos

observen el comportamiento de aproximacién (R4).
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Actividad 2

i T —2
Sl f(x) = $2 _ 4
T 1.9 1.99 1.999 1.9999 --- | 2.0001 2.001 2.01 2.1

()
)

a) Completa la tabla
) (A qué ntimero se aproxima x?
) (A qué ntimero se aproxima f(x)?
d) Describe el comportamiento de f(x) con relacién a la variable z.
e) Di, si es posible, jcudl es el limite de la funcién en x = 27 Justifique su respuesta

=

o

Tabla 2.2: Actividad 2

Esta actividad estd presentada en el registro algebraico-numérico, su propésito es obser-
var las estructuras y mecanismos mentales correspondientes a los tres primeros pasos de la

Descomposicion Genética cuando los estudiantes. Es decir, lo que se espera es que:

a) Calculan el valor de la funcién en modo algebraico, es decir, que realicen la accién de

evaluar la funcién f en puntos cercanos a z = 2. (R2)
b) Construyen un Proceso dominio, en el cual = se aproxima a 2. (R3a)

¢) Construyen un Proceso rango, es decir, que observen a qué ntimero se aproximan los

valores de f(z) tanto por la derecha como por la izquierda y concluyan que se aproxima

a 0.25 (R3b).
d) Relacionan ambas variables coordinando los dos Procesos rango y dominio (R3c).

e) A partir de la Coordinacién entre los dos Procesos, rango y dominio, mencionen que
puede ser 0.25 el limite de la funciéon cuando x se acerca a 2 pero no es posible afirmarlo
porque solo se muestra una sucesion de nimeros, sin embargo, se espera que ellos

observen el comportamiento de aproximacién (R4).
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Actividad 3
A partir de la siguiente tabla, responde:
x 3.99 |3.993 | 3.9999 3.99999 -+ | 4.00001 4.0001 4.001 | 4.01

f(z)] 15.530 15.5254| 15.5015 | 15.50001 -+ | 14.00003 14.0003 | 14.003 | 14.03

a) ;A qué nimero se aproxima 7

b) (A qué nimero se aproxima f(z)?

¢) Describe el comportamiento de f(x) con relacién a la variable x.

d) Di, si es posible, jcudl es el limite de la funciéon en x = 47 Justifique su respuesta

Tabla 2.3: Actividad 3

Esta actividad esta representada en el registro numérico y su objetivo es evaluar si los

estudiantes:
a) Construyen un Proceso dominio, en el cual = se aproxima a 4 (R3a).

b) Construyen un Proceso rango para valores de f(z) por la derecha y por la izquierda y
observan que f(x) tiene dos diferentes aproximaciones, es decir, por la izquierda f(z)

se aproxima a 15.5 y por la derecha a 14 (R3b).

c) A partir de la tabla, son capaces de relacionar ambas variables coordinando dos Procesos

rango y dominio (R3c).

d) A partir de la coordinacién de los dos procesos dados en ¢), concluyan que el limite de

la funcién no existe para x=4 (R4).
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Actividad 4
De la funcién f(x) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:

y
a) Elige un valor para z, y calcula el valor de f(z), en ese punto.
b) Cuando x tome los valores 3.9,3.99,3.999, - -- ;A qué niimero se aproxima f(x) ?
¢) Cuando x tome los valores 4.1,4.01,4.001, - -- ;A qué nimero se aproxima f(z) 7

d) Describe el comportamiento de f(z) con relacién a la variable .

e) Di, si es posible, jcudl es el limite de la funcién en x = 4?7 Justifique su respuesta

Tabla 2.4: Actividad 4

Como en las actividades anteriores, el ejercicio 4 tiene el proposito de observar las estruc-

turas y los mecanismos mentales correspondientes a los tres primeros pasos de la Descom-

posicion Genética, con la diferencia de que en esta actividad se les solicita construirlas en el

registro grafico. El objetivo de esta actividad es evaluar si los estudiantes:

a)

b)

Logran determinar el valor de la funcién en el punto que elijan. (Ra)

Coordinan el Proceso dominio cuando z tiende a 4 por la izquierda, con el Proceso

rango cuando f(x) tiende a 15. (R3b)

Coordinan el Proceso dominio cuando x tiende a 4 por la derecha, con el Proceso rango

cuando f(z) tiende a 10. (R3b)
Coordinan de manera conjunta los procesos construidos en los incisos b y ¢. (R3c)

Logren ver que el limite no existe, teniendo en cuenta que cuando z tiende a 4 los

valores de la funcién f(z) se aproximan a diferentes niimeros por la izquierda y por la

derecha. (R4)
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Actividad 5
De la funcién f(z) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:

x 0.499 0.4999 0.49999 | 0.499999 | --- | 0.500001 | 0.50001 | 0.5001 | 0.501
f(x) 1.497003 | 1.499700 | 1.499970 | 1.499997 | --- | 1.500003 | 1.500030 | 1.500300| 1.50300
|0.5 — x| | 0.00100 | 0.00010 | 0.00001 | 0.000001 | --- | 0.000001 | 0.00001 | 0.00010 | 0.00100
|1.5  — | 0.00299 | 0.0003 0.00003 | 0.000003 | --- | 0.000003 | 0.00003 | 0.00030 | 0.00300
f()]

a) ;Qué tan cerca deben estar los valores de 2 a 0.5 para que la diferencia |[1.5— f(z)],
sea menor que 0.0017

b) Con la informacién del apartado anterior, ;podria indicar cudl es el limite de f(x)
en el punto x = 0.57 Justifique su respuesta

Tabla 2.5: Actividad 5

Esta actividad esta presentada en el registro numérico, su propdsito es observar las es-
tructuras y los mecanismos mentales correspondientes a la concepcion métrica del limite, es
decir, los pasos 5 y 6 de la Descomposicion Genética. El objetivo de esta actividad es evaluar

si los estudiantes:

a) Realizan la accion de determinar la distancia a la que debe de estar x de 0.5 para que

la distancia de |1.5 — f(z)] < 0.001 este es el paso (R5) de la descomposicién genética.

b) En esta pregunta se pretende que los estudiantes observen que las diferencias en valor
absoluto entre z y 0.5 se aproximan a 0 y que las diferencias en valor absoluto de f(x)

y 1.5 también se aproximan a 0, entonces el limite de la funcién f es 1.5 (R6).
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Actividad 6
De la funcién f(z) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:
x f(z) 2.5 — | 3.5 = f(=)]
2.45 3.35000000 0.05 0.15
2.49 3.47000000 0.01 0.03
2.499 3.49700000 0.001 0.003
2.4999 3.49970000 0.0001 0.0003
2.49999 3.49997000 0.00001 0.00003
2.499999 3.49999700 0.000001 0.000003
2.500001 2.00000200 0.000001 1.499998
2.50001 2.00002000 0.00001 1.49998
2.5001 2.00020000 0.0001 1.4998
2.501 2.00200000 0.001 1.498
2.51 2.02000000 0.01 1.48
2.55 2.10000000 0.05 1.4
a) ;Qué tan cerca deben estar los valores de = a 2.5 para que la diferencia |3.5— f ()],
sea menor que 0.0017
b) Con la informacion del apartado anterior, ;podria indicar cuél es el limite de f(z)
en el punto x = 2.57 Justifique su respuesta

Tabla 2.6: Actividad 6

Esta actividad esta presentada en el registro numérico, su propésito es promover las

estructuras y los mecanismos mentales de la concepcién métrica, es decir, los pasos 5y 6 de

la Descomposicion Genética. El objetivo de esta actividad es evaluar si los estudiantes:

a)

Realizan la acciéon de determinar la distancia a la que debe de estar x de 2.5 para que

la distancia de |3.5 — f(z)] < 0.001 este es el paso (R5) de la descomposicién genética.

Manifiestan la no existencia del limite, ya sea mediante la argumentacién de aproxi-
maciones laterales o mediante la coordinacion de las aproximaciones métricas en el
dominio y rango de la funcién, es decir, que los estudiantes vean que los valores de las
diferencias en valor absoluto entre los valores de x y 2.5 se aproximan a 0, cuando = se
aproxima a 2.5. Se espera que observen que las distancias en valor absoluto de f(z) y
3.5 no se aproximan a cero, por lo tanto, podemos decir que la funcién no tiene limite

en el punto determinado (R6).
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2.2. Respuestas esperadas

Actividad 1

A partir de la siguiente tabla, responde:

x 2.9 2.99 2.999 2.9999 -+ 1 .3.0001 3.001 3.01 3.1

f(z)] 14.21 | 14.9201| 14.992001| 14.99920001] --- | 15.0008001 | 15.008001| 15.0801| 15.81

Pregunta Respuesta esperada

a) LA qué nimero se aproxima x? T se aproxima a 3

b) | (A qué nimero se aproxima f(x)? f(z) se aproxima a 15

c) Describe el comportamiento Conforme x se aproxima a 3, tanto por
de f(z) con relacion a la va- la izquierda como por la derecha, f(x)
riable x se aproxima a 15.

d) Di, si es posible, jcudl es el Es posible que el limite de la funcién es
limite de la funcién en x = 15, sin embargo, no es posible afirmarlo
37 Justifique su respuesta yva que en la tabla solo se muestra una

sucesion de numeros.

Tabla 2.7: Respuesta esperada actividad 1
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Actividad 2

z 1.9 1.99 1.999

1.9999

2.0001 2.001 2.01

2.1

Pregunta

Respuesta esperada

Completa la tabla

I

1.9

1.99 1.999 1.9999 -+ 2.0001 2.001 2.01

S(z)] 0.25 | 0.2506 | 0.2500 0.2500 <o+| 2.4999 0.24993 0.2493

[ 2.1
|

0.249

o &
=

LA qué nimero se aproxima x?

T se aproxima a 2

o
~

JA qué ntmero se aproxima f(z)?

f(x) se aproxima a 0.25

(ol
N

Describe el comporta-
miento de f(z) con re-
lacién a la variable x

Conforme z se aproxima a 2, tanto por la iz-
quierda como por la derecha, f(x) se aproxi-
ma a 0.25

e) Di, si es posible, jcual
es el limite de la fun-
cion en x = 27 Justifi-
que su respuesta

Al parecer, el limite de la funcion es 0.25, pero
no es posible afirmarlo porque en la tabla solo
se muestra una sucesiéon de ntimeros.

Tabla 2.8: Respuesta esperada actividad 2

Actividad 3

A partir de la siguiente tabla, responde:

x 3.99 | 3.993 | 3.9999 3.99999 4.00001 4.0001 4.001 |4.01

f(z)] 15.530| 15.5254| 15.5015 | 15.50001 14.00003 14.0003 | 14.003 | 14.03
Pregunta Respuesta esperada

a) LA qué ntimero se aproxima 7 T se aproxima a 4

b) LA qué niimero se aproxima

f(x)?

f(z) tiene dos diferentes aproximacio-
nes, por la izquierda f(z) se aproxima
a 15.5 y por la derecha a 14.

c) Describe el comportamiento
de f(z) con relacion a la va-
riable

Cuando z tiende a 4 por la izquierda
f(z) se aproxima a 15.5, mientras que
cuando z tiende a 4 por la derecha, f(x)
se aproxima a 14

d) | Di, si es posible, jcudl es el
limite de la funcién en z =
37 Justifique su respuesta

El limite no existe, ya que las aproxima-
ciones laterales son distintas

Tabla 2.9: Respuesta esperada actividad 3
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Actividad 4

De la funcién f(x) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:

Pregunta

Respuesta esperada

Elige un valor para =,
y calcula el valor de
f(x), en ese punto.

Se espera que el estudiante elija algin valor
en el eje horizontal y que dé el valor de f(z)
correspondiente.

Cuando x to-
me los valores
3.9,3.99,3.999, - - -

JA  qué nimero se
aproxima f(x) ?

f(z) se aproxima a 15

Cuando x to-
me los valores
4.1,4.01,4.001, - - -

JA  qué nimero se
aproxima f(x) ?

f(z) se aproxima a 10

Describe el comporta-
miento de f(x) con re-
lacién a la variable x

Cuando z tiende a 4 por la izquierda, f(x)
tiende a 15 y cuando x tiende a 4 por la de-
recha, f(z) tiende a 10.

Di, si es posible, ;cual
es el limite de la fun-
cion en x = 47 Justifi-
que su respuesta

El limite no existe, ya que las aproximaciones
laterales son distintas.

Tabla 2.10: Respuesta esperada actividad 4
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Actividad 5
1. Observa la siguiente tabla y contesta las preguntas
x 0.499 0.4999 0.49999 | 0.499999 0.500001 | 0.50001 | 0.5001 | 0.501
f(zx) 1.497003 | 1.499700 | 1.499970 | 1.499997 1.500003 | 1.500030 | 1.500300| 1.50300
|0.5 — x| | 0.00100 | 0.00010 | 0.00001 | 0.000001 0.000001 | 0.00001 | 0.00010 | 0.00100
1.5 — | 0.00299 | 0.0003 0.00003 | 0.000003 0.000003 | 0.00003 | 0.00030 | 0.00300
f(z)]
Pregunta Respuesta esperada

a) . Qué tan cerca deben estar los va- Los valores de x a 0.5 deben de estar

lores de = a 0.5 para que la dife- a 0.0001 de distancia.

rencia |1.5 — f(x)|, sea menor que

0.0017
b) Con la informacién del apartado Dado que las diferencias en valor ab-

anterior, jpodria indicar cudl es el
limite de f(z) en el punto z = 0.57
Justifique su respuesta

soluto entre los valores de z y 0.5
se aproximan a 0 y los valores de
las diferencias en valor absoluto en-
tre los valores de f(z) y 1.5 también
se aproximan a 0, entonces cuando x
tiende a 0.5, el limite de la funcién
feslb

Tabla 2.11: Respuesta esperada actividad 5

25



FCFM

BUAP

Actividad 6
De la funcién f(z) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:
x f(z) 2.5 — x| 3.5 — f(z)|
2.45 3.35000000 0.05 0.15
2.49 3.47000000 0.01 0.03
2.499 3.49700000 0.001 0.003
2.4999 3.49970000 0.0001 0.0003
2.49999 3.49997000 0.00001 0.00003
2.499999 3.49999700 0.000001 0.000003
2.500001 2.00000200 0.000001 1.499998
2.50001 2.00002000 0.00001 1.49998
2.5001 2.00020000 0.0001 1.4998
2.501 2.00200000 0.001 1.498
2.51 2.02000000 0.01 1.48
2.55 2.10000000 0.05 1.4
Pregunta Respuesta esperada
a) . Qué tan cerca deben estar | No existe tal cercania. Pues existe
los valores de x a 2.5 para | 0.0001 tal que |2.5 — z| < 0.0001
que la diferencia [3.5—f(x)|, | y [3.5 — f(z)| > 1.4998 lo cual es
sea menor que 0.0017 mayor que 0.001
b) Con la informacién del | El limite no existe ya que las dis-
apartado anterior, ;podria | tancias en valor absoluto de f(z)
indicar cudl es el limite de | y 3.5 no se aproximan a cero (R5).
f(x) en el punto x =
2.57 Justifique su respuesta

Tabla 2.12: Respuesta esperada actividad 6
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Capitulo 3

Resultados

Para mostrar los resultados se enumeraron a los estudiantes con la letra E seguida del
numero correspondiente, por ejemplo, E1,E2, etc. Ademas, especificaremos qué mecanismos

y qué estructuras del refinamiento de la descomposiciéon genética hecha por Cottrill et al.

(1996) muestran los estudiantes y se dan algunos ejemplos.

3.1. Resultados de las actividades de la concepcién di-

namica
Actividad 1
A partir de la siguiente tabla, responde:
x 2.9 2.99 2.999 2.9999 -+ 1 3.0001 3.001 3.01 3.1
f(z)] 14.21 | 14.9201| 14.992001| 14.99920001| - -- | 15.0008001 | 15.008001| 15.0801| 15.81

a) (A qué nimero se aproxima x?

En esta pregunta todos los estudiantes respondieron “3”, es decir, construyeron un

Proceso dominio, en el cual z se aproxima a 3, lo cual corresponde al paso (R3a) de la

descomposicion genética.
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b) (A qué niimero se aproximan los valores de f(z)?

Todos los estudiantes respondieron “15”, es decir, lograron construir un Proceso rango
en el cual f(z) se aproxima a 15, lo cual corresponde al paso (R3b) de la descomposicién

genética.

c) Describe el comportamiento de f(z) con relacién a la variable z.
Esta pregunta generd una variedad de respuestas las cuales dividiremos en tres grupos.
Primer grupo

Este primer grupo consta del 64.28% de los estudiantes, los cuales describieron el

comportamiento de ambas variables mediante sus aproximaciones laterales.

Es importante aclarar que aunque todos estos estudiantes respondieron como se men-
cion6 anteriormente, vamos a hacer algunas subdivisiones, ya que algunos estudiantes

detallaron mas su respuesta.

» K150 % escribié: “es 15. Cuando nos aproximamos a 3 por la izquierda f(x) se aproxima

a 15; cuando x se aproxima a 3 por la derecha, f(x) se aproxima a 15.”
» El 5.35% escribi6 « lin})) f(z) = 15 porque cuando z tiende a 3, f(z) tiende a 15”.
r—

s El 5.35% escribi6: “se puede aproximar a 15 tanto como uno quiera sin nunca serlo”.
Estos estudiantes tienen una concepcion de aproximaciéon como un proceso infinito que

no termina, la cual corresponde con la nocién de infinito potencial.

Ellos lograron coordinar los procesos rango y dominio y construyeron una concepcion
dindmica del limite de una funcién, lo cual corresponde al paso (R3c) de la descompo-
sicion genética.

Segundo grupo

Este segundo grupo corresponde al 30.33% de los estudiantes quienes relacionaron
ambas variables a partir de ciertas propiedades de la funcion, algunas de estas son:

continuidad, si la funcién es creciente o decreciente y algunos crearon una expresion

algebraica.
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El 14.28 % de los estudiantes relacionaron ambas variables de manera algebraica

de la siguiente forma:

f(z) =bx

f(z) =2%+ 22

Estos estudiantes describen el comportamiento de f(x) con relacion de la variable

x creando una expresion algebraica que reproduce, de manera aproximada, a los

valores de la tabla.
El 10.71 % escribié “f(z) va aumentando conforme = aumenta”.
El 3.57 % escribié “la funcién es creciente o decreciente”.

El 1.78 % escribié “la funcién es continua y tiende a 15 cuando z = 3”
Estos alumnos respondieron usando propiedades de la funcién que han conocido
previamente, ya que al describir una funcién es comiin mencionar su crecimiento

o decrecimiento, continuidad, etc.

Tercer grupo

Este tercer grupo consta del 5.35 % estudiantes los cuales no contestaron.

Di, si es posible, ;cudl es el limite de la funcién en z = 37 Justifique su

respuesta.
Las respuestas a esta pregunta seran divididas en tres grupos.
Primer grupo

Este primer grupo consta del 71.42 % de los estudiantes, los cuales justificaron la exis-
tencia del limite a partir de las aproximaciones laterales o a través de los limites late-

rales.

El 35.71 % escribié “ lim f(z) =15 ya que lirgl f(z)=15= lim f(x)”
T— x—3~

z—31

El 35.71 % respondié ¢ HII:I)) f(x) = 15 es el limite porque cuando z tiende a 3, f(x)
T—
tiende a 15"
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Es decir, estos estudiantes construyeron un Proceso mental en el cual sé proponen a
“15” como el limite, a través de la coordinacién de los procesos del paso (R3c) de la

descomposicion genética.
Segundo grupo

Este segundo grupo corresponde al 24.98 % de los estudiantes, quienes manifestaron la
existencia del limite sin haber justificado su respuesta, algunos lo encontraron a partir
de evaluar la expresion algebraica que previamente habian creado, sus respuestas las

veremos a continuacion:
x El 8.92% respondid que el limite es “15”.
« El 7.14 % escribi6 « lin% f(z) =157
T—>

El 7.14 % de los alumnos encontré el limite con la expresién que habian hallado ante-

riormente. A continuacién veremos como ejemplo la respuesta de E36.

05 e posbe ol s i e 1231

!

| J g ¥ . / ~ {
. X ! | f{_\ ./’ -
!

| . b . v '\

v ! e ’- " 8

Figura 3.1: Respuesta de E36

El 1.78 % que corresponde a E5 escribid: “Un limite no se asigna a un valor en especifico.
Mas bien se refiere a los valores de una funcién siempre se acerca mas y mas a un niimero
sin llegar a él.” Este alumno piensa que siempre te puedes aproximar al nimero, pero
nunca alcanzarlo, esto puede indicar que tiene una concepcion del limite como un

proceso infinito que no termina, la cual corresponde con la nocién de infinito potencial.

30



FCFM

BUAP

Tercer grupo

Este tercer grupo consta del 3.57 % los estudiantes que no respondieron nada.

Representacion numérica

Estructuras mentales Numero de | Observaciones
Estudiantes

Construccién de un Proceso | 100 % Todos los estudiantes escribieron “37,

dominio (R3a) podemos concluir que construyeron un
proceso dominio, ya que notaron que
los valores de x se aproximaban a 3 tan-
to por la izquierda como por la derecha.

Construccién de un Proceso | 100 % Todos los estudiantes respondieron

rango (R3b). “15”. Podemos concluir que construye-
rON Un proceso rango.

Coordinacién de ambos pro- | 64.28 % Algunos estudiantes respondieron esta

cesos (R3c) pregunta usando conceptos previos o
creando una regla de correspondencia,
etc., sin embargo; el 64.28 % respondie-
ron coordinando ambos procesos.

Concepcion Proceso en el | 71.24 % La mayoria de los estudiantes justifica-

cual se propone a 15 como ron la existencia del limite a través de

el limite, a través de la coor- la coordinacién de los procesos en el do-

dinaciéon de los procesos del minio y en el rango.

paso (R3c).

Tabla 3.1: Estructuras mentales actividad 1
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Actividad 2
T —2
Si =
1 f(x) IZ 4
z 1.9 1.99 1.999 1.9999 -+ 12.0001 2.001 2.01 2.1
f(x)

a) Completa la tabla
Todos los estudiantes completaron correctamente la tabla, es decir, realizaron correc-
tamente la Accién de evaluar la funcién f en puntos, lo cual corresponde al paso (R2)

de la descomposicion genética.

T 1.9 1.99 1.999 1.9999 -+ 2.0001 2.001 2.01 2.1

f(x)] 0.25 | 0.2506 | 0.2500 0.2500 -] 2.4999 0.24993 0.2493 | 0.249

b) (A qué niimero se aproximan los valores de x?
En esta pregunta todos los estudiantes respondieron que a 2, es decir, construyeron un
Proceso dominio en el cual z se aproxima a 2, lo cual corresponde al paso (R3a) de la

descomposicion genética.

¢) ;A qué nimero se aproximan los valores de f(z)?
Casi todos los estudiantes respondieron que f(x) se aproxima a i, sin embargo, un
estudiante respondi6 que f(z) se aproximaba a 0.26, de ahi que 55 estudiantes lograron
construir un Proceso rango, en el cual f(x) se aproxima a le, lo que corresponde al paso

(R3b) de la descomposicién genética.

d) Describe el comportamiento de f(z) con relacién a la variable z.
Esta pregunta tiene varias respuestas las cuales dividiremos en 4 grupos.
Primer grupo

Este primer grupo consta del estudiante E48 el cual describi6 el comportamiento usando

vecindades, a continuacién veremos su respuesta:
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d) Describe el comportamiento de f(x) con refacion a la variable . {1 ¢n 0\CCER o ]

Ty 1A b LAAN A f al e \ NADe o [ r ,~4‘.I\ ~ . A e T
( (001Q0er0, (U e nCIROH0 en el iy

Figura 3.2: Respuesta de E48

Este estudiante ha logrado hacer el paso (R5) de la descomposicién genética, que co-
rresponde a la reconstruccién del Proceso del paso (R3c) en términos de intervalos y

desigualdades.
Segundo grupo
Este segundo grupo consta del 62.5 % de los estudiantes los cuales describieron el com-

portamiento de ambas variables respecto a sus aproximaciones laterales.

o E155.35% “cuando x tiende a 2 por la izquierda o por la derecha, f(z) se aproxima

a 0.257
o El 7.14 % respondié que “cuando x tiende a 2 el limite de la funcién es 0.25”.
Los estudiantes mencionados anteriormente, lograron coordinar los procesos rango y
dominio, lo cual corresponde al paso (R3c) de la descomposiciéon genética.
Tercer grupo

El tercer grupo corresponde al 33.91 % de los estudiantes, los cuales relacionaron am-
bas variables a partir de los conocimientos previos o caracteristicas que notaron de la

funcién:

* El 17.85 % respondié que “f(x) va disminuyendo conforme aumenta z”
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* El 10.71 % respondié que “en —2 es asint6tico.” Ademads los estudiantes E8 y E51

dibujaron la grafica de la funciéon y E8 anadi6: “En 2 hay un hueco” e hizo un

dibujo representando esto.

a) Completa la tabla. i
b) ¢A qué nimero se aproximan los valores de x? & ©
o2 : \/
¢) ¢Aqué nimero se aproximan los valores de f(x)? & /|| b
d) Describe el comportamiento de f(x) con relacion a la variable x. '

|
- -

. LW L Moy wn ALREY

N

Figura 3.3: Respuesta de E8

* El 5.35 % respondié que “Es una hipérbola, indeterminada en x = 2”

Cuarto grupo
El cuarto grupo que corresponde al 1.78 % que no escribi6 nada.
Di, si es posible, jcual es el limite de la funcién en = = 2?7 Justifique su

respuesta.

Dividiremos en tres grupos las respuestas de los estudiantes.
Primer grupo
Este primer grupo consta del 39.28 % de estudiantes, los cuales encontraron el limite

de la funcién a través de los limites laterales.

e El139.28% mencioné que “el limite es 0.25 ya que los limites laterales coinciden”,

ejemplo E8
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4

e) Di, sies posible, ;cual es el limite de la funcion en x = 2? Justifica tu respuesta.

|
-

Y

P .0 T r.’\' ~ :‘\/I’“- ""Il'\.

Figura 3.4: Respuesta de E8

Ellos lograron coordinar los procesos rango y dominio y construyeron una concep-
cién dindmica del limite de una funcién, lo cual corresponde al paso (R3c) de la
descomposicion genética.

Segundo grupo

El segundo grupo corresponde al 21.42% de los estudiantes los cuales piensan
que el limite es un nimero que debe ser alcanzado y no lo conciben como una
aproximacién infinita.

El 21.42 % escribi6 que “No es posible porque la funcién se indefine cuando x = 2”.
Tercer grupo

Este grupo corresponde al 39.28 % de los estudiantes los cuales no dan evidencia
de haber construido los Proceso porque solamente evaluaron o mencionan que el

limite es 0.25

El 28.57 % simplific6 la funcién dada y la evalué en x = 2, para concluir que su

limite es 0.25.

El 10.71 % simplemente escribié “0.25".
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Representacion algebraico-numérica

Estructuras mentales Numero de | Observaciones

Estudiantes
Accién de evaluar la funciéon | 100 % Todos los estudiantes completaron co-
f en pocos puntos cada vez rrectamente la tabla, es decir, los estu-
mas cercanos a 2. (R2) diantes poseen la concepcién Accion.
Construccién de un Proceso | 100 % Todos contestaron que x se aproxima a

dominio (R3a)

2, en otras palabras, todos los estudian-
tes construyeron el proceso dominio.

Construccion de un Proceso | 98.21 % La mayoria de los estudiantes logro

rango a un numero determi- construir el proceso rango y observan

nado (R3b) que f(x) se aproxima a 0.25

Coordinacion de ambos pro- | 64.28 % Maés de la mitad de los estudiantes lo-

cesos (R3c) graron coordinar ambos procesos y el
estudiante E48 ha logrado hacer el pa-
so (R5H) de la descomposicién genética,
que corresponde a la reconstruccion del
proceso del paso (R3c) en términos de
intervalos y desigualdades.

Concepcién Proceso en el | 39.28% Aunque mas de la mitad de los estu-

cual se propone a 0.25 co-
mo el limite, a través de la
coordinacion de los procesos

del paso (R3c).

diantes propusieron a 0.25 como el limi-
te, solamente el 39.28 % lo hizo a partir
de las aproximaciones laterales.

Tabla 3.2: Estructuras
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A partir de la siguiente tabla, responde:

Actividad 3

X

3.99 13993 | 3.9999 3.99999 -+ 1 4.00001 4.0001 4.001 | 4.01

f(z)] 15.530] 15.5254| 15.5015 | 15.50001 | --- | 14.00003 14.0003 | 14.003 | 14.03

a)

(A qué ntimero se aproxima x?
Dado que todos los estudiantes contestaron que a 4, podemos decir que todos los alum-

nos construyeron un Proceso dominio en el cual x se aproxima a 4 (R3a).

LA qué nimero se aproximan los valores de f(x)?
Como todos los estudiantes respondieron que f(x) tiende a dos ntmeros diferentes,
podemos concluir que realizaron el Proceso rango en el cual f(z) tiende a 15.5 por la

izquierda y a 14 por la derecha.

Describe el comportamiento de f(x) con relacién a la variable z.

A esta pregunta dieron varias respuestas, las cuales vamos a dividir en tres grupos.
Primer grupo

El primer grupo consta del 76.78 % de los estudiantes, los cuales describieron el com-

portamiento respecto a sus aproximaciones laterales.

o El 76.78 % respondi6é que “la funcion tiene diferentes aproximaciones laterales y

dan sus respectivos valores”. Ejemplo E17.

¢) Describe el comportamiento de f(x), con relacion a la variable x.
£ 2 LA »(, | a » - a " p p » .

%\ \ 4 6 200 e 14

Figura 3.5: Respuesta de E17
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Los estudiantes mencionados anteriormente respondieron a partir de la coordinacion de

ambos procesos realizados en el inciso a) y b).
Segundo grupo
El segundo grupo tiene al 21.41 % de los estudiantes, los cuales describieron el com-
portamiento de ambas variables mencionando que la funcién es continua o creciente y
algunos no encuentran alguna relacion.

* El 8.92 % dice que “la funcién crece o decrece”.

* El 5.35% dice que “la funcién no es continua en 4”.

* El 3.57 % menciona que no encuentra ningin comportamiento.

Tercer grupo
Este tercer grupo consta del 3.57 % de los estudiantes, los cuales no respondieron nada.
d) Di, si es posible, ;jcudl es el limite de la funcién en = = 47 Justifique su

respuesta.

Las respuestas a esta pregunta las dividiremos en dos grupos.
Primer grupo

Este primer grupo consta del 83.92 % de los estudiantes, los cuales a partir de la tabla
se dieron cuenta que el limite de la funcién no existia en = 4 debido a que las

aproximaciones laterales se aproximaban a dos ntimeros diferentes.

o El 83.92% llegé a la conclusion de que “el limite no existe ya que los limites

laterales no coinciden”.
Estos estudiantes construyeron un Proceso mental en el cual, a partir de la coordinacion
de los procesos del paso (R3c) notaron que el limite no existe.
Segundo grupo

Este segundo grupo estd compuesto por el 16.06 % de los estudiantes, quienes ain

no logran coordinar por completo el inciso a) y b) que corresponde al R3 de nuestra
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descomposicion genética, dado que algunos estudiantes daban como respuesta ambos

limites laterales o un valor especifico.

* El 10.71 % da como limite los dos limites laterales.

* El 3.57% da un valor al limite.

* El 1.78 % no escribié nada

Representacion numérica

Estructuras mentales

Ntumero de
Estudiantes

Observaciones

Construcciéon de un proceso
dominio a un nimero deter-

minado (R3a)

100 %

Todos los estudiantes respondie-
ron que x se aproxima es a 4, es
decir, los estudiantes construye-
ron un proceso dominio.

Construcciéon de un proceso
rango a un numero determi-

nado (R3b)

100 %

Todos los estudiantes respondie-
ron que f(z) tiende a 15.5 por la
izquierda y a 14 por la derecha, es
decir, lograron construir un Pro-
ceso rango.

Coordinacion de ambos pro-
cesos (R3c)

82.14 %

La mayoria de los estudiantes
muestra haber coordinado ambos
procesos de aproximacion, aun-
que hubo algunos estudiantes que
relacionaron las variables por al-
guna propiedad.

Concepcién Proceso al men-
cionar que el limite no exis-
te a través de la coordina-
cion de los procesos del paso
(R3c).

83.92 %

La mayoria de los estudiantes
mencioné que el limite no existia
ya que las aproximaciones latera-
les no coinciden.

Tabla 3.3: Estructuras mentales actividad 3
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Actividad 4

De la funcién f(x) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:

"

a)

Elige un valor para z, y calcula el valor de f(z), en ese punto.
Todos los alumnos lograron determinar el valor de la funciéon en un punto, es decir,

asociaron correctamente un valor en el dominio con su respectivo valor en el rango.

Cuando x tome los valores 3.9,3.99,3.999, ... ; A qué nimero se aproxima f(x)
?

Debido a que todos los estudiantes respondieron que cuando z tiende a 4 por la iz-
quierda, f(z) tiende a 15, es decir, si x — 47, entonces f(x) — 15, podemos decir que

coordinaron el Proceso dominio con el Proceso rango.

Cuando x tome los valores 4.1,4.01,4.001,--- ;A qué nimero se aproxima
flz) ?
Puesto que todos los estudiantes respondieron que cuando x tiende a 4 por la derecha,
f(z) tiende a 10, es decir, x — 4 entonces f(z) — 10 podemos decir que coordinaron

el Proceso dominio con el Proceso rango.

Describe el comportamiento de f(x) con relacién a la variable z.

Las respuestas a estas preguntas las dividiremos en tres grupos.
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Primer grupo

Este primer grupo consta del 35.71 % de los estudiantes los cuales describieron el com-

portamiento de ambas variables a partir de sus aproximaciones laterales.

o E135.71% de los estudiantes describe el comportamiento de la funcién respecto a
sus aproximaciones laterales, es decir, “Cuando z tiende a 4 por la izquierda f(x)

tiende a 15 sin embargo cuando x tiende a 4 por la derecha f(z) tiende a 10”

Los estudiantes mencionados anteriormente respondieron coordinando los procesos

realizados en el inciso b) y ¢).

Segundo grupo

Este segundo grupo corresponde al 62.5 % de los estudiantes, los cuales parece ser que:
describen adecuadamente el comportamiento de la funcion pero no dan evidencias de
concebir las aproximaciones ni de coordinarlas, debido a que respondieron a partir de
la grafica en términos de intervalos, continuidad y algunos otros encontraron la regla

de correspondencia.

* El 19.64 % dice que “es una funcién a trozos y dan los intervalos de cémo se

comporta la funcion”. Ejemplo E10.

de f(x)? 1o (10, 6)  y el
d) Describe el comportamiento de f/(x), con relacion a la variable x. 1)

o
)
A

LY um AL TIR L

-

Figura 3.6: Respuesta de E10

* E1 17.85% dice que “f(z) no es continua en x = 4”.

* E117.85 % dice que “f(x) es creciente en [—6, 0], constante en [0,4) y creciente en

(4, 00)".
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* El 7.14 % dice que “La funcién aumenta linealmente en los valores negativos de 0

a 4 se mantiene igual y a partir de 4 decrece a 10 para aumentar lentamente”.

Tercer grupo

Este tercer grupo consta del 1.78 % el cual no respondi6 nada.

e) Di, si es posible, ;jcudl es el limite de la funcién en =z = 47 Justifique su
respuesta.

Las respuestas a esta pregunta la dividiremos en 2 grupos.
Primer grupo

Este primer grupo consta del 87.5% de los estudiantes a quienes les ayud6 que la
actividad estuviera dada en el registro grafico debido a que la mayoria respondié que

las aproximaciones laterales no coincidian y por tanto el limite no existe.

o El87.5% dijo que “el limite de la funcién no existe ya que los limites laterales no

coinciden”. Ejemplo E20

3 i sesposbe, il e e icnen = £ s et
A 2 YWY LD / ot (. : ' AA Ancih A

f \t /

Figura 3.7: Respuesta de E20

Estos estudiantes construyeron un Proceso mental en el cual a partir de la coordinacion

de los procesos del paso (R3c) notaron que el limite no existe.
Segundo grupo

Este segundo grupo corresponde al 10.89 % de los estudiantes y respondieron a partir

de los limites laterales o dando un valor al limite.
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o El 7.14 % dio los limites laterales.

e E13.57% dio un valor para el limite.

Registro gréfico

Estructuras mentales Numero Observaciones
de Estu-
diantes
Accién de evaluar la funcion | 100 % Todos los alumnos lograron determinar el va-
f en un unico punto (Rla) lor de la funcién en un punto, es decir, aso-
ciaron correctamente un valor en el dominio
con su respectivo valor en el rango.
Construccién de un Proceso | 100 % Todos los estudiantes respondieron que f(z)
rango a un numero determi- se aproxima a 10.
nado (R3b)
Construccién de un Proceso | 100 % Todos los estudiantes respondieron que f(x)
rango a un numero determi- se aproxima a 15.
nado (R3b)
Coordinacién de ambos pro- | 35.71 % Aproximadamente la tercera parte de los es-
cesos (R3c) tudiantes respondieron coordinando ambos
procesos, por otro lado, los demas estudian-
tes respondieron con alguna propiedad o en-
contrando alguna regla de correspondencia
etc.
Concepcién Proceso al men- | 87.5% La mayoria de los estudiantes menciond que

cionar que el limite no exis-
te a través de la coordina-

cion de los procesos del paso
(R3c).

el limite de la funcién no existe y lo justifica-
ron a través de los limites laterales o de las
aproximaciones laterales.

Tabla 3.4: Estructuras mentales actividad 4
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3.2. Resultados de las actividades de la concepciéon mé-

trica
Actividad 5

1. Observa la siguiente tabla y contesta las preguntas

x 0.499 0.4999 0.49999 | 0.499999 0.500001 | 0.50001 | 0.5001 | 0.501
f(z) 1.497003 | 1.499700 | 1.499970 | 1.499997 1.500003 | 1.500030 | 1.500300| 1.50300
0.5 — 2| | 0.00100 | 0.00010 | 0.00001 | 0.000001 0.000001 | 0.00001 | 0.00010 | 0.00100
1.5 — | 0.00299 | 0.0003 0.00003 | 0.000003 0.000003 | 0.00003 | 0.00030 | 0.00300
f(@)|

a) ;Qué tan cerca deben estar los valores de = a 0.5 para que la diferencia

|1.5 — f(z)|, sea menor que 0.0017

Las respuestas a esta pregunta las vamos a dividir en dos grupos.
Primer grupo

Este primer grupo consta del 44.65 % de los estudiantes quienes escribieron sus respues-

tas en términos de un intervalo, aproximaciones laterales o dando un valor especifico.
El 21.42 % escribié “0.0001”
El 14.28 % escribi6 "|0.5 — f(z)| < 0.0001"

El 5.35 % escribié “La diferencia debe ser menor o igual a 0.0001”

Los estudiantes mencionados anteriormente lograron hacer el paso (R5) de la descom-
posicién genética que corresponde a la reconstruccién del Proceso (R3c) en términos
de intervalos y desigualdades.

El 3.57 % escribié “La distancia de x a 0.5 debe ser menor o igual a 0.0001”
Segundo grupo

Este segundo grupo consta del 55.35 % de los estudiantes los cuales dieron su respuesta

en términos de x y no a partir de la distancia que debe de haber entre x y 0.5
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o El48.21 % escribi6 la respuesta como la del estudiante E31, es importante men-
cionar que de ese 48.21% el 7.14% para llegar a esa respuesta partieron de la
desigualdad 0.5 — z| < 0.0001 después la desarrollaron y asi obtuvieron un inter-
valo de x. Puede ser que esto les haya sucedido porque es comun que se pregunte

en términos de x y no de distancia.

[ X 0.499 0.4999 [ 0.49999 0.499999 | ... [ 0.500001 [ 0.50001 | 0.50CH 0.501 |
- f(x) 1.497003 | 1.499700 . | 1.499970 1499997 | ... | 1.500003 | 1.500030 | 1.500300 | 1.503003 |
0.5-x| | 0.00100 0.00010 0.00001 0.000001 | ... | 0.00000 0.00001 | 0.00010 0.00100
[1.5-f(x)] | 0.0029973 | 0.0003000 | 0.0000300 | 0.0000030 | ... | 0.0000030 | 0.0000300 | 0.00030007y| 0.0030027

a) ¢Qué tan cerca deben estar los valores de x a 0.5 para que la diferencia
|15 — f(x)|, sea menor que 0.001?  ©,50071T > X Y0.499 L. .ol

€ & 404 0 "Z R AL

Figura 3.8: Respuesta de E31

El 1.78 % escribi6 “x tiende que valer 0.499 por la izquierda y 0.501 por la derecha”

El 1.78 % x = 0.499, 0.4999, 0.500001, 0.50001

El 1.78 % escribié “A partir de z < 0.4999”

El 1.78 % escribi6 “{min3,3.3 x 107*}”

b) Con la informacién del apartado anterior, ;podria indicar cudl es el limite
de f(x) en el punto x = 0.57 Justifique su respuesta
Esta pregunta tiene varias respuestas las cuales vamos a clasificar en tres grupos.
Primer grupo

Este primer grupo consta del estudiante E34 el cual ha logrado interiorizar la concepcion
métrica del concepto de limite, logrando el paso (R5) de la descomposicion genética.
Ademas ha sido capaz de reconstruir un Proceso en la concepcion métrica pasando por
la reconstruccion de la concepcion dinamica, y utiliza los cuantificadores para establecer

la definicion formal € — § lo cual corresponde al paso (R6).
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b) Con la informacion del apartado anterior, indica el limite de f(x) en el punto x = 0.5.
Justifica tu respuesta.

Figura 3.9: Respuesta de E34

Segundo grupo

Este segundo grupo consta del 74.99 % de los estudiantes quienes respondieron men-

cionando los limites laterales y las aproximaciones laterales.

* El 58.92 % respondi6 “el li%lg)f(]?) =15yaque lim f(z)=15= lim f(z)=15"

xz—0.5~ z—0.5F
15.51 % respondié verbalmente “El limite es 1.5 ya que tanto por la izquierda como por

la derecha el limite tiende a ser 1.5”

Estos estudiantes no dan evidencia de que hayan construido la concepcién métrica del

limite pero si han construido el paso (R3c) de la descomposicién genética.
Tercer grupo

El tercer grupo pertenece al 23.19% de los estudiantes los cuales no encontraron el
limite o lo hallaron a partir de crear una funciéon para relacionarlos o no justificaron la

existencia de este.

14.28 % escribi6 HI(I]l5 f(z) = 1.5 sin justificarlo.
z—0.

El 5.35 escribié ¢ El limite no existe 1_i>%15f(a:) = 1.4999 y l_iglg)f(.r) = 1.50003” los

limites centrales no coinciden el limite central entonces no existe.

El 1.78 % escribié “El limite de f(z) es 1.5 ya que no encontramos valores de f(z),

|0.5 —z|,]0.5 — f(z)|en = 0.5 ya que ahi se indetermina.

El 1.78 % escribié lim5 3rz = 1.5 donde hay un € = 0.001 esto se encuentra con el min

x—0.
{51 ) 52}
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Registro numérico

Estructuras mentales Niumero de | Observaciones

Estudiantes
Reconstruccion del Proceso | 44.64 % Casi la mitad de los estudiantes logra-
(R3c) en términos de inter- ron reconstruir el proceso (R3c) en tér-
valos y desigualdades. (R5) minos de intervalos y desigualdades.
Concepcién Proceso en el | No hay evi- | Los estudiantes propusieron a 1.5 como
cual se propone a 1.5 co- | dencia el limite de la funcién y la mayoria jus-

mo el limite a partir de la
coordinacion de las aproxi-
maciones métricas en el do-
minio y codominio de la fun-

cién (RH).

tifico su respuesta en términos de los li-
mites laterales, es decir, lograron el pa-
so (R3c) de la descomposicién genética
pero no dan evidencia de haber cons-
truido la concepcion métrica.

Tabla 3.5: Estructuras mentales actividad 5

Actividad 6
De la funcién f(x) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:
x f(z) 2.5 — x| 3.5 = f(2)]
2.45 3.35000000 0.05 0.15
2.49 3.47000000 0.01 0.03
2.499 3.49700000 0.001 0.003
2.4999 3.49970000 0.0001 0.0003
2.49999 3.49997000 0.00001 0.00003
2.499999 3.49999700 0.000001 0.000003
2.500001 2.00000200 0.000001 1.499998
2.50001 2.00002000 0.00001 1.49998
2.5001 2.00020000 0.0001 1.4998
2.501 2.00200000 0.001 1.498
2.51 2.02000000 0.01 1.48
2.55 2.10000000 0.05 1.4

a) ;Qué tan cerca deben estar los valores de x a 2.5 para que la diferencia

13.5 — f(z)|, sea menor que 0.0017

Esta pregunta tiene una gran variedad de respuestas, las cuales vamos a dividir en tres

grupos.
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Primer grupo

Este primer grupo consta del 12.5% de los estudiantes los cuales respondieron usando

una desigualdad

* El 12.5% escribié “|2.5 — z| < 0.001 por la izquierda”.

Estos estudiantes realizaron el paso (R5) de la descomposicién genética, es decir, rea-

lizaron la reconstrucién del paso (R3c) en términos de desigualdades.
Segundo grupo

Este segundo grupo corresponde al 37.5% de los estudiantes que respondieron par-
cialmente o solamente dieron un valor en especifico. La mayoria de los estudiantes no
se percataron que cuando x se acerca a 2.5 por la derecha, nunca se satisface que

3.5 — f(z)| < 0.001.

Las respuestas las veremos a continuacion:

» E11.78 % escribi6 “La diferencia |3.5— f(x)| < 0.001 = 0.001 > —3.5+ f(z) > —.001 =
2.5 — 2| = 0.0001"

* El 1.78 % escribi6 “2.4999 7

* 1 1.78 % escribié “Sera el min{1,0.001} ”

» El 1.78 % escribié “Si [2.5 — x| < 0.001 entonces |3.5 — f(z)| < 0.001”

s El 1.78 % escribié “No puede ser mayor a un intervalo de 0.001 unidades”
» El 1.78 % escribi6é “0.000003”

* El 26.78 % respondié “0.0001 ”
Tercer grupo

Este tercer grupo corresponde al 50.04 % de los estudiantes que respondieron en térmi-

nos de la variable =
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s El44.64 % respondié “2.4999 < x < 2.5"
Ejemplo E27.

a) ¢Qué tan cerca deben estar los valores de x a 2.5 para que la diferencia
|3.5 - f(x)| sea menor que 0.0017 2499 & x < 2

/ </
A~ A

Figura 3.10: Respuesta de E27

* El1 3.57 % respondi6 “ xe[2.4999,2.5001]”

El 1.78 % escribi6 “la distancia de z a 2.5 debe ser menor o igual a 0.0001”

* El 1.78 % respondié |z — 2.5 < 0.003 pero x no puede ser mayor a 2.5

El 1.78 % escribié “Cuando z > 0.003 y z > 2.051"

b) Con la informacién del apartado anterior, ;podria indicar cudl es el limite
de f(z) en el punto x = 2.57 Justifique su respuesta

Esta pregunta tiene varias respuestas las cuales vamos a dividir en dos grupos.
Primer grupo
Este primer grupo consta del 79.3 % de los estudiantes quienes respondieron mencio-
nando los limites laterales.

» Para el 79.3 % “ No existe, porque por la izquierda el limite tiende a 3.5 y por la derecha
el limite tiende a 2, por lo tanto el limite no existe.”

Los alumnos mencionados anteriormente lograron interiorizar la concepcién dindmica
del concepto de limite, es decir, lograron el paso (R3c) de la descomposicién genética
pero no dan evidencia de haber construido la concepcién métrica; ellos no mencionaron

las distancias entre los términos de las sucesiones y los nimeros de interés.
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Segundo grupo

Este segundo grupo consta del 21.42 % de los estudiantes los cuales atin no han logrado

las construcciones mentales necesarias para concluir que no existe el limite.

*EL16.08% lim f(x)=35y lim f(z)=2

x—2.5~ z—2.51

* El 1.78 % escribi6 “ li;n5 flz) =35 Ve>036>0:36>0:1[25—-25] <6 =
T—r2.0"
3.5~ 3.5| < ¢

*

Para el 1.78 % “No existe, hay un salto en la secuencia con una gran diferencia”

*

Para el 1.78 % “No existe”

20



FCFM

BUAP

Registro numérico

Estructuras mentales

Numero de
Estudiantes

Observaciones

Reconstruccion del Proceso
(R3c) en términos de inter-
valos y desigualdades. (R5)

12.5%

Del 100 % de los estudiantes, solamente
el 12.5 % lograron reconstruir el proce-
so (R3c) en términos de intervalos y de-
sigualdades, ya que la mayoria expresé
su respuesta en términos de la variable
x 0 solo observaban una aproximacion
lateral.

Concepcién  Proceso, en
donde se prueba que el
limite no existe a partir
de la coordinacién de las
aproximaciones métricas en
el dominio y codominio de
la funcion (R5).

No hay evi-
dencia

Los alumnos lograron interiorizar la
concepcion dinamica del concepto de li-
mite, es decir, lograron el paso (R3c) de
la descomposicion genética pero no dan
evidencia de haber construido la con-
cepcién métrica; ellos no mencionaron
las distancias entre los términos de las
sucesiones y los niimeros de interés.

Tabla 3.6: Estructuras mentales actividad 6
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3.3. Analisis de resultados

En las actividades que hacen referencia a la concepcion dinamica del concepto de limite
se observo que todos los estudiantes respondieron a qué valores se aproximaban las variables
x y f(z) respectivamente, es decir, lograron construir un Proceso dominio y un Proceso
rango. Sin embargo, al momento de pedirles que describieran el comportamiento de f(z) con
respecto a la variable x las respuestas variaban, en algunas ocasiones las relacionaban a partir
de conocimientos previos, creaban alguna regla de correspondencia o daban caracteristicas
que notaban en la funcién o en la tabla.

Lo que pudimos observar es que la representacion semiotica influyd al momento de que
los estudiantes relacionaron ambas variables ya que el registro que mas se les facilité fue el
numeérico, después el algebraico-numérico y finalmente el grafico. Ademas, influy6 el hecho de
que las aproximaciones laterales coincidieran o no en el rango. Por ejemplo, en la actividad
tres, la no coincidencia provocé que el 82.14 % de los estudiantes relacionaran ambas variables
a partir de coordinar los Procesos que se dan en el dominio y en el rango respectivamente,
mientras que cuando las aproximaciones laterales coincidian el 64.28 % respondian como se
mencioné anteriormente. Por otro lado, en el registro grafico, solo el 37.5 % de los estudiantes
relacion6 ambas variables a partir de coordinar los Procesos que se dan en el dominio y
en el rango, ya que, al ver la grafica, casi todos respondieron en términos de intervalos o
encontrando la regla de correspondencia o viendo la continuidad de la funcién.

A diferencia de la pregunta anterior, al momento de preguntarles por el limite de la
funcion, el registro grafico fue en el que la mayor parte de los estudiantes respondieron
que no existia y lo argumentaron a partir de las aproximaciones laterales o de los limites
laterales; después sigui6 el registro numérico donde se noté que influyd la coincidencia de
las aproximaciones laterales en el rango. En la actividad uno el 71.24 % de los estudiantes
respondieron cudl era el limite, mientras que en la actividad tres, como las aproximaciones
laterales no coincidian, el 83.92 % de los estudiantes respondieron que el limite no existia y
lo argumentaron a partir de las aproximaciones laterales.

En el registro algebraico-numérico el 83.92 % de los estudiantes lograron coordinar los dos
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procesos y construyeron la concepcién dinamica del limite de una funciéon en un punto, sin
embargo, el hecho de que la funciéon dada en este ejercicio era racional provocod que algunos
estudiantes dijeran que el limite no existia porque se indefine la funcién.

Las actividades cinco y seis hacen referencia a la concepciéon métrica del limite de una
funcion. En el primer item de ambas actividades observamos que la mayoria de los estudiantes
respondieron en términos de la variable x y no de la distancia, esto pudo suceder porque
estamos acostumbrados a responder en términos de incégnitas; algunos estudiantes escribian
la desigualdad, pero al momento de concluir su respuesta la escribian en términos de z.

Al momento de preguntarles por el limite de la funcién, gran parte de los estudiantes
respondié a partir de las aproximaciones laterales o limites laterales, ellos no usaron el argu-
mento de que la diferencia en valor absoluto de f(z) y L tiende a cero cuando la de z y a
tiende a cero, lo cual sugiere que en clase se deben de hacer ejercicios similares a estos que les
ayuden a construir la concepcion métrica del limite. También se debe analizar si la pregunta
permitio que respondieran sin mencionar las distancias y que por tanto deberia reformular-
se. Es importante mencionar que cuando ven que los valores de la funciéon se aproximan a

distintos ntimeros, los alumnos tienen claro que el limite no existe.
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Capitulo 4

Conclusiones

A partir del andlisis de las respuestas a las actividades y la descomposicién genética pro-
puesta por Cottrill et al. (1996) logramos identificar algunos de los mecanismos y estructuras
mentales que los estudiantes participantes construyeron después de haber estudiado el tema

en un curso de Célculo Diferencial.

Los estudiantes participantes en esta investigacién lograron construir la concepciéon Accién
del limite de una funcién y los Procesos dominio y rango. Los que participaron en la de
Pons (2014) también construyeron la concepcién Accién y la de Proceso en el dominio, pero
tuvieron dificultades para construir el Proceso rango, en especial cuando los valores de f(z)

se aproximaban a dos nimeros diferentes.

También reportamos que mas de la mitad de los estudiantes encuestados lograron coordi-
nar los Procesos dominio y rango, lo cual difiere de los resultados obtenidos por Cottrill et al.
(1996) y Pons (2014) ya que ellos reportaron que a sus estudiantes se les dificult6 relacionar

ambos Procesos.

En las actividades que tratan sobre la concepcion métrica, casi todos respondieron en
términos de la variable z y no en términos de distancia, lo cual pudo suceder porque estan
acostumbrados a responder en términos de x y no de distancia. Estos resultados coinciden con
los de Pons (2014) y Cottrill et al. (1996) en cuanto a que los estudiantes tienen dificultades

para realizar la coordinaciéon métrica en términos de desigualdades ya que que solo unos pocos
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estudiantes van mas alla de la coordinacion de los dos procesos de aproximacion debido a la
problematica utilizacion de las desigualdades.

La mayoria de los estudiantes construyeron un Proceso mental en el cual proponen a
un nimero como el limite o determinan que el limite no existe, a través de la coordinacion
de los procesos del paso (R3c) de la descomposicién genética pero no en términos del paso
(R5). Esto no permitié evaluar si estos estudiantes logran o no coordinar las aproximaciones
en términos de distancia. Por lo tanto, sugerimos redisenar la pregunta del inciso b de las
actividades 5 y 6.

En esta investigacién vimos como influyeron las diferentes representaciones semiéticas y
nos percatamos de que en este grupo, el registro grafico favorecié la determinacion de la
no existencia del limite cuando las aproximaciones en el rango no coincidian; mientras que
el registro numérico les favorecié para relacionar ambas variables. Lo anterior difiere de los
resultados de Pons (2014) ya que a sus estudiantes se les facilité mas el registro grafico para

relacionar ambas variables.

4.1. Sugerencias Pedagébgicas

A partir de los resultados obtenidos se concluye que es necesario disenar y aplicar acti-
vidades que favorezcan la construccion de la concepcion métrica. Las dos actividades que se
aplicaron en este grupo no permitieron observar la estructura Proceso de la concepcion mé-
trica, por lo que deben de re-formularse. Ademas, se debe dar la oportunidad de trabajar en
varios registros semioticos ya que estos complementan las construcciones del concepto limite
de una funciéon. Como una continuaciéon de este trabajo recomendamos consultar el trabajo
de Swinyard y Larsen (2012), en el cual refinan los tltimos pasos de la descomposicién gené-
tica de Cottril (1996) para describir la construccion del limite funcional hasta su definicién

formal.
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