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Introducci 6n

Esta tesis se inicia con la idea de extender la aproximacion de Holder a
funciones integrables con peso sobre la recta real; con base a los resultados
obtenidos por el Dr. José Margarito Hernandez Morales en su tesis, para in-
tervalos finitos ([Morales, 2012]). Pronto nos percatamos que para considerar
ese problema de manera mas profunda, debiamos estudiar primero los proble-
mas de aproximacion uniforme originados en ideas tempranas de Bernstein,
como se vera en el desarrollo de la tesis.

Con estos objetivos futuros en mente, en esta tesis desarrollamos un es-
tudio de aproximacién uniforme de Hoélder para funciones con peso de tipo
Bernstein. Este tema es muy rico y conduce a problemas muy interesantes
de aproximacion. A continuacién diremos grosso modo lo que se realizd en la
tesis.

En el primer capitulo revisamos los conceptos de espacios de Holder,
modulo de continuidad, polinomios de Bernstein y splines, asi como de teore-
mas clasicos para la aproximacién en norma uniforme, ademas mencionamos
las definiciones de conjuntos equilipschitzianos y sucesiones equilipschitzia-
nas, algunas caracterizaciones de los primeros, asi como el Teorema de Ko-
rovkin y su aplicacién a la aproximacion con polinomios de Bernstein, y el
Teorema de Elliott.

En el segundo capitulo se define lo que es un peso de Bernstein y se dan
ciertas condiciones necesarias y suficientes para que una funcion sea un tal
peso, se plantea el problema de Bernstein en R, y se dan algunas soluciones
de las personas que han trabajado en ello.
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El tercer capitulo es novedoso, se introduce lo que es un peso de tipo
Bernstein w, se plantea y demuestra un teorema de Aproximacién unifor-
me con peso de tipo Bernstein mediante Splines, se definen los conceptos
de funcién de Lipschitz local y funcién de Lipschitz y con ellos los de espa-
cios Lip®(Ry) v lip®(R,), se prueba que Lip®(R,) es un espacio lineal real
normado de Banach, con la norma definida con la ayuda de la constante de
Lipschitz. Por dltimo se define el espacio hol%(R.), para el cual se demues-
tra un Teorema de Aproximacién Uniforme en Norma de Holder mediante
Splines.




‘Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Holder

En esta tesis modificaremos ligeramente la definicién tradicional de fun-
ciones de Lipschitz o Holder, para darle sentido a los espacios de Holder sobre
R, , con un peso tipo Bernstein. Por tal motivo, comenzaremos con algunas
definiciones y resultados basicos de los espacios de Holder clasicos.

1.1.1. Definiciéon con norma uniforme
En esta tesis consideramos Ry = {z € R: z > 0}.

Definicién 1.1. Si (X,d) y (Y, p) son espacios métricos no triviales, una
funcion f : (X,d) — (Y, p) se llama de Lipschitz si existe una constante
M > 0 tal que

p(f(p), f(q)) < Md(p,q),

para todos los p,q € X. El infimo de todos los M’s es llamado el ntimero
de Lipschitz de f y aqui lo denotamos por 6(f). Ademés, si f es invertible
y ambas f y f~! son de Lipschitz, entonces decimos que f es bi-Lipschitz o
una casi-isometria.

Alternativamente, 6(f) puede ser definido por

0(f) = Sup{ip(fif;jg)(q” :pq€X,p# q}-
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O de forma equivalente
o) =sup{017.0) 0 <3},
donde:
0(f,0) = SHP{W :p,q € X,0<d(p,q) < 6}.

De acuerdo a lo anterior, f es de Lipschitz si 0(f) < +o00, de otra forma (si
0(f) = o0) se dice que f no es de Lipschitz. Como se puede ver, la condicién de
Lipschitz simplemente establece que estas funciones expanden distancias por
no més de un factor universal. Asi, una funcién de Lipschitz con 0 < 0(f) < 1,
es llamada una contraccion, y expansiva si 1 < 0(f) < oco. Es facil ver que
toda funcién de Lipschitz es uniformemente continua y la reciproca no es
necesariamente cierta, como lo muestra la funcién f(t) = v1 —1t2, ¢t € [0,1].

Ejemplo 1.1. Si C es un subconjunto cerrado no vacio de un espacio métrico
(X,d), entonces la funcién f(p) = d(p,C) es de Lipschitz, de hecho es una
contraccion y ademas satisface f(p) = 0siy sélosip e C.

Una ligera modificacién de esta funcién proporciona una demostracion
constructiva del Lema de Urysohn para espacios métricos. Si C' y D son
subconjuntos cerrados disjuntos de un espacio métrico X, entonces existe
una funcién de Lipschitz f : X — R que es cero sobre C'y uno sobre D.

Proposicién 1.1. ([Morales, 2012]). Sea (X,d) un espacio métrico y 0 <
a <1, entonces d*(z,y) = (d(z,y))* es también una métrica.

Definicién 1.2. Si (X, d) es un espacio métrico, para 0 < a < 1, se denota
por X = (X,d*(x,y)) al mismo conjunto X con la métrica d*(z,y). Se de-
nomina a X“ como un espacio métrico de Holder si 0 < av < 1.

Una funcién de Lipschitz de X* a Y, 0 < a < 1, es frecuentemente
llamada de Holder con exponente «. En la literatura especializada se utiliza
Holder o Lipschitz indistintamente. Por 6%(f) denotamos la constante de
Lipschitz de orden 0 < o« < 1y por Lip®(X,Y) al conjunto de todas estas
funciones de Lipschitz de X* a Y. Si Y = R, simplemente escribiremos
Lip™(X).
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Observacién 1.1. Por mencionar algunas cosas para las cuales los espacios
de Lipschitz son importantes, diremos que en el contexto de estos espacios
hay algunas versiones de teoremas importantes en Analisis Funcional, asi co-
mo de Topologia. Por ejemplo : "Sean X, Y espacios métricos y X,Y sus
completaciones, respectivamente. Si f : X — Y es una funcién Lipschitz,
entonces existe una tnica extensién también Lipschitz f : X — Y”; [Weaver,
1999].

Observacién 1.2. Se pueden también considerar espacios de Holder (o de
Lipschitz) de orden superior Lip®(A) contenidos en los espacios C(A) y
L,(A), siendo A = [a,b], R, Ro T = %, con Z el grupo de ntmeros
enteros. Estos espacios estan formados por aquellas funciones f para las cua-
les *(f) < 400, donde 0°(-) es el supremo de la familia de seminormas
0%(-,0) = sup{”ﬁi% 10 < |t] < 6}; con ¢ > 0,

donde r es un numero natural y Aj una diferencia de orden superior que
precisaremos enseguida, L cualquiera de los espacios ya mencionados y || - ||
la norma en este espacio; [DeVore y Lorentz, 1993].

Denotaremos f; : Ry — R la funcién trasladada, o sea fi(z) = f(z + ).
El incremento A7f se define por Al f(z) = Af(z) = (fi — f)(x), y los
incrementos de orden superior AR f = A, (AF~! f) por induccién. Para la de-
finicién de 0 se toma r = [a]+1; donde [-] representa la funcién parte entera.

Los espacios de Lipschitz tipicos son aquellos formados por funciones f :
X — F, donde X es un espacio métrico, usualmente con infinitos elementos
y sin puntos aislados (excepto, a veces, un punto aislado privilegiado para el
desarrollo de la teoria, como en [Weaver, 1999]), F' puede ser cualquiera de
los campos Ro C, 0 < a < 1, v f satisface la siguiente condicién equivalente
ya mencionada

0(f) = sup{ivil?@fy()y)' cx,y € X, # y}< 00.

De aqui se tiene el teorema siguiente de facil demostracion.

Teorema 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico, 0 < a < 1y f,g € Lip*(X, F),
entonces
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1. O(af) = |a|0(f), para toda a € F.

2. 0(f+9) <0(f) +0(g).

De este teorema se infiere que las funciones de Lipschitz forman un espa-
cio lineal que denotaremos por Lip*(X, F') y 6(f) es una seminorma en este
espacio, que no es norma porque (f) = 0 para cualquier funcién f cons-
tante. Debido a que (Lip®(X, F'),0(-)) no es un espacio normado, se puede
considerar el subespacio lineal de funciones f : X — F, médulo el conjunto
de funciones constantes, de tal forma que 6(-) sea una norma sobre el espacio
cociente resultante (denotado de la misma forma, por un abuso de notacién).
Con lo anterior, se obtiene (Vea [Weaver, 1999]):

Proposicién 1.2. (Lip®(X, F'),6(-)) es un espacio lineal normado.

Otra via frecuente de definir una norma en Lip® (X, F') es la siguiente;
Si Lip®(X, F) es un subespacio del espacio normado B, se define

[fl|zipe = Lf |5 + O(F)-

Mas aun, si B es de Banach, entonces (Lipa (X, F), | ||Lz‘pa) es un espacio

de Banach.
En el caso tipico de funciones continuas, se tendria

[fllzipe = 1 Flloo + 0CF)-

Existe una fuerte relacion entre funciones Lipschitz reales y funciones
Lipschitz complejas:

Afirmacién 1.1. ([Weaver, 1999]). Sea X un espacio métrico y f una funcién
Lipschitz de X a C. Entonces

i (0(Re()).0 (1)) ) < 001) < VBt (o(etr ). 01m (1) ).

Resultando asi, que f : X — C esta en Lip®(X,C) si y sélo si Re(f) e
Im(f) estdn en Lip*(X,R). Més aun:

Lip®(X,C) = Lip®(X,R) + iLip®( X, R).
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Por esta razon, aqui nos enfocamos a trabajar en espacios que son de ti-
po Lip®(X,R), que para simplificar la notacién escribiremos sélo Lip®(X), o
de otra forma conveniente cuando consideremos espacios funcionales pesados.

Podemos ver que para 0 < o < 1, la cerradura de Lip®(X) en Cg(X?) (el
espacio de funciones continuas y acotadas) consiste precisamente del espacio
de funciones uniformemente continuas, y que si X es compacto, Lip®(X) es
denso en C'(X?) con la norma del supremo ([Weaver, 1999]).

Como se ha mencionado, la constante de Lipschitz 0(f) es caracterizada
de la manera siguiente:

0(f) = sup{&(f, §): 9> 0},
donde:
0(f,0) = sup{% :p,q € X,0<d(p,q) < 6}.

De importancia fundamental son los llamados espacios Lipschitz pequenos,
que introducimos a continuacién con la ayuda de 0(f,d).

Definicién 1.3. Sea X un espacio métrico, 0 < o < 1y f € Lip®(X).
Entonces f es una funcién Lipschitz pequena si para todo ¢ > 0, existe un
0 > 0, tal que

(0< e <5)= (1£6) - 10 < )
que es equivalente a
0“(f,0) = 0 cuando 06— 0. (1.1)

El espacio Lipschitz pequeno lip*(X) es el formado por cada una de las
funciones en Lip®(X), que satisfacen (1.1).

Sea 0 < o < 1. Si tratamos de aproximar polinomialmente en Lip® ([0, 1]) C
C10,1] o en Lip§ (R, ) C Cor(R,) encontrariamos que esto sélo es posible si
f € lip*(]0,1]) o lips (Ry) respectivamente.
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1.1.2. Modbdulo de continuidad 6¢

El médulo de continuidad w(f,t) de una funcién f puede ser definido
cuando f esta definida sobre un espacio métrico X, pero nosotros vamos a
restringirnos para trabajar con A = R, R, [a,b] o T. En este caso tenemos

w(f 1) = sup{\f(w) Cf) eyl <ty € A};t >0, (12)

w(f,0)=0.

Observe que si A es acotado entonces w(f,t) es constante para ¢ >diam
A, y la funcién w es continua en ¢ = 0 si y s6lo si f es uniformemente con-
tinua sobre A. Por tal motivo es usual asumir que f € C(A), es decir, que
f pertenece al espacio de las funciones uniformemente continuas sobre A.
Entonces w(f,t) es finita para cada t fijo, w es una seminorma, esto es, w es
subaditiva en f y homogénea positiva.

Recordemos que, si (E,||||) es un espacio normado, M C E no vacio y
f € E. Se define la mejor aproximacion de f por elementos de M como

En(f) = dist(f, M) = i |f = g1.

Ademas se conoce que si M es de dimensién finita siempre existe g € M
tal que

dist(f, M) = ||f — gy]|.

El médulo de continuidad w es muy utilizado en teoria de la Aproximacién
para estimar la aproximacién, por ejemplo, polinomial. Asi, si f € C[0,1] y
P,(f) son los elementos de mejor aproximacién a f, se sabe que

IF = Pl = Ot 1/m)).

es decir, existe k € R, tal que

Hf—Pn(f)HooSk(w(f,l/n)), para todo n > N*.
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Un moédulo de continuidad en general es una funcién real definida sobre
R, que tiene las propiedades siguientes:

(a) w(t) — w(0) =0, cuando t — 0,

(b) w es no-negativa y no-decreciente sobre R

(¢) w es subaditiva, es decir, w(t; + t2) < w(t1) + w(t2),
(d) w es continua sobre R,

Obviamente, (a) es una consecuencia de (d) y de que w(0) = 0.

La parte (¢) se puede generalizar por induccién a

yparat =1 =ty = .... = .
w(nt) < nw(t).

También tenemos una desigualdad similar para un factor no-entero, es decir,
AeR, —7Z

w(At) < (A4 Dw(t).

En realidad, tomando un entero n para el cual n < A < n + 1, nosotros
tenemos que

w(At) <w((n+1)t) < (n+ Dw(t) < (A + Dw(t).

La idea de utilizar

N _ |f(z+1) — f(z)|
0“(f,0) = Sup. o :
r,x+teA

como un médulo de continuidad, fue desarrollado en ([Bustamante y Jiménez,
1999]).

Un moédulo de continuidad no puede ser muy pequeno en el sentido si-

guiente; si f € C(A), (con A como en los casos particulares definidos ante-

riormente) tal que @ — 0, cuando ¢ — 0, entonces f (z) = 0 y por lo
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tanto f es una constante.

Una funcién f : [a,b] — R es céncava, si af(x) + Bf(y) < flax + By),
para cada z,y € [a,b] y a > 0, 3 > 0, « + f = 1. Una funcién céncava
f:[0,1] — R, la cual satisface f(0) = 0, tiene la propiedad de que @ es

decreciente, por que si x < y, entonces

2f(y) = LE21(0) + £f(y) < f(x),

Si el médulo de continuidad w no es concavo, este puede ser remplazado
por un mayorante céncavo. Primero tomemos la siguiente observacion. Si L
es alguna coleccién de funciones lineales (mds general, céncavas), entonces
asumimos que la funcién sobre R

W(t) = fnf U(1), (1.3)

leL

es finita (y concava). Esto puede ser utilizado como sigue. Sea ¢ una funcién
sobre R, , y sea L la coleccién de todas las funciones lineales [, tal que ¢(t) <
[(t), para t € R, ; asumimos que L # (). De (1.3) observamos para ¢t > 0, que

o(t) = mfi(?), (1.4)
es una funcién céncava con ¢ < ¢. Mas atin, si ¥ es céncava y (t) > ¢(t)
para t > 0, entonces también 1(t) > ¢(t), t > 0. Para probar esto, usamos
que para cada punto ¢y, > 0, existen derivadas laterales finitas zﬁ; (to), ¥ (to)
y ¢:, (to) < 1" (to). Si M es un ntimero entre las derivadas, y [ es la funcién
lineal con pendiente M la cual interpola a 1) en ¢y, entonces [ es una funcién
soporte lineal; esta satisface [(t) > 1 (t) para todo t y I(tg) = 1(ty), al aplicar
¢, tenemos la desigualdad ¢(ty) < 1(ty). Esta desigualdad prueba que la
funcién en (1.4) es el minimo mayorante céncavo de ¢. Si ¢ es una funcién

acotada con ¢(0) = ¢, (0) = 0, entonces ¢ también tiene esas propiedades.

Es posible demostrar que:

Lema 1.1. ([DeVore y Lorentz, 1993]). Si w es un mddulo de continuidad en-
tonces el minimo mayorante céncavo w es también un médulo de continuidad
y satisface para t > 0 que

5(t) < 20(t).
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Observacién 1.3. Uno puede definir el médulo de continuidad w(f,t)g,
para cada nuevo espacio invariante por traslacién E, por ejemplo L,(A),
0 < p < oo, con A como en los casos particulares definidos anteriormente.
Una notacién usual es A, = [a,b — h] si A = [a,0], 0 < h < b—ay
A, = 0 si h > b— a. Otro posible caso A, = A, para h > 0. T},, h € R,
denota el operador traslacion Ty, (f,x) = f(x+ h) y A, =T, — I el operador
diferencia, donde I es el operador identidad. Asi el médulo de continuidad
para E' = L,(A) es entonces

UL )y = s A1) (). (15

0(f,t, A), es un médulo de continuidad si 1 <p < oo,sip=oc0y f € C(A)
este mddulo se reduce al médulo (1.2).

La definicién siguiente fue introducida en [Bustamante y Jiménez, 1999]
y extendida a los espacios L, en [Jiménez y Martinez, 2001]. Los resultados
se refieren a L, con 1 < p < oo, con el convenio usual de que p = 0o designa
el caso de funciones continuas.

Definicién 1.4. Un conjunto no vacio GG de funciones reales en un espacio
de Lipschitz arbitrario Lip®(L,) es llamado equilipschitziano (en tal espacio)
si

0%(G,6) = sup{@o‘(g,é) 1g € G}—> 0, cuando d — 0.

Una sucesién (f,,) de funciones en Lip®(L,) es llamada equilipschitziana
si lo es el conjunto {f, :n=1,2,3,....}.

Si el conjunto G es equilipschitziano en Lip®(L,), entonces G C lip®(L,).
Si G C lip*(L,) y G es un conjunto finito, entonces G es equilipschitziano.

Teorema 1.2. (Caracterizacién de convergencia de sucesiones en
lip®(Lp)). Sea (f,) una sucesion en lip*(L,), 1 < p < ooy f una funcién
sobre X, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Sea f elip*(L,) vy |fa— fllLipe,) — 0.

ii) La sucesién (f,) es equilipschitziana en Lip®(Ly,) v || fa—fllLipe(r,) —
0.




12 Preliminares

Corolario 1.1. Sea (f,) una sucesién de funciones reales en lip®(L,), 1 <
p < oo, tal que

sup{&a(fn) n=1,2,3, }< 00.
Ademads supongamos que existe f € C(A), (con A como en los casos par-

ticulares definidos anteriormente) para la cual ||f, — f|l — 0. Entonces
fo = fllLips(z,) — 0, para cada 0 < 8 < a.
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1.2. Polinomios de Bernstein

1.2.1. Definiciones

Definicién 1.5. Para una funcién f definida sobre el intervalo cerrado [0, 1],

la nueva funcién
- k n B
R WIC W
k=0

es llamada el polinomio de Bernstein de orden n de la funcién f.

B, (f, ) es un polinomio en la indeterminada x de grado a lo mas n € N.
Fue introducido por S. Bernstein en 1912 para dar una simple y especifica
demostracién del teorema de aproximacién de Weierstrass. Si f(x) es una
funcién continua en [0, 1], entonces tenemos que

lim B,(f,x) = f(),

uniformemente en [0, 1].

Paran=20,1,2,..... se definen los operadores lineales
B, : C([0,1])) — P,[x]
[ = Bu(f).

Para cada n € N U {0} este operador es positivo (es decir, B,(f) > 0, si
f >0), el operador es acotado y de norma 1, porque para = € [0, 1],

Bn(1,z) = 1. (1.6)

Ahora veamos con detalles el calculo de los B, (er), ex(z) = 2%, k =0, 1, 2.
Nosotros tenemos que si

Pni(x) = (Z)xk(l — )"k

entonces
n n n
Z kpp(z) = Z k (k) zh(1 — x)"k
k=0 k=0
n—1 n— 1
=nx R P G R K
> ("))
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Asi
Z kpnx(z) = nx, (1.7)

también

zn: k(k — D)ppi(z) =n(n —1)2? n: (n j— 2) (1 — gy

k=0 j

<

=n(n—1)z*

Por lo tanto,

Epoi(z) = n?z® + nx(l — ). (1.8)
k=0

De las férmulas (1.6),(1.7) y (1.8) se deriva que

By(eg) = e.
Bn(el) = €1.
Bn(eg) = 62(1’) + :L(lT_:w

1.2.2. Teorema de Korovkin y su aplicacién a los poli-
nomios de Bernstein

Otro método aparentemente diferente para demostrar la densidad de los
polinomios en el espacio de las funciones continuas con la norma uniforme,
es el llamado teorema de Korovkin.

Teorema 1.3. (Korovkin,[Pinkus, 2005]). Sea (L,,) una sucesién de opera-
dores lineales positivos de C'(]0, 1]) en si mismo. Asumamos que

lim L,(2") = ',

n—o0o

para i =0,1,2. Y la convergencia es uniforme sobre [0, 1]. Entonces

lim (L, f)(z) = f(2),

n—~o0
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uniformemente sobre [0, 1], para cada f € C(]0, 1]).

Una inmediata aplicacién del teorema de Korovkin, es una demostracién
de la convergencia de los polinomios de Bernstein B,(f,z) a f, para cada
f € C([0,1]). No obstante debe resaltarse que la demostracién del teorema
de Korovkin, esta inspirada en la aproximacion de funciones continuas me-
diante los polinomios de Bernstein. Por eso deciamos que el método es sélo
aparentemente diferente.

1.2.3. El teorema de Elliott

El teorema de Elliott garantiza o afirma que los polinomios de Bernstein
estan dominados en norma de Lipschitz. Este resultado sera utilizado en
nuestra tesis.

Teorema 1.4. ([Elliott, 1994]). Si B, (f, z) es el polinomio de Bernstein de
orden a loméas n de f € Lip*([0,1]), 0 < a < 1, entonces 0%(B,(f)) < 0“(f).

El resultado precedente es utilizado para la demostracién del siguiente
teorema.

Teorema 1.5. ([Bustamante y Jiménez, 2001]). Sia € (0,1)y f € lip*([0, 1]),
entonces ||(B,,f) — fl||zip= — 0, donde (B,(f)) es la sucesiéon de polinomios
de Bernstein de f.

Observe que el teorema anterior, se puede extender a funciones sobre
cualquier otro intervalo finito sobre los reales. Esto se obtiene mediante un
cambio de variable utilizando la biyeccion

¢ :[0,1] — [a, 0]
r — ¢(x) = (1 —x)a+ zb.




16 Preliminares

1.3. Splines

Las funciones Splines han demostrado ser muy efectivas para la Aproxi-
macion de funciones en diferentes modelos matematicos . Existe una amplia
bibliografia al respecto. Por ejemplo ([Massopust, 2010],[Prenter, 1975],[Schu-
maker, 1993],[Dahmen y Micchelli, 1987],[de Boor, 2001],[de Boor, 1976] y
[C. de Boor y Riemenschneider, 1993]).

La idea general que conduce a la definicion de Spline es la de una funcién
polinomial a trozos que ademés, globalmente, es suave hasta un orden pre-
fijado. Existen también otros tipos de funciones Splines como por ejemplo
los llamados B—Splines que se forman a partir de una base de funciones que
tienen soporte compacto. Pueden ser polinomios en varias variables o sim-
plemente en una variable, y pueden tener valores prefijados.

En esta tesis construiremos Splines en una variable de la siguiente manera
particular. Consideremos Ny = NU {0}.
Sean k,n € Ny, k <n y sea X,, el conjunto de puntos de R dado por:

Xpp={x,:v=0,1,2, .. mia<mzg <21 <y <+++ <xp, < b}.

Los elementos z, seran llamados nodos y el conjunto X,, el conjunto de los
nodos. Sea [ un intervalo finito o infinito de extremos a y b con —oo < a <
b < 400, de manera que X,, C I.

Definicién 1.6. Una funciéon S : I — R serd llamada un Spline relativo a
k,ny X,,, si satisface las dos condiciones siguientes:

1.) S e C*I),

2.) Para cada intervalo J = (z,,2,4+1), v =0,1,2,..,m—1; o J =
(a,x9), o J = (x,,b); siestos dltimos no son vacios, se tiene que S|,
es un polinomio de grado a lo més n.

El conjunto de Splines se denotada mediante S}'(X,,).

Observacién 1.4. En la notacién, S} (X,,) pudiese ocurrir que los nodos no
estuvieran previamente definidos, que serd lo que ocurra en esta tesis. En este
caso se acostumbra a decir que es un Spline de nodos libres. Aunque, por su-
puesto, una vez definido un Spline quedaran definidos sus nodos. [gualmente
podemos no acotar el grado de los polinomios. En estos casos imprecisos a
priori denotaremos los Splines mediante Sy (1) o Si(1).




caplo 2
Capitulo

El problema de Bernstein

El primer cuarto del siglo pasado fue un gran periodo para la Teoria de
la Aproximacién. En este tiempo, varios matematicos lograron importantes
avances en la disciplina. Entre ellos sobresalen los conocidos Stefan Bernstein
y Dunham Jackson, pero también Miintz demuestra el Teorema de Aproxima-
cién por series de potencias {2 52, resolviendo asi un problema propuesto
por Bernstein. Ademas, Faber introduce los polinomios y las series que hoy
llevan su nombre y Szego desarrolla la teoria de los polinomios ortogonales
sobre el circulo unitario. Al final del primer cuarto de siglo, en 1924 Bernstein
plantea un problema, conocido hoy en dia como problema de aproximacién
de Bernstein, del cual derivan otros planteamientos. El problema en cuestién
se plantea como sigue:

2.1. El problema de Bernstein en R,

Nosotros conocemos del Teorema de Weierstrass que podemos aproximar
uniformemente por polinomios toda funcién continua sobre un intervalo com-
pacto. Bernstein se pregunto sobre la existencia de resultados analogos en la
recta real o en la semirecta real positiva. Revisaremos algunos resultados ge-
nerales de la literatura sobre el tema, aunque por comodidad con frecuencia
nos referiremos solamente al semi-eje real positivo.

Consideremos una funcién w : Ry — R continua, w(0) > 0 y tal que:

xn

Vee Ry, 0< < Vn=20,1,2,...., U
x T w(r)<oo y Vn xirfww(x)

=0. (21

17
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De (2.1) se deriva que

lim w(z) = +oo. (2.2)
T—+00
Debido a (2.2), asumiremos también que w es estrictamente creciente —lo que
segliin veremos no sera relevante en cuanto a la veracidad de los resultados;
pero que, sin embargo, facilita técnicamente algunas demostraciones.

Continuaremos ahora con la definicién de peso de Bernstein. Nosotros
denotaremos por C,, el espacio de todas las funciones continuas f, con valores
complejos o reales sobre R, tales que

im L2 _ g, (2.3)
5 (@)
con la norma uniforme @)
T
= sup ——=. 2.4
Iflle. = sup L0 (24)

Definicién 2.1. Bernstein llamé a una funcién w que satisface (2.1), una
funcién peso si, ademés, cada f € C, es aproximada por polinomios (con
coeficientes complejos) en la norma (2.4).

C,, es un espacio de Banach, que contiene todos los polinomios. Para cada
peso w el espacio C, contiene al subespacio Cy de funciones f que cumplen
f(z) — 0 cuando z — +o0.

El espacio Cy es denso en C,. Como las funciones continuas de soporte
compacto son densas en Cj, entonces también son densas en C,,. Las com-
binaciones lineales de (x & ki)™, k = 1,2,3, ... junto con la funcién 1, son
densas en C,,.

Bernstein propuso ciertas condiciones necesarias y suficientes para carac-
terizar las funciones peso en el sentido por él definido. Si w es una funcién
peso y para todo z € R, w(x) < wy(z), entonces también w; es una funcién
peso. Si 0 < ¢1 < wy(z)/wa(x) < co, entonces wy y wq simultdneamente son
o no son funciones peso. Uno de los origenes del concepto de funcion peso se
debe a la teoria de polinomios ortogonales.
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Los teoremas acerca de los polinomios de Laguerre y Hermite prueban
que e* y ¢** son funciones peso sobre R, y R respectivamente. Sin embargo,
esto no es el camino principal para la soluciéon del problema de Bernstein,
que resulté ser tan dificil como interesante.
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2.2. Soluciones del Problema de Bernstein

Todas las soluciones conocidas del problema de Bernstein dependen de
alguna manera de la teoria de funciones complejas. Como estos resultados
aqui s6lo tendran un caracter divulgativo para completar la tesis, no profun-
dizaremos en esa direccion.

Sea w una funcién peso que satisface

p(w) = /_OO de = 0. (2.5)

o 1422

Esta es una condicién necesaria para que w sea un peso de Bernstein; pero
no suficiente si w no se comporta regularmente de cierta manera que ahora
esclareceremos.

Para ello tenemos que utilizar un funcional mas complicado dado por

A(w) = sup /_OO de, (2.6)

donde M, representa el conjunto de todos los polinomios complejos P de
grado arbitrario, que se mayoran por w:

|P(z)] <w(z), xR

La integral (2.6) existe incluso si P tiene ceros reales; y obviamente A(w) <
f(w).

Propiamente Bernstein dio los primeros ejemplos significativos de funcio-
nes peso; diferentes soluciones completas del problema han sido dadas por
Pollard [1953], Akhiezer y Bernstein [1953], y algo més tarde por Mergelyan
[1956]. La solucién de los segundos dos autores por lo general se cree que es
la mas satisfactoria. Necesitaremos el valor de ciertas integrales del tipo (2.6).

Sea P(z) un polinomio sin ceros en el semiplano Im z > 0, y sea ¢ € C
tal que I'm ¢ > 0. Entonces

> log|P(z)ldz = . .
/oo<x—c><x—a>‘zmclg‘”>|- (2.7)
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En efecto, podemos restringir log P(z) en Im z > 0 a una de sus ramas
principales. Si g tiene un cero simple en ¢, el residuo en z = ¢ de un cociente

f(2)/9(2), es f(c)/g'(0).

Podemos aproximar la integral (2.7) sobre una curva cerrada que consiste
del intervalo [—r, r], un semicirculo de radio 7 en el semiplano superior con r
suficientemente grande, y de pequenos semicirculos con centros en los ceros
reales de P. Por lo tanto, por el calculo de residuos,

> log P(z)d log P
[7 P PO
oo (= )(x—7) 2umce  Imec
y tomando las partes reales, obtenemos (2.7).
Para un polinomio arbitrario P tenemos
* log |P(x)|

Para obtener esto, factorizamos
P(z) = Pi(2)Il(z — a;),

donde P no tiene ceros en el semiplano superior y cada a; cumple I'm a; > 0.
Para P, se puede utilizar (2.7), con ¢ = ¢ y para cada uno de los factores
z — aj, tenemos,

Uniendo estas relaciones, obtenemos (2.8).
Por N, denotamos el conjunto de polinomios P* que no tienen ceros en
Im z > 0 tal que

1< P ()] < /1 @(0) 2w(@). (2.9)

Lema 2.1. ([Lorentz y Makovoz, 1996]). Para cada polinomio P € M, existe
un polinomio P* € N, del mismo grado para el cual,

|P(x)] < |P(x)], zeR. (2.10)
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En el siguiente teorema mostramos una condicién necesaria para que una
funcion sea funcién peso;

Teorema 2.1. ([Lorentz y Makovoz, 1996]). Si w es una funcién peso, en-
tonces

AV1 + 2?w) = 0. (2.11)
Esto implica que p(v/1 4+ z%w) = oo, por lo tanto u(w) = oo.
Una condicion suficiente para una funcién peso esta dada por:

Teorema 2.2. ([Lorentz y Makovoz, 1996]). Si A(w) = oo, entonces w(zx)/v/1 + 22,
(y por lo tanto también w) es una funcién peso.

Finalmente tenemos que

Teorema 2.3. (Criterio de Pollard,[Lorentz y Makovoz, 1996]).
Una funcién w es una funcién peso si y sélo si p(w) = oo y si existe una
sucesion (P,) de polinomios y una constante M > 0 tal que
lim P,(z) =w(x), |P,(2)] < Mw(x), zekR. (2.12)
n—oo
La prueba de este teorema y el teorema (2.1) implican que A\(w) = oo
para cada funcién peso.

Teorema 2.4. (Akhiezer y Bernstein,[Lorentz y Makovoz, 1996]). Una
funcién w es una funcién peso si y sélo si w(z)/v/1 + 22 es una funcién peso,
si y sélo si A(w) = 0.

Como un ejemplo, tomemos las funciones el*l y c¢h z. Ellas son compa-
rables, debido a que su cociente se encuentra entre dos constantes no nulas.
También satisfacen p(w) = co. Los polinomios P, de (2.12) para ch x se pro-
porcionan por P,(x) =1+ (“”2—; +oee é—rs, Por lo tanto ambas son funciones

peso.

Un poco més dificil es el tratamiento de las funciones w(z) = exp(|z|/¥(z)),
donde:

() es log®(2+ |z|) o log(2+ |x|)log®(4 + |z|). (2.13)

Si0 < a<1,wno es funcién peso, porque pu(w) < co. Las funciones (2.13)
son pares y satisfacen:
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1) 0 < ¢(x) — oo para z — oo,
2) BY(z) <¢(y/xr), x>0, para alguna B >0y
3) Para cada e > 0, ¥(x)z~¢ — 0, z — 0.

El siguiente teorema muestra que w(z) = exp(|z|/¢(x)) es una funcién
peso si @ = 1 en (2.13).

Teorema 2.5. Sea = € R, si ¢(x) > 0, es una funcién par creciente para
todo x > 0, que satisface las condiciones (1),(2) y (3), entonces w(z) =
exp(z/¢(x)) es una funcién peso si

D (2 = oo (2.14)
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Capitulo

Clases de Hblder con Pesos Tipo Bernstein

En este capitulo recogeremos nuestra contribucion al estudio de la apro-
ximacién en los espacios de funciones continuas C,,, definidas mediante pesos
w tipo Bernstein sobre R.

Los resultados que expondremos van en dos direciones. Por definicion, w
es un peso de Bernstein si los polinomios algebraicos (en este caso restrin-
gidos a R, ), son densos en C,, con la norma || - ||, asi que la mayor parte
de los trabajos iniciales en el estudio del problema de Bernstein, estuvierén
dirigidos precisamente a encontrar condiciones necesarias o suficientes para
determinar si una funcién w es efectivamente un peso.

Pero los resultados de estas investigaciones no muestran como construir
polinomios que aproximan una funcién dada en C,. Esta construccion es
dificil; pero posible si aproximamos con Splines. Es por ello que primeramen-
te abordaremos el problema de la aproximacién uniforme en C,, con Splines,
mediante un procedimiento constructivo de aproximacién.

Este método de aproximacién no sélo tiene la ventaja de ser constructivo,
sino que no se necesita a priori, que w sea un peso de Bernstein, o sea, de
la densidad de los polinomios en C,. Por ello trabajaremos con pesos que
llamaremos de “Tipo Bernstein”, mas precisamente:

Definicién 3.1. Una funcién w : R, — R se llamara de tipo Bernstein, si
es continua, creciente, w(0) > 0 y satisface la condicién (2.1). Es decir,

25



26 Clases de Holder con Pesos Tipo Bernstein

x
VeeR,, 0<w(x)<oo, y ¥n=0,1,2,..., lim —— =0.
z—+o00 w(x)
Igualmente consideramos los espacios C,, y la norma || - ||c,, definidos en

(2.3) y (2.4).

Entonces w es un peso de Bernstein, si es de tipo Bernstein y si los poli-
nomios algebraicos son densos en (Cy, || - ||c.,)-

La segunda parte del capitulo esta dirigida a la definicion de clases de
Holder en C,, y a la aproximaciéon en normas holderianas de estas clases,
mediante Splines construidos de manera similar a lo expuesto en la seccion

(1.3).

La definiciéon de funciones de Holder sigue un planteamiento tradicional;
pero algunas pequenas modificaciones necesitan ser consideradas, segin ve-
remos. El ingrediente fundamental es la construcciéon de los Splines en la
clase de los polinomios de Bernstein, que no sélo se definen constructiva-
mente sino que reunen propiedades tan sobresalientes que los convierten en
los polinomios mas populares en los problemas relativos a la aproximacién
polinomial.
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3.1. Aproximaciéon Uniforme con Peso tipo
Bernstein mediante Splines

Teorema 3.1. Sean w un peso de tipo Bernstein y f € C, (R, ). Entonces
para cada € > 0 podemos construir un Spline S € Sy(R,), tal que

1F = Slleuws < Ce,
donde:
C = méx(2,1/w(0)).

Demostracion:

Sea € > 0 dado. Como % — 0 cuando z — oo, existe M € N tal que,

<e

Vo> M )u

w(x)

Definimos polinomios de Bernstein de la manera siguiente:

Sea m € N, m < M, tomamos un polinomio de Bernstein de grado N,,,
que dependera de m, f vy ¢, tal que

<e.

Vo e [m—1,m],

BNm(fa l’) - f(l’)

Ahora construimos el Spline

By, (f,z) six € |m—1,m)]
S(z) = { F(M) siz > M.

Efectivamente, S € Sy(R. ), debido a las propiedades de interpolacién en
los extremos de los polinomios de Bernstein,

mientras que para todo x > M,

BN]\/[(f7M) = f(M) = S($)
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Por otro lado, si = € [m — 1, m],

)= ) _| B0 )
w(z) w(z)
By, (f,x) = f(x)|_ €
<[P
Siz > M, como w(M) < w(x),
yﬂm—fu>:'ﬂM>—ﬂw
w(x w(z)
FOD|F@|- .,
<[ S+

Nota 3.1. En esta demostracion se toma un cambio de variable a partir de
la biyeccién

0,1] — [a, b]
t o (1—t)a+th,

para trasladar la aproximacién en [a = m — 1,b = m] al caso conocido de
aproximacién tipo Bernstein en [0, 1].

El grado maximo de los polinomios serda K = max{ Ny, No, N3, ..., Nps.}.
Con la misma técnica empleada, se puede reducir el problema de aproxima-
cion a un soélo nodo correspondiente al punto M. El posible inconveniente,
desde el punto de vista constructivamente practico, es que el polinomio P que
aproxima a la funcién dada f en [0, M|, podria tener un grado muy superior
al grado maximo K de los polinomios utilizados en el primer método.

En efecto, al trasladar f a [0, 1], desde [0, M] con M > 1, se tendria que
si fyr esta trasladada

o) =o(rd)
co,1] Clo,M]
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De aqui se deriva que utilizando una particién uniforme de longitud 1/n
en [0, M], se tendria K < M; pero el polinomio de Bernstein P para obte-
ner la misma aproximacién en [0, M|, podria llegar a ser de grado 0P = M -n.

Este método de variar el nimero de nodos debe tenerse presente para
disminuir el grado de los polinomios.
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3.2. Aproximacién Uniforme en Norma de Holder
mediante Splines

En esta seccion introducimos los espacios de Holder con respecto a un
peso de tipo Bernstein y estudiamos la aproximacién mediante Splines en
dichos espacios.

Recordemos que
Co(Ry)={9€C(R;):g(x) =0 cuando z — 00}.

SifeC,(Ry)yg= g, se tiene que f = gw con g € Cy(R, ) y, viceversa,
con ello tendriamos el isomorfismo lineal

Co(Ry) < Cu(Ry)
gew f
donde:

Hg||CO(R+) = sup |g( )| - Sup

TzeR4

f(x)

(.CE) - ||f“c (Ry)-
(0,1].
Definicién 3.2. Diremos que h : Ry — R es localmente de Lipschitz (o
de Holder) de orden « si y sélo si para toda x € R, existe una vecindad
V = [a,b] de z, tal que h € Lip*(V) en el sentido usual. Denotaremos por

Lipf .. (R.) al conjunto de las funciones h : R — R que son localmente de
Lipschitz.

En lo sucesivo a y § designan numeros en

Observe que si h € Lip..,(R.), entonces h € C(R,).

Por ejemplo, si tomamos el peso de Bernstein wy = e”, entonces wy €
Liploécal(R-i-)‘

Sea w un peso de tipo Bernstein y h € Lip} ., (Ry).

Definamos
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h —h
Qg(h,(S) = sup | t(x) ('CE)‘7
2R, tow(x)
0<t<é

donde: hi(x) = h(z +t). Observe que 6 (h,d) es creciente en ¢ y que podria
ser finito o infinito. Ademds, de la condicién h € C, (R, ), no se infiere que
hy € C, (R;), como lo demuestra el ejemplo w (z) = exp (z?) y la funcién
h(z) = exp (17) / (1 +1) .

Definicién 3.3. Diremos que h € C,, (R;) N Lip: ., (R4) es de Holder de or-
den a respecto del peso tipo Bernstein w, y lo denotaremos por h € Lip% (R ),
si y sélo si

6% (h) = sup 65 (h,0) =6 (h,1) < oco.

0<6<1
Teorema 3.2. Con las operaciones usuales, Lip® (R ) define un espacio lineal
real, sobre el cual 6%(-) en una seminorma y con la norma
— «
I lrpg@e) = 11 leo@e +050),
en un espacio de Banach.

Demostracion:
Probaremos solamente la completitud, pues lo demés es sencillo.

Supongamos que (f,,) es una sucesion de Cauchy con la norma || || Lipe (., )-
Como || - | ipg(ry) = || - llew@y) +05(), claramente | - [eu @) < |- [[Lipg s
(pues 0%(-) > 0 por ser una seminorma), esto significa que (f,) es una su-
cesion de Cauchy en C,(R,) y como C,(Ry) es completo, (f,) — f con
f e Cu(Ry), es decir, || fn — fllcu®,) — 0.

Asi que sélo resta probar que f € Lip®(R,) y que 6%(f, — f) — 0. Esto
ultimo quiere decir que f, — f € Lip{ .,(R4) y que para cada € > 0 dado,
existe N natural, tal que para toda n > N.

(fn)t_ t_fn+f < ¢
o, oo_ '

‘gg(fn - f) = Ssup

0<t<1 t

Para cualquier intervalo [a,b] C R, se tiene que,
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Qﬁ,b}(fn—f)é(f@ff(fn—f)<007

donde C' es una constante que depende de [a,b] y w.
Utilizando los resultados clasicos para espacios de Lipschitz sobre inter-
valos finitos y siendo f,, de Lipschitz en [a, b], se deduce igualmente que fy

fn— f estan en Lip? (Ry).

Demostremos ahora que para n suficientemente grande se tiene que,

02(f— ) <e (3.1)

Como 0%(f, — fm) es de Cauchy existe N; tal que, sin,m > N,y 0 <t <1

.

€
w f; 3

H (g —Fong)—(fr—fom)

oo

Fijemos arbitrariamente n > Nj.

Para demostrar (3.1) fijemos arbitariamente ¢ € (0, 1].
Tomemos N, que depende también de ¢, tal que, si m > N, se tenga

[ fm = flleu®y) < 5t
Fijemos un m* auxiliar tal que m* > max(N;, Ny). Entonces

[(fre = f1) = (Fn = Dllcwesy S NFne = fong) = (Fa = foe )l cwms)

+ | fmr — fellco®y) + 1 fmr — fllow@s)
< et®.

O sea, que para todo n > N;

(fo = Fe = (fn = f)
tOl

05(fn— f) = sup

0<t<1

<k,
Cuw(Ry)

como se queria demostrar. De aqui también se implica que (f, — f) €
Lip3(Ry).

Pero Lip®(R,) es un espacio vectorial. Luego f = f, — (f, — f) € Lip®(Ry)
con lo cual finaliza la demostracion.
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Como en los espacios de Lipschitz usuales introduzcamos el subespacio
de Banach de Lip® (R, ), dado por

lipi(Ry) = {f € LipS(Ry) : 63(f,0) — 0, cuando J§ — 0},

donde como antes

fi—f

tw

fi— 1
1o

05(f,0) = sup

0<t<6

' = sup
0o 0<t<é

Co(Ry)

Por construccién, 0%(f,0) es un médulo de continuidad en lip® (Ry).
La aproximacién constructiva de funciones en lip® (R, ) mediante Splines en
Sk(Ry), es un problema aparentemente dificil, si es que fuese posible resolver-
lo. Para mostrar algunas dificultades, veamos grosso modo un ejemplo. Dados
w, f € lipt(Ry) y € > 0, si intentamos el método de aproximacién relativa-
mente simple de definir un polinomio (por ejemplo B, (f,z), de Bernstein)
en [0, M] y el Spline S € S;(R;) mediante:

B Bn(f,x) six e [O,M]
S(z) = { B, (f,z)(x — M)+ f(M) siz> M,

podriamos obtener en el caso de polinomios de Bernstein B, (f,z) y con
una utilizaciéon adecuada del teorema de Elliott, una mayoracion de B;( fix)
en funcién de 9%,M](f)'

Pero sélo sabemos que

00,01 (f)/w (M),

se mantiene acotado, por lo que
O (/o) < e

que es una desigualdad necesaria para acotar 0%(S — f) en el proceso de
aproximacion, no se puede establecer a priori. Esto nos conduce a buscar una
aproximacién mediante Splines menos exigentes, es decir, con S € Sy(Ry)
como en el caso uniforme.

Fijemos entonces la suposicién relativamente més sencilla de que S(z) =
f(M) para x > M. En el célculo de §%(S — f) y para valores x > M, nos
quedaria una expresion del tipo
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A
R(M) = sup | W{S)‘,
0x<7¥1

que estaria acotada por 0%(f) < oo, pero no necesariamente se cumplird
R(M) — 0 cuando M — oo,

como se necesitaria en el proceso de demostracién para fijar previamente M
en funcién de e.

Profundizando en este problema, observamos que en el caso de aproxima-
cién polinomial en intervalos finitos, la condicién f € lip®(R,), 0 < a < 1,
es necesaria porque cualquier polionomio la satisface. De hecho aqui se nece-
sita f € lip®(R,) para tener f € lip®([0, M]) y aproximar a f en norma de
Holder en ese intervalo. En efecto, para examinar si f € lip*([0, M]); con el
conocimiento previo de que f € lip®(R ), basta tomar § < 1, entonces

Af(z
F(;,M}(f,é): sup ﬁ#
z€[0,M]
0<t<6
[Af (af)\)
= su L2 SeVA N DRYO
a:e[o,lf)\ﬂ( w(x)te ()
0<t<6
< sup (M)w(M)
z€Ry w(z)t>
0<t<6

=05(f,0)w(M) — 0; cuando ¢ — 0,

luego si f € lip®((R4)), entonces f’[()’M] € lip*([0, M)).

. Qué sucederia para una aproximacién polinomial en lip® (R ), atendien-
do a valores altos de la variable x?

Veamos:

Sea P un polinomio y 0 < o« < 1. Para 0 < t < 1 se tiene aplicando el
teorema del Valor Medio, que
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AtP(IE)
to

= [Pt

donde £ es un punto entre x y x + t. Significa que, para todo polinomio P y
neN, sid<1,

) (B 0) < O (P 1) < 1Pl nsys
Pero P’ es también un polinomio, luego por definicién de peso tipo Bernstein
ocurre que
Atp(x)
w(z)te

sup — 0, cuando M — oo. (3.2)
x>M

0<t<1

Esto nos conduce a la definicién siguiente:

Definicién 3.4. Diremos que una funcién f € C,(R;) esta en la clase de
Holder pequena (para diferenciar de la clase Lipschitz pequena lip®(Ry)) y
lo denotaremos por f € hol¢(R, ), si f € lip®(Ry) y si

|Aif ()]

sup ——— — 0, cuando M — .
o>m w(T)te
0<t<1

Debido a la propiedad (3.2) se tiene que si P es un polinomio, entonces

P € hol®(R,).

De manera mas general, si P designa el espacio lineal de todos los poli-
nomios algebraicos, y w es un peso de tipo Bernstein, entonces

P C holg(Ry) C lipg(Ry) C Lipg(Ry) € Cu(Ry).

Por construccién, para aproximar polinomialmente en |- || zipe (=, ) una funcién
f, se necesita que f € hol®(R,). Esta propiedad, al menos para la aproxima-
ciéon mediante Splines, puede ser suficiente como lo muestra el teorema final
siguiente.

Teorema 3.3. Sea f € hol¢(R,). Entonces para cada € > 0, existe S €
So(R4) tal que

1S = fllLipar,) < €
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Demostracion:

Sean f € hol®(Ry) y ¢ > 0 dados. Debemos primeramente seleccionar
M > 0 para el cual se cumplan simultaneamente

(i) sup |f()] <€, (posible pues f € C,(R,)),
2>M W(T)

. |Acf ()] _ :

ii) sup ——— <€, (posible pues f € holS(R,)).

( ) 0I<Zt]¥[1 w(w)to‘ ( ( +))

En ([Bustamante y Jiménez, 2000]), se demuestra que si f € lip®([0, M]) y si
n > 0 es dado, entonces existe un polinomio de Bernstein B,,(f,x) en [0, M],
tal que

| Bn(f,2) = fllzipeo.n)) < 0.
Definimos una funcién S mediante
— Bn(f,l'> SiIE[O,M]
S(x)_{ f(M) six > M,

donde B, (f, x) esta dado por el teorema de Bustamante-Jiménez, con n = €.

Esta claro que S € Sp(Ry) por construccién, con un tnico nodo en el
punto M, donde S interpola a f por las propiedades de interpolacion en los
extremos del intervalo del polinomio de Bernstein.

Tenemos que

f—=9Sc,® :méx< sup
| I (R4) welo] w(z) iy w(z)

Por un lado,

(f = S)(@)| _ Wf =Sz, ¢
R B (1) R )
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Por otro,
o L =@ _ 1) — FOD)
x>M w(z) x>M w(z)
< 5y /@)
z>M w(x)
< 2¢.
Luego
’ €
1f = Slleury) < 26 +——. (3.3)

w(0)

Veamos ahora con 6%(f — S). Se tiene igualmente que

, 12df = 9)(@)]

0%(f —95) = su <Ay + Ay,
VoI e ST
0<t<1

donde
A(F —

p = o 1M =S
z€[0,M] w(x)to‘
0<t<1

y

p = Il = 9@
o> M w(z)te
0<t<1

Veamos que en Ay, siz+t > M, conxz # M,y S(z+1t) = f(r+1t) = f(M)

y por tanto existe v > 0, tal que z +~v= M y
[AS—N@) _ 1A N@)]  [A(S—H)]

w(x)te w(x)t> — w(z)ye

O sea, que utilizando limites para tratar el caso x = M, deducimos que

A —
A< sup [AS — f) )]
x,x+t€[0,M] w([[‘)ta
0<t<L1

Por definicién, si g € Cjo ),

(3.4)
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A
Banla) = sup 2]
’ cattejo,M] L
teRL

La condicién ¢t € R, puede cambiarse de inmediato por t € [0, M], pues si
z,x —t € [0, M], con t > 0, definimos y = x —t y x = y + t, para tener de
inmediato

[f(@=1t) = f(@)] = [y +1) = fy)l,

mientras que, si t > M, obviamente x + ¢t ¢ [0, M]. Luego, para cualquier
g € Co,n, se tiene

Ag(x
9% M}(g) = sup W
’ eattefo,M] L
0<t<M

Asi que de (3.5) deducimos

Ay < 05.00(S = )/w(0) = 0 1 (Ba(f.2) = [)/w(0) S € /w(0).  (3.5)

Para acotar Ay utilizamos que f € hol®(R,).

En efecto, six > M y 0 <t <1, se tiene

[A(S = M) = [f(M) = flz+1) = f(M) + f(z)| = |Af (2)].
Luego por la desigualdad (i7) utilizada para definir M, se tiene que
Ay < €. (3.6)
De (3.3),(3.5) y (3.6) se tiene
IS = Flliigm,) < 3€ +2€ /w(0) = ce <,

. !
si comenzaramos tomando € = €/c.




Conclusiones

Hemos introducido el concepto de peso tipo Bernstein, en R, y dado w
en esta clase, también los espacios de Lip®(R,) y lip®(R.).

Para que una funcién f € C,(R,) pueda ser aproximada polinomialmen-
te en los subintervalos finitos de R, , en norma de Holder, se necesita que
f € lip®(Ry); pero para el intervalo R, esta condicién necesaria debe ser
mas exigente. Este analisis conduce a la definiciéon de espacios de Holder pe-
quenos hol®(Ry).

Finalmente, si f € hol¢ (R ), hemos sido capaces de aproximar f en nor-
ma de Holder mediante Splines en Sy(R) de manera constructiva.

Queda abierto un problema nuevo que parece interesante y dificil:

Sif € hol®(R,), podrda f aproximarse polinomialmente en la norma de
Holder?

39
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