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tu valor me ensend a luchar por lo que quiero,
tu amor me mostré un mundo hermoso
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Introduccion

El problema del subespacio invariante es uno de los mas conocidos
y discutidos en las matematicas, especialmente en el area de analisis
funcional. El problema lo planteé John Von Neumann en los anos 30 del
siglo pasado y desde entonces tenemos sélo respuestas parciales, aunque
muchos matematicos han trabajado en su solucién (entre ellos el mismo
Neumann).

La motivacién de este problema tiene sus raices en la siguiente propie-
dad de un operador lineal en espacios de dimensién finita:
Sea T' un operador continuo en un espacio vectorial V' de dimensién
n 'y sean Aj,..., A, sus valores propios (m < n). Entonces, para cada
ie€{l,...,m}, Ker(T — X\;I) es un subespacio invariante no trivial de tal
suerte que V' se puede descomponer como una suma directa de ellos.

La pregunta natural que surge de lo anterior es: ;Serd igualmente
aplicable a un espacio de dimensién arbitraria? E inmediatamente nos
preguntamos ; Al menos podemos garantizar la existencia de un subespacio
invariante?

Con el tiempo se fueron resolviendo casos de diferentes espacios vecto-
riales, como los de los espacios de Hilbert no separables, los espacios de
Hilbert de dimension finita, y los espacios de Banach. En este trabajo se
discutird el problema del subespacio invariante planteado de la siguiente
manera:

¢ Todo operador continuo definido en un espacio de Hilbert separable y



de dimension infinita tiene un subespacio invariante no trivial?

El proposito de esta tesis es proporcionar una pequena introduccion a
esta pregunta abierta y mostrar algunas soluciones parciales que se han
obtenido. La tesis estd organizada de la siguiente manera:

El capitulo [1] esta formado por definiciones y algunos resultados de
algebra sobre espacios vectoriales y operadores, esto con la intencién de
proporcionar un primer acercamiento a los subespacios invariantes que
abordaremos en el capitulo [3

En el capitulo [2| se desarrolla la teoria para plantear el problema en
espacios de Hilbert, y para trabajar con algunas soluciones parciales de
éste en el capitulo [d También se definen los espacios de Banach y de
Hilbert, operadores acotados sobre ellos y se incluye un poco de teoria
de la medida.

En el capitulo [3] nos cuestionamos la existencia de subespacios no
triviales I'—invariantes en espacios vectoriales. Primero hablamos de
algunos subespacios T'—invariantes y los casos en los que éstos no son
triviales. En seguida examinamos los espacios vectoriales de dimension
finita y dividimos el problema en dos casos: sobre C y después sobre
R (en los cuales no podemos asegurar la existencia de valores propios).
Finalmente discutimos el caso de los espacios vectoriales de dimension
infinita.

Iniciamos el capitulo 4| redefiniendo el concepto de subespacio T'—
invariante en espacios con producto interior (normado). En seguida demos-
tramos una caracterizacion de éstos. A continuacién incluimos un ejemplo
en el espacio completo L?[0,1], para dar paso al andlisis en los espacios
de Hilbert (Banach). Dedicamos la seccion [4.3|al teorema de Lomonosov,
debido a que durante un tiempo se especulé que era la solucién. En la
ultima seccién se realiza un resumen de las respuestas parciales que nos
conducen a la actual formulaciéon del problema.

El Apéndice [A] estd dedicado a conceptos de conjuntos que se utilizan



en esta tesis.

En el Apéndice [B| recordamos cémo se define el determinante de una
matriz.

En el Apéndice [C]se hace énfasis en el teorema espectral debido a que es
la motivacion de este problema.



Capitulo 1

Espacios vectoriales y operadores

En este capitulo se recuerda la teoria necesaria para el desarrollo de los
siguientes capitulos, tomada de: [2], [6], [8], [10],[11], [12], [18]. La mayor
parte de estos resultados no se prueban, por lo que es importante que el
lector revise estos libros (u otros de su preferencia) para profundizar en
los temas que a continuacién se tratan.

1.1. Espacios vectoriales
La proxima definicion, en los libros de algebra, se da sobre cualquier
campo K, pero los campos que usaremos en este texto sélo seran R y C.

Definicién 1.1.1. Un conjunto no vacio V se dice que es un espacio
vectorial sobre un campo K, si en V estdn definidas dos operaciones
binarias, denotadas por + (llamada suma, que es una operacion interior)
y - (producto por un escalar, que es una operacion exterior) tales que para
cualesquiera x,y,z € V y cada o, § € K se cumple:

Vi) +yeVya-zeV;

V2) s +y=y+ux;

V3)x+ (y+2)=(x+y)+2z;

V4) existen 0, 1 € V tales que x + 0 = x y 1- z=1;
V5) existe -x € V tal que x +(-z) = 0;
V6) a- (v +y) =a z+a-y;

V7) (a+ B)x = ax + Pa;
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V8) a- (B-x)= (o- ).

En adelante usaremos «a -z =azr, a-f =af y llamaremos a los
elementos de V' vectores.

Mostramos algunos espacios vectoriales.
Ejemplo 1.1.1. El conjunto {0} es el espacio vectorial nulo.

Ejemplo 1.1.2. Los campos R, C también son espacios vectoriales sobre
los campos R, C, respectivamente.

Nota 1.1.1. El espacio vectorial C en ocasiones lo tratamos sobre R,
pero en esos casos lo mencionamos.

Ejemplo 1.1.3. En general, para cualquier campo K, K" (para n € N)
es un espacto vectorial.

Nota 1.1.2. Los elementos de K™ solemos escribirlos asi:

a1

Qp
donde cada a; € K.

Definicién 1.1.2. Una matriz de tamano m X n con valores en el campo
K es un arreglo rectangular de la forma:

air a2 - Qip

as1 Q22 -+ Q2p
Amn = ; . . ’

am1 Am2 - Amn

donde cada elemento a;; (1 <i<m,1 <j <n) pertenece a K.

Ejemplo 1.1.4. [0, pdg. 8] El conjunto My, «,(K) de matrices de m x n
con valores en K es un espacio vectorial.

Definiciéon 1.1.3. Un polinomio con coeficientes en un campo K es una
expresion de la forma:

() == apa"™ + ap_12™ ' + ... + a1z + ag,

donde n es un entero no negativo y a,,...,ay € K.
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Definicién 1.1.4. El grado de un polinomio es:
I) =1sia,=..=ay=0.
II) De otra forma se define el grado de un polinomio como el mayor
exponente de x que aparece en la expresion
f(z) = apz™ + ap_12" ' + ... + a1 + ay,
correspondiente a un coeficiente no nulo.
III) Denotamos el grado de un polinomio p(x), por gr (p(x)).

Dos polinomios f(x) y g(x) son iguales si y s6lo si tienen el mismo
grado y los coeficientes de potencias iguales son iguales.

Definiciéon 1.1.5. En el polinomio
f(z) = apz™ + ap_12" ' + ... + a1 + ay,

cuando a, # 0, a, se llama coeficiente principal.

Ejemplo 1.1.5. [6, pdg. 9] Sean f(z) = Y. aiz',g(x) = > b
i=0 i=0

polinomios con coeficientes en el campo K. Supongamos que m < n y

definamos
bm—|—1 — ... = bn — O

Entonces g(x) se puede escribir como g(x) = > bix'. Definimos

n
1=1

n

f(@) +g(x) =Y (a; + b)a’

1=0

y para cada ¢ € K,

n

cf(x) = Z ca;x’.

1=0

Con estas operaciones, el conjunto de todos los polinomios con
coeficientes en K, que denotaremos con P(K), es un espacio vectorial.

Teorema 1.1.1. [6, pdg. 12] Sea V wun espacio vectorial, entonces se
cumple:
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1) Ov=0 para cada v € V.
11) a0=0 para cada a € K.

Definicién 1.1.6. 5t V es un espacio vectorial sobre K y st W CV,
entonces W es un subespacio de V si bajo las operaciones de V, W forma
un espacio vectorial sobre K.

El siguiente resultado nos muestra una forma facil de afirmar si W es
un subespacio de V.

Teorema 1.1.2. [0, pdg. 17] Si V es un espacio vectorial sobre K y si
W C V, entonces W es un subespacio de V' siempre que

I)oew,
II) para cada wy, wy € W, y cualesquiera o, B € K, se cumple que

aw + Pwy € W.

En lo sucesivo, omitiremos varias veces que estamos trabajando en el
espacio vectorial V' sobre el campo K.

1.1.1. Bases y dimension

Definicion 1.1.7. Sea A un subconjunto no wvacio de V, y x € V.
Entonces x es una combinacion lineal de A, si existenn € N, xq,...,x, €
Ay aq,...,a, € K tales que

n
Tr = E ;5.
1=1

Definicién 1.1.8. Sea A un subconjunto no wvacio de V, el conjunto
generado por A, denotado por gen A, es es el conjunto de todas las
combinaciones lineales de A.

Al generado por un unico elemento w, lo escribiremos algunas veces
simplemente como gen {w} y el de un conjunto A como gen A o también

gen{z,y,...} si A={zy,..}.

Cuando A = (), definimos gen A := {0}.
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Teorema 1.1.3. [0, pdg. 30] El conjunto gen A es un subespacio de V.

Definicién 1.1.9. El conjunto A genera a V si todo elemento de V puede
escribirse como combinacion lineal de elementos de A.

Definicién 1.1.10. Dado un conjunto S = {z1,....,x,} CV (conn € N),
decimos que es linealmente dependiente si existen escalares aq, ..., MO

todos ceros tales que:
n
Z ;0 = 0.
i=1

Definicion 1.1.11. El conjunto S es linealmente independiente si no es
linealmente dependiente.

Definicion 1.1.12. Una base del espacio vectorial V es un subconjunto
finito linealmente independiente de V tal que cada vector en V es una
combinacion lineal de elementos del sistema.

Definicién 1.1.13. Sea V un espacio vectorial. Una base ordenada para
V' es una base establecida con orden especifico.

Ejemplo 1.1.6. Sea V un espacio vectorial tal que tenga a {x1,xo, 3}
como base ordenada. Entonces {xs, 1,23} también es una base ordenada
de V, pero son distintas como bases ordenadas.

Definicién 1.1.14. Sea {z,, : n € N} = A C X. Entonces,

I) el conjunto A es linealmente independiente sobre K si para
todo subconjunto finito S = {z;,..,x;} de A es linealmente
independiente.

II) el conjunto A es linealmente dependiente sobre K si no es
linealmente independiente sobre K.

Observacion: Cualquier subconjunto de un conjunto linealmente
independiente es linealmente independiente.

Teorema 1.1.4. [6, pdg. 46] Cualesquiera dos bases de un espacio
vectorial tienen el mismo numero de elementos.

Ahora estamos listos para la siguiente definicién:
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Definiciéon 1.1.15. Sea V un espacio vectorial, dim V denota la
dimension de V, la cual estd dada por:

I) dim V =0 si V={0},

II) dim V < oo (de dimension finita) si dim V = 0 o eziste una base
con n elementos con n € N (en tal caso, dim V = n),

III) 'V tiene dimension infinita si no tiene dimension finita.

A continuaciéon se proporcionan algunos ejemplos para ilustrar la

definicion, en ellos el 0 y el 1 denotan al neutro aditivo y multiplicativo
de K respectivamente.

Ejemplo 1.1.7. K" tiene dimensién n (con n € N), donde una base es
{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1)}.

Ejemplo 1.1.8. M,,x,(K) (con n,m € N) es de dimension mn. Una

base es:
111 O -+ Oy 0117 Lo --- O1p 0117 012 -+ lin
O21 0O22 -+ 02y 021 029 --+ 09y 01 0O -+ 09,
O Oz - O 011 Oz -+ Oip 011 012 -+ Opy
1oy O --- 02n 021 1o --- Ozn 021 Ogo -+ lgn
Omi Om2 -+ Omn Omi Om2 -+ Omn Omi Oma -+ Omn
0117 012 --- O 011 O3 - Oy 011 O -+ O1p
021 O22 --- 02y 021 099 -+ 09, 0217 099 --- O9,
1wt Oma - Omn Om1 1o Omn Omi Om2 -+ lom

Las bases anteriormente descritas se suelen llamar bases candnicas y
se denotan por ey, ..., e, donde k£ es el nimero de elementos de la base.

El siguiente ejemplo muestra que la dimension de un espacio vectorial
depende de su campo.
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Ejemplo 1.1.9. Sea C (espacio vectorial de los complejos),
I) sobre el campo de los complejos, dim C =1 (una base es {1});

1) sobre el campo de los reales (o visto como R?) , dim C = 2
(una base es {1,i}).

Teorema 1.1.5. [0, pdg. 50] Sea V un espacio vectorial n-dimensional
y W un subespacio de V. Entonces dim W < n. Mas aun si, dimW = n,
entonces V. =W.

Definicién 1.1.16. Sean r € N y Wy, W, ..., W, subespacios de un
espacio vectorial V. Definimos la suma de los subespacios como:

i%{iwié‘/:wiel/n}.
i=1

i=1
Teorema 1.1.6. Sean k € N y Wi, W, ..., W subespacios de un espacio
vectorial V. El subconjunto
.
> W
i=1

es un subespacio de V.

Demostracmn Ya que 0 € W, para cada ¢ = 1,...,r, se cumple que
OEZW SeanxyEZVVZyQEK Luego
i=1 1=1

1) x = Y x; para algunos x; € W; coni =1,....7
i=1

.
1) y = Y y; para algunos y; € Wi coni=1,....,r
i=1

De modo que ax +y = > ax;+y; € > W;. B
i=1 i=1

Definicion 1.1.17. Sean Wy, Ws, ..., W, subespacios de un espacio
vectorial V. Escribiremos V. =W, ® Wy & ... ® Wy y llamaremos a V la
suma directa de Wi, Wy, ..., W} si

V=> W

1=1
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Wi ﬂ ZWJ = {0} paracadai(l1 < i <k).
JFi

1.2. Operadores lineales

A continuacién daremos la definicion de un tipo funcién (véase
el Apéndice definidas en espacios vectoriales que denominaremos
operadores lineales.

Definicién 1.2.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre K. La funcion
T:V — W es un operador lineal st para cualesquiera o € K, 1, xo € V
se cumple que NT(x1) + T(xy) = T(Axy + 2).

A los operadores lineales se les suele llamar transformaciones lineales.
Definiciéon 1.2.2. Sean V y W espacios vectoriales sobre K. Definimos
LV,W)=A{T | T :V — Wes un operador lineal }.

Cuando V' = W, escribimos L(V'). Notese que L(V) es un espacio
vectorial, ya que [y (el operador identidad) y T" = 0 (operador nulo)
son lineales y las demas propiedades se derivan de sus propiedades como
funciones.

Definicién 1.2.3. Sea T € L(V,W).

1. La tmagen de T es el subconjunto

ImT ={y e W : existex €V tal que T(z) = y}.
2. El espacio nulo o kernel de T es el conjunto:
Ker T:={x eV :T(z)=0}.

Teorema 1.2.1. [0, pdg. 68] Sea T' € L(V,W), entonces,
I) Ker T es un subespacio de V,
II) Im T es un subespacio de W.
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1.2.1. Representacion matricial

Sea T € L(R?) dado por T(z,y) = (z+vy,z —y), como sabemos,
e1 = (1,0), e3 = (0,1) es base ordenada de R?, luego tenemos que se
cumplen:

T(1,0) = (1,1) =1-e; 4+ 1- ey,
T(0,1) = (1,—-1) =1-e; — 1 - e,

mas aun, la matriz

cumple la siguiente condicion para x = (x1, z3) :
1 1 I . x|+ To
1 -1 I9 - T1 — X9 ’
dicho de otro modo, Ax = T'(x).
Este hecho es mas que mera casualidad, veamos por qué sucede esto.
Sean V., W espacios vectoriales de dimensién finita sobre el

campo K, c={ay,...,a,}, d ={b1, ..., Bm} bases ordenadas de V' y W
respectivamente, y 7" € L(V, W), entonces, T'(c;) esta determinada por:

T(Oéj) = ZAZJBZ, (11)

donde Ajj, ..., Ay; son los escalares de T'(«;) en la base ordenada ¢ para
cada j € {1,...,n}.

Ademas cada y € V es de la forma:

Yy = Z:cjaj, (1.2)
j=1
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Por lo que

n
Ty) =T <Z a:jozj> sustituyendo a y, ecuacién [1.2]
j=1

n

=> aT (ay)

j=1
= Z T (Z AZ-J-&) por la ecuacién [1.1]
j=1 i=1
=22 (2456
j=1 i=1

Definicién 1.2.4. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita
sobre el campo K, yT € L(V,W).

I) El vector de coeficientes de y con respecto a la base ordenada c lo

definimos como:
L1

II) La matriz de coordenadas de T(y) con respecto a la base ordenada

d es:
Anxy - Ay,
T(y)]a:= | : ’ :
Amlxl Tt Amnxn
Noétese que la matriz

An - Ay

A= : :

Aml e Amn

cumple que Alyl. = [T'(y)]a-



1.2 Operadores lineales 14

Resumiendo, tenemos:

Teorema 1.2.2. [6, pdg. 91] Sean V, W espacios vectoriales de
dimension n y m sobre el campo K, c y d bases ordenadas de V y W
respectivamente. Para cada T € L(V,W), existe una matriz m x n, A,
cuyos elementos pertenecen a K, tal que para todo vectory € V se cumple

[T'(y)la = Aly].-
La matriz A se llama matriz asociada a T', cuyas columnas Ay, ..., A,

estan dadas por A; = [T(¢j)]a, j =1, ..., 1.

Méas aun, A es un operador lineal denominado operador lineal
asociado a A.

En este texto trabajaremos con operadores donde W = V', las cuales
llamaremos operadores sobre V.

1.2.2. Rotacion

Hablaremos de unos operadores particulares denominados rotaciones,
pero lo haremos sélo para R?, pues en este texto es suficiente.

Definicién 1.2.5. Una rotacion es un operador lineal T : R? — R?,
cuya matriz asociada estd dada por:

a- (i )

donde 6 € R, y se denomina dngulo de rotacion.

Definicién 1.2.6. Sea (m,t) € R*\ {(0,0)}. Al conjunto L definido por
{r(m,t) € R? : r € R} lo llamaremos recta que pasa por el origen R,

Nota 1.2.1. La recta L que pasa por el origen es un espacio vectorial de
dimension 1.

Proposicién 1.2.1. Sea L una recta en R? que pasa por el origen y T
una rotacion.

1) Si0 = s cons¢Z, T(L) L L.
II) Si@ = zm conz€Z, L = T(L).
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Demostracién. Sea g = (m, s) el vector generador de L.
I) Veamos que T'(g) ¢ L. Como T es una rotacién, ocurre que:

_ ( cos(0) —sen(0) m
T(g) = < sen(f) cos(6) t
mcos(0) — tsen(0)
msen(0) + tcos(0)
Ahora supongamos que T'(g) € L, es decir, existe r € R tal que

mcos(0) — tsen(6) = rm (1.3)
msen(0) + tcos(0) = rt; (1.4)
reacomodando tenemos:
mcos(f) — tsen(0) = rm,

tcos(0) + msen(6) = rt;

multiplicando por m a ((1.5]) y por ¢ a ((1.6):
2 2

m*cos(0) — tmsen(0) = rm?=, :
t*cos(6) + tmsen(0) = rt?, (1.8)
de donde tenemos:
(m? 4 tH)cos(0) = r(m* + t?),
en consecuencia r = cos(f); al sustituir en (1.6,

tr +msen(0) = tr.

En efecto, sen(f) =0 lo que indica que # = zm € Z, lo cual es una
contradiccién, por tanto, T(L) € L.

IT) Como z es un entero, tenemos que sen(zm) = 0y los siguientes dos

casos para cos(zm).
Caso 1) Cuando z es par y por ello cos(zm) =1

e =22 2 )

6166
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17 es la identidad, por lo que cada recta es llevada a la misma recta, es
decir, T(L) = L.
Caso 2) Cuando z es impar y por ello cos(zm) = —1.

e =2 2 )

(0 5)6)-C)

Sea r(m,s) € L, por consiguiente,

(1.10)

T(r(m,s)) =T(rm,rs) = (—rm,—rs) = —r(m,s) € L;

en consecuencia, T'(L) C L.

Por otro lado, para todo r(m,s) € L se cumple que:
T(—rm,—rs) = (rm,rs) = r(m,s).

Asf, LCT(L) ®

1.3. Valores propios

En este apartado continuamos trabajando con operadores lineales,
pero incluiremos el estudio de unos vectores a los que se les asocia un
escalar y que son de gran importancia en la teoria espectral.

Definicién 1.3.1. Sea T € L(V). El vector v € V' \ {0} es un vector
propio (eigenvector) de T si existe un escalar A tal que T'(v) = Av. El
escalar X\ es el valor propio (eigenvalor) correspondiente al vector propio
v.

Andlogamente, st A es una matriz de n X n en un campo K, un
elemento no nulo v € K" se denomina vector propio de la matriz A,
st v es un vector propio del operador asociado a A. Como en el pdrrafo
anterior, el escalar A se denomina valor propio de A correspondiente al
vector propio v.

Definicién 1.3.2. Sean T' € L(V) y A un valor propio de T. Definase
a Ex:={x eV :T(x)=Ax}. El conjunto E\ se denomina el espacio
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propio (eigenespacio) de T  correspondiente al valor propio A. Como es
de esperarse, por espacio propio asoctado al valor propio \ de una matriz
A entendemos el espacio propio correspondiente del operador asociado a

A,

Es importante notar que E) contiene al vector cero y a los vectores
propios de T' con respecto a A.

Proposicion 1.3.1. 5t v es un vector propio asociado a X\, entonces
cualquier multiplo © de v cumple que T(x) = Az, mds aun, si © no es
cero, entonces es vector propio asociado a \.

Demostracién. Sea x = mv para algin m € K al aplicarle T" a x, se
obtiene:

T(x) =T(mv) =mT(v) = m(A) = (mN)v = (Am)m = A(mv) = Ax.
Si x # 0, es evidente que x es un vector propio de T" asociado a . B
Proposicion 1.3.2. E) es un subespacio de V.

Demostracion. Sean z, y € E) y a, 8 € K. Se cumplen las siguientes
igualdades :
T(ax + By) = oT(z) + BT (y) = alx + Ay = A azx + By). Por
consiguiente ax 4+ fy € E). Por tanto E) es un subespacio de V. B

Obsérvese que:
Ey={zeV T = }={zxecV :T(x)-Ax =0} = Ker (T—\y),
donde Iy es el operador identidad con respecto al espacio vectorial V.

Teorema 1.3.1. [§, pdg. 547] Sea A € M, x,(K). Entonces un escalar
A es un valor propio de A si y sdlo si det (A-\1I,) =0, donde

10 -0
01 0

El siguiente concepto se define con el determinante de una matriz; si
no recordamos como se determina esto, debemos ver el Apéndice [B]
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Definicién 1.3.3. Sea A € M,,«,,(K). El polinomio f(\) = det (A — \I,,)
es el polinomio caracteristico de A.

Cada vez que buscamos un valor propio, realmente estamos buscando
un escalar A tal que f(A\) =0.

Teorema 1.3.2. [0, pdg. 249] Sea A € M,.,,(K).
1. El polinomio caracteristico de A es de grado n.
2. A tiene a lo mds n valores propios

En consecuencia, si T' € L(K"), el polinomio caracteristico de T" es de
grado n.



Capitulo 2

Operadores en espacios Hilbert

En el capitulo anterior hablamos de operadores lineales; en este
capitulo se observan algunas propiedades en unos espacios vectoriales
llamados espacios de Hilbert, en honor al matemaéatico aleman David
Hilbert (1862-1943), generalizados por Stefan Banach (1892-1941) en

espacios que precisamente llevan su nombre.

Daremos los resultados en espacios de Banach, y como cada espacio
de Hibert es un espacio de Banach, afirmaremos que cada resultado en
los espacios de Banach es valido en los espacios de Hilbert.

2.1. Espacios normados

Primero hablemos de espacios que cuentan con una funcién llamada
norma, que nos servira para definir los espacios de Banach.

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre K (K=R o K=C).
La funcion || - || : X = R se llama norma en X si para cada z, y € X y
para cualquier t € K se cumplen las siguientes propiedades:

(N1) ||z ||= 0,

(N2) || z ||[= 0 <= z=0,
(N3) ||tz [|=]t] ||z ||,

(N4 [[e+y < [ z]+ ]yl

Si || - || es una norma en X, el par (X,|| - ||) se llama espacio normado
o espacio vectorial normado.

19
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Ejemplo 2.1.1. Los espacios R" y C" son normados, a saber, con

1
n 2

|z (= (Z Ixil2> = ]z + o |z
=1

Definicién 2.1.2. Un subespacio A de un espacio normado X es un
subespacio vectorial de X considerandolo como un espacio vectorial con
la norma restringida a A.

Definicién 2.1.3. Sean (X, || - ||) un espacio normado, x € X y r € R*

a) La bola abierta con centro en x y radio r es el conjunto:
B(z,r) ={ye X ||z —y| <r}.

b) La bola cerrada con centro en x y radio v es el conjunto:
B(z,r):={ye X[z -yl <r}

Definicién 2.1.4. Un subconjunto A de un espacio normado (X, ||-||) es
un subconjunto abierto, si A es subespacio de X y para cada x € A existe
r >0 tal que B(z,r) C A.

Definicién 2.1.5. Un subconjunto A de un espacio normado (X, ||-||) es
un subespacio abierto, si es abierto y es un subespacio de X.

Definicién 2.1.6. Un subespacio B de un espacio normado (X, ||-||) es
un subespacio cerrado si X \ B = B¢ es abierto.

Definicién 2.1.7. Sea A wun subconjunto de un espacio normado
(X, []- 1), y z € X. El punto x es un punto adherente de A si

B(z,r)N A # 0 para toda r € RT.

La cerradura del conjunto A denotada por A es el conjunto de todos los
puntos adherentes de A.

En particular X = X y 0 = 0.

Teorema 2.1.1. [10, pdg. 29] Sea A un subconjunto de un espacio
normado (X, | - ||), entonces,

1. El conjunto A es cerrado. Mds aun, A es el cerrado mds pequeno
que contiene a A.
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2. A es cerrado si y sélo si A= A.

Definicién 2.1.8. Sea X un conjunto, una sucesion en X es una funcion
f:N = X, que denotamos por {z;};en, donde cada x; € X.

Definicién 2.1.9. Sea {x;}ieny una sucesion en (X,| -||) v x € X.
Diremos que la sucesion {x;}ieny converge a x, si para todo € >0 existe
k € N de tal forma que para cada n > k se cumple que ||z, — z||[< €. En

tal caso se escribe lim x,, = xg.
n—o0

Teorema 2.1.2. [16, pdg. 55] Sea v € X, v € A si y sdlo si existe una

sucesion {x;}ien de elementos de A tal que lim z, = x.
n—oo

Definicién 2.1.10. Sea {z;};en una sucesion; es de Cauchy si para todo
€ >0 existe k € N de tal forma que para cada m,n > k se cumple que
|Tm — x| < e.

Definiciéon 2.1.11. Un espacio normado es completo si toda sucesion de
Cauchy converge.

Definicién 2.1.12. Un subconjunto A de un espacio normado X es denso
en X si A=X.

Definiciéon 2.1.13. El espacio normado (X, ||-||) es separable si X
contiene un subconjunto numerable denso en X.

Definicién 2.1.14. Sea (X, ||-||) un espacio normado y A C X. Si

AC U U, y cada U, un abierto en X,

aeG

entonces decimos que la familia {Uy}ace es una cubierta abierta de A.

Si G C G es tal que A C U U., entonces decimos que la subfamilia
e
{Us}oecr € una subcubierta de A. Si ademds G' es un conjunto finito,

diremos que la subfamilia es una subcubierta finita de A.

Definicién 2.1.15. Sea (X, ||-||) un espacio normado y A C X . Decimos
que A es compacto si toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta
finita.
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2.2. Operadores acotados y continuos

En los espacios normados podemos definir operadores continuos
que son los operadores con los que trabajaremos en el Capitulo [ La
finalidad de esta seccion es reunir algunos los resultados sobre éstos y su
relacion con los operadores acotados.

Con (X,|[‘]l1) v (Y,]|']l2) denotamos dos espacios normados, pero
varias veces prescindiremos de esta notacion y escribiremos simplente

XeY.

Definiciéon 2.2.1. Sean f : X — Y wuna funcion, y xg € X. Diremos que
la funcion es continua en el punto xg, si se cumple la siguiente condicion:
para cada € > 0 existe 0 = d(€,x9) > 0 tal que si x € X, y || — zol[1< 9,
entonces ||f(z) — f(zo)][2< €.

Definicion 2.2.2. Sea A C X. Diremos que una funcion f : X —Y es
continua en A si f es continua en cada punto de A; si A = X, diremos
que [ es continua en X.

Definicién 2.2.3. Sean f : X — Y wuna funcion, y xo € X. Diremos
que la funcion es continua por sucestones en el punto xy si f cumple
la siguiente condicion: para cada sucesion {x;}ieny € X, si lim z, = x,

n—oo
entonces lim f(x,) = f(xg).
n—oo

Teorema 2.2.1. [16, pdg. 65,67 Sean f : X — Y wna funcion, y
xo € X. Son equivalentes:

1. f es continua en xg.
2. f es continua en xy por SUCESIONES.
3. Para cada € > 0 existe § > 0 tal que f(B(xo,0) C B(f(x),€).

Teorema 2.2.2. [16, pdg. 66] Sean f: X — Y wuna funcion, y xy € X.
Son equivalentes:

1. f es continua en X.

2. Para cada abierto U de Y se cumple que f~H(U) es abierto.
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A continuacién hablaremos de los operadores linales continuos y su
relacion con los operadores acotados.

Definicién 2.2.4. Sean T € L(X,Y).

1. T es continuo en X si es continuo como funcion.

2. T es acotado si existe r> 0 tal que para todo x € X,
I T(z) lo<r [ = 1.

Debemos tomar en cuenta que la definicién de acotado no es la misma
que usamos en célculo. [

Teorema 2.2.3. [12, pdg. 97] Sea T € L(X,Y), entonces son
equivalentes:

1. T es continuo en X,

2. T es acotado.

Este teorema nos dice que el hecho de que T sea acotado equivale a
cada afirmacion hecha en los teoremas [2.2.1] y [2.2.2]

Definicién 2.2.5. Sean (X, ||-||l1) v (Y, ||]2) el conjunto de operadores
acotados lo denotamos por:

B(X,Y):={T € L(X,Y) | T es acotado }.
Por el teorema anterior, B(X,Y) = {T € L(X,Y) | T es continuo }.
Cuando X =Y, escribimos sencillamente B(X).
Definicién 2.2.6. Sea T € B(X,Y), definimos la norma de T por:
|7 :=inf{r > 0: ||T(z)| < r|z|, Yz € X}.
Proposicion 2.2.1. El conjunto B(X) es un subespacio de L(X).

Demostracién. Como |[0]| < 0||z||, 0 € B(X). Sean f,g € B(X) y
«a € K. Luego existen 1,79 € R tales que ||f(2)|| < ri|lz|| v |lg(x)| <
ro| x|
l(af + g)(@)|| = lleof () + g(2)]] Vo e X
< [lef (@) + [lg(@)]]
< lafrilz]l + rof ]
= (lafry + )|z

1Una funcién f es acotada si existe M > 0 tal que || f(z)|| < M para cada z en el dominio de f.



2.2 Operadores acotados y continuos 24

Por lo tanto af +¢g € B(X). &

Proposicién 2.2.2. Sea (X,|| - ||) un espacio normado. El espacio
vectorial B(X) es un espacio mormado con la norma definida
anteriormente.

Demostraciéon. Sean f,g € B(X),y a € K,

N1) Se cumple que ||f|| > 0 por teorema anterior (el primer inciso).

N2) Si f =0, se sigue que ||f|| = ||0]] = 0. Reciprocamente, si ||f|| = 0,
existe una sucesion {r,}nen contenida en {r > 0 : ||f(z)| < r||z||, Vx €
X} tal que 7}1_}11{)10 rp, = 0. Como 0 < ||f(z)] < ry||x|| para toda z € X se
tiene que || f(z)|| = 0 para toda x € X, en consecuencia f(z) = 0 para
toda x € X.

N3) Cuando a = 0, se cumple que |[af] = ||0|| = 0 = 0]/ f|| = «|| |-

Ahora tomemos a # 0

lof|l = inf{r > 0 [laf(2)] < rlal, Vo € X}
— int{r > 0: |allf(@)]| < rllall, Vo € X}

, T
= mf{r >0:[|f(2)] < ml\ﬂfll, vr e X}
= mf{fals > 0 |[f(2)] < slz]], Vo € X}

= [l 1.

N4) Como {r > 0 - [[f(2)[| < rllzl|, Vo € X} +{s > 0: [lg(x)[| < =], Vo € X}
estd contenido en {q > 0 : |la(f + g)(2)| < ¢l|z||, Vo € X}, se cumple
que [|f +gll < [If[| +lg/|- ™

Teorema 2.2.4. [12, pag. 96] Sea (X, || - ||) un espacio normado. Si X
es de dimension finita, entonces L(X) C B(X).

Teorema 2.2.5. [12, pdg. 74] Sea (X,| - ||) un espacio normado.
Cualquier subespacio de dimension finita de X es cerrado.

Definicion 2.2.7. Sea T' € B(X) con X un espacio vectorial sobre C.
1. El espectro de T es o(T) :={\ € C: T-\I no es invertible }.

2. Denotamos por o,(T) al conjunto de valores propios.
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2.3. Espacios de Banach

Definicion 2.3.1. Un espacio de Banach es un espacto normado
completo.

Definicién 2.3.2. Sean (X,| - [|1), (Y,[| - |l2) espacios de Banach, y
TeL(X,Y). T es compacto, si T(B(a: 1)) es compacto en Y. T €
B(X,Y).

Definicién 2.3.3. Sean (X, || - [|1), (Y| - [|2) dos espacios normados y
Y X — Y una funcion. Diremos que 1 es una isometria de X enY
st cumple la siguiente condicion:

|((x1) —W(x2)|| = ||z1 — 22|, para cada x1, 29 € X.

Observacion 2.3.1. Si ¢ es una isometria automaticamente es inyectiva
y continua.

Teorema 2.3.1. [12, pdg. 69] (Teorema de completitud) Sea (X, || - ||) un
espacto normado. Entonces existe X espacio de Banach y una isometria
Vv: X — W CY sobreyectiva tal que (V) = X, donde W es un
subespacto de Y .

Definicién 2.3.4. El radio espectral r,(T) de un operadorT € B(X) en
un espacto complejo de Banach es:

ro(T) == sup |\l
Aea(T)

Proposicién 2.3.1. [12, pag. 391] Sea T € B(X,Y), entonces

ro(T) = lim /|| T ||

n—oo

Teorema 2.3.2. (Teorema de la Alternativa de Fredholm) Sea X
dimension infinita. Si T es compacto, entonces o(T) = {0} U o,(T).

2.4. Algebra

Definamos otra estructura sobre un espacio vectorial, el objetivo es
definir esta estructura sobre un espacio normado.
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Definicion 2.4.1. Un dlgebra A sobre un campo K es un espacio
vectorial A sobre K tal que para cada x,y € A el producto xy € A
estd bien definido y cumple las siguientes propiedades para cuales quiera
r,y,z€ Ayae K:

1. (wy)z=x(yz),

2. x(y + 2) = (wy + y2),

3. (v + y)e=xz +yz,

4 a(ry)=(az)y=r(ay).

Si K =R o K =C, A se denomina real o compleja respectivamente.

Definicion 2.4.2. Un dlgebra normada A es un espacio normado tal que
es un dlgebra para cualesquiera x,y € A,

lzyll < =[],

y si A tiene neutro multiplicativo eq,
lea] = 1.

Definicién 2.4.3. Un dlgebra de Banach es un dlgebra normada que es
completa considerandola como espacio normado.

Ejemplo 2.4.1. [12, pdg. 396] El espacio de Banach B(X) de todos los
operadores acotados en un espacio de Banach complejo X # {0} con la
operacion composicion es un dalgebra compleja.

La siguiente teoria es introducida para poder incluir ejemplos que no
se suelen tratar en los libros clasicos.

2.4.1. La integral de Lebesgue

La integral se remonta a la época en la que los griegos intentaban
resolver el problema del &area. El concepto formal de integral lo
iniciaron Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) y Bernhard de Riemann
(1826-1866), a esta integral se le suele llamar integral de Riemann.
Sin embargo es una integral insuficiente para el analisis funcional. La
extension mas significativa la realizé H. Lebesgue y es la que aqui
trabajaremos.
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Definicion 2.4.4. Sea X un conjunto arbitrario y A una coleccion de
subconjuntos de X. Diremos que A es una o—dlgebra en X si se cumple:

a) X € A.
b) Si A, € A, n €N, entonces |J A, € A.
n=1

c) Si A€ A, entonces A € A.

Definiciéon 2.4.5. La medida exterior de E C R es
m*(E) := inf {Ze(fn) Ec |, } :
n=1 n=1
donde I, = (ay, b,), —00 < a, < b, < oo, (I,) = b, — a,.

Notacion: Para facilitar la escritura, dado E C R, usaremos

Lp= {f:wn) . EC an}

Como L es no-vacio y sus elementos son no-negativos, es claro que

0<m"(E)<oo, ECR,.

Asimismo, eligiendo a, = b, = 0, resulta que 0 € Ly. Luego, m(()) <0
Yy, en consecuencia,

m*(0) = 0.

Sea A C B C R. Luego Lg C Ly vy, por lo tanto, inf L4 < inf Lp.
Esto indica que

AC B = m"(A) < m*(B).

Llamaremos monotonia a esta propiedad de la medida exterior.
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Definicién 2.4.6. Sea E, una famila numerable de subconjuntos de R.
La medida exterior m* tiene la propiedad de ser o—aditiva st

m(| JE.) =) m*(E,), si E,NE; =0, j #n.
n=1 n=1

Teorema 2.4.1. [7, pdg. 24] Jo—subaditividad] Sea E, C R, n € N. Si
A cC | E,, entonces

n=1

m*(A) <> m*(E,).

Definiciéon 2.4.7. Diremos que E C R es (Lebesque) medible si para
cada A C R se cumple

m*(A)=m"(ANE)+m"(A\ E).
La coleccién de todos estos conjuntos medibles se denotara por M.

Teorema 2.4.2. [7, pdg. 27] La coleccion M de conjuntos medibles es
una o— dlgebra y la restriccion de m* a M es o—aditiva. Llamaremos a
m la medida de Lebesgue en R.

Definicion 2.4.8. Sea X un conjunto arbitrario, A una o—dlgebra en
X, yp: A—[0,00]. Si @ =0y u es o—aditiva en A, diremos que
es una medida en (X, A).

Definiciéon 2.4.9. Sea A C R y P(z) una condicion que puede cumplir
cada v € E. Diremos que P se cumple “casi en todas partes” de E (lo
cual abreviaremos por c.t.p) si el conjunto de x € E donde P(x) no se
cumple tiene medida cero.

Ahora definimos el conjunto de reales extendidos como: R* := R U
{—00,00}.

Definicion 2.4.10. Sea E C R y f : E — R*. Diremos que f es
(Lebesgue) medible si su dominio es medible y para cadat € R el conjunto

{reE:t< f(x)}
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es medible.

En adelante utilizaremos la siguiente notacion:
M(E)={f:E — R" f es medible }.

A continuacién definiremos la integral de Lebesgue y tomaremos como
conocida la integral de Riemman.

Definicién 2.4.11. Diremos que s : E — R es una funcion simple si
es medible y toma solamente un conjunto finito de valores.

Sea s : E — R es una funcion simple. Designemos por ¢y, ..., ¢, los
distintos valores que toma y hagamos

Ey=s5"1(c), k=1,...n.

Notemos que cada Ej es medible y Ei () E; = 0 cuando ¢ # j. Luego,
podemos expresar s en la forma

n
S = E CkXEk'
k=1

Llamaremos a esta representacién representacion canonica de la funcion
simple s.

Definicion 2.4.12. Sea s : E — R una funcion simple no-negativa vy
n

> ckXE, Su representacion candnica. Entonces, su integral es
i=1

/ (Z CkXEk> => am(Ey).
E \k=1 k=1

Definicién 2.4.13. Si f € M (E) no-negativa, definimos su integral
como

/fzsup{/s:()gsgf,s simple}.
E E

Observemos que

osffgoo, feM(E), f=0.
FE
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Sea A un conjunto arbitrario y f : A — R*. Una manera natural de
representar f = g — h, siendo g y h : A — R* funciones no-negativas, es
considerar g = f, y h = f_, donde

0, six <0 —f(x), siz<0

f+($):{f(x), sif(a:)ZO’ f(x):{o’ si f(z) >0

Llamaremos a f, parte positiva de f y a f_ parte negativa de f.

Teorema 2.4.3. [7, pdg. 84] Sea f : E — R*. Entonces, f es medible si,
y solo si, fi y f_ lo son.

Definicién 2.4.14. Sea f € M(E).
a) Si [ f < oo, definimos
E

[r=[r-]r
E E E
b) Diremos que f es integrable (o sumable), si

E/f<oer/f<oo.

Teorema 2.4.4. [7, pdg. 73] Sea f € M(FE), entonces

/f:Osiysélosifzo c.t.p.
E

Teorema 2.4.5. [7, pdag. 74] Sean f,g € M(FE). Si0 < g < f, entonces

!gst

A continuacién nos interesa mostrar la relacién entre la integral de
Riemann y la integral de Lebesgue.
Sean a,b € R con a < b.
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Teorema 2.4.6. [7, pdg. 97] Sea f : [a,b] — R una funcion para la cual
existe M > 0 tal que |f(z)] < M para cada x € [a,b]. Si f es Riemann
integrable, entonces f es Lebesque integrable y

b
!f=!ﬁ

donde la integral de la izquierda es en el sentido de Riemann y E = [a, b).
Teorema 2.4.7. [7, pag. 22] Sea I el intervalo |a,b] , entonces
m*(I) =4(I) =b—a.

Teorema 2.4.8. [7, pdg. 30] Sea x € R, la bola abierta B(x,r) C R es
medible.

Proposicién 2.4.1. Sea f : [0,1] — R una funcion. Si f =0 c.t.p. y
f es continua, entonces f = 0.

Demostracién. Sea A = {x € [0,1] : f(z) # 0}, luego u(A) = 0.
Supongamos que A # (). Sea x € A, luego para € = |f(x)| existe § > 0
tal que f(B(z,9)) C B(f(x),e).

Veamos que B(z,d) C A.
Sea y € B(x,0), luego |f(z) — f(y)| < [f(2)], Tuego

[f (@) = [fW)] < [f(2)],
asi, 0 < |f(y)|- Por lo tanto f(y) # 0, luego B(x,d) C A.

Por el Teorema 2.4.8 B(x,0) es medible, pero entonces,
0 < u(B(z,0)) < p(A) =0,

lo cual es una contradiccién al Teorema 2.4.7.
Por lo tanto A = (. W

2.5. Producto interno

La siguiente estructura la dotamos de una funciéon < -,- >, llamada
producto escalar, producto interno (p.i.) o producto interior sobre X y se
dice que X es un espacio con producto interior o que X es un prehilbert.
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Definicion 2.5.1. Sea X wun espacio wvectorial sobre K y
<> X xX = K una funcion tal que para cualesquiera x, vy, z
eV yae K se satisfacen:

(P1) < x,x>2>0,

(P2) < z,x >=0<=x =0,

(P3) <ax+y,z>=a<x,z>+<yz>,

(P}) <,y >=<G7>,

Noétese que el cero del que estamos hablando en la definicion es el cero
del campo y no del espacio vectorial.

Observacion 2.5.1. Sean x,y € X. El conjugado de < y,x > denotado
por <y, T > es:

1. sis K =C y<y,x >=a-+ bi, entonces < y,xr > = a — bi.
2. si K =R, claramente < y,x >= < y,r >.

Proposicién 2.5.1. Sea (X, < - >) un espacio con p.i., entonces para
cada x,y,z € X:

1) <z,y+z>=<z,y>+<x,2>,
1) <z,0>=0.

Demostracién. Sean x,y, z € X.

i)

<z, Yyt+tz>=<y+z,r>
=<y, r>+<z,Tr>
=<y,r>+<z,xr>
=<z,y>+<zx,2 >

i) <z,0>=<2,0+0>=<2z,0>+ < 2,0 >, luego < 2,0 >=0. &

Definicién 2.5.2. Sean (X, < ->), yx,y € X . Definimos
1 I
Re| < xz,y > | := §(< T,y >+< T,y >)

y lo llamamos la parte real de < x,y >.
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Ejemplo 2.5.1. Sea C[0,1] el espacio de todas las funciones continuas.
Definamos

<fg >::/f(x)mdx.
0

El espacio (C[0,1]), < - >) es un espacio con producto interior.

Obsérvese que en este ejemplo hablamos de la integral de Lebesgue,
pero concide con la integral de Riemann, ya que todas las funciones
continuas son Riemman integrables.

Demostracién. Sean f,g,h € C[0,1] y a € R.
1 1

(P1) < £, >= [ f(oPde > | [ f(w)ds] > 0.
0 0
(P2)Si f=0,< f,f>= flf(x)Qd:c = (. Reciprocamente, si
0

0=</f,f>

/1 f(z)*dx

[ 17@Pds.

Entonces f2(z) = 0 c.t.p., luego, por la Proposicién se tiene que
f?(x) = 0 para cada z € [0,1], lo que implica que f(x) = 0 para cada
z € [0,1].
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(P3)
<aftgh>= / (af(2) + () D)z
- / (o f @V + gV
:a/l d:c+/1
(P0) < g 5= [(f)g(e)de = < Tg >

Teorema 2.5.1. [12, pdg. 136](Desigualdad de Schwarz). Si (X, < - >)
es un espacio con producto interior, y || - || la norma asociada a este
producto interior, entonces, para cualesquiera x,y € X,

[ <y >[<[lzlllyll.

Proposiciéon 2.5.2. Sea (X, < - >) un espacio con producto interior,
entonces || - ||: V — R definida por || x ||:=/< x,x > para todo v € X
es una norma en X.

Demostracion.- Sean z,y € X y a € K,
(N1) || @ |=ySTa s > 0.
(N2) 0= ||z ||=/<z,2><= 0=<uz,020><=2=0.
(N3) || ax || =v/< az,ax > =Vaa <z,x>=|a| || 2.
(N4)

N4) Afirmamos que || z+y [|[<[|z || + || v ||. En efecto,

|lz4+y|P=<z+y,o+y>
=<z, x>+ <z,y>+<y,r>+<y,y>
=<z, x>+ <z,y>+<zx,y>+<yy>
=| 2 ||* +2Re| <,y > |+ [l y |I”
<z PP+2zlllyl+1yl?
=zl + 1yl

Sacando raiz de ambos lados terminamos. H
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La norma en la proposiciéon anterior se llama norma asociada con el
producto interior de X o inducida por el p.i. de X.

El resultado anterior es de suma importancia, pues dice que todo
espacio con producto interior es un espacio normado. En particular,
tenemos que (C|0,1],] - ||) es un espacio normado con la norma || f|| =

(1)

N|—

2.6. Espacios de Hilbert

Definicion 2.6.1. Todo espacio con producto interior que es completo
con respecto a la norma asociada se llama espacio de Hilbert.

Teorema 2.6.1. [12, pdg. 139] (Teorema de completitud para espacios de
Hilbert) Sea (X, < - >) un espacio con producto interior. Entonces existe
X espacio de Hilbert y una isometria ¢ : X — W CY sobreyectiva tal
que (V) = X, donde W es un subespacio de Y.

En la demostracién de éste teorema tenemos que esta completacion
coincide con la completacion de X como espacio normado visto en el

Teorema 2.3.11
1 3

El espacio (C[0,1],]| - ||) con la norma | f| = (f f(x)%ix) no es
0

completo, pero por el Teorema existe una extensién de C0, 1],
donde cada sucesién de Cauchy converge con la norma anteriormente
mencionada, que denotamos por L?[0,1]. En conclusién L?[0,1] es un
espacio de Hilbert.

Como cada espacio con producto interior es un espacio normado, la
teoria desarrollada para los espacios normados es valida para los espacios
con producto interior. Mas aun, es correcto usar la teoria desarrollada
para espacios de Banach en espacios de Hilbert.

Teminamos este capitulo con la siguiente frase de Stefan Banach [17].

Un matemadtico es una persona que
encuentra analogias entre teoremas;
es mejor matemdtico el que puede ver
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analogias entre demostraciones y
el mas grande matemdtico es aquel
que percibe analogias entre teorias.
Podemos imaginar que el estado sublime
para un matemdtico seria ver analogias
entre analogias.



Capitulo 3

Subespacios T'—invariantes en
espacios vectoriales

En el primer capitulo trabajamos con algunos subespacios interesantes
como son E) y gen {x}. Ahora definiremos unos subespacios que incluyen
a los mencionados y que son nuestro tema central.

3.1. Subespacios invariantes en espacios vectoriales

La definicién de invariante proporcionada por la Real Academia de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales es:
“Propiedad o expresion matemdlica que mno Sse altera por wuna
transformacion o por cierto tipo de transformaciones” [3].
Asi que esperamos un subespacio “que no se altere” al aplicarle TH
Veamos en el siguiente ejemplo a qué nos referimos.

Ejemplo 3.1.1. Sea T € L(R?) definido por T(x,y) = (2x + 4y, z + 2y).
El subespacio M ={(x,y) € R*: x = 2y} “no cambia” al aplicarle T.

Ya que 0 = 2(0), tenemos que (0,0) € M, por lo que M no es
conjunto vacio.
Como para cualesquiera «, 5 € R, (2y1,91), (242, y2) € M, tenemos que

C¥(2y1, yl) + ﬁ(2y27 y?) = (C¥2y1, Oéyl) + (25y27 5y2)
= (2(ay1 + By2), ayr + Bys) € M,

concluimos que M es un subespacio de R?.

'Recordar que a un operador lineal también se le llama tranformacioén lineal.

37
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A continuacion se aprecia una interesante propiedad que M cumple
con respecto a T; seau € M, entonces u = (2s, s) para algin s € R, luego

T(u) =T(2s,s) = (2(2s) + 4s,2s + 23)
= (8s,45)
= (2(4s),4s) € M,

como esto sucede para cada u en M, se sigue que T (M) C M .

Nos interesa definir un subespacio invariante, pero debemos tener
cuidado, visto que esta propiedad depende de T'.

Definicién 3.1.1. (Primer acercamiento) Sea T € L(V) y M un
subespacio de V. M es T- invariante, si T (M) C M.

En algunas ocasiones se le llama por comodidad subespacio invariante,
pero en esos casos se supone que se sabe que se estd hablando de un
subespacio T'—invariante.

Proposicion 3.1.1. El subespacio M es T-invariante si y solo si para
cada x € M se cumple que T'(x) € M.

Demostracion. Tomemos © € M; ya que M es T'—invariante, se sigue
que T'(x) € M. Al contrario, tomemos y € T(M), luego existe x € M
tal que T'(z) =y, pero por hipétesis T'(x) € M. R

La pregunta que surge es: ;Un subespacio como éste existe para cada
T? La repuesta es si, y son precisamente los espacios {0} y el mismo
V', debido a que T(0) =0 C {0} y T(V) CV, a los cuales llamaremos
espacios T'—invariantes triviales.

Lo que nos lleva a la siguiente pregunta: ;Hay siempre subespacios
invariantes no triviales? La respuesta es no, el siguiente ejemplo lo
prueba.

Ejemplo 3.1.2. Sea T € L(R?), definida por T(z,y) = (y, —x).
Como en R? los wnicos subespacios que no son triviales son
las rectas que pasan por el origen, las cuales son de la forma
L={r(m,s) eR?>:r eR, con (m,s) # (0,0)}, probaremos que L no es
T'—invariante.
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Demostracién. Sea L una recta generada por (m,s) # (0,0), luego
T(m,s) = (s,—m). Supongamos que (s,—m) € L, asi, existe r; € R tal
que (s,—m) = r1(m, s), pero esto implica los dos siguientes casos:

I)m#0
—m =115 =ri(rim) = (r)*m = —1 = (r)*f
M) s 0
s=rmm=ri(—rs) = —(r))%s = 1= —(r),

por tanto (s, —m) ¢ L, es decir, R? no tiene subespacios T—invariantes
no triviales.

A continuacién abordaremos el mismo problema pero de manera
geométrica; T es una rotaciéon (véase Definicion [1.2.5)), cuya matriz
asociada es:

Por la Proposicion [1.2.1], para cualquier recta L que pasa por el origen
se cumple T'(L) € L.

Explotemos el operador anterior, examinemos a 1 en los nimeros
complejos, o sea, T': C2 — C? definido por T'(w, z) = (z, —w).

Como el polinomio caracteristico de T es \>+ 1, i y —i son sus valores
propios, de los cuales los vectores (1,7) y (1, —i) son asociados; notemos
que estos vectores generan espacios T-invariantes.

1) Sean gen {(1,i)} subespacio de C?> y m(1,4) € gen {(1,4)}, con m €
C; ello implica que T(m,mi) = (im, —m) = im(1,17), en consecuencia
se cumple que T'(m,mi) € gen {(1,7)}. Por lo tanto gen {(1,7)} es un
subespacio T-invariante.

2) Sean gen {(1,—i)} subespacio de C?, y m(1, —i) € gen {(1,—i)}, con
m € C; en consecuencia T'(m, —mi) = (—mi, —m) = im(1, —i), de ahi
que T'(m, —mi) € gen {(1,—1i)}, por tanto gen {(1,—i)} es invariante
bajo T.

Obsérvese que gen {(1,1)} # gen {(1, —i)}, porque (1,7) ¢ gen {(1,—1i)}.
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En la Figura se muestra la imagen de un vector u # (0,0) bajo
T y en la Figura [3.2] la imagen de una recta L bajo T, en esta ultima

es evidente que 7" manda a L a otra recta, ya que a cada vector no nulo

lo rota 37” (Como ya vimos en la Proposicién |1.2.1] podemos encontrar

otras rotaciones que mandan a L en si misma, pero hablaremos de ellas
mas adelante).

Y
2
) u
T
-2 -1 0 1 2 3
-1
-2 T(u)

Figura 3.1: T'(u) se obtiene rotando u,un dngulo de 37”

Yy

2

L
1

x

2 1 2
1

2 T(L)

Figura 3.2: T(L) es la imagen de la recta L bajo T
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3.2. Algunos espacios T-invariantes

En seguida mostraremos unos ejemplos de subespacios T'—invariantes
donde asumimos que T € L(V).

Ejemplo 3.2.1. Ker T es T'—invariante.

Demostracién. Siy € T(Ker T), existe x € Ker T tal que T'(z) = y.
De esta forma y=0, ya que T'(z) = 0. Entonces T'(y) = T(0) = 0, en
otras palabras, y € Ker T.

ST(KerT)C Ker T.1

Ejemplo 3.2.2. Im T es T'—invariante.

Demostraciéon. Sea y €T'(Im T'), en consecuencia existe x € Im T tal
que T'(x) =y, es decir, y € Im T .
ST(ImT)CImT.A

Ejemplo 3.2.3. En el caso T = 0, se cumple que ImgT = {0} y
KerT' =V, por lo que siguen coincidiendo con los triviales, mds aun
cualquier subespacio W de V' es T-invariante, pues T'(W) = {0} C W.

Por tanto Ker T e Im T son subespacios T-invariantes y coinciden
con los triviales si T" es biyectivo o T' = 0 . Esto significa que hay mas
espacios T-invariantes que los triviales siempre que 7' no sea biyectivo o
el operador cero.

A continuacién mostramos uno de estos operadores.

Ejemplo 3.2.4. Sea T : R*> — R? T(z,y) = (v — %y, —2x +vy), como
este operador lineal mo es biyectivo (ya que T(1,2)=(0,0) vy
(5,15) ¢ I'm T'), tenemos que los siguientes espacios invariantes no son
triviales:

1. Ker T = gen{(1,2)}
Sea (z,y) € Ker T, entonces v — (3)y = 0y =2z +y = 0,
ast, y = 2x; la otra contencion es inmediata del hecho de que
T(1,2) = (0,0). Como dim (Ker T') =1, concluimos que:

Ker T # {0} y Ker T # R
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2. Im T = gen{(1,-2)}

a) Sea (m,—2m) € gen{(1,—2)} y como T'(m,0) = (m,—2m), se
cumple que gen{(1,—-2)} CIm T.

b) Sea (s,7) € Im T, en consecuencia existen x,y € R tales que
x — (%)y = sy —2x +y = r, luego multiplicando por dos la
primera ecuacton y sumando ambas ecuaciones se tiene que
0 =2s+r, porlo que —2s = r, entonces (s,r) = (s, —2s), por
tanto se cumple que Im T C gen{(1,—2)}.

Como dim (Im T) = 1, concluimos que:

Im T # {0} y Im T # R?.

Ejemplo 3.2.5. Sean T, U € L(V) tales que TU = UT, entonces Img U
y Ker U son espacios T'-invariantes.

Demostracion.
i) Sea x € T(Img U), luego existen w; € Img U y v; € V tales que
T(wy) =y U(vy) = w;. En consecuencia,

x=T(w)=TU(n)) =U(T(v1)),

debido a que T'(v1) € V' se cumple que x € Img( U).

ii) Sea z € T(Ker U), luego existe n; € Ker U tal que T'(ny) = x. De
este modo U(z) = U(T'(n1)) = T(U(ny)) = T(0) = 0; por la ecuacién
anterior, z € Ker U. R

Ejemplo 3.2.6. Cada recta en R? que pasa por el origen es un subespacio
T—invariante no trivial para la rotacion, definida por:

-2 ) (3)- (5 5 ()

Demostraciéon. Con ayuda de la Proposicién afirmamos que
cualquier recta L que pasa por el origen es un subespacio T-invariante
(pues T'(L) sigue siendo la misma recta L). Por el modo como se ha

definido L, L # {0} y L # R
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Yy
2
1 u
-2 -1 1 2 3 ’
T(u) 1
-2

Figura 3.3: T'(u) se obtiene rotando u, un dngulo de 7

El resultado anterior también es aplicable para la transformacion
identidad (que también es una rotacion).
La Figura [3.3] muestra como acttia T en un vector no nulo.

Ejemplo 3.2.7. Sean A\ un valor propio de T y w uno de sus vectores
asociados.

1) gen {w},
II) E)
son subespacios T -invariantes.

Demostracion.
I[) Tomemos z € T'(gen {w}) lo que implica que existe s; € K tal que
r = T(syw) = s;T(w) = s1(Aw) = (Asy)w € gen {w}. Por lo que
T(gen {w}) € gen {w}.
IT) Sea x € T(E)), asi, existe 1 € Ex: x = T(x1). Luego
T(x)=T(T(x1)) =T(A\x1) = \T(x1) = Az,
Finalmente T'(E)) C E,. &

Observacion 3.2.1. Por la Proposicion se tiene que gen{w} C E).
Pero la dimension de E\ estd dada por su numero de vectores propios
linealmente independientes, por lo que en general no son iguales.

El siguiente ejemplo es uno esos casos particulares:
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Ejemplo 3.2.8. Sea T € L(R?) definido por

401 T
T(x,y,z)=| 2 3 2 y
1 0 4 z

Como su polinomio caracteristico es f(x) = (z — 3)*(z — 5), se tiene
que A = 3 es un valor propio de T'. Pero E3 = gen {(—1,0,1),(0,1,0)} y
gen {(—1,0,1)} son distintos.

Proposicion 3.2.1. Sean T € L(V) que no es un maltiplo escalar del
operador identidad y A un valor propio de T. Entonces el subespacio Ey
es un subespacio T-invariante no trivial.

Demostracién. Ya tenemos que Ker(T'—AI) es un espacio T-invariante
de V por la Proposicién [1.3.2] Por nuestra hipotesis existe v € V' con
v # 0 tal que T'(v) = v, por lo que Ker(T — \I) # {0}. Luego como
T # M (ya que T no es miltiplo escalar de I), existe v; € V tal que
T(vy) # Ay, asique vy ¢ Ker(T—AI), en consecuencia Ker(T—AI) # V.

Teorema 3.2.1. Sean T, U € L(V) tales que TU = UT, y supongamos
que U no es un multiplo escalar de la identidad. St \ es un valor propio
de U, entonces el subespacio Ker(U — \I) es un espacio T —invariante
no trivial.

Demostracion. Sea x € Ker(U — AI), luego
(U = M)(T(x)) = U(T(x)) -

Por lo tanto Ker(U — AI') es un espacio T-invariante.

Por nuestra hipdtesis existe v € V' con v # 0 tal que U(v) = v, por lo
que Ker(U — A\I) # {0}. Luego, como U # A (ya que U no es miiltiplo
escalar de I), existe vy € V tal que T'(v1) # vy, asi que vy ¢ Ker(U—M\I),
en consecuencia Ker(U — A) # V.

Por lo tanto Ker(U — AI) es un espacio T-invariante no trivial. l



3.3 Resultados importantes en el caso de dimension finita 45

Definicién 3.2.1. Sea T € L(V). Un subespacio W de V se llama
subespacio T'-ciclico st existe un elemento x € W tal que

W = gen {x, T{z}, T*{z},...}.

Solemos denotar a W por C,. Y para nuestra conveniencia, T%(z) = x.

Proposicion 3.2.2. (', es un subespacio de V.

Demostracién. Por el Teorema tenemos que C,. efectivamente es
un subespacio. I

Proposicion 3.2.3. C, es un subespacio T'—invariante en V.

Demostracion. Sea y € T(C,.), por lo que existen «y,...,a, € K con
n € NU {0} tales que

y=T(3 a/T'(x))
i=0

= Z o T () € C,.
i=0
Por tanto T'(C,) C C, 1.

Definicién 3.2.2. Sean T € L(V) y x € V, z es un punto ciclico si
C,=V.

3.3. Resultados importantes en el caso de
dimensién finita

En esta seccién V' es un espacio vectorial de dimensién finita, debido
a que con este tipo de espacios podemos garantizar la existencia del
polinomio caracteristico, de bases y de algunas otras cosas mas.

Teorema 3.3.1. [6, pdg. 314] Sea T € L(V) con V de dimension
finita. S1 W es un subespacio T-invariante de V, entonces el polinomio
caracteristico de T, divide al polinomio caracteristico de T.Donde T, es
la restriccion deT" a W.
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Teorema 3.3.2. [6, pdg. 318] Sea T € L(V') con V de dimension finita.
Si

1. V=W ®..05 W, donde W; es un subespacio T-invariante de V
para toda i(1 < i < k),

2. fr(t) es el polinomio caracteristico de T', y
3. fi(t) es el polinomio caracteristico de Ty, (1 <1 < k).
Entonces,
f&) = fit) - fot) - .- fi(t)-

Teorema 3.3.3. [0, pdg. 315] Sea T € L(V') con V de dimension finita
y W el subespacio T-ciclico de V' generado por x € V. Si se cumple que
dim(W) =k > 1 (y por tanto x # 0), entonces:

a) {x,T(x), T*(x),...,T*Y(z)} es una base para W .
b) Si —ag,—ay, ..., —ax_1 son los escalares dados por a) tales que
TH(z) = —agz — a1 T(x) — ... — a1 T (),

entonces f(t) = (—1)*(ag + art + ... + ap_1t* 1 +1¥) es el polinomio
caracteristico de Ty .

n .
Definicién 3.3.1. Sea fr(x) = > ;' el polinomio caracteristico de T
i=0

yu €V, definamos fr(x)u =
i=1

Teorema 3.3.4. [0, pdg. 317] (Teorema de Cayley-Halmilton) Sea V un
espacio vectorial de dimension finita y T € L(V), entonces,

fr(z)u=0¢€V para cada u € V.

Regresando a nuestro problema, el caso mas simple en que podemos
garantizar la existencia de subespacios T'—invariantes no triviales es
cuando existen valores propios.

Proposicién 3.3.1. Sea T € L(C"), si n > 1, entonces T tiene al
menos un subespacio invariante no trivial (viendo a C" como C espacio
vectorial).
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Demostracién. Primero examinaremos si n = 1 (alguna razén debe
tener nuestra restriccion).
Ya que dim C = 1, todos sus subespacios tienen dimensiéon 0 6 1 por lo
que son {0} y C, por ello no tiene espacios invariantes no triviales.
Ahora supongamos que n > 1, como C" es de dimn (por los Ejemplos
, T tiene una matriz asociada y por ende un polinomio
caracteristico. Por el teorema fundamental del algebra, tiene al menos
una raiz compleja, digamos s. Sea w un vector asociado a s, luego w no
es cero debido a la definicién de vector asociado).

Por el Ejemplo [3.2.7,gen {w} es un espacio T-invariante.

Comparando las dimensiones de cada espacio, se concluye que
gen {w} # C" y gen {w} # {0}, pues es de dimensién 1. B

La mayoria de los resultados que hasta ahora hemos tratado tienen
como premisa que V' es de dimensién finita, y en este caso V' se puede
tratar como suma directa de restricciones a subespacios T'—invariantes.
Pero, jpodemos concluir esto para espacios de dimensién infinita?, mas
aun, jexiste al menos un subespacio T-invariante no trivial en V7

3.4. El caso de un espacio vectorial de dimensién
infinita

Buscaremos este subespacio con la unica caracteristica de la
contencion (con el primer acercamiento a la definicion [3.1.1)).

Sea T' € L(V') con V de dimensién infinita. Estudiemos los casos que
surgen al pensar en como es el Ker T.

Caso 1) KerT # V y de {0}, entonces Ker T' (Ejemplo (3.2.1)) es
un espacio T-invariante no trivial.

Caso 2) Ker T = V, entonces T(z) = 0 para cada x € V. Como
V £ {0}, existe v € V con v # 0 tal que gen {v} es un subespacio
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invariante distinto de {0} y distinto de V' (ya que dim gen{v} =1,y

por el Ejemplo ).

Caso 3) Ker T = {0}, tomemos v € V \ {0}; por la Proposicién
3.2.3 Cr(y) es invariante y no es {0}, ya que 0 # T'(v) € Cp).

De esto surgen dos situaciones:
i) v & Cp(y), se sigue que Cp(,) # V/, por lo que éste es el subespacio que
buscamos.
ii) v € Cr(y), entonces,

v = ZaiTji(v) (3.1)

Notese que el indice j denota la primera potencia de T' que aparece
en la combinacién lineal (por ejemplo 1, 2 jetc.), y el indice i es para
renumerar.

Veamos ahora que Cp(,) = gen {v,T(v), T*(v), ..., T (v), ..., T/ (v) }.
Una contencion es clara, para la otra primero debemos probar que
Crw) € gen{v,T(v),..., T (v), ..., T/ (v)}.

I) Es evidente que

{T(),..,T""(v), ..., T (v)} C gen{v, T(v), ..., T (v), ..., T (v)}.

IT) Por la ecuacién [3.1]

T (v) = v — z_: o T (v), (3.2)

luego T/ (v) € gen {v,T(v),..., T*(v), ..., T-1(v)}.

ITI) Sea s un natural mayor o igual que j, +1 y supongamos que existen
Bo, - Bj,—1 € K tales que:

jn_l

T*(v) = Bov + Z BT (v).
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Probemos que T (v) € gen {v, T (v), T*(v), ..., T/*(v), ..., T/t (v)}

T (0) = T(T"(v)

=T(Bov + Y _ BT (v))
Z]—nl_l

= BT (v) + Z BT (v)

= SoT'(v) + Z B T"(

.]n_l

— BoT (v +Z/3k \TH(v) + TV (v)

Jn—1 n—1
= Z B TH () + v + Z o; T’ (v) por la ecuacion
= i=1
jn_l

=) 5T (v)

donde

1 sik=0
Or = § B, +a; sik=j;paraalginie {1,..,n}

O en cualquier otro caso.

Como cada € Cr(, es de la forma >~ o, T"(v), se cumple que
i=1
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Asi, Crey = gen{v,T(v), T*(v), ..., T (v), ..., T/ (v)}.

A continuacién tomaremos un conjunto linealmente independiente de
{v,T(v), T*(v), ..., T"*(v), ..., T»-*(v) } para conseguir una base de Cr(,).

Tal conjunto lo elegimos de la siguiente manera:
1) o1 = V.
2) Nos fijamos si v y T'(v) son linealmente independientes.

a) Si son Li, entonces o9 = T'(v).
Si v, T'(v) y T?(v) son linealmente independientes, entonces
o3 = T?(v).
Si T?(v) es 1.d. de v o T'(v), no lo tomamos en cuenta y nos
fijamos cémo es T?(v) con respecto a vy a T(v);
b) Si vy T(v) son l.d., no tomamos en cuenta a T'(v);
Si vy T?(v) son li., entonces o9 = T?(v);
Si v y T?%(v) son L.d., entonces no lo tomamos en cuenta y nos
fijamos cémo es T3(v) con respecto a v.

Continuando con este proceso obtenemos el conjunto {oy,...,0,} con

1 <7r < gy

Por tanto {o1,...,0,} con 1 < r < j, es una base de Cr(,), es decir,
Cr(y) es finito. De donde Cr,) # V.



Capitulo 4

El camino hacia el actual
planteamiento del problema

4.1. Subespacios T —invariantes en espacios con
producto interior

Hasta aqui, V' no tiene ninguna otra caracteristica que ser un espacio
vectorial sobre K. Pero, ;qué pasa si le agregamos una norma o un
producto interno?

Definicion 4.1.1. (Subespacio T—invariante en espacios normados)
(Subespacio T'—invariante en espacios normados) Sean T € B(X) y A
es un subespacio de X. A es un subespacio T—invariante (o A es un
subespacio invariante sobre T) si:

1. A es cerrado en X.
2. T(A) :={T (x) : € A} C A.

En el Capitulo [2| demostramos que cada producto interior induce una
norma, por lo que un espacio T'—invariante en un espacio con producto
interior, es un subespacio T'—invariante con respecto a la norma inducida.

Por el Teorema [2.2.5] para encontrar un subespacio T—invariante

no trivial en los espacios de dimensién finita bastara encontrar un
subespacio no trivial que cumpla la segunda condicion.

o1
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En seguida damos una proposicion para saber si un espacio con
producto interior (espacio normado) tiene subespacios invariantes no
triviales.

Proposicién 4.1.1. Sea T' € L(X), X no tiene subespacios (cerrados)
T—invariantes no triviales si y solo si todo elemento no nulo de X es
ciclico.

Demostracion. Sea zp € X \ {0}, como X no tiene subespacios
(cerrados) T—invariantes no triviales, y C,, es T'—invariante se tiene
que Cp, = X.

Si suponemos que F' es un subespacio (cerrado) T—invariantes no
trivial, entonces podemos elegir y € F'\ {0} tal que C;, C F C X, lo
que implica que y no es ciclico. &

4.2. Subespacios T-invariantes en espacios de
Hilbert

Primero daremos un ejemplo de un subespacio invariante bajo un
operador en un espacio de Hilbert.

Ejemplo 4.2.1. Ezaminemos L?[0,1], el espacio de funciones cuadrado
integrables con respecto a la medida de Lebesgue.

Para cada f € L?0,1] definimos (M, f)(z) := zf(z).

Sea A un conjunto medible en [0,1] con 0 < m(A) < 1 y definamos
My :={f € L?*[0,1] : f =0 casi en todo A}.

Veamos que My es un subespacio cerrado invariante no trivial para M.

Sea f € der M4, entonces existe una sucesiéon { f,} € My que converge
a f, es decir, para cada € > 0 existe N € N tal que para cada m > N se
1

cumple que ([ f(x) — fu(2)2dz) < e,
0
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luego

J15@E < [156) - fula \2+2/\f — fl @)l fnl |+/\fm )
A A

262+0+OyaqueA§[O,l]ymeMA

= 627

por lo tanto,

1
2

[1s@E ] <e ve=o

A
/ f@P| <o,
A

de donde obtenemos que f =0, es decir, f € My4.
.. M4 es cerrado.

en consecuencia,

N[

Sean s € My y By ={z € A: s(x) # 0}, por lo que m(B;) = 0, luego
(Mys)(z) = ws(x) = I(x)s(x) y

B={x e A:I(x)s(x) # 0}
={reA:x#0y s(x) #0}
={reA:x#0}nN B C By,

por la monotonia m(B) = 0, por lo tanto, I's € My.
. M4 es M,-invariante.

Veamos que My no es trivial. Para esto:

1. Sea g : [0,1] — R definida por g(z) = ¢ # 0, como g € L?[0, 1]\ M 4,
se cumple que L?[0,1] # M.

2. Sea h : [0,1] — R definida por

1 i
hz) = 4 & six =
0, Slxyéz,

l\DI)—l
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por lo tanto h € My, es decir, {0} # M.
.. M4 es un subespacio invariante no trivial.

La duda que surge: ;Sucede lo mismo con todos lo espacios completos?
Para responder a esta pregunta iniciamos nuestra aventura en los
espacios de Hilbert (Banach).

También delimitamos los operadores con los que vamos a trabajar, a
partir de ahora soélo trabajaremos con operadores acotados.

Observacion 4.2.1. En los espacios de dimension finita, cada operador
lineal es un operador acotado (por el Teorema M)

Definicion 4.2.1. Sea X un espacio de Hilbert (Banach) y T € B(X),
definimos a Lat T como el conjunto de todos los espacios T-invariantes.

Definicién 4.2.2. Sea A un subespacio de B(X). Decimos que A es
transitivo si para todo v € X \ {0}, el conjunto {R(z) : R € A} es denso
en X.

Proposiciéon 4.2.1. [14, pdg. 62] Sea A un dlgebra. Entonces, A es
transitiva si y solo si no existe un subespacio invariante no trivial comun

para todo A € A, es decir, si y sdlo si (| LatA = {0, X}.
AcA

4.3. El teorema de Lomonosov

A partir de aqui sélo trabajaremos con espacios vectoriales sobre C.

Definicién 4.3.1. Sea X un espacio de Hilbert (Banach), T € B(X), y
W un subespacio K-invariante para cada operador K, que conmuta con
T; llamaremos a este subespacio hiperinvariante para T.

En 1973, Lomonosov presento el resultado siguiente:

Teorema 4.3.1. (Lomonosov) Sea X un espacio de Hilbert (Banach) de
dimension infinita y K un operador compacto distinto del operador cero,
entonces existe un subespacio hiperinvariante para K.

Al igual que el problema del subespacio invariante, el problema del
subespacio hiperinvariante es una de las grandes incognitas de nuestro
tiempo, pero aqui nos interesaremos por el caso particular de los espacios
invariantes.
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Teorema 4.3.2. (Lomonosov débil) Sean T,S € B(X) tal que T no es
maultiplo escalar del operador identidad y S es un operador compacto
distinto de cero. Si T conmuta con S, entonces T tiene un espacio
mvariante no trivial.

La técnica de Victor Lomonosov se basa en el teorema del punto fijo
de Schauder, pero aqui examinaremos la demostracién hecha por Hilden

en 1997.

Demostracion. Sean T,S € B(X) tal que T no es multiplo escalar
del operador identidad y S es un compacto distinto de cero, tales que T’
y S conmutan.

Podemos asumir que ||S|| = 1 (cuando ||S|| # 1 trabajamos con mS

y el resultado es el mismo) y que S no tiene valores propios (pues el caso
en el que S tiene valores propios, ya lo resolvimos en la Proposicion (3.2.1]).

Como o(S) = {0} (por Teorema [2.3.2), se tiene que r(S) = 0. Por la

férmula del radio espectral se sigue que
lim /|| S™ || = 0. (4.1)
n—oo
Afirmamos que lim || S™ ||=0.
n—o0

Sea € > 0, por la ecuacién 4.1 existe n; € N tal que si n > nq, entonces

T8 < e

Observaciones:
ol) 0 < e <1, entonces €" < e para n € N.
02) 1 < ¢, entonces € < €" cuando n > n;.

Luego para €™ existe ny € N tal que si n > ng, entonces {/| S™ || < €.
Tomemos N = max{ni,ns}, asi para n > N se cumple que:

1) 0 < e <1, entonces || S" ||[< €" <e.

2) 1 < ¢, entonces /|| S || < €™ < €, es decir, || 5" ||< e.
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Definamos A := {T' € B(X) : T'S = ST}, veamos que A no es transitiva.

Supongamos lo contrario, es decir, que A es transitiva.

1. Ya que S # 0, existe xl € X tal que S(z1) # 0, luego
existe m € R tal que ”S( T < m. Definamos xy :=mx; € X,
asi, [|S(zo)| = |ml||S(x1)| > HS |HS(x1)H . Por lo tanto
| 5(o) [|> 1.

Ademds, tenemos que || =g ||> 1, ya que:
IS (@o) 1<l S o [|=[] o |-

2. Sea B(xg,1) ={r € X ||z —x¢ ||< 1}
Afirmamos:

a’)

b’)

c’)

0 ¢ S(B(xo,1)).

Supongamos que 0 € S(B(zp,1)),entonces existe una
sucesion {S(yi)bien S S(B(xo,1)) con yn € B(zo, 1), tal
que lim S(y,) =0 € X.

n—oo

Por lo anterior, para € > 0 existe n; € N tal que si n > nq,
entonces ||S(yn)|| < € se sigue lim ||S(y,)|| =0 € R,
n—oo

Como S(zg) = S(xo — yn) + S(yn), se cumple que

1S (o) || < [1S5(x0 — yn)ll + 1S ()l
< ISlzo = yall + 1S ()]l
<14 |1S(yn)ll,

entonces ||.S(zg)|| < 1, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto 0 ¢ S(B (:UO, 1)).

Dado que B(xg, 1) es acotado y S es compacto, S(B(xg, 1)) es
compacto.

Para cada operador T en A, el conjunto

T (B(x0,1)) = {z € X : |T(x) — x| < 1}
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d’)

e’)

es abierto, pues B(zg, 1) es abierto y T" es continuo (por Teorema
9.2.9).

Para cada T € A, 0 ¢ T-Y(B(xo, 1)).

Supongamos lo contrario, es decir, que 0 € T 1(B(zo,1)), en
consecuencia existe y € B(xg,1) tal que T(0) = y, y como
T(0) = 0 se tiene que y = 0, pero esto implica que 0 € B(xg, 1),
lo cual es una contradiccién, pues ||xo|| > 1.

U T (B(x,1)) = X \ {0}

TeA
La primera contenciéon es inmediata usando la afirmacién

anterior.

Sea x € X \ {0}, por hipétesis A es transitiva, luego se cumple
que A(x) ={T(x) e X : T € A} = X.

En consecuencia A(z) N B(xg, 1) # 0, lo que implica que existe
T € A tal que T(x) € B(wo, 1), por lo que z € T~1(B(z,1)).
Existe una cubierta abierta finita para S(B(zg,1)).

Como 0 ¢ S(B(zg,1)), se tiene que S(B(xp,1)) C X \ {0}, por

el punto anterior |J T7(B(x¢,1)) es una cubierta abierta para
TeA

S(B(zo,1)).

Debido a la compacidad de S(B(xzg,1)), existen n € Ny
Ai, ..., A, € A tales que:

SBa D C | AB.D).

Para cada m € N, existen A;,..., A; € {A1,..., A1, Ay} con
i1y ey im € {1,...,n} tales que:

Aim s Ai15m<£€0) € B(a?(), 1)

i) m=1

Como xy € B(xg,1), se cumple que S(xg) € S(B(zg,1)), luego
existe A;, € A con iy € {1,...,n} tal que S(zg) € A, (B(z0, 1)),
es decir, A;,S(xy) € B(xo,1) .

ii) Supongamos que nuestra hipdtesis se cumple para m,
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ij) m—

demostremos que se cumple para m+1.
Sean A; , ... € {Ay,..., A} con iy, ... 0, € {1,...,n} tales
que:

Zm,

Ai s AilSm(xo) - B(Io, 1)

Luego SA; ---A; S™(xg) € S(B(xp,1)), por lo que existe
A; . € Aconip €1{1,....,n} tal que:

Z7n,+1
SAz'l e AimSm(I‘o) € Ai_mlﬂ (B(xo, 1)),
dicho de otra forma, A, 1A; -+ A; S (xg) € B(xp,1) .

Definamos ¢ := max{||A1||, ..., ||A»||}. Entonces ¢ > 0.
Si c = 0, se tiene que 0 = ||Ay]| = --- = [|A,]], es decir,
0= sup Hﬁl(\l)” para cada i € {1,...,n}.
240
Sea x € X distinto de cero, luego 0 < I4; ” (II)H < 0, lo que implica

que A; = 0 para cada i € {1,...,n} , se sigue que A; = 0 para
cada r € {1,...,m}, lo que implica que 0 € B(xg, 1), que es una
contradiccion.

Como ¢ := méax{||A1], ..., || An||}, se sigue que
[ Ai,, - Ai S| < e™].5™]
= [I(eS)™]]

Ya que ¢S es compacto y no tiene valores propios (pues S no los
tiene y ¢ > 0) , se sigue que r(¢S) = 0. Por la férmula del radio:

lim /|| (eS)™ || = 0.
0
Luego, procediendo como antes, se sigue que
’ m _
Tim | (e8)" [|= 0
Como

1A

im

e A S (o) || < (A, - Al Sl
< [[eS)™ ol

se tiene que

lim ||A4;, -+ A;, 8™ (x0)|| = 0.

m—00
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3. Como A; ---A;5™(xg) € B(zp,1), por la tltima afirmacién
0 € S(B(zp,1)) , pero esto es una contradiccion.

Luego A no es transitiva.
Concluimos que existe un subespacio invariante no trivial para cada
elemento de A, particularmente para 7.1

Este resultado tiene varias consecuencias, entre ellas las siguientes:

Proposiciéon 4.3.1. Sea T € B(X), podemos afirmar que X no tiene
subespacios hiperinvariantes no triviales (cerrados) si y sélo si A(x) = X
para todo x € X \ {0}.

Teorema 4.3.3. Sea T un operador que no es multiplo escalar del
operador identidad. Si T conmuta con un operador compacto distinto
de cero, entonces T tiene un espacio hiperinvariante no trivial.

Estos resultados los podemos encontrar en [4, pag. 7] y [19, pag. 95],
respectivamente.

Da la impresion que el Teorema de Lomonosov dara paso a la soluciéon
general, sin embargo, en 1980, D. W. Hadwin, E. A. Nordgren, H. Radjavi
y P. Rosental mostraron un operador que no cumple las condiciones de
dicho teorema [9]. Un ejemplo de este hecho se encuentra en el libro [19]
pég. 94].

4.4. Una formulacién actual del problema

En 1930, Von Neumann plante6 el problema en general y se presume
que demostrd, pero no publicd, que todo operador compacto en un
espacio de Hilbert de dimensién infinita tiene subespacios invariantes no
triviales.

En 1950, N. Aronszajn prob6 esta misma proposicion (con proyecciones
ortogonales) y en 1953, N.Aronszajn y K.T. Smith extendieron esta
proposicion a espacios de Banach.
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Ya con esta extensiéon en mano, K. T. Smith, en 1963, pregunto si todo
operador cuyo cuadrado es compacto tiene un subespacio invariante no
trivial. Esta pregunta fue resuelta con técnicas de analisis no estandar
por Bernstein y Robinson en 1966 y fue simplificada por P.R. Halmos el
mismo ano.

En 1973, Lomonosov sorprendié al mundo matematico con el Teorema
4.3.11

En la escena aparece Por Enflo, mostrando un espacio de Banach que
no tiene subespacios invariantes no triviales (1975).

En 1984, C.J. Read encontré otros ejemplos sin subespacios
T—invariantes no triviales, el més simple lo encontré en ¢!, una
simplificacién de este resultado efectuada por A. M. Davie la podemos
encontrar en [4, Cap. 3.

De esta manera, se desarrollé una gran teoria al intentar resolver la
pregunta:

¢ Todo operador definido en un espacio de Hilbert tiene un subespacio
invariante no trivial?

La motivacion basica para el estudio e investigaciéon dicho problema
viene del interés de los matematicos en poder expresar los espacios de
Hilbert como suma de subespacios T'—invariantes, como sucede en las
estructuras de los operadores dados en el teorema espectral (véase el

Apéndice [C)).

A continuacién se resumen de los resultados obtenidos hasta el
momento.

a) Si X es de dimensién finita,

a) dim X < 1, no existe tal subespacio.

b) dim X =n>1
Por el teorema fundamental del algebra, existe un valor propio
para T, digamos A, y un vector w asociado a A. Luego por el
Teorema [2.2.5 cada subespacio de X es cerrado, en particular

gen{w}.
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b) Si X es de dimensién infinita y no es separable.
Sea v € X con v # 0. Veamos que C, es un subespacio T-invariante.
Sea y € T(C,), entonces existe x € C, tal que T'(x) = y. Luego existe
una sucesién{z,,} C C, que converge a x, pero como T es acotado
también es continuo, asi, {T(x,)} C C, converge a T'(x), lo que
implica que T'(z) € C,. Por tanto C, es un subespacio T-invariante,
pero este espacio es separable por lo que no es X.

c¢) Finalmente, el caso interesante se plantea cuando X es de dimensién
infinita y separable, en otras palabras:

¢ Todo operador continuo definido en un espacio de Hilbert separable
y de dimension infinita tiene un subespacio invariante no trivial?

En 2013, Carl Cowen (Indiana University-Purdue University
Indianapolis E.E.U.U.) y Eva Gallardo (Universidad Complutense
de Madrid) presentaron una solucién afirmativa al problema, sin
embargo, se encontrd la omisién de una afirmacion.

iPor lo que hasta el dia de hoy seguimos en ascuas!



Apéndice A

Algunas propiedades de conjuntos

En esta seccion se pretende allegar algunas ideas intuitivas y basicas
de la teoria de conjuntos necesarias para la comprensién de esta tesis.
“Por conjunto se entiende un agrupamiento en un todo de objetos que
distingue con claridad nuestra intuicion o nuestro pensamiento” (G.
Cantor|2]).

Definicion A.0.1. Empleamos el simbolo N, para representar la
cardinalidad de N; en otras palabras, |N| = Ng.

Definicion A.0.2. Sean X y Y un par de conjuntos.

I) Decimos que | X| < |Y| si existe una funcion inyectiva de X enY .
1) Si | X| <|Y| y|X|#]|Y|, entonces escribimos | X| < |Y]|.

De esta manera, si m y n son numeros cardinales, la expresion m < n
significa que al tomar conjuntos X e Y que satisfacen | X| =my |Y| =n,
podemos encontrar una funciéon inyectiva de X en Y. La expresion m < n
significa, naturalmente, que para los conjuntos X e Y, podemos encontrar
una funcion inyectiva de X en Y, pero no existe una funcion biyectiva
entre X e Y.

Definicién A.0.3. Sea X un conjunto.

(I) El conjunto X es finito si | X| < Ry. De lo contrario diremos que
X es infinito.

(II) Diremos que X es numerable si | X| < Ny.
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(III) En el caso en que | X| = Ny, se dice que X es infinito numerable .

(IV) Por un conjunto mds que numerable entendemos un conjunto que
no es numerable .

Definicién A.0.4. Sean X y Y conjuntos no wvacios, B C Y vy

f: X — Y wuna funcion. La imagen inversa de B en X bajo f es el
subconjunto

f_l(B) ={x € X : existey € B tal que f(x) = y}.



Apéndice B

Determinante

El determinante es una operacién sobre matrices cuadradas.

Definicion B.0.1. Sea A = {z, € K : n € N}, se entiende por
permutacion a las distintas formas que tenemos de ordenar ese conjunto.
Ejemplo B.0.1. Sea A = {1,2,3}, los conjuntos {1,2,3}, {1,3,2},
{2,1,3}, {2,3,1}, {3,1,2} v {3,2,1} son las permutaciones de A.
Obsérvese que A tiene 6 permutaciones, como es de esperarse un
conjunto con n elementos tiene n! = n(n — 1) - -+ 1 permutaciones.

Definicién B.0.2. Una trasposicion de una permutacion es el cambio
de orden entre dos elementos de una permutacion.

Ejemplo B.0.2. Una trasposicion de {1,2,3} es {1,3,2}.
Definicion B.0.3. El determinante de una matriz A de tamano n X n

con elementos de un campo K es:

n!

._ i . e
det (A) = § (=1) 215,205, - - 21,

i=1
donde x1j,,%1j,,...,215, €s una de las n! permutaciones del conjunto
{1,...,n} y t; es el numero de trasposiciones requeridas para ordenar la
permutacion Tij,, T1j,, ..., £1;, en el orden {1,...,n}.

El siguiente resultado es muy 1util cuando queremos calcular el
determinante.

Teorema B.0.1. (Desarrollo por cofactores) El determinante de una
matriz A de tamano n X n con elementos de un campo K, se puede
calcular de la siguiente manera:
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I) Si n=1, entonces det (A) = Ay, el unico elemento de A.
II) Si n=2, entonces det (A) = A11 Az — A12A9

1 2
det(3 4)-4—6——2.

III) Sin > 2, entonces el determinante de A se puede expresar como la
suma de los productos de cada elemento de algun renglon o columna
de A multiplicando por 1 weces el determinante de la matriz de
(n—1) X (n—1) obtenida al eliminar de A el renglon y la columna
que contienen el elemento en cuestion. La formula exacta es:

n

det (A) =) (—1)" Aj; - det (Ay).

j=1

(St el determinante es evaluado a partir de los elementos del renglon
i de A) o bien:
det (A) = Z(_l)iJrinj - det (Ayj)

=1

(Si el determinante es evaluado a partir de los elementos de la

columna j de A), donde A;; es la matriz de (n — 1) x (n — 1)
obtenida al suprimir el renglon 1 y la columna j de A.

En las expresiones anteriores, el escalar (—1)"det(A;;) se llama
cofactor del elemento A;j. Sea

A=

N — DN

3
5
4

59 19 15
detA—2d6t<4 7)—3det (2 7)—|—3det (2 4>

= 2(35 — 36) — 3(7 — 18) + 3(4 — 10)
= 2(—1) — 3(=11) + 3(—6)

— 243318

= 13.

N © W



Apéndice C

El teorema espectral

No siempre es posible encontrar valores propios cuando K = R,
por lo que se incluye esta seccion para determinar cuando si se puede
garantizar la existencia de por lo menos, un valor propio, para poder
llegar al teorema espectral, que desempena un papel importante en la
motivacion del problema del subespacio T'—invariante.

En los resultados que a continuacién se enuncian, (X, < - >) es un
espacio con producto interior sobre K (donde K = C o K = R).

C.1. Operadores normales y autoadjuntos

Definicion C.1.1. Sea A una matriz de m X n con elementos de K.
Definimos la adjunta (o transpuesta conjugada) de A como la matriz A*
de n x m tal que (A*);j == Aj;.

Ejemplo C.1.1. Sea

1 1+ 20
A= (2 3—|—4i)’ (C.1)
entonces
. —1 2
A" = <1—2z' 3—4@')' (0'2)

En los espacios vectoriales de dimensién finita podemos definir el
operador adjunto de un operador T' debido a que existe una matriz
asociada a T (por el Teorema |1.2.2)).
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Teorema C.1.1. [5, pdg. 398] Sea (X, < - >) con X de dimensidn finita
sobre K, y sea g : X — K un operador lineal. Entonces existe un vector
unico y € X tal que g(x) =< x,y > para toda v € X.

Teorema C.1.2. [5, pdg. 398] Sea (X, < - >) con X de dimension finita
sobre K, y sea T € L(X). Entonces existe T* € L(X) unico tal que

<T(x),y >=<z,T*(y) > para cualesquiera x,y € X,

al cual llamaremos operador adjunto.

Definicién C.1.2. Sean (X, < - >) y T € L(X). Decimos que T es
normal st TT* = T*T. Una matriz A den X n es normal si AA* = A*A.

Definicién C.1.3. Sean (X,< - >) y T € L(X). T se denomina
operador autoadjunto (o Hermitiano) si T = T*. Una matriz A den X n
es autoadjunta (o Hermitiana) si A = A*.

Notese que si A tiene elementos reales, entonces A* es sencillamente la
transpuesta de A.

Teorema C.1.3. [J, pdg. 419] Sean (X, < ->) yT € L(X). Si A es un
valor propio de T, entonces A es un numero real.

Teorema C.1.4. [J, pdg. 419] Sean (X,<->) yT € L(X). Si X es de
dimension finita, entonces:

a) Si K = C, entonces T tiene un eigenvalor. (por el teorema
fundamental del dlgebra).

b) Si K =R y T es autoadjunto, entonces T tiene un valor propio real.

C.2. Espacios ortogonales

Definicion C.2.1. Sean x,y € X. Los vectores x y y son ortogonales
(perpendiculares) si < x,y >= 0, y se escribe z L y.

Definiciéon C.2.2. Sea (X, < - >) un espacio con producto interior y
SCX.
El vector x € X es ortogonal a A si x 1 a para todo a € A, y se escribe
x L A.

Ejemplo C.2.1. El vector 0 es ortogonal a X, pues para cualquier v € X
es cierto que: < 0,x >=< 00,2 >= 0 < 0,2 >= 0.
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En este ejemplo adoptamos la notacién Ox para diferenciarlo del cero
del espacio vectorial, pero en lo sucesivo, lo omitiremos.

Definiciéon C.2.3. Sean (X, < - >) y S un subconjunto de
X. Definimos a S+ como el conjunto de todos aquellos vectores
de X que son ortogonales a todos los wvectores de S; esto
es, St:={re X :<x,y>=0paratodayecS}. A S+ se le llama
complemento ortogonal de S.

Proposicién C.2.1. S+ es un subespacio de X .
Demostracién. I) Evidentemente 0 € S*.
I1) Sean z,y € STy , 8 € K, luego
<ar—+Py,s>=<ax,s >+ < fy,s >
=a<z,s>+F<y,s>=0
para todo s € S. Asi, ax + Sy € S+.1

C.3. Proyecciones ortogonales y el teorema
espectral

Definicién C.3.1. Sea T' € L(X), T es una proyeccion (en su rango
Img (T)) si X =Img (T) ® Ker (T).

Definicién C.3.2. Sean (X,< - >) y T € L(X) wuna proyeccion.
Decimos que T es una proyeccion ortogonal si Img (T)*+ = Ker (T) y
Ker (T)* = Img (T).

Teorema C.3.1. [0, pdg. 401] (El teorema espectral.) Sea (X, < - >),
con X de dimension finita. Supongase que T es normal st K = C, y que T
es autoadjunta st K = R. Si A1, ..., \p son los distintos valores propios de
T, sea W; = E), el espacio propio de T correspondiente al valor propio
MNi(l < i@ < k) y sea T, la proyeccion ortogonal sobre W;(1 < i <k),
entonces,

a) X =W1®...0W;.

b) Si W/ es la suma directa de los subespacios Wj, j # i, entonces

Wt =w!.
C) T=MTI1+ ...+ NTp.
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