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INTRODUCCION.

El problema de la ensefianza de las matematicas siempre ha sido un tema de interés para la
educacién en todos los niveles, y la basqueda de alternativas para acercar y ayudar a la
comprension de los contenidos en todas las areas de las matematicas ha generado distintas
propuestas didacticas. En este trabajo se ofrece un enfoque historico en la ensefianza de las
matematicas buscando recrear el desarrollo historico que llevo a la solucion de la ecuacion
cUbica, con este enfoque se muestra una matematica necesaria para la vida cotidiana que se
va robusteciendo en el transcurso de la historia de la humanidad, en donde se esclarece
como la capacidad de pensar y de actuar, genera, en la madurez de esta historia el
fortalecimiento de las ciencias, cuestiones que ahora las vemos en el aula, a veces con tintes

de extraordinarios y magicos.

La pregunta a resolver es: ( Cémo aprovechar el desarrollo historico de las matematicas

para desarrollar una clase, buscando mejorar el aprendizaje del tema?

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: en la justificacion se muestran los
fundamentos tedricos que apoyan la propuesta de enfocar la ensefianza de las matematicas
en la historia, donde la historia tenga un enfoque didactico, y no como objeto mismo de la

ensefianza.

El capitulo uno es para realizar un recuento del desarrollo histérico de la solucion de la
ecuacion cubica, desde que época surge hasta que surge el problema irreducible, el cual se
trata en el capitulo dos donde se analiza cual es el conflicto en el que la época y los
conocimientos limitados atoran momentaneamente mas avances, sin embargo, este caso se

logra resolver con otros avances.

El capitulo tres contiene una consecuencia del estudio de la ecuacion cubica. Se presentan
algunos aspectos someros en relacién al origen de los nimeros imaginarios y su estudio.
Esto permite mostrar como, en el desarrollo de algunos temas, van surgiendo otros
conceptos o resultados de manera inesperada. Ademas, de que se muestra que podemos
trabajar ampliamente esta alternativa para abarcar mas temas segun consideremos

pertinente.



Por altimo, en el capitulo cuatro se presenta una propuesta de clase. En esta clase se parte
de una anécdota historica que ocurrié entre Tartaglia y Cardano en relacion a la bdsqueda
de soluciones de la ecuacion cubica y se desarrolla el tema analizando las propuestas de

solucion y las formulas utilizadas.



JUSTIFICACION.

La ensefianza de las matematicas tiene una carga logica y axiomatica, como en Los
Elementos de Euclides. Buscamos hacer una secuencia de definiciones y axiomas
conocidos, como lo menciona Varrilly (1986): “El profesor esta contento con el argumento
"supongamos A; A implica B, B implica C, C implica D, luego D es cierto". El estudiante,
en cambio, primero quiere saber por qué se quiere comprobar D, por cual motivo se debe
suponer A, y a quién se le ocurridé pensar que B implicaria C. Sin explicaciones de esta
naturaleza, que reestructuran la materia en un orden pedagdgico, el estudiante puede
facilmente obtener la impresién (muy difundida entre el publico general) de que la
matematica es un proceso de razonamiento mecanico sin contenido intuitivo” (Varrilly,
1986).

La matematica es el resultado de la necesidad humana; el comercio, la economia, la vida
cotidiana hizo surgir el namero, los simbolos, las operaciones. La investigacion se va
desarrollando cuando lo que se va conociendo hace que sea necesario algo méas para cubrir
esa necesidad. Los matematicos son seres humanos curiosos que estuvieron en los
momentos historicos adecuados.

Haciendo un recuento del desarrollo historico que llevé a encontrar un resultado, se puede
verificar que, en algunas ocasiones, no era lo que se estaba buscando, sin embargo, logré
crecer la matematica en diferentes sentidos. Por otro lado, los conocimientos de cada época
no eran suficientes para verificar algunos resultados.

Presentar el desarrollo histérico de los conceptos, mostrara al alumno que la matematica
tiene un contexto real y necesario, el cual podra sentir mas cercano y apropiarse de los
contenidos que en otro momento le resultaron vanos e insensatos, resultados de gente
superdotada y sin aplicacion verdadera.

Es claro que dar un enfoque histérico que no quede en lo meramente anecdotario, requiere
de un esfuerzo por parte del docente asi como una preparacion mas profunda. Tambien es
importante aclarar que la historia no es el fin en si, sino una herramienta pedagogica para
facilitar la actividad del estudiante.

Al proponer esta forma de manejo de la historia de las matematicas en el salén de clase, se
puede considerar lo que Fauvel (1991), citado por Sierra (2009), propone acerca del uso de

la historia de las matematicas en el aula:



i.  Mencionar anécdotas matematicas del pasado.
ii.  Presentar introducciones histéricas de los conceptos que son nuevos para los
alumnos.
iii.  Fomentar en los alumnos la comprension de los problemas histéricos cuya solucién
ha dado lugar a distintos conceptos que aprenden en clase.
iv.  Impartir lecciones de historia de las matematicas.
v. ldear ejercicios utilizados en textos matematicos del pasado.

vi. Fomentar la creacion de posters, exposiciones u otros proyectos con un tema

historico.
vii.  Realizar proyectos con un tema matematico local del pasado.
viii.  Usar ejemplos del pasado para ilustrar técnicas y métodos.

ix.  Explorar errores del pasado para ayudar a comprender y resolver dificultades de
aprendizaje.

X.  ldear aproximaciones pedagdgicas al topico de acuerdo con su desarrollo histérico.

xi.  ldear el orden y estructura de los temas dentro del programa de acuerdo con su

desarrollo historico.

Fauvel (1991), también menciona que la generacién del conocimiento individual debe darse
de la misma forma que la del conocimiento colectivo, ademas, que los hechos histéricos
muestran a los alumnos la relacion que hay entre las matematicas y otras disciplinas.

Buscando con esto el cambio de la percepcion de los alumnos hacia las matematicas.

Entre los autores que proponen un método de ensefianza de las matematicas con énfasis en
la historia tenemos a Freudenthal, Bishop, Ernest, Arcavi, entre otros. Ademas de los ya

mencionados anteriormente.

También vale la pena considerar que la National Council Of Teachers Of Mathematics
(NCTM), considera la alternativa de la ensefianza de las matematicas con apoyo de la

historia.

En este trabajo, la propuesta es reconstruir la busqueda de la solucion general de la
ecuacion cubica, haciendo énfasis en los matematicos renacentistas en un recorrido por

Luca Pacioli, Scipione del Ferro, Antonio del Fiore, Tartaglia, Girolamo Cardano,



Ludovico Ferrari, Bombelli. Analizando cual fue la necesidad real por la que fueron
surgiendo los resultados, esperamos que el alumno pueda notar qué motivo la creacion de

estos resultados.



CAPITULO |
LA ECUACION CUBICA

El surgimiento de los pueblos da origen también a la organizacion de los pobladores para la
adquisicion de bienes para cubrir necesidades, y es por esto que surge el comercio. Los
mercaderes inician sus actividades y con ello surge la necesidad de realizar cuentas, hacer

recibos, llevar una contabilidad, llevar un sistema de medidas.

Un grupo de personas que pronto acumularon riquezas, iniciaron movimientos mercantiles,
de los cuales necesitaron llevar un control de cuantas tierras tienen, cuanto compran, cuanto

deben, cuanto venden, etc.

Los sumerios (3000 A.C.), la primera civilizacion que se conoce en Mesopotamia, inicia
este tipo de actividades. La historia se va desarrollando con pueblos conquistados y pueblos
vencedores, los cuales continuaran el desarrollo de actividades y de conocimientos

necesarios para mantener el control de sus ganancias y riquezas Bautista (2002).

Aproximadamente en el 1700 a.C. en Babilonia, se pueden encontrar problemas
algebraicos, donde asombrosamente se ha descubierto que ya se resolvian problemas que
generaban ecuaciones bastante complicadas. Problemas como “Encontré una piedra, pero
no la pesé. Despues pese 6 veces su peso, afiadi 2 gin y afiadi un tercio de un séptimo
multiplicado por 24. Lo pesé. El resultado era 1 ma-na. ;Cudl era el peso original de la

piedra? (un peso de un ma-na son 60 gin).

En notacion moderna, llamariamos x al peso buscado en gin. Entonces la pregunta nos dice

que:
1 1
(6x +2) + 5 X = X 24(6x +2) = 60

Estas ecuaciones eran resueltas extraordinariamente con las formulas conocidas
actualmente, aunque los babilonios mencionaron el procedimiento pero no justificaron el

resultado.



Posteriormente es un arabe, Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi en el afio 820, quien
introduce la palabra “algebra” como “al-jabr” que significa “sumar cantidades iguales a
ambos miembros de la ecuacion”, termino que utiliza en su libro Al-Kitab al-jbr w’al-
mugabala (Libro de compendio de célculo por el método de completado y balanceado),
donde explicaba métodos generales para resolver ecuaciones manipulando cantidades

desconocidas, aunque tampoco usa simbolos, lo hace con palabras.

En estos descubrimientos se encuentra que los problemas que generaron estas ecuaciones

resolvian necesidades que tenian los mercaderes principalmente.

Los griegos descubrieron como utilizar secciones conicas para resolver algunas ecuaciones
cubicas. Donde no sabian el hecho general, sino que explotaban sus consecuencias en casos

concretos, utilizando las conicas como un nuevo tipo de “instrumento geométrico”.

Arquimedes en Sobre la esfera y el cilindro establece algunos teoremas, relativos a
segmentos esféricos, que pueden ser entendidos como pertenecientes al “algebra
geométrica". Asi, en la proposicion 4 del Libro Il, se trata de cortar una esfera con un
plano, de manera que los volumenes de los segmentos obtenidos estén en una razén dada”.
Lo que muestra, desde una perspectiva algebraica, la resolucion de la ecuacién cubica.

Sea r el radio de la esfera, x la distancia del centro de la esfera a la seccion circular y I/m >

1 la razén dada. El volumen del segmento esférico mayor sera
1 1 T
V= En(r +x)(r? —x?) + gn(r +x)3 = §(2r —x)(r + x)3
Se tiene, por tanto, que
T 4
§(2r —x)(r +x)3 §7IT3 =1 (Il+m),
de donde

-m
x3 —3r2x 4+ 2r3 =0,
l+m

que es una ecuacion de la forma x3 + px + q = 0, siendo p < 0. Para que esta ecuacion

3 2
tenga solucidn es preciso que: (g) > (g) . Como se muestra mas claro en el

Renacimiento.



a-x  b?

Arquimedes observa que el problema se puede transformar en otro de la forma — ==

que Arguimedes resuelve geométricamente mediante la interseccion de una parabola

2
x? = %y y una hipérbola rectangular (a — x)y = ac.

Un ejemplo posterior de problema de la forma x3 + px + g = 0 se encuentra, en el siglo
I11, en la obra de Diofanto, el problema 17 del libro VI de su obra Arithmetica, que puede

traducirse algebraicamente en la ecuacion:

x?+2x+3 =x3+3x—3x%2—1, de la que Diofanto da la raiz x = 4, sin precisar el
modo en que la obtuvo. Ya que la ecuacion se reduce a x> + x = 4x% + 4, pudiera ser

que fuera de observar que: x(x2 + 1) = 4(x? + 1).

El persa Omar Khayyam, méas conocido por su poema Rubaiyat, trabajo la misma linea de
los griegos, completando y codificando esto. Alrededor de 1075 clasifico las ecuaciones
clbicas en 14 tipos, y demostrd6 como resolver cada tipo utilizando coénicas en su obra
Sobre las demostraciones de los problemas de algebra y comparacion. En este estudio se

encontraron varias inconsistencias, aunque son defectos menores.

Khayyam resuelve primero las ecuaciones lineales y cuadraticas por métodos geométricos
al estilo de Euclides y luego prueba que las cubicas se pueden resolver mediante
intersecciones de conicas, creyendo que para las cubicas era imposible dar soluciones
aritméticas. Sus métodos geométricos son validos para cualquier cubica con alguna raiz
positiva. Considero los siguientes casos, siempre con coeficientes positivos:

o a=2x3

{x3+bx=a, x3+a=bx, bx+a=x3
x3+cx?=a, x*+a=cx? cx’+a=x3

x3+cx?+bx=a x3+cx*+a=bx, x3+bx+a=cx?
e Ix3=cx?+bx+a x3+cx’=bx+a x3+bx=cx*+a
x3+a=cx?+bx
Veamos un ejemplo, la ecuacién del tipo x> + Bx = C, que se resuelve mediante la
interseccion de una parabola y un circulo (Figura 1).
Como B, C > 0, tomamos b y c tales que B = b? y C = b?c, por lo que la ecuacion queda

x3 4 b%*x = b?c.
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Construye una parabola x? = by de parametro b.

(2 ||~0—.1‘ —_— S-t— &= ——|I I?

Figura 1
Traza el circulo de didmetro ¢ = QR. La interseccion de la parébola y el circulo es P. Traza

la perpendicular PS a QR. Entonces QS = x es la solucién de la ecuacién cubica. En

efecto: x2=by=b=PS, luego

QPR es un triangulo rectangulo y PS es media proporcional entre QS y SR (Euclides), luego

b PS

PS c—x
De aqui, tenemos:
b x
x PS ,

X 3
e 2= C_/f = == bc — bx
b PS
PS ¢ — X
Luego
x3 = b%c — xb?

de donde

x3 4+ xb? = bZc.
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Naturalmente, el procedimiento realmente usado era mucho méas complejo, pues debia
identificar en cada caso las conicas en cuestion al considerar maultiples subcasos,
atendiendo al signo de los coeficientes. Es importante destacar que en las soluciones
geométricas de las ecuaciones cubicas, dadas por los griegos, los coeficientes eran
segmentos, mientras que aqui son nimeros. De este modo, con Omar Khayyam empieza a
cerrarse el abismo entre algebra geométrica y algebra numérica. El paso decisivo debera
esperar a Descartes y Fermat. (Pérez y Sanchez, 2007)

Las soluciones geométricas de la clbica estaban muy bien, pero ¢podrian existir soluciones

algebraicas que incluyan cosas tales como raices cubicas pero nada mas complicado?

Los matematicos de la Italia del Renacimiento hicieron uno de los mas trascendentes

avances en algebra cuando descubrieron que la respuesta es afirmativa (Stewart, 2008).

En esta época renacentista podemos encontrar controversias y hechos insélitos en diferentes
episodios. Sucedieron situaciones interesantes en la busqueda de la solucién de la ecuacion

de la forma x3 + ax? + bx + ¢ = 0, que ademas permitieron buenos avances en algebra.

El siglo XV se caracteriz6 por el estudio generalizado del algebra en Europa ya que se
empezaron a difundir los escritos arabes. Todo esto ayud6 a mejorar muchos métodos ya
conocidos. Entonces, la ecuacion x3 + px = q (como se conoce ahora) aun no tenia una
forma de solucionarse. Luca Pacioli, encontro solo soluciones a casos particulares sin dar
una demostracion clara, por lo que decia que este problema era comparable con la

cuadratura del circulo o con la triseccion del angulo.

Niccolo Fontana, mejor conocido como Tartaglia, a mediados del siglo XVI1 (1535), se da a
conocer por los trabajos que realiza con los ingenieros del Arsenal de Venecia, donde
anuncia que puede resolver cualquier ecuacion de la forma x3 + px? = q, después de

encontrar la solucién de un grupo de problemas que le envia un amigo.

Scipione del Ferro, es la primera persona que se sabe encontr6 la solucién general de la
ecuacion cubica, lo cual mantuvo oculto. Se atribuye a del Ferro un método para resolver el

caso: 3x3 4+ 18x = 60.
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Hoy se cree que del Ferro sélo podia resolver clbicas de esa forma x3 + mx = n, conmy
n positivos.

Se sabe, que el caso general y3—by?+cy—d=0

se reduce a este por medio del cambio lineal y = x + b/3

., L. . . b
Obteniéndose la cubica reducida anterior con los valores m = ¢ — 3

bc 2b
n=d—-—+—
3 27

(www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate).

En esta época era cotidiano que se generaran desafios publicos entre matematicos, para
darse a conocer y generar el interés de alumnos que los contratarian. La fama les aseguraba

un ingreso y una mejora en su vida.

Estando al borde de la muerte, del Ferro confi6 el secreto a su alumno Antonio Maria Fiore,
quién presumia de conocer la férmula maravillosa para resolver la ecuacion cubica y en
1535 desafi6o a Tartaglia quien estaba estudiando el mismo tipo de ecuaciones, pero

descubrié mas casos que los que podia resolver Fiore.

Aunque Fiore era un matematico mas bien mediocre, confiaba en la formula maravillosa
que poseia. El reto se llevd a cabo proponiendo 30 problemas cada cual a su oponente que
debia resolver en un tiempo estipulado. Tartaglia abarcaba temas aritméticos, geomeétricos y
algebraicos. En cambio Fiore solo conocia un tema: ecuaciones cubicas de la forma

x3+px =q.

Cuando se cumplio el tiempo determinado, Tartaglia habia resuelto todos los problemas
propuestos por del Fiore, pero éste no habia podido dar respuesta a ninguna de las
cuestiones propuestas por Tartaglia. Ni siquiera uno en el que se debia resolver una

ecuacion cubica, para la que Tartaglia conocia un método particular.
¢Por qué del Fiore no supo resolver dicha ecuacién cubica? Posiblemente por lo siguiente:

Actualmente representamos todas las ecuaciones clbicas de la forma ax® + bx? + cx +

d=0,cona,b.c,d €R, pero en aquella época, como los nimeros negativos no eran muy
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manejados, habia tantas ecuaciones cubicas como posibilidades hay de colocar cada uno de
sus términos a un lado o al otro de la igualdad. Por ejemplo, x3 + px = qy x3 = px + q

eran dos ecuaciones distintas, con métodos de resolucidn diferentes.

La notable victoria de Tartaglia mete a la historia a Cardano, quien esta al tanto del evento,
quien hasta ese momento creia que este problema no tenia solucion pues conocia lo
realizado por Pacioli en su obra Summa de 1494, donde se decia que no habia solucién,
ademas de que también tratd de resolverlas y no lo logrd. Cardano le ofrece recomendarlo
con el gobernador de Milan, a cambio de que le revelara el método de resolucion de la
clbica, ademas de nombrarle en su obra Ars Magna como descubridor de la misma. A

pesar de estas promesas Tartaglia no accedié a compartir su tesoro con Cardano.

Sin embargo, Tartaglia considera la posibilidad de mejorar su posicion en Milan deja
Venecia y comunica a Cardano su decisién, aunque no logra entrevistarse con el
gobernador le entrega a Cardano sus formulas, en forma de poema para evitar que caiga en

otras manos.

Cardano se dedica a estudiar la formula de Tartaglia junto con su ayudante Ludovico
Ferrari. Poco después consigue resolver la cubica en su forma general, es decir, de la forma
ax3 + bx? + cx = d, reduciéndola mediante una transformacion a uno de los tres tipos

anteriores.

Girolamo Cardano, en 1545 publica Ars Magna, presentando la solucién general de la
ecuacion cubica y la de la cuartica. Aunque sostiene que el método que publica es de Ferro

y no de Tartaglia.

En 1546, Tartaglia publica su obra Nuevos problemas e inventos en donde cuenta su
historia y denuncia que Cardano actué de mala fe. Aunque Cardano nombro hasta tres

veces a Tartaglia, éste se sintid traicionado por la publicacion de su método de resolucion.

Y entonces surge un problema: en ecuaciones en las cuales no se notaba diferencia con las
demas se encontraban soluciones en las que se tenia una raiz cuadrada con radicando

negativo (las que méas adelante se Ilamarian irreducibles). Considerando que en esta época
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ni siquiera se trabajaba con los ndmeros negativos, este tipo de soluciones no se

comprendia.

Es probable que por esa razon Cardano y Ferrari viajaran a Bolonia en 1542. Y es aqui
donde debemos reconocer el papel importante de de Ferro. Pues realmente fue €l quien
encontro la formula de la resolucion de la clbica x3 + px = g (Tartaglia también encontr
métodos de resolucion, pero se cree que dichos métodos no fueron descubiertos totalmente
por él, sino que la idea provenia de alguna fuente anterior; de hecho se sabe que Tartaglia
tendia a atribuirse ciertas publicaciones suyas cuando en realidad no lo eran). Quien
también compartidé su descubrimiento con Annibale della Nave, su propio yerno,

posiblemente solo para garantizar el futuro de su hija.

¢Por qué Scipione del Ferro no dio a conocer su descubrimiento? Si asi lograria fama y
fortuna. En aquella época los desafios entre matematicos eran muy habituales. A veces el
prestigio era lo Unico en juego, pero en ocasiones llegaban a jugarse hasta la catedra. Ser la
Unica persona que conocia tal formula significaba tener un arma muy potente a la hora de

afrontar dichas contiendas.

En la basqueda de resolver las ecuaciones irreducibles Cardano y Ferrari encuentran la
solucion de la ecuacion x3 + px = g . Por lo que al publicarlo sintieron que no eran

resultados de Tartaglia.

El Ars Magna, de Cardano, fue una revolucion en su momento. Contenia una gran cantidad
de avances, entre ellos el método de resolucion de la cibica y un método de resolucion de
la ecuacion cuértica (mediante una transformacion que la reducia a una cubica) que

descubrio Ferrari.

En adelante se hace una lucha por adjudicarse el descubrimiento de la solucion entre
Tartaglia y Cardano, donde también entra Ferrari, terminando en un duelo de 31 problemas
a resolver que ambos se ofrecen, termina con el problema que no consideré y no pudo

resolver Tartaglia, el caso irreducible.

Veamos ahora el desarrollo de la solucion de la ecuacion cubica:
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Consideremos la ecuacion  Ax3 +Bx? +Cx+D =0
Con A # 0, asi, sin pérdida de generalidad dividimos entre A
x3+bx?+cx+d=0

Se puede reducir facilmente a la ecuacion:  x3 +px+q =0

Sustituimos por: x=y-;

%) 4 b b2+< b)+d—0
6% 3) (6% 3) c\y—3 =

2 3 2 b3

y3—3y22+3y———+by2—2y—+—+cy—c2+d=0
3 9 27 3 9 3

>+ h 2b2+ bg+b3 P hd=0
Y TY\3 T3 T Tyt T 3T

4+ b2+ +2b3 b+d—0
YEY\TE )T r 3T eT

. b? bc , 2b3
Entonces, si hacemos: p=c—— Y q=d——+—
3 3 27

Se reduce a la ecuacion: y3+py—q=0

Sea y=u+v , donde en lugar de una incdgnita consideraremos dos uy v,

transformando el problema en otro con dos incognitas.

Entonces: uw+v)2+pu+v)+q=0

16



Reordenando y sacando un factor comun:

se obtiene: w+v)° =ud+v3+3uw@) +3uv@) =ud +

V3 +3uwwu+v)+pu+v)+q=0
W+ 13+ CBuw+p)(u+v)+q=0

Cualquiera que sea la suma de los nimeros u + v, siempre es posible pedir que el producto

uv tenga un valor establecido de antemano.

Demos el valor W = u + v y se exige que Z = uv entonces, puesto que W —u =v , se

obtiene:
Z=uW—-u)
Por lo que si u es solucion de la ecuacion de segundo grado:
u?—Wu+2Z=0

Como ya sabemos esta ecuacion tiene dos raices o soluciones ya sea ambas reales o

complejas dadas por la formula:

+ [—-2Z

oW |w?
Y="5*

Ademas vamos a considerar que u + v es una raiz de la ecuacion cubica y convenimos que

3uv+p =0

Esto es: uv

con esta eleccion de u y v obtenemos dos igualdades (a):
u+v3+q=0
Buv+p =0
Asi, encontrando los valores u y v que satisfagan este sistema de ecuaciones, el niUmero

x = u + v serd raiz de la ecuacion.
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De (a) tenemos:

Si observamos detenidamente u3 y v3 satisfacen la ecuacién de segundo grado:

3

p
t?4+qt——==0
+q 3

Si ahora la resolvemos por la formula general se obtiene:

u3__ﬂ_|_ £+p_3 y U?’——g— £+p_3
2 4 27 2 4 27
quedando:

3 2 3

. a 4 p”

u= |5+ 7T

3 2 3

— |Z9_ |9 4 p”

y v= 13 7127

Y como una raiz es:

XxX=u+v

Asi, resulta la famosa férmula de Cardano que por lo que hemos conocido ya entenderemos

por qué es llamada formula de Ferro-Tartaglia:
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Cardano explica esta formula en un poema que dice:

Quando che'l cubo con le cose appresso
se agguaglia a qualche nimero discreto

trovan dui altri differnti in esso.

Da poi terrai questo per consueto
che il lor producto sempre sia eguale
al terzo cubo delle cose neto,

El residuo poi suo generale
delli lor lati cubi ben sottratti
varra la tua cosa principale.

Que traducido es:
Cuando esta el cubo con las cosas preso

y se iguala a algin ndmero discreto

busca otros dos que dieran en eso.

Después tu hards esto gque te espeto

que su producto siempre sea igual
al tercio cubo de la cosa neto.
Después el resultado general

de sus lados cubicos bien restados

te daria a ti la cosa principal.(Pérez y Sanchez,2007)
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CAPITULO Il

EL CASO IRREDUCIBLE

Al resolver las ecuaciones cubicas con las formulas de Cardano, nos encontramos ante un

2 3
hecho, que el discriminante sea menor que cero, es decir, Si q:+% < 0, entonces la

férmula involucra la raiz cuadrada de un nimero negativo.

Este hecho fue abordado por primera vez por el ingeniero y arquitecto italiano Rafael
Bombelli (1526-1572), un continuador de los trabajos de Cardano, quien explico lo que
estaba sucediendo en realidad con la formula de Cardano. En su Algebra de 1572, present6
la clbica x3 = 15x + 4. Si utilizamos el método de Ruffini, podemos determinar que una

de las raices es x = 4, y que nos quedaria la ecuacién cuadratica x? + 4x + 1 = 0, la cual al

resolverla nos resultan las raices x = —2 ++/3 . Esto es, las tres soluciones de la ecuacion

son nameros reales. Sin embargo, si aplicamos las formulas de Cardano con p=15Yy q=4,
2 p3

como L =4y & =125, entonces
4 27

¥ =24 VETZT = -2 VTR = 2 4 VT + 2 - Vo

La formula de Cardano da una solucion que es la suma de dos raices cubicas de dos
nimeros complejos conjugados, a los que Cardano llamé “irreducibles” extendiéndolo a las
ecuaciones cubicas en las cuales aparecia un resultado tan extrafio. Se llaman irreducibles
porque al tratar de solucionar estas raices negativas, se vuelven a generar otras raices

cuadradas negativas, como se explicara a detalle mas adelante.

La revelacion que tuvo Bombelli consistio en ver que esta extrafia expresion que daba la

formula de Cardano para x era real, pero estaba expresada en forma poco peculiar.
Bombelli hizo lo siguiente:
24+V-121=2+121(-1) =2+ 11v-1

=8+ 12V—1-6—+—1
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= (2+v=1)’

Perosi (2 + \/—1)3 = 2 ++/—121, entonces tiene sentido decir que:

3\/2+W= 3\/(2+\/—_1)3:2+\/—_1

Anélogamente V-2 + V=121 = —2 + v—1 luego la raiz de x3 = 15x + 4 es:

x=V2+V—121 - V-2+V—121= (2+V=1) = (-2 +V=1) = 4

El razonamiento de Bombelli planteé enormes problemas: ;Como se sabe por adelantado

que 2++V—1 va a ser raiz clbica de 2+ +—121? Mas adelante retomaremos este

cuestionamiento.

En el caso irreducible significa que hay tres raices reales, las cuales no es posible

encontrarlas con los métodos conocidos en esa época.

Para estudiar la naturaleza de las raices de x* = px + q, donde p y g son ambas no

negativas, consideremos la funcion
f(x)=x*—-px—q.
Calculando f'(x) = 3x% — p, vemos que la grafica de f(x)tendra tangentes con pendiente

ceroen x = i\/é, es decir, los maximos o minimos locales de la cubica reducida que puede

llevarnos al caso irreducible se localizan simétricamente a ambos lados del eje vertical. Los

valores de f(x) en estos extremos locales son, si los denotamos por M; y My,

Y I R fe_ - JE
M1—3\/; p\/; q= 3p 3 qg,conx =+ 3
M=—B\/E+ \/E— =E \/E— conx=—\/E

El minimo local M; < 0 (ya que p y g son no negativos), mientras que el maximo local M,
puede tener uno u otro signo, dependiendo de los valores de p y g. Ahora, si hemos de tener
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tres raices reales, f(x) debe cruzar el eje real tres veces, y esto ocurre sélo si M,>0, como se
muestra en la figura. Esto es, la condicion para que todas las raices sean reales, es

2 p 4 q* p?
-p[z—q>0, 6 —=p°>q? ——=<0
3p\f3 1 0 P o4 0sea Tag

Pero ésta es precisamente la condicién en la formula de Cardano que lleva a soluciones con
nameros imaginarios. Asi, el caso irreducible estad asociado siempre con tres raices de la
cubica f(x)=0. Como lo muestra la figura 2, estas tres raices son tales que dos son negativas

y una positiva.

f(x)=x}—px—q

M,

S

Mol

Grafica de f(x) =x’—px—gq, con py g=o0.

Figura 2
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Para explicar por qué son llamadas irreducibles estas ecuaciones, analizaremos el caso

cuando el discriminante es menor que cero. Ocurre, en este caso, un fendmeno curioso: que

a  r_; /—_A imaginari ]
o5, =1 |1, s unimaginario puro y los nimeros

. q, . |-A . q _|-A
A==+l o BT 327|108

son complejos, de modo que las raices de la ecuacion y3 + py + g = 0 siendo ndmeros

reales, estan dadas como las raices cubicas de nUmeros complejos.. Veamos esto, sea:
VA=a+ bi,

Una de las raices cubicas de A. Por ser B conjugado de A el nimero a — bi sera una de las

raices clbicas de B y debe tomarse igual a /B para satisfacer la condicion
VavE=-12
3

Asi: YA =a+ bi; YB =a-bi,

Y de las formulas de Cardano se deduce que las raices como:

y1=VA+ B y w=—§+£i

y1=2a

y, = (a + bi)w + (a — bi)w? = aw + bwi + aw?—bwi?
1 1
=alw+w?) +bilw—-—w?) =a <2 (—Ea>> + bi(2 (El\/§> =—a—bV3

De igual manera:

ys = (a + bi)w? + (a — bi)w = —a + b3
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son reales y ademas distintas. Es evidente que y, # ys. Si y; = y, tendriamos:

y, = —a—bV3 =2a

3
—bV3 =3a entonces b=--—a

P

De modo que:
VA=a+ (—aV3)i=a(1l-iV3)
Pero entonces:
A=a*(1-iVv3)? =a(1-3iV3-9—-iV3) = -8a?
Que es un namero real, lo que no es cierto. En la misma forma se demuestra que y; # ys.
Veamoslo en el siguiente ejemplo:

Resolver la ecuacion y3 —3y+1=10

Aqui: p=-3 qg=1

A= 4p3427q? = (=27)(4) + 27 = =108 + 27 = —81

—A 81 92 9 9 1 31 V3
= = = = —_— = —— = —
108 108 9%x4x3 4 %3 4 /3 2+/3 2
Entonces:
1 V3 V3
= — — | —— — = —_——— —— 2
A 2+l > w B i > w
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Por las formulas de Cardano:

y, = Yw+ Yw?
y, = wiw + w2i/w?

ys = w2iw + wiw?

Lo cual no puede calcularse directamente debido a las raices cubicas de los ndmeros

imaginarios.
Si tratamos de encontrar  Yw = a + bi
w = (a + bi)® = a®+3a?bi — 3ab*—b3i=(a®—3ab?) + (3a?b—b3)i

V3

Entonces: a3—3ab? = —% (1) 3a2b—b3 = > @
Despejando b? de (1):
3ab? = 1 i = 1+ 2a3
wrm e T
2 _ 1+2a% 1.
b* = 2 (Sa)
1+2a3
b? = — (@)
Sustituyendo en (2):
1+2a% V3
b(3a?—b?) = b(3a? — = —
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18a3 — 1 — 243 V3
b(

6a 2
= S . 2 _ _27a®
"~ 16a3-1 por lo que: "~ (16a3-1)2 #)
Igualando (@) y (B):
1+ 2a8 27a?

6a  (16a° —1)2
(1 + 2a®)(16a® — 1) =(27a?)(6a)
512a° + 192a® + 1 = 19243
512a® + 192a® —192a3+1 =10
(8a3)3 + 3(64a°) — 24(8a3) +1 =10
Si hacemos nuevamente x = 8a3 resulta  x2 = 64a®
x3+3x2—-24x+1=0
Y haciendo la sustitucion de x =y — 1 para eliminar la parte 3x? de la ecuacion,
Tenemos:
y3 =27y +27=0
Haciendo nuevamente y = 3z
27z% — 27(3z) + 27 = 0 Dividiendo por 27:

z2-3z4+1=0 iiiVolvemos a la ecuacion original!!!
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Este tipo de ecuaciones son las denominadas irreducibles, y los métodos de Cardano-
Tartaglia que se conocian para encontrar la solucién de la ecuacion cubica ya no sirven para

resolverlas.

En este momento, notaremos que requerimos de otras herramientas para encontrar las
raices, pues, sabemos por el teorema fundamental del célculo que toda ecuacion algebraica

tendra un numero de raices igual a su grado, aunque éstas no sean reales.

Esta fue la razon primordial por la que este tipo de ecuaciones cubicas fueron Ilamadas
“irreducibles”, ya que los conocimientos que estaban hasta ese momento no eran suficientes
para poder dar solucién al problema encontrado. Lo que dio lugar a trabajar este tipo de

nuevos nimeros: los imaginarios.

Solucidn de la ecuacidn cubica en el caso irreducible.

Francois Viete, escribe De Aequationem Recognitione et Etmendatione, con lo que entra a
nuestra historia pues es la figura central y mas brillante del proceso de construccion del
algebra. Su mérito reside en que ordend y adecué todo el material existente, otorgadndole
unidad y sentido I6gico. En su obra In artem analyten isagoge (Introduccion al arte del
analisis) de 1591, expone los principios fundamentales del algebra, estableciendo unos
postulados en los que se han de fundar las transformaciones algebraicas, definiendo los
simbolos operativos y las entidades literales. La explicitacion de las reglas del céalculo
ofrece por primera vez un modelo para proceder a demostraciones formales de las
proposiciones algebraicas. A partir de Viéte ya se pueden efectuar demostraciones de
resultados algebraicos sin acudir a la geometria; en este sentido, Viete libera al algebra de
las ataduras de la geometria; y logra resolver el caso irreducible de la ecuacion de tercer
grado, empleando una identidad trigonométrica, evitando asi la formula de Cardano. Este

método es el que aun se usa (Pérez y Sanchez, 2007):

Viéte inicia con la identidad trigonométrica:

Cos 3A =4 Cos® A + 3 Cos A:
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Haciendo z = Cos A, se tiene que:
3 1
Z3 —ZZ—ZCOSBA =0
Supongamos que la ecuacion irreducible dada es:
Y +py+q=0

Hacemos y = nz, eligiendo n de forma que los coeficientes de la ecuaciones anteriores
coincidan. Sustituyendo y = nz en la clbica anterior, resultan3z3 + pnz + q = 0, de
donde

p q
Z3 + FZ + F =0
Debe ser
ﬁ —_ ——
) n2 4
Es decir:
B 4
n= 3p

Ahora tomamos un valor de A tal que: — i Cos3A =q

Con lo que: —iCos 34 =+

Tl3
q
4 4 4 >
COS3A=—n—Z=— 4 - ™ - = - 23
_4 s 3 [_P 14
((—3P) 2 -7 |3

Se puede demostrar que si las tres raices son reales, entonces p es negativo, de modo que n
es real. Ademas puede verse que

| cosA| < 1, por lo que puede determinarse Cos 3A.

Si se elige Cos A de modo que la ecuacién:

P . q
4=

2 +—=z+ 0
n

sea un caso particular entonces:
3 1 .
z3 — 2271 Cos3A=0 (que es una identidad).

Por lo que: Cos A satisface la ecuacion: z3 + %Z + 13 =0,
n n
a
pero a la vez el valor de A esta determinado por Cos 34 = ——%, lo que fija 3A.
5
a
2

Si A satisface Cos 34 = —

H
v

27

también la satisface
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A+120"y A+ 240"y como z = Cos A, hay por tanto, tres valores que satisfacen
z3 + %Z + % = 0, asaber Cos A; Cos(A + 120°); cos(4 + 240°):
n n

Multiplicando n por éstos, tenemos los tres valores que satisfacen y3 + py + q = 0:

Aunque Viete solo obtuvo una raiz.

Otro método que se propone con los avances en las investigaciones son las formulas de De

Moivre, usando los nimeros complejos.
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CAPITULO Il
UNA CONSECUENCIA INDIRECTA: SURGIMIENTO DE i

Stewart (2008) menciona que las ideas matematicas revolucionarias rara vez se descubren
en los contextos mas simples y mas obvios. Casi siempre surgen de algo mucho mas
complicado. Asi sucedié con la raiz cuadrada de menos uno. Hoy dia, lo habitual es
introducir este nimero en términos de la ecuacion cuadratica x? + 1 = 0, cuya solucion es
la raiz cuadrada de menos uno, cualquier cosa que esto signifique. Entre los primeros
matematicos que se preguntaron si esto tenia un sentido razonable estaban los algebristas
del Renacimiento, que como ya se menciono en el capitulo anterior, tropezaron con las
raices cuadradas de numeros negativos de una manera sorprendentemente indirecta: la
solucidn de la ecuacion cubica.

En el capitulo anterior comentaba los resultados que obtuvo Bombelli de la ecuacion
x3 = 15x + 4, de la que encontrd la siguiente solucion:

x=V2+V=—121 - V-2 +v=121 = (2 +V=1) — (-2 +V=1) = 4.

De aqui surgio el cuestionamiento: ;Como se sabe por adelantado que 2 +v—1 va a ser

raiz cubicade 2 + v—121?
Y un problema mas, ;cdmo entender la existencia de un nimero inexistente?

Desde la antigliedad existi6 la dificultad de aceptar y entender los nUmeros negativos, por
lo que cuando se resolvian ecuaciones algebraicas, se aceptaban como soluciones

unicamente las raices positivas.

En el siglo XVIII, algunos algebristas aceptaron trabajar con los numeros llamados
“imaginarios”, los cuales aun no comprendian completamente. Por lo que otros algebristas
decian gque era una manera tramposa de cubrir los problemas que no habia otra forma de

resolver.

William Frend (1757-1841), Lazare N. M. Carnot (1753-1823), Robert Woodhouse,
Augustus de Morgan, entre otros matematicos del siglo XIX, se negaron aceptar y usar los
numeros negativos y menos los imaginarios por lo que decian que habia ecuaciones que

tenian soluciones incompletas.
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Aun asi, Descartes fue el primer matematico en usar “numeros imaginarios” y el simbolo i

para v—1. Fue Gauss quien uso la expresion “niimeros complejos”.

Menciona Stewart (2007) que Descartes y Newton, interpretaban estos numeros
“imaginarios” como una sefial de que estos problemas no tenian solucién. Si uno queria
encontrar un ndmero cuya raiz cuadrada era menos uno, la solucion formal “raiz cuadrada
de menos uno” era imaginaria de modo que no existia solucion. Pero el calculo de Bombelli
implicaba que en los nimeros imaginarios habia algo mas que eso. Lo cual se podia usar

para encontrar soluciones; y esto ocurria cuando las soluciones si existian.

En 1673 John Wallis dio una manera de representar los nUmeros imaginarios como puntos
en el plano. En ese momento ya era conocida la representacion de los nimeros reales en
una recta, luego, Wallis introduce una recta formando un angulo recto con la recta vertical

real y en ésta coloco los niUmeros imaginarios.

Aqui, se observara que este plano es similar al de Descartes utilizado en la geometria plana.

Eje 3

Imaginario 7=a+ib
b 4 — — —
2
1 |

L IR IR R RS RARRE MR

] Eje real
-1
2
3
Figura 3

Este sera en adelante conocido como Plano Complejo (Figura3), que constara de dos partes

una real y una imaginaria.
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Esta representacion fue considerandose lentamente, hasta que el matemaético frances Jean-
Robert Argand en 1806, publicd esta representacion, de la misma forma y de manera

independiente lo hizo Gauss en 1811.

Al igual que todos los otros numeros, i es un simbolo que representa una idea, abstracta
pero muy precisa. Obedece a todas las reglas de la aritmética, a las que se agrega la
convencion de que i *t = 1> = —1. Su obediencia a estas reglas y sus multiples usos y
aplicaciones justifican su existencia, haciendo caso omiso del hecho que pueda ser una

anomalia. (Kasner y Newman, 1978).

Apoyandose en la regla de los signos tenemos:

ix1=+-1=4i

ix(-1) = —/-1=—

—ix (1) =+/-1=i
txi=1=—1

txixi=13 =V_1V-1V=1=1%? =1 (=1) = —i
txixiri=i* =V-1V-1V-1V-1=2+2 = (-1 = (-1) =1
txixixixi=1 = V-1IV-1V=-1V=1V—1 =2 * 2 x i = (=1) * (-1)V—1 = i, etc.

Asi, se puede hacer una tabla de potencias de i:

il V-1=1i i2 V=1V=1 = -1

i3 (- *xV-1=—i i* 2 xi2 = (-1)(-1) =1
> 1*/-1=1 i 1x2=1x(-1)=-1
i -1*%/—-1 = —i i8 12 =(-1(-1) =1
l l
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Donde se observa, que las potencias impares dan como resultado i 6 -1, y las potencias

pares 106 -1.

Ahora, el manejo de los numeros complejos es muy usada y comun, los cuales ya se pueden

reconocer de la forma: a + ib donde a y b son numeros reales.

Como se menciond anteriormente los nimeros complejos pueden ser sumados, restados,
multiplicados y divididos como si fueran nimeros reales. Las reglas formales de estas

operaciones son:

1 x+iy=x"+iy'siysolamentesix = x'yy =y’

2. (x+i)+ ' +iy) = +x)+ily+y)
3 (x+y) - +iy)=Gx-xN)+iy—-y")
4, (x+iy)* (x' +iy’) = (xx" —yy") +i(xy’ + yx")
5, (x+iy)/(x' +1y') = ("x’”y' X' =xy)

x")2+(y")? (24?2

En virtud de las propiedades espaciales que tienen los nimeros complejos al ubicarlos en el
plano, pueden utilizarse para representar, al mismo tiempo, magnitud y direccién. Mediante
ellos pueden representarse convenientemente algunas de las nociones mas importantes de la

fisica, tales como velocidad, fuerza, aceleracion, etc. (Kasner y Newman, 1978).

Por lo anterior, hoy los nimeros complejos son ampliamente utilizados en fisica e
ingenieria. Un ejemplo simple se da en el estudio de las oscilaciones, movimientos que se
repiten periodicamente. Los ejemplos incluyen la vibracion de un edificio en un terremoto,

las vibraciones en los automdviles y la transmision de corrientes eléctricas alternas.

Los numeros complejos determinan también las estabilidades de los estados estacionarios
de los sistemas dindmicos, y son ampliamente utilizados en la teoria del control. Esta
disciplina trata de los métodos de estabilizar sistemas que de otro modo serian inestables.
Un ejemplo es el uso de superficies de control en el movimiento controlado por ordenador
para estabilizar la lanzadera espacial en vuelo. Sin esta aplicacion del analisis complejo, la

lanzadera espacial volaria como un ladrillo (Stewart, 2009).
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CAPITULO IV
UNA PROPUESTA DE CLASE

La historia del episodio que se presenta es un panorama de cdmo se generd la solucion
general de la ecuacidn cubica, la cual se podria seguir analizando desde diferentes puntos
de vista, segun los diferentes autores que lo recrean, con un enfoque historico, matematico,

tedrico, novelesco, etc.

Se trata de usar el conocimiento de la historia, sin menospreciar el valor logico del
contenido y con atencién cuidadosa del objetivo pedagdgico, segun las caracteristicas del
grupo de alumnos. El éxito de esta propuesta depende precisamente de una acertada
combinaciéon de lo logico, lo histérico y lo pedagogico, que se nos presenta en la

preparacion y ejecucion de cada acto en el proceso de ensefianza-aprendizaje (Pérez, 2000).
TEMA: ECUACION CUBICA, SOLUCION GENERAL.

CONTENIDO:

e Laecuacion general de tercer grado.
e Solucion general.

e Contenidos adicionales: trigonometria, aproximaciones numeéricas de las raices,

nameros complejos, etc.

ACTIVIDADES:
Por equipos de dos o tres alumnos realizaran las siguientes actividades:

v Analizar el articulo: La ultima noche de G. Cardano, escrita por Joaquin Collantes
Hernaiz, Antonio Pérez Sanz, n° 50 de la Revista UNO de ed. GRAO.

v’ Identificar los 30 problemas que fueron los retos planteados por Cardano a
Tartaglia.

v" Iniciar discusion por equipo ubicando la situacion histérica de la época, como se
llega a la solucion de estos problemas y la manera de dar a conocer estas soluciones.

v Buscar las referencias que da Cardano para las soluciones.
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v' Anotar las limitaciones, errores y conocimientos usados por los protagonistas
mismos de la época.

v Defender el trabajo de cada protagonista, por lo que tendran que profundizar en el
trabajo de cada uno de los personajes. Esta investigacion debera ser tal que tengan
claro como desarrollaron su teoria, para exponerla ante el grupo.

v" Investigar que otros matematicos de la época estudiaron el mismo tema y cudl fue
su aportacion.

v’ Institucionalizar el contenido, por parte del profesor.
TIEMPO DE EJECUCION:
El manejo de este tema se podré realizar en 3 sesiones:

v’ La primera sera la lectura y analisis del articulo (el cual es un ejemplo, se pueden
manejar otras lecturas relacionadas, se ofrecen més alternativas)

v' La segunda es la defensa y recreacion de las actividades de los matematicos
participantes en el desarrollo historico.

v Finalmente, la Gltima sesion sera la presentaciéon del tema de manera formal, en la
cual se presentara el contenido matematico en si. Donde los alumnos ya tendran el

antecedente del material a presentar.
EVALUACION:

Aqui considero la presentacion del tema, la comprension de la lectura del articulo y el
contenido matematico parte importante para la evaluacion, ya que se busca que sea
cualitativa, de tal forma que se pueda conocer al alumnado, detectar las dificultades que se
generen y poderlas superar, considerar los progresos en funcion de las posibilidades,
valorar los logros de los alumnos y asi estimularlos. También esta evaluacion ayudara a

ajustar y ampliar las actividades para el tema.
SOBRE EL ARTICULO:

Fijate bien en esta lista de nombres:

- Luca Pacioli
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- Scipione del Ferro (1465-1526).

- Nicolo Fontana (Tartaglia) (1499-1557)

- Antonio M2 del Fiore.

- Girolamo Cardano (1501-1576).

- Ludovico Ferrari (1522-1565)

A) Dos de ellos se enfrentaron en un concurso de resolucion de problemas, que ellos
mismos se proponian. Entre ellos estaban los siguientes:

- Hallar un nimero que afiadido a su raiz cubica resulte 6.

- Dos hombres ganan en total 100 ducados. Calcular lo que gana cada uno si la parte del
primero es la raiz cubica de la del segundo.

Cada uno deposit6 ante notario una lista de 30 problemas y una cantidad de dinero. El que,
en 30 dias, hubiese resuelto el mayor nimero de ellos seria el ganador y se llevaria todo.
Segln una version de esta historia, el perdedor impugné el resultado y el ganador rechazé
el dinero, porque no queria nada de un mal jugador. Lo que es cierto es que el ganador
utilizé unos conocimientos que su contrincante no esperaba que supiera... ;De qué estamos
hablando?

Averigua quiénes fueron e intenta resolver los problemas que se presentan. En todos ellos
aparecen ecuaciones. ¢De qué tipo son? ¢Sabes como se resuelven?

B) Maés adelante, un dia del afio 1539, uno de estos personajes le contd a otro como se
resolvia cierto problema de matematicas, relacionado con la resolucién de ecuaciones, con
el compromiso de mantenerlo en secreto y no publicarlo. Pero esto no fue asi, pues pasados
unos anos...

Averigua quiénes son y el tema de la conversacion.

Escribe, con sus pasos y transformaciones, el proceso y el método matematico que da lugar
a una formula que resuelve esas ecuaciones.

C) Averigua el papel que tienen el resto de personajes en esta historia, y su relacién con el
tema matematico que estamos tratando.

D) Uno de los personajes anteriores escribid libros sobre medicina, filosofia,
probabilidades, algebra, etc. También lo hizo sobre su vida y sobre sus libros. ;Cudl es su
obra méas importante desde el punto de vista matematico? Haz un resumen de su biografia.
Moreno (2001).
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CONTENIDOS MATEMATICOS:

Se pide resolver por el método de Cardano las siguientes ecuaciones:
a) x3 4+ 9x =100 b)x3+4x+1=0

c) x3 4+ 6x =20 d) x3 +3x =14

e) 2x3 —30x%+162x —350 =0

En un manuscrito anénimo del siglo XIV se dan diferentes formulas y ejemplos para

resolver la ecuacion clbica. Donde la ecuacion a x3 + bx? + cx = k es resuelta por:

_3(C)3+k c
=% e

El autor pone como ejemplo la ecuacion x3 + 60x + 1200 = 4000. Usando la formula

anterior determinar una raiz, verificalo.
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UNA REFLEXION A MODO DE CONCLUSION

Actualmente, los profesores de matematicas buscamos materiales de orientacion practica
con la idea de facilitar y generar interés en el contenido a ensefiar. Ya no podemos
quedarnos en el método de ensefianza que consiste en llenar el pizarron de informacion
inaccesible y complicada para los alumnos. Lo anterior nos ha llevado a reflexionar e
investigar en relacion a alternativas que muestren diferentes formas de aprender. La
ensefianza con énfasis en la historia es una de varias propuestas que nos permiten eliminar

el formalismo, sin perder el rigor, y el aislamiento de este conocimiento.

Ahora, pasamos a ser facilitadores del conocimiento y nuestro compromiso es prepararnos
en el &rea matematica, ademas de buscar actividades variadas para que los alumnos lleguen

a cambiar su visién de las matematicas y usen la matematica conscientemente.

Esta propuesta puede ser parte de una unidad o trayectoria didactica, insertandose en las
actividades de desarrollo. El disefio de dicha unidad didactica ser4 objeto de una

investigacion posterior.
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ANEXO
Articulo publicado en el n° 50 de la Revista UNO de ed. GRAO
La ultima noche de G. Cardano

Joaquin Collantes Hernéiz

Antonio Pérez Sanz

HIERONIMI
C.CARDANI MEDICI MEDIOLA
NENSIS,PRACTICA ARITH.
metice,& Menfurandifingulans.Inqua

que preter alias cotinentur,ver{a
pagina demonfirabits

G. Cardano

...asi que mi vida, precisamente, termina hoy, dia 21 de septiembre del afio de 1576. No
todos podrén precisar con exactitud matematica el dia de su muerte y hasta la hora y el
minuto como yo, que para eso soy un gran astrélogo mas amigo de las estrellas que de los
hombres, que ellas iluminan la noche y no traicionan. Asi pues, adi6s; me despido de una
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vida plena como pocos mortales la han disfrutado, que yo si, pues lo puedo asegurar y por

lo tanto, lo aseguro.
Y asi lo firmo en el citado dia 21 de septiembre del afio 1576, en la ciudad de Roma.

Girolamo Cardano.

El anciano dejé la pluma sobre la mesa, bajé la tapa del tintero, metio las cinco hojas de
papel que habia llenado con una letra pulcra y ordenada en una carpeta de cuero repujado y
se levantd al comprobar que la luz de la tarde habia comenzado a decaer. Después de una
ultima ojeada a las nubes que aparecian tefiidas de rojo por los ultimos rayos del sol, al
bosque cercano que tantas veces habia recorrido en busca de hierbas para sus pocimas y
unguentos y al descuidado jardin que en su dia estuvo cuidado pero tampoco tanto, cerro las

cortinas considerando que ya se habia despedido suficientemente del paisaje.

Después, encendio su mejor vela de cera pura, se descalzé y se tumbo sobre el cubrecamas
de piel de zorro con tapabocas de armifio que le regalara en el afio 1553 John Hamilton,
arzobispo de Edimburgo y primado de Escocia, por haberle curado de sus dificultades
respiratorias, que resultaron provocadas por la alergia a las plumas de sus almohadas y
edredones y no por algo mas grave como él, en su hipocondria, imaginaba. Y se ri¢ al
recordar el episodio que, a su vez, le trajo a la memoria que bien podria ponerse para esta
especial ocasion de despedida del mundo la bata de brocado que le regalara en su visita a
Besancon el obispo de Lisieux que, como todos, y aunque disimulara por eso de que era
hombre de iglesia, le rogd que le hiciera su hordscopo y unos cuantos amuletos a cambio de

lisonjas y regalos, como la preciosa bata que se puso ante el espejo.

-ilmponente! — le dijo a su imagen reflejada en el espejo. Y repitié imponente al imaginarse
que asi lo verian al dia siguiente el notario y el alguacil del distrito y el cardenal que se las
daba de matematico cuando en el fondo era un patan purpurado con infulas de cientifico,
que a los tres habia citado a las nueve de la mafiana con el pretexto de entregarles sus

hordscopos y unos amuletos contra el mal de ojo, pero con la intencién aviesa de que lo
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descubrieran yaciendo elegantemente ataviado sobre el adornado lecho y se encargaran de
divulgar la noticia de que aquel hombre sabio, o sea él, Girolamo Cardano, habia muerto en
el dia y hora predichos. Que por esta premonicion y calculo astrolégico —pensd, alin ante el
espejo- mis admiradores me admiraran ain mas, y me tendran en adelante por ain mejor
mago de lo que ya me consideraban en vida al haber adivinado la fecha exacta de mi
muerte mediante la astrologia y la adivinanza y los calculos matematicos, ciencias éstas en
las que soy maestro. Aunque es de suponer que mis detractores, que también los tengo, y
muchos, para denigrarme una vez mas haran correr la voz de que, por no dar mi brazo a
torcer y no fracasar en mi augurio, ayudé a la muerte en su intento en el dia y hora
augurado ingiriendo cafiaheja, que, como saben todos los que lo saben, es tan venenosa

como la cicuta, en fin.

Asi que el anciano, después de sus reflexiones ante el espejo, se volvié a tumbar en el lecho
cruzando las manos sobre el pecho ensayando, incluso, un gesto de dignidad que fuera
recordado y divulgado por los que lo descubrieran... hasta que descompuso el gesto al
recordar que no habia lavado la copa del resto de pocima ingerida. Y volvié a levantarse

para lavar la copa mientras reconocia en voz alta:

-Que si, que si, que de saberse podria considerarse una trampa. Pero yo tan sélo lo veo
como una ligera ayuda a mi prediccion, por si acaso. Y aunque me considero tan infalible
como el Papa, nunca se sabe. Y si predije que moriria tres dias antes de cumplir los 75 afos
pues moriré, que ademas de ser un gran mago, adivino, cientifico y matematico soy un

hombre de palabra.

Una vez colocada la copa lavada en el estante entre las otras que completaban la media
docena Cardano volvio al lecho colocando cuidadosamente los pliegues de la bata paralelos
a los bordes de la colcha. Y vuelta a cruzar los brazos sobre el pecho... y vuelta a
levantarse al pensar que quiza seria mas eficaz que mantuviera su carta de despedida entre
sus manos, no fuera a ser que con el jaleo del descubrimiento de su cadaver pasara
desapercibida dentro de la carpeta, perdiéndose asi una prueba mas de su genio e ingenio. Y
ya de paso tomaria un ejemplar de su Ars Magna, su obra maestra al servicio de la

Matematica, para que la imagen fuera completa, pasando a la posteridad con su mejor obra
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en las manos. Asi que volvio al lecho para tumbarse con la carta de despedida y su Ars
Magna en las manos, la obra que se consideraba, con diferencia, el mejor libro de algebra
publicado hasta entonces, en el que utiliz6 la geometria para demostrar la identidad
algebraica referida al cubo de una diferencia, formula que repasé mentalmente, sonriendo al
recordarla; (a - b)® = a® - b® 3ab(a-b). Y en esas estaba cuando volvié a levantarse
considerando que podria rodearse tambien de alguna obra més, aunque quiza fuera excesivo
hacerse acompariar de las 21 que habia escrito sobre la que consideraba ciencia de las
ciencias: la Matematica. Como, por ejemplo, su Practica Arithmeticae, escrita en 1538.
Pero claro —recapacit6 ante el estante de los libros- tampoco es cosa de llenar el lecho con
mis obras, que entonces pareceria vanidad. Pero la Practica Arithmeticae, si. Y con esta

obra volvio al lecho para volver a colocarse con estudiada naturalidad.

-iQué trajin! —exclamo, afiadiendo en voz alta, cerrando los ojos y tratando de calmarse: -
En realidad la muerte solamente es un transito hacia otra vida, pero, claro, para eso habria
gue creer que existe otra vida, que no es el caso y ahora ya puedo decirlo sin temor a la
Inquisicion, que bastantes quebraderos de cabeza me dieron con el asunto del horéscopo de
Cristo, que se necesita estar faltos de sentido del humor. Y ya que la muerte no llega con la
rapidez que imaginaba bien puedo entretener la espera en dar un repaso a mis recuerdos a
partir de los disgustos acarreados por confeccionar el citado hordscopo de Cristo,
materializados en los 163 dias que pasé privado de libertad acusado de herejia, con la
acusacion de haber atribuido todos los santos sucesos de la extraordinaria vida de Nuestro
Sefior a la influencia de los astros. El sagrado tribunal me impuso la abjuracion de
vehementi, aunque, gracias a la intercesién de mis poderosas amistades, me libré de un
castigo mayor, lo cual era l6gico ya que todos los miembros del tribunal eran antiguos
clientes mios, a los que les hice el horéscopo y més de una pocima para conseguir los
favores de una dama, que lo mismo hice para el cardenal Giovanni Morone, mi protector y

hasta al mismo Papa Pio V. En fin, la frontera entre religion y supersticion es tan delgada...

Callo un momento. No queria que la muerte, la Negra Sefiora, lo tomase por sorpresa
sumergido en sus pensamientos. Contuvo la respiracion unos segundos para comprobar si

podia oir sus pasos acercandose. Pero nada... Quizas el primer efecto de la pocima fuera la
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sordera... No tenia ninguna noticia de este efecto secundario. Y tranquilo por el imponente

silencio que le rodeaba siguio6 con su soliloquio.

-Y hablando de disgustos, cdmo no recordar mi desgraciado matrimonio, los problemas
causados por mi hijo pequefio Aldo, vago redomado, pendenciero y jugador y, sobre todo,
el calvario pasado con la condena y muerte por ahorcamiento de mi otro hijo Giambatista
acusado de envenenar a su mujer... jQué familia! Pero en fin, fue la que me toco en suerte,
que también el Destino, ya puesto, podria haberme enviado otra. Aunque, bien mirado, no
me puedo quejar, ya que seguramente para compensar mi poca fortuna como esposo y
padre, la suerte trajo a mi casa, para trabajar como criado a mis 6rdenes, el dltimo dia de
noviembre del afio 1536, al joven huérfano Ludovico Ferrari. Lo recuerdo como si fuera
ayer. En la calle ya se sentian los rigores de lo que luego seria un invierno mucho mas frio
de lo habitual. Desde el primer dia me impresionaron su brillante inteligencia y su
excelente disposicion a ayudar en todo lo que se le demandaba. jJusto lo contrario que mis
hijos! A las pocas semanas ya seguia, sin esfuerzo, mis explicaciones sobre los
fundamentos de la geometria del gran maestro Euclides y sobre las artes de la aritmética y
del &lgebra. En tan sélo cuatro afios, cuando apenas contaba 18, habia aprendido casi todo
lo que yo podia ensefiarle del noble arte de la Matematica, que aungue me condene por
inmodestia no era poco. Aunque he de reconocer que en este campo fue un apoyo
impagable en mis aventuras por los extrafios caminos de esta procelosa ciencia.
Gustosamente le cedi mi puesto de profesor en la Fundacion Piatti cuando solo contaba 20
afios, aunque a lo largo de los dos afios siguientes mil veces me arrepenti, ya que el exceso
de tiempo libre, mal consejero para el alma, condujo a mi espiritu, de nuevo, a los
tenebrosos caminos del juego, que seis afios antes ya habian dado con mis huesos y los de
mi familia en la casa de beneficencia de Milan y que en esta ocasion a punto estuvieron de
Ilevarme a la tumba demasiado temprano. En el ultimo momento el puesto de profesor de
medicina en la Universidad de Milan me salvd de volver al infierno de la ludopatia. De
poco me sirvieron en esa ocasién mis calculos matematicos; aungue estoy convencido que
la aritmética también puede poner un poco de orden en ese voluble mundo del azar; estoy
seguro de que, no tardando mucho, algin hombre de ciencia, menos propenso que yo a

dejar sus caudales en las mesas de juego, pondra contra las cuerdas a la diosa Fortuna.
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Los recuerdos bullian en la mente del anciano. No sabia si por los efectos alucinatorios del
veneno o por lo que tantas veces él mismo habia podido comprobar en muchos de sus
pacientes: que en la antesala de la muerte toda nuestra vida desfila ante nuestros 0jos con
mas precision que las paginas de un libro. Y en ese desfile de hechos, historias y

personajes, otra vez Ferrari, ya no tan joven, aparecia en primer plano.

-Pobre Ludovico mio. Ya va para diez afios que en mala hora dej6 este mundo. No quiso
hacerme caso cuando le aconsejé quedarse en Milan y no aceptar ese puesto en la
Universidad de Bolonia, donde yo tenia la catedra de medicina. Y mucho menos llevarse
con €l a la bruja de su hermanastra. Menos de un afio durd. Si no me hubiese jurado no
volver a apostar, apostaria mi vida, aunque en estos momentos no sea una apuesta muy alta,
a que ella lo envenend... Y el recuerdo de su discipulo lo llevo hasta las puertas de Santa
Maria del Giardino en Milan, la tarde de 10 de agosto del afio 1548. Ferrari esta radiante.
Por fin se va a dilucidar pablicamente el desafio lanzado a Niccolo Tartaglia en forma de
cartel (realmente era una carta publica que Ferrari mandé a Tartaglia y de paso a los mas
notables matematicos italianos. Aunque en realidad fueron doce desafios al ser doce los
carteles que acabarian lanzandose entre si los dos matematicos. Ferrari -aunque todo el
mundo sabia que realmente era Cardano quien esta detras de todo el asunto- quiere zanjar
de forma definitiva la amarga polémica suscitada por la publicacion en el Ars Magna del
método de Scipione del Ferro, redescubierto por Tartaglia, para la resolucion de la ecuacion
cubica. Y de paso bajar los humos a ese tartamudo, cascarrabias, presuntuoso y

acomplejado matematico.

Oficialmente, Cardano no estuvo presente en el torneo publico. Pero Ferrari sabia que,
disfrazado de comerciante oriental y bien situado en primera fila, su maestro no se perdia ni
un detalle de la disputa cientifica. De los 31 problemas del dltimo cartel muchos llevaban el
inconfundible sello de Cardano, del sabio prolifico que ahora, mientras espera a la Parcay a
pesar de que su mente comienza a estar un poco confusa, recuerda el enunciado de uno de
los problemas, el 17. Le tenia especial carifio, pues de nada servirian a Tartaglia para

resolverlo sus versos de la cubica:
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“Divide el nimero 8 en dos partes de manera que su producto multiplicado por la

diferencia entre las partes sea tan grande como sea posible, demostrando cada paso”

La trampa era perfecta. Poco podia sospechar Tartaglia que tendria que echar mano de las
conicas de Apolonio si queria encontrar la solucion. Aunque el viejo grufién dio con la

solucion, las partes pedidas eran:

51 5
4+ ¥ 3 ya_ V3

Pero no fue capaz de explicar como lo habia conseguido.

- Todavia no consigo comprender como Tartaglia llego a la solucién correcta. No era tan
malo, el viejo testarudo. Ahora me arrepiento de algunos de los términos utilizados contra
él en alguna de mis cartas y de no haber podido aclarar mas tarde mis disputas con él. La
historia, espero, nos reservara un sitio a los dos... cuando todo esto se aclare. Aunque lo
cierto es que con el que se cabred del todo fue con el problema 27 cuyo enunciado también

recuerdo:

“Este es un triangulo rectangulo tal que cuando se traza la perpendicular, uno de los lados
con la parte de la base opuesta hace 30, y el otro lado con la otra parte hacen 28. ¢ Cual es

la longitud de uno de los lados?”

-Y no le faltaba razon para enfadarse. Aun recuerdo la carta que dirigié a Ferrari clamando
contra él y contra mi porque habiamos propuesto un problema del que no teniamos la
solucion general, como gquedaba claro en mi Ars Magna. El viejo Niccolo nos habia pillado.

Menos mal que de los problemas 15 y 23 si teniamos las respuestas:

Enunciado del problema 17:“Encuentra dos numeros tales que al sumarlos hacen tanto
como el cubo del menor sumado al producto de su triple con el cuadrado del mayor y el
cubo del mayor sumado a su triple multiplicado por el cuadrado del menor hace 64 més

)

que la suma de esos numeros.’
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Enunciado del problema 23: “Esto es un cubo tal que sus lados y sus caras sumados son
igual a la cantidad proporcional entre dicho cubo y una de sus caras. ¢Cual es el tamafio

del cubo?”

-Estos si que fueron dos sefiores problemas. En fin, parece que fue ayer cuando vimos salir
de la ciudad, derrotado y a escondidas, al pobre Tartaglia, avergonzado de su derrota. Pero
ahora que espero a la Muerte eso ya no tiene importancia, nada tiene importancia. Y ahora
que lo pienso... creo que... si, claro que si... -y el anciano matemaético salté de la cama

corriendo a la mesa de trabajo, mientras exclamaba:

-iSera posible! Creo que lo tengo. Es maés: diria que lo tengo. jLo tengo! jLo tengo! Tanto
tiempo en su busca y precisamente ahora lo he encontrado. Al fin lo he conseguido, que
mas vale tarde que nunca -y se puso a buscar una hoja de papel de la ultima resma que
habia encargado para comprobar, con desesperacion, que se le habia terminado. Asi que,
abriendo nervioso el Ars Magna por las Ultimas paginas utilizd los margenes para escribir
notas y formulas, nimeros y signos mientras repetia febrilmente: -Lo tengo, lo tengo.
Tengo el procedimiento para resolver la ecuacién de quinto grado, nada menos que la
ecuacion de quinto grado, si, la ecuacién de quinto grado. jAhora si que estoy seguro de

que mi nombre estara por encima del de Tartaglia y de Ferrari en el Olimpo Matemaético!

Pero su mano se paré de repente como si se hubiera congelado mientras que el frio ascendia
por su brazo camino del corazén. Y ni siquiera tuvo fuerzas para lamentar su mala suerte.
Se limitd, con un Gltimo esfuerzo, a escribir en el ultimo espacio de margen libre cinco
palabras en latin: HANC MARGINIS EXIGUITAS NON CAPERET. Y a continuacién, en
italiano, jiNO ME QUEDA TIEMPO!!

Finalmente apago la vela con la mano al no tener fuerza para soplar la llama y se arrastré

hasta su lecho aferrado a su Ars Magna, mientras susurraba:

-Espero que dentro de doscientos o trescientos afios algin matematico descubra mis
indicaciones y encuentre al menos papel suficiente para desarrollar el método para resolver

cualquier ecuacion de quinto grado sin el impedimento de la falta de espacio para anotarla.
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Muy poco podia imaginar Gerolamo Cardano que su vision difusa de un método general
para resolver la quintica seria una quimera, su Gltima quimera en esta vida, y un canto de
sirena en el que sucumbirian los mejores matematicos durante casi tres siglos. Incluso para
una mente privilegiada como la suya, agudizado su ingenio por los momentos previos a
salto al mas all4, era imposible adivinar lo que dos jévenes en los primeros afios del siglo
XIX demostrarian de forma irrefutable. Dos jovenes a los que la muerte arrastro consigo en
edades muy tempranas, como si la quintica ejerciera su maldicién. Dos jévenes que

destrozarian la Gltima vision matematica de Cardano:

La ecuacion general de quinto grado no puede resolverse siempre utilizando un nimero

finito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y extracciones de raices.

Ni todo el papel del mundo, ni todo el tiempo de la eternidad le hubiesen bastado para

encontrar su formula mégica.

ALTERNATIVAS DE ARTICULOS:

e Francisco Martin Casalderrey, Cardano y Tartaglia. Las matematicas en el
Renacimiento Italiano. Capitulo 4.Nivola, 2000.
e Dirk Jan Struik, Historia concisa de las Matematicas. Capitulo V. Instituto

Politécnico Nacional, 1986.
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