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Introduccion

El presente trabajo estd enmarcado en el area de las Matema-
ticas llamada Topologia y su motivacién es el tema de la Topolo-
gia Producto, en esta tesis escribimos las pruebas detalladas de
resultados conocidos; esta presentacion es original y tiene la fi-
nalidad de exponer en conjunto una serie de propiedades en
un espacio topologico que tiene la mismisima topologia produc-
to. Para esto realizamos un estudio meticuloso desde el pro-
ducto cartesiano, la topologia producto hasta senalar algunas
propiedades que se preservan bajo la topologia producto cuando
los espacios factores tienen dicha propiedad. Se nos escaparon de
tratar varias propiedades basicas como por ejemplo las de local-
mente compacto y arcoconexo. En la siguiente tabla mostramos
una lista de propiedades que preserva el producto numerable
cuando cada factor tiene cierta propiedad.

Propiedad P Cada X, tiene la propiedad P implica
[1,en X» tiene la propiedad P

Primero numerable Colorario 2.10

Separable Teorema 2.12 (3)

Metrizable Teorema 2.33
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Propiedad P Cada X, tiene la propiedad P,
mas otra propiedad implica que el

[T.cp Xa tiene la propiedad P

Localmente conexo Teorema 2.62
Tiene un subconjunto denso Teorema 2.12 (3)

Hausdorft Teorema 2.14
Regular Teorema 2.17
Retracto absoluto Teorema 2.24
Compacto Teorema 2.41
Conexo Teorema 2.53
Conexo por trayectorias Teorema 2.73
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Capitulo 1

Preliminares

Se comienza con los conceptos basicos y generales que se necesi-
tan para el desarrollo de este trabajo. Se usa la simbologia usual
de la matematica contemporanea. Se denotan por N y R al con-
junto de los nimeros naturales y al conjunto de los numeros
reales, respectivamente. Se denota por ) al conjunto vacio, |A]
la cardinalidad de A y X — A, el complemento de A en X. Un
conjunto X es numerable si | X| = |N| y es a lo mds numerable
si | X] < IN|. Si A es subconjunto de un espacio topoldgico X,
entonces Clx(A), Intx(A), Frx(A), son la cerradura de A, el
interior de A, la frontera de A, en X, respectivamente. Un con-
junto X es no degenerado si tiene mas de un punto. El simbolo
x o II denotan el producto cartesiano (con la topologia produc-
to). Los ntimeros entre corchetes indican las referencias citadas
al final de la tesis.

1.1. Productos cartesianos

Definicion 1.1. Sean A y B dos conjuntos. La cardinalidad
de A es menor o igual a la cardinalidad de B, es decir, |A| < |B],

1



2 Preliminares

si existe una funcion inyectiva f: A — B.

Sean A y B dos conjuntos. Recordemos que A y B tienen
el mismo cardinal si existe una funcion biyectiva f: A — B.
Cuando esto sucede escribimos |A| = |B| y decimos que |A],
la cardinalidad de A, es igual a la cardinalidad de B. Si existe
una funcién inyectiva f: A — B, entonces escribimos |A| < |B],
y decimos que la cardinalidad de A es menor o igual que la
cardinalidad de B. Mas adelante, en el Teorema 1.2, probaremos
que si existe una funcién suprayectiva f: A — B, entonces |B| <
|A|. Notemos que si A C B, entonces |A| < |B|, ya que la funcién
inclusion de A en B es inyectiva.

El Axioma de Eleccidn dice que si {A,: o € A} es una clase
no vacia de conjuntos no vacios y ajenos dos a dos, entonces
existe un conjunto 7' tal que, para cada o € A, se cumple que
TN Ayl = 1. Es decir, tal que T posee, para cada o € A,
solamente un elemento de cada conjunto A,. Utilizando este
axioma, es posible probar el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Sean A y B dos conjuntos. St f: A — B es una
funcion suprayectiva, entonces |B| < |A|.

Demostracién. Como f es una funcién suprayectiva, { f~1(b):
b € B} es una clase no vacia de conjuntos no vacios y ajenos dos
a dos. Entonces, por el Axioma de Eleccién, existe un conjunto
T tal que, para cada b € B, se cumple que |T'N f71(b)| = 1.
Dado b € B, sea TN f71(b) = {ap} y se define g(b) = a;. De
esta manera g: B — A es, en efecto, una funcién y, ademds,

es inyectiva. Luego, por la Definicién 1.1, se tiene que |B| <
|Al. O
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Definicién 1.3. Sea A un conjunto y < una relacion reflexiva
y transitiva en A (es decir, tal que para cada a € A :a < a, y
sia<byb=<c, entonces a < c). Entonces:

(1) m € A es un elemento maximal de A, si para cada a € A,
de m < a, se sigue que a < Mm;

(2) ap € A es una cota superior de un subconjunto B de A, si
para toda b € B, se tiene que b < ay;

(3) C C A es una cadena en A, si para cada c,d € C, sucede
que ¢ < d o bien d < c.

St se supone que ademds de ser reflexiva y transitiva, < es an-
tisimétrica (esto ultimo significa que si a,b € A son tales que
a<byb=< a, entonces a = b), entonces < es un orden parcial
en Ay, el par (A, <), recibe el nombre de conjunto parcial-
mente ordenado. Observe que si < es un orden parcial en A,
entonces m es un elemento maximal de A si y solo si, para cada
a € A, de m < a se sigue que a = m.

Una prueba del siguiente teorema puede consultarse en [6, Teo-
rema 25, pag. 34] .

Teorema 1.4 (Lema de Zorn). Sean A un conjunto y < un
orden parcial en A. Si cada cadena en A tiene una cota superior,
entonces A tiene al menos un elemento mazimal.

Se sabe que el Axioma de Eleccién y el Lema de Zorn son afir-
maciones equivalentes. Una demostracion de dicha equivalencia
se encuentra en [2, Teorema 2.1, pag. 31].

El principio de las casillas es también conocido como el prin-
cipio del Palomar se enuncia como sigue:
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Teorema 1.5 (Principio de las casillas). Si se dispone de n
casillas para colocar m objetos y m > n, entonces en alguna
casilla deberan colocarse por lo menos dos objetos.

Se daran algunas definiciones que no esta de mas recordar.

Definicién 1.6. Sea {X,: a € A} una clase de conjuntos. El
producto cartesiano de los elementos de dicha clase es

HXa:{f:A—> UXQ: pamcadaaEA,f(oz)eXa}.

acl acA

Dada 8 € A, cada Xg es el B-ésimo factor de [], .\ Xa-
Necesitamos del Axioma de Eleccién para garantizar que si cada
factor X, es no vacfo, entonces el producto cartesiano [,  Xa
es no vacio. A la inversa, si el producto cartesiano [],., Xo es
no vacio, entonces cada factor X, es no vacio.

Sifell,enXay B €A, alelemento f(5) de Xg lo llamamos
la G-ésima coordenada de f. Notemos que f((3) se encuentra en
el 3-ésimo factor de [ [, ., Xq. Es comtn denotar a los elementos
de [],cp Xo en forma similar a como se escriben las sucesiones.
También es muy comun cometer un pequeno abuso de notacion,
al permitir que un elemento o de A se utilice como variable
libre y como variable fija a la vez. De este modo, y cometiendo
el abuso antes indicado, el elemento de [], ., X, cuya a-ésima
coordenada es el punto z, de X,, se denotard por {z,}, o bien
por (z4)a. Cuando haya necesidad de especificar al conjunto A,

un elemento de [],., Xo se denotard por (zq)aca-

Si la clase A es numerable, denotamos al producto [], ., Xa
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por:

y a sus elementos como lo hacemos con las sucesiones. Si A
es finito, digamos A = {1,2,...,n}, denotamos al producto
[I.ca Xao en sus formas usuales, es decir, por:

X1 x Xy x---x X, (1.1.1)

o bien por [[i; Xi. Si X = X; = Xy = -+ = X,,, entonces al
producto cartesiano (1.1.1) lo denotamos por X". En general si
m es la cardinalidad de A y X = X, para cada a € A, entonces

el producto cartesiano [] ., X, se denota por X™.

aceA

Notemos que si A,, B, C X, para cada o € A, entonces:

[TAcc ] X v (HAa>m<HBa>H(AamBa).

a€eA acA acA acl acA
(1.1.2)

Ademas si A, C B,, para cada a € A, entonces:

1.2. Topologia producto

Definicién 1.7. Sean {X,: a € A} una clase no vacia de espa-
c10s topologicos no vacios y

X:HXQ.

ael
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Dada 8 € A consideremos la funcion pg: X — Xz definida,
para x = (T4)a € X, por

ps(z) = z5.
La llamaremos la [3-ésima proyeccion de X sobre Xg. Note

que ps es la funcién que a cada elemento de X le asocia su
(-ésima, coordenada.

Definicion 1.8. Sea X un espacio topologico con topologia 7.
Una base de 7 es una subcoleccion B de T con la propiedad de
que st x € X y U es un abierto de X que contiene a x, existe
V € B tal que x € V C U. En otras palabras, cada U € T puede
escribirse como la union de conjuntos de B. Cada elemento de B
es un basico de X. Sea X un espacio topologico con topologia T.
Una subbase para 7 es una coleccion S de subconjuntos abiertos
de X con la propiedad de que: la familia de todas las intersec-
ciones finitas de elementos de S forman una base para X. Cada
elemento de S es un subbasico de X.

Definicién 1.9. Sea X un espacio topoldogico. Una cubierta
de X es una clase d = {U,: o € A} de subconjuntos de X tales

que:
X:U%

a€A

Sid ={U,: a € A} es una cubierta de X yI' C A es tal que:

X:U%

acl’
entonces la clase V = {U,: a € I'} es una subcubierta de
U. El conjunto V es una subcubierta finita si I' es un conjunto
finito. En el caso en que I' sea un conjunto numerable, ¥V es una
subcubierta numerable. 5% cada elemento de U es abierto de X,
se dice que U es una cubierta abierta de X.
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Definicion 1.10. Sea {X,: o € A} una clase no vacia de espa-
c10s topologicos no vacios. La topologia producto del producto
cartesiano [[,cp Xa, es la que tiene por subbase a la clase:

{p;l(Ua): a € A yU, es abierto de Xa} .

Cuando hablemos del producto cartesiano X = [[,c\ Xa,
supondremos que X tiene la topolog ia producto a menos que
se especifique lo contrario. A la topologia producto también se
le llama topologia de Tychonoff. De modo que una base para la
topologia producto es

{NocrPa'(Ua): F C A, F finito, y U,

es abierto de X,, para cada a € F'}.

En el siguiente resultado presentamos las propiedades mas
importantes de las funciones proyeccién.

Teorema 1.11. Sean {X,: o € A} una clase no vacia de espa-
c10s topologicos no vacios y

X:HXa.

TS\

Entonces, para cada o € A, la funcion proyeccion po: X — X,
es continua, abierta y suprayectiva.

Demostraciéon. Como, para cada o € A y cada abierto U, de
X, ele lemento p,!(U,) es abierto (subbésico) de X, tenemos
que la proyecciéon p,: X — X, es continua.

Para ver que p, es suprayectiva, tomemos un punto z, en X,.
Para cada # € A — {a} consideremos un punto ag en Xj. En-
tonces (r3)p, donde xg =agsi B #ay xs =2, f=a, esun
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elemento de X tal que p,((x3)3) = x3. Esto muestra que p, es
suprayectiva. Para ver que p, es abierta, supongamos primero
que U es un subbésico de X. Entonces existen § € A y un abierto
Up de Xp tales que U = pgl(Ug). No es dificil probar que:

p;'(Us) =1 B (1.2.1)

reA

donde Bg = Us y B, = X,, para cada r € A —{f}. Por lo tanto

Pa(U) = pa (pgl(Uﬁ)) = Pa (H BT> = B..

relA

Como B, es un abierto de X,, ya que B, = U, si 8 = a 'y
B, = X, si 8 # «a, el conjunto p,(U) es abierto de X,. Con esto
hemos probado que si &« € A y U es un subbasico de X, entonces
Pa(U) es un abierto de X,.

Supongamos ahora que U es basico de X. Entonces

U= p;11 (Ua,) mp;gl (Uay) N - ﬂp;j (Ua,) »
donde ay,9,...,ap € Ay U,, es abierto de X, , para cada
i€{l1,2,...,n}. Utilizando (1.2.1) y la segunda parte de (1.1.2),
se tiene que:

Pl Ua) Npo,} Ua) N0t (Ua) = [ G (1:222)

rel

donde C,. = U, para cada i € {1,2,...,n} y C, = X,, para
cadar € A — {ay,a9,...,a,}. Por lo tanto:
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Como C,, es un abierto de X,, pues C, = U,, si a coincide
con algin a; y C, = Xy sia € A—{aq,as,...,a,}, el conjunto
Pa(U) es un abierto de X,. Esto muestra que si « € Ay U es
un bésico de X, entonces p,(U) es un abierto de X,.

Para terminar la prueba de que p, es abierta, supongamos
ahora que U es un abierto de X. Entonces

U=]JUs

feA

donde A C A y Ug es un basico de X, para cada 3 € A. Por
lo que acabamos de probar, cada conjunto p,(Up) es abierto de
X,. Ademas:

Pa(U) = pa U Us | = U pa(U5>.

BeA BeA

Por lo tanto p,(U) se puede escribir como una unién de abiertos
en X,. Luego p,(U) es un abierto de X, . Esto muestra que p,
es una funcién abierta. ]

Lema 1.12. La topologia producto, 7,, en [[,cp Xa, €s la mds
pequena de las topologias para las cuales, para cada 8 € A,

Dp: HXaHXﬁ

a€A

es continua.

Demostracién. Sea 7 una topologia en [ .\ X« tal que para
cada g € A,

po: | Xo — Xs

acA
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es continua. Para cada ¢ € {1,..n} sea U; abierto en X,, y
U = i1 pa'(U;) un bésico de 7,. Como p es continua, con
la topologia 7, entonces para cada i, p,!(U;) es un abierto en
[Toca X, asi para cada i, p,;'(U;) es un elemento de 7. Por lo
tanto U € 7. Como U es un basico de 7,, entonces 7, C 7. [J

En la demostracion del Teorema 1.11 hemos indicado que los
abiertos subbésicos de X = [],., Xo y sus abiertos bésicos,
se pueden expresar como productos cartesianos especiales. En
efecto si « € Ay U, C X, entonces por (1.2.1),

Pa 1(Ua) = H Bg
BeA

donde B, = U, y Bz = X3, para cada § € A — {a}. Por lo
tanto, los subbasicos usuales de X son los productos cartesianos

11 2.

a€A
para los cuales existe un subconjunto degenerado F' de A tal
que B, es abierto de X,, para cada « € A y B, = X, para
cada a € A — F. Informalmente hablando, es comun decir que
los subbasicos usuales de X son producto de abiertos, en donde
solamente una coordenada puede ser diferente del total corre-
spondiente.

Siag,an,...,a, € Ay U,, C X,,, paracadai € {1,2,...,n},
entonces por (1.2.2),
p;} (Ua,) ﬂp;; (Uay) N - ﬂp;j (Ua,) = H Ca
acA

donde C,, = U,, para cada i € {1,2,...,n} y C, = X,, para
cada @ € A —{aq,qq,...,a,}. En vista de que los basicos en un
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espacio topologico son las intersecciones finitas de los elementos
subbasicos, de todo esto se sigue que los abiertos béasicos usuales
de X son los productos cartesianos

IIc. (1.2.3)

para los cuales existe un subconjunto finito F' de A tal que C,
es un abierto de X,, para cada o € A y C, = X,, siempre
que a € A — F. Informalmente hablando, es comun decir que
los abiertos basicos usuales de X son producto de abiertos, en
donde solamente un ntumero finito de coordenadas pueden ser
diferentes del total correspondiente.

Mientras que los subbésicos y los béasicos de X siempre son
productos de abiertos (como hemos indicado en cada caso), no
necesariamente los productos de abiertos son abiertos, segin in-
dica el siguiente teorema.

Teorema 1.13. Sean {X,: o € A} una clase no vacia de espa-
c10s topologicos no vacios y

X:HXQ.

aeA

St para cada oo € A el conjunto A, C X,, entonces [ [, Ao €s
abierto de X si y sdlo si existe a € A tal que A, = 0, o bien
[l.ca Ao es un abierto bdsico de X.

Demostracién. Antes de iniciar la demostracion notemos que,
si cada A, es no vacio, el teorema dice que el producto cartesiano
[1.ca Aa es un abierto de X siy sélo si [],., Aa €s un abierto
basico de X.
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Ahora iniciamos la demostracion y, para simplificar, sea A =
[I.ca Aa. Supongamos que A es abierto de X. Dada a € A, por
el Teorema 1.11, la proyeccion p,: X — X, es abierta. Por lo
tanto p,(A) = A, es abierto de X,. Si A = (), entonces existe
a € A tal que A, = 0. Si A # (), podemos tomar un punto x € A
y un basico G en X tal que x € G C A. Como sabemos G es un

producto cartesiano
G=1]C.

aceA

para el que existe un subconjunto finito F' de A tal que C,
es abierto de X, para cada o € A y C, = X,, siempre que
a€e AN—F. Como C, C A,, paracada a € Ay C, = X, para
a € A — F, sucede que A, = X, para cada o € A — F. Tenemos
entonces que A, es abierto de X, para toda o € A y que F
es un subconjunto finito de A tal que A, = X, siempre que
a € A — F. Por tanto A es un béasico de X. Esto termina la
primera parte de la demostracion.

Para probar la segunda parte, supongamos primero que existe
a € A tal que A, = 0. Entonces A = 0 y, por lo tanto, A
es abierto de X. Supongamos ahora que A es un basico de X.
Entonces A es un abierto de X. Esto termina la segunda parte
de la demostracion. []

Supongamos que {X,: a € A} es una clase no vacia de espa-
cios topoldgicos no vacios. Si |A| > Ny, para cada « € A, existe
un abierto A, de X, tal que A, # 0 y A, # X, entonces, por
el Teorema 1.13, el producto cartesiano [] ., A, no es abierto
de [T,cp Xa. Si|A] < Ry, entonces todo producto de abiertos es
un abierto pues, en dicha situacién, todo producto de abiertos
es un abierto basico.
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Ahora vamos a estudiar otros aspectos que involucran a la
topologia producto. A partir de este momento, si dos espacios
topoldgicos X y Y son homeomorfos, escribiremos X = Y. Note-
mos que, en R? con la topologia usual, si * € R, entonces
R = {z} x Ry R = R x {z}. No es dificil convencerse, al
menos para casos sencillos, de que si (z,y) € X x Y, entonces
Y = {z}xY y X = Xx{y}. Porlo tanto, el producto topoldgico
X XY contiene una copia topolégica tanto de X como de Y, los
factores de X x Y. En general, el producto topoldgico [[,cp Xa
contiene una copia de cada uno de sus factores, es decir, para
cada a € A, el producto contiene un subconjunto homeomorfo
a X,. Para probar esto, es conveniente presentar primero la si-
guiente caracterizacion de la continuidad de las funciones, cuyo
contradominio es un producto cartesiano con la topologia pro-
ducto.

Teorema 1.14. Sean Y un espacio topologico y {X.: o € A}
una clase no vacia de espacios topologicos no vacios. Una fun-
cion f: Y — [,cn Xa €s continua si y solo si, para cada o € A,
la composicion p, o [ es continua.

Demostracién. Sea X = [[,., Xo donde p,: X — X, es
la a-ésima proyeccion de X sobre X,. Ahora iniciamos la de-
mostracién. Supdéngase primero que f es continua y sea o € A.
Como p, es continua y la composicién de funciones continuas es
continua, p, o f es continua.

Ahora Supoéngase que cada composicién p, o f es continua.
Para ver que f es continua, es suficiente con mostrar que la ima-
gen inversa de cualquier abierto subbéasico en X, es un abierto en
Y ([2, Teorema 8.3]). Supéngase, por tanto, que U es un abierto
subbasico en X. Entonces existen o € A y un abierto U, de X,
tales que U = p_(U,). Como p, o f es continua, U, es abierto
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en X,y
f_l(U) = f_l (pgl(Ua)) - (poz o f)_l(Uoz)a

sucede que f~1(U) es un abierto en Y. Esto muestra que f es
continua. []

Teorema 1.15. Sea {X,: a € A} una clase no vacia de espacios
topoldgicos no vacios. Si F C A y el subconjunto [],.n Aa de
[1.,ca Xo son tales que:

aeA

Ay =Xy para cada o € F y  |Ay| =1, para cada o € A — F.

Entonces [],cn Aa es homeomorfo a [],cr Xa.

a€cF

Demostracién. Consideremos la funcion f: [],cx Aa = [laer

X, definida, para cada (aq)aca € [[,ep Aa, POT:

f((aa)aeA) — (aa)aeF-

Como para cada a € F, tenemos que A, = X,, la funcion f
estd bien definida. Para cada a € A — F, escribamos A, = {z,}.
Dada (aq)acr € [, cp Xa, consideremos b, = a,, si o € F, y
bo = T siaw € A—F. Asi, (ba)aca €s un elemento de [],, ., Aq tal
que f((ba)acr) = (an)acr. Esto muestra que f es suprayectiva.
Tomemos ahora dos elementos ¥ = (Ya)ach ¥ 2 = (2a)acn de
[1.ca Aa tales que f(y) = f(2). Para cada o € A — F| se cumple
qQue Yo = Ta = Za ¥ (Ya)acr = (2a)aca, por lo que, para cada
a € F, tenemos que y, = z,. Esto implica que y = z, por lo que
f es inyectiva. Con todo esto, f es biyectiva.

Para cada 3 € F, consideremos la proyeccién pg: [[,cp Xa —
Xg. Por el Teorema 1.14, la funcién f: [[,cp Aa — [ cr Xa €5
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continua si y sélo si, para cada # € F, la composiciéon ps o
[ Tlaea Aa — Xp es continua. Dados 8 € F y (@q)aca €
[1.cA Aa, tenemos que:

(pﬁ © f) ((aa)aeA) = Dp (f((aa)ozel\)) - pﬁ((aa)aeF) = ag.

Por lo tanto pgo f es la proyeccion de [], ., Ao sobre Xj3. Luego
pg o f es una funcién continua. Como esto es cierto para cada
6 € F, deducimos que f es continua.

Para probar que f es un homeomorfismo, basta con hacer
notar que f es abierta, pues ya vimos que f es continua y biyec-
tiva. Para esto es suficiente con mostrar que la imagen, bajo f,
de cualquier abierto bésico no vacio en [ [, Aa, es un abierto en
[1.cr Xa. Sea [],cp Co un abierto basico no vacio de [, Aa-
Entonces C, es abierto en A, para cada a € A y, ademaés, ex-
iste un subconjunto finito £ de A tal que C,, = A,, para cada
a € A — E. Notemos que:

/ <H Ca) = {f((aa)aeA)  (an)aca € [ Oa} _

a€c a€cl
= {(aoz)ozeF: (aa)aeF € H Ca} - H Oa-
acl ackF

Vamos a probar que [[,.» Cy es un abierto bésico en [ [, Xa-
Dada o € F tenemos que A, = X,. Como C, es abierto en
A,, resulta entonces que C, es abierto en X,. Consideremos
ahora el subconjunto F' N E de A. Como F es finito, F N E
es finito (posiblemente igual al vacio). Si @ € F — (F N E),
entonces « € A — F por lo que C, = A, = X,. Esto muestra
que C, = X,, para cada o € F — (FNFE). Por lo tanto [[,.r Ca

es un abierto basico en [[, . Xa- ]
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Corolario 1.16. El producto de espacios topoldogicos contiene
una copia de cada uno de sus factores.

Teorema 1.17. Sea (X,,7,) un espacio topoldgico para cada
a € A, y sea {T,},cy una sucesion de puntos en el producto

X =1][Xayxo€ X, 2y — x0 50y $6lo si po(xn) — palzo)
a€A
para toda o € A.

Demostraciéon. Si z, — x9 y a € A como p, es continua, se
tiene que po(r,) — PalTo).

Reciprocamente, supéngase que para cada o € A, po(z,) —
Pa(o) v sea A un abierto cualquiera que contenga a x. Existe un
abierto basico B = p_* (Ua,)Np,| (Ua,)N...0p " (Ua,) en el espa-
cio producto tal que g € B C A, donde U; es un abierto en X,
que contiene a p,, (o), i € {1,...,n}. Como pq,(T,) — Pa,(T0)
para cada i, entonces existe n(i) € N tal que p,,(x,) € U; para
toda n > n(i,) i € {1,..,n}. Si ny = max{n(l),...n(k)},
entonces z,, € B para toda n > ng, lo que completa la de-
mostracion. ]

Si para un « dado y C,, C X, denotamos pgl (Cy) por (Cy)

éste es un bloque en [] X, donde cada factor es X, excepto el
a€el
a — ésimo factor, que es C,,.

Y de manera similar para un nimero finito de indices oy, ..., o,
y conjuntos Cy,, C X,,, ..., Cys, C X, , €l subconjunto

(Car) N0 (Co,) = p5' (Ca)) N Nipyt (Ca,)
es denotado por (C,,, ..., Ca,) , se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.18. En X = [[ X, se cumple:

ael
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(1) IICa= 0N (Ca)

aEA ael

(2) X - <Ca> - <Xa - Ca>

®x-(16) = b -,

acl

Demostracién. Para la primera parte: f € [] C, si y solo si
a€A
para cada a € A, p,(f) € C, si y sblo si para cada o € A,

fept(C,) siysélosi f e o (Cy) .
ac
Ahora, para (2): {z,},cp € X — (Cy) siy s6lo si {zq},cp €

X —|(Cyux JI Xp|siysolosi{zat,cpn € | Cax ] Xp
a#feA aFBeA
si y solo si x, & C, siy sélo si xz, € X, — C, siy sélo si

{Tateen € X — (Ca x ]I Xg| =(Xa—Ca).
a#Bel
Para la prueba de (3) se hace uso de la parte previa (1) y (2)

para esto, sea {Zo},cp € X — (H Ca> sty s6lo si {a},ep ¢

aeN

[[C. = 0 (Cy) siy sblo si {za},cpn ¢ 0 (C,) siy sdlo si
ac

acA ac

{Zatoepr € X — (ﬂ <Ca>) si y s6lo si {Za},en € ( UAX —
ac

acl

<Ca>) = U <Xa - Ca> . []
a€cl
El resultado que sigue se ocupa en el Teorema 1.21.

Teorema 1.19. [2, Teorema 12.3, pdg. 88] Sean f : X — Y
yg:Y — X funciones continuas tales que go f = 1x y f o
g = ly, donde 1x y 1y son las funciones identidad en X y
Y, respectivamente. Entonces f es un homeomorfismo y ademds

g=f"
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Definicién 1.20. Sean [] X, un producto cartesiano arbitrario
acA

y un punto x° = {xg}aeA € [[ Xa- Para cada 8 € A el conjunto
a€el

S(xo;ﬁ):ngH{{xZ}:a#ﬁ}CHXa

es una rebanada en [[ X, a través de x° paralelo a X,
ael

Teorema 1.21. Si [[ X, es un producto cartesiano arbitrario
acl

y un punto x° = {x € [ X, entonces la funcion sg :

2 }QEA €A

X3 — S (x° ) dada por

xgﬁxgxn{{xg}:a#ﬁ}

aceA

es un homeomorfismo de Xg con el subespacio S (z°;3) = S.

Demostracién. Note que los conjuntos abiertos (U,,, -+ ,U,,)
NS del subespacio S son 0, S, o (Ug) NS, donde (Up) es abierto
en Xg.

Asi 351 ((Uayy -y Uq, ) NS) =0,Y5 0 Ug y como estos son abier-

tos, se tiene que sg es continua. Ahora como ps : [[ X0 — X5
a€el
es continua, asi también es p = pg | S; y como posg = 1y,

y sgop = lx, y haciendo una aplicacion del Teorema 1.19, se
tiene que p y sz son homeomorfos. []

Definicién 1.22. Sean X un espacio topologico y D C X. D
es denso en X si Clx(D) = X. Equivalentemente, un subcon-
Jgunto D de un espacio topologico X, es denso en X si para todo
conjunto abierto A de X diferente del vacio AN D # ().
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Observacion 1.23. De la definicion de base de una topologia
resulta que para constatar que D C X es denso, es suficiente
tener que D N A # ) para toda A € B, en donde B es una base
para X.

Teorema 1.24. Sea 2° = (x3) un elemento fijo en [ X, y sea
a€A
D ={(za)aen : (Ta)acr y (23) difieren a lo mds en un mimero

finito de coordenadas }. Entonces D es denso en [] X,.
acl

Demostracién. Sea < U,,,...,U,, > un basico. Veamos que
< Usyy ooy Uy, > ND # 0. Sea {xp}pen tal que xo, € Uy, @0, €
Usys s Ta, € Uy, Para § # aq, ...,y sea x5 = 73, entonces
{zs}per €< Usyy ... Us, > ND, y asi D= 11, Xo- ]

Teorema 1.25. Si{X, : o € A} es una clase no vacia de espa-
cios topologicos no vacios y para cada o € A, A, es un subespa-
cio de X, entonces las dos topologias definidas sobre el conjunto

A = [] Aa, es decir, la topologia del producto cartesiano de los
a€cl
subespacios {Ay : a € A} y la topologia de un subespacio de un

producto cartesiano [[ X, coinciden.
acl

Teorema 1.26. Si A, C By, para cada o € A, entonces [[ Aa C
acA

[ Ba- Reciprocamente, si cada X, # 0 y [ Aa C [] Ba, en-

a€A a€N a€A

tonces A, C B,.

Demostraciéon. La primera afirmacion es trivial, la segunda es
cierta por el Teorema 2.8

Ag = ps (HAQ> C By = pp <H3a> .

a€A acA
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[]

Teorema 1.27. Para cada clase de conjuntos {A,:a € A},
A, C X, en el producto cartesiano X = ] X, se tiene que:

o€l
Clx (HAQ> = [[Cix(An)
aceA acA
Demostracién. Sabemos que z € Clx (H Xa> si y soélo si
a€A
para cada elemento [] W, de la base para [[ X, que contiene a
ac acl
x, tenemos que [[W.N [[ Xo = [[ WanN X,) # 0, es decir si
o€l ac a€cl

para cada o € A y una vecindad W, de la o —ésima coordenada
de z, tenemos que W,NX, # (. La tltima condicién se satisface
siysélosize [[Clx(Xa). O

aceA

Corolario 1.28. El conjunto [] A, donde A, C X, # 0 es

aceA
cerrado en el producto cartesiano [[ X, si y solo si A, es es
acA
cerrado en X, para cada o € A.

Demostracién. Supdéngase que para toda «a, cada A, es cerra-

do, por el Teorema 1.27, se tiene que [] A, también es cerrado.
acA
Reciprocamente, si [] A, es cerrado, entonces [] A, = Clx
a€A

<H Aa) = [] Clx(A,) y asi para cada a € A, los conjuntos

a€A acl
Ay = Clx(Ay). []
Corolario 1.29. El conjunto [] A., donde A, C X, # 0 es
a€el
denso en el producto cartesiano [[ X, st y sdlo si A, es denso
acl

en X, para cada o € A.
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Demostracién. Supongamos que A, es denso en X,, luego
X, C Clx(Ay), por el Teorema 1.26 y el Teorema 1.27, se sigue

que
[]X. c [[Clx(4a) = Cix (H%) :
acA acl acl
asi [] An es denso en [ X,.
acl

Reciprocamente, como el [[ A, es denso en [] X, siy sélo si

[A. = Cix <HXQ> N

aceA acA

y por el Teorema 1.27, se tiene que [] A, =[] Clx (X, ) siy sélo
acA

si Ay C Clx(X,) y Clx(X,) C Ay siysélosi X, C Clx(X,) C
A, C Clx(Ay) y X, C Clx(X,) C A, C Clx(A,) por Teorema
1.26 X, C Clx(X,) C Ay C Clx(A,) para cada o € Ay
del hecho de que un conjunto A de un espacio topoldgico X es
denso en B C X si B esta contenido en la cerradura de A, es
decir, B C Clx(A), y ademas que C' C Clx(C), se tiene que
X, C Clx(A,) y asi se tiene el resultado. O

Definicién 1.30. Sea A C X. El interior de A es el conjunto
abierto mas grande contenido en A; esto es,
Int(A) =U{U | U es abierto y U C A}.

Observacién 1.31. Int(A) = X — (Clx(X — A)) para un con-
junto A.

Teorema 1.32. Para cada i € {1,2,...,n} sea A; un subcon-
gunto del espacio topoldgico X;. Si A" denota el conjunto de los
puntos de acumulacion de A, entonces
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(1) <ﬁAz>/ = (All X Clx(AQ) X ... X CZX(An)) U(CZX(Al) X
Ay 5 X Cly(A)U..) = U (Cly (A1) x Cly(As) x . x ALY,

@Jm(ﬂ&>:ﬁmu&y
(3) Sea A CY y B CY. Entonces
Fr(Ax B)=(Fr(A) xClx(B))U (Clx(A) x Fr(B)).

Demostracién. Probaremos el teorema para dos factores y una
reproduccion facil del argumento de inducciéon nos da un resul-
tado mas general.

Para esto sea

(a,b) € (Ax B)' siy sélosi (a,b) € Clx((A X B) — (a,b)) =
Cl([(A— {a}) x BJU[A x (B—{8})]) = [Clx(A — {a} x B])U
[Clx(A) x (Clx(B —{b})]) siysélosi (a,b) € (A x Clx(B))U
(Clx(A) x B).

Para la segunda parte obsérvese que:
_maHAgzxzcu@x—[pmzx—oudyxzﬁm)zx—
i=1 i=1 =
QIC’ZX((X — A;)) por la Observacién 1.31 y Teorema 1.18(3),

tenemos que ‘%1<X — (Clx(X — A))) = [[Int(A)).
i= i=1
Para probar la tltima parte sea (z,y) € Fr(A x B). Por
la deﬁnicién, Fr (A X B) C CZX(A X B) = CZX(A) X CZX(B),
también v € Clx(A) yy € Clx(B). Six ¢ Fr(A)yy ¢ Fr(B)
de nuevo, por definicién, x ¢ Clx(X — A) yy ¢ Clx(X — B).
Sea

U=a¢ (X -Clx(X —A)yV =x¢ (Y —Clx(Y — B)).
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Entonces (z,y) € UxV y (UxV)N(XxY) - (AxB),
contradiciendo que (z,y) € Fr (A x B). En consecuencia x €
Fr(A)oye Fr(B),y asi

Fr(Ax B) C (Fr(A) x Clx(B)) U (Clx(A) x Fr(B))

Supdéngamos ahora que x € (Fr (A) x Clx(B)) y sea U x V un
conjunto abierto béasico tal que (x,y) € U x V. Queremos probar
que (UxVIN(AXxB) Dy (UxV)N[(X xY)—(Ax B)] #
(). Como x € Fr(A) yy € Clx(B), se tiene que (UNA) # 0Dy
(V N B) # ); de aqui se sigue que (U x V)N (A x B) # (.

Como x € Fr(A), se tiene que U N (X — A) # (). Sea z €
UN(X — A), se sigue que

{z}xVcCcUxV)N[(XxY)—-(Ax B)|.

Luego (Fr(A) x Clx(B)) C Fr(A x B).
De manera similar se puede probar que Clx(A) x Fr(B) C
Fr(Ax B). O

Teorema 1.33. Sea X un espacio fijo y {X, : o € A} una clase
no vacia de espacios topologicos no vacios. Supongase que para
cada o € A, se tiene f, : X — X,. Entonces definiendo f :
X — [] Xa por

ac A

f(z)={fa (x)}ae A

f es continua si y solo si para cada o € A, se tiene que pgo f
es continua.

Demostraciéon. Sea ps la funcién proyeccion sobre el f—ésimo
factor. Sabemos que la funcién ps es continua, ahora si U, es
un abierto en X, el conjunto pgil (U,) es un subbaésico en X,,.



24 Preliminares

Supongamos que f : X — [] X, es continua. Claramente la
ac A
funcién pgo f = fz es continua, pues la composicién de funciones

continuas es también continua.

Reciprocamente, supéngase que cada f, es continua. Para
probar que f es continua, serd suficiente probar que la ima-
gen inversa bajo f de cada elemento subbdésico es un abierto en
X. Ahora un elemento subbasico para la topologia producto de

[T X. es un conjunto de la forma pg! (Us), con 3 € Ay Up

a€ A
es un abierto en X3. Ahora

7 5t )] = 15 ),

porque pgo f = fz. Como f3 es continua para todo 8 € A, se
tiene que f; ' (Us) es un abierto en X. Asf f es continua. [



Capitulo 2

Productos de espacios
topologicos

2.1. Numerables

En el presente trabajo sera importante reconocer que ciertos
conjuntos o bien que ciertas clases de conjuntos son numerables.
Conviene, por lo tanto, recordar la definicion y los resultados
mas importantes sobre espacios numerables. Dada n € N, defin-
1mos:

S,=41,2,...,n}.
Definicion 2.1. Sea A un conjunto. Decimos que:

(1) A es finito si A =0 o bien si existen n € N y una funcion
biyectiva f: A — Sy;

(2) A es infinito si A no es finito;

(3) A es infinito numerable si existe una funcion biyectiva

f:A—=N;
(4) A es numerable si A es finito o bien infinito numerable;

25
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(5) A es no numerable si el conjunto A no es numerable.

Para mas informacion sobre cardinalidad, el lector puede con-
sultar la Seccion 7 del Capitulo 1 del libro [2]. En [2, Corolario
7.7, pag. 47] se prueba, por el ejemplo, el Teorema de Schroeder-
Bernstein el cual dice que si |A| < |B| y |B| < |A|, entonces
4] = |BI.

La cardinalidad del conjunto N se denota por Nj. La cardi-
nalidad de S,, de denota por n. Decimos que un conjunto A es
degenerado si |A| = 1. Si |A| > 2, entonces A es no degenerado.
Los conceptos presentados en la Definicién 2.1 pueden interpre-
tarse como sigue: A es finito si su cardinalidad es la de algin
conjunto 5, A es infinito numerable si su cardinalidad es Ny y
A es numerable si su cardinalidad es menor o igual que Ny.

La demostracion del siguiente teorema puede consultarse en
8, Teorema 7.1].

Teorema 2.2. Para un conjunto no vacio X, las siquientes afir-
maciones son equivalentes:

(1) X es numerable;
(2) eziste una funcion suprayectiva f: N — X;
(3) existe una funcion inyectiva f: X — N.

De la definicién de conjunto numerable, es facil ver que un
conjunto A es numerable si y sélo si existen un conjunto numer-
able J y una funciéon biyectiva g: A — J. En otras palabras,
un conjunto es numerable si estd en correspondencia biunivoca
con algiin conjunto numerable. Combinando ésto con el Teorema
2.2, resulta que un conjunto no vacio X es numerable si y sélo
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si existen un conjunto numerable J y una funcién suprayectiva
f:J — X, o bien una funcion inyectiva g: X — J. La presente
observacion serda importante en la demostraciéon de algunos de
los resultados que presentaremos en esta seccion.

Teorema 2.3. El conjunto N x N es numerable.

Demostracién. Para ver esto, de acuerdo con el Teorema 2.2,
es suficiente con mostrar una funcién inyectiva f: N x N — N.
Dada (n,m) € N x N, podemos definir:

f((n,m)) = 273",

Para ver que f es inyectiva, tomemos dos elementos (n,m) y
(r,s) en N x N, de modo quef((n,m)) = f((r,s)). Entonces:

2"3™ = 2"3%. (2.1.1)

Supongamos que n #ry m # s. Sin >ry m > s, entonces
n—r>0ym—s >0, porloque 2" "3 > 293 = 1, de donde
2"3™ > 2"3% lo que contradice (2.1.1). Supongamos ahora que
n>rym<s. Entoncesn —r € Ny s —m € N por lo que,
de (2.1.1), se cumple que 2"™" = 3*7™. Luego 2 divide a 3°7™
y, por tanto, 2 divide a 3, lo cual es una contradiccién. De todo
esto, concluimos que no podemos suponer que n. > ry m > S, ni
que n > r y m < s. De manera similar, se muestra que tampoco
podemos suponer quen < rym > s, niquen <rym < s. Por
tanto, no podemos suponer que n # r y m # s. Luego n = r
o bien m = s. Sin =r, de (2.1.1), se sigue que 3™ = 3° vy, asi,
m = s. De igual manera, si m = s tenemos que n = r. Luego
(n,m) = (r,s) y, por lo tanto, f es inyectiva. O

El hecho de que NxN es numerable es importante para probar
los siguientes resultados.
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Teorema 2.4. El producto finito de conjuntos numerables es
numerable.

Demostracién. Haremos la demostracion solo para el producto
de dos conjuntos numerables, pues el caso general se deduce de
esta situacion, aplicando induccién matematica. Sean, pues, A
y B dos conjuntos numerables. Si alguno de A y B es vacio,
entonces A X B es vacio. Supongamos, por lo tanto, que A y
B son no vacios. Como A y B son numerables, por el Teorema
2.2, existen funciones suprayectivas f: N — Ay g: N — B.
Consideremos la funciéon h: N x N — A x B definida, para
(n,m) € N x N, por:

h((n,m)) = (f(n), g(m)).

Si (a,b) € A X B entonces, como f y g son suprayectivas, ex-
iste (n,m) € N x N tal que f(n) = a y g(m) = b. Luego
h((n,m)) = (f(n),g(m)) = (a,b). Esto prueba que h es supra-
yectiva. Hemos encontrado una funcién suprayectiva del conjun-
to numerable Nx N a A x B. Por tanto A X B es numerable. []

Con respecto al Teorema 2.4 mas adelante, en la pagina 32,
veremos que un producto numerable de conjuntos numerables,
no es necesariamente un conjunto numerable.

Teorema 2.5. La union numerable de conjuntos numerables es
numerable.

Demostracién. Sean J un conjunto numerable y {4,,: n € J}
una clase no vacia de conjuntos numerables no vacios. Para ca-
da n € J, como A, es numerable, por el Teorema 2.2, existe
una funcién suprayectiva f,: N — A,. Puesto que J también
es numerable, aplicando de nuevo el Teorema 2.2, existe una
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funcién suprayectiva g: N — J. Consideremos ahora la funcion
h: NxN —J _;A, definida, para (k,m) € N x N, por:

Notemos que h estd bien definida pues, si (k,m) € N x N, en-
tonces g(k) € J y

neJ

W((k,m)) = fyu(m) € Aggy C | An.

neJ

Veamos ahora que h es suprayectiva. Para esto sea a € |, ; An.
Entonces existe n € J tal que a € A,,. Como f, es suprayectiva,
existe m € N tal que f,(m) = a. Ademads, como g es suprayec-
tiva y n € J, existe k € N tal que g(k) = n. De esta forma
h((k,m)) = foyu(m) = fu(m) = a, por lo que h es suprayec-
tiva. Hemos encontrado una funcién suprayectiva del conjunto
numerable N x N a |, .; A,. Por lo tanto |J,; A, es numer-

able. ]

Debido a la cantidad de veces que se utilizara en este trabajo,
el siguiente resultado es el principal de la presente seccion.

Teorema 2.6. Si C' es un conjunto numerable y C es la clase
de los subconjuntos finitos de C, es decir, si

C={L CC: L es un subconjunto finito de C'},

entonces C es numerable.

Demostracién. Notemos que C = ) _x A, donde, paran € N,

neN

A, ={LcCcC:|L|=n}.
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Veamos que cada A,, es numerable. Tomemos entonces n € N y,
para cada i € {1,2,...,n}, sea C; = C. Consideremos la funcién

fn: 11, Ci — A, definida, para (21, 22, ..., x,) € [ [\, Ci, por:

fol(z1, 29, ... xn)) = {x1, T2, ..., Tp } -

Es fécil ver que f,, es suprayectiva. Ademds, como [[;_; C; es un
producto finito de conjuntos numerables, por el Teorema 2.4,
[T:-; C; es numerable. Hemos encontrado una funcién suprayec-
tiva del conjunto numerable [, C; a A,. Por lo tanto A, es
numerable.

De lo anterior tenemos que C es una union numerable de

conjuntos numerables. Luego, por el Teorema 2.5, C es numer-
able. []

Recordemos ahora que un espacio topoldgico es discreto si su
topologia es la discreta. Si cada espacio factor X, es discreto,
es natural preguntarse si la topologia producto de [], ., Xa €s
la discreta. Como una aplicacion del Teorema 1.13, tenemos el
siguiente resultado, el cual responde la pregunta.

Teorema 2.7. Sean {X,: a € A} una clase no vacia de espacios
discretos no vacios y :
X =]] X

aceA

Entonces X es discreto si y solo si el conjunto J = {a €
A: | X,| > 2} es finito.

Demostraciéon. Antes de iniciar la demostracién conviene hac-
er un comentario. Como cada espacio X, es no vacio, el teorema
dice que la topologia producto de X es la discreta si y sélo si
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todos los espacios X, salvo un numero finito de ellos, son de-
generados. Por lo tanto, ningin producto topolégico que tenga
una cantidad infinita de factores no degenerados es discreto.

Ahora iniciamos la demostracion. Supongamos primero que
X es discreto. Entonces cada subconjunto de X es abierto. En
particular, si * = (z4), € X, entonces {z} es abierto en X.
Notemos ahora que:

{a} = [[{za}-
acl

Entonces el producto cartesiano [[,.,{zo} es abierto en X.
Luego, por el Teorema 1.13, [[,ca{®a} es un abierto bésico en
X. Ahora bien, para que el conjunto [[,.,{z.} sea un abierto
basico en X es necesario que todos los espacios X, salvo un
numero finito de ellos, sean degenerados. Por lo tanto, el con-
junto J = {a € A: | X,| > 2} es finito.

Supongamos ahora que el conjunto J = {a € A: |X,| > 2}
es finito. Para probar que X es discreto, es suficiente con hacer
ver que los subconjuntos degenerados de X son abiertos en X.
Tomemos, por lo tanto, un elemento x = (x,), € X. Entonces

{o} = [ [{za}
a€l
y, por el Teorema 1.13, para que el producto cartesiano [ [ {za}
sea un abierto en X, basta con verificar que dicho producto es
un abierto basico de X. Como z, € X, para cada a € Ay J
es finito, sucede que X, = {x,}, para cada o € A — J. Por lo
tanto [[,cp{za} es un subconjunto de X tal que cada factor
{z,} es abierto en X, y {z,} = X,, para cada o € A —J. Luego
[1.,ca{za} es un abierto bésico en X. O
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Consideremos el conjunto {0,2} con la topologia discreta.
Para cada n € N, hagamos X,, = {0,2} y consideremos el pro-

ducto cartesiano
X = H X,

neN
con la topologia producto. Por el Teorema 2.7, X no es un espa-
cio discreto. Se puede demostrar que X es homeomorfo al con-
junto de Cantor usual C. Una manera de hacer esto es probar
primero que

BTL

n=1

C = {Z&:xne{O,Q} paracadanEN}

y, posteriormente, demostrar que la funcién f: X — C definida,
para x = (z,), € X como:

fla)y=>Y =

n=1

8

es un homeomorfismo. Para el lector interesado en ver los de-
talles de dichas afirmaciones, puede consultar las paginas 227 a
232 del libro [3]. Como se sabe, el conjunto de Cantor C' es no
numerable. Entonces X, el cual es un producto numerable de
conjuntos numerables, es no numerable.

2.2. Primero numerables

Recordemos que un espacio X es primero numerable si, para
cada r € X, existe una base local numerable en x. El siguiente
resultado muestra condiciones, bajo las cuales, la propiedad de
ser primero numerable se preserva bajo funciones continuas.
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Teorema 2.8. Sean X y Y dos espacios topologicos y f: X —
Y una funcion abierta, continua y suprayectiva. St X es primero
numerable, entonces Y también es primero numerable.

Demostracién. Supongamos que X es primero numerable. Para
ver que Y es primero numerable, tomemos un punto y € Y. Co-
mo [ es suprayectiva, existe © € X tal que f(z) = y. En vista
de que X es primero numerable, existe una base local numerable
B, = {B,: n € N} en z. Dada n € N hagamos C,, = f(B,) ¥y
consideremos la clase C, = {C),: n € N}. Como f es abierta y
cada elemento B, es un abierto en X que tiene a x, sucede que
cada elemento C), es un abierto en Y que tiene a y = f(x). Su-
pongamos ahora que V' es un abierto en Y tal que y € V. Como
f es continua en z, existe un abierto U en X tal que x € U y
f(U) c V. Utilizando que B, es una base local en z, existe n € N
tal que x € B, C U. Luegoy = f(z) € C,, = f(B,) C f(U) C V.
Hemos probado que los elementos de C, son abiertos en Y que
tienen a y y, ademas, que cada abierto en Y que tiene a y, con-
tiene un elemento de C,. Por lo tanto C, es una base local en y.
Como B, es numerable, resulta que C, también es numerable.
Esto prueba que Y es primero numerable. [

Utilizando el resultado anterior probamos el siguiente crite-
rio, bajo el cual, un producto arbitrario de espacios primero
numerables es primero numerable.

Teorema 2.9. Sea {(X,, 7o) : @ € A} una clase no vacia de es-
pactos topoldgicos no vacios. Hagamos:

X = H X,,.
a€A

Entonces X es primero numerable si y solo si se cumplen las
siguientes condiciones:
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(1) X, es primero numerable, para cada o € A;

(2) el conjunto J = {a € A: 1, tiene por lo menos tres elementos}
es numerable.

Demostracién. Antes de iniciar la demostracion notemos que,
para conjuntos no degenerados, solamente la topologia indiscreta
posee dos elementos. Por lo tanto la condicién (2) dice que el
conjunto de espacios X, que no son indiscretos es numerable.
Asi, debemos probar que X es primero numerable si y sélo si
cada factor X, es primero numerable y todos ellos, salvo una
cantidad numerable, son espacios indiscretos.

Ahora iniciamos la demostracion. Supongamos primero que
X es primero numerable. Dada a € A, consideremos la fun-
cién proyecciéon p,: X — X,. Como X es primero numerable vy,
por el Teorema 1.11, p, es continua, abierta y suprayectiva, por
el Teorema 2.8, tenemos que X, es primero numerable. Ahora
consideremos el conjunto:

J ={a € A: 7, tiene por lo menos tres elementos} .

Si J = (), entonces J es numerable y la primera parte de la
demostracién esta completa. Supongamos, por lo tanto, que J #
(). Para cada a € J, como 7, tiene por lo menos tres elementos,
existe un abierto U, en X, tal que U, # 0 y U, # X,. Tomemos
un punto a, € U,. Para los elementos 3 € A — J, consideremos
un punto ag € Xg. De esta manera tenemos definido un punto
a = (aq)q en X. Como X es primero numerable, existe una base
local numerable B, = {V,,;: n € N} en a.

Ahora, para cada elemento V,, de B,, vamos a considerar la
proyeccion de V,, sobre todos los factores X, de X, y quedarnos
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con aquellos indices o € A, para los cuales la proyeccién p, (Vi)
no es igual a X,. Mostraremos que solamente hay una cantidad
finita de dichos indices y que su unién contiene a J. De esta
manera, tendremos que J es numerable.

Para formalizar lo indicado en el parrafo anterior considere-
mos, para cada n € N, el conjunto:

H,={aeA:p,(V,) # X.}.

Vamos a probar que H,, es finito. Para esto notemos que, como
V,, es un abierto en X, existe un abierto basico Hae A Ca con-
tenido en V,. Entonces cada C, es abierto en X, y, ademads,
existe un subconjunto finito F' de A tal que C, = X, para cada
a € A — F. Por lo tanto, para cada § € A — F,

pﬁ(vn) Dpﬁ <H Ca) — Cﬂ = Xﬂ.

aceA

Luego pg(V,) = X3, de donde 8 ¢ H,,. Esto muestra que H,, C F’
y, como consecuencia de esto, H, es finito. Aplicando ahora el
Teorema 2.5, deducimos que el conjunto

H = O H,
n=1

es numerable. A continuacién vamos a demostrar que J C H.
Para esto sea a € J. Como ya dijimos, en X, consideramos el
abierto U, tal que U, # 0 y U, # X,. Ademds tomamos el
punto a, € U,. Definamos D, = U, y Dg = X, para cada

B € A —{a}. Entonces
U=]]Ds
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es un abierto en X que tiene al punto a. Como B, es una base
local en a, existe n € N tal que V,, C U. Luego p,(V},) C po(U) =
U, # X,, de donde a € H,, C H. Esto prueba que J C H,
asi que J es un subconjunto del conjunto numerable H, luego J
es numerable. Esto termina la demostracién de la primera parte
del teorema.

Para probar la segunda parte del teorema, supongamos que
cada X, es primero numerable y que el conjunto

J = {a € A: 7, tiene por lo menos tres elementos}

es numerable. Tomemos un punto b = (b,), en X. Dada o € A
el punto b, se encuentra en X,, el cual es primero numerable.
Entonces existe una base local numerable B, en b,. Notemos que
si a € A — J, entonces el espacio X, es indiscreto. Luego B, =
{X,}. Consideremos ahora la clase B de todos los subconjuntos

de X de la forma:
|J (2.2.1)

acl
donde A, € B, para cada o € A y, ademads, existe un subcon-
junto finito G de J tal que A, = X,, para cada a € A — G.
Vamos a probar que B, es una base local numerable en b.

Para ver que la clase B;, es numerable, supongamos que F
es un subconjunto finito de J. Consideremos la clase By de los

elementos
]] 4

acl
en B, de modo que F' es justo el subconjunto finito de J tal que
Ay = X,, para cada o € A — F. Si [[,cp Aa ¥ [laep Ba son
elementos distintos de Bp, entonces existe a € F tal que A, y
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B, son diferentes elementos de B,. Con esto hemos probado que
lo que diferencia a dos elementos de By es el elemento de la base
local B, que elegimos en alguna coordenada « de F. Utilizando
esto, el principio de las casillas y el hecho de que cada base
local B, es numerable, no es dificil probar que B tiene R - | F|
elementos. Como F' es finito, Xy - |F| = Wy. Entonces B es
numerable. Notemos ahora que:

B, = U {Bp: F es un subconjunto finito de J} .
Definamos
C={F CJ: F esfinito}, B={Bp: FeC}

y consideremos la funcion g: C — B definida, para F' € C, co-
mo g(F') = Bp. Es facil ver que g es suprayectiva. Ahora bien,
como J es numerable, por el Teorema 2.6, C es numerable. Ten-
emos entonces que g es una funcién suprayectiva del conjunto
numerable C a B. Luego, por el Teorema 2.2, B es numerable.
Entonces B, = |JB es una unién numerable de conjuntos nu-
merables asi que, por el Teorema 2.5, B, es numerable.

Para ver que B, es una base local en b, sea U un abierto en
X con b € U. Consideremos un abierto basico usual B de X tal
que b € B C U. Entonces

B=1]]B.
ac

donde B, es abierto en X, para cada o € A y, ademas, existe
un subconjunto finito K de A tal que B, = X,, para cada
a € A — K. Notemos que si « € K — J, entonces B, = X,,
pues B, es un abierto no vacio del espacio indiscreto X,. Por lo
tanto G = K NJ es un subconjunto finito de J tal que B, = X,,
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para cada o € A — G. Dada a € GG, como b, € B, y B, es una
base local de b, en X,, existe C,, € B, tal que b, € C, C B,.
Consideremos ahora
A=]]A4
ac

donde A, = C, para cada o € G, A, € B, paracadaa € J—G
y A, = X,, para cada a € A — J. Notemos que A, € B,, para
cada a € A. Ademaés G es un subconjunto finito de J tal que
A, = X,, para cada o € A— J. Por lo tanto A € B;. Ahora bien,
como A, C B,, para cada a € A, sucede que be A C B C U.
Esto prueba que Bj es una base local en b. Por consiguiente, X
es primero numerable. ]

Corolario 2.10. El producto de una cantidad numerable de es-
pacios primero numerables, es primero numerable.

Demostracion. Como, en este caso, J = {a € N: 7, tiene por
lo menos tres elementos}, evidentemente, J C N. Asi, J es nu-
merable. De aqui, se cumple la condicién (2) del Teorema 2.9
y como también se cumple la condiciéon (1) de dicho teorema,
obtenemos el corolario. []

Notemos que, en general, el producto arbitrario de espacios
primero numerables no es primero numerable. Por ejemplo, Sea
A = R, para cada a € A, el espacio topolégico X, = R y
T, = topologia usual de R. Con todo esto, J, de la condicién (2)
del Teorema 2.9 no es numerable. Asi, [, ., Xo no es primero
numerable.
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2.3. Hausdorff, Regular, Tychonoff y AR

Definicién 2.11. Un espacio topologico X es separable si con-
tiene un subconjunto denso numerable.

Teorema 2.12. (1) Sean X y Y dos espacios topolégicos y f :
X — Y continua y suprayectiva. St D C X es denso, en-

tonces f (D) es denso en'Y. En particular, si X es separable,
Y lo es.

(2) Sea D C X denso y E C X abierto en X, entonces END es
denso en el subespacio E. Ast, cualquier subconjunto abierto
de un espacio separable es separable

(3) Un subcongunto D de un producto de espacios [ X, es den-
a€el
so, si es de la forma [] D,, donde D, es denso para toda
ael
a € A y por lo tanto si A es numerable, X, es separable para

toda o € A\ si y solo si [[ Xo es separable.

a€A

Demostracion. Sea A C Y abierto. Como f es una funcion
continua, f~1(A) es un conjunto abierto en X y por lo tanto
1 (A)ND # 0. Si z estéd en la interseccién, entonces f () €
f(D)NA.

Para probar la segunda parte del teorema sea A C E abierto
cualquiera en . Como FE es abierto en X, entonces A es abierto
en X y por lo tanto AN D # (. Asi resulta que D N E es denso
en F.

Ahora se probard la parte (3), para esto sea D = [] D,,
a€A
donde D, es denso en X, para cada a € A y sea A C [] X, un

a€A
abierto basico del producto. De 1.2.3 se sigue que A =[] ,-x Cas

a€A
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donde C', es un abierto de X, para cada o € A. Asi, resulta
que C, N D, # () para cada o € A y si z, € A, N D, entonces

el elemento en [] X, cuya a — ésima coordenada es x, que
aEA
pertenece a D N A.

En el caso en que A es numerable y cada X, es separable,
entonces D = [[ D, es denso y numerable en [] X,, donde

a€A acEA
D,, es un subconjunto denso numerable en X,. Por otro lado si

[] Xa es separable y D C ][] X, denso y numerable, entonces
a€A aEA
como cada proyeccion es continua y suprayectiva, del inciso (1),

resulta que p, (D) es denso y naturalmente numerable en X,.
Es decir X, es separable para cualquiera que sea a. ]

Definiciéon 2.13. Un espacio topologico X es un espacio Haus-
dorff (oTy) si para cada par de puntos distintos p,q € X existen
conjuntos abiertos U,V de X tales quep € U, g € V yUNV = 0.

Teorema 2.14. (1) La propiedad de ser de Hausdorff es una
propiedad hereditaria.

(2) El producto topoldgico T[] X es Hausdorff si y sélo si para
a€el
toda oo € A, se tiene que X, es Hausdorff.

Demostracién. (1) Sean Y un espacio de Hausdorff, A C Y
y p,q € A; como Y es Hausdorff existen abiertos U,V de Y,
ajenos tales que p € U,q € V. Luego UN Ay VN A son también
abiertos de A, ajenos, es decir, A es Hausdorff.

Para la segunda parte del teorema, supongase que cada X,
es Hausdorff. Sean p = (aa),cp ¥ ¢ = (ba),ep Puntos distintos
en X. Asi, existe 3 € A tal que ag # bg. Por hipétesis Xz es de
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Hausdorft entonces existen U y V' abiertos en Xg, ajenos, tales
que ag € U y bg € V. Por definicién de espacio producto pg :
[T Xa — X3 es continua. Luego pgl (U), pgl (V') son abiertos,

acl

ajenos y p € pgl (U), q € pgl (V), por lo tanto [] X, es un
a€A

espacio de Hausdorff.

Reciprocamente, supéngase que [] X, es de Hausdorff, por
ael
el Teorema 1.21, cada X, es homeomorfo a una rebanada en

[T X.. Por la parte (1) de este mismo teorema, tal rebanada es
a€A
de Hausdorff y como ser de Hausdorff es una propiedad topologi-

ca, para todo o € A, se tiene que X, es Hausdorff. H

Definicién 2.15. Un espacio topolgico X es un espacio T3 o
reqular si dados subconjuntos cerrados F' de X y un punto x que
no esté en F', existen abiertos U y V' de X, ajenos, conteniendo
ax y a F, respectivamente.

Definicién 2.16. Una propiedad P de un espacio topolgico X
es hereditaria st cualquier subespacio de X tiene la propiedad P.

Teorema 2.17. (1) La propiedad de ser reqular es una propiedad
hereditaria.

(2) El producto cartesiano X = [] X, es reqular si y sélo si
acl
para toda o € A, se tiene que X, es reqular.

Demostracién. Para demostrar la primera parte supongamos
que Y es regular y sea X C Y. Sea B cerrado en X y zy €
X\ B, luego B= AN X, donde A es cerrado en Y. Por lo tanto
xo & A, ya que de lo contrario si xyp € A entonces zy € X, luego
x9 € AN X, es decir, zyp € B lo cual es una contradiccion.
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Como Y es regular, existe U vecindad de py V' D A abierto
en X tal que UNV =&, luego U N X es un abierto de p en X

V' NX es un abierto de X tal que B = ANX C VNX, porque
ACV,y (UnX)N(VNX)=g@. Por lo tanto, X es regular.

Ahora como X = ] X, es regular entonces para cada a € A,

a€cl
se tiene que X, es homeomorfo a un subespacio de X = [] X,,
a€el
digamos H = ] X, C X = [ X, luego por el inciso 1), se
a€BCA a€A

tienene que H es regular, por lo tanto para toda a € A, se tiene
que X, es regular.

Reciprocamente, sea & = (24),cp € [ Xa ¥ (Us) un subbésico
acl
que contiene a (z4),c, - Para cada o € A existe V,, abierto en

X, tal que z, € V, C V, C U,, luego (z4),en € (Vo) C (Vo)
(Vo) C (Uy,). Asi X = [] X, es regular.

a€A

Il

Definicién 2.18. Un espacio topolégico X es Completamente
Regurar (o de Tychonoff) si satisface:

(1) X es un espacio T;.

(2) Para cualquier ' C X cerrado y cualquier x ¢ F, existe
una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) =1y

f(F)={0}.

Teorema 2.19. La propiedad de ser completamente reqular es
una propiedad topologica y hereditaria.

Definicién 2.20. Una f : X — R es upper semicontinua $i
para cada real b, x : f(x) < b es abierto y lower semicontinua si
para cada real b, x : f(x) > b
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La demostracion del siguiente colorario puede consultarse en
[2, Corolario 10.4, pag. 85]

Corolario 2.21. Sea f,: a € X\ una familia de funciones con-
tinuas f, : X — R. Entonces

(1) M(z) = supf,(z) : a € X es lower semicontinua
(2) m(z) =inffo(x) : o € X es upper semicontinua

Teorema 2.22. Sea { X, : a« € A} una clase de espacios. El pro-

ducto topolégico X = [] X, es completamente reqular si y sdlo
ael
si cada X, es completamente reqular.

Demostracién. Supéngase que [] X, es completamente reg-
a€A
ular, por el Teorema 1.21, cada X, es homeomorfo a una re-

banada en [] X,. Por el teorema 2.19 tal rebanada es com-
a€A
pletamente regular y como ser completamente regular es una

propiedad topoldgica, para todo a € A, se tiene que X, es com-
pletamente regular.
Ahora supdéngase que para cada a € A, X, es completamente

regular. Como cada X, es T1, entonces [[ X, lo es.
a€A
Sean x € X y F un subconjunto cerrado del producto que

no contiene a z. Existe un conjunto abierto basico B de [] X,
acl
tal que z € B C [] X, — F. Es decir, existe una coleccién finita
acl
de indices oy, a9, ...,a, v Uy, ...,U,,, abiertos en X,,,..., Xy,

respectivamente, tales que
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Si x,, es la a; — ésima coordenada de z, entonces z,, € U,,

para ¢ = 1,...,n. Como X, es completamente regular, entonces

existe una funcién continua f; : X, — [0, 1] tal que f; (z,,) =1

v fi (Xo, —U;) ={0} parai =1,...,n. Sea g : [[ Xo — [0,1]
aEA

definida por ¢g(y) = min{ fi(ys,) i =1,...,n.}

La funcién g es el minimo de las funciones continuas g o p,,,
i=1,...,ny por lo tanto es una funcién continua (ver Teorema
2.21). Ademas, g (z) = min{f;(z,,):i=1,...,n} =1ysiy€
(H X, — F' ), entonces y,, ¢ U; para alguna i = 1,...,n, y por

ael

lo tanto f; (ya,) = 0. Asi g (y) = 0. Es decir, g <H X, — F) =

a€A

[0} 0

Definiciéon 2.23. Un espacio topologico Y es un retracto ab-
soluto(AR) si para cada espacio normal X, para cada A cer-
rado en X y cada f : A — Y continua tiene una extension
F: X =Y, es decir, para cada a € A, tenemos que f(a) = F(a)

Teorema 2.24. Sea {X, : « € A} una familia de espacios. Un
producto topolégico X = [] X es AR si y sdlo si para todo

a€eA

a € A, se tiene que X, es AR.

Demostracién. Supongamos que para cada o € A, se tiene que
X, esun AR. Sea X normaly A C X cerradoy f: A — [] X,

a€el
continua; Por el Teorema 1.14, pgo f : A — X3 es continua,

entonces existe una estension Fz : X — Xp, tal que Fjg |4=
pgo f. Definamos G : X — [] X, como G(z) = {Fps(x)}, luego

ael

G(a) = {Fs(a)} = {ps o f(a)} = {[f(a)s} = f(a).
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La funcién G es continua para cada o € A. Por lo tanto [[X,
es AR. O]

Corolario 2.25. Sea {X; : 1 = 1,...,n} una familia finita de es-
pacios. Entonces [[X; es AN(NORMAL)
1

2.4. Metrizables

En el presente capitulo, daremos una serie de resultados en
torno a los espacios métricos y a los metrizables. Entre otros
resultados veremos el criterio, bajo el cual, un producto de es-
pacios metrizables es metrizable.

Definicién 2.26. Una métrica (o distancia) en un conjunto
X, es una funcion d: X x X — R con las siguientes propiedades:

(1) d(z,y)
(2) d(x,y) =0 si y sdlo si x =y,
(3) d(z,y)

(4) d(z,2) < d(x,y) + d(y, z) para todo x,y,z € X.

d(z,y) > 0 para cada x,y € X;

d(xz,y) = d(y,x) para todo x,y € X;

Al nimero d(x,y) se le llama la distancia entre x y y. Al par
(X, d) se le llama espacio métrico.

Si deseamos respetar la notacién, en la definicién anterior
deberfamos escribir, para cada (z,y) € X x X, d((z,y)), en
lugar de d(x,y). Sin embargo es tan comun escribir d(z,y) que,
en el presente trabajo, lo haremos asi.

De la definiciéon tenemos que un espacio métrico es un con-
junto X con una métrica d. Como en el caso de los espacios
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topoldgicos, cuando no es necesario indicar la métrica de X de
manera explicita, prescindimos de la notacién (X, d) y decimos
simplemente que X es un espacio métrico.

En todo espacio métrico podemos definir las bolas abiertas,
como se indica en la siguiente definicion.

Definicion 2.27. Sea (X, d) un espacio métrico. Dados p € X
y e >0, el conjunto:

Bx(p,e) ={z € X:d(z,p) < ¢}
es la e-bola abierta en X, centrada en p.

Si (X, d) es un espacio métrico, entonces la clase:
B;={Bx(p,e):pe X ye>0}

es una base para una topologia 7, en X; para una demostracion
de esto se pueden consultar las paginas 135 y 136 del libro [8]. A
74 Se le llama la topologia inducida por la métrica d. Por lo tanto,
todo espacio métrico puede verse como un espacio topolégico, en
donde los abiertos son las uniones de las bolas abiertas. Ademas,
en todo espacio métrico, la métrica puede considerarse como se
indica en el siguiente teorema.

Teorema 2.28. Sean (X, d) un espacio métricoye: X xX — R
la funcion definida, para (z,y) € X x X, como:

e(z,y) = min{d(z,y), 1}. (2.4.1)
Entonces e es una métrica en X tal que 1, = 7.

Una demostracién del Teorema 2.28 puede verse en [8, Teore-
ma 20.1]. La métrica e definida en (2.4.1) se denomina la métrica
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acotada determinada o inducida por d. Por consiguiente, toda
métrica determina una métrica acotada y, por ende, toda métri-
ca en un espacio métrico puede considerarse acotada.

Como ya mencionamos, los espacios métricos pueden verse co-
mo espacios topologicos. A la inversa, algunos espacios topologi-
cos pueden considerarse como espacios métricos. El término apropi-
ado para esto es el indicado en la siguiente definicién.

Definicién 2.29. Un espacio topoldgico (X, T) es metrizable
st existe una métrica d en X tal que 74 = T.

Tenemos entonces que un espacio metrizable es un espacio
topolégico X cuya topologia es la inducida por alguna métrica
d en X. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces (X, 74) es un
espacio metrizable. Debido a esto suele decirse que los espacios
métricos son casos particulares de espacios metrizables.

El siguiente teorema dice que el producto numerable de espacios
meétricos es metrizable.

Teorema 2.30. Si {(X,,,d),)} ~, es una sucesion de espacios
0

métricos, entonces [[ X, con la topologia producto, es metriz-

n=1
able.

Demostraciéon. Como métricas equivalentes generan la misma
topologia, se puede cambiar d/, por d,,, donde la funcién d,, : X, x

X, — [0, 1] esté definida como d,, (x,,, x},) = min {d], (x,,x}),1} .
Sea

—8

p: ] Xn x [] X, —[0,1] C [0, 00)
n=1

S
|
—_
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definida, para cada (z,),— ., (yn),—y € [[ Xn, por

n=1

(e.¢]

p((@n)ny s (Un)nr) = 22 gt (Tn ) -

n=1

(0.¢]

Se mostrara que la topologia producto para [[ X,,, y la topologia
n=1

inducida por p coinciden. Sean 1" la topologia producto y T la

topologia inducida por p.
SeveraqueT” C T.Sean U = ﬂlew;I(Bg(xj)) eT'y (x,)i, €
U.

Sea
’ 1 1
E=min {551, ceey 2—k€]€} .

Se mostrard que B? ((z,),—;) C U. Sea (yn),—; € B ((xn),—y)-

n=1

De aqui, p ((xn),—1s (Yn),—y) < €, esto es, zindn (Tn,yn) < &,

n=1
por 10 que, para cada j € {1,...,k}, se tiene que %dj (zj,9;) <
e < g¢j, es decir, si j € {1,...,k}, entonces d; (z;,y;) < €j, es
dec1r B? ((zy),—;) C U.
Ahora se probard que T'C T". Sea U = B’ ((x,,),,) un bésico
de T que contiene a (x,).—;. Sea N € N de tal forma que

00 - d;
%—&-1 2% < 5. Se afirma que mé\[:lﬁj 1 <szv (xj)> v
n=

d;
Para ver esto, sea (yn),—; € N)L;7; - (B = (:cj)>

Se quiere probar que p ((z )OO , (Yn),—1) < €. Observe que:

p(Tn) ey s Un)pet) = Z 2nd (T, Yn)

N

n n=N-+1
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De hecho, la reciproca del Teorema 2.30, es también cierta, vea
[2, Seccién 7, pag. 189].

Determinar si un espacio topolégico dado es metrizable no es
una tarea sencilla. A lo largo de este trabajo daremos algunos
criterios de metrizabilidad. Comenzamos con el siguiente resul-
tado, cuya demostracién puede consultarse en [8, Teorema 34.1].

Teorema 2.31 (Teorema de Metrizacién de Urysohn).
Todo espacio reqular con base numerable es metrizable.

El resultado principal de esta seccion es el Teorema 2.33.
Alli se dan condiciones necesarias y suficientes para que un pro-
ducto de espacios metrizables sea metrizable. En su demostracion
utilizamos los siguientes hechos:

(1) la metrizabilidad es una propiedad topolégica y, ademas,
todo subespacio de un espacio metrizable es metrizable (|2,
Teorema 5.1, pag. 186]);

(2) los espacios metrizables son T y primero numerables ([2,
Teoremas 5.2 y 5.5, pag. 186-187]).

También utilizaremos el siguiente resultado.
Teorema 2.32. Todo espacio T e indiscreto es degenerado.

Demostracién. Supongamos que X es un espacio T e indis-
creto. Si X tiene dos puntos a y b entonces, como X es Ty y
a # b, existe un abierto U en X tal que a € U y b ¢ U, o bien
existe un abierto V en X tal que b € V y a ¢ V. En cualquier
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caso, existe un abierto en X diferente del vacio y de X. Esto
contradice el hecho de que X es un espacio indiscreto. Por lo
tanto | X| = 1, es decir, X es degenerado. O

Teorema 2.33. Sea {(X,,7.): a € A} una clase no vacia de
espacios topoldogicos no vacios. Hagamos:

X:HXQ.

ael

Entonces X es metrizable si y solo si se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) X, es metrizable, para cada o € A;

(2) el conjunto K = {a € A: X, tiene por lo menos dos elementos}
es numerable.

Demostracién. Antes de iniciar la demostracién notemos que
debemos probar que X es metrizable si y sélo si cada factor X,
es metrizable y todos ellos, salvo una cantidad numerable, son
espacios degenerados.

Ahora iniciamos la demostraciéon. Supongamos primero que
X es metrizable. Entonces cada subespacio de X es metrizable.
En particular, dada o € A, como X contiene un subespacio
homeomorfo a X, (Corolario 1.16), X, es metrizable. Como los
espacios metrizables son primero numerables, X es primero nu-
merable. Entonces, por el Teorema 2.9, el conjunto:

J ={a € A: 7, tiene por lo menos tres elementos}

es numerable. Dada o € J, como 7, tiene por lo menos tres
elementos, existe un abierto U, en X, tal que U, # 0y U, # X,.
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Tomando un punto a, € U, y un punto b, € X, — U,, tenemos
que X, tiene por lo menos dos elementos. Esto muestra que

J C K ={a € A: X, tiene por lo menos dos elementos} .

Supongamos ahora que @ € A — J. Entonces X, es un espacio
indiscreto. Como también X, es metrizable y por tanto Tj, por el
Teorema 2.32, X, es degenerado. Luego @ € A — K. Esto prueba
que A — J C A — K o, en forma equivalente, que K C J. Como
también J C K, deducimos que K = J. Luego K es numerable.
Con esto terminamos la demostracién de la primera parte del
teorema.

Para probar la segunda parte del teorema, supongamos que
cada X, es metrizable y que el conjunto

K ={a € A: X, tiene por lo menos dos elementos}

es numerable. Podemos escribir K = {a,,: n € N}. Notemos que,
para cada a € A — K, el conjunto X, es degenerado. Luego, por
el Teorema 1.15, X es homeomorfo al espacio

Y = ﬁxan.
n=1

En vista de esto, para probar que X es metrizable, es suficiente
con ver que Y es metrizable. Dada n € N, como X, es metriz-
able, por el Teorema 2.28, podemos pensar que la métrica d,, de
X, es tal que d,,(x,,y,) <1, para cada (x,,y,) € Xa, X Xa,.
Esto nos permite considerar la funciéon d: Y X Y — R definida,
para cada z = (x1,29,...) Yy ¥y = (y1,¥2,...) en Y, como:

o

d(:r:,y) _ Z dn(a;tz yn)

n=1
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Afirmamos que:
(a) d es una métrica en Y.

Para probar (a), tomemos dos puntos © = (x1,29,...) y y =

(y1,Y2,...) en Y. Para cada n € N, hagamos
ay, = W y b, = 2%

Entonces (ay,),, v (bs),, son dos sucesiones de niimeros reales tales
que 0 < a,, < b, para cada n € N. Ademads la serie >~ b, es
convergente. Entonces, por el Criterio de Comparacién para se-
ries, resulta que la serie Z;O:l a, es convergente. Ksto muestra
que d(z,y) estd bien definida y, ademés, que d(z,y) > 0. Note-
mos que d(z,y) = 0 si y sélo si a, = 0, para cada n € N. Por
la definicién de a,, y el hecho de que d,, es una métrica en X, ,
tenemos que a, = 0 si y s6lo si x,, = y,. Entonces d(x,y) = 0 si
y solo si x, = y,, para cada n € N, es decir, si y sélo si x = y.
También, como cada d,, es una métrica en X, , tenemos que:

(@0, Yn) _ o dn(Yns )
d(z,y) = Z% — Z% = d(y, z).
n=1 n=1
Tomemos ahora un punto z = (z1, 22,...) en Y. Como cada d,
es una métrica en X, , tenemos que d,,(x,, z,) < dp(Tn, yn) +

dy(Yn, zn), para toda n € N. Luego

- dn “n\+ny “n) n -
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Esto prueba que d es una mtrica en Y.

Vamos a demostrar ahora que 7,4 es la topologia producto de
Y. Para esto, veremos primero que:

(b) para cada abierto bésico U de Y y cada x € U, existe g, > 0
tal que By (z,e,) C U.

Para probar (b), sean x = (x1,22,...) € Y y U un abierto
bsico de Y tales que x € U. Entonces

donde U,, es un abierto en X, , para cada n € N y, ademas,
existe un subconjunto finito G de N tal que U, = X, , para
cada o, € N—G. Seam = max(G). Para cadai € {1,2,...,m},
como las bolas abiertas en X, son abiertos basicos de X, y U,,
es un abierto en X,, que tiene al punto z;, existe €; > 0 tal que
By, (wi,&;) C Us,,. Notemos que:

Bx,, (z1,61) x -+ X Bx, (Tm,em) X HX CHU%:U.

aFq;
Sea
Er mln{sl °2 g_m}
5 22,...,2m .

Entonces €, > 0. Vamos a probar que By (z,¢,) C U. Para esto
sea y = (Y1,Y2,...) € Bx(z,¢,). Entonces

e.9]

dn ny JIn
PP ” — d(z,y) < <,

n=1
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por lo que, para cada i € {1,...m},

—dz(a;, %) <ep < %
Luego d;(z;,y;) < €;. Esto implica que y; € By, (x5,6i) C U,,.
Por lo tanto y; € U,,., para cada i € {1,2,...,m}. Como m =
méx(G) y U,, = X,, para cada a; € N—G, tenemos que y; € U,,,

para cada ¢ > m. Luego

Esto prueba (b)

De (b) se sigue que cada abierto basico de Y, es una unién de
bolas abiertas con respecto a la métrica d. Luego cada abierto
basico de Y es un elemento de 7;. Como los abiertos de Y son
uniones de abiertos basicos, se infiere que cada abierto de Y
esta en 7.

Ahora vamos a demostrar que cada elemento de 7; es un
abierto de Y. Para esto, veremos primero que:

(c) para cada x € Y y cada € > 0, existe un abierto U, en la
topologia producto de Y, tal que U, C By(x,¢).

Para probar (c), sean x = (x1,%,...) € Y y e > 0. Tomemos

N € N tal que
o
> 55
22
k=N+1
y consideremos el conjunto:

£ 3 =
Ux = Bqu ($1,§) X o+ X BXO‘N (xN7§) X kH onk-
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Es claro que U, es un abierto basico en la topologia producto
de Y. Vamos a probar que U, C By(x,¢). Para esto sea y =
(y1,Y2,...) € U,. Entonces, para n € {1,..., N}, tenemos que
dn (20, yn) < 5. Asi

AL 2n AL
n=1 n=1 n=N-+1
N € =1 € N 1 e € N 1
< — < = — —==11 _

Tenemos entonces que:

d(z,y) <

Do ™

(1 +) 2%) . (2.4.2)

Notemos ahora que:
N 0 N n N n
1 1 1 1
1 — == ~) = -
+Y5-(5) X)) -2 ()
n=1 n=1 n=0
Utilizando el hecho de que si p # 1 y r € N, entonces:
1 — r+1
p0+p1+p2+...+pr:%

sucede, cuando p = % y r = N, que:

i(1> 1_ (%) " 1_21\11+1 1 2Nl+1 1
— — T — 1 :T_ :2——<2
2 1-1 L L

2 2 2

n=0
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Combinando esto con (2.4.2), tenemos que:

d(z,y) §%<1+§;2in> g(nﬁé (%)”) < (%)2:8.

Esto muestra que d(z,y) < €, por lo que y € Bx(x,¢). Luego
U, C By(z,¢) y (c) es cierto.

De (c) se sigue que cada abierto basico By (z,¢€), con respec-
to a la topologia 74, es una unién de abiertos de la topologia
producto de Y. Luego cada abierto basico, con respecto a 74, es
un abierto en la topologia producto de Y. Como los elementos
de 7; son uniones de bolas abiertas en la métrica d, se infiere
que cada elemento de 7, esta en la topologia producto de Y. Co-
mo también cada abierto en la topologia producto de Y esta en
T4, Tesulta que 745 es igual a la topologia producto de Y. Esto
muestra que Y es metrizable y, como Y es homeomorfo a X
y la metrizabilidad es una propiedad topoldgica, también X es
metrizable. []

Del Teorema 2.33 se infiere que un producto no numerable
de espacios metrizables y no degenerados no es metrizable.

2.5. Compactos

Sea X un espacio topolégico. Una cubierta de X es una clase
U ={U,: o € A} de subconjuntos de X tales que:

X:U%

aEA

Sid = {U,: o € A} es una cubierta de X y I' C A es tal que:

X:U%

ael’
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entonces la clase V = {U,: o € I'} se llama una subcubierta de
U. Decimos que V es una subcubierta finita si I' es un conjunto
finito. En el caso en que I' sea un conjunto numerable, decimos
que V es una subcubierta numerable. Si cada elemento de U es
un subconjunto abierto de X, decimos que U es una cubierta
abierta de X.

Con respecto a las nociones que hemos introducido, tenemos
los siguientes conceptos.

Definicién 2.34. Decimos que un espacio X es compacto si
toda cubierta abierta de X, posee una subcubierta finita. En el
caso en que toda cubierta abierta de X posea una subcubierta
numerable, decimos que X es de Lindelof.

En R"™ con la topologia usual, los subconjuntos compactos
quedan caracterizados como se indica a continuacion.

Teorema 2.35. Un subconjunto A de R"™, con la topologia usual,
es compacto si y solo si A es cerrado y acotado.

Que el conjunto A esté acotado, significa que existen z € R”
y € > 0 tales que A C Bgn(x,¢). Una demostracién del Teo-
rema 2.35 anterior puede verse en [8, Teorema 27.3]. Cuando
consideramos espacios topolgicos arbitrarios, entonces los cerra-
dos y los compactos no necesariamente coinciden. Sin embargo,
como muestra el siguiente resultado, en ocasiones los cerrados
son compactos y los compactos pueden ser cerrados.

Teorema 2.36. Sean X un espacio topolgico y Y un subespacio
de X. Entonces

(1) si X es compacto yY es cerrado en X, entonces Y es com-
pacto;
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(2) si X es Ty yY es compacto, entonces Y es cerrado.

La prueba de la afirmacién (1) del Teorema 2.36 puede verse
en [8, Teorema 26.2] y, la de (2), en [8, Teorema 26.3].

Supongamos que X es un espacio topologico y que Y C X.
Para verificar si Y es compacto, de acuerdo con la definicion,
debemos empezar por considerar cualquier cubierta abierta U
de Y. Por esto entendemos que los elementos de U/ son abiertos
en Y cuya unién es Y. Dada U € U, existe entonces un abierto
Vi en X tal que U = Viy NY. Notemos que V = {Vy: U € U}
es una clase de abiertos en X tales que:

y=Juv=Jwny)c |J W

veld veld Vyey

Por lo tanto, a partir de una cubierta abierta de Y, hemos encon-
trado una clase de abiertos de X cuya union contiene a Y. A la
inversa, supongamos que ¥V es una clase de abiertos en X cuya
unién contiene a Y. Dada W € W, sea Uy = W N'Y. Entonces
Uw es un abierto en Y y, ademas,

(U W)ﬂY U wny)=J Uw.

wew wew wew

Por lo tanto la clase {Uy: W € W} es una cubierta abierta
de Y. Hemos demostrado, con esto, que a partir de una clase
de abiertos de X cuya unién contiene a Y, es posible obtener
una cubierta abierta de Y. Por lo tanto, para evitar trabajar
con abiertos relativos, toda cubierta abierta de Y puede cam-
biarse por una clase de abiertos de X cuya unién contiene a Y.
Tomando esto en cuenta, es facil probar que:
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(x) Y C X es compacto si y sélo si, para cada clase U =
{Uy: a € A} de abiertos en X cuya unién contiene a Y,
existe un subconjunto finito I' de A tal que Y C |J,p Ua.

Utilizaremos este hecho en la demostracion del siguiente teo-
rema.

Teorema 2.37. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre los
espacios X y Y. Si X es compacto, entonces f(X) es compacto.

Demostraciéon. Sea A una clase de abiertos en Y cuya unién
contiene a f(X). Como f es continua, para cada A € A, el
conjunto f~1(A) es abierto en X. Ademds:

X c X)) cft (U A) = |J r .
AeA AeA

Por lo tanto {f'(A): A€ A} es una cubierta abierta de X.
Como X es compacto, existen n € Ny Ay, Ag,..., A, € A tales
que:

X=fHA)Uf (A)U-Uf(A).
Luego

FX) = F(fH AU AU U fH(An) =
= f(fT ANV (AU UF(F T (An)) € AjUAU- - UA,.

De acuerdo con (%) esto implica que f(X) es compacto. ]

Si en el Teorema 2.37 suponemos que f es continua y supra-
yectiva, entonces se concluye que Y es compacto. Como conse-
cuencia de esto la compacidad es una propiedad topoldgica.

El resultado que se prueba a continuacién es un caso en par-
ticular, del Teorema de Tychonoff, el cual dice que el producto
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arbitrario de espacios topoldgicos compactos es compacto. La
demostracién de este teorema utiliza el Axioma de Eleccion. Sin
embargo la prueba que se presenta del teorema esta basada en
el hecho de que la compacidad y la compacidad por sucesiones
son equivalentes en los espacios métricos.

Teorema 2.38. El producto numerable de espacios métricos vy
compactos, con la topologia producto, es compacto.

Demostracién. Sea {(X,,d,)} -, unasucesién de espacios métri-

(0.9]
cos. Por el teorema 2.30, J] X, es metrizable, asi que basta pro-
n=1

00
bar que H Xn es COHlp&CtO por sucesiones(esto €s, toda sucesiéon
n=1

@)
de puntos de ] X, tiene una subsucesion convergente).
n=1

o0
Sea {pk}?zluna sucesién de elementos de [] X, donde p* =
n=1

(pfl)zozl para cada k € N. De esta forma si se mantiene fijo el
indice n, {pﬁ}zozl es una sucesion de puntos de X,,.

Como (X71,d;) es compacto por sucesiones, {p’f}zozl tiene una
1y o0
subsucesion convergente {plfj } al punto ¢; de X;. Se observa
j=1
que, impléitamente, se ha definido una subsucesiéon {pki }jil :
Se supone, de manera inductiva, que para alguna m € N, se ha
definido una subsucesion {pkl}zlde {pk }2021 de tal forma que

{ph} - jconverge a un punto gy, de X,,,. Luego, como (X 41, dmy1)
00 0

. ) ., k.,
es compacto por sucesiones { ph +1} tiene una subsucesién { pmzrl}
1

= 1=1

que converge a un punto ¢,,.1 de X,,.1.

De esta forma, por el principio de induccién, se ha definido una
./ w / . . . .

subsucesion de {pk} 1 (véase la “matriz” infinita que sigue).
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Cada subsucesion (renglén) es una subsucesion de las subsuce-
siones anteriores(renglones), ademds, el j-ésimo término de la
t-ésima subsucesion convergente a ¢; cuando j < ¢.

p' » p p
phv ph phe ph
pkh pka pkjs k;

p 74
pkjll pkjll pkjll pkjll

Ahora, considere la sucesién diagonal )~ = { pl, pk2, phis | pkjl4, e } :

Es claro que ) es una subsucesién de { pk}iozl y que Y converge
al punto (q)22 O

n=1-

El Teorema de Metrizacién de Urysohn (Teorema 2.31) es un
teorema de metrizabilidad para espacios regulares, pues indica
que para que un espacio regular sea metrizable basta con que
tenga una base numerable. El siguiente resultado, el cual es una
consecuencia del Teorema 2.31, es un teorema de metrizabilidad
para espacios Th, pues indica que para que un espacio Th sea
metrizable, basta con que sea una imagen continua de un espacio
métrico y compacto.

Teorema 2.39. Sea f: X — Y una funcion continua y supra-
yectiva de un espacio métrico y compacto X, en un espacio de
Hausdorff Y. Entonces f es cerrada y'Y es un espacio compacto
y metrizable.

Demostraciéon. Como X es compacto y Y es la imagen con-
tinua de X bajo f, por el Teorema 2.37, Y es compacto. Ahora
veamos que f es cerrada. Para esto sea E un subconjunto cer-
rado de X. Por la parte (1) del Teorema 2.36, E' es compacto.
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Aplicando de nuevo el Teorema 2.37, tenemos que f(FE) es un
subconjunto compacto del espacio de Hausdorff Y. Luego, por la
parte (2) del Teorema 2.36, f(E) es cerrado en Y. Esto muestra
que f es cerrada.

Falta probar que Y es metrizable. Como Y es compacto y de
Hausdorff, por [8, Teorema 32.3], Y es normal. En particular Y
regular. Si probamos que Y tiene una base numerable entonces,
por el Teorema de Metrizacién de Urysohn (Teorema 2.31), YV
serd metrizable. Ahora bien, para ver que Y tiene una base nu-
merable procedemos como sigue: como X es compacto, X es de
Lindelof. En vista de que en los espacios métricos ser de Lin-
deldf es equivalente a tener una base numerable ([10, Teorema
16.11]), X posee una base numerable C. Sea Cj la clase de los
subconjuntos finitos de C. Para cada L € Cy, sea:

E(L):Y—f(X—U,c).
Hagamos:

P ={FE(L): L es un subconjunto finito de C} .

Como C es numerable, por el Teorema 2.6, Cy es numerable.
Consideremos ahora la funcion g: Cy — P definida, para £ € Cy,
como g(L) = E(L). Es claro que g es una funcién suprayectiva
del conjunto numerable Cy a P. Entonces, por el Teorema 2.2,
P es numerable.

Tomemos un elemento £ € Cy. Como C es una base de X,
los elementos de £ son subconjuntos abiertos de X. Luego |J £
es un abierto en X, de donde X — |J £ es cerrado en X. Como
f es cerrada, el conjunto f (X —(JL) es cerrado en Y, luego
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E (L) es abierto en Y. Esto muestra que los miembros de P son
subconjuntos abiertos de Y. Ahora vamos a probar que P es
una base para Y. Para esto sean U un abierto en Y y ¢ € U.
Luego f~1(q) c f~YU). Como f es continua, f~1(U) es un
subconjunto abierto de X. Al ser C una base de X, para cada
p € fq), existe V, € C tal que p € V,, C f~1(U). Asi

fFloc | vcrio).
pef~1(q)

Como f~1(q) es cerrado en el compacto X, por la parte (1) del
Teorema 2.36, f~!(q) es compacto. Por lo tanto existen n € N

Y D1, D2, - Pn € [(q) tales que

Sea L ={V,,V,,,...,V,.}. Entonces L€ Cyy f1(q) C UL C
f~YU). Al tomar complementos tenemos que

X—f'cx-Jccx—rfg.

Luego
fx =y (X -UL) e f (X =19,

por lo que:

V[ (X =) cY—f(X-{JL) cy—f(x—1))

(2.5.1)
Notemos ahora que ¢ € Y — f (X — f‘l(q)) pues, de no ser asi,
resulta que ¢ € f (X — f~!(¢)) . Luego existe a € X — f~!(q)
tal que f(a) = q. Esto es una contradiccién, pues de f(a) = ¢ se
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infiere que a € f~1(q) y, sin embargo, tomamos a € X — f~1(q).
Como f es suprayectiva

Y-U=Y—f(f'(U)cf(x—ru),

luego Y — f(X — f~1(U)) C U. De esto y (2.5.1) se sigue que
q € E(L) C U. Esto prueba que P es una base Y. Por lo tanto
Y tiene una base numerable. Como ya hicimos ver, de aqui se
deriva que Y es metrizable. ]

Ahora vamos a probar el Teorema de Tychonoff el cual indica
que, con la topologia producto, un producto de espacios com-
pactos es compacto, si y solo si cada factor es compacto. Para
esto utilizaremos el siguiente resultado.

Teorema 2.40 (Lema de la Subbase de Alexander). Su-
pongamos que X es un espacio topologico y que S es una subbase
para X. Entonces X es compacto st y solo si toda cubierta de
X, por elementos de S, tiene una subcubierta finita.

Demostracién. Supongamos primero que X es compacto. Sea
U una cubierta de X por elementos de §. Como los subbasicos
son abiertos en X, U es una cubierta abierta de X. Entonces U
posee una subcubierta finita.

Ahora supongamos que toda cubierta de X, por elementos de
S, tiene una subcubierta finita. Si X no es compacto, entonces
existe una cubierta abierta U de X que no posee subcubiertas
finitas. Consideremos la clase € de todas las cubiertas abiertas
de X que no poseen subcubiertas finitas. Entonces € # (), pues
U € €. Supongamos ahora que ® es una cadena en €. Esto
significa que ® C €y que si Vi, Vs € D, entonces V; C Vs 0 bien
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Vo C V;. Definamos:

W={V:V eV, para alguna V € D} = U V.
VeD

Notemos que si V € ©® y V € V, entonces V es un abierto en
X, pues V es una cubierta abierta de X. Como para definir W,
consideramos miembros de elementos de %, cada elemento de
W es un abierto en X. Como también sucede que ¥V C W, para
cada V € 3, tenemos que W es una cubierta abierta de X. Su-
pongamos que W posee una subcubierta finita {V1, V5,..., V,}.
Entonces, para cada i € {1,2,...,n}, como V; € W, existe
V; € ® tal que V; € V;. Ahora bien, en vista de que la clase © es
una cadena, existe j € {1,2,...,n} tal que Vi, Va,...,V,, € V;.
Luego {V1,V3,...,V,} es una subcubierta finita de V;. Como
esto contradice el hecho de que V; es un elemento de €, resulta
que W no posee subcubiertas finitas. Entonces W € € y, como
Y C W para cada V € 3, sucede que YV es una cota superior
de €en ®.

Hasta el momento, hemos probado que toda cadena en %
posee una cota superior en 3. Entonces, por el Lema de Zorn
(Teorema 1.4), existe un elemento maximal M en €. Esto sig-
nifica que si V es una cubierta abierta de X tal que M ¢ V|
entonces V ¢ €y, por lo tanto, V posee una subcubierta finita.
Utilizando esto, mostraremos que:

(%) si M € My Wy, Wy, ..., W, son subconjuntos abiertos en
X tales que

WlﬂWQH---ﬂWnCM,

entonces W; € M para alguna i € {1,2,...,n}.
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Para probar (x) supongamos que M y Wi, Wy, ..., W, son
como se indica y que, ademés, para cada i € {1,2,...,n}, W, ¢
M. Hagamos M; = M U{W;}. Entonces M & M;, para cada
ie{l,2,...,n}. Ademds, como M es una cubierta abierta de X,
resulta que cada M; es una cubierta abierta de X. Como M es
maximal en ®, tenemos que M; ¢ €, paracadai € {1,2,...,n}.
Esto significa que cada cubierta abierta M; de X posee una

subcubierta finita. Entonces, para cada i € {1,2,...,n}, existen
n; € Ny M, M;,, ..., M;, € M de modo que:
X =M, UM;,U---UM,; UW, (2.5.2)

Tomemos un punto g € X. Siz € WinWy,n---NW,, en-
tonces xy € M. Si xg € Wiy NnWyn--- N W,, entonces existe
i€ {l,2,...,n} tal que ¢ ¢ W;. Para dicho indice 7, por (2.5.2),
existe j € {1,2,...,n;} tal que 29 € M;,. Con esto hemos proba-
do que:

XC(WlﬂWQH---mWn)U<OOMiJ> CMU(OOM%).

i=1j=1 i=1j=1
Esto implica que M posee una subcubierta finita, a saber M y

todos los conjuntos M; .. Como esto contradice el hecho de que
M € € existe i € {1,2,...,n} tal que W; € M. Esto prueba

(%)

Ahora vamos a mostrar que S N M es una cubierta abierta
de X. Como los elementos de S y los de M son abiertos en X,
resulta que los elementos de SMN.M son abiertos en X. Tomemos
ahora un punto z € X. Como M es una cubierta abierta de X,
existe M € M tal que x € M. En vista de que S es una subbase
para X, existen n € Ny 51,99,...,5, €S de forma que:

reSiNSnN---NS, C M.
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Utilizando (%), deducimos que existe i € {1,2,...,n} tal que
S; € M. Luego S; es un elemento de S N M tal que x € §;.
Esto prueba que & N M es una cubierta abierta de X. Como
los elementos de S N M se encuentran en S, por hipotesis, S N
M posee una subcubierta finita 7. Como los elementos de 7
estan en M, resulta que 7 es una subcubierta finita de M.
Esto contradice el hecho de que M € €y, como la contradiccion
proviene de suponer que X no es compacto, deducimos que X
es compacto. []

Teorema 2.41 (Teorema de Tychonoff). Sean {X,: a € A}
una clase no vacia de espacios topologicos no vacios y :

X:IIXy

TS\

Entonces X es compacto st y solo si, para cada o € A, el espacio
X, es compacto.

Demostracién. Supongamos primero que X es compacto. Da-
da a € A, sea p,: X — X, la proyeccién de X sobre X,. Como
P €s una funcion continua y suprayectiva, por el Teorema 2.37,
X, es compacto.

Sea S la subbase usual de X. Recordemos que:
S = {pgl(Ua): a € Ay U, es abierto en Xa} :

Supongamos ahora que cada X, es compacto. Para ver que X
es compacto, por el Lema de la Subbase de Alexander (Teo-
rema 2.40), es suficiente con probar que toda cubierta abierta
de X, por elementos de S, posee una subcubierta finita. Sea U
una cubierta abierta de X tal que 4 C S. Para cada a € S,
definimos:

U, ={U C Xo: p,' (U) €U}
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Es claro que, para toda o € A, cada elemento de U, es un abierto
en X,. Vamos a probar que, para alguna o € A, la clase U, es
una cubierta abierta de X,. Para mostrar esto supongamos, por
el contrario, que ninguna clase U,, es una cubierta abierta de X,.
Entonces, para cada o € A, existe un punto

To € Xo — ( U U ) :
Uel,

Sea © = (24)q. Como € X y U es una cubierta abierta de
X, existe V € U tal que x € V. En vista de que U C 8, existen
a € A y un abierto U, en X, tales que V = p_1(U,). Entonces
ro, € U, € U,, contradiciendo el hecho de que z, € X, —
(UUE% U ) . Con esto probamos que existe @ € A tal que U, es
una cubierta abierta de X,. Ahora bien, como X, es compacto,
existen n € Ny Uy, Us, ..., U, € U, tales que:

X, =U,Ul,U---UU,.
Aplicando p_! sucede que:
X =p, (Xo) =p, (WU, U---UU,) = p, (U1)Up, (Uz)U- - -Up,  (U).

Por lo tanto {p ' (U1), pa ' (Us), ..., pa (Us)} es una subcubierta
finita de U. Entonces, por el Lema de la Subbase de Alexander,
X es compacto. ]

Conviene comentar que existen demostraciones mas cortas
tanto del Teorema de Tychonoff como del Lema de la Subbase
de Alexander. En cuanto al segundo, una prueba muy corta se
muestra en [9]. La demostracién se da en seis renglones y medio,
pero, utiliza Analisis No Estandar, teoria que queda fuera del
alcance de este trabajo. Usando las nociones de filtros y ultra-
filtros, es posible probar el Teorema de Tychonoff sin utilizar
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el Lema de la Subbase de Alexander (aunque si el Axioma de
Eleccién, en alguna de sus variantes). Como no es nuestro in-
terés presentar la teoria de filtros y ultrafiltros, hemos preferido
probar el Teorema de Tychonoff por el camino expuesto.

Notemos que, para probar el Teorema de Tychonoff, uti-
lizamos el Lema de la Subbase de Alexander. Y, para demostrar
éste resultado, usamos el Lema de Zorn, el cual es equivalente
al Axioma de Eleccion. Por lo tanto, el Axioma de Eleccion im-
plica el Teorema de Tychonoff. En el articulo [6], se prueba que
el Teorema de Tychonoff implica el Axioma de Elecciéon. Por
consiguiente, el Teorema de Tychonoff es una forma alternativa
del Axioma de Eleccién.

Para probar que, con la topologia producto, el producto nu-
merable de espacios métricos y compactos es compacto, no es
necesario el Lema de la Subbase de Alexander ni el Axioma de
Eleccion. Basta utilizar que la compacidad y la compacidad se-
cuencial son equivalentes en espacios métricos. Una prueba de
esto aparece en [4, Teorema 1.1.11]. Por lo tanto, y de acuerdo
a lo comentado en el parrafo anterior, el Teorema de Tychonoff
es una forma alternativa del Axioma de Eleccion, cuando mul-
tiplicamos una cantidad no numerable de espacios topologicos.

2.6. Conexos

En el presente capitulo, vamos a estudiar la propiedad de
conexidad. Ademas de mostrar sus propiedades més elemen-
tales probaremos que, con la topologia producto, un producto
de conexos es conexo.
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Definicién 2.42. Un espacio topologico X es conexo si X no
se puede escribir como X = AU B, donde A y B son dos sub-
conjuntos abiertos en X que, ademds, son ajenos y no vacios.

En [1, Teorema (2.A.8), pag. 48] se muestra que los unicos
subconjuntos conexos de R son los conjuntos degenerados y los
intervalos, es decir los conjuntos de alguna de las siguientes for-
mas:

(a7b)7 [avb]7 [CL, b)a (av b]v (a? OO)? [aa OO), (—OO,CL), (—oo,a],

(—00,0), donde a,b € Ry a < b.

Como veremos, la siguiente nocién esta muy ligada a la conex-
idad.

Definicion 2.43. Dos subconjuntos no vacios B y C' de un espa-

cio X estdn mutuamente separados en X, si Cly(B)NC = ()
y BN Clx(C) = 0.

Teorema 2.44. Un espacio X es conexo si y solo si no existen

dos subconjuntos no vacios y mutuamente separados B y C' en
X, tales que X = BUC.

Demostracién. Supongamos que X es conexo y que, ademas,
existen dos subconjuntos no vacios y mutuamente separados B
y C de X, tales que X = BUC. Entonces Clx(B)NC =0y
B N Clx(C) = (0. Esto implica que B = X — Clx(C) y C =
X — Clx(B). En efecto, como B N Clx(C) = 0, tenemos que
B C X—Clx(C).Siz € X—Clx(C) entonces, al ser X = BUC,
sucede que x € B o bien x € C. Si x € C, entonces x € Clx(C),
lo cual contradice el hecho de que z € X — Clx(C'). Por lo tanto
r € B. Esto muestra que X — Cly(C) C By, como la otra
contencién también es cierta, tenemos que B = X — Clx(C). De
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manera similar se prueba que C' = X — Clx(X). Entonces B y
C' son dos subconjuntos abiertos de X.

Vamos a probar ahora que B y C' también son dos subcon-
juntos cerrados de X. Tomemos un punto z € Clyx(B). Como
X = BUC, resulta que x € B o bien x € C. Como también
Clx(B)NC = 0, tenemos que Clx(B) C X — C, asi que ningtin
punto de Clx(B) pertenece a C. Por lo tanto x € B. Esto mues-
tra que Clx(B) C By, como también es cierto que B C Clx(B),
sucede que Clx(B) = B. Luego B es cerrado en X. De manera
similar se prueba que C' es cerrado en X. Como consecuencia de
esto:

BNC =BnClx(C) =0,

asi que B y C son ajenos. Tenemos entonces que B y C son dos
subconjuntos de X, abiertos, ajenos no vacios y cuya unién es
X. Por lo tanto X no es conexo. En vista de que esto es una
contradiccién, deducimos que no existen dos subconjuntos no

vacios y mutuamente separados B y C en X, tales que X =
BuUC.

Ahora supongamos que no existen dos subconjuntos no vacios
y mutuamente separados By C en X, tales que X = BUC. Si X
no es conexo, entonces X = BUC, donde B y C son dos subcon-
juntos de X, abiertos, ajenos y no vacios. Probando que B y C
estan mutuamente separados, llegamos a una contradiccién con
nuestra hipdtesis. Supongamos que Clx(B) N C # (). Entonces
podemos tomar un punto x € Clx(B)NC. Como C' es un abierto
en X que tiene al punto z, que se encuentra en la cerradura de
B, sucede que C' N B # (). En vista de que esto contradice el
hecho de que B y C' son ajenos, deducimos que Clx(B)NC = 0.
De manera similar se prueba que Clx(C)N B = (). Luego By C
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estan mutuamente separados. Como ya indicamos, esto es una
contradiccién, asi que X es conexo. ]

Corolario 2.45. Supongamos que A es un subconjunto conezxo
de X tal que A C BUC, donde B y C son dos subconjuntos no
vacios de X que estdn mutuamente separados en X. Entonces
AC B o bien ACC.

Demostraciéon. Como A C B U (), tenemos que:
A=AN(BUC)=(ANB)U(ANCO).

Vamos a probar ahora que los conjuntos AN B y AN C estan
mutuamente separados. Notemos que:

Clx(ANB)N(ANC) C (Clx(A)NClx(B))N(ANC)
= (ANClx(A)N(Clx(B)NnC)=AnD =0,

de donde Clx(AN B)N (AN C) = 0. Anlogamente podemos
probar que (AN B)NClx(ANC) = (. Por lo tanto, el conjunto
conexo A, es la unin de los conjuntos mutuamente separados
ANBy ANC. Luego, por el Teorema 2.44, AN B = () o bien
ANC = (. De esto se sigue que A C B o bien A C C. O

Como consecuencia del siguiente resultado, la conexidad es
una propiedad topoldgica.

Teorema 2.46. Sea f: X — Y una funcion continua y supra-
yectiva entre los espacios X yY. St X es conexo, entonces Y es
conexo.

Demostracién. SiY no es conexo, entonces Y = UUV, donde
U y V son subconjuntos no vacios de Y, abiertos y ajenos. Co-
mo f es continua y suprayectiva, f~1(U) y f~1(V) son sub-
conjuntos no vacios, abiertos y ajenos cuya unién es X. Como
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esto contradice el hecho de que X es conexo, resulta que Y es
conexo. O]

Corolario 2.47. La imagen de un espacto conexo, bajo una fun-
cion continua, €s un espacio conexo.

Demostracién. Supongamos que f: X — Y es una funcion
continua. Entonces f, como funciéon de X a f(X), es una funcién
continua y suprayectiva. Luego, por el Teorema 2.46, f(X) es
Cconexo. ]

Recordemos que también la imagen continua de un espacio
compacto, es un espacio compacto. Entonces, por el Teorema
2.39 y el Corolario 2.47, si f: X — Y es una funcién continua
y suprayectiva de un espacio métrico, compacto y conexo X en
un espacio de Hausdorff Y, entonces Y es un espacio metrizable,
compacto y conexo.

Nuestro objetivo, en el presente capitulo, sera probar que el
producto cartesiano de espacios conexos es conexo. Para esto
seran importantes los siguientes resultados.

Teorema 2.48. Sean X un espacio topolégico y A un subcon-
gunto conexo de X. Si B C X es tal que A C B C Clx(A),
entonces B es conezo.

Demostracién. Consideremos, para esta prueba, que el con-
junto {0, 1} tiene la topologia discreta. Vamos a ver primero que
toda funcién continua de B a {0,1} es constante. Sea f: B —
{0,1} una funcién continua. Como A es conexo y A C B, por
el Corolario 2.47, f(A) es conexo. Ahora bien, como {0,1} es
discreto, sus tinicos subconjuntos conexos son {0} y {1}. Luego
f(A) = {0} o bien f(A) = {1}. Entonces f es constante en A.
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También, como {0, 1} es discreto, f(A) es un subconjunto cerra-
do de {0,1} y, como f es continua, f(Clx(A)) C Clx(f(A4)) =
f(A). Luego

f(A) C f(B) C [(Clx(A)) = f(A).
Por lo tanto f(B) = f(A) vy, asi, f es constante.

Ahora supongamos que B no es conexo. Entonces existen dos
subconjuntos B; y By de B, que ademas son abiertos, ajenos,
no vacés y B = B; U Bsy. Sea g: B — {0,1} la funciii definida

como sigue:
(z) = 0, sixz e By;
g\E) = 1, sixz € Bo.

Es claro que g no es constante. Ademas:

g0 =0 g'{oH) =B ¢'{tHh=B y ¢ '({0,1})=B.

Essto muestra que la imagen inversa, bajo g, de cualquier abierto
en {0,1} es un abierto en B. Luego g es una funcién continua
que no es constante. Como esto contradice lo que probamos al
principio, B es conexo. []

Corolario 2.49. Sean X un espacio topologico y A un subcon-
Junto conexo de X. Entonces Clx(A) es conexo.

Demostracién. Hagamos B = Cly(A). Como B es un subcon-
junto de X tal que A C B C Clx(A), por el Teorema 2.48,
tenemos que B es conexo. Entonces Cly(A) es conexo. []

Corolario 2.50. Si un espacio topologico X contiene un sub-
conjunto C' tal que C es denso y conexo, entonces X es conexo.
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Demostracién. Supongamos que C' es un subconjunto denso y
conexo en X. Como C' es conexo, por el corolario 2.49, el con-
junto Clx(C') es conexo. Al ser C' denso en X, también tenemos
que Clx(C) = X. Luego X es conexo. O

Teorema 2.51. Supongamos que A = {A,: o € A} es una
coleccion de subespacios conexos de un espacio topologico X. Si
Ay N Ag #0, para cada o, B € A, entonces |J,.p Aa €s conezo.

Demostracién. Para simplificar, hagamos Y = (., Aa- S1 Y
no es conexo entonces, por el Teorema 2.44, existen dos subcon-
juntos no vacios y mutuamente separados B y C' en Y, tales que
Y =BUC. Como C CY, tenemos que CNY = C, asi que:

0 = Cly(B)NC = (Clx(B) N Y)NC = Clx(B)N(CNY) = Clx(B)NC.

Por lo tanto CIX(B) = (). De manera similar se prueba
que Clx(C) N B = (). Por lo tanto B y C' estdn mutuamente
separados en X :

Supongamos ahora que b € By ¢ € C. Como b, c € Y, existen
a,0 € A tales que b € Ay y ¢ € Ag. Entonces A,NB # 0y
AzNC # (). Notemos que By C son dos subconjuntos no vacios
de X que estan mutuamente separados en X y, ademas, sucede
que A, y As son subconjuntos conexos de X tales que:

A, CcBUC y AgCcBUC

Entonces, por el Corolario 2.45, A, C B o bien A, C Cy,
ademas, Az C B o bien As C C. Supongamos que A, C C.
Como b e A,NB C A,NClx(B) y cada punto de A, esta en
C, sucede que b € Clx(B) N C. Luego Clx(B) N C # (. En
vista de que esto es una contradiccién, no es cierto que A, C C.
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Luego A, C B. De manera similar probamos que no es cierto
que Ag C B. Por lo tanto Ag C C. Luego

A.NAzsCc BNC c BNClx(C) =10,

asi que A, N Ag = (0. Esto contradice la hipdtesis de que los
elementos de A se intersectan dos a dos. Por lo tanto Y es
conexo. []

Corolario 2.52. 57 A y B son dos subconjuntos conexos de un
espacio X tales que AN B # ), entonces AU B es conexo.

Demostracién. Hagamos A = {A, B}. Entonces A es una
clase de subconjuntos conexos de X, que se intersectan dos a
dos. Entonces, por el Teorema 2.51, la unién de los elementos
de A, es decir el conjunto A U B, es conexo. []

Teorema 2.53. Sea {X,: a € A} una clase no vacia de espacios
topologicos no vacios. Hagamos:

X:HXQ.

acl

Entonces X es conexo si y solo si X, es conexo, para cada o € A.

Demostracién. Primero supongamos que X es conexo. Como
para cada o € A, la funciéon proyeccion p,: X — X, es con-
tinua y suprayectiva y como X es conexo, por el Teorema 2.46,
tenemos que X, es conexo.

Ahora supongamos que cada X, es conexo. Consideremos el

conjunto:
T={aecA:|X,|=1}

Si T = A, entonces X es un conjunto degenerado y, por ende,
conexo. Supongamos, por lo tanto, que T # A. Por el Teorema
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1.15, X es homeomorfo a [[,.,_rXa ¥, por el Teorema 2.46,
la conexidad es una propiedad topoldgica. Entonces basta pro-
bar que [[,ca_r Xa €s conexo. Esto significa que debemos de-
mostrar que un producto de espacios conexos y no degenerados,
es conexo. Entonces, sin pérdida de generalidad, supongamos
que cada X, es un conexo no degenerado, y mostremos que X =
[[,ca Xa es conexo. Para esto fijemos un punto z = (z,), € X.
Primero mostraremos que:

(1) si z € X yn € N son tales que x y z difieren en a lo mas n
coordenadas, entonces x y z estan en un mismo subconjunto
conexo de X.

La prueba de (1) se hace por induccién matemética, sobre el
numero n de coordenadas en las que son diferentes x y un punto
de X. Tomemos z € X y supongamos que x y z difieren en, a
lo mas, una coordenada. Si x = z, entonces x y z estan en el
subconjunto conexo {zx} de X. Si x # z entonces, por hipdtesis,
x y z difieren solamente en una coordenada de A, digamos la

A:HAa

ael

donde A, = {z,},sia e A—{r} y A, = X,. Por el Teorema
1.15, A es homeomorfo a X,. Por lo tanto A es un subconjunto

r-ésima. Definamos:

conexo de X. Como x,z € A, resulta que A es un subconjunto
conexo de X que tiene a x y a z. Esto termina el primer paso
de la demostracién por induccion.

Ahora consideremos que n > 2 y que (1) se cumple para cada
punto de X que difiere en, a lo mas, n — 1 coordenadas de =.
Tomemos z = (z4)s € X y supongamos que z y z difieren en, a
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lo méas, n coordenadas. Si en realidad x y z difieren en, a lo més,
n — 1 coordenadas entonces, por la hipdtesis de induccién, es
posible encontrar un subconjunto conexo de X que tiene tanto
a r como a z. Supongamos, por tanto, que x y z difieren justo
en n coordenadas, digamos en las coordenadas aq, as, ..., a, de
A. Entonces x, = z,, para cada o € A — {aq,00,...,a,} y
To, # Za,, para cadai € {1,2,...,n}. Ahora bien, dada o € A —
{a1, a9, ..., a,}, hagamos w, = x,. Sean wy, = o, Y Wa, = Za,,
para cada i € {2,3...,n}. Entonces w = (w,), €s un elemento
de X tal que x y w difieren en justo n — 1 coordenadas, mientras
que w y z difieren en justo una coordenada. Por tanto, usando
la hipdtesis de induccién y el hecho de que (1) se cumple cuando
un elemento de X difiere de x en, a lo mas una coordenada, se
infiere que existen dos subconjuntos conexos A y B de X tales
que z,w € By w,z € A. Como w € AN B, por el Corolario
2.52, AU B es un subconjunto conexo de X tal que z,z € AUB.
Esto termina la prueba de (1).

Consideremos ahora los conjuntos

C’x:U{C’CX:C’esconexoyxEC}

y

D, ={z € X: xy z difieren en un nimero finito de coordenadas}.

Notemos que A = {C C X: C es conexo y = € C'} es una clase
de subconjuntos conexos de X, que se intersectan dos a dos
(pues tienen a x). Entonces, por el Teorema 2.51, C, es conexo.
Si z € D,, entonces existe n € N tal que x y z difieren en, a
lo més, n coordenadas. Luego, por (1), existe un subconjunto
conexo C' de X tal que z,z € C. Es claro que z € C' C C,. Esto
prueba que D, C C,. Afirmamos ahora que:
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(2) D, es denso en X.

Para ver (2) sea U un abierto no vacio en X. Tomemos un
punto y = (Ya)a en U y un abierto bésico B en X tal que
y € B C U. Notemos que

B = H B,

aeN

donde B, es un abierto en X,, para cada o € A y, ademsés,
existe un subconjunto finito F' de A tal que B, = X, siempre
que a € A — F. Consideremos n = |F| y el punto z = (24)s €n
X definido como sigue:

L T siae A —F;
“ ) Yo, Sia€F.

Es claro que z € B C U y que z y z difieren en, a los mas n
coordenadas. Luego z € D, v, con esto, UND, # (). Esto prueba

(2).
Ahora bien, como D, C C, y D, es denso en X, sucede que:
X = Clx(D,) C Clx(Cy).

Entonces €, es un subconjunto denso y conexo de X. Luego,
por el Corolario 2.50, X es conexo. [

2.7. Localmente conexos

En la presente seccion vamos a estudiar las funciones, bajo
las cuales, se preserva la conexidad local. Asi también indicando
céHmo se comporta la conexidad local con respecto a la operacion
producto.
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Definicion 2.54. Sean X un espacio topolégico y x € X. Deci-
mos que X es localmente conexo en x, si para cada vecindad
N de x, existe un subconjunto abierto y conexoV de X tal que
xeV CN;

Decimos, ademas, que X es localmente conexo si X es
localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Teorema 2.55. Un espacio topologico X es localmente conexo
st y solo, para cada abierto U en X y cada componente C' de U,
sucede que C' es abierto en X.

Demostracién. Supongamos primero que X es localmente conexo.
Sean U un abierto en X y C' una componente de U. Debemos
mostrar que C' es abierto en X. Para esto tomemos un punto
c € C. Entonces ¢ € U y, como X es localmente conexo en c,
existe un abierto y conexo V en X tal que c € V C U. Note-
mos que ¢ € VN C y que tanto V como C' son conexos. Luego
VUC es conexo. Como V' y C' estan contenidos en U, sucede que
V U C es un subconjunto conexo de U. Ahora bien, como C' es
una componente de U y C' C V UC, necesariamente C' = V UC.
Por lo tanto V' C C'. Esto muestra que V' es un abierto en X tal
que c € V C C'y, de esta manera, C' es abierto en X.

Ahora supongamos que las componentes de los subconjuntos
abiertos de X son abiertas. Para ver que X es localmente conexo,
tomemos un punto x € X y un abierto U en X tal que x € U.
Sea V' la componente de U que tiene a x. Por hipodtesis V' es
un abierto en X. Luego V' es un abierto y conexo en X tal que
x € V C U. Esto muestra que X es localmente conexo. ]

Teorema 2.56. Sea f: X — Y wuna funcion abierta y continua
entre los espacios X y Y. Si X es localmente conexo en x € X,
entonces Y es localmente conexo en f(x).
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Demostracién. Sea U un abierto en Y tal que f(z) € U. Como
f es continua, f~1(U) es un abierto en X tal que z € f~1(U). Por
ser X localmente conexo en x, existe un abierto y conexo V en X
tal que z € V C f~Y(U). En vista de que f es abierta y continua,
f(V) es un abierto y conexo en Y. Ademas f(z) € f(V) C U.
Esto prueba que Y es localmente conexo en f(z). O

Corolario 2.57. Sea f: X — Y wuna funcion abierta, continua
y suprayectiva entre los espacios X y Y. St X es localmente
conexo, entonces Y es localmente conexo.

Corolario 2.58. La conexidad local es una propiedad topoldgica.

Demostracién. El enunciado es una consecuencia del hecho
de que los homeomorfismos son funciones abiertas, continuas y
suprayectivas ([2, 12.2, pag. 89]). O

Teorema 2.59. Sea f: X — Y wuna funcion cerrada, continua
y suprayectiva entre los espacios X y Y. Si X es localmente
conexo, entonces Y es localmente conexo.

Demostracién. Para ver que Y es localmente conexo, sean U
un abierto en Y y C' una componente de U. Por el Teorema 2.55
basta demostrar que C' es abierto en Y. Como f es suprayectiva,
el conjunto f~1(C) es no vacio. Ademds f~1(C) c f~1(U)y, co-
mo f es continua, f~1(U) es abierto en X. Para cadax € f~1(C),
tenemos que x € f~1(U). Por lo tanto, podemos considerar la
componente C, de f~1(U) tal que z € C,. Como X es local-
mente conexo, por el Teorema 2.55, C, es abierto en X. Ahora
bien, como f es continua, f(C,) es un subconjunto conexo de Y.
Ademsas f(C,) Cc U, C C Uy f(x) € CnN f(C,). Esto implica,
en vista de que C es una componente de U, que f(C,) C C.
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Luego C, C f~1(C). De aqui se infiere que

fﬁl(C): U &
)

zef~1(C

Por lo tanto f~1(C') es una unién de abiertos en X. Luego f~(C)
es abierto en X, de donde X — f~1(C) es cerrado en X. Como
f es cerrada, f(X — f~(C)) es un cerrado en Y. Utilizando la
suprayectividad de f, se tiene que

FX = fHO) = f(X) = f(fH(0) =Y = C.

Entonces Y — C es cerrado en Y, por lo que C' es abierto en Y.
Esto prueba que Y es localmente conexo. []

Ejemplo 2.60. Sea X el espacio discreto {0,1,2,3,...}, Y el
subespacio 0 U {l/n |n =1,2,3,..} de E' ysea f: X — Y
tal que f(0) =0, f(n) =1/n.

Note que X es localmente conexo y f una funcion continua pero
Y no es localmente conexo.

La nocion de conexidad local esta dada en términos de vecin-
dades. En el siguiente teorema, vemos que podemos darla en
términos de abiertos.

Teorema 2.61. Un espacio topologico X es localmente conexo
en un punto x € X st y solo si, para cada abierto U de X con
x € U, existe un abierto y conexo V en X tal que x € V C U.

Demostracién. Supongamos que X es localmente conexo. Sean
x € X y U un conjunto abierto en X con x € U. Como U es
una vecindad de z, por hipétesis, existe un abierto y conexo V'
tal que x € V C U.
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Inversamente, sean x € X y U una vecindad de x. Entonces
existe un abierto W en X tal que x € W C U. Como W es
también una vecindad de x y X es localmente conexo, existe un
abiertoy conexo Ven X talquex e VC W. Asiz e V CU. 0O

En el siguiente teorema damos una condicién necesaria y su-
ficiente, bajo la cual, el producto cartesiano de espacios local-
mente conexos es localmente conexo.

Teorema 2.62. Supongamos que {X,: a € A} es una clase no
vacia de espacios topologicos no vacios. Hagamos

X:HXQ.

acA

Entonces X es localmente conexo si y solo si se cumplen las
siguientes condiciones:

(1) para cada o € A, el espacio X, es localmente conezo;

(2) eziste un subconjunto finito F' de A tal que, para cada o €
AN — F, el espacio X, es conexo.

Demostracién. Antes de iniciar la demostracién, notemos que
la condicién (2) del teorema dice que, salvo un ntimero finito,
todos los factores X, de X deben ser conexos. Entonces debemos
mostrar que X es localmente conexo si y sélo si, cada espacio X,
es localmente conexo y, ademads, salvo un nimero finito todos
son también conexos.

Ahora iniciamos la demostraciéon. Supongamos que X es lo-
calmente conexo. Por el Teorema 1.11, para cada a € A la fun-
ciéon proyeccion p,: X — X, es continua, suprayectiva y abierta.
Entonces, por el Corolario 2.57, cada X, es localmente conexo.
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Con esto queda demostrado (1). Para ver (2) notemos que, como
X es localmente conexo, existe un subconjunto abierto U de X
que, ademas, es conexo y no vacio. Sean x € U y B un abierto
basico de X tal que z € B C U. Entonces

B:H%

a€A

donde para cada o € F, el conjunto C, es un abierto en X,
y, ademads, existe un subconjunto finito F' de A tal que, para
cada a € A — F, tenemos que C, = X,. Entonces para cada
a € A — F, se cumple que p,(U) = X, asi que, por el Teorema
2.46, para cada a € A — F,, el espacio X, es conexo. Esto prueba

(2).

Ahora supongamos que se cumplen (1) y (2). Sean (24 )aeca €
X y V un abierto en X tal que (z4)qepn € V. Tomemos un abierto
béasico U en X tal que (z4)aer € U C V. Entonces

v=1]]c.

a€A

donde, para cada a € G, el conjunto C,, es abierto en X, vy,
ademas, existe un subconjunto finito G de A tal que C, = X,,
siempre que a € A — G.

Sea F' como en (2). Entonces F'U G es un subconjunto finito
de A. Ademas, para cada o € F' U G, como X, es localmente
conexo y (', es un abierto en X, que tiene al punto z,, existe
un abierto y conexo V, de X,, tal que z, € V,, C C,. Por otro
lado, para cada o € A — (F UG), como « ¢ G, tenemos que
Co = Xo vy, como x & F, el espacio X, es conexo. Entonces C,
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es conexo, para cada « € A — (F U G). Definimos ahora:

W — V., sia€ FUG;
1 X, siaeA—(FUQG).

Sea
w =[] W
a€A

Entonces W es un abierto béasico de X. Ademads, como cada
factor de W es conexo, por el Teorema 2.53, W es conexo. Note-
mos que (Zq4)aca € W C U. Por tanto X es localmente conexo en
(Za)aeca- Como el punto (x4)aecp fue arbitrario, X es localmente
CONEXO. ]

2.8. Conexos por trayectorias

En este capitulo estudiamos la relacion que existe entre Conex-
idad por Trayectorias y por Arcos, as¢como algunos resultados
fundamentales sobre estas propiedades. Otros problemas que
analizamos son: cuando la unién de espacios conexos por trayec-
torias es conexo por trayectorias y especialmente importante el
que nos indica cuando un producto de espacios es conexo por
arcos.

Definicién 2.63. Supongamos que X es un espacio topologico.
Una trayectoria en X es una funcion continua f: [0,1] — X .
St x,y € X, entonces una trayectoria de x a y en X es una
trayectoria f:[0,1] — X tal que f(0) = x y f(1) = y. Decimos
que X es conexo por trayectorias si, para cada x,y € X,
existe una trayectoria de x ay en X.

A las trayectorias en un espacio topoldgico X, también se
les llama caminos en X. A su vez, a los espacios conexos por
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trayectorias, también se les llama espacios conexos por caminos.
La palabra “conexo” aparece en la definicién de espacio conexo
por trayectorias y, contrario al hecho de que las nociones de
conexidad y de conexidad local son independientes, los espacios
conexos por trayectorias son conexos, segin se prueba en el si-
guiente resultado.

Teorema 2.64. Cada espacio conexo por trayectorias es conexo.

Demostracién. Sea X un espacio conexo por trayectorias. Fi-
jemos un punto y € X. Para cada x € X sean f,: [0,1] — X
una trayectoria de x a y en X y A, = f.([0,1]). Notemos que
X = U,ex Az Ademads, por el Teorema 2.46, cada conjunto
A, es conexo. Entonces X se puede escribir como una union de
conexos que tienen a y como punto comun. Asi, por el Teorema
2.51, X es conexo. ]

El siguiente ejemplo muestra que en general existen espacios
conexos (ue no Son conexos por trayectorias.

Ejemplo 2.65. 51 W = {(x, sen (%)) e R?*: z € (0, 1]} y oy
Y = ({0} x [~1,1]) espacios en R, con la topologia usual, en-
tonces X =W UY no es conexo por trayectorias.

Mas adelante veremos la relacion entre los espacios local-
mente conexos y los espacios conexos por trayectorias. De mo-
mento, vamos a probar que la conexidad por trayectorias se
preserva bajo funciones continuas.

Teorema 2.66. Sea f: X — Y una funcion continua entre los
espacios topologicos X y Y. Si X es conexo por trayectorias,
entonces f(X) es conexo por trayectorias.
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Demostracién. Sean y;,y, € f(X). Entonces existen x1,xs €
X tales que f(z1) = y1 vy f(x2) = yo. Al ser X conexo por
trayectorias, existe una funcién continua g: [0,1] — X tal que
g(0) =21y g(1) = x9. Asi fog:[0,1] — f(X) es una funcién
continua tal que

(feg)0)=flz)=u v (fog)(l)=[f(z2) =1y
Por lo tanto f(X) es conexo por trayectorias. ]

Corolario 2.67. La conexidad por trayectorias es una propiedad
topolgica.

Definicién 2.68. Un arco es cualquier espacio topologico home-
omorfo al intervalo unitario [0, 1].

Ligado al concepto de conexidad por trayectorias, tenemos el
de conexidad por arcos.

Definicién 2.69. Supongamos que X es un espacio topolgico Ts.
Un arco en X es una funcion continua e inyectiva f: [0,1] —
X. St x,y € X, entonces un arco de x a y en X es un arco
f:10,1] = X en X, tal que f(0) =z y f(1) = y. Decimos que
X es conexo por arcos si, para cada x,y € X, existe un arco
dex ay en X.

Supongamos que f: [0,1] — X es un arco en X. Entonces f,
como funcién de [0,1] a f([0,1]), es biyectiva y continua. Como
[0, 1] es compacto y f([0,1]) es T3 (por ser un subespacio de X,
que es Ty), resulta que f es un homeomorfismo ([2, Teorema
2.1.2, p 236]). Por lo tanto f([0,1]) es un arco en el sentido de
la Definicién 2.68. Con esto probamos que a partir de un arco
en X es posible obtener un arco, en el sentido de la Definicion
2.68, que esta contenido en X. Supongamos ahora que A es un
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arco, en el sentido de la Definicién 2.68, y que A C X. Entonces
existe un homeomorfismo f: [0,1] — A. Notemos que f puede
verse como una funcién continua e inyectiva de [0, 1] a X. Luego
f es un arco en X. Esto muestra que, a partir de un arco (en el
sentido de la Definicién 2.68) que esté contenido en X, es posible
encontrar un arco en X. Por consiguiente

(x) A C X es un arco si y solo si existe una funciéon continua e
inyectiva f: [0,1] — X tal que f([0,1]) = A.

De esta manera, la nocién de arco como se presenta en la
Definicién 2.69 no se contradice con la que presentamos en la
Definiciéon 2.68. En el fondo lo que estamos haciendo es identi-
ficar una funcién con su imagen. Esto es muy comin en Matemaéticas.
Por ejemplo, solemos identificar una funcion con su grafica.

Una vez comentado lo anterior, conviene mencionar ahora que
los espacios conexos por arcos son también conocidos como espa-
cios arco-coneros, o bien arcoconexros. También conviene indicar
que, por definicién, todo espacio conexo por arcos es conexo por
trayectorias. Sin embargo, no todo espacio conexo por trayecto-
rias es conexo por arcos, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.70. Si X = {0,1} con la topologa 7 = {0, X, {0}},
entonces X es un espacio conexo por trayectorias que no es
CONETO POT ATCOS.

Demostracién. Sea f: [0,1] — X, definida por

rlop)=0 v () =1

Como los abiertos en X sélo son X, () y {0}, para probar que f
es continua veamos que las preimagenes de estos conjuntos son
abiertos en [0, 1]
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S =01 f0) =0 y f1<{0}>=[o,§>.

Por lo tanto f es continua y asi X es conexo por trayectorias.
Para mostrar que X no es conexo por arcos notemos que el
unico abierto que contiene a 1 es X y los nicos abiertos que
contienen al 0 son X y {0}, como X N {0} # (), tenemos que
Xno es Ty, como lo requiere la definicion.
]

Mas adelante vamos a dar condiciones, bajo los cuales, los
espacios conexos por trayectorias son conexos por arcos.

Teorema 2.71. La conexidad por arcos es una propiedad topolgica.

Demostracién. Sean X, Y espacios topolégicos, f: X — Y
un homeomorfismo y y1,y2 € Y. Existen x1,29 € X tales que
f(x1) = y1y f(ze) = yo. Como X es conexo por arcos, existe
una funcin continua e inyectiva g: [0,1] — X tal que ¢(0) = x;
vy g(1) = z5. Adems, como f tambin es continua e inyectiva,
resulta que fog: [0,1] — Y es una funcin continua e inyectiva
tal que

(fog)0)=flz) =y v (fog)l)=[f(22) =12

Por lo tanto, Y es conexo por arcos.
]

Ahora veamos las condiciones, bajo las cuales, la union de es-
pacios conexos por trayectorias es conexa por trayectorias. Co-
mo se indica, dichas condiciones son similares a las que se tienen
para inferir que la unién de espacios conexos es conexa.
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Teorema 2.72. Sean X un espacio topologico y {X,: a € A}
una clase de subconjuntos de X. Supongamos que X, es conexo
por trayectorias, para cada o € A. Entonces:

(1) si para cada a,t € A con o # t, sucede que X, N X; # (),

entonces | X, es conexo por trayectorias;

aceA

(2) si (Noep Xa # 0, entonces |J,cp Xa €s conexo por trayecto-
71GS;

(3) si existe ag € A tal que X, N Xy, # O para cada o € A,

entonces | J X, es conexo por trayectorias.

aeA

Demostracién. Para probar (1) tomemos p,q € |J X4, luego,
aEA

existen a,t € A tales que p € X, v ¢ € X;. Sea k € X, N X;,
como X, y X; son conexos por trayectorias, existen funciones
continuas f: [0,1] — X,y ¢g: [0,1] — X; tales que

fO)=p, fQQ)=k g0)=Fk y g(1)=q.

Sea h: [0,1] — |J X,, definida para cada z € [0, 1] por:

aeA

[ f(2x), si x € [0, %],
W) = { g(2x—1), size[L1].

Tenemos que h es una funcin continua tal que

h(0)=f(0)=p y h(l)=g(1)=2q.

Por lo tanto, | J X, es conexo por trayectorias.
a€el

Para probar (2) notemos que si (), Xa 7# 0, entonces para
cada a, t € A se cumple que X,NX; # () y usando (1) obtenemos
que el resultado que queramos.
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Para probar (3), hagamos para cada « € A, el conjunto T, =
X,UX,, notemos que por (1), cada T}, es conexo por trayectorias
y para cada «,t in A tenemos que

ToNTi = (XoUXy) N (Xey UXy) D(XaNXy,) #0

entonces, para cada a,t € A se cumple que T, NT; # () y usando
(1) de este teorema tenemos que

UTa = U(Xa U Xg,) = UXa

acA acA acA

es conexo por trayectorias.

]

Ahora vemos como se comporta la conexidad por trayectorias
con respecto al producto cartesiano.

Teorema 2.73. Supongamos que {X,: o € A} es una clase no
vacia de espacios topologicos no vacios. Hagamos

X:HXa

acl

y supongamos que X tiene la topologia producto. Entonces X
es conexo por trayectorias si y solo si, para cada o € A, X, es
conexo por trayectorias.

Demostracién. Supongamos primero que X es conexo por trayec-
torias. Para cada o € A, sea p,: X — X, la funcin proyeccin.
Como p, es continua y suprayectiva, por el Teorema 2.66, X, es
conexo por trayectorias .

Ahora supongamos que cada X, es conexo por trayectorias.
Tomemos dos puntos (Z4)aca ¥ (Ya)aca en X. Para cada a € A,
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tenemos que T, Yo € X, Y, como X, es conexo por trayectorias,
existe una funciii continua f,: [0,1] — X, tal que f,(0) =z, ¥
fo(1) = y,. Esto nos permite considerar la funcién f: [0,1] — X
definida, para t € [0, 1], como:

f(#) = (fa(t))aer-

Dada o € A, tenemos que

(Pa 0 [)(E) = pa(f (1) = Pal(fr(t))rea) = falt).

Por lo tanto p, o f = f,, de donde p, o f es continua. Como esto

sucede para cada a € A, por el Teorema 1.14, f es continua.
Ademas

f(O) = (fa(o))aeA - (xa)aeA y f(l) = (fa(l))aeA - (ya)aeA-

Esto prueba que X es conexo por trayectorias. ]
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