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Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo ser un auxiliar didactico para apoyar la
practica docente de los profesores que imparten matematicas en secundaria en
cualquiera de sus grados y en el primer afio de bachillerato.

El programa oficial de la SEP vigente (2010) marca que la ensefianza basica
asi como la del nivel medio superior debe tener un enfoque basado en
competencias.

La OCDE (Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico)
dice que las “competencias” son mas que conocimientos y habilidades. Considera
que debe incluir la habilidad para poder cumplir demandas complejas mediante la
esquematizacion y movilizacién de recursos psicoldgicos (incluyendo destrezas y
actitudes) en un contexto particular [11].

La Secretaria de Educacion Publica de México  (SEP, 2004) concibe la
“competencia” como el conjunto de capacidades que incluyen conocimientos,
actitudes, habilidades y destrezas que una persona logra mediante procesos de
aprendizaje y que se manifiestan en su desempefio en situaciones y contextos
diversos [13].

Perrenoud (1999) define la “competencia” como una capacidad de actuar de
manera mas eficaz en un tipo definido de situacién, capacidad que se apoya en
conocimientos, pero no se reduce a ellos. La adquisicion de competencias
cientificas durante la formacion media basica y superior, requiere ademas, entre
varios aspectos, de metodologias didacticas e instrumentos de evaluacién que se
ajusten a sus fines [16].

La mayor parte de los autores incluyen en el concepto de competencia la
adquisicion de conocimientos, la ejecucion de destrezas y el desarrollo de talentos
que se expresan en el saber, el saber hacer y el saber ser, es decir, al conjunto de
conocimientos, procedimientos, ejecuciones, actitudes y valores coordinados,
combinados e integrados en el ejercicio profesional. Es importante comprender que
las competencias se manifiestan en la realizacion de tareas. Las tareas son
esquemas de accion, esquemas de pensamiento orientados a la realizacion de
tareas practicas. Deben tener relevancia para las personas implicadas [9].

En [9] se define la competencia matematica como la habilidad para utilizar y
relacionar los ndmeros, sus operaciones basicas, los simbolos y las formas de
expresion y razonamiento matematico tanto para producir e interpretar distintos tipos
de informacion, como para ampliar el conocimiento sobre aspectos cuantitativos y



especiales de la realidad y para resolver problemas relacionados con la vida
cotidiana y el mundo laboral.

La RIEMS (Reforma Integral para la Educaciéon Media Superior) menciona
que las competencias matematicas buscan formar a los estudiantes en la
capacidad de interpretar el entorno que los rodea matematicamente. Algunas de
ellas estan propuestas a continuacion:

% Resuelve diferentes tipos de problemas matematicos buscando
diferentes enfoques.

% Argumenta la solucion obtenida de un problema.

% Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos
matematicos y cientificos.

Ademas, la RIEMS afirma que estas competencias buscan propiciar el
desarrollo de la creatividad, el pensamiento logico y critico entre los estudiantes. Un
estudiante que cuente con ellas puede argumentar y estructurar mejor sus ideas y
razonamientos. Las competencias reconocen que a la solucién de cada tipo de
problema matematico corresponden diferentes conocimientos y habilidades, y el
despliegue de diferentes valores y actitudes. Por ello, los estudiantes deben poder
razonar matematicamente, y no simplemente responder ciertos tipos de problemas
mediante la repeticiéon de procedimientos establecidos. Esto implica que puedan
hacer las aplicaciones de esta disciplina mas alla del salon de clases [15].

Considerando este concepto de competencia matematica que las diferentes
instituciones y autores abordan, es preciso reflexionar sobre el enfoque que hasta
ahora se le ha dado a la ensefianza de la matematica asi como al papel del
profesor. Las matematicas son importantes para todas las ciencias y se ha reducido
su ensefianza al aprendizaje de reglas y algoritmos casi como si fuera una clase de
cocina donde para cada contenido te dan tu receta, se aislan los contenidos y los
profesores intentan dar clases, limitando el papel del alumno a ser un sélo oyente o
quien recupera el discurso y lo trata de imitar. Los alumnos necesitan ser la parte
activa en este proceso, exponer sus ideas y resolver sus problemas. Otro problema
con la matematica, no es si la entienden, si se les hace dificil o si se dejan llevar por
lo dicho por otros compafieros, conocidos, padres y sociedad en general quienes no
tuvieron éxito con el aprendizaje de las matematicas. El problema radica en que se
plantea como algo, solamente en el salén de clase. Si se relaciona con la vida
diaria, los acontecimientos de los alumnos, su dia a dia es potencialmente seguro
que la comprendan con mayor facilidad. Otra cosa importante es también que esta
en juego la parte pedagdgica del docente a la hora de impartir la materia [3].



En esta tesis proponemos desarrollar las competencias algebraicas a través
de la resolucion de problemas.

En la ensefianza tradicional, la introduccién al método algebraico se hace, la
mayoria de las veces, con demasiada rapidez y de manera mecanica sin valorar de
forma adecuada las dificultades que conlleva su correcta asimilacion. La mayoria de
los simbolos que se utilizan en algebra se habian utilizado antes en aritmética. Por
eso para los alumnos ya tenian un significado que, con frecuencia, puede entrar en
conflicto con el que se atribuye ahora. Cualquier estrategia de ensefianza para
incorporar el nuevo significado de los simbolos debe distinguir y ampliar el que ya
tenian [2].

Nosotros hemos observado que el maestro ingenuamente supone que
bastan unos cuantos ejemplos de “lenguaje algebraico” para que los alumnos sean
capaces de resolver problemas con enunciado.

Es importante que durante todo el aprendizaje del algebra los alumnos la
utilicen para resolver problemas que doten de sentido a las nociones y
procedimientos algebraicos. Estos problemas no sélo deben aparecer después de
que se han estudiado las formas de resolverlos, como aplicaciones de los mismos,
sino que deberan estar presentes en todas las fases del aprendizaje, para introducir
y facilitar la comprensién de nuevos conocimientos, asi para enriquecer los que se
hayan visto con anterioridad [8].

En [1] se plantea que la resolucién de problemas en la actualidad se
considera que es la parte mas esencial de la educacion matematica debido a que
los estudiantes pueden experimentar la potencia y utilidad de las matematicas en el
mundo que les rodea. También, se afirma que para resolver problemas no existen
férmulas magicas; no hay un conjunto de procedimientos o métodos que
aplicandolos lleven facilmente a la resolucion del problema. Pero no hay que sacar
en consecuencia una apreciacion ampliamente difundida en la sociedad: la Unica
manera de resolver un problema es por “ideas luminosas” que se tienen 0 no se
tienen. Es evidente que hay personas que tienen mas capacidad para resolver
problemas que otras de su misma edad y formacion parecida. Que suelen ser las
gue aplican (generalmente de una manera inconsciente) toda una serie de métodos
y mecanismos que suelen resultar especialmente indicados para abordar los
problemas. Son los procesos que se llaman “heuristicos”. operaciones mentales que
se manifiestan tipicamente Utiles para resolver problemas.

En la resolucién de cualquiera de los problemas propuestos en este trabajo
se ponen en practica las competencias. La naturaleza de los problemas es de
caracter algebraico por lo que las competencias que se pretenden desarrollar estan
mas enfocadas en el algebra que en otras ramas, sin embargo, esto no limita el
aplicar una estrategia diferente para resolver cierto problema. Lo importante es



propiciar el contacto de los estudiantes con los problemas reto para que de esta
manera logren desarrollar estas competencias.

En esta tesis estamos presentado una coleccion de problemas cuya
resolucién permite observar la aplicacion de estrategias para el desarrollo de ciertas
competencias matematicas. La seleccion de los problemas estd organizada de
acuerdo a la naturaleza de su resolucién. Por ejemplo, un problema que se puede
resolver con una ecuacién de primer grado esta ubicado en el Capitulo 2. Sin
embargo, el profesor puede utilizar los problemas y organizar sus actividades en la
forma que considere mas adecuada. Como se puede observar, en la mayoria de los
problemas presentamos varias formas de resolverlos. Se usan desde la técnica del
ensayo y error o0 tanteo hasta el uso de ecuaciones de primero y segundo grado y
sistemas de ecuaciones.

Nosotros hemos llevado a la practica estos problemas con profesores de
secundaria y bachillerato y cabe sefialar que el presentar los problemas resueltos y
en varias formas, como los de este trabajo, dan la oportunidad al profesor de
conocer varias estrategias empleadas. Es una dificultad comun para profesores que
no tienen el perfil de matematicos el que se les plantee un problema para su
resolucion y de inicio no tienen ni la menor idea de por donde empezar. Esto tiene
como consecuencia que estos profesores no les planteen a sus estudiantes el
mismo problema. De esta manera no ponen en contacto directo a los estudiantes
con el desarrollo de sus competencias. Prefieren irse por el viejo camino de la
ensefianza tradicional donde el estudiante repite y copia lo que el profesor dice o
explica. Hemos observado que al tener las soluciones el profesor puede adquirir
confianza y motivarse para proponer estos problemas a los estudiantes dandoles a
su vez libertad y confianza para intentar que los resuelvan. La confianza que el
profesor debe generar en los alumnos puede partir del hecho de aceptar sus propias
soluciones y estrategias. Esto es muy importante puesto que el estudiante se motiva
al saber que su trabajo esta siendo tomado en cuenta asi como su propio
razonamiento.

Es importante que a lo largo de la ensefianza los estudiantes conozcan y
resuelvan numerosos problemas. Es un hecho que los problemas son necesarios
para la formacién de conceptos, el desarrollo de la capacidad de trabajo personal
del estudiante y de sus aptitudes para la investigacion, la comunicacion y la
justificacién de sus afirmaciones.



Es

un hecho que los tiempos establecidos por las autoridades educativas,

para que los docentes lleven a cabo su plan de estudios es una dificultad para la
implementacién de este material. Sin embargo, consideramos pertinente hacer unas
sugerencias pedagoégicas para el uso de esta tesis. Podemos mencionar, entre
otras, las siguientes:

(@)

(b)
()

(d)
(e)

(f)

(@)

Lo primero que se sugiere es cambiar el nombre de “problema” por el de
“reto”. Cada vez que se les proponga a los estudiantes se les debe decir,
el siguiente reto es... A los estudiantes de estos niveles y edades les
llama la atencion que los reten y es un buen momento para hacerlo.
Estos problemas se pueden utilizar para iniciar un tema de algebra, para
amenizar una clase, para dejar tarea, para divertirse pensando, etc.
Como lo que se busca es que el alumno desarrolle sus competencias con
libertad entonces no hay que exigirles que usen obligatoriamente el
algebra sino mas bien que los resuelvan como puedan.

Aceptar los diversos razonamientos de los estudiantes, los motiva a
seguir adelante.

Se debe permitir que los estudiantes interactlien en parejas o en equipos
en la resolucion de problemas. El dialogo entre ellos ayuda al profesor a
trabajar menos porgue en ocasiones los estudiantes se entienden mejor
entre ellos que con la intervencion del profesor [5]. Se sugiere formar
equipos de cuatro estudiantes. Se les pide a los miembros del equipo
gue todos se responsabilicen de la resolucién y la presenten a la clase
para que se comparen los diferentes métodos o razonamientos e ideas
utilizados por cada equipo o por cada estudiante.

Una vez que un estudiante crea tener la solucién se le pide que espere
hasta que los demas hayan intentado la resolucién. Se les debe dar
tiempo. No todos son igual de “rapidos para comprender el problema”. No
se debe decir a los estudiantes que no han logrado el resultado, que
estan equivocados, se les debe dar ideas para que no abandonen el
problema y continlen pensandolo y a los estudiantes que si lo han
logrado se les pide que redacten el problema tal como lo pensaron para
ver por escrito el desarrollo de sus ideas. Esto permite desarrollar sus
competencias en el “area de comunicacion”.

Si la intencion del profesor es que el estudiante aprenda a plantear y
resolver ecuaciones de primero y segundo grado asi como sistemas de
ecuaciones, entonces debe permitir que el estudiante resuelva el
problema como pueda siempre y cuando no haga trampa. Después el



profesor puede proceder a resolver el problema usando una herramienta
del algebra. Esto mostrara a los estudiantes que el algebra en los
problemas les provee una forma de resolverlos mas facilmente.

(h) Si el uso del algebra es mas dificil que otra técnica para resolver un
problema es preferible y aconsejable que el estudiante se quede con su
solucién y que el profesor no insista en mostrarles el uso del algebra. En
caso contrario, los estudiantes no hacen caso pues se quedan con la
idea que su estrategia es mejor y que el algebra sélo los confunde.

() El profesor debe seleccionar el problema adecuado para trabajar en
clase y asi poder mostrar a sus alumnos la potencia del algebra en la
resolucion de problemas y los estudiantes comenzaran a apreciar la
utilidad de las herramientas algebraicas.

() Cuando se considera que el tiempo ha sido suficiente, se comenta la
solucion para retroalimentar los distintos razonamientos y para que los
estudiantes se sientan tomados en cuenta y se les valore su trabajo.

(k) En la resolucién algebraica de cada problema mostramos la justificacion
matematica de cada paso. Por ejemplo, en los despejes explicamos las
propiedades que fundamentan lo realizado. Los profesores pueden
emplear esta forma de resolucién en cada problema si lo que necesitan
es argumentar las propiedades que le permiten dar cada paso.

La tesis esta organizada en cuatro capitulos.

En el Capitulo 1 ilustramos una serie de definiciones y propiedades basicas
de los numeros reales, de algebra y de geometria en los cuales se puede apoyar el
lector para recordar y aclarar algin concepto o propiedad que necesite para la
comprension y resolucién de los problemas.

En el Capitulo 2 presentamos una seleccién de problemas que ilustran el
desarrollo de competencias donde la herramienta algebraica que se usa para su
resolucion es el planteamiento y solucién de ecuaciones de primer grado. Ademas,
se presentan otras soluciones para la mayoria de los problemas planteados en este
capitulo. Algunas de estas soluciones utilizan la técnica del ensayo y error y
técnicas de aritmética.

En el Capitulo 3 exponemos una seleccién de problemas que implican el
planteamiento de ecuaciones de segundo grado y su resolucion mediante la féormula
general de segundo grado o mediante factorizacion. Ademas, se presentan otras
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soluciones para la mayoria de los problemas planteados en este capitulo usando
otras técnicas no algebraicas.

En el Capitulo 4 exhibimos una serie de problemas que pueden ser resueltos
a través del planteamiento de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.
Incluso algunos implican un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas. Al igual
que en los capitulos anteriores, algunos problemas se pueden resolver usando
técnicas de aritmética.
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Capitulo 1 Definiciones y propiedades

En este capitulo ilustramos una serie de definiciones y propiedades basicas de
los nimeros reales, de algebra y de geometria en los cuales se puede apoyar el
lector para recordar y aclarar algin concepto o propiedad que necesite para la
comprension y resolucion de los problemas. Si algin profesor no recuerda un
concepto, teoria o propiedad puede buscarlo directamente consultando el presente.

En este apartado presentamos a los numeros reales como un conjunto (al cual
denotaremos como R) sujeto a dos operaciones (la suma y el producto) junto con
una relacién de orden total (la de “ser menor que”).

Enunciamos los axiomas de R y sus consecuencias. Para la demostracién de
estas Ultimas damos la referencia correspondiente.

1.1Definiciones y propiedades bdsicas de los niimeros reales
Los resultados de este apartado fueron consultados en su mayoria en [4].
1.1.1 Definicion. Un conjunto es toda coleccion de objetos.

1.1.2 Los Axiomas de los nimeros reales.

1. Axiomas de Campo (referente a las operaciones de suma y producto).
Axiomas de campo.

1. Sia,b R, entonces a+ b, ab € R (leyes de cerradura).

2. Sia,be R, entoncesa+ b =b+ ayab = ba (leyes conmutativas).

3. Si a,b,ceR, entonces a+(b+c)=(a+b)+c y a(bc) = (ab)c (leyes
asociativas).
Sia,b,c € R, entonces a(b + ¢) = ab + ac (ley distributiva).
Existen 0,1 € R, con 0+ 1, tales que: si a €R, entonces a+0=a y
a -1 = a (0 se llamara neutro aditivo y 1 se llamara neutro multiplicativo ).
6. Si a €R, existe a; R tal que a+a; =0y si ae R con a # 0, entonces

existe a, e Rtalquea-a; = 1.

ok

2. Axiomas de Orden (que se refieren a la relacién “ser menor que”).
Axiomas de orden (la proposicion “a menor que b” se denotaraa < b 0 b > a).
1. Si a,b € R, entonces una y so6lo una de las siguientes proposiciones es
verdadera:
(i) a=»b
(i) a<b
(iyb<a
(ley de tricotomia).
2. Sia,b,ce Rya<b, b<c,entonces a < c (ley transitiva).
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3. SiabeR, ¢c>0y a<b, entonces ac < bc (consistencia del producto
respecto a la relacion de orden).

4. Si a,b,ce R y a<b, entonces a+c < b +c (consistencia de la suma
respecto a la relacion de orden).

Ademas de la relacion de orden en los reales, existe la relacion de igualdad. Para
esta recordemos que cumple:
Sean a,b,c € R.

(a) Sia = b, entonces b = a.

(b) Sia=byb =c, entonces a = c.

(c) Propiedad aditiva de la igualdad.

Para todos los numeros reales a, b, c, sia = b entoncesa+c=b+c

(d) Propiedad multiplicativa de la igualdad.

Para todos los numeros reales a,b,c si a = b entonces ac = bc.

Si tengo una igualdad me es permitido sumar o multiplicar a cada miembro de la

igualdad por un mismo nimero.

1.1.3 Teorema.

(i) Sia,b,ceRya+c=>b+c, entoncesa =>b.

(i) Sia,b,ce R, c+ 0y ac = bc, entonces a = b.
(Ambas proposiciones son conocidas con los nombres de ley de cancelacion para
la suma y ley de cancelacion para el producto ).

1.1.4Teorema. Sia € R, entoncesa -0 = 0.

1.1.5 Teorema.
(i) Paracada a € R existe un Unico a; € Rtal que a + a; = 0.
(i) Paracadaa € R con a # 0, existe un Unico a, € Rtalque a-a, = 1.

1.1.6 Definicién. Sia € R, —a denotara al inico nimero real que cumple a + (—a) =
0 y lo llamaremos el inverso aditivo de a. Sia€ R, a # 0, a~! denotara al Unico
namero real que cumple aa! = 1y lo llamaremos el inverso multiplicativo  de a.

1.1.7 Teorema.
() SiaeR, —(—a) = a.
(i) Sia € Ry a # 0 entonces (a‘l)_1 =a.

1.1.8 Teorema. Sean a, b, c € R. Entonces
(i) -(a+b) = (—a)+ (—b).
(i) -(ab) = (—a)b = a(—Db).
(iii) Sia # 0,b # 0, entonces ab # 0y (ab)™! = a~1b~ 1.
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1.1.9 Teorema. Sia,b,c,d € R,conb = 0yd # 0, entonces

. a c ad+bc
) »Td” ba
.. a ¢ ac
(M) 5 2= pa
-1 -1
(iii) (%) =25 = g sia % 0.

1.1.10 Teorema. Sean a,b € R tales que a > 0 y b > 0. Entonces: a% = b? si y s6lo
sia=bh.

1.1.11 Teorema. Sia>0,b >0y a®? = b, entonces a es el Gnico nimero real con
esta propiedad.

1.1.12 Definicion. Sea beR talque b>00 b=0. SiaeR estalque a>0o0
a=0y cumple a?> =b, a se llamara la raiz cuadrada de b. La denotaremos

a =/b.
1.1.13 Teorema. Sia>00a=0y b>00b =0, entonces vab = Vavb.

1.1.14 Definicion. Ry ={xeR x>0}, R_={xe R |x < 0}.

R, se llamara el conjunto de los reales positivos . R_ se llamaré el conjunto de
los reales negativos

Ademas: R=R, U{0}UR_.

1.1.15 Definicion. Sean x,y € R — {0}. Entonces x y y tienen signos iguales si
1. x,yeR, 0
2. x,yeR_
Pero en caso que:
1. xER,yyeR_6
2. xeR_yyeR,
Se dird que x y y tienen signos contrarios o distintos .
Es facil ver que si x,y tienen signos iguales entonces xy € R, . También, si x,y
tienen signos distintos, entonces xy € R_.

1.1.16 Definicién. Dado x € R, el valor absoluto de x, el cual denotaremos como
|x|, se define de la siguiente forma:
x| = { x, x=20
—x x<0
1.1.17 Definicion.

() N={1,2,3,4,..}
(i) N ={-n |neN}.

14



(i) Al conjunto Z = N U {0} U N_ se llama el conjunto de nimeros enteros .
Asipues, Z={...,—-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

1.1.18 Definicidon EIl conjunto de los nimeros racionales es el conjunto
Q= {% | a,b sonenteros y b + 0}.

1.1.19 Definicion. Para cada numero real x existe un Unico nimero entero a tal que
ax<a+l1.

1.1.20 Definicién. Sean a,b enteros con b # 0. Se dice que b divide a asi el
cociente % es un entero, es decir, si existe un entero c tal que a = bc.
Otras formas muy usadas para decir que b divide a a, son:
i. aesdivisible entre b.
ii. aesmiultplo de b.
iii. b esundivisor de a.

1.1.21 Definicién. Si a y b son enteros, b = 0 y ¢ y r son Unicos enteros tales que
a=bc+r con 0 <r < |b|, entonces c se llama el cociente y r el residuo que se
obtiene al dividir a entre b.

1.1.22 Tipos de fracciones.
1. Fraccién propia es aquella que tiene su denominador mayor que su
numerador es decir: % Es fraccion propia sia < b.
2. Fraccion impropia es aquella en donde el numerador es mayor que el
denominador es decir: % Es fraccion impropia si a > b.
3. Fraccion mixta es aquella que resulta de una suma de un nimero natural y

una fraccion propia. Las fracciones mixtas se pueden expresar como
fracciones impropias.

1.1.23 Criterio de divisibilidad . Un ndmero natural es divisible entre 11, cuando la
diferencia entre la suma de sus digitos de orden impar (primera, tercera, etc.) y la
suma de sus digitos de orden impar (segunda, cuarta, etc.), es un multiplo de 11.

1.1.24 Definiciébn. Un numero consecutivo se obtiene sumando una unidad al
anterior. Se expresa como n + 1 donde n es cualquier nimero entero.

1.1.25 Definicion. Un ndmero entero es par si es divisible entre 2 y es impar o0 non si

no es divisible entre 2. El conjunto de los numeros pares se define como {2n|n €
N}.
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1.1.26 Definicibn. Los numeros pares consecutivos se obtienen sumando dos
unidades al anterior nimero par. Se expresa como 2n + 2 donde n es cualquier
ndmero entero.

1.1.27 Definicién. Un ndmero impar consecutivo se obtiene sumando dos unidades
al anterior nUmero impar. Se expresa como (2n— 1)+ 2 donde n es cualquier
ndmero entero.

1.1.28 Definicion. La razén entre dos cantidades de la misma especie es un nimero
que se obtiene dividiendo la medida de la primera entre la medida de la segunda, en
el supuesto naturalmente de que ambas se miden con la misma unidad de medida.

1.1.29Definicién. Un nimero cuadrado perfecto es un ndmero natural al cuadrado.

1.1.30 Definicion. El litro (simbolo | o L) es una unidad de volumen equivalente a
un decimetro cubico (0,001 m3). Su uso es aceptado en el Sistema Internacional de
Unidades (SI), aunque ya no pertenece estrictamente a él. Normalmente es utilizado
para medir liquidos o sélidos granulares.

1.1.31 Definicién. EIl decimetro es una unidad de longitud. Es el primer submultiplo
del metro y equivale a la decima parte de él. Su simbolo es dm.

1dm=0,1m=10"1m

1.1.32 Definicion. El decimetro cibico es una unidad de volumen. Se corresponde
con el volumen de un cubo de un decimetro de lado. Equivale a la milésima parte de
un metro cubico y también a un litro. Es el primer submultiplo del metro cubico. Su
abreviatura es dm?,

1.1.33 Media aritmética (promedio). Es la medida de tendencia central que se

obtiene mediante la suma de un grupo de términos dividiendo entre el nimero de
ellos.

1.2 Definiciones y propiedades bdsicas de Algebra

En este apartado damos una lista de definiciones que pueden consultarse en
[10] y [12].

1.2.1 Definicion. Una expresion algebraica es la combinacion de variables y

constantes que implica un namero finito de operaciones indicadas de adicion,
sustraccion, multiplicacién, divisién, potencia o raiz entre ellas.
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1.2.2 Definicién. Un polinomio  es la expresion algebraica que consta de dos 0 mas
términos.

1.2.3 Definiciobn. Un binomio es una expresion que consta de dos términos los
cuales, a su vez, pueden ser productos o sumas 0 una combinacion de ambas.

1.2.4 Definicién. Un término es la parte de un polinomio o expresion algebraica
separada por los signos mas o menos que solo contiene productos y cocientes de
nameros y letras (constantes y variables). A menudo, una expresién se llama
polinomio y en particular monomio, binomio o trinomio, segin tenga uno, dos o tres
términos.

1.2.5 El término esta formado por coeficientes (parte numérica o constantes)
variables (literales o letras), multiplicadas entre si, llamados factores. El factor
numérico se llama coeficiente numérico o simplemente coeficiente de los factores.

«— ©Xponente

4x?

coeficiente literales
1.2.6 Definicion. Suma algebraica es el proceso de sumar niUmeros reales positivos
y negativos. Solo se pueden sumar términos semejantes, o sea aquellos términos

que soélo difieran del coeficiente.

1.2.7 Las expresiones algebraicas nos permiten traducir el lenguaje natural al
lenguaje matematico, por ejemplo:

Lenguaje natural Lenguaje matematico
Dendtese un nimero cualquiera x
Dupliguese un nimero 2x
Sumar a un nimero 10 unidades x+ 10
Restar a un nimero 8 unidades x—8
La cuarta parte del total x

4
Cuanto es 3 al cuadrado 32=3x3=9
Cuanto es 2 al cubo 23=2x2x2=8

1.2.8 Definicion. Ecuacién igualdad entre dos expresiones matematicas formadas
por datos conocidos e incognitas (datos desconocidos). La expresién separada por
un signo (=) recibe el nombre de miembros de la ecuacién (izquierdo y derecho). El
término que no contiene incégnitas recibe el nombre de término independiente vy si
no aparece es igual a cero. El grado de una ecuacion es igual al mayor de los
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grados de todos los términos que la forma y determinan el nUmero maximo de
soluciones de una ecuacion.

Una solucion de la ecuacién es un valor de los que puede tomar la incognita para
gue se cumpla la igualdad, es decir, que al sustituir la incégnita por este valor, el
miembro izquierdo es igual, o equivalente, al miembro derecho.

Resolver una ecuacion es encontrar todas las soluciones de la ecuacion.

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen, exactamente, las mismas soluciones.
Este concepto es el que utilizan todos los métodos de resolucion de ecuaciones:
transforman la ecuacion inicial en otra mas sencilla pero equivalente.

1.2.9 Transformaciones que mantienen la equivalencia de las ecuaciones.
+»+ Si a cada miembro de una ecuacién se suma un mismo nimero, la ecuacién
resultante es también cierta.

% Si se quita un mismo numero de cada miembro de una ecuacién, la ecuacion
resultante es también cierta.

% Si cada miembro de una ecuacién se multiplica por un mismo nimero, la
ecuaciéon

gue resulta es también cierta.

% Si cada miembro de una ecuacion se divide entre un mismo nimero (excepto
el cero), la ecuacién es también cierta.

1.2.10 Solucion de una ecuacion. Es el conjunto de valor o valores (también
llamado conjunto de verdad) que toma la variable, y las transforman a la ecuacion
en una identidad.

1.2.11 Ecuacion de Primer Grado con una variable.

Siax+b=0,abeR a # 0 entonces siempre existira una solucion en Ry
solamente una: x = —% (se obtendra por despeje).

1.2.12 Ecuacion de primer grado con dos variables.

Siax+by+c=0,a,b,c €R, aybnoambos cero, entonces la grafica de esta
ecuacion es una recta.

4.2.13 Conjunto solucion de una ecuacion en una variable.
Es un conjunto de nimeros que al sustituir a la variable, verifican la ecuacion dada.

1.2.14 Ecuaciones de segundo grado. Si ax*+bx+c=0,a,beR, a=+0,
entonces las soluciones se obtendran por la formula general:
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_—b + Vb?% — 4ac
B 2a

X

Donde:

Si b%2 — 4ac > 0, entonces existen 2 soluciones reales.

Si b? — 4ac = 0, entonces existe una Unica solucién real.

Si b?% — 4ac < 0, entonces no existen soluciones reales.

Es interesante observar que esta féormula tiene las seis operaciones racionales del
algebra elemental.

1.2.15 Conjunto solucion de una ecuacion en dos variables. Es un conjunto
formado por pares ordenados (x, y) que verifican la ecuacion dada.

1.2.16 Definicion. La factorizacion consiste en que dada una expresion algebraica,
esta se puede expresar como un producto, haciendo la observacion de que no
cualquier expresion puede ser factorizable.

1.2.17 Reglas bdsicas de factorizacion.

1) Factor comun (MCD) ab + ac = a(b + ¢)
2) Diferencia de cuadrados a? — b? = (a + b)(a — b)(binomios conjugados)
3) Suma o diferencia de cubos
a® +b® = (a+ b)(a® — ab + b?), a® — b3 =—(a— b)(a® + ab + b?)
4) Trinomio de la forma x% + (a + b)x + ab = (x + a)(x + b)
5) Trinomio cuadrado perfecto
a? + 2ab + b? = (a + b)? ,a® — 2ab + b? = (a — b)?

1.2.18 Propiedad del producto nulo. La propiedad establece que si a y b son
nameros reales y ab = 0, entonces yaseaa =0 6 b =0 (0 ambas). Un producto
de factores es cero si y solo si uno o mas de los factores es cero. Esto es
particularmente (til cuando se resuelven ecuaciones cuadraticas.

1.2.19 Definiciébn de sistema de ecuaciones . Es un conjunto de dos o mas
ecuaciones con varias incognitas. Una solucion para el sistema debe proporcionar
un valor para cada incognita, de manera que en ninguna de las ecuaciones del
sistema se llegue a una contradiccion. En otras palabras el valor que reemplazamos
en las incégnitas debe hacer cumplir la igualdad del sistema.

Las incégnitas se suelen representar utilizando las Ultimas letras del alfabeto latino,
0 si son demasiadas, con subindices.

Las formas de resolver un sistema de ecuaciones son:
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1.2.20 Método de igualacion. Una primera técnica algebraica comuan para resolver
sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas es el método de
igualacién. Este método consiste en despejar la misma incAgnita en ambas
ecuaciones e igualar las expresiones resultantes; se resuelve la ecuacion de primer
grado con una incognita obtenida y se sustituye este valor en las ecuaciones
iniciales.

1.2.21 Método de sustitucion. La técnica algebraica denominada método de
sustitucion , para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas,
consiste en despejar una incognita en una de las ecuaciones y sustituirla en la otra;
asi, se obtiene una sola ecuacién con una incégnita. Una vez obtenido el valor de
esta incoégnita, se sustituye su valor en cualquiera de las ecuaciones del sistema,
inicial para calcular el valor de la otra incognita.

1.2.22 Método de reduccion. La tercera técnica algebraica de resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales, el método de reduccion , consta de los siguientes
pasos: Se multiplican o dividen los miembros de las dos ecuaciones por los niUmeros
gue convengan para que una de las incégnitas tenga el mismo coeficiente en
ambas. Se restan las dos ecuaciones resultantes, con lo que se elimina una
incognita. Se resuelve la ecuaciéon con una incégnita obtenida, y se sustituye su
valor en cualquiera de las ecuaciones iniciales para calcular la segunda.

1.2.23 Determinante de una matriz. Un determinante de una matriz determina si los
sistemas son singulares o mal condicionados. En otras palabras, sirve para
determinar la existencia y la unicidad de los resultados de los sistemas de
ecuaciones lineales.

% El determinante de una matriz es un nimero.

% Un determinante con valor de cero indica que se tiene un sistema singular.

% Un determinante con valor cercano a cero indica que se tiene un sistema mal

condicionado.

Un sistema singular es cuando en el sistema de ecuaciones se tiene a mas de una
ecuacion con el mismo valor de la pendiente. Por ejemplo ecuaciones que
representan lineas paralelas o ecuaciones que coinciden en los mismos puntos de
graficacion.

En un sistema mal condicionado es dificil identificar el punto exacto en que las
lineas de las ecuaciones se interceptan.

Determinante de primer orden para la matriz 1 x 1:

D = |ay,|
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Determinante de segundo orden para la matriz 2 x 2:
a a

D= | 11 12|

Gz1 dpzp

Se calcula de la siguiente manera:

D = ay107; — a12054
Determinante de tercer orden para la matriz 3 x 3:

ai1 Q12 413
D =021 Az A3
az; dzz d4zs
Se calcula de la siguiente manera:

Az2 dzz

az1 a23|
azz dasz

az1 a22|
azp ass

3|
Blaz; as;

D=a11| |—a12|

1.2.24 Regla de Cramer. Sirve para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Se
aplica a sistemas que cumplan las dos condiciones siguientes: El numero de
ecuaciones es igual al nimero de incégnitas. El determinante de la matriz de los
coeficientes es distinto de cero. Tales sistemas se denominan sistema de Cramer.

a11X1 + a12%; + ay3X3 = by
Az1X1 + Az2X; + Az3X3 = by
az1 X1 + azpx; + dszzxz = by

Sea A el determinante de la matriz de coeficientes.

a1 Q12 Q13

A =101 Az Qa3

az1 4azz d4zs
Y sean:

A 1, Ag] A3
Los determinantes que se obtiene al sustituir los coeficientes del segundo miembro
(los términos independientes) en la primera columna, en la segunda columna, en la
tercera columna y en la enésima columna respectivamente.
Un sistema de Cramer tiene una sola solucién que viene dada por las siguientes
expresiones:

44 4, g

x1=Z X2=Z X3=Z
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by a;; ag3 a1 by ag3 ajqy Q2 by

b, a;; az; az1 by ays az1 Qz; by
_ b3 asz; as _lazy b3 as _laz; as; bs
X1 = A ’ X2 = A — X3 = —A

1.2.25 Procedimiento para dividir un polinomio entre otro.

1. Se ordenan el dividendo y el divisor, segin las potencias descendientes de
una misma literal.

2. Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor, y
el resultado es el primer término del cociente. Se multiplica todo el divisor por
este término y se resta el producto obtenido del dividendo.

3. El residuo obtenido en el paso 2 se toma como nuevo dividendo y se repite
el proceso del paso 2 para obtener el segundo término del cociente.

4. Se repite este proceso hasta que se obtenga un residuo nulo o de grado
inferior que el del divisor.

1.2.26 Las raices de los polinomios. Si f(x) = agx™ + a;x* 1 + ......+a,, ......(1)
es un polinomio y ¢ es un ndmero, el nimero f(c) = agc™ + a;c® 1 + ... +a,,
obtenido de la sustitucion de la indeterminada x por el nimero c, en la expresion (1)
de f(x), y por la realizacién consiguiente de las operaciones indicadas se denomina
valor del polinomio f(x) para x = c.
Si f(c) = 0, o sea, si el polinomio f(x) se anula al sustituir el nimero c en lugar de
la indeterminada, ¢ se llama raiz del polinomio f(x) (o de la ecuacion f(x) = 0).
Si se divide el polinomio f(x) por un polinomio arbitrario de primer grado (0 como se
dira a continuacion, por un polinomio lineal), el resto serd un polinomio de grado
cero o bien sera igual a cero, es decir, siempre serd un nimero r.
Aplicando el Teorema que sigue es facil hallar este resto sin realizar la division (se
supone que el polinomio lineal es de la forma x — c¢). El resto de la division de un
polinomio f(x) por un polinomio lineal x —c es igual al valor f(c) que toma el
polinomio f(c) que toma el polinomio f(x) para x = c. En efecto, o sea f(x) =
(x — c)q(x) + r. Tomando los valores de ambos miembros de la igualad para x = c,
obtendremos:

fl)=(—-oql)+r=r
la cual demuestra el teorema.
De aqui se deduce la importante conclusién:
El nimero ¢ es raiz del polinomio f(x) cuando, y sélo cuando f(x) es divisible por
x—c.
Por otra parte, es evidente que si f(x) es divisible por algun polinomio de primer
grado ax + b, es divisible también por el polinomio x — (— g) 0 sea, por un

polinomio de la forma x —c. De este modo, la averiguacion de las raices del
polinomio f(x) es equivalente a la averiguacion de sus divisores lineales.
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1.3 Definiciones y propiedades bdsicas de Geometria.
Los resultados de esta parte pueden ser consultados en [6].

1.3.1 Angulo recto es un angulo cuya amplitud es de 90° (sus lados son
perpendiculares)

angulo recto

1.3.2 Triangulos son los poligonos de tres lados.

1.3.3 Triangulo rectangulo es el que tiene un angulo recto.

1.3.4 Teorema de Pitagoras. En todo triangulo rectangulo, el cuadrado construido
sobre la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados construidos sobre los
catetos.

y viceversa: lados de un
triangulo (a lado mayor).
Si , entonces el triangulo es rectangulo.

1.3.5 Cuadrilateros son los poligonos de 4 lados.

1.3.6 Rectangulo es un paralelogramo que tiene los angulos rectos.
[T L]

1 ]
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1.3.7 Rombo es un paralelogramo que tiene los lados iguales.

4.3.8 Cuadrado es un paralelogramo que tiene los lados iguales.

T

|
1.3.9 En todo rectangulo, las diagbnales son iguales.

D C
AC = BD
A B
1.3.10 En todo rombo, las diagonales son perpendiculares.
D
A C
B
1.3.11 En todo cuadrado, las diagonales son iguales, perpendiculares entre si.
D C
AC = BD
A B

1.3.12 Rectangulo. El area de un rectangulo es igual al producto del largo (L) por el
ancho (a).
L

L
A =1Lla ysuperimetroesiguala P =2(a + 1)
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1.3.13 Cuadrado. El area de un cuadrado de lado L es igual al cuadrado de este.
L

L
A = L? y su perimetro es igual a: P = 4L

1.3.14 Rombo. El &rea de un rombo es igual al semiproducto de sus diagonales
(dy, dz).

d, 4 =7 (ddy)
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Capitulo 2 Problemas con ecuacion de primer grado

Resolver problemas es una de las habilidades basicas que los estudiantes
deben tener a lo largo de sus vidas, y deben usarla frecuentemente cuando dejen la
escuela.

La resolucion de problemas es una actividad primordial en la clase de
matematicas, no es Unicamente un objetivo general por conseguir sino que ademas
es un instrumento pedagogico de primer orden. Lo importante no es obtener la
solucion, sino el camino que lleva hacia ella.

En [8] se menciona que en términos generales, para afrontar la resolucién de
problemas hemos de tener en cuenta:

() Los problemas sean interesantes y puedan resolverse a partir de
conocimientos adquiridos con anterioridad.

(b) Provoquen rapidamente una actitud de bulsqueda, orientada a
proponer conjeturas y posibles soluciones.

(c) Contengan los elementos que permitan a los alumnos validar sus
propias conjeturas y soluciones, o desecharlas cuando sean
incorrectas.

Aprender a resolver problemas, y aceptar que con frecuencia hay mas de
una respuesta a una pregunta y mas de una forma de tratarla, constituye una parte
fundamental tanto en la educacién como en el proceso de aprendizaje de las
matematicas.

Las ventajas del enfoque basado en la resolucion de problemas en cuanto al
proceso de ensefianza y aprendizaje son significativas por diversas razones:

() Los alumnos tienen la posibilidad de pensar las cuestiones con dete-
nimiento, hacer pruebas, equivocarse, “pasar el tiempo” investigando,
etc.

(ii) Existe una mayor participaciéon y un mayor grado de comprensién por
parte de los estudiantes.

(iii) Es un tipo de conocimiento basado en la experiencia (es decir, el
conocimiento obtenido mediante la experiencia de hacer algo), siendo
mas duradero y significativo para el alumno que el conocimiento
transmitido por el profesor o el libro.

(iv) Los alumnos se ven inmersos en la construccion de sus propios
sistemas individuales de aprendizaje y de comprension.

(v) Incide directamente en el llamado aspecto formativo, creando asi
estructuras mentales que trascienden a las propias matematicas.
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(vi) La resolucion de problemas es el nacleo central de las matematicas,
hacer matematicas no es otra cosa que resolver problemas.

(vii)Hay que tener presente que el Gnico camino que existe para aprender
a resolver problemas, es enfrentarse a los problemas.

En este capitulo presentamos una seleccién de problemas que ilustran el
desarrollo de competencias donde la herramienta algebraica que se usa para su
resolucion es el planteamiento y solucién de ecuaciones de primer grado. Ademas,
se presentan otras soluciones para la mayoria de los problemas planteados en este
capitulo. Algunas de estas soluciones utilizan la técnica del ensayo y error y de
técnicas de aritmética.

Los problemas no estan ordenados por grado de dificultad puesto que un
problema dificil para una persona tal vez no lo es para otra. Los profesores pueden
utilizar los problemas como lo prefieran de acuerdo a sus necesidades.

Sumando 60.
Hallar cinco nimeros enteros consecutivos cuya sum a sea 60.

Solucion 1:

Este problema se puede resolver por ensayo y error. Lo mas facil es imaginarse 5
ndameros consecutivos [ver 1.1.25] y sumarlos.

Por ejemplo: 1, 2, 3, 4, 5 son consecutivos y su suma . Se
observa que este valor esta alejado de 60.

Entonces se proponen otros 5 nimeros consecutivos:
Aun falta para 60. Asi que los niumeros 10, 11, 12, 13 y 14 son tales que:

Otra forma de hacerlo por ensayo y error es la siguiente:

Como se trata de 5 nimeros, si cada uno fuera el 10 entonces su suma seria 50
aunque no serian consecutivos, sin embargo es una aproximacién al 60. De esta
manera, podemos partir del 10 y consideramos sus 4 consecutivos:

10, 11, 12, 13 y 14.
Se verifica que:
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Solucion 2:

Sean (x),(x+1),(x+2),(x+3) y (x+4) los cinco nimeros consecutivo
respectivamente cuya suma es igual a 60.
Es decir:

x+x+D+x+2)+(x+3)+(x+4)=60
Resolvamos esta ecuacién como sigue.
Cancelando paréntesis:
x+x+1+x+2+x+3+x+4=60
Simplificando (Suma de términos semejantes):
5x +10 =60
Sumando en ambos miembros de la igualdad -10 (Propiedad aditiva de la igualdad):
5x+10—-10=60-10
= 5x+0 =50
= 5x =50
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 5 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):
1 1
(5)5=s0(3)

5 50
25¥=%
>1-x=10
>x=10

Por lo tanto, los nimeros buscados son:
x, =10, x,=10+1=11, x3=10+2=12, x, =10+3 =13, x5 = 10+ 4 = 14
Comprobando, se tiene que: 10+ 11+ 12+ 13+ 14 =60

[ |

Solucion 3:
Otra forma de expresar los cinco nimeros enteros [ver 1.1.17] consecutivos es
como sigue:
(x—=2),x—D,x,(x+1Dy(x+2)
Se tiene que:
x—2)+(x—D+x+(x+1D)+(x+2)=60
Resolvamos esta ecuacion.
Eliminando paréntesis:
x—2+x—14+x+x+1+x+2=60
Simplificando (Suma de términos semejantes):
5x =60
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Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 5 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

Por lo tanto, los nimeros son:

Y ademas se satisface que:

|
Monedas y mas monedas.

Tenemos $1224 en igual nimero de monedas de $10yd e $2. ¢ Cuantas
monedas tenemos?

Solucion 1:

Si consideramos el conjunto de dos monedas, una de $10 y otra de $2, su valor
total es de $12 (formado por dos piezas).

Como en total hay $1224, la division —— , hos da el nimero de conjuntos de

dos monedas (una de $10 y otra de $2).

Dado que hay un namero igual de monedas de $10 y de $2, entonces existen 102
monedas de $10 y 102 monedas de $2.

Y verificando con los datos del problema se tiene que:

Asi:
%4 .
Solucion 2:

Sea el nimero de monedas de $10. Note que también es el ndmero de
monedas de $2 pues el problema plantea que estan en igual nimero.

Entonces:
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Resolvamos esta ecuacién como sigue.
Simplificando (Suma de términos semejantes):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 12 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

Por lo tanto, hay 102 monedas de $10 y 102 monedas de $2.

Y se verifica que: -

Las doce monedas.

Pepe tiene $95 en doce monedas de $10 y de $5. ,Cua ntas monedas de
cada tipo tiene?

Solucion 1:

Por tanteo, se buscan 2 nimeros, uno para las monedas de $10 y otro para las
monedas de $5 tales que sumados den 12 y la suma en pesos sea $95.

Si fueran 6 monedas de $10 y 6 monedas de $5 se tendria y
que en total dan $90. Como falta $5, se ensaya con 7 monedas de
$10 y 5 monedas de $5 y se verifica que y que en total
dan $95.
|
Solucion 2:
Si es el total de monedas de $10. Entonces denota el total de monedas de
$5, de aqui:

Resolvamos esta ecuacién como sigue.
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Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
Simplificando (Suma de términos semejantes):

Sumando en ambos miembros de la igualdad -60 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 5 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

Por lo tanto, hay 7 monedas de $10 y 5 monedas de $5.

|
Hablando de enteros consecutivos.
Dos nimeros enteros consecutivos son tales que la m itad del menor
mas el mayor excede en 13a - del menor mads — del mayor. Héllalos.

. ¥
B4,

655"
Solucion 1:

Este problema se puede resolver por ensayo y error. Se proponen 2 numeros
consecutivos 9y 10 [ver 1.1.24]. Al menor se le saca la mitad y se le suma el mayor:

Y esto debe exceder en 13 a - del menor mas — del mayor:

- de9 + — de 10

Es decir:
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Pero 15.70 no excede en 13 a 14.5
Luego, se proponen los nimeros consecutivos 10 y 11.
Al menor se le saca la mitad y se le suma el mayor:

10
- = 5 =25+11=16
Y como
10 11
? == 2, E == 1
Se tiene que:

2+1=3y 16 siexcede en 13 al 3.

Por lo tanto, los nimeros son: 10 y 11.
[ |

Observacion. Al buscar los nimeros por esta forma, los estudiantes descubren
que los numeros consecutivos buscados deben tener quinta y onceava
respectivamente. Es por eso que el 10 y el 11 son los nimeros que buscan.

Solucion 2:
Sean x y x + 1 los enteros consecutivo que se buscan.

Una de las condiciones del problema es que la mitad del menor, g mas el mayor
1 P 1 +1
x+1excede en 13a - del menor, <, méas — del mayor, ——.

Es decir, se tiene la siguiente ecuacion:

x x (x+1)
E+(X+1)—13—§+ 11

Resolvamos esta ecuacién como sigue:
Eliminando paréntesis en ambos miembros de la igualdad, se tiene que:

fix+1-13=2420
2" 5711
Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):
x + 2x _11x+5(x+1)
2 B 55
Simplificando (Suma de términos semejantes):
3 12 = 11x +5x + 5
2T T T s
3 12 16x +5
> —X — [
2" 55

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 55 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
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@x - 12) (55) = (16x il 5) (55)

55
165
:Tx—660= l6x+ 5

Sumando en ambos miembros de la igualdad 660 (Propiedad aditiva de la igualdad):

165
Tx—660+660= 16x + 5 + 660

165
:Tx+0= 16x + 665

165

Sumando en ambos miembros de la igualdad —16x (Propiedad aditiva de la igualdad):

165
Tx —16x = 16x — 16x + 665
165
165

:Tx—16x=665

Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):

165x — (2)16x

= 665
165x — 32x
> = 665
Simplificando (Suma de términos semejantes):
133
TX = 665

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 1;—3 (Propiedad multiplicativa de la

igualdad):
( 2 )133 —665( 2 )
133) 2 7 "’ \133
266 1330
S——X=—"=
266 133
=>1-x=10

=>x =10
Por lo tanto, los dos nimeros consecutivos son: 10 y 11 y ademas satisfacen las
condiciones del problema.
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Entre angulos te veas.

Dividir un angulo recto en tres angulos, de manera que el segundo sea
el doble del primero y el tercero sea igual al trip le del primero,
disminuido en 18 grados.

Solucion 1:

Este problema puede ser resuelto por ensayo y error. Si  es la medida del primer
angulo.
El problema plantea que hay que efectuar la siguiente operacion;

, ¥ ver si resulta 90°.

Si , entonces:
Luego, se intenta con , 0 sea:
Por lo tanto, con cumple con las condiciones y entonces la medida de los

angulos son: 18°, 36° y 36°.

Solucion 2:
Como se sabe un angulo recto mide 90° [ver 1.3.1].

El primer angulo se denota como , el segundo angulo como , (por ser el doble
del primero) y el tercer angulo lo denotamos como (por ser el triple del
primero disminuido en 18 unidades).

Luego, se tiene la siguiente ecuacion:

Resolvamos esta ecuaciéon como sigue.

Eliminando paréntesis:
Simplificando (Suma de términos semejantes):

Sumando en ambos miembros de la igualdad 18 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
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6x—18+18 =90+ 18
6x+0=108
= 6x =108

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por % (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

(BJoc= ()

6 108
76 T 6
=1-x=18
= x =18

Por lo tanto, el primer angulo mide 18°, el segundo angulo mide 2(18) = 36°y el
tercer angulo mide 3(18) — 18 = 54 — 18 = 36°.

Observe que se satisfacen las condiciones del problema: 18° + 36° + 36° = 90°.
|

Solucion 3:

Algunas personas pueden resolverlo como sigue:

La ecuacion que se plantea en este problema puede ser representado por el
siguiente dibujo:

| 90 |
| I

Es decir:

X+ 2x+3x—18=90
Resolvamos esta ecuacién como sigue.
Simplificando (Suma de términos semejantes):
6x —18 =90
Sumando en ambos miembros de la igualdad 18 (Propiedad aditiva de la igualdad):
6x—18+18=90+18
= 6x+0=108
= 6x = 108

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por % (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

(B)oc= )
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Por lo tanto, el primer angulo mide 18°, el segundo angulo mide 36°y el

tercer angulo mide 36°.
[ |

Huevos estrellados.

Una mujer tiene huevos en una canasta y se propone venderlos a $1
cada uno. Por un accidente casual, se le rompen 20 huevos y ve que
para no perder nada, ha de vender los huevos resta  ntes a $2 cada uno.
¢ Cuantos llevaba al inicio?

Solucion 1:

Cada huevo se ha de vender a $1 pero como se rompen 20 huevos se decide
vender los que restan a $2. Es decir:

Cada huevo que no se rompi6 cuesta el doble o cada huevo roto equivale a uno de
los que no se rompieron.

Luego, huevos.
El siguiente diagrama, ilustra la solucién del problema.

OO OOOOOCOOO

OO OOOOOOOO
DO OO DOODOD
DO DOODOD

Donde () = los huevos que quedarony € = los huevos rotos.
Por lo tanto, al inicio eran 40 huevos y después so6lo hay 20 huevos.
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Solucion 2:
Sea el numero de huevos que lleva la mujer a vender. De los huevos que lleva

a vender, se le rompen 20. Entonces, ahora tiene huevos, asi que para no
perder, después de tener que venderlos a $1 cuando eran  huevos ahora tiene
que venderlos a $2 cuando son huevos.

Tenemos la siguiente ecuacion:

Resolvamos esta ecuacion.
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

Sumando en ambos miembros de la igualdad (Propiedad aditiva de la igualdad):

Simplificando (Suma de términos semejantes):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

Por lo tanto, la sefiora llevaba al principio 40 huevos pero después sélo tiene 20
huevos. ]

Puré de manzanas.

Un vendedor de frutas que ha vendido los - de un cesto de manzanas
dice que afiadiendo 65 a las que le quedan, el conte nido inicial del
cesto aumentariaen -. ¢Cuantas manzanas habia?

Solucion 1:

Sea el total de manzanas. Una forma de representar lo antes mencionado es por
medio de una tabla como a continuaciéon se muestra:
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3
-m
4
Luego, a lo que queda se aumenta 65 manzanas entonces:

- , e 1
Después se observa que al total de manzanas que tenia al inicio aumenta 3

Luego se tiene:

Las manzanas al inicio

1 1 1 1 1 1 4
-m+-m+-m+-m+-m=1Im+-m=-m
4 +4- +4- +4- +3 +3 3

1 ) 4
Observe que lo que queda (Z) mas las 65 manzanas son los 3m-
Entonces:

! + 65 = 4
2™ —3™m
Resolvamos esta ecuacion.

Sumando en ambos miembros de la igualdad — %m (Propiedad aditiva de la igualdad):
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4 1

—Zm+zm+65=§m—zm
4 1
:0+65=§m—zm
Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):
_16m—3m
65 = 1
Simplificando (Suma de términos semejantes):
_ 13
65 = Em

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad  por % (Propiedad multiplicativa de la

tgualdad):
(@6 = (mm) (@)

780 156
= 3 = Em
=>60=1-m
>m=60

Por lo tanto, al inicio habia 60 manzanas.

Solucion 2:
Sea x el nUmero de manzanas.

. 3 . 1
El vendedor de frutas ha vendido " de un cesto de manzanas y lo que quedoé es 2
o1
del cesto de manzanas. Es decir: 2X

Si se afiade a las manzanas que le quedaron 65 el contenido inicial aumentara en
1

3
Por lo que:
1 1
Zx+65=x+§x
Resolvamos esta ecuacion.

Sumando en ambos miembros de la igualdad — %x (Propiedad aditiva de la igualdad):

! +1 + 65 = +1 !
4x 4x =X 3x 4x
0+ 65 +1 !
= = —_y — —

X 3X 4X
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Simplificando (Suma de términos semejantes):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por — (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

Por lo tanto, habia 60 manzanas.

Poste, poste.

Un poste tiene bajo tierra - de su longitud, - del resto sumergido en el
agua, y la parte emergente mide . Hallar su altura.

Solucion 1:
Sea la altura del poste. Bajo la tierra tiene - de su longitud, o sea - .

De esta manera, el resto queda representado por:

Luego, como - de este resto esta sumergido en agua, esto se representa asi:

Como la parte emergente mide entonces la longitud del poste esta
representado por:

Resolvamos esta ecuacion.
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Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 7 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
) @a + éa + 6) = a(7)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
2a+2a+42="7a
Simplificando (Suma de términos semejantes):
4da+42="7a
Sumando en ambos miembros de la igualdad —4a (Propiedad aditiva de la igualdad):
—4a+4a+42=7a—4a
>0+42=7a—4a
Simplificando (Suma de términos semejantes):
42 = 3a
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por § (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

(Be=u()

— ? = §a
>14=1-a
>a=14
Por lo tanto, la longitud del poste es de 14 metros.
Comprobacion:
2 de 14 = 4m
2 de 10 = 4m

Y se satisface:
dm + 4m + 6m = 14 metros.

Solucion 2: [
El dibujo siguiente representa la longitud del poste.

41



El poste tiene bajo tierra % de su longitud:

NN

Observe que el resto de la longitud quedo dividido en quintos.
El poste tiene% bajo el agua:

[S20 ]

NN

J
Note que lo que resta del poste queda dividido en tercios.
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Y el resto de la longitud del poste mide 6 metros:
\
2

Luego, cada tercio equivale a 2 metros.

Por lo tanto, el poste mide 14 metros (2 X 7 = 14).
|

Solucion 3:
Sea x la altura del poste. El poste tiene bajo tierra ; de su altura, o sea éx. Luego,

2 2 p . . 2 2
elresto es: x — S X. Como S del resto estd sumergido en el agua, se tiene: S (x - 7x)
y la parte que sobresale de la tierra mide 6 metros.

Por lo que se tiene:
X 2 2
2(5)+ () (x-7%) + 6=
Resolvamos esta ecuacion.
Efectuando operaciones con fracciones:
2 2\ (7x — 2x
7o () () o=
=>Ex+<z)<5x)+6=x
7 5/\7

2 10
= — e =
7% 735" x

10x+10x+6
=>—
35

=X
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Sumando en ambos miembros de la igualdad (Propiedad aditiva de la igualdad):

Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):

Sumando en ambos miembros de la igualdad -6 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por — — (Propiedad multiplicativa de la
igualdad):

Por lo tanto, la altura del poste es de 14 metros.

Por el camino.

Un migrante dice: llevo recorridos  — del camino y ain me queda - de
kilbmetro para llegar a la mitad. ¢ Qué longitud tie  ne el camino?

Solucion 1:
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. . . . 7 .
Sea c la longitud del camino. El migrante lleva recorridos = del camino.
. 7 1 " .
Es decir: =cy le falta por recorrer 3 de kilbmetro para llegar a la mitad del
camino, ~

Se tiene la siguiente ecuacion:

Resolvamos esta ecuacion.

Sumando en ambos miembros de la igualdad — Z ¢ (Propiedad aditiva de la igualdad):
15

7 1 ¢ 7
B AR TR I T
1 ¢ 7
=0+ § = E - EC
Simplificando (Suma de términos semejantes):
1 15¢—14c
377 30
1 1
3730°

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 30 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

(30)% = (30
37300
30 30

3 730°¢
=>10=1-¢c >c=10
Por lo tanto, la longitud del camino es 10 kilémetros.

Solucion 2:

Sea c la longitud del camino. Una forma de resolver este problema es usando el
siguiente dibujo:

| |
| ¢ |

1k
3 km

7 . 1 .
= del camino 3 del camino
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Observemos que — del camino es equivalente a — del camino y que - del camino

equivale a — del camino.
Luego, lo que le falta al migrante por recorrer para llegar a la mitad del camino es:
— — — del camino.

Y esto es igual, segun el problema, a - de kilmetro.
Es decir:

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 30 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

Por lo tanto, la longitud del camino es 10 kilémetros.

|
En la hielera.
Cuando el agua se hace hielo aumenta — su volumen. Calcular los
litros de agua que se obtienen al derretirse 180 d e hielo.
i E
R -
- r—
Solucion 1:

El siguiente dibujo representa la cantidad de agua antes de hacerse hielo.
Y las marcas muestran una décima parte del total:

Como el agua aumenta su volumen — cuando se hace hielo entonces tenemos que
aumentar una marca mas al dibujo anterior:

El dibujo en su totalidad representa, seguin el problema a [ver 1.1.32].
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Luego, cada marca equivale a % = 16.36 dm3.

Por lo tanto, cuando el agua congelada se derrite, se tiene:
180 dm3 — 16.36 dm® = 163.63 dm?

|
Solucion 2:
Otra forma es utilizando porcentajes. Si el agua sin congelar equivale a un 100%

. 1
entonces el agua congelada equivale a 110% pues su volumen aumenta en T

Es decir, 10%. Luego, segun el problema, el 110% equivale a 180 dm3.
Se plantea la siguiente regla de tres:

10% X
Resolviendo esta regla de tres tenemos:
10 x 180 1800
x = = dm

110 110
x = 16.363 dm3.

Asi, el agua congelada al derretirse tiene un volumen de:
(16.36 dm3)(100%) = 163.63 dm?

3

[ |
Solucion 3:

. 1
Sea x la cantidad de agua congelada. Como aumenta o5 su volumen tenemos que:

+2X =180
ST

Resolvamos esta ecuacion.
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 10 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

10 (x + i) = 180(10)

10
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
10x + x = 1800
Simplificando (Suma de términos semejantes):
11x = 1800

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 11 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

(1)11 —1800(1)
1) * 7 11
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Por lo tanto, el total de litros que se obtiene al derretirse 180 de hielo es 163.63
litros.
|

El gavilan coqueto.

Un gavilan dice a un conjunto de palomas al pasar f rente a ellas:
“adiés mis cien palomas”, y estas responden: “no so mos cien sefior
gavilan, somos tantas mas tantas mas la mitad de ta  ntas mas la cuarta
parte de tantas y con usted hacemos cien” ¢ Cuantas palomas son?

R

Solucion 1:
Por ensayo y error se puede resolver este problema.

“Tantas” debe ser menor que 40, pues de otra forma “tantas” mas “tantas” mas la
mitad de “tantas” seria mayor o igual que:

y como la cuarta parte de “tantas” es un numero entero, la suma de enteros es
entero, se tiene que “tantas” es un mdultiplo de 4 menor que 40.

Asi que ensayemos con 36, “tantas” mas “tantas” mas la mitad de “tantas” mas la
cuarta parte de “tantas” mas 1 se igual a:

Por lo tanto, son 36 palomas. [

Solucion 2:

Si llamamos a la cantidad de palomas, “tantas” mas “tantas” mas la mitad de
“tantas” mas la cuarta parte de “tantas” mas 1 igual a 100 se expresa
algebraicamente asi:

Encontremos el valor de

Sumando fracciones del miembro izquierdo de la igualdad:
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Simplificando (Suma de términos semejantes):

Sumando en ambos miembros de la igualdad -1 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por — (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

Por lo tanto, son 36 palomas.
|
Prendas y mas prendas.

Se compran 42 prendas de vestir. Camisas de $52 y p  antalones de $88
y en total se gastaron $3084. ;Cuantas camisas y pa ntalones se

compraron?
Solucion 1:
Si todas las prendas hubieran sido camisas se habria gastado y
faltarian
Como cada pantalén cuesta $36 mas que cada camisa, entonces — es la
cantidad de pantalones y por consiguiente hay 17 camisas.
Si todas las prendas hubieran sido pantalones se habrian gastado

y faltarian
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. P 612
Como cada camisa cuesta $36 menos que cada pantalén entonces 12 _17esla

$36
cantidad de camisas y por consiguiente hay 25 pantalones.
|
Solucion 2:
Si p es la cantidad de pantalones entonces 42 — p denota la cantidad de camisas.

Observemos que 88p denota la cantidad en pesos de lo que gastd en pantalones y
52(42 — p) denota la cantidad en pesos de lo que se gasté en camisas.

Como en total se gast6é $3084 se tiene que:

88p +52(42 —p) = 3084
Resolvamos esta ecuacion.
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

88p + 2184 — 52p = 3084
Simplificando (Suma de términos semejantes):

36p + 2184 = 3084
Sumando en ambos miembros de la igualdad -2184 (Propiedad aditiva de la igualdad):
36p + 2184 — 2184 = 3084 — 2184
= 36p +0 =900
= 36p =900

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por i (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

(1)36 —900(1)
36)°°P = 36

36 900
>—p=—

36 36
=>1-p=25

=>p=25

Por lo tanto, se compraron 25 pantalones y 42 — 25 = 17 camisas.

Solucion 3:
Sea c la cantidad de camisas y p la cantidad de pantalones.
En total se compraron 42 prendas es decir:
c+p=42
O equivalentemente:

Ademas, cada camisa tiene un costo de $52 y cada pantalén cuesta $88.
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Y el total de pesos gastados es $3084.
Entonces se tiene la siguiente ecuacion:
52c+88p=3084—————— — — 2)

Resolvamos este sistema de ecuaciones ((1), (2))
Sustituyendo ¢ de (1) en (2):

52(42 —p) + 88p = 3084
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

2184 — 52p + 88p = 3084
Simplificando (Suma de términos semejantes):

2184 + 36p = 3084
Sumando en ambos miembros de la igualdad -2184 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—2184 + 2184 + 36p = 3084 — 2184
= 0+ 36p =900
= 36p =900

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por i (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

(1)36 —900(1)
36) 7P = 36

36 900
>—p=—
36 36
=1-p=25
=>p=25
Sustituyendo el valor de p = 25 en (1) se tiene:
c=42-25
=>c=17

Por lo tanto, el nimero de camisas compradas son 17 y el de pantalones es 25.
|

Recompensa matematica.

Un padre para estimular a su hijo a estudiar la as ignatura de
MATEMATICAS le dice: "Por cada problema que resuelv  as bien te daré

$70 y por cada uno que metas la pata me daras $50".  Después de hacer
25 problemas el muchacho tiene $550. ¢ Cuantos probl  emas ha resuelto
correctamente?
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Solucion 1:
Este problema puede resolverse por ensayo y error de la siguiente manera:

Si el nimero de problemas bien resueltos fueran 22 (por decir un nimero para
ensayar), la cantidad en pesos seria de $1540, ya que cada problema bien resuelto
es pagado con $70. En este caso serian 3 los problemas no correctos pero el
padre, por cada incorrecto recibird $50. Asi por estos 3 problemas incorrectos
recibird $150. De esta manera, se tiene que . Es obvio que
esta cantidad esta muy alejada de los $550.

Por lo que podemos ensayar con otro nimero menor que 22.

Por ejemplo, si fueran 20 los problemas correctos se tendrian $1400 y los no
correctos serian 5 y se tendrian $250. Asi, por los correctos menos los incorrectos
tendriamos:

Siguiendo con el ensayo, se observa que si los problemas correctos fueran 15 se
tendrian $1050 mientras que por los 10 no correctos se tendrian $500.

Asi, lo que le quedaria al hijo seria
Por lo tanto, el nifio respondié 15 problemas correctamente.

|
Solucion 2:

Otra forma de resolver este problema es por medio de la construccién de una tabla
gue a continuacion se presenta:

Total de problemas 25.

22 3 $1540 $150 $1390
20 5 $1400 $250 $1150
18 7 $1260 $350 $900
16 9 $1120 $450 $670
15 10 $1050 $500 $550

Por lo tanto, el nifio resolvid 15 problemas bien de los 25 y 10 mal resueltos.

52



Solucion 3:
El nifio realiza 25 problemas y se tiene dos clases:
i. Los que estan bien resueltos, denotados como x.
El padre pagara al hijo $70.
Es decir: 70x

il. Los que estan mal resueltos denotados como 25 — x.
El nifio dara a su papa $50.
O sea: 50(25 —x)
Al final el nifio tiene $550.
Luego, se tiene la siguiente ecuacion:
70x —50(25 — x) =550
Encontremos el valor de x.
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
70x — 1250 4+ 50x = 550
Simplificando (Suma de términos semejantes):
120x — 1250 = 550
Sumando en ambos miembros de la igualdad 1250 (Propiedad aditiva de la igualdad):
120x — 1250 + 1250 = 550 + 1250
= —1250+ 0 = 1800

= 120x = 1800
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 20 (Propiedad multiplicativa de la
1gualdad):
( ! )(120 )—(1800)( ! )
120 = 120
120 1800
S —X=—-
120 120
=21-x=15
=>x =15

Por lo tanto, el nifio resolvié 15 problemas bien de los 25.
|

Observacion. Algunos estudiantes comienzan su proceso de resolucién de este
problema realizando lo siguiente:

Como se tienen $550 al haber realizado 25 problemas podemos hacer la divisién
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— para tener una estimacion de los problemas resueltos correctamente.

Sin embargo debemos tener cuidado cuando los estudiantes reflexionan de esta
manera pues si ellos dividen $550 entre 25 problemas, el resultado (22) nos indica
que cada problema vale $22 més no, que sea un numero de problemas.

A pesar de este error conceptual, el numero 22 les sirve, como punto de partida
para ensayar la solucion.

En este caso, este error le permite al docente retroalimentar el concepto de division.

Una reunién no muy familiar.

En una reunién hay el doble nimero de mujeres que d e hombres y el
triple nimero de nifios que de hombres y mujeres jun tos. ¢Cuantos
hay de cada clase si en total hay 156 personas?

Solucion 1:
Una forma de resolver este problema es la siguiente:

Se observa que por cada hombre hay 2 mujeres y por cada hombre y 2 mujeres
hay el triple de nifios, es decir, por cada hombre y 2 mujeres hay 9 nifios. Entonces
por cada hombre se tienen 2 mujeres y 9 nifios que en total son 12 personas (1
hombre + 2 mujeres + 9 nifios = 12 personas).

Como en total hay 156 personas entonces la division:
— , hos da el numero de hombres.
Luego, hay 26 mujeres (13 x 2 = 26) y 117 nifios (13 x 9 = 117).

[ |
Solucion 2:

Otra forma de resolver este problema es utilizando una grafica como la siguiente:
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En esta tabla se muestra que por cada hombre (H) hay 2 mujeres (M; y M,) y por
cada terna formada por un hombre (H) y dos mujeres (M; y M,) se tienen 9 nifios
(Ny, N,, N3, Ny, N5, Ng, N;, Ng ¥ Ny). Cada tabla como esta consta de 12 personas.

Entonces, como hay 156 personas en total, tenemos 13 tablas como la anterior
156
(=13).

Por lo tanto, hay 13 hombres, 26 mujeres y 117 nifios.

Solucion 3:
Sea x el nimero de hombres. Luego, 2x es el nUmero de mujeres.

Como hay el triple nimero de nifios que de hombres y mujeres, entonces el nimero
de nifios queda expresado como sigue:

3(x + 2x).
Es decir:

3(3x) = 9x.
Ademas entre hombres, mujeres y nifios son 156.
Ahora, se tiene la siguiente ecuacion:

x4+ 2x+9x =156

Resolvamosla.
Simplificando (Suma de términos semejantes):

12x = 156

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por % (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

(1)12 —156<1>
12) *° 12

12 156
> —x=—

12 12
=>1-x=13

=>x =13

Por lo tanto, el total de hombres es 13, el de mujeres es 2x = 2(13) = 26 y el de
nifios 9x = 9(13) = 117.
Lo cual verifica que:
Hombres + Mujeres + Nifios = 156 personas
134+ 26+ 117 = 156.
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Estilista con estilo.

Una estilista es contratada por $120 diarios si tra  baja todo el dia. Si
s6lo lo hace por la mafana recibe $50. Al cabo del  mes de noviembre
recibe $2760. ¢ Cuéntos dias trabajo por la mafiana?

s iy o
2
@S
o
Solucion 1:

Por ensayo y error, este problema puede ser resuelto sélo con la propuesta de
nameros que ayuden a acercarse al valor del dinero recibido.

Por ejemplo, si fueran 16 los dias que trabaj6 todo el dia, se tendria:

y los dias que soélo trabajo por la mafiana serian 14 (pues
dias de noviembre), lo cual daria

En total se tendria:

Esta cantidad esta préxima a lo que recibié ($2760).

Ensayando de esta forma se observa que los dias que trabajo todo el dia fueron 18
mientras que los dias que solo trabaj6 por la mafiana fueron 12.

Y se verifica que:

Lo cual da un total de

Observacion.
Algunos estudiantes empiezan a resolver este problema de la manera siguiente:
1. Suman $120 con $50 y da un total de $170.
2. Realizan la operacion: ——
3. Consideran el 16 como el niumero con el cual empiezan a probar con las
condiciones del problema.
4. Encuentran la solucion al seguir ensayando.
Por alguna razén desconocida, realizan los pasos (1) y (2) anteriores.

El hecho de empezar con estas operaciones no tiene explicacion légica
matematica. Creemos que con el afan de resolver el problema realizan estas
operaciones que para ellos no tienen sentido pero que de alguna manera logran
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encontrar un namero que les ayude a continuar con la blsqueda de la solucién
como en este caso.

Solucion 2:

Sea d el nimero de dias que trabaj6 todo el dia. Luego, el nUmero de dias que
trabajo por la mafiana es 30 — d, pues el mes de noviembre consta de 30 dias.

Si trabaja todo el dia recibe $120. O sea, $120d representa la cantidad recibida por
los dias trabajados todo el dia.

Si s6lo lo hace por la mafana recibe $50. Asi, $50(30 — d) representa la cantidad
recibida por los dias trabajados sélo por la mafiana.

Al finalizar el mes de noviembre recibe $2760, entonces se tiene la siguiente
ecuacion:

120d + 50(30 — d) = 2760
Resolvamos esta ecuacion.
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

120d + 1500 — 50d = 2760

Simplificando (Suma de términos semejantes):

70d + 1500 = 2760
Sumando en ambos miembros de la igualdad -1500 (Propiedad aditiva de la igualdad):
70d + 1500 — 1500 = 2760 — 1500
= 70d + 0 = 2760 — 1500
= 70d = 1260

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por % (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

! 70d = 1260 !
(70) B (70)

70 1260
=>—d=—

70 70
=1-d=18

=>d=18

Luego, los dias trabajados todo el dia son 18, por lo que los dias trabajados sélo
por la mafiana son:
30—-18=12.

Cuestion de edades. u

Una persona tiene actualmente 5 veces la edad de su sobrino; dentro
de 3 afios, su edad no sera mas que 4 veces mayor. C  alcular la edad de
cada uno.
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Solucion 1:
Este problema puede ser resuelto por ensayo y error.

Si el sobrino tuviera 6 afos, el tio tendria 30 ( ). Dentro de 3 afios el
sobrino tendria 9 y el tio 33. Pero 33 no es 4 veces 9 (

Por lo tanto, el sobrino no puede tener 6 afios.

Si el sobrino tuviera 8 afios, el tio tendria 40 ( ). Dentro de 3 afios el
sobrino tendria 11 y el tio tendria 43. Pero 43 no es 4 veces 11 (

Asi, el sobrino no puede tener 8 afios.

Si el sobrino tuviera 9 afios, el tio tendria 45 ( ). Dentro de 3 afios el
sobrino tendria 12 afios y el tio 48. Ahora, 48 si es 4 veces 12 ( ).
Por lo tanto, la edad del sobrino es 9 afios y la del tio es 45 afios.

|
Solucion 2:
Sea laedad del sobrinoy la edad del tio. La edad de es5veceslaedadde o
sea, dentro de tres afios la edad de sera 4 veces mayor.
Es decir:

Basta encontrar el valor de

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

Sumando en ambos miembros de la igualdad (Propiedad aditiva de la igualdad):
Simplificando (Suma de términos semejantes):

Sumando en ambos miembros de la igualdad -12 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
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D(=x) = (=91
>x=9
Por lo tanto, la edad del sobrino es 9 afios y la edad del tio es 45 afios.

Solucion 3:
Otra forma de resolver este problema es considerando la siguiente tabla:

X 5x

x+3 5x+ 3

Relacion entre edades después de 3 afios 4(x +3) =5x + 3

Luego, resolviendo la ecuacion 4(x + 3) = 5x + 3, se tiene:
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
4x +12=5x+3
Sumando en ambos miembros de la igualdad —4x (Propiedad aditiva de la igualdad):
—4x+4x +12=5x—4x+3
>0+12=x+3
Simplificando (Suma de términos semejantes):
12=x+3
Sumando en ambos miembros de la igualdad -12 (Propiedad aditiva de la igualdad):
-12+12=x+3-12
>0=x-9
Sumando en ambos miembros de la igualdad 9 (Propiedad aditiva de la igualdad):
9+0=x-9+9
>9=x+0
=>x=9
Por lo tanto, la edad del sobrino es 9 afios y la del tio es 5x = 5(9) = 45 afios.
|
Solucion 4:
También este problema se puede resolver planteando un sistema de ecuaciones.

Sea s la edad del sobrino y t la edad del tio. Como el tio tiene 5 veces la edad del
sobrino se tiene que:
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Por otra parte, se sabe que dentro de 3 afios (t + 3,s + 3), la edad del tio no sera
mas que 4 veces mayor:

t+3=4(+3)—————— (2)
Resolvamos este sistema:
Sustituyendo t de (1) en (2) se tiene:
5s+3=4(s+3)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
5s+3=4s+12
Sumando en ambos miembros de la igualdad —5s (Propiedad aditiva de la igualdad):
—55+5s+3=4s+12—5s
Simplificando (Suma de términos semejantes):
3=—-s5+12
Sumando en ambos miembros de la igualdad -3 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—-3+3=-s+12-3
>0=-s5+9
Sumando en ambos miembros de la igualdad -9 (Propiedad aditiva de la igualdad):
-9+0=-s+9-9
>-9=-5+0
> -s=-9
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
D) =(=9ED
=>s5s=9
Sustituyendo el valor de s = 9 en (1) se liene:
t=5(09)
>t =45

Por lo tanto, la edad del sobrino es 9 afios y la edad del tio es 45 afios.
|

De gallinas y borregos y una que otra pata.

En un corral hay 37 animales entre gallinas y borre  gos y en total hay
118 patas. ¢,Cuantas gallinas y borregos hay?
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Solucion 1:

En el problema se supone que todas las gallinas tienen 2 patas y los borregos 4.
Realizando una tabla y ensayando tenemos que los nimeros que cumplen con el

problema son: 15 gallinas y 22 borregos.

_ Caberas | Pams

17 34
37 114
| cabezas | Paws
16 32
21 84
37 116
Cabezas Patas
15 30
37 118
Solucion 2:
Si  es la cantidad de borregos entonces representa la cantidad de gallinas.

Como las gallinas tienen 2 patas y los borregos 4 entonces la cantidad total de

patas queda expresada como sigue:

Resolvamos esta ecuacion.
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
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Simplificando (Suma de términos semejantes):
2b+74 =118
Sumando en ambos miembros de la igualdad -74 (Propiedad aditiva de la igualdad):
2b+74—-74=118-74
>2b+0=118-74
= 2b =44
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad

mull‘lbllcatlva dg Za lgualdad).
=

2 44
:>§b:7
=>1-b=22
=b=22

Por lo tanto, hay 22 borregos y 15 gallinas (37 — 22 = 15).

Solucion 3:

Si todas las cabezas fueran de gallinas se contarian 37 X 2 = 74 patas, es decir,
faltarian 118 — 74 = 44 patas.

; p . 44
Como cada borrego tiene 2 patas mas que cada gallina entonces 5 =22 es la

cantidad de borregos que hay y por consiguiente, hay 15 gallinas.
Verificando se tiene que 22 borregos + 15 gallinas = 37 cabezas y
(22 x4) 4+ (15x 2) =88 + 30 = 118.
Es la cantidad total de patas.
O bien, si todas las cabezas fueran de borregos se contarian 37 X 4 = 148 patas,
por lo que sobrarian 148 — 118 = 30 patas.

Como cada gallina tiene 2 patas menos que cada borrego entonces 32—0 =15 es el
namero de gallinas que hay y por consiguiente hay 22 borregos.

i |
Solucion 4:

Este problema también puede resolverse con un sistema de ecuaciones.

Sean b la cantidad de borregos y g la cantidad de gallinas. El total de patas de los
borregos se expresa por 4b y el de las gallinas se expresa por 2g.

De esta manera, como hay en total 118 patas, se tiene que:

4b+2g=118—————— — — (1)
Y como hay en total 37 cabezas se tiene que:
b+g=237
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O equivalentemente:

Entonces, para resolver este sistema, podemos hacerlo por el método de sustitucién
(por ejemplo):
Sustituyendo  de (2) en (1) se tiene:

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

Sumando en ambos miembros de la igualdad -148 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Simplificando (Suma de términos semejantes):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por - (Propiedad multiplicativa de la
igualdad):

Sustituyendo el valor de en (1):

Por lo tanto, el nimero de gallinas es 15 y el de borregos es 22.

|
Observacion.
Como el problema anterior podemos plantear muchos mas. Basta con cambiar los
ndmeros y los objetos. Por ejemplo:
En un corral hay conejos y gallinas. En total hay 61 cabezas y 196 patas ¢ Cuantas
hay de cada clase?

63



Aceite que no se come.

Se han consumido % partes de un tambo de aceite. Reponiendo 38
litros ha quedado lleno hasta sus % partes. Calcular la capacidad del
tambo.

Solucion 1:

. . 7
Sea x la cantidad total de aceite, como se consumen 3 partes del tambo entonces

lo que queda es %x y como se reponen 38 litros con esto se llena hasta % partes.
Por lo que se tiene:
1 3
§x + 38 = gx
Resolvamos esta ecuacion.

Sumando en ambos miembros de la igualdad — Zx (Propiedad aditiva de la igualdad):
8

Lot 3,
g* " “5* 78"
1

3
>0+38=—x—<
578"
Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):
_ 24x —5x

38 =
40

=>38—19
40"

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad  por :—g (Propiedad multiplicativa de la

tgualdad): 40 9 10
(15)38 = 35" ()
1520 760
> ——=—x
19 760
=280=1-x
= x =80
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Por lo tanto, la capacidad del tambo es de 80 litros.
|

Solucion 2:

3 1 L.
Como se llena de nuevo el tambo hasta sus S partesy queda S parte al inicio y

ademas se reponen 38 litros, se tiene que:

3.1 .
578"

Sumando términos semejantes:
19

—Zx =138
40~

Luego, utilizando la regla de tres tenemos:

19 .
0 """ - 38 litros
40
0 "~ x
O equivalente:
19-——-—————- 38 litros
40—-——————— X
Entonces:
x = (40)(38) = 1520 = 80 litros

19 19
Por lo tanto, la capacidad del tambo es de 80 litros.

Solucion 3: "
Se tiene una cierta cantidad de aceite x de la cual usé % del total del aceite, o
sea, %x, y se reponen 38 litros y este queda lleno hasta E partes del total del
aceite, es decir, %x. Luego, se tiene la siguiente ecuacion:

7 3

——x+38==
X 8X 5X

Encontremos el valor de x.
Sumando en ambos miembros de la igualdad — %x (Propiedad aditiva de la igualdad):
3 7 3 3

—§x+x—§x+38=§x—§x
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Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):
—24x + 40x — 35x

38 =0
40 +
B +38=0

> — — =
40~

Sumando en ambos miembros de la igualdad -38 (Propiedad aditiva de la igualdad):

19
—38+38——x=0-38

40
0L 38
20——x=—
40~
19 6
> ——x=-—
40~

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad  por _% (Propiedad multiplicativa de la

g )

760 1520
> —x=—
760 19
=1-x=280
= x =80

Por lo tanto, la capacidad del tambo es de 80 litros.
[ |
Solucion 4:

Otra forma de resolver este problema es utilizando dibujos como a continuacion se
ilustra:

Se tiene un tambo con una cantidad de aceite.

o '

7
Del cual se ocupan 5 partes:
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7
Se ocupa 3

Después a lo queda, que es % se le agregan 38 litros.

Y quedan % g + 38litros =

3
Y el tambo se llena hasta sus S Partes:

ulw

Observe que:

vl w
@ |~

! = 38litros g
- b
T 40
-

Pero

vl w
|-

Asi,

= 38 litros ﬁ



Si la capacidad del tambo es entonces se tiene que:

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por — (Propiedad multiplicativa de la
igualdad):

Por lo tanto, la capacidad del tambo es de 80 litros.
|
¢ Y la camioneta...profe?
Una camioneta al salir de viaje lleva de gasolinau na cierta cantidad en
su deposito. El viaje lo hace en dos etapas: enla  primera consume -de

la gasolina. En la segunda - de lo que quedaba. Al final del trayecto le

quedan 30 litros en su deposito ¢Con cuantos litros emprendié el
viaje?

Solucion 1:
Sea la cantidad total de gasolina. En la primera etapa consume - por lo que
gueda -. En la segunda etapa consume - de lo que queda.
Es decir:
- de-es - - —

Y al final termina con 30 litros.
Luego, se tiene:

Encontremos el valor de

Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):
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4g +4g

30 =
20 g

8
:%g+30—g

Sumando en ambos miembros de la igualdad - g (Propiedad aditiva de la igualdad):

8
09 t30-9=9-yg
Simplificando (Suma de términos semejantes):
3
—=-g+30=0
59
Sumando en ambos miembros de la igualdad -30 (Propiedad aditiva de la igualdad):

3
—=-g+30—-30=0-30

5
3
= = +0=-30
3 30
>—=g=-
5 g
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad  por —g (Propiedad multiplicativa de la
1gualdad):
5 3 5
(-3)(~59)=30(=3)
15 150
>—9g=—
159773
=1-g=50
=g=>50
Por lo tanto, el viaje fue emprendido con 50 litros de gasolina. -
Solucién 2:

El dibujo siguiente representa la cantidad de gasolina que una camioneta llevaba en
su deposito:
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. .. .01
En la primera etapa del viaje consumié z de lo que llevaba:

A

1
Se consumio S

Observe que lo que quedo en el deposito esta dividido ahora en cuartos.

.01
En la segunda etapa consumio 2 de lo que quedo:

Consumido en la primera etapa

A

1 .
" Consumido en la segunda etapa

Note que lo que ahora quedd en el depdsito esta dividido en tercios.
Como al final del trayecto acaba con 30 litros, cada tercio equivale a 10 litros.

Consumido en la primera etapa

10 litros

10 litro

10 litros

Consumido en la segunda etapa

Luego, cada quinto equivale a 10 litros.
De esta manera se sabe que la camioneta al inicio del viaje llevaba 50 litros en su

deposito.

Solucion 3:

Sea x la cantidad de litros de gasolina. El viaje se hace en dos etapas:
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. 1 . 1 X
En la primera consume z de la gasolina, o0 sea cx 0 - Lo que queda en el
deposito es: x — =
1 .
En la segunda consume 2 de la gasolina que quedaba, o sea:
X
1(x-35)

4
Al final s6lo tiene 30 litros de gasolina.

Entonces se tiene la siguiente ecuacion:

X
T + 2 +30=x
Encontremos el valor de x.
Sumando fracciones:
4
z + i +30=x
5 4
Realizando la division de fracciones:
x 4x _
g + ﬁ +30=x
Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):
4x + 4x
T +30=x
8
= 0% +30=x
Simplificando 28—0x se Liene:
2
TX +30=x

Sumando en ambos miembros de la igualdad —x (Propiedad aditiva de la igualdad):
X +30—x=x—x
Simplificando (Suma de términos semejantes):
3
X +30=0
Sumando en ambos miembros de la igualdad -30 (Propiedad aditiva de la igualdad):

3
—§x+30—30=0—30

3
:—§x+0=—30
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Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por — — (Propiedad multiplicativa de la
igualdad):

Por lo tanto, la camioneta tenia 50 litros en su depdsito al inicio del viaje.
|

En la cantina “mi oficina”.
Un cantinero ha vendido — de una cierta cantidad de vino a $440 por

litro, — a $520 por litro y el resto a $340 por litro reca udandose en total
$11600. ¢ Cuantos litros se han vendido?

Solucion 1:
Sea la cantidad de vino en litros. El cantinero vende — de la cantidad de vino a
$440, - de la cantidad de vino a $520 vy el resto del vino a $340.

Observe que las ganancias quedan expresadas como sigue:

Luego, se tiene:

Y como lo que recaudé es $11600
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Por lo tanto, se han vendido 26.58 litros.
[ |

Solucion 2:

Sea [ la cantidad de litros vendidos por el cantinero. Como vendio % de la cantidad
de vino a $440 entonces la ganancia se representa por:

4
440 (—l)
$ 11
Puesto que vendio % de la cantidad de vino a $520 se tiene que la ganancia se
representa por:

1
520 (—l)
$ 3
Y finalmente, vendi6 el resto del vino a $340 el litro.
Observe que el resto esta representado por la expresion:
4 1 10

I—Hl—§l=§l

Y asi la ganancia por el resto se representa por:
10

$340 (ﬁl)

Como en total recaudd $11600 tenemos que:
4 1 10
(440) (Hl) + (520) (51) + (340) (gl) = 11600
Resolvamos esta ecuacion.
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
1760 520

[+ l+34001—11600
11 3 33

Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):

3(17601) + 11(5201) + 34001

= 11600
33
52801 + 57601 + 34001
= = 11600
33
14400

1 =11600

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad  por % (Propiedad multiplicativa de la

00
igualdad):

( 33 )14400l

33

14400 - 11600(

14400)
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Por lo tanto, se vendi6 26.5 litros en total.

De sabrosos chocolates.

Una madre distribuye un paquete de chocolates entre sus tres hijos. Al
primero le da la mitad de los chocolates mas 2; al segundo la mitad de
los que quedan mas 2, y al tercero la mitad del res to mas 2. Después
de repartidos no le queda ningun chocolate. ¢Cuanto s chocolates se

han repartido?

Solucion 1:

Sea el total de chocolates. Al primer nifio le tocan la mitad de los chocolates mas

2, es decir;

Observemos que entonces los que quedan son:

Luego, al segundo hijo le da la mitad de estos que quedan mas 2; es decir:

Entonces los que quedan son:

Simplificando tenemos:

Asi, los que restan después de haberle dado al segundo hijo son:
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c—12

4
Finalmente, al tercer hijo le da la mitad de este resto mas 2.
Es decir:
c—12
I, ,-1 0,
2 8

En resumen, lo que le toca a cada hijo se muestra en la tabla siguiente:

Lo que le toca £+2 c—4 c—12

Como no le quedd ningun chocolate, la suma de lo que les repartié da el total de
chocolates del paquete.
Esto se representa por la ecuacion:

c c—4 c—12

§+2+ ) +2+ 3 +2=c

Resolvamos esta ecuacion.
Simplificando (Suma de términos semejantes):

PSR S P
2 4 g g = ¢

7 +7
= — _—=
g¢T27°¢

Sumando en ambos miembros de la igualdad —c (Propiedad aditiva de la igualdad):

7
—Cct+g5ct+s=c—c

8 2
Simplificando (Suma de términos semejantes):
1 7
—§c+5=0
Sumando en ambos miembros de la igualdad —% (Propiedad aditiva de la igualdad):
7 1 7 7
278 Tz7073
1 7
= — 3¢="3

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -8 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
0 (~5¢)=(-3) s
8 (-5¢)=(-5) -®
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8 56

= §c =5
=1:-c=28
=c=128
Por lo tanto, el total de chocolates es 28.
Solucion 2: [ |

Otra forma de resolver este problema es como sigue:
El dibujo muestra el total de los chocolates:

DIBUJO 1

Al primer hijo le da la mitad de los chocolates mas 2:

|21

Mitad
<— Primer hijo

DIBUJO 2

v

Al segundo hijo le da la mitad de los que quedan mas 2:

DIBUJO 3
Primer hijo |+2 I |+2 I

<
<«

Mitad del resto
<+— Segundo hijo —»

Y al tercer hijo le da la mitad de los que quedan mas 2 y no le sobra ningin
chocolate:

DIBUJO 4
Primer hijo I +2 I Segundo hijo I +2 I I +2 I
“—>
Mitad del resto
Tercer
“ hijop —
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Como al final no le quedo ningln chocolate y al tercer hijo le dio la mitad del dltimo
resto mas 2 chocolates que sumados los otros 2 dan 4 y estos son los que le

tocaron al tercer hijo.

DIBUJO 5
Primer hijo I Segundo hijo I +2 I +2
Tercer hijo
Es decir:
DIBUJO 6
Primer hijo I Segundo hijo I 4
Tercer hijo

Como al segundo hijo le dio la mitad mas 2 de lo que le quedé después de repartirle
al primer hijo, (ver dibujo 3). Entonces al segundo hijo le tocaron 8 =6+ 2

chocolates:
DIBUJO 7
Primer hijo I 6 I +2 I 4
Mitad del resto
Segundo hijo
Tercer hijo
Finalmente, al primer hijo le tocé la mitad mas 2.
Ahora sabemos que esta mitad equivale a: 4 + 8 + 2 = 14 chocolates.
DIBUJO 8
14 [+ | 8 [ 4
Primer hijo
Segundo hijo
Tercer hijo
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Asi, al primer hijo le tocaron 14 + 2 = 16 chocolates.
Por lo tanto, se repartieron 16 + 8 + 4 = 28. Y se verifica que:

Al primer hijo le toca la mitad mas 2 o sea: 22—8 +2=14+2 =16 yrestan 12
(28 — 16 = 12).

Al segundo hijo le toca la mitad del resto més 2: 12—2 +2=6+2=8yrestan
4 (12 — 8 = 4).

Al tercer hijo le toca la mitad del resto mas 2 y no queda ningun chocolate:
“+2=2+2=4

Solucion 3:
La mama reparte x chocolates a sus 3 hijos.
Al primer hijo le toca la mitad del total de los chocolates mas 2, o sea:

x+2
2

Al segundo hijo le toca la mitad de los restantes mas 2, o sea:

%(x—(§+2)>+2

Y al tercer hijo le toca la mitad del resto mas 2, o sea:

%{x—[(92—6+ 2)+%<x—(§+ 2)>+z]}+2

Entonces se tiene la siguiente ecuacion:

§+2+%<x—(§+2)>+2+%{x—[(;+2)+%<x—(§+2)>+2]}+2=x

Encontremos la x.
Cancelando los simbolos de agrupacion (Propiedad distributiva):

x 1 x 1 x 1 x
E+2+E(x—5—2)+2+5{x—[§+2+E(x—5—2)+2]}+2=x
x 1 /x 1 x 1 /x
:>_+2+_(__2)+2+§{x_[§+2+_(E_

. -5 . 2)+2]}+2=x

P 1+2+1{ [x+2+1 1+2]}+2
:_ — — — —_— - — —_— =
2 2* 257 2 i x

X ol 1+2+1{ [3 +3]}+2
== - - - - |— =
2 4x Zx 4x X
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:_x+2+_1 —1+2+—1{ ——3 —3}+2——
2 2" 25 1" *

Simplificando (Sumando de términos semejantes):

X o4l 1+2+1{1 3}+2—
2 2* 212* -

Cancelando las llaves (Propiedad distributiva):
Y 2t ik 1424ix—o42=
27T 8" 277"

Sumando términos semejantes:

x 1 1 3
—+2+—x+Lhm—E+2=x

2 4 8
Sumando fracciones:
4x+2x+x+4+2—3+4_
8 2 -
Simplificando:
7 + 7 _
g¥ T ="
Sumando en ambos miembros de la igualdad — Zx (Propiedad aditiva de la igualdad):
8
7 4 7 4 7 _ 7
g* gt 2T 78"
>04+=-—=x—=
+2 x 8x

Simplificando (Suma de términos semejantes):

7_8x—7x

2 8
7 1

>-—==
2 8"

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 8 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
7 1
®(z)=(57)®

56
>—==

2 8"
=>1-x=28
=>x =28

Por lo tanto, los chocolates repartidos son 28.

Ademas, al primer hijo le tocaron 16 chocolates, al segundo hijo le tocaron 8
chocolates y al tercer hijo le tocaron 4 chocolates.
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Una excursién prometedora.
Una octava parte de los alumnos de un curso no pued en ir a una
.z 3 . . .
excursion. Los 3 de los que pensaban ir pierden el permiso de sus

, , .. . . , 1
padres, y ademas, el dia del viaje, pierden el cami 6n T de los que

guedaban. Al final van a la excursién 80 alumnos. ¢,  Cuantos alumnos
tenia el curso?

Solucion 1:

Sea x el nUmero de alumnos. Una octava parte de un curso no puede ir a una
excursién. O sea, que los restantes si pueden ir; es decir:

7
8x

Los % de los que pensaban ir pierden el permiso de sus padres. Esto significa que

£ 2 .2 7
sélo van : de los alumnos. Es decw,; de 3x.

Ademas, el dia del viaje 2—11 de los que quedan pierde el tren para ir. Luego, sélo

20 . . P 20 2 7 .
van — al viaje. Es decir, sélo van Z de los s de s Como al final van a la

excursién 80 alumnos tenemos la siguiente ecuacion:
20N /2\ (7
) ) (G¥) =#0
Encontremos el valor de x.

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

(1) (57) =0
105/\8%) ~
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad  por % (Propiedad multiplicativa de la

tgualdad):
840\ 280 840
(-2
280/ 840 280
235200 67200
= x =
235200 280
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=1-x =240
=>x =240
Por lo tanto, el nimero de alumnos del curso son 240.
Podemos comprobar el resultado como sigue:

.. 1
Los alumnos que no fueron a la excursion son 3X-
o1
Es decir 5(240) = 30 alumnos. Luego, los alumnos que restan son:

240 — 30 = 210. Pero de estos no fueron % es decir, 2(210) = 126. Luego, restan
210 — 126 = 84 y de estos no fueron a la excursion 2—11 0 sea, 2—11(84) = 4 alumnos.

Por lo que el nimero de alumnos que no fueron al viaje son:
30+ 126 + 4 = 160 alumnos y los que si asistieron fueron los 80.

Solucién 2:

Otra forma de resolver este problema, es usando graficas.

Sea x la cantidad de alumnos que tenia el curso. El problema plantea que una
octava parte de los alumnos no pueden ir a la excursion.

Esto lo representamos graficamente como sigue:

No pueden ir a la excursion.

7 3 . .
Observe que restan p De estos, los : pierden el permiso de sus padres.

Ly 7 . 3 . .z
Entonces dividiendo en 5 partes los 5V quitando los - se tiene la representacion
siguiente:

. 3 7
Donde lo sombreado de rojo representa los z de los p
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Ademas, el dia del viaje, pierde el tren 2—11 de los que quedan.
Luego, dividiendo los que quedan en 21 partes se tiene el dibujo siguiente:

Note que la figura H representa % de los que quedan.

Asi que, es la que perdid el tren.
Y los que quedaron son 20 figuras como ésta:

:

Ahora, falta ver qué parte del total son estas 20 figuras.
Para esto, se observa que la figura completa tiene 60 figuras de estas:

.

Esto significa que x equivale a estas 60 figuras. Asi que las 20 figuras que quedan
son una tercera parte de las 60. Es decir, las 20 figuras equivalen a g

Como al final s6lo van a la excursiéon 80 alumnos, estas 20 figuras representan a
estos alumnos.

O sea:

X 80

3=

Por lo que x = 3(80) = 240.

Por lo tanto, el curso tenia 240 alumnos. .

Observacion. Con esta forma de resolucién se puede conocer méas del problema
de forma sencilla. Por ejemplo, se sabe que cada figura:

i
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Representa a 4 alumnos (porque 20 de ellas son los 80 alumnos).

Luego, cada figura del tipo [ representa a 2 alumnos.

Con esto, se sabe que la octava parte de los alumnos que no pueden ir a la
excursion son 30 alumnos (son 15 [ figuras del tipo).

Los - que pierden el permiso son 126 alumnos (son 63 figuras del tipo [ ).

Y los que pierden el tren son 4 (2 figuras del tipo [ ).
Se verifica que: 30 + 126 + 4 = 160 los que no van y son 80 los que si van y
160 + 80 = 240 son los que tenia el curso.

La marca del zorro.

La longitud de paso de un conejo (distancia entre p  atas traseras y
delanteras) es la tercera parte de la longitud de p  aso de un zorro, sin
embargo el conejo da 5 pasos en el tiempo en que e | zorro da tres. ¢ El
zorro alcanzara al conejo que se encuentra a 20 pa sos (pasos del
zorro) de distancia? Si la respuesta es afirmativa ¢, Cuantos pasos
realizard el zorro?

Solucion 1:
Sean Yy las longitudes de los pasos del conejo y del zorro respectivamente.

Como la longitud del paso del conejo es la tercera parte de la longitud del paso del
zorro se tiene que:

Si  es el tiempo que el zorro da 3 pasos entonces cada tiempo el conejo se
desplaza 5 pasos

Por (1) se tiene que:

La diferencia en las distancias en un tiempo es:

Ahora, sea el nimero de intervalos de 3 pasos que da el zorro. Luego, el zorro
alcanzara al conejo cuando la diferencia en las distancias multiplicada por sea o
rebase los 20 pasos a los que se encuentra el zorro.

Es decir, cuando:
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()=
n 3 zZ)| = z
Resolvamos esta desigualdad.

Multiplicando en ambos miembros de la desigualdad por 3 (Propiedad multiplicativa de la
desigualdad) se tiene:

4
G3)n <§z) > 202(3)
Realizando la multiplicacion en ambos miembros de la desigualdad:
n4z = 60z
Multiplicando en ambos miembros de la desigualdad  por 4—12 (Propiedad multiplicativa de la

desigualdad):

>602
n= 4z

=>n=>15
Asi, n = 15 o sea, el nimero de intervalos de 3 pasos que da el zorro son 15.
Por lo tanto, el zorro alcanzara al conejo en exactamente 15 X 3 = 45 pasos.

Solucion 2:

Otra forma de resolver este problema es utilizando un dibujo.

Sean c y z la longitud del paso del conejo y del zorro respectivamente.
Primero observamos que ¢ = g

T ' ' h

Posicién
inicial
Cuando el conejo da 5 pasos el zorro da 3.

V4 V4 V4

Por la hipotesis del problema, el siguiente dibujo muestra que el conejo esta a 20
pasos del zorro:
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721\ Z2 Z3 2 Zs Zg Z7 Zg Zg Z10

Posicién

inicial del zorro z, Posicién inicial del conejo Z11

Entonces la persecuciéon comienza asi; cuando el zorro da 3 pasos el conejo da 5
pasos:

Z1 Z3 Z3 Z4 43 Zg Z7 Zg Zg Z10
sicion
Inicial del zorro z, Posicidn inicial del conejo Z11
Co
Zo. 0 Z1g Z1g A Zic Z Z14 Z Z
€1
Z22
C2 C3 Cy Cs Ce C7
4 Q Q 0
Z3
Cg
€13 €12 C11 C10 Co
ozl Zood N Zod M Zio ) ) Zoo ) B Z2o ) 3Z2z ) MZ2o ) ) Zoo ) 12
C14
Zaa
C1s
Z4s
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Donde zy,z,,23,24,Z5, . oo oo v oo, Zg5 denotan los pasos consecutivos que da el
ZOITO Y Cq1,C2,C3,C4,Cs) «e we e e v, €15 SON 10S pasitos que da el conejo. Observe que
en el dibujo, la marca z,, rebasa la marca 13 del conejo c;3. Sin embargo, esto no
significa que es el momento en que el zorro atrapa al conejo puesto que el zorro al
desplazarse de z,, a z,3, €l conejo hace lo propio de ¢;5 a ¢4.

Finalmente, tanto el zorro como el conejo, al desplazarse de z,; a z,, y de ¢y, @ ¢4
respectivamente, el zorro ahora si atrapa al conejo en z,5 = ¢;5.

Por lo tanto, contando los pasos del zorro, este tiene que dar 45 pasos desde el
inicio para atrapar al conejo.
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Capitulo 3 Problemas con ecuacion de segundo grado

En este capitulo exponemos una seleccién de problemas que implican el
planteamiento de ecuaciones de segundo grado y su resolucion mediante la férmula
general de segundo o mediante factorizaciébn. Ademas, se presentan otras
soluciones para la mayoria de los problemas planteados en este capitulo usando
otras técnicas no algebraicas.

Al igual que en el capitulo anterior, los problemas no estan ordenados por
grado de dificultad. Lo interesante es observar como problemas que se pueden
resolver con el planteamiento de ecuaciones de segundo grado también se pueden
resolver usando la técnica de ensayo y error, usando dibujos o por aritmética.

Cubos no tan magicos.

Hallar dos nimeros consecutivos, sabiendo que la di ferencia de sus
cubos es 397.

Solucion 1:
Este problema puede ser resuelto por ensayo y error de la siguiente forma:

Primero, se proponen dos nimeros consecutivos [ver 1.1.24] y se elevan al cubo.
La diferencia de estos cubos tiene que ser igual a 397.

Por ejemplo, si los consecutivos son 9y 10 entonces:
Si los consecutivos son 10 y 11 entonces:
Si los consecutivos son 11y 12 entonces:

Por lo tanto, los nimeros son: 11y 12 ya que satisfacen la condicién.
|
Solucion 2:

Como se buscan dos nimeros que sean consecutivos, llamemos al primer nimero
y al segundo “

La diferencia de estos 2 numeros al cubo es 397, es decir:

87



(x+1)3 —x3=1397

Resolviendo la ecuacion, se tiene que:
x3+3x%+3x+1—x3=397

Simplificando (Suma de términos semejantes):

3x% +3x + 1 =397
Sumando en ambos miembros de la igualdad -397 (Propiedad aditrva de la igualdad):

3x%+3x+1—397 =397 — 397
=3x2+3x—396=0

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 3 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

(3x2 + 3x — 396) G) =0 G)

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
x2+x—-132=0
Utilicemos la férmula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

—1+4./12 —4(-132)
X =

2
—1++/1+528
S>Sx=———
2
—-1++529
> x =
2
-1+ 23
= =
x 2

>x=11y x=-12
Por lo tanto, los nimeros son: x; =11 y x, =12
Comprobando:
123 — 113 =397
Pero también: x = —11 y x = —12 porque:
(—113) — (-123) = (-=1331) — (—1728) = —1331 + 1728 = 397.
|

Observe que por ensayo y error no se consideran los nimeros -11 y -12 como
solucion. Esto debe promover el uso del algebra en el estudiante.
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Solucion 3:
Otra forma de resolver la ecuacién obtenida en la solucién anterior:

es por factorizacion.

Factorizando el trinomio [ver 1.2.17 (5)7] tenemos:
Luego, por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18], se tiene que:
o}

Resolvamos la ecuacion:

Sumando en ambos miembros de la igualdad 11 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Ahora, resolvamos la ecuacion:

Sumando en ambos miembros de la igualdad -12 (Propiedad aditrva de la igualdad):

Entonces las soluciones de la ecuacién son y

Pero como se trata de dos nimeros consecutivos si el otro nimero es 12 y

si el otro nimero es -11.

Por lo tanto, los nimeros consecutivos que satisfacen la condicion son: y
) yl y

|
Los tres son enteros.

Encontrar tres nUmeros enteros consecutivos, sabien do que el
cociente de su producto entre su suma es igual a 5.
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Solucion 1:

Una vez que se ha comprendido el problema se prueba por ensayo y error. Si se

comienzan con los nimeros 2, 3y 4 se tiene:
2Xx3x4 24
2+3+4 10 2*
Ahora, si los nUmeros son: 3,4 y 5 entonces se tiene:
3x4x5 60
3+4+5 12
Por lo tanto, los nimeros son: 3, 4y 5.

5

Solucion 2:
Sean x+1, x y x — 1 los tres nimeros enteros consecutivos.
Luego, su producto es:
x+1Dx)(x—-1)
Su suma es:
x+D+E)+(x—-1)
Y el cociente de su producto entre su suma es:
x+D)x—-1)
x+D+ )+ (x—-1)
Entonces, por las condiciones del problema tenemos:
x+D)EE-1)
x+D+@)+(x—-1)
Resolvamos esta ecuacion.

Realizando el producto en el numerador y la suma en el denominador, se tiene que:

@ -DE)

3x >

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 3x (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

3
= (x? — 1)x = 5(3x)

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
3

2 _
(3x) (W) =5(3x)

x° —x = 15x

Sumando en ambos miembros de la igualdad —15x (Propiedad aditiva de la igualdad):

x3 —x —15x = 15x — 15x
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Simplificando (Suma de términos semejantes):

x3—16x=0
Factorizando por factor comiin [ver 1.2.17 (1)7:
x(x2—-16)=0

Asi, por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18] se tiene que:
x=00x2-16=0

Luego, una solucion de la ecuaciéon es x; = 0

Resolvamos la ecuaciéon x2 — 16 = 0.

Sumando en ambos miembros de la igualdad 16 (Propiedad aditiva de la igualdad):

x2-16+16=0+16

=>x* =16
Sacando raiz en ambos miembros de la igualdad:
Va2 =16
= x =16
x =14

Six=4entoncesx+1=5yx—1=3
Por lo tanto, los nimeros buscados son 3, 4y 5.

Como »* = 16 tiene dos soluciones una positiva y otra negativa, asi también es

solucién los numeros:
X, =-3, x;=—4, x3=-5
Observe que satisfacen la ecuacion (1):
BB _60 _,

5+44+3 12
y
(—5)6—4)0—3)__—60__5
—5—-4-3 -12

Solucion 3:

Seanx, (x+1) y (x+2) lostres nimeros buscados se tiene:
() +D(x+2)
x+x+1+x+2

Simplificando:

() +D(x+2) .
3x +3 B
Factorizando por factor comiin 3x + 3, se tiene que:
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() +D(x+2)
3(x+1) B

Drvidiendo factores comunes:

() +2)
3
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 3 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

= xk+2)=15
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
x%+2x =15
Sumando en ambos miembros de la igualdad -15 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x?+2x—15=15-15
x*+2x—15=0

Utilicemos la_formula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

_ —2+4/(2%) - 4(1)(~15)
T 2(D)
_—2+V4+60
=0
_ —2++64

2
—-2+8

2
>x=-11+4
x1=3Y x,=-5
Luego, tenemos los nimeros x; =3 y x, =—5 y como los nimeros buscados
son tres enteros consecutivos entonces se tiene:

i) Si x = 3 entonces los tres nimeros consecutivos son 3, 4y 5.

ii)Si x = —5 entonces los tres nimeros consecutivos son -5, -4y -3

Los cuales satisfacen la condicion del problema:
BADE) _60 _

=5

=X

=X

> x =

3+4+5 12
y
(=)(H(=3) _ =60 _ ¢
—-5-4-3 —-12
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Un ndmero interesante.
Hallar dos nimeros pares consecutivos cuyo producto sea 4224.

Solucion 1:

Dado k € N, sean 2k y 2k + 2 dos numeros pares consecutivos [ver 1.1.26] tales
que:

2k(2k + 2) = 4224
Resolvamos esta ecuacion.
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

4k* + 4k = 4224

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 4 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

(1> (4k? + 4k) = (4224) <l>
4 4
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
k? + k = 1056

Sumando en ambos miembros de la igualdad -1056 (Propiedad aditiva de la igualdad):

k? + k — 1056 = 1056 — 1056

= k?+k—1056=0

Utilicemos la _férmula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

"= -14/12 - 4(1)(-1056)

2
—-1++1+4224
> k= >
—1++/4225
Sk=—7-—7"7—
2
" —1+65
Sk=—-+—
2

Luego, tenemos los nimeros k=32 y k= -33y como los numeros buscados

son de la forma: 2k y 2k + 2 donde, k € N entonces se tiene:
Si k = 32 entonces los pares son 2k = 2(32) =64y 2k + 2 = 2(32) + 2 = 66.

93



Los cuales satisfacen la condicion de que el producto de ellos es igual a 4224 es
decir:

Por lo tanto, los dos niimeros pares consecutivos son:

64 y 66. [
Solucion 2:
Otra forma de resolver la ecuacion obtenida en la solucién anterior:

es por factorizacion.
Factorizando el trinomio [ver 1.2.17 (4)7:

Luego, por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18] se tiene que:

6
Resolvamos la ecuacion:

Sumando en ambos miembros de la igualdad 32 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Ahora, resolvamos la ecuacion:

Sumando en ambos miembros de la igualdad -33 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Entonces las soluciones de la ecuacion son y
Por lo tanto, los dos niimeros pares consecutivos son:

64 y 66.
y m

Paciencia y progresion.

Hallar el valor de tres nimeros enteros consecutivo S, cuyos cuadrados

sumen tanto como el producto del mayor por 12, mas 5.
L

\,
4L
. Yl
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Solucion 1:
Sean x, x + 1y x + 2 los tres enteros consecutivos.
Por el problema, la suma de sus cuadrados debe ser el producto del mayor por 12
mas 5:
x2+(x+1)2+(x+2)?2=12(x+2)+5
Resolvamos esta ecuacion para hallar el valor de x.

Desarrollando el cuadrado de los binomios del miembro izquierdo de la igualdad y el producto en el
miembro derecho de la igualdad, se tiene que:

X2 4+x%2+2x+14+x%>+4x+4=12x+24+5

Simplificando (Suma de términos semejantes):
3x%+6x+5=12x+29
Sumando en ambos miembros de la igualdad —12x — 29 (Propiedad aditiva de la igualdad):
3x2+6x+5—12x—29 = 12x + 29 — 12x — 29

Simplificando (Suma de términos semejantes):

3x2+6x—24=0
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 3 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

1

(5) (3x? — 6x — 24) = 0(3)

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
x2—2x—-8=0

Utilicemos la formula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

21224 (8)

2

2 +/36

S>xXx=—
2

246

= = —
=
x=1+3

x1=4Y x,=-2
Luego, se tienen los siguientes casos:
i)Si x = 4 entonces los nimeros consecutivos son: 4, 5y 6.
ii)Si x = —2 entonces los nimeros consecutivos son; -2, -1y 0
Veamos ahora si i) y ii) satisfacen la ecuacion dada al inicio del problema:
Sean los nimeros 4, 5y 6, tenemos:
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(4®) + (5%) + (6%) = 12(6) + 5
=216+254+36=72+5
=77=77
Ahora sean los nimeros -2, -1y 0, tenemos:
(=22 + (—1%) + (0?) =12(0) + 5
24+140=0+5
=5=5

Por lo tanto, los nUmeros consecutivos son: 4,5y 6 y -2, -1y 0, ya que satisfacen

las condiciones del problema.

Solucion 2:
Otra forma de resolver la ecuacién obtenida en la solucién anterior:
x2—-2x—-8=0
es por factorizacion.
Factorizando el trinomio [ver 1.2.17 (4)]:
x—4)(x+2)=0
Por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18], se tiene que:
>x—-4)=006 (x+2)=0
Resolvamos la ecuacion:
x—4=0

Sumando en ambos miembros de la igualdad 4 (Propiedad aditiva de la igualdad):

x—44+4=0+4
=>x—0=0+4
>x=4
Resolvamos la ecuacion:
x+2=0

Sumando en ambos miembros de la igualdad -2 (Propiedad aditiva de la igualdad):

x+2—-2=0-2
>x+0=-2
>x=-2

Entonces las soluciones de la ecuaciéon x2 —2x —8=0sonx =4 y x = =2

Por lo tanto, los nimeros consecutivos son: 4,5y 6 y -2, -1y 0 ya que satisfacen

las condiciones del problema.
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Sumando fracciones.

Hallar una fracciéon de denominador 13 que al sumarl a con su inversa

194

se obtenga -

Solucién:

Sea § la fraccién. Como el denominador es 13 su expresion es % Luego, el

x 1 194

. 3
inverso de 5 €S y al sumarlos da como resultado =

Y la suma de esta fraccion con su inversa es:
x 13
B3 x
Segun el problema tenemos:
x 13 194
—t —=—
13 «x 65
Resolvamos esta ecuacion.
Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):
x2+132 194
13x 65
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 13x (Propiedad multiplicativa de la
igualdad):

(13:) x%+13%\ (194) (13x)
P\ )" Ves )

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

2522

2 2 —
x“+13° = o5 *

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 65 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

2522

(65)(x? + 132) = ( = x) (65)

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
65x% + 10985 = 2522x
Sumando en ambos miembros de la igualdad —2522x (Propiedad aditiva de la igualdad):
65x2? — 2522x + 10985 = 2522x — 2522x

Simplificando (Suma de términos semejantes):
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Utilicemos la _formula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

Por lo tanto, los valores son — y

Y ademés satisface las condiciones del problema:

Si — entonces:

Si entonces:

Observacion: Esta ecuacion es muy dificil resolverla por factorizacion, pues como

se ve, las soluciones no son nUmeros enteros.

¢,Que numero soy?

Un alumno debe sumar 1 a un ndmero, restar de 4 el
multiplicar los resultados. Por error suma 4 al nim
namero y multiplica los resultados, con lo que joh
lo mismo que si no se hubiera equivocado. Hallar es

nimero dado y
ero, resta 1 de dicho
casualidad! obtiene
e numerito.
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Solucion 1:

El nimero buscado lo denotamos como x. A x se le suma 1 o sea (x + 1). Por otra
parte se le resta a 4 el nimero x, 0 sea (4 — x) y se multiplican los resultados.

Es decir:

x+ 14 —x).
Pero por error suma 4 a x, o sea (4+x) yresta 1 a x, o sea (x—1). Luego,
multiplica los resultados.

Es decir:
4+ x)(x—-1).
Y por casualidad obtiene lo mismo si no se hubiera equivocado:
Esto nos lleva a plantear:
x+1D@-x)=U+x)(x—-1)
Resolviendo la ecuacion tenemos:
Realizando la multiplicacion de binomios en ambos miembros de la igualdad:
dx+4—x*—x=x*+4x—x—4
Simplificando (Suma de términos semejantes):
3x+4—x*=x*+3x—4
Sumando en ambos miembros de la igualdad —x? — 3x + 4 (Propiedad aditiva de la igualdad):
3x+4—x*—x*-3x+4=x*+3x—4—-x*-3x+4
Simplificando (Suma de términos semejantes):
—2x2+8=0
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
(—D(—2x2+8)=0(-1)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
2x2—-8=0
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad

mull‘lbllcatlva de Za lgualdad).

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
x*—4=0
=>x2=4
=x=1V4
=x =12
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Entonces los nimeros buscados son:
x =42

Y ademas se satisface:

x+1DE@—)=U+x)(x—-1)
Veamos, sustituyendo el valor de x = 2, tenemos:

R+1D)¢@-2)=4+2)2-1)

= (3)(2) = (6)(1)
>6=6
Sustituyendo el valor de x = —2, tenemos:
(-2+D@E-(-2)=@-2)(-2-1)
= (=1)(6) = (2)(=3)
>—-6=-6

Solucion 2:
Otra forma de resolver la ecuacion obtenida en la solucién anterior:
x2—4=0
es por factorizacion.
Factorizando por diferencia de cuadrados [ver 1.2.17 (2)7:
x+2)(x—-2)=0
Luego, por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18], se tiene que:
x+2=0 6 x—2=0
Resolviendo la ecuacion x + 2 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad -2 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x+2—-2=0-2
>x=-2
Resolviendo la ecuacion x —2 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 2 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x—2+2=0+2
>x=2
Por lo tanto, los nameros buscados son:
x =32
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Solucion 3:
Otra forma de resolver la ecuacién obtenida en la solucién anterior:

es utilizando la formula general de segundo grado.
Utilicemos la férmula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

y
Entonces los nimeros buscados son:
Y ademas se satisface:
Veamos, sustituyendo el valor de , tenemos:
Sustituyendo el valor de , tenemos:

|
Inocente edad.
Si a la tercera parte de la edad de un nifio se le s uman dos afios, se
obtiene un nimero que equivale a 9 veces el recipro  co del que expresa
su edad. ¢ Cuantos anos tiene?
94

o

i
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Sugerencia:

Recordar, al alumno cual es el reciproco de un nimero con ejemplos: el reciproco
1 . 1

de 3 es 3 el reciproco de 20 es o Ete.

Solucion 1:

Sea x la edad del nifio. Si la tercera parte de la edad del nifio se le suman 2 afios
esto sera igual a 9 veces el reciproco de la edad.

Es decir:
X 1
72=9()
Resolvamos esta ecuacion.
Realizando operaciones en ambos miembros de la igualdad:
x+6 9

3 x
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 3 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

o (29

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

27
X+6=—
x

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por x (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
27
G +6) = (=) )

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

x? 4+ 6x = 27
Sumando en ambos miembros de la igualdad -27 (Propiedad aditiva de la igualdad):

x%+6x — 27 =27 —27
=>x2+6x—27=0

Utilicemos la _formula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

_ —6+462—4(1)(-27)

X =
2
—6++vV36+ 108
=>x=
2
-6+ V144
:>x=T
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y
Pero como se trata de una edad, esta no puede ser negativa.

Por lo tanto, la edad del nifio es 3 afios.

Solucion 2:
Otra forma de resolver la ecuacion obtenida en la solucién anterior:

es por factorizacion.
Factorizando el trinomio [ver 1.2.17 (4)7:

Luego, por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18]:
o]
Resolviendo la ecuacion
Sumando en ambos miembros de la igualdad 3 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Resolviendo la ecuacion
Sumando en ambos miembros de la igualdad -9 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Entonces las soluciones de la ecuacion son y

Pero como se trata de una edad, esta no puede ser negativa. Por lo tanto, la edad

del nifio es 3 afos.

Un abuelo muy inteligente.

Un abuelo dice: "multiplicando mi edad por su cuart ay su sexta parte y
dividiendo el producto por los - de la misma hallaréis 243 afos".

¢ Cudl es la edad del abuelo?




Solucion 1:
Sea x la edad del abuelo. La cuarta y sexta parte de la edad del abuelo la
representamos por z y g respectivamente.

Multiplicando estas partes por la edad del abuelo y dividiendo esto por g de la edad
del abuelo se tiene 243 afios:

Resolvamos esta ecuacion.

Realizando la multiplicacion del numerador en el miembro izquierdo de la igualdad:

%3
=243
gx
Realizando la division de fracciones en el miembro izquierdo de la igualdad:
9x3
Toz2x ~ -
Simplificando la_fraccion del miembro izquierdo de la igualdad:
9x?2
102 = 243

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 192 (Propiedad multiplicativa de la
igualdad):
9x2
(192) 192 - 243(192)
Eliminando paréntesis:
9x2 = 46656
Sumando en ambos miembros de la igualdad -46656 (Propiedad aditiva de la igualdad):
9x? — 46656 = 46656 — 46656
= 9x? — 46656 = 0
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 9 (Propiedad

multiplicativa de la igualdad):
<1> (9x% — 46656) = 0 <1>
9 9
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
x?—-5184=0
= x?=75184
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= x = +/5184
>x=172
Pero como se trata de una edad, esta no puede ser negativa.
Por lo tanto, la edad del abuelo es de 72 afios.

|
Solucion 2:
Otra forma de resolver la ecuacién obtenida en la solucién anterior:
x2-5184=0

es por factorizacion.
Factorizando por diferencia de cuadrados tenemos [ver 1.2.17 (2)7:

(x—=72)(x+72)=0
Luego, por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18]:

(x—72)=006 (x+72)=0

Resolviendo la ecuacion x — 72 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 72 (Propiedad aditiva de la igualdad):

x—=724+72=0+72

>x=72

Resolviendo la ecuacion x + 72 = 0
Sumando en ambos miembros de la igualdad -72 (Propiedad aditiva de la igualdad):

x+972-72=0-72

>x=-72
Asi, los nimeros buscados son:
x =472
Pero como se trata de una edad, esta no puede ser negativa.
Por lo tanto, la edad del abuelo es de 72 afios.
|

Solucion 3:
Otra forma de resolver la ecuacion obtenida en la solucién anterior:

x2—5184=0
es utilizando la formula general de segundo grado.

Utilicemos la _férmula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior

_ +/—4(1)(-5184)

B 2
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2
+144
S>Sx=—
=
Asi, los nimeros buscados son:
x =72

Pero como se trata de una edad, esta no puede ser negativa.
Por lo tanto, la edad del abuelo es de 72 afios.

i i |
¢Sera rectangulo?

Encontrar las dimensiones del rectangulo con perime tro de 5 metros y
area de 1 metro cuadrado.

Solucion 1:
Sean x y y las longitudes del largo y ancho del rectangulo respectivamente.
El perimetro del rectangulo es:

Por otra parte, el area del rectangulo se expresa por:

xy
Luego, segun el enunciado:

X=-—————— — (3) Esto se vale porque y # 0

Sustituyendo x de (3) en (1):
2 (l> +2y=5
y
=> E +2y=5
y

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por y (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
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0 (5+25) = 50)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
2+2y% =5y
Sumando en ambos miembros de la igualdad —5y (Propiedad aditiva de la igualdad):
-5y +2+2y? =5y —5y
Simplificando (Suma de términos semejantes):
2y2—5y+2=0

Utilicemos la _formula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

_5+./-52-4(2)(2)
- 2(2)
5+v25-16
4
5449

4

543
:YZT

y

>y =

=Yy

Sustituyendo y = 2 en (2):

Sustituyendo y = % en (2):

x =2

Por lo tanto, las longitudes del rectangulo son: 2 y % 6 % y 2

Solucion 2:

Otra forma de resolver la ecuacién obtenida en la solucion anterior:
2y2—5y+2=0

es por factorizacion.

Factorizando el trinomio [ver 1.2.17 (4)], se tiene:

ly-2)2y-1)=0
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Luego, por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18]:

-2)=006 2y—-1)=0
Resolvamos la ecuacion y —2 =0

Sumando en ambos miembros de la igualdad 2 (Propiedad aditiva de la igualdad):
y—2+4+2=0+2

>y=2
Ahora resolvamos la ecuacién 2y —1 =0

Sumando en ambos miembros de la igualdad 1 (Propiedad aditiva de la igualdad):
2y—14+1=0+1
=>2y+0=0+1

=>2y=1
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

Ben=1()
2,

1
S>y==
Y=3
Asi, la solucion de la ecuacion 2y? —5y+2=0esy=2yy =
Sustituyendo y = % en (2), tenemos:

N | N

1
>

Sustituyendo y = 2 en (2), tenemos:

1

xX=c
2
Por lo tanto, las longitudes del rectangulo son: 2 y % 0 % y 2.
Aumento de &rea.

|
Se tiene un rombo cuyas diagonales miden 18 y 12  m. ¢Qué longitud
igual deberiamos afiadir a cada una de ellas de modo  que la superficie
del nuevo rombo sea el doble que la del primero?
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Solucion 1:

Sean D y d la longitud de la diagonal mayor y menor del rombo, respectivamente.
Entonces:

D, =18 +x
d,=12+x
Donde D,, y d,, son las longitudes de las diagonales del nuevo rombo.

La férmula para encontrar el area de un rombo es 4 = Dzﬂ [1.3.14].

Luego, el area del primer rombo es:

18><12_216_108
2 2

Como se quiere saber que cantidad se debe sumar a un nuevo rombo tal que su
area sea el doble del primero.

Entonces se tiene la siguiente ecuacion:
(18+x)(12+x)

2
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 2 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

(18+x)(12 + x)

< ; @ =16
= (18 +x)(12 + x) = 432

Realizando la multiplicacion de binomios del miembro izquierdo:

216 + 12x + 18x + x2 = 432
Sumando en ambos miembros de la igualdad -432 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—432+ 216 + 12x + 18x + x? = 432 — 432

Simplificando (Suma de términos semejantes):

x2+30x—216=0
Factorizando el trinomio [ver 1.2.17 (4)7:

(x—6)(x+36)=0
Luego, por propiedad del producto nulo [ver 1.2.18] se tiene que:
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x—6=00x+36=0
Resolvamos la ecuacion x —6 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 6 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x—6+6=0+6
=>x+0=0+6
>x=6
Ahora resolvamos la ecuacién x + 36 = 0
Sumando en ambos miembros de la igualdad -36 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x+36—-36=0-36
x=-36
Asi, las soluciones de la ecuacion 2y?> — 5y +2=0sonx =6y x = —36
Por lo tanto, el nUmero que se debe sumar es 6. Note que el valor negativo de x , 0
sea x = —36, nos daria longitudes negativas y esto no puede ser.
|
Solucion 2:
Otra forma de resolver la ecuacién obtenida en la solucién anterior:
x?2+30x—216=0
es utilizando la férmula general de segundo grado.
Utilicemos la _férmula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

L. T30 J(302) — 4(1)(-216)

2(1)
—30 ++/900 + 864
=>x=

2

—-30 £v1764

> x=—
2

—30+42
=>x= —

xl = 6 y x2 = _36
Por lo tanto, el nUmero que se debe sumar es 6. Note que el valor negativo de x , 0
sea x = —36, nos daria longitudes negativas y esto no puede ser.

|
Un triangulo famoso.

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo es 8m mayor que el cateto
pequefio y 1m mayor que el cateto grande. Hallar los lados de e se
triangulo.
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Solucion 1:
Considérese el siguiente triangulo rectangulo [ver 1.3.3].

b
Y sean a el cateto menor, b el cateto mayor y c la hipotenusa.
Como la hipotenusa es 8m mayor que el cateto pequefio se tiene:

c=a+8———————— 1
Y ademas es un metro mayor que el grande, o sea:
c=b+1
Por lo que:
c-1=b———————— (2)
Ahora, sustituyendo ¢ de (1) en (2) tenemos:
a+8—-1=0b
>a+7=b——————— 3)
Por el Teorema de Pitagoras [ver 1.3.4] se sabe que:
c2=a*+p*——————— (4)

Sustituyendo ¢ de (1) y b de (3) en (4) tenemos:
(a+8)% = (a)?+ (a+7)?
Resolvamos esta ecuacion.
Desarrollando los binomios al cuadrado de ambos miembros de la igualdad se tiene:
a’? +16a + 64 = a® + a® + 14a + 49
Simplificando (Suma de términos semejantes):
a? +16a+ 64 = 2a* + 14a + 49
Sumando en ambos miembros de la igualdad —2a* — 14a — 49 (Propiedad aditiva de la
igualdad):
a’? +16a + 64 — 2a® — 14a — 49 = 2a® + 14a + 49 — 2a% — 14a — 49
Simplificando (Suma de términos semejantes):
—a*+2a+15=0
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
(—a? + 2a +15)(—1) = 0(-1)
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Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
a?—2a—-15=0
Utilicemos la _férmula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

2 4./22 — 4(1)(-15)
a=

2
2+V4+60
s2qa=——""—"
2
2+V64
>a=—F7—
2
2+8
Sa=—+—
=
=>a, =5 ya=-3

Pero como se trata de medidas y estas no pueden ser negativas entonces los

valores de los lados del tridngulo son:
a=5 b=a+7=54+7=12 y c=a+8=5+8=13

Solucion 2:
Otra forma de resolver la ecuacion obtenida en la solucién anterior:
a’?—-2a—-15=0
es por factorizacion.
Factorizando el trinomio [ver 1.2.17 (4)] tenemos:
(a=5)(a+3)=0
Luego, por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18] se tiene:
(@a—5)=006 (a+3)=0
Resolvamos la ecuacion a —5 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 5 (Propiedad aditiva de la igualdad):
a—5+5=0+5
=>a=5
Ahora resolvamos la ecuacion a +3 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad -3 (Propiedad aditiva de la igualdad):
a+3-3=0-3
a=-3

Entonces las soluciones de la ecuaciéon 2a® —2a—15=0sona=5ya = —3

Pero como se trata de medidas y estas no pueden ser negativas entonces los

valores de los lados del triangulo son:
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Y ademas satisface:

Habil vendedor.

Un almacenista compra 11 sillas a $350 cada una. Se  estropean un
cierto nimero de ellas por lo que para no perder di  nero vende cada
una de las restantes aumentando el precio de venta en tantas veces
$50 como sillas se han roto. Hallar el nimero de si llas estropeadas.

i ¥
pmree b =

Solucion 1:

Sea el ndmero de sillas estropeadas. Luego, el nimero de sillas en buen estado
es:

Se tienen 11 sillas y se pag6 $350 por cada una, es decir:

Luego, $3850 se pago por 11 sillas.

Para no perder dinero de lo gastado en la compra de las sillas decide aumentar su
precio de cada una en $50 mas por cada silla defectuosa.

Entonces:

Resolvamos esta ecuacion.

Realizando la multiplicacion de binomios:
Sumando en ambos miembros de la igualdad -3850 (Propiedad aditiva de la igualdad):
Simplificando (Suma de términos semejantes):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
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(—1)(200x — 50x2) = 0(—1)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
50x% —200x =0

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 50 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

(51—0) (50x% —200x) =0 (5—10)

>x2—4x=0
Factorizando por factor comiin [ver 1.2.17 (1)7:
x(x—4)=0
Por la propiedad del producto nulo [ver 1.218] se tiene que:
x=006x—-4=0
Luego, una solucién de la ecuacibn es x; = 0
Resolvamos la ecuacion x —4 = 0.
Sumando en ambos miembros de la igualdad 4 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x—4+4=0+4
>x=4
Asi, las dos soluciones de la ecuacion x> —4x =0sonx =0 y x = 4.

Luego, si x =0 entonces esto significa que no hubo sillas estropeadas pero el
problema plantea que si las hubo entonces la solucion al problema es x = 4.

Solucion 2: [ |
Al inicio se tiene: Sillas X Precio = 11 x $350 = $3850
Numero de sillas Ndmero de sillas Nuevo precio por Dinero ganado
dafadas en buen estado cada silla
1 10 (10)(350 + 1(50)) $4000
2 9 (9)(350 + 2(50)) $4050
3 8 (8)(350 + 3(50)) $4000
4 7 (7)(350 + 4(50)) $3850

Como se observa no se pierde dinero ya que la cantidad que se invirtié es la misma
que se obtuvo al final al aumentar el precio de cada silla.

Por lo tanto, el niumero de sillas rotas son 4 y las 7 sillas restantes se venden a
$550 cada una.
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Capitulo 4 Problemas con sistema de ecuaciones

En este capitulo exhibimos una serie de problemas que pueden ser resueltos
a través del planteamiento de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.
Incluso algunos implican un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas. Al igual
que en los capitulos anteriores, algunos problemas se pueden resolver usando
técnicas de aritmética. Al ser problemas que se pueden resolver usando un sistema
de ecuaciones, aqui presentamos al menos una forma de resolverlo, ya sea por el
método de sustitucién, o por el método de determinantes, pero es bien sabido que
también se pueden resolver por los demas métodos (lgualacién, Suma o resta,
Regla de Cramer o Grafico) [ver 1.2.20, 1.2.21, 1.2.22 y 1.2.23].

Curiosa propiedad.

Descomponer el nimero 48 en dos partes, tales que d  ividiendo una por
la otra se obtenga 3 de cociente y 4 de resto.

Solucion 1:
Sean a y b las partes que descomponen al 48.
Es decir:
a+b=48—————————— (D
La division de a por b para obtener 3 de cociente y 4 del resto [ver 1.1.21] es:
3
ol
il
Esto significa que:
a=3+4 —————————— (2)
Despejando b de (1) tenemos:
b=48-a—————————— 3)

Sustituyendo b de (8) en (2) tenemos:
a=3(48—a)+4
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
a=144—-3a+ 4
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= a=148 - 3a
Sumando en ambos miembros de la igualdad 3a (Propiedad aditiva de la igualdad):
3a+a=148—-3a + 3a
=3a+a=148+0
Simplificando (Suma de términos semejantes):

4a = 148
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 4 (Propiedad

multlpll(;atlva de la igualdad):

4 148
Ti T
>1-a=37
=>a=37
Ahora sustituyendo a = 37 en (3):
b=48-37
>b=11

Porlotanto,a =37 y b =11.
Observe que estos niumeros cumplen:

a+b =48
=374+ 11 =48
Y ademas:
37 =3(11) + 4
[ |
Solucion 2:

Otra forma de resolver este problema es por medio de una tabla como a
continuacién se presenta, donde x y y son las partes que descomponen al 48:

y |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

47 |46 |45 |44 |43 |42 |41 |40 |39 |38 |37 36

Luego, dividiendo x entre y se busca que resulte 3 de cociente y 4 de resto.
Por lo tanto, los nimeros son: 37y 11
Porque:
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11137

4 m

Observacion: Este sistema de ecuaciones también se puede resolver por los

métodos conocidos como el de igualacion, suma y resta, reduccién y determinantes
[1.2.20,1.2.21,1.2.22 y 1.2.23].

Practica de fracciones.

La razén de dos nimeros es  -. Si se suman 10 unidades a cada uno de
ellos la razén de los nuevos numeros es — ¢Cudles son esos
nameros?

oL 39 4

Fa5e
Solucion 1:
Como la razon de dos nimeros es -, en la lista siguiente mostramos nameros cuya
razén es también -

Ahora, como tanto el numerador como al denominador le tenemos que sumar 10
unidades para obtener una razén de — entonces los nimeros que dan esta razon

deben ser tales que el numerador sea un mdiltiplo de 11 y el denominador un
multiplo de 14.

En la lista observamos que el — al sumarle 10 unidades tanto al numerador como al
denominador tenemos:

Aqui, el numerador si es multiplo de 11 pero el denominador no es mdiltiplo de 14.

Probamos con el —. Sumando 10, “arriba y abajo”:
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Veamos que ahora el denominador si es multiplo de 14 pero el numerador no es
multiplo de 11. Continuando de esta manera, vemos que el :—(5) al sumarle 10 “arriba
y abajo”:

45+10 55

60+ 10 70
Y 55 si es multiplo de 11 y el 70 si es multiplo del 14.

Por lo tanto, los nimeros buscados son 45 y 60.

|
Observacion. Esta forma de encontrar la soluciéon no es contundente para los ojos
de un matematico pues se puede pensar que no cubre todas las posibilidades. Sin
embargo, cuando los estudiantes lo intentan de esta forma y hallan la solucion, se
les debe aceptar como valida explicandoles que no siempre es bueno su método.
La solucién siguiente muestra un método mas eficaz.

Solucion 2:

p ) . 3
Sean xy y los dos nimeros buscados. La razén 5 es igual a > Esto se expresa

como:
X 3
y 4
O equivalentemente:
3
X=gy- - - -- oo €Y)
Ahora, a cada nimero se le aumenta 10 unidades y su razén es ﬁ.
Es decir:
x+10 11
y+10 14 @

Resolviendo el sistema de ecuaciones por el método de sustitucion [ver 4.2.30].
Sustituimos x de (1) en (2) se tiene:

3

2y + 10 B 11

y+10 14
Realizando la suma del numerador:

3y + 40

y+10 14

Realizando la drvision de fracciones:
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3y+40 11
4Gy +10) 14
Eliminando paréntesis en el denominador (Propiedad distributiva):
3y+40 11
4y +40 14

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 4y + 40 (Propiedad multiplicativa de la
1gualdad):

(4 +40)<3Y+40)—11(4 + 40)
Y 4y +40) " 147
11(4y + 40
:3y+40=(}1]—4)

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad  por 14 (Propiedad multiplicativa de la
tgualdad):

143y + 40) = (

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

42y + 560 = 44y + 440
Sumando en ambos miembros de la igualdad —42y (Propiedad aditiva de la igualdad):

—42y + 42y + 560 = 44y + 440 — 42y

= 0+ 560 = 2y + 440

Simplificando (Suma de términos semejantes):
560 = 2y + 440
Sumando en ambos miembros de la igualdad -440 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—440 + 560 = 2y + 440 — 440
= —440+ 560 =2y + 0
= 120 =2y

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad

mull‘lbllcatlva de Za lgualdad).

11(4y + 40)
— )(14)

120 2

2 =2
=>1-y=60
=y =060

Ahora sustituyendo y = 60 en (1):

119



Por lo tanto, y
Comprobacion:

— es un multiplo de - yademas — — es decir — es un multiplo de —.

[ |
La suma da 56.

La suma de dos numeros es 56, y la diferencia de su s cuadrados es

448. Hallarlos.
3 (&
A
2 ASJIOS‘ 5
Solucion 1:
Sean los dos numeros cuya suma es 56 y resta es 448.
Es decir:

Despejando de (1):

Resolvamos el sistema de ecuaciones (2) y (3).
Sustituyendo  de (3) en (2):

Desarrollando el binomio al cuadrado:
Simplificando (Suma de términos semejantes):

Sumando en ambos miembros de la igualdad -3136 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por —— (Propiedad multiplicativa de la
igualdad):
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(— i) (—112y) = (—2688) (— L)

112 112
112 2688
S —y=—
112 112
=>1-y=24
>y =24
Sustituyendo’y = 24 en (3):
x =56—24
> x =32

Por lo tanto, los dos nimeros son 32 y 24.

Solucion 2:
Otra forma de resolver este problema es la siguiente.
De la solucién 1 se tiene que:

Otra manera de expresar (2) es factorizando la diferencia de cuadrados [ver 1.2.17
)
(x+x—-—y)=448—-—————— (3)

Sustituyendo x +y de (1) en (3):

56(x —y) = 448
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

56x — 56y = 448
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 56 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

1 1
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

X—y=8-—————————————= (4)
Sumando (1) y (4):

x+y=>56
x—y=8
2x = 64
Multiplicando ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):
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Sustituyendo en (1):

Sumando en ambos miembros de la igualdad -32 (Propiedad aditiva de la igualdad):

Por lo tanto, los dos nimeros son 32 y 24.

Tratando con fracciones.

Hallar dos niumeros cuya suma sea 18 y la de susinv  ersos sea —.

@)
&\7 @5’5

a7
Solucion 1:

Sean y los numeros buscados cuya suma es 18 y la suma de sus inversos es

—

Es decir:

Despejando  de (1):

Resolvamos el sistema de ecuaciones (2) y (3).
Sustituyendo  en (2):

Sumando fracciones:
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18—x+x_ 9

x(18 —x) 40

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
18 9
18x —x2 40

Aplicando la regla de los productos cruzados:

(40)(18) = (9)(18x — x?)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

720 = 162x — 9x?
Sumando en ambos miembros de la igualdad -720 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—720 + 720 = 162x — 9x% — 720

= 0=162x —9x? — 720
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por —% (Propiedad multiplicativa de la
1gualdad):

! 0 = (162x — 9x% — 720 !
( 9) = (1622 —5x )( 9)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

x?2—18x+80=0
Utilicemos la férmula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

184 J(18)2 — 4(1)(80)

2
18 ++v324 — 320
=>x =
2
18 £ V4
SxX=—-—
2
18+ 2
= =
T3
>x=9%+1
= x; = 10, x, =8

Sustituyendo x; = 10, x, = 8 eny = 18 — x, tenemos dos casos:
i)Six =10, entoncesy =18—-10=8

ii) Six =8, entoncesy =18—-8=10

Por lo tanto, en cualquier caso los nimeros son 10y 8.
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Solucion 2:
Otra forma de resolver este problema es la siguiente.
De la solucion 1 se tiene el sistema:

x+y=18—-————-—-————— (D
1 1 9
x + ; = 0 "7~ 2)
Sumando las fracciones en (2):
x+y 9
y @ T TTT )
Sustituyendo x +y de (1) en (3):
18 9
xy 40

Se sigue por la regla de los productos cruzados:
(18)(40) = 9xy
= 720 = 9xy
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 9 (Propiedad

mull‘lbllcatlva de Za lgualdad).
9 9

9 720
B
=1-xy=280

= xy =80

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de y (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

y 80
=>=x=—
y y
80 @
SX=———————————
y
Sustituyendo (4) en (1):
80
—+y=18

Sumando fracciones:
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80 +y?
y

18

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por y (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

y
=80 +y? =18y
Sumando en ambos miembros de la igualdad —18y (Propiedad aditiva de la igualdad):
—18y +80 + y2 = 18y — 18y
Simplificando (Suma de términos semejantes):
y?—18y+80=0
Factorizando por trinomio cuadrado perfecto [ver 1.2.17 (5)7:
y—-10)(y—8)=0
Por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.187 se liene que:
y—10=006y—-8=0
Resolvamos la ecuacion y — 10 = 0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 10 (Propiedad aditiva de la igualdad):
y—10+10=0+10
=>y=10
Ahora resolvamos la ecuacibn y —8 = 0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 8 (Propiedad aditiva de la igualdad):
y—8+8=0+8
>y=28

80 + y?
(255

Entonces las soluciones de la ecuacién y?> —18y+80=0sony =10y y = 8.

Si y = 10 sustituyendo en (1):
x+10=18
Sumando en ambos miembros de la igualdad -10 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—10+x+10=18-10
>x=28
Si y = 8 sustituyendo en (1):
x+8=18
Sumando en ambos miembros de la igualdad 8 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—-8+x+8=18-8
=>x =10
Por lo tanto, en cualquier caso los nimeros son 10y 8.
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Cifras invertidas y algo mas.
Hallar un nimero de tres cifras divisible por 11, t

invirtiendo el orden de sus cifras sea 297.

1 %% o
;.éf@.fs‘?“
“&¥g %

R o ARA
Solucion 1:

al que la suma de sus
cifras sea 10, y la diferencia entre dicho ndmero y

el obtenido

Realizando una lista de todos los niumeros de 3 cifras multiplos de 11 tenemos:

Suma de sus

Muiltiplo de Miltiplode | Sumadesus | Miltiplode | Sumade sus
1 digitos 11 digitos 11 digitos
110 2 407 11 704 11
121 4 418 13 715 13
132 6 429 15 726 15
143 8 440 8 737 17
165 12 462 12 759 21
176 14 473 14 770 14
187 16 484 16 781 16
198 18 495 18 792 18
209 11 506 11 803 11
220 4 517 13 814 13
231 6 528 15 825 15
242 8 539 17 836 17
264 12 561 12 858 21
275 14 572 14 869 23
286 16 583 16 880 16
297 18 594 18 891 18
308 11 605 11 902 11
319 13 616 13 913 13
330 6 627 15 924 15
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341 8 638 17 935 17

RSSO o4 18 946 19

363 12 660 12 957 21
374 14 671 14 968 23
385 16 682 16 979 25
396 18 693 18 990 18

En ella encontramos que aquellos numeros cuyas cifras suman 10 son los
siguientes:

154,253,352,451y 550

Ahora debemos ver que cada uno de estos al invertir el orden de sus cifras, y
haciendo la diferencia con dicho nimero sea 297.

352 —-253 =99, 451 —154 =297, 550 — 055 =495
y
253 — 352 =-99, 154 — 451 = —297, 055 — 550 = —495.
Luego, el numero buscado es 451.

Solucion 2:

Sean x, y, z las cifras del nimero buscado.

Ahora, la expresion de su suma es:
x+y+z=10-—-—-—-———— (1)

Por otro lado, un namero de tres cifras x,y,z en su expresion decimal lo podemos
representar asi:

100x+ 10y +z———————— )
Luego, el numero obtenido al invertir las cifras se escribe asi:
100z+ 10y +x———————— (it)

Continuando con el problema tenemos que la diferencia de (i) con (ii) es 297.
Es decir:
(100x + 10y + z) — (100z + 10y + x) = 297
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
100x — 100z + z — x = 297
= 99x — 99z = 297
Factorizando por factor comun [1.2.17 (1)]:
99(x — z) = 297
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Multiplicando ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 99 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

(JL)[99(x-z)]==(297)(é%)

99
99( : 297

> —(x—2z)=—

99 * %) T 99

XxX—zZ=3—————————=- 2)

Por el criterio de divisibilidad del 11 se sabe que la diferencia entre la suma de las
cifras de posicién impar y la suma de las cifras de posicion par debe ser cero o
multiplo de 11 [ver 1.1.23]. (En el nimero xyz, las cifras de posicién impar son x, z
y la cifra de posicion par es y.)

Es decir:
(x+2z)—y =11k, donde k =0,1,2,...
Perocomox+y+z=10——————— (1) y x,y,z son positivos se tiene que:

x+y—z<10
Esto implica que k + 1,2,3, ...
Luego, k =0 porlo que se tiene:
x+z-y=0—-——-————-— 3)
Sumando (1) y (3):

x+z+y=10
2x+2z=10
De esta forma, tenemos un sistema de 3 ecuaciones ((1), (2), (3)) con 3 incégnitas
(x,y,2).
Una forma de resolverlo es sumando (1) y (3):
x+y+2)+(x+z—y)=104+0
Eliminando paréntesis:

xt+y+z+x+z—y=10
Simplificando (Suma de términos semejantes):

2x+2z=10
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad

multlzbll(;allva de Za lgﬂdld(ld).

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

Ahora sumando (2) con (4) se tiene:

128



(x—2z)+(x+2z)=3+5
Eliminando paréntesis:
x—z+x+z=3+5
Simplificando (Suma de términos semejantes):
2x =8
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):
1 1
z)@o=8()

2 8
=Sox=5
=>1-x=4
>x=4
Ahora, sustituyendo x = 4 en (2):
4—z=3

Sumando en ambos miembros de la igualdad -4 (Propiedad aditiva de la igualdad):
4—-—z—-4=3-1
=2 —z=-1
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
(-D(=2) = (DD
>z=1
Finalmente, sustituyendo los valoresde x =4y z=1en(1):
4+y+1=10
Es decir:
5+y=10
Sumando en ambos miembros de la igualdad -5 (Propiedad aditiva de la igualdad):
54+4y—-5=10-5
=>y=5
Por lo tanto, el nimero buscado xyz es 451.

[ |

Solucion 3:

De la solucién 2, tenemos el sistema de ecuaciones:
x+y+z=10—-——————— (D
X—zZ=3—————————=- 2)
x—y+z=0—-——————— 3)
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Resolviendo por Regla de Cramer [ver 1.2.23 y 1.2.24].

Por lo tanto, el nimero buscado es 451. ]

Curiosos numeros invertidos.

Hallar un nimero de tres cifras, sabiendo que éstas suman 9; la cifra
de las decenas es media aritmética de las otras dos y que si del
numero dado se resta el que resulta de invertir el orden de las cifras, la

diferencia es 198 .

Solucion 1:
Para resolver este problema primero recordemos que:
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La suma de dos numeros pares es par [ver 1.1.25].

y (*)

la suma de dos impares también es par [ver 1.1.27 y 1.1.25].

Sean u,d y c las cifras de las unidades, decenas y centenas, respectivamente del
namero buscado.

Por las condiciones del problema, notamos que el nimero de 3 cifras que se busca
debe tener las siguientes caracteristicas.

1. La suma de sus cifras debe ser 9. Por lo tanto, no todas sus cifras pueden
ser pares (si lo fueran, su suma no podria ser 9).

2. Como la cifra de las decenas d, es media aritmética [ver 1.1.33] de las otras
dos (la de las unidades y la de las centenas), es decir, d = uTJ'C entonces la

suma de las unidades y de las centenas debe ser par, 0 sea u + ¢ debe ser
par puesto que si u+ c fuera impar entonces al dividir entre 2 no se
obtendria un nimero entero para las decenas.

3. Ahora, para que la suma de las unidades y las centenas sea par se debe
tener que ambas sean pares o ambas impares (*).

A partir de esto, podemos primero hacer una lista de nUmeros que cumplan con las
caracteristicas (1) y (3):

135,153,117,315,351,513,531,711,252,234,216,414,432,612.
Ahora, de las anteriores buscamos aquellas que cumplan con las caracteristicas
(2).
Luego, los que cumplen son:
135,531,234y 432

Pues por ejemplo, del 135, la cifra de las decenas es media aritmética de las otras

dos:
1+5
3_

2
Finalmente, uno de estos nimeros debe cumplir la Ultima condicién del problema:

Si del nimero encontrado se resta el que resulta de invertir el orden de las cifras, la
diferencia es 198.

Por lo que si el 531 lo invertimos queda el 135 y su diferencia es 531 — 135 = 396
Y si el 432 lo invertimos queda el nimero 234 y su diferencia son 198.
Por lo tanto, el nUmero buscado es 432.
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Solucion 2:
Sean x, y, z las tres cifras de un nimero cuya suma es 9.
Es decir:
X+Y+Z=9 i e (1)
El nimero de tres cifras x, y, z lo podemos representar también asi:
100x + 10y + z
Como la cifra de las decenas es media aritmética de las otras dos se tiene:

_x+Z 2
y== ()

Y ademas el nimero obtenido de 3 cifras menos este mismo ndmero invirtiéndolo
es igual a 198.

Luego:

(100x + 10y + z) — (100z + 10y + x) = 198...(3)
Teniendo estas 3 ecuaciones podemos resolver el problema.
Sustituyendo (2) en (1) tenemos:

x+z
x+ +z=9
Sumando fracciones:
2x+x+z+2z
5 =
Simplificando (Suma de términos semejantes):
3x +3z
=
Moultiplicando en ambos miembros de la igualdad por 9 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

@ (F5 ) =0

=>3x+3z=18
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 8 (Propiedad

multiplicativa de la igualdad):
! 3x +3z) =18 !
(5)ex+3n=18(3)

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
X+z=6
Sumando en ambos miembros de la igualdad —z (Propiedad aditiva de la igualdad):
—Zz+x+z=6-1z

Simplificando (Suma de términos semejantes):
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xX=6-1z
Sustituyendo este valor de x en (3):
(100(6 —z) + 10y + z) — (100z + 10y + (6 — z)) = 198
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
600 — 100z + 10y +z—100z—10y — 6 +z = 198
Simplificando (Suma de términos semejantes):
594 — 198z = 198

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 198 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

1 1

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
Sumando en ambos miembros de la igualdad 3 (Propiedad aditiva de la igualdad):
-3+3-z=1-3
Simplificando (Suma de términos semejantes):
Multiplicando en ambos miembros de la zgualdazd porz-l (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
D2 = (=21

>z=2
Sustituyendo z = 2 en (4):
x=6—2
>x=4
Sustituyendo x =4y z =2 en (2):
442 6
Y=2 72
>y=3
Por lo tanto, el nimero buscado es 432 y ademas satisface 432 — 234 = 198.
[ |
Solucion 3:
De la solucion 2, tenemos el sistema de ecuaciones:
x+y+z=9-—-———-—-————— (1)
X+z
y=—H T T T T T (2)
X—Z=2——————————= 3)

Resolviendo por Regla de Cramer [ver 1.2.23y 1.2.24]:
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11 1 -2 1 1 1 1
= - =1 -1 1
34 o S-Sl
=1(2)—1(-1-D+1(2)=2+2+2=6
9 1 1 ~
Ax:g _02 _11:9|02 —11|_1|g —11|+1|g
=9(2) —1(-2)+ 1(4) = 18 + 2 + 4 = 24
1 9 1
o LNCON R el p e
=1(=2)—9(-1-1)+1(2) = -2+ 18+ 2 = 18
1 1 9 ~
e TR e I B F R P

=1(—-4)—1(2) +9(2) = —-4—-2+18 =12

x=—=—=4’
A 6
A, 18
y
=—==—=3
Y= 7%
A, 12
yz=2=2-7

Por lo tanto, el nimero de tres cifras xyz buscado es 432.

Muiltiplos de 7.

. 7 . 6 . .
Hallar una fraccion equivalente a o tal que la diferencia del

denominador con el numerador sea multiplo de 7.
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Solucion 1:
Dado que el problema plantea encontrar una fraccién equivalente a — hacemos una

lista de los primeros nimeros equivalentes a —.

Y ahora, de entre ellos, buscamos cual cumple la condicién de que el denominador
menos el numerador sea un miltiplo de 7:

i. De lafraccion —, el denominador menos el numerador es , Y no
es un multiplo de 7.
ii. De lafraccion —, el denominador menos el numerador es , Y no
es un multiplo de 7.
iii.  De lafraccion —, el denominador menos el numerador es , ¥y no
es un multiplo de 7.
iv. De la fraccion —, el denominador menos el numerador es , Yy no
es un multiplo de 7.
V. De la fraccion —, el denominador menos el numerador es ,yno
es un multiplo de 7.
Vi. De la fraccion —, el denominador menos el numerador es Y Si

es un multiplo de 7

Por lo tanto, la fraccién equivalente a — es — ya que cumple con las condiciones

del problema.
|

Solucion 2:
Sea - una fraccion equivalentea —.

Es decir:
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X 6

yomo T T T T T €Y)
Como la diferencia del denominador con el numerador es multiplo de 7 se tiene:
y—x=7k———————— (2)
donde k € N.
De la ecuacion (1) por la regla de los productos cruzados se tiene que:
11x = 6y
Es decir:
1Ix-6y=0———————— 3)
De la ecuacién (2) despejamos y:
y=7Tk+x—-————————— 4)

Sustituyendo este valor en (3) se sigue que:

11x—6(7k+x)=0
Resolvamos esta ecuacion para x:
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

11x —42k—6x =0
Simplificando (Suma de términos semejantes):

5x—42k=0

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 5 (Propiedad

multiplicativa de la igualdad):
! 5x —42k) =0 !
(5)6x 4200 =0(3)

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

42
X — ?k =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad % k (Propiedad aditiva de la igualdad):
42 42 42
?k+x—?k =0+?k
42
>0+x=0+ ?k
Simplificando (Suma de términos semejantes):
_ 42
X = ?k
Sustituyendo este valor de x en (4):
42
y=7k+ ?k
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Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):

Simplificando (Suma de términos semejantes):

Como vy deben serenteros el valor de debe ser5 paraque Yy sean enteros.
Por lo tanto, la fraccién equivalente a — es —.
|

Observacion: Como tenemos un sistema de ecuaciones el profesor puede
resolverlo por el método que este ensefiando 6 por el que crea conveniente.

Buscando una fraccion
Hallar una fraccion tal que si al numeradorseles umalsuvalores -,y

si ésta unidad se le agrega al denominador su valor es -

Solucion 1:

Este problema puede ser resuelto satisfactoriamente con estrategias propias de la
aritmética.

Para que se cumpla la primera condicién primero hacemos una lista de las
fracciones equivalentes a -:

Por otra parte, para que se cumpla la segunda condicion mostramos una lista de las
fracciones equivalentes a -:

Asi la fraccion correspondiente antes de sumarle 1 al denominador son:
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7°11°15°19'23'27" ™
Observe que la fraccién comin en ambas listas antes de sumarle 1 al numerador o
. 4
al denominador es T

Por lo tanto, esta es la fraccion buscada.
[ |

Solucion 2:
La fraccion buscada la denotaremos como § Ahora, si a esta fraccion, al

., . 1
numerador se le suma 1, esta nueva fraccion es igual a 3

Es decir:
x+1 _ 1 1
=3 &
Por otra parte, si a la fraccion i se le suma 1 al denominador es igual a %
Es decir:
x _1 2
y+1 4 @)

Teniendo estas 2 ecuaciones se puede resolver el problema.
Despejando x en (2):

1
x=Z@+1)

Sustituyendo x de (3) en (1):

Sumando fracciones en el numerador:
y+1+4
4 _Z
y 3
Simplificando (Suma de términos semejantes):
+5
Y — 1
y 3
Dividiendo fracciones:
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Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por — (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

Eliminando paréntesis:

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 3 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

Sumando en ambos miembros de la igualdad (Propiedad aditiva de la igualdad):
Simplificando (Suma de términos semejantes):

Sustituyendo este valor de  en (3):

Por lo tanto, la fraccién buscada - es — y ademas satisface el problema.
Observe que:
— - — — - — esunmdltiplode -

y

- —— — - — esunmlltiplo de -
[ |

Empresario listo.
En una fabrica trabajan 50 obreros entre hombres y nifos, de los

cuales los nifios estdn en mayor namero. Entre todos cobran
diariamente $1050. A cada hombre se le pagan tantos pesos como
nifios hay, y a cada nifio tantos pesos como hombres hay ¢ Cuantos

hombres y nifios trabajan en la fabrica?
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Solucion 1:
Sean h el nimero de hombres y n el nimero de nifios.
De acuerdo al problema se tienen las condiciones siguientes:
Q) n>h
(2) h ganan n cantidad de dinero, es decir, que los hombres ganan hn pesos.
(3) n ganan h cantidad de dinero, es decir, que los nifios ganan nh pesos.
4 n+h=50
(5) nh + hn = $1050
De (5) tenemos que 2nh = $1050 6 2hn = $1050.
Esto significa que:
__$1050

(6) nh = 225% = §525 6 hn = 220 = ¢525.

2 2
Luego, se tiene que buscar dos nimeros uno mayor que el otro que sumados den
50 (condicion (4)) y multiplicados $525 (condicion (6)).

Para esto, se piensa en dos nimeros cuyas unidades sumadas terminen en cero y
multiplicadas terminen en 5.

Revisando, los nimeros que sumados terminan en 0 son:

9y1, 8y2, 7y3, 6y4, 5y5.

Para éstos, los Unicos que multiplicados terminan en 5 son 5y 5.

Hasta aqui sabemos que los nimeros buscados deben terminar en 5 ambos.
Como la suma de ellos deben ser 50 y como terminan en 5 ya llevamos 10.
Luego, sus decenas deben sumar 40.

Por ejemplo 20 + 20. En este caso, los nimeros serian 25 y 25. Pero por la
condicion (1) no se puede.

Entonces ensayamos con el 15 y 35. Terminan en 5 y sus decenas suman 40.
Ademas, 15+ 35 =50y 15 x 35 = 525 0 35 x 15 = 525. Luego, se cumple (6).
Y como n > h (ver (1)) tenemos que n = 35y h = 15.

Por lo tanto, el nUmero de hombres es 15 y el de nifios es 35

Solucion 2:
Denotando h = hombres y n = nifios se tiene:
n>h
h ganan n cantidad de dinero
n ganan h cantidad de dinero
Entre todos cobran diariamente $1050 se tiene:
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n(h) + h(n) = 1050
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
2hn = 1050

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

(%) (2hn) = (1050) G)

2 1050
= Ehn =
>hn=525———————— D
Por otro lado se tiene:
h+n=50———————— 2)

Resolvamos el sistema de ecuaciones (1) y (2):
Despejando h en (2), se tiene:
h=50—-n
Sustituyendo este valor de h en (1):
(50 —n)n =525
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
50n —n? = 525
Sumando en ambos miembros de la igualdad -525 (Propiedad aditiva de la igualdad):
50n — n? — 525 = 525 — 525

= 50n—n%—-525=0

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
(—1)(50n — n? — 525) = 0(—1)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
n? —50n+525=0

Resolviendo por factorizacion.
Factorizando por trinomio cuadrado perfecto [ver 1.2.17 (5)7:

n—-35)Mn-15)=0
Por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.187 se lienen que:

n—35=00 n—15=0

Resolvamos la ecuacionn —35 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 35 (Propiedad aditiva de la igualdad):

n—35+35=0+35

=>n =35
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Ahora resolvamos la ecuacionn — 15 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 15 (Propiedad aditiva de la igualdad):
n—154+15=0+15
=>n=15
Entonces las soluciones de la ecuacion n? —50n + 525 =0 sonn =35yn = 15
y comon > h entonces n = 35.
Luego, sustituyendo n = 35 en (1):

. 525
~ 35
=>h=15

Por lo tanto, los nifios son 35 y los hombres 15.
L4 .
Solucion 3:

Se tiene que entre hombres y nifios son 50 obreros, en total todos cobran
diariamente $1050.

Denotando x como el niumero de nifios, tenemos nifios = x y el nimero de hombres
es hombres = 50 —x, pero como a los nifios se les pagan tantos pesos como
hombres hay.

Asi:
(50 — x) = Es el dinero que gana cada nifio
Y alos hombres se les pagan tantos pesos como nifios hay entonces:
x = Es el dinero que gana cada hombre
Luego, se tiene:
x(50 —x) + (50 — x)x = 1050
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
50x — x2 + 50x — x% = 1050
Simplificando (Suma de términos semejantes):
—2x% 4+ 100x = 1050
Sumando en ambos miembros de la igualdad -1050 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—2x% +100x — 1050 = 1050 — 1050
= —2x2? + 100x — 1050 = 0
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
(—1)(—2x% + 100x — 1050) = 0(—1)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
2x% —100x + 1050 =0
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Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

1 1
(E) (2x? —100x + 1050) = 0 (E)

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

x? —50x+ 525 =0
Resolviendo por factorizacion.
Factorizando por trinomio cuadrado perfecto [ver 1.2.17 (5)7:

(x—35)(x—15)=0
Por la propiedad del producto nulo [ver 12.187 se tienen que:

x—35=06 x—15=0

Resolvamos la ecuacion x —35 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 35 (Propiedad aditiva de la igualdad):

x—354+35=0+35

= x =35

Ahora resolvamos la ecuacion x — 15 = 0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 15 (Propiedad aditiva de la igualdad):

x—154+15=0+15

=>x =15

Entonces las soluciones de la ecuacién x? — 50x + 525 =0 sonx =35y x = 15
Como en la solucién 2 se tiene, que n > h .
Si n = 35.

Sustituyendo este valor de n en:

(50 — x)
=50-35=15
=h = 15.

Solucion 4: =

Sean h y n la cantidad de hombres y nifios respectivamente. Luego, h +n =50 es
el total de trabajadores.

Por otro lado se tiene:
hx +ny =$1050 - — — — — — — (1)

Donde x es la cantidad de dinero que ganan los hombres y y es la cantidad de
dinero que ganan los nifios.

También se tiene que los hombres ganan x pesos pero esto es igual al total de
nifios, es decir:
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Y la cantidad de y pesos que ganan los nifios es igual al total de hombres.
O sea:

nsy=h—————————— 3
Sustituyendo (2) y (3) en (1) tenemos:

hn+nh=1050 — — — — — — — 4)
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

h+n=50-—-—-—-—————— )

hm+nh=1050————— —— — (iD)
De (ii) se sigue que:

2hn = 1050

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 2 (Propiedad

multiplicativa de la igualdad):
(2) 2y = 050 )
2) ) = 2

B 1050
>h=——
2n
525 c
= = — e — —- —_- — — — — — =
. (5)

Sustituyendo (5) en (i) se tiene:

525

—+n =150

n

Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):

525 + n?

— =50

n

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por n (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
525 + n?
(W) ————)=50(n)
n
= 525+ n? =50n
Sumando en ambos miembros de la igualdad —50n (Propiedad aditiva de la igualdad):
—50n + 525 +n? =50n—50n

Simplificando (Suma de términos semejantes):

n?—-50n+525=0——— — — — — — — — (6)

Utilicemos la formula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:
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Luego, las soluciones de la ecuacion cuadratica (6) son:

y
Como el niumero de nifios es mayor que el de hombres se tiene que:

Sustituyendo en (5):

Por lo tanto, en la fabrica trabajan 15 hombres y 35 nifios entre todos suman 50
obreros.

Note que:
Cada hombre cobra $35 y como son 15 nifios en total ganan:

y
Cada nifio cobra $15 y son 35 hombres, en total ganan:

Por lo tanto:

Una deuda complicada .

Entre 15 amigos han de pagar una deuda de $1380. Co mo algunos no
tienen dinero, cada uno de los restantes han pagado $23 més de lo que
les correspondia. ¢ Cuantos son los amigos que no ti enen dinero?

™ v |

¥
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Solucion 1:
El dinero que tienen que pagar los 15 amigos es $1380, o sea, cada uno tiene que
pagar:

$1380

T =$92
T

Pero como hay algunos que no tienen dinero, los que si lo tienen pagaran $23 mas
para cubrir el total de la deuda. Si todos pagaran $23 mas entonces cada uno
pagaria:
$92 + $23 = $115
Y dividiendo $1380 entre $115 tendriamos:
$1380
$115

Y esto significa que con 12 personas se puede pagar el total de la deuda aportando
cada uno de ellos $115.

Por lo tanto, los amigos que no tienen dinero son 15— 12 = 3.

.o [ |
Solucion 2:

Sea a el nUmero de amigos que no cuentan con dinero. Luego, (15 — a) representa

el nimero de amigos que si tienen dinero. Como se tiene que pagar $1380 entonces
. .. . 1380

la cantidad a aportar por los que si tienen dinero se expresa por T

Pero esta cantidad es igual a lo que tenian que pagar los 15 amigos (%) mas $23.
Esto es:
1380 1380
15—a - 15

1380 =92+ 23
15—a

1380

15—a
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 15— a (Propiedad multiplicativa de la
tgualdad):

+ 23

=

= =115

1380
159 (5=
= 1380 = 1725 — 115a
Sumando en ambos miembros de la igualdad -1380 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—1380 + 1380 = 1725 — 115a — 1380
= 0=345-115a

) = 115(15 — a)
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Sumando en ambos miembros de la igualdad 115a (Propiedad aditiva de la igualdad):
115a 4+ 0 =345 —-115a + 115a
= 115a+0=345+0
Simplificando (Suma de términos semejantes):
115a = 345

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 115 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

( 1 )115 —345( 1 )
115) %7 115

115 345
> —a=—
115 115
>a=3
=>1-a=3

Por lo tanto, los que no tienen dinero son 3.

Solucion 3:

Este problema trata de 15 amigos y hay 2 grupos, los que tienen dinero denotado
por x y los que no tiene dinero denotado por y.

Entonces:

La deuda es de $1380 y es pagada por los 15 amigos. Ademas cada amigo
pagara $23 més por cada amigo que no tiene dinero.
Se tiene la siguiente ecuacion:

1380
<T+23)x =1380———— — (2)
Encontremos el valor de x.

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
1380
15
= 92x + 23x = 1380
Simplificando (Suma de términos semejantes):
115x = 1380

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 115 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

x +23x = 1380

( 1 )115 —1380( 1 )
115) >* 7T 115
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Son los amigos que tienen dinero
Sustituyendo en (1):

Por lo tanto, 3 son los amigos que no tienen dinero
. L u
Una reparticion no muy equitativa.
Dividir $273 entre dos personas, de manera que la p  arte de la primera
sea - de la parte de la segunda.

Solucion 1:
Sea la cantidad de dinero que le corresponde a la segunda persona.
Una forma de resolver este problema es por medio del siguiente dibujo:

Cantidad a repartir $273

Primera Persona Segunda | Persona

Le corresponde
- Le corresponde
Observe que:

Luego, dividiendo los $273 en 7 partes se tiene que:

Equivale a cada parte.
Asi, y
Por lo tanto, a la primera persona le corresponden $78 y a la segunda $195.
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Solucion 2:
Otra forma de resolver este problema es como sigue:

Sea p la cantidad de dinero que le toca a la primera persona. Luego, para la
segunda persona hay g = 273 — p dinero pero hay una condicion, el dinero que le

. 2 .
corresponde a la primera persona es : del dinero de la segunda persona.
Esto se expresa asi:

Sustituyendo el valor de g:

2
p=cQ@73-p)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

546 2

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por 5 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
546 2
G =(3--5p)®
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
5p =546 — 2p
Sumando en ambos miembros de la igualdad 2p (Propiedad aditiva de la igualdad):
S5p+2p=546—-2p+2p
Simplificando (Suma de términos semejantes):
7p = 546
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 7 (Propiedad

mull‘lbllcatlva dg Za lgualdad).

7 546
=>-—p=—
7P =77
=>p=78

Sustituyendo p = 78 en g:
g =273—-78=195
Por lo tanto, a la primera persona le corresponde $78 y a la segunda $195.
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Solucion 3:

Sean x y y la cantidad de dinero que le corresponde a la primera y segunda
persona respectivamente.

Como $273 se dividen entre 2 personas se tiene que:

x+y=273—-—————————— (1)
Como a la primera persona le corresponde é de lo de la segunda entonces:
2
= (2)

Teniendo estas ecuaciones se resuelve el problema.
Sustituyendo (2) en (1) se tiene:

2
3 y+y =273
Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):
2y +5
yroy_ 273
5
Simplificando (Suma de términos semejantes):
7y = 273
577

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por ; (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

()()=23()

35 1365
RSO
=y =195
Sustituyendoy = 195 en (1):
x + 195 = 273

Sumando en ambos miembros de la igualdad -195 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x4+ 195 —195 = 273 — 195
=>x=178
Por lo tanto, a la primera persona le tocan $78 y a la segunda $195.
Al comprobar se observa que:
x+y=273

=>78+195=273 y x =2y =209 _

78
5 5
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Una maravillosa excursion.

Un grupo de estudiantes organiza una excursion y pa  ra ello alquilan un
autobuls cuyo costo es de $540. Al salir aparecen 6 alumnos mas que
estan interesadisimos en ir a esa maravillosa excur  sién por lo que
cada uno de los anteriores han de pagar $3 menos. ¢ Cuantos
estudiantes fueron a la excursién y cuanto pagé cad auno?

\ 4

Solucion 1:

Llamemos e el nimero de estudiantes que organizan la excursion y p la cantidad
gue cada uno va a pagar. El monto total a pagar es $540.
Es decir:

(e)(p) = 540
O equivalentemente:

Al salir, aparecen 6 estudiantes mas que quieren ir a la excursion.
Se tiene que:

e+6
Luego, cada estudiante paga $3 menos.
Es decir:
p—3
Debido a que hay 6 estudiantes mas y cada uno pagara $3 menos, entonces:
(e+6)(p—3)=540————— (2)

Teniendo (1) y (2) es posible resolver el problema.
Sustituyendo (1) en (2):

540
(e+6)<7—3) = 540
Multiplicando binomios:

540 540)(6
e+( e)( )—36—18=540

e
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por e (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
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3240
e (540 + — 3e — 18) = 540e

Simplificando:

540e + 3240 — 3e? — 18e = 540e
Simplificando (Suma de términos semejantes):

522e + 3240 — 3e? = 540e
Sumando en ambos miembros de la igualdad —522e (Propiedad aditiva de la igualdad):
—522e + 522e + 3240 — 3e? = 540e — 522e
Simplificando (Suma de términos semejantes):
3240 — 3e? = 18e

Sumando en ambos miembros de la igualdad —18e (Propiedad aditiva de la igualdad):

—18e + 3240 — 3e? = 18e — 18e
Simplificando (Suma de términos semejantes):

—18e + 3240 —3e2 =0

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por —% (Propiedad multiplicativa de la
1gualdad):
1 1

(— §> (—18e + 3240 — 3e?) =0 (— §)

Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
6e — 1080 +e2 =0

>e’+6e—1080=0———— — 3)

Utilicemos la formula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:
-6 +,/62 — 4(1)(—1080)
B 2
_ —6++36+4320
2a

_ —6+ /4356

2
-6+ 66

2
$61=30 y 62=—36
Pero como e es el nUmero de estudiantes no puede ser negativo, entonces:
e =30

e

=e

=e

Se=

Sustituyendo el valor de e en (1):
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540
30
=>p=18
Asi, el nimero de estudiantes al inicio de la excursion era 30 y cada uno tenia que
pagar $18 y al final fueron 36 estudiantes y cada uno pag6 $15.

=>p=

Solucion 2:

La ecuacidn cuadratica (3) de la solucién anterior también se puede resolver por
factorizacion:

e?+6e—1080=0
Factorizando por trinomio [ver 1.2.17 (4)7:
(e+36)(e—30)=0
Por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18] se tiene que:
e+36=00e—-30=0
Resolvamos la ecuacion e + 36 = 0.
Sumando en ambos miembros de la igualdad -36 (Propiedad aditiva de la igualdad):
e+36—-36=0—-36
=>e=-36
Ahora resolvamos la ecuacién e — 30 = 0.
Sumando en ambos miembros de la igualdad 30 (Propiedad aditiva de la igualdad):
e—30+30=0+30
= e =30
Luego, las soluciones de la ecuacion e? + 6e — 1080 =0sone =-36 y e =30
Pero como e es el nimero de estudiantes no puede ser negativo, entonces:

e =30
Sustituyendo el valor de e = 30 en (1):
540
>p= 30 =>p=18

Asi, el nimero de estudiantes al inicio de la excursion era 30 y cada uno tenia que
pagar $18 y al final fueron 36 estudiantes y cada uno pag6 $15.
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Escasez de agua.

Entre dos cubetas A y B de igual capacidad se distr  ibuyen en partes
desiguales 10 litros de agua. La cubeta A se llena  ria si se vertiesen los

4 , . L . 3
3 del agua contenida en B, y éste se llenaria si se  afiadiesen los 2 del

agua contenida en A. Se desea saber la cantidad de  agua contenida en
cada cubeta.

Solucion 1:

Sea x la cantidad de agua contenida en la cubeta A. Como los 10 litros de agua se
distribuyen en partes desiguales en las cubetas A y B, se tiene que la cantidad de
agua contenida en B es:

Dado que las cubetas tienen la misma capacidad, sea c¢ dicha cantidad.

. . . 4 . .
Como la cubeta A se llenaria si se vertiesen z del agua contenida en B, se tiene
que:

. ~ . 3 .
Por otra parte, si en la cubeta B se afiadiesen n del agua contenida en A, B se
llenaria.

Es decir:
B+ S = 3
Zx =c 3)
Como (2) y (3) son iguales (Propiedad transitiva [Ver 4.1.17]), tenemos:
3
X+ EB =B+ Zx ——————— (4)

Sustituyendo el valor de (1) en (4) se sigue:
+ * 10 =10 + 3
x 5( x) = x 4x

Ahora, encontremos el valor de x.
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
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40 4 3
x+?—§x= 10—x+Zx
Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):
5x — 4x —4x + 3x
z +8=10+ 7

Simplificando (Suma de términos semejantes):

! +8=10 !
x = 2%

5
Sumando en ambos miembros de la igualdad lx (Propiedad aditiva de la igualdad):
4
1 + 1 +8=10 1 + 1
g FTEX T T AT T
Simplificando (Suma de términos semejantes):
5x + 4x 8 =10
20 B

9
> — 8=10
20x+

Sumando en ambos miembros de la igualdad -8 (Propiedad aditiva de la igualdad):

9
-8+ — 8=10-8
+20x+

>—x=2
20"

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por % (Propiedad multiplicativa de la igualdad):

)2

Z180° " 9

40
=>x=—
*=9

Sustituyendo este valor de x en (1):

40 50
B=10-5=5%
Por lo tanto, A = 4—90 y B = %.

Esto es, la cantidad de agua contenida en 4 es %Ol ylade B es %l.
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Solucion 2:

Sean A y B la cantidad de agua contenida en cada cubeta. Como las cubetas A y

B son de igual capacidad se tiene que:
A =B.

Supongamos que la cubeta A tiene x cantidad de agua y que la cubeta B tiene y

cantidad de agua.

Luego, el total de agua distribuida en las cubetas en partes desiguales es 10 litros,

es decir;

. . . 4 . .
Como la cubeta 4 se llenaria si se vertiesen z del agua contenida en B, se tiene:

d tx=4
57 TXT

. . 3 .
Ahora la cubeta B se llenara si se vertiesen los " del agua contenidaen A .

Luego:

+2x=8

Pero como ambas cubetas tienen la misma capacidad, se sigue:

Resolvamos el sistema de ecuaciones (1) y (2).
Despejando x de (1):

Sustituyendo esta x en (2):

4 3
v+ A0-y)=y+2(10-y)
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):

yr10-y=y+ -2
24 y=y+ =gy

Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):

4y — 5y 4y -3y 30
z + 10 = 4 +T
1 +10 1 +30

> ——= =_ -
57 TR

Sumando en ambos miembros de la igualdad — % Y (Propiedad aditiva de la igualdad):

1 1 1 30 1

TP TR TS
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Sumando fracciones (Suma de términos semejantes):

—5y —4y 30
0 T10=7
i + 10 30
= —— =
207 4

Sumando en ambos miembros de la igualdad -10 (Propiedad aditiva de la igualdad):

9 30
—10 -5y +10="--10

20
9  30-40
= — — =
207 4
9 10
> -y = ——
207 T T4

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad  por —% (Propiedad multiplicativa de la

igualdad): 20 o 0 20
()=

1807 ~ 36
) 200
=21.yv=—
Y= 36
_ 200
Y= 36
50
S>y=—
Y=
Sustituyendo y = ? en (1):
—10-20
= 9
40
= = —
*=73

Por lo tanto, el agua contenida en A es %l y el agua contenidaen B = %l .
Observe que:

0,. 50 ;. .
4?lltro + ?lltro = 10 litros

Casi cuadrado.

Un rectangulo tiene 48 m? de area y 10 m de diagonal. Encontrar la
longitud de sus lados.
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Este problema admite tres formas de resolucion.
Agui las presentamos.

Solucion 1:

Sean x y y las longitudes de los lados del rectangulo. Como el area del rectangulo
es 48m?, se tiene:

xy=48——-—-————————— 1)
Por el teorema de Pitagoras [ver 1.3.4] se tiene:
Kbyt =102 —————————— ©)

Donde 10 es la medida de la hipotenusa.
Despejando x de (2):
Sumando en ambos miembros de la igualdad —y? (Propiedad aditiva de la igualdad):
X% +y2 —y2 =102 — y?
x? =10% — y?
Sacando raiz en ambos miembros de la igualdad:
S x =TT 57
Sustituyendo x = \/102——}12 en (1):
(V102 =y2)y = 48

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

2
(ViT=3?) »)) =4
= (10%2 — y?)y? = 482
Eliminando paréntesis (Propiedad distributiva):
10%y% — y* = 2304
Sumando en ambos miembros de la igualdad -2304 (Propiedad aditiva de la igualdad):
—2304 + 10%y? — y* = 2304 — 2304
—2304 + 10%y2 —y* =0
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por -1 (Propiedad multiplicativa de la igualdad):
(—1)(—2304 + 10%y% — y*) = (0)(-1)
=>y*—100y2+2304=0—————— — 3
Observe que esta ecuacion es de cuarto grado.

Po lo que una forma de encontrar sus raices 6 soluciones, es encontrando al
Menos una raiz para bajar el grado de esta ecuacion [ver 1.2.26].
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Por tanteo, se halla que’y = 6 es una solucion:
6* —100(62) + 2304 =0
= 1296 — 3600 + 2304 =0
Luego, se divide el polinomio [ver 1.2.257 y* — 100y? + 2304 = 0 entre el factor (y — 6):
y* —100y? + 2304
y—=6
Ahora buscamos una solucién para la ecuacion:
y3+6y? —64y —384=0
Por tanteo, hallamos que 'y = 8 es una de ellas:
8%+ 6(8%) —64(8) —384 =512+384—512—-384 =0
Asi, dividiendo el polinomio y® + 6y? — 64y — 384 entre el factor (y — 8) obtenemos:
y3 + 6y? — 64y — 384
y—8
De esta manera hemos reducido el grado del polinomio y* — 100y? + 2304 y su expresion ahora
es:

=y3 + 6y? — 64y — 384

=y + 14y + 48

y* —100y? + 2304 = (y — 6)(y — 8)(y? + 14y + 48)
Lo que sigue es resolver la ecuacion de segundo grado:
y2+ 14y +48=0

Resolviéndola por formula general de segundo grado para encontrar las otras dos soluciones se liene
que:

—14 + /142 — 4(1)(48)
y = 3
_ —14++196 — 192
B 2
_—l4++4

2
—14 12

2

Entonces: y; = —6 y y, = —8. Note que estas soluciones de la ecuacion (3) no lo
son para el problema. Por lo que sélo consideramos las soluciones y =6y y = 8.

Sustituyendo y = 6 en (1) se tiene:

=Yy

=Yy

>y =

(x)(6) = 48

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 6 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):
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() w® = us)(3)

6 48
> —x=—

6" " 6
>x=28

Similarmente si y = 8 entonces x = 6
Por lo tanto, las longitudes del rectangulo son 6 y 8.

Solucion 2:
Otra forma de resolver la ecuacién (3) obtenida en la solucién 1:

Es usando la formula general de segundo grado. Primero vemos que la ecuacion
(3) es equivalente a:

(y»)?% —100(y)% 4+ 2304 = 0
Observe que hasta aqui se obtiene la misma ecuaciéon que en la solucion (1).
Resolviéndola por férmula general de segundo grado.
Ahora,

, 100 +/1002 — 4(1)(2304)

2
, 100 +V784

2
100 + 28

2

Luego, y = 64 y y2 =36 entonces y; = +8y y, = +6. Las soluciones negativas
no se consideran para el problema.

y

=Yy

=>y?=

Sustituyendo y = 6 en (1) se liene:
(x)(6) = 48

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 6 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

() w© =us(3)

6 48
> —x=—

6"~ 6
=>x=28

Similarmente si y = 8 entonces x = 6
Por lo tanto, las longitudes del rectangulo son 6 y 8.
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Solucion 3:
Otra manera de resolver la ecuacion (3) de la solucion 1 es por factorizacion:
Como
y* —100y2 + 2304 = (y2? — 64)(y? — 36)

Entonces (3) es equivalente a:

(y*-64)(y*—36) =0
por factorizacion de trinomio cuadrado perfecto [ver 1.2.17 (5)].
Por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18]:

y2—64=0 6 y2—36=0

Resolvamos la ecuacion y? — 64 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 64 (Propiedad aditiva de la igualdad):

y?2—64+64=0+ 64

= y? = 64
Sacando raiz cuadrada en ambos miembros de la igualdad:
VY2 =v64
Por la propiedad | y* = |y| 6 equivalentemente y = i\/;
y =18

Resolvamos la ecuacion y? —36 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 36 (Propiedad aditiva de la igualdad):
y?—36+36=0+36

=% =36
Sacando raiz cuadrada en ambos miembros de la igualdad:

Jy* =36

y =126

Entonces las soluciones de la ecuacion y* — 100y? + 2304 =0son y = +8 y y = +6.
Sustituyendo’y = 6 en (1) se tiene:

(x)(6) = 48
Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 6 (Propiedad

multiplicativa de la igualdad):
() w© = us(3)
6 6

6 48
= —x=—

6" " 6
=>x=8
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Similarmente si y = 8 entonces x = 6
Por lo tanto, las longitudes del rectangulo son 6 y 8.

Producto de 4.

Hallar las dimensiones de un rectangulo, sabiendo g ue el producto de
sus cuatro lados es 3600, y el de sus diagonales 16 9.

Solucion 1:

Sean x y y los lados del rectdngulo y a,b sus diagonales como se muestra a
continuacion:

y
Como se tiene que el producto de sus cuatro lados es 3600 esto se puede escribir
de la siguiente forma:

x-x-y-y=23600

Es decir:

x2-y2=3600——————— — — — €))
Por otra parte, el producto de sus diagonales es 169.
O sea:

ab=169 — — — — — — — — — — — — ()

Observe que por el Teorema de Pitagoras [ver 1.3.4] se tiene que:
x2+y2=a? y x%+y?=h2

0= 7Ty
b= Ty

(\/x2+y2)x(\/x2+y2)=169
:(W)2=x2+y2=169

Luego:

Asi, (2) es equivalente a:
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O equivalentemente:

Por otra parte:
Despejando y? de (1):

Observe que si podemos dividir por x? dado que x? = 0.

Sustituyendo este valor de y* en (3):
3600

x% + >— =169
x
Sumando fracciones:
x* + 3600
——— =169
x

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por x* (Propiedad multiplicativa de la

tgualdad):
<x4 + 3600)
x| —— | = 169x?
x2

= x* + 3600 = 169x2

Sumando en ambos miembros de la igualdad —169x 2 (Propiedad aditiva de la igualdad):

—169x? 4+ x* + 3600 = 169x% — 169x>
Simplificando (Suma de términos semejantes):
x*—169x% +3600=0——— — — — (5)
= (x?)? —169(x)% + 3600 = 0
Utilicemos la formula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

169 +4/(—169)2 — 4(1)(3600)

2
g 2
, 169 28561 — 14400
=>x° = >
, 169 + V14161
>x‘=—
2
, 1694119
TY T

=>x, =144 y x, =25
=x, = V144 y x, = V25
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=>x, =12 y x, =5

St x = 12 sustituyendo en (4):
y? =169 — 122
=y%2 =25
=y =325
=>y=45
Pero si x = 5 sustituyendo en (4):
= y? =169 — 52

= y? =144
=y =144
>y=12

Porlotanto,x =12 y y=5 6 x=5y y=12.

Solucion 2:

Veamos otra forma de resolver la ecuacion (4) obtenida en la solucién 1.:
x* —169x2 + 3600 = 0

Observe que esta ecuacion es de cuarto grado.

Po lo que una forma de encontrar sus raices 6 soluciones, es encontrando al
mMenos una raiz para bajar el grado de esta ecuacioén [ver 1.2.26].

Por tanteo, se halla que’y =5 es una solucion:

5% —169(5%) + 3600 = 0

625 — 4225+ 3600=0
Luego, se divide el polinomio x* — 169x? + 3600 = 0 entre el factor (x — 5):

x* —169x% + 3600
x—=5
Ahora buscamos una solucién para la ecuacion:
x3+5x%—144x—720=0
Por tanteo, hallamos que 'y = 12 es una de ellas:
123 +5(12%) — 144(12) — 720 = 1728 + 720 — 1728 = 720 = 0

Asi, dividiendo el polinomio [Ver 4.2.357 x3 + 5x% — 144x — 720 entre el factor (x — 12)
obtenemos:

= x3 +5x2% — 144x — 720

x3 +5x% —144x — 720

=x%2+17 60
~—12 x“+17x +
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De esta manera hemos reducido el grado del polinomio x* — 169x? 4+ 3600 y expresion ahora es:
x* —169x% 4+ 3600 = (x — 5)(x — 12)(x? + 17x + 60)
Lo que sigue es resolver la ecuacion de segundo grado:
x2+17x+60=0

Resolviéndola por formula general de segundo grado para encontrar las otras dos soluciones se liene
que:

—17 £ /172 — 4(1)(60)
2
—17 ++/289 — 240
2
_ —17++49

2
-17+7

2

Entonces: x;, =—-5 y x, =—12. Note que estas soluciones negativas de la
ecuacion no son soluciones del problema.

Sustituyendo x = 5 en (3) se tiene:

X =

> x =

=X

> x =

y? =169 — 52
= y? =169 — 25
= y? =144
=>y=4+12
Similarmente si x = 12 entonces y = 5
Porlotanto,x =12 y y=5 6 x=5y y=12.

Solucion 3:
Otra manera de resolver la ecuacion (4) de la solucion 1 es por factorizacion:
Como
x* —169x2 4+ 3600 = (x2 — 144)(x2 — 25)
Entonces la ecuacion (1) es equivalente a:
(x? —144)(x*> = 25) =0
por trinomio cuadrado perfecto [ver 1.2.17 (5)].
Por la propiedad del producto nulo [ver 1.2.18]:
x2—144=0 6 x2—-25=0
Resolvamos la ecuaciéon x2 — 144 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 144 (Propiedad aditiva de la igualdad):
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x?— 144+ 144 =0 + 144
= x? = 144
Sacando raiz cuadrada en ambos miembros de la igualdad:
Jx? =14z
x==x12
Resolvamos la ecuaciéon x? — 25 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 25 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x?—25425=0+25
= x?=25
Sacando raiz cuadrada en ambos miembros de la igualdad:
7 =T
x =45
Entonces las soluciones de la ecuacion x* — 169x2 + 3600 = 0 son x = +12 y x = £5.
Sustituyendo x = 5 en (1) se tiene:
(5)(y%) = 3600
25y2 = 3600

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad por el inverso multiplicativo de 25 (Propiedad
multiplicativa de la igualdad):

(%) (25y2) = (3600) (%)

25 , 3600
> —yi=——
25 25
= y? =144
=>y=412

Similarmente si x = 12 entonces y =5

Porlotanto,x =12y y=5 6 x=5y y=12.

Siempre exacto.

Dentro de tres afios la edad de un nifio sera un cuad rado perfecto,
hace tres afios su edad era precisamente la raiz de ese mismo
cuadrado. ¢Qué edad tiene ahora?
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Solucion 1:

Sean x la edad del nifio y y un cuadrado perfecto [ver 1.1.29]. Dentro de tres afios
su edad es un cuadrado perfecto.

Es decir:

Donde y es un entero.
Hace tres afios su edad era la raiz de ese mismo cuadrado.
O sea:

Resolvamos el sistema de ecuaciones (1) y (2).

Despejando x de (1):

Sumando en ambos miembros de la igualdad -3 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x+3—-3=y—-3

Sustituyendo x de (3) en (2):
y—-3)-3=1%fy
=>y-3-3=3fy
>y—6= i/;

Elevando al cuadrado ambos miembros de la desigualdad:

0-67 =G
Desarrollando el binomio:
y2—12y+36=y
Sumando en ambos miembros de la igualdad —y (Propiedad aditiva de la igualdad):
—y+y?—12y+36=y—y

Simplificando (Suma de términos semejantes):
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y2—13y+36=0
Utilicemos la formula general de segundo grado para resolver la ecuacion anterior:

RLE: V(=13)2 — 4(1)(36)

2
13 +/169 — 144
=>y= 5
13 +/25
A
13+5
= =
Y 2

>y =9y y,=4
Sty = 9 sustituyendo en (3):

x=9-3
>x=6
Siy, = 4 sustituyendo en (3):
x=4-3
>x=1

Observe que la edad del nifio no puede ser x = 1 ya que hace tres afios ain no
nacia.

Po lo tanto, la edad del nifio es 6 afos.
[ |
Solucion 2:
Otra forma de resolver este problema es como sigue:
Sea x la edad del nifio. Dentro de tres afios, su edad es un cuadrado perfecto:
x+3

Por otro lado, hace 3 afios su edad, es decir, x — 3 era la raiz de ese mismo
cuadrado perfecto, es decir:

x=3=Vx+3-——————— (1)

Resolviendo esta igualdad tenemos:
(x—3)??=x+3
Desarrollando el binomio cuadrado:
x*—6x+9=x+3
Sumando en ambos miembros de la igualdad - x — 3 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x?—6x+9—-x—3=x+3-x—-3
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Simplificando (Suma de términos semejantes):
x2-=7x+6=0
Factorizando por trinomio cuadrado perfecto [ver 1.2.17 (5)7:
x—1Dkx-6)=0
Por propiedad del producto nulo [ver 1.2.187 se liene que:
x—1=00x—-6=0
Resolvamos la ecuacion x —1 =10
Sumando en ambos miembros de la igualdad 1 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x—1+1=0+1
>x=1
Ahora, resolviendo la ecuacibn x — 6 =0
Sumando en ambos miembros de la igualdad 6 (Propiedad aditiva de la igualdad):
x—6+6=0+6
>x=6
Entonces las soluciones de la ecuaciéon x2 —7x + 6 =0sonx =1yx =6

Pero la edad del nifio no puede ser x = 1 ya que hace tres afios ain no nacia.

Po lo tanto, la edad del nifio es 6 afos.
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Conclusiones

Esta tesis esta enfocada en la resolucion de problemas y pretende ser un
material de apoyo para profesores que imparten la materia de matematicas de nivel
medio superior y superior en especifico el algebra.

La tesis fue puesta en practica con alumnos de secundaria, bachillerato y
con profesores que imparten la materia de matematicas en estos niveles escolares.

La actitud que mostraron los alumnos con quienes se trabaj6 fue buena ya
que al llamar “reto” al problema se mostraron interesados y motivados.

Aunque no todos los alumnos sabian como resolver el reto que se les
presentaba lo intentaron, y algunos se sintieron satisfechos con lo que habian
logrado. Después de esto observaron la solucion correcta de alguno de sus
compafieros de clase y notaron cual era el error que habian cometido.

Algunos alumnos nos sorprendieron con su capacidad mental que tienen
para resolver los problemas y otros incluso intentaron utilizar el algebra sin pedirles
gue lo hicieran y esto fue de gran motivacion para nosotros.

Incluso algunos relacionaban el reto con algo de su vida diaria y otros
comentaban que eran interesantes los retos propuestos.

Hubo ocasiones en que los retos se dejaban de tarea y luego se realizaba la
revision de ellos.

Con esto, nosotros pudimos notar que ellos tenian interés por los retos
propuestos y que si los razonaban de alguna manera y de tanto intentar el reto al
pedirles que lo explicaran lo tenian tan claro que no era necesario recurrir al
cuaderno.

Con los profesores que se trabajo mostraron interés en este trabajo y
dispuestos a tomar en cuenta las recomendaciones antes mencionadas y estuvieron
dispuestos a llevarlos a cabo con sus alumnos.

Una vez que se trabaj0 esta serie de problemas con los profesores, después
se les pidié que los pusieran en practica con sus alumnos y comentaran como les
habia ido.

La mayoria de ellos hizo comentarios favorables pues comentaban que sus
alumnos se sentian motivados de alguna manera.
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En la resolucion de los problemas lo que se pretende es que de alguna u
otra forma a los alumnos les sea mas entendible las matematicas y tenga
significado para ellos. En cada problema se trabajan muchos aspectos matematicos
e incluso de otras areas.

Al trabajar con alumnos y profesores esta propuesta de tesis en lo personal
fue satisfactoria ya que pude observar que este trabajo puede ser de gran utilidad
para profesores que no tienen el perfil de matematicos.

Y para quienes estudiaron matematicas puedan encontrar material idoneo
para la ensefianza. Ademas tiene recomendaciones pedagdgicas y una serie de
definiciones y propiedades aritméticas, algebraicas y geométricas.
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