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Introduccion

La temética de esta tesis se enmarca dentro de la topologia general.
Particularmente, se estudian algunas propiedades de las funciones conti-
nuas en espacios topolégicos, relacionadas con el concepto de conexidad.
Concretamente, para una funcién f definida en un espacio X con valores

en un espacio Y, analizamos relaciones entre las siguientes condiciones:

(1) La funcién f es continua.
(2) Lagrafica dela funcién f es un subconjunto conexo del producto X x Y.

(3) La grafica de la restriccion de la funcién f a cada subconjunto conexo

de X, es un subconjunto conexo del producto X X Y.

(4) La imagen bajo la funcién f de cada subconjunto conexo de X, es un

subconjunto conexo de Y.

En un texto bésico de topologia se demuestra que la condicién (1) impli-
ca cada una de las condiciones (3) y (4), y, si X es conexo, también implica
la condicién (2). En este trabajo se prueba que (3) implica (4), y exponemos
ejemplos que muestran que, en términos generales, éstas son las tnicas
implicaciones véalidas. También, demostramos que las condiciones (2) y (3)
son equivalentes cuando X es un intervalo en la recta real.

Otra parte de nuestro trabajo lo constituye el estudio de dos funciones,
a una le llamamos la funcién de Bruckner-Ceder y a la otra la funcion de
Ciesielski-Kellum, porque las hemos tomado de [1] y [3] que son articulos
de estos autores, respectivamente. Demostramos que estas funciones tienen
una cantidad no numerable de discontinuidades, la primera satisface las

condiciones (2), (3) y (4); y la segunda solamente cumple la condicién (4).



La exposiciéon de nuestros resultados la organizamos en tres capitulos.
En el primero incluimos algunos elementos de topologia general con la
tinalidad de presentar un trabajo autocontenido, enla medida de lo posible.

En el Capitulo 2, hacemos dos presentaciones del conjunto de Cantor
en el intervalo cerrado [0, 1]. Una es la clasica construccién conocida como
el conjunto de Cantor de los tercios medios, y otra no tan conocida a la
que llamamos el conjunto de Cantor de los quintos medios. Este material
es fundamental para el andlisis de las funciones de Bruckner-Ceder y de
Ciesielski-Kellum, lo cual hacemos en el Capitulo 3.

Un lector con antecedentes en un curso bésico de topologia general
puede iniciar la lectura de esta tesis en el segundo capitulo. Mejor atn, si
tiene alguna experiencia con las propiedades topolégicas del conjunto de

Cantor puede avanzar la lectura directamente en el tercer capitulo.

Adal Téllez Sénchez
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Mayo de 2022
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Capitulo 1

Elementos topologia general

En este capitulo se exponen algunas nociones y resultados bésicos de

la topologia general, los cuales se utilizan para el desarrollo de esta tesis.

1.1. Nociones basicas

En todo el escrito se utiliza la siguiente notacién: R denota al conjunto
de los nimeros reales, IN denota al conjunto de ntimeros naturales, Z
denota al conjunto de ntiimeros enteros; todos ellos considerados con sus
respectivas topologias generadas por su métrica Euclidiana. Dados dos
conjuntos A y B, A\ B denota el conjunto de elementos de A que no son

elementos de B. El conjunto vacio es representado por el simbolo 0.

1.1 Definicién. Una topologia en un conjunto X es una coleccién 7 de sub-

conjuntos de X que satisface:
1) Union arbitraria de elementos de 7 pertenece a 7.
2) Interseccion finita de elementos de 7 pertenece a 7.

3) 0y X pertenecen a .



Decimos que (X, ) es un espacio topoldgico, a veces se abrevia “X es
un espacio topolégico”, o simplemente “X es un espacio” cuando no hay
confusiones acerca de 7. Los elementos de una topologia son llamados

conjuntos abiertos en el espacio.

1.2 Ejemplos. Es facil verificar que las colecciones que se mencionan a

continuacion son topologias.

1. Para un conjunto no vacio X, la topologia indiscreta para X, es aquella

definida por 7; = {0, X}.

2. Sea X cualquier conjunto y 7 la coleccién de todos los subconjuntos de

X. Entonces 7 es una topologia para X que se llama topologia discreta.
3. SeaX =1{a,b,clyt={01{a,b},{c}, X}, T es una topologia para X.

4. Si X es un espacio con topologia 7y A C X, la coleccion

TAa={GNA:GEer}

es una topologia de A, llamada topologia relativa de A. En este caso,

decimos que A es un subespacio de X.

5. Si X y Y son espacios con topologias 7 y 7', respectivamente. La
coleccién de todas las uniones de conjuntos de la forma U X V, donde
U ety V e, es una topologia para el producto cartesiano X X Y,

ésta es llamada la topologia producto sobre X X Y.

1.3 Observacién. La nocién de topologia producto es atin més general.
Esto no lo incluimos aqui, pues su estudio se escapa del objetivo de esta
tesis. Se puede consultar, por ejemplo, en el capitulo 3 de [12] o en el

capitulo 2 de [7].



1.4 Definicién. Dado un espacio topoldgico (X, 1) se dice que un subcon-

junto F de X es cerrado en X si X \ F es abierto en X.

1.5 Proposicién. Sea (X, T) un espacio topolégico entonces,
a) Interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado.
b) Unién finita de conjuntos cerrados es cerrado.

c) 0y X son cerrados en X.

Demostracién. a) Sea {Fj}jea una familia de conjuntos cerrados. Asi, X \ F,
es abierto para cada A € A. Notemos que X \ (Fy = U(X \ F,). Asi,
U(X'\ F)) es unién arbitraria de conjuntos abiertos. Por tanto, X \ () F,

es abierto en X. Asi, () F, es cerrado en X.

b) Sean Fj, ..., F, conjuntos finitos cerrados. Como F; es cerrado, X \ F; es
n

abierto para todo i € {1,...n}. Asi, ﬂ (X\F) =X\ U F; es abierto.

i=1 i=1
c) Como X\ 0 = Xy X\ X = 0 son abiertos, se concluye que X y 0 son
cerrados en X.

O

1.6 Definicién. Sean X un conjunto distinto del vacioy d : X X X — R
una funcién. Se dice que d es una métrica en X, si para cada x,y,z € X, d

satisface:

1. d(x,y) > 0.

2. d(x,y) =0si, ysolosi, x =y.

3. d(x,y) = d(y, x).

4. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (desigualdad del tridngulo).

3



Se dice que (X,d) es un espacio métrico, o simplemente “X es un espacio

métrico” cuando no hay confusiones acerca de la métrica d.

1.7 Definicién. Dado un espacio métrico (X,d), xo € X y r > 0. Se define el
conjunto

B(xo,7) = {x € X : d(x,xp) <1}

llamado bola abierta con centro en x y radio r.

1.8 Definicién. Un conjunto A en un espacio métrico (X, d) es abierto, si

para cada x € A, existe r = r, > 0 tal que B(x, r) C A.

1.9 Proposicién. Los conjuntos abiertos en un espacio métrico (X, d) tiene

las siguientes propiedades:
a) Union arbitraria de conjuntos abiertos es abierto.
b) Interseccién finita de conjuntos abiertos es abierto.

Demostracién. a) Sea {A)}iea una familia de conjuntos abiertos. Sea x un
puntoen (JA,, asi, x € A), para algtin A. De esta manera, A,, contiene
una bola abierta que contiene al punto x. Con esto, | J A, contiene una

bola abierta. Por tanto, | J A, es abierto.

n

b) Sean Aj,..., A, conjuntos abiertos y x € ﬂAi, entonces para cada
i=1

i€fl,...,n}, x € A Se sigue que existen r; > 0 tales que B(x,r;) C A;.

Tomando r = min{r;: i =1,...,n} > 0, se obtiene que B(x,r) C () A;. Por

n
tanto, ﬂ A; es abierto.

i=1
O

Observemos que para un espacio métrico (X, d), los conjuntos abiertos
como en la Definicién [1.8/forman una topologia en X, llamada la topologia

métrica.



1.10 Definicién. Sea X un espacio topolégicoy A C X, la cerradura de A en

X es el conjunto
A= ﬂ{K C X:Kescerradoy A C K}

Observemos que por inciso a) en la Proposici()nﬂ A es cerrado. Ade-
més, si E es cerrado en X y A subconjunto de E, entonces A es subconjunto

de E.

El siguiente teorema muestra cémo son los conjuntos abiertos y los

conjuntos cerrados en un subespacio.

1.11 Teorema. Si A es un subespacio topolégico X, entonces:

a) H C A esun abierto en A si, y sélo si, H = GN A, donde G es un abierto

en X.

b) F C A esun cerrado en Assi, y s6lo si, F = KN A, donde K es un cerrado

en X.

Demostracién. a) Esjustamente la definicién de topologia relativa de A.

b) SiF C Aescerradoen A, entonces A\ F es abierto A. Asi, existe G abierto
en X tal que A\ F = GN A. Notemos que K = X \ G es cerrado en X y
F = A\ G. Se sigue que

KNA=X\G)NA=A\G=F.

Por otro lado, si F = KN A donde K es cerrado en X, entonces X \ K es

abierto en X. Luego,

(X\K)NA=A\F

5



Y, por iniciso a), A \ F es abierto en A. Por tanto, F es cerrado en A.

O

1.12 Teorema. Sean X un espacio topolégico y A, B subconjuntos de X. Se

cumplen las siguientes afirmaciones:
a) ACA.

b) Si A C B, entonces ACB.

Il
|
s

c) AUB U

d) ANB

N
> |
|

N
e) A es cerrado si, y sélo si, A = A.

f) A = {x € X: Todo conjunto abierto que contiene a x intersecta al conjunto A}.

Demostracién. a) Sea {K,}iea una familia de subconjuntos de A cerrados
en X. Asi, para todo x en A implica que x estd en K,, para todo A € A.

Por tanto, A C ({K,} = A.

b) SiA c ByB c B, entonces A C B. Dado que B es cerrado, implica A c B.

¢) Como A Cc AUBY B C AU B, por inciso anterior, tenemos A ¢ AUB y
Bc AUB. Portanto,ZUECAUB.

Por otro lado, como A C Ay B C B se tiene que AU B c A U B. Notemos
que AUB es cerrado por ser unién finita de conjuntos cerrados, con esto

tenemosAUBCZUE.Portanto,AUB:ZUE.

d) Dado que A C ZyB C B, se implica ANB C AN B, donde AN B es
cerrado. Por tanto, AN B C A N B.



e) (Necesidad) Como A C A con A conjunto cerrado, ese tiene que AcCA.

Por otro lado, se satisface que A C A. Por tanto, A=A

(Suficiencia) Dado que A es cerrado y A = A, satisface que A es cerrado.

f) Si existe un conjunto abierto que contiene al punto x, digamos U, tal
que no intersecte al conjunto A, entonces A C X \ U. Dado que X \ U
es cerrado, AcX \ U. Por tanto, x no pertenece al conjunto A. Por otra
parte, si x no pertenece al conjunto A, entonces X \ A es un conjunto

abierto que contiene al punto x que no intersecta al conjunto A.

1.2. Compacidad

En esta seccion presentamos el concepto de conjunto compacto y lo
caracterizamos a través de la propiedad de intersecciéon finita. Ademads,

estudiamos esta nocion en los intervalos cerrados de la recta real.

1.13 Definicién. Sea A € X. Si A C (J, e U con U, conjunto abierto en
X; a la familia {U,}qer se le llama cubierta abierta de A. Si F C I es tal que
A C Uyer U, entonces decimos que la subfamilia {U,}.er s una subcubierta
de A. Si, ademds F es un conjunto finito, diremos que la subfamilia es una

cubierta finita de A.

1.14 Definicién. Se dice que un espacio X es compacto, si para toda cubierta

abierta de X, tiene una subcubierta finita.

1.15 Teorema. Todo intervalo cerrado [4,b], como subconjunto de R, es

compacto.



Demostracion. Sea %/ una cubierta abierta de un intervalo cerrado [a, b] en

R. Consideremos el siguiente conjunto

A ={x €[a,b] : [a,x] es cubierto por una subcoleccién finita de % }.

Notemos que, como % es una cubierta de [a, b], el punto a pertenece a
algtin abierto V de % . Asi el intervalo [, a] est4 cubierto por la subcolecciéon
finita {V} de % . Es decir, el punto a pertenece al conjunto A. Por otra parte,
es claro que b es una cota superior para este conjunto A. Asi, A es un
conjunto no vacio y acotado superiormente en R. Luego, A tiene supremo.
Denotemos § = sup A. Observamos quea < < b.

Para continuar esta demostracién detallamos tres pasos:

1. Probaremos que [a, ) C A:

Sea z € [a, ). Se tiene que z < f, asi no es cota superior de A. Luego,
existe un punto x en A tal que z < x. Asf, existe una subcoleccién
tinita 7" C % que cubre al intervalo [a, x]. Como [g, z] C [4, x], se tiene

que ¥ también cubre al intervalo [a, z]. Esto significa que z € A.

2. Probaremos que f§ € A:

Sip =a,entonces p € A, yaquea € A. Asi, enlo que sigue suponemos
que a < f3, existe un elemento U de % tal que g € U. Como U es
un abierto en IR, existe un intervalo abierto (c,d) tal que a < cy
B € (c,d) c U. Por el paso 1 tenemos que ¢ € A. Asi, existe una
subcoleccion finita % de % que cubre al intervalo [a, c]. Se obtiene
que # U {U} es una subcoleccion finita de la cubierta % que cubre al

intervalo [a, ] esto prueba que € A.

3. Probaremos que g = b:



En este paso procedemos por contradiccién. Supongamos que < b.
Como 7% es cubierta de [, b], existe un elemento U de % talquep € U.
Como U es un conjunto abierto en IR, existe un intervalo abierto (c, 4)
talqued < by p € (c,d) C U. Fijemos un punto x tal que f < x < d.
Se tiene que [B,x] C (c,d), asi, [B,x] C U. Por el paso 2, existe una
subcoleccién finita %7’ de % que cubre al intervalo [a, ]. Se sigue que
7' U {U} es una subcoleccion finita que cubre [g, x]. Asi, x € A, esto
es una contradicciéon porque < x y = sup A. Esta contradiccién

demuestra que g = b.

Por lo demostrado en los pasos 1,2 y 3, tenemos que el intervalo [a, b]
es cubierto por una subcoleccién finita de la cubierta % . Esto demuestra
que el intervalo cerrado [g, b] es compacto.

O

1.16 Teorema. Si K es un subespacio cerrado de un espacio compacto X,

entonces K es compacto.

Demostracién. Sea {U/}.e; una cubierta abierta de K, es decir, U/, = U, N K
con U, abierto en X. La familia {U,} U (X \ K) es una cubierta abierta
de X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita que cubre a X,
digamos Uy, Uy, ..., U,, X \ K. Luego, la coleccién de U}, UJ, ..., U, forma

una subcubierta finita que cubre a K, es decir, K es compacto. O

1.17 Definicién. Se dice que una familia ¢ de subconjuntos de un conjunto
X tiene la propiedad de interseccion finita, si para toda subfamilia finita ¢’ no

vacia de €, se tiene que (¢ # 0.

1.18 Teorema. Un espacio X es compacto si, y sélo si, toda familia de
subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccion finita tiene

interseccidén no vacia.



Demostracién. Sea ¢ una familia de conjuntos cerrados de un espacio com-
pacto X. Si ()¢ = 0, entonces la familia % = {X\C : C € ¢’} es una cubierta
abierta de X. Por la compacidad de X, la cubierta % tiene una subcubierta
finita %7’.Sea ¢’ = {X\ U : U € %’}. Con esto, (| ¢” = 0, por lo que € no
tiene la propiedad de interseccién finita, lo cual es una contradiccion a la
hipétesis. Por tanto, (1€ # 0.

Ahora, supongamos que toda familia de conjuntos cerrados en X tiene la
propiedad de interseccién finita tiene interseccién no vacia. Sea {U,} ) una
cubierta abierta de X y supongamos que no tiene una subcubierta finita.
Por lo que, para cada F C [ finito, existe xy € X tal que xp no pertenece
a Ugqer Uy equivalentemente, para todo F C [ finito xy € (),ep(X \ Uy).

Entonces, existe

xe (&) =x\(Ju).

ael ael
De esto, contradice que {U,}.r €s una cubierta abierta de X. Asi, se
concluye que {U,} ¢ tiene una subcubierta finita y por tanto, X es compacto.

O

1.19 Teorema. Si un conjunto abierto contiene a la interseccién de una
sucesion decreciente de subconjuntos cerrados de un espacio compacto,
entonces tal conjunto abierto contiene a alguno de los subconjuntos cerra-

dos de esa sucesion.

Demostracién. Sea U un conjunto abierto de un espacio compacto X, y sea
{An}7, una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados de X tal que
(WA, : n € IN} € U. Vamos a demostrar que existe un nimero entero
positivo m tal que A,, C U. Para hacer esto, suponemos que no es asi, y
denotamos A ={A,\ U :n € Nj}.

Notamos que A es una coleccién de subconjuntos cerrados de X la cual
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tiene la propiedad de la interseccién finita. En efecto, si {A,, \U, ..., A, \ U}
es una subcoleccién finita de la coleccion A, entonces existe un ntmero
entero positivo j tal que A \UcCA, \Uconn; <njparatodoie€{l,... k};
esto resulta porque {A,} 7, es una sucesion decreciente, es decir, A,;; C A,
para todo n € IN. Asi, (A, \U :i € {1,...,k}} = An; \ U, el cual es un
conjunto no vacio, porque A,; no esta contenido en U. Esto prueba que la
coleccion A tiene la propiedad de la interseccion finita.

Ahora, como el espacio X es compacto, por Teorema se sigue que
la interseccion de todos los conjuntos de la coleccién A es un conjunto no
vacio. Tomemos un punto x en la intersecciéon () A. Se sigue que x es un

punto en la interseccion ({A, : n € IN} y x no pertenece al conjunto U. Esto

contradice nuestra hipétesis. Esta contradiccion demuestra el teorema. O

1.3. Conexidad

En esta seccién presentamos el concepto de conjunto conexo y lo carac-
terizamos a través de los conjuntos separados. Ademads, analizamos esta

nocidn en la recta real, en los conjuntos abiertos y en los conjuntos cerrados.

1.20 Definicién. Un espacio X es no conexo, si existen U y V abiertos no
vacios, tales que

X=UuVyUunV=0.

Diremos que el espacio es conexo, si no cumple que sea no conexo. Si A
es subconjunto de X, diremos que A es un conjunto conexo en X, si como

subespacio es conexo.
1.21 Observacién. Es facil verificar las siguientes afirmaciones.

a) SiB C Aesconexoen Ay A C X, entonces, B es conexo en X. Por esto, si

11



un conjunto es conexo en algtn subespacio, simplemente diremos que

es conexo.
b) SiXesconexoy X = UUV,U y V abiertos no vacios, entonces UNV # 0.

c) SiXesconexo,y X =UUYV,conUy V abiertos ajenos, entonces U = 0 6

V=0.ComoUNV =0,setieneque(U=0yV=X)6(U=XyV =0).

d) Si X =UUV con Uy V abiertos ajenos, entonces U y V también son
cerrados, yaque X\ U=V, X\ V =U

1.22 Teorema. Sea X un espacio topoldgico. Las siquientes proposiciones

son equivalentes:

a) X es conexo.

b) Los tnicos abiertos y cerrados de X son 0 y X.

Demostracién. a) = b). Por contrarreciproca: sea U un subconjunto abierto
y cerrado propio no vacio de X. Como X = (XNU)U(X\ U) =UU (X \U)
y UN X\ U) = 0. Dado que U y X \ U son abiertos no vacios, satisface que
X es no conexo.

b) = a). Por contrarreciproca: supongamos que existen Uy V abiertos
no vacios tales que

X=UUV y UnV=0.

Como V = X'\ U, se cumple que V es un conjunto cerrado. Asi que,
hemos encontrado un conjunto diferente del vacio y de X que es abierto y

cerrado.
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1.23 Definicién. Dos subconjuntos U y V de un espacio topolégico X estdn

separados si

unv=unvV=040.

1.24 Teorema. Si A es un subespacio no vacio de un espacio topolégico X.

Las siquientes proposiciones son equivalentes:

a) A es un conjunto no conexo.

b) Existen Uy V abiertos no vacios en X tales que

AclUUV, AnU#0, AnNV£0 y AnUNV =0.

c) Existen U; y V; subconjuntos separados no vacios en X, tales que A =

U, uVvi.

Demostracién. a) = b). Como A es no conexo, existen U’ y V' no vacios,

abiertos relativos en A. Asi, existen U y V abiertos en X tales que
U=UunAa, V =VnNA.

Notemos que U y V son abiertos no vacios en X. Como A = U' UV’ =
ANU)UANYV), entonces A c UU V. Ademas, como U’ NV’ = (), entonces
ANVnNnU=0.

b) = ¢) Tomemos U; = ANUy V; = ANV. Estos conjuntos, por hipétesis,
son distintos del vacio. Notemos que A = U; U V;. Falta demostrar que
UyNV,=U, NV =0.

Supongamos que existe x € U; N 71, entonces x € A,x € 71 y x € U.
Porloque, UNV; #0asi, ANUNV # 0, lo cual es una contradiccién. De

manera analoga, se demuestra que U; N V; = 0.
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c)=a)Dadoque A =U; UV y U ﬁVl = U; N V; = 0, notemos que
U, =A\ 71 yVi=A\ Ul, estos conjuntos son abiertos en A y no vacios.

Como U;NV; = 0se implica que U; NV; = 0, por tanto A esno conexo. O

1.25 Ejemplos.

1. Todo conjunto unitario en cualquier espacio métrico es conexo.

2. Todo conjunto con més de un punto, en un espacio con la topologia
discreta es no conexo, es decir, los tinicos conjuntos conexos con la

topologia discreta son los conjuntos unitarios.

Otros ejemplos de conjuntos conexos se pueden consultar en [11].

1.26 Teorema. Si I es un intervalo en la recta real, entonces I es un conjunto

conexo.

Demostracion. Silesno conexo, entonces existen U y V conjuntos no vacios
y separados talesque I = UU V. Seanx € U, y € V. Supongamos que x < y.
Como I es un intervalo, el intervalo cerrado [x, y] es subconjunto de I.
Ahora, consideremos el conjunto A = [x,y] N U. A # 0 y acotado su-
periormente, por tanto, existe s € R tal que s = sup A. Asi, x < s <y,
por lo tanto, s € I. Como I = UU V, entonces s € U 05 € V. Ademas,
para cada € > 0, el intervalo abierto (s — €, s + €) tiene puntos de U, ya que
s — € no es cota superior del conjunto A. Asimismo, para todo z en (s, y],
se cumple que z no pertenece a U por definicién de s = sup A. Esto nos
indica ques € U N Voseln V, 1o cual es una contradiccién. Por tanto, [

es conexo. O

1.27 Corolario. R es un conjunto conexo.

14



Demostracién. Supongamos que existen A, B abiertos no vacios en RR tales
que R=AUByANB=0.Seana € Ay b € B. Notemos que el intervalo
cerrado [4,b] C R = A U B. Entonces A N [a,b] y B N [a,b] son no vacios y
como A N B = 0 cumple que [2,b] N AN B = 0. Es decir, [4, b] es no conexo,

lo cual es una contradiccidn al teorema anterior. O

1.28 Teorema. Sea A un conjunto conexo en la recta real, entonces A es un

conjunto unitario o un intervalo.

Demostracién. Supongamos que no es un conjunto unitario, ni un intervalo,
entonces existen x,y € A, supongamos que x < y, tales que el intervalo
cerrado [x, y] no estd contenido al conjunto A, por lo tanto, existe z € (x, )
y z no es elemento de A. De esto, se concluye que los conjuntos A N (=9, z)

y A N (z,00) son no vacios, separados y

A=(AN(-00,2))U(AN(z,0)).

Por lo tanto, A es no conexo. |

1.29 Teorema. Sean A y B dos conjuntos separados, tales que E C (A U B)

con E conjunto conexo. Entonces EC A6 E C B.

Demostracion. Supongamos que ENA#0yENB # 0.
Como E = (ENA)U(ENB), estos conjuntos estan separados y no vacios,

es decir, E es no conexo. O

1.30 Teorema. Si X = |J X,, donde para cada X, es conexo, y (1 X, # 0

entonces X es conexo.

Demostracion. Seap € () X,. Supongamos que X es no conexo. Asi, existen

dos subconjuntos no vacios separados, digamos Uy V, tales que X = UU V.

15



Supongamos que p € U. Observemos que X, C UUV, X,, conexo para cada
a. Por Teorema tenemos que X, C U para cada a. Asi, X C Uy por

tanto, V = 0. Lo cual es una contradiccion. |

1.31 Teorema. Si A es un conjunto conexode Xy A C B C Z, entonces B es

conexo.

Demostraciéon. Supongamos que B es no conexo, es decir, existen dos con-
juntos no vacios separados, digamos U y V, tales que B = U U V. Como
A C By por Teorema tenemos que A C U 6 A C V. Supongamos que
A c U, asique A c Uy por tanto, B c U. Usando, Bc U, UNV =0y

B = U UV se obtiene que V = 0; lo cual es una contradiccion. O
Observemos que, en particular, si A es conexo, entonces A es conexo.

1.32 Teorema. Si A es un conjunto conexo, B es un conjunto abierto y

cerrado, y A no es ajeno al conjunto B, entonces A es subconjunto de B.

Demostracién. Observemos que A N B es abierto y cerrado en A. Dado que,
A=(ANB)U(A\ B)y A es conexo obtenemos que ANB=06ANB=A.

Por tanto, A C B. O

1.4. Funciones continuas

En esta seccién presentamos el concepto de funcién continua en espa-
cios topolégicos y lo caracterizamos a través de los conjuntos abiertos y
de los conjuntos cerrados. Ademads, analizamos esta nocién en espacios

métricos y, en este caso, la caracterizamos por medio de sucesiones.

1.33 Definicién. Una funcién f, definida en un espacio X con valores en

un espacio Y, es continua en un punto x de X si para cualquier subconjunto
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abierto V de Y que contiene al punto f(x), existe un subconjunto abierto U
de X que contiene al punto x tal que f(U) C V. La funcioén f es continua en
un subconjunto A de X, si f es continua en cada punto de A. En el caso de

que A = X decimos simplemente que la funcién f es continua.

1.34 Teorema. Para una funcién f, definida en un espacio X con valores en

un espacio Y, las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) La funcién f es continua.
b) Para cada U abierto en Y, se cumple que f~!(U) es abierto en X.

c) Para cada K cerrado en Y, se cumple que f!(K) es cerrado en X.

Demostracién. a) = b). Sea U es un abierto en Y. Dado x € f~!(U), tenemos
que existe B,, abierto en X que contiene al punto x, de tal forma que
f(By) c U,y por ende, x € B, C f~!(U). Es decir, f~(U) es abierto.

b) = a). Sean x € X y V un abierto en Y con f(x) € V, por hipétesis,
f~1(V) es un conjunto abierto que contiene al punto x, que satisface que
f(f1(V)) c V. Es decir, la funcién f es continua.

b) = ¢). Si K es cerrado en Y, entonces f~1(Y'\ K) es abierto en X por ser
Y \ K abierto en Y . Por tanto, f1(K) = X \ /(Y \ K) es cerrado en X.

c) = b). Si U es abierto en Y, entonces f~1(Y'\ U) es cerrado en X, por ser

Y \ U cerrado en Y. Por tanto, f(U) = X\ f1(Y\ U) es abiertoen X. O

1.35 Proposicién. Para una funcién f continua, definida en un espacio
X con valores en un espacio Y, y una funcién g continua, definida en el
espacio Y con valores en un espacio Z, entonces la funcién g o f, definida

en el espacio X con valores en el espacio Z, es continua.
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Demostracién. Sea U un abierto en Z entonces, por continuidad de g, ¢~ 1(U)
es abierto en Y. Por continuidad de f, f'[¢"(U)] = (g o f)"}(U) es abierto

en X. Por tanto g o f es continua. O

1.36 Definicién. Una funcién f, definida en un espacio X con valores en
un espacio Y, y A un subespacio de X. La funcién f [, definida en A con
valores en el espacio Y dada por f [4 (x) = f(x) para todo x € A, se llama

la restriccién de la funcion f al conjunto A.

1.37 Proposicién. Si f es una funciéon continua, definida en un espacio X
con valores en un espacio Y, y A un subespacio de X, entonces la restriccién

de la funcién al conjunto A es continua.

Demostracién. Sea H un abierto en Y, entonces (f 14)"}(U) = f{(U) N A
es abierto en A. Por Teorema se concluye que la funcién f [4 es

continua. O
Definamos las funciones continuas para espacios métricos.

1.38 Definicién. Una funcién f, definida en un espacio métrico X con
métrica dx con valores en un espacio métrico Y con métrica dy, es continua

en un punto x, si para cada € > 0, existe 6 > 0, tal que,
six € X, ydx(x,xp) < 6 entonces dy(f(x), f(xo)) < €.

La funcién f es continua en un subconjunto A de X, si f es continua en
cada punto de A. En el caso de que A = X decimos simplemente que la

funcién f es continua.

1.39 Lema. Para una funcién f, definida en un espacio métrico X con
métrica dx con valores en un espacio métrico Y con métrica dy, y xp un

punto de X, las siguientes proposiciones son equivalentes:
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a) La funcién f es continua en x,.

b) Para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que f(B(xo,0)) es subconjunto de

B(f(x0), €).

Demostracion. a) = b)] Sea € > 0, por hipétesis, existe 6 > 0 tal que si x per-

tenece a X, y dx(x,xp) < 0 entonces dy(f(x), f(x0)) < € 0 equivalentemente,
six € B(xp, 6) entonces f(x) € B(f(xo), €).

Esto nos dice que f(B(xo,0)) C B(f(xo), €).

b) = a)] Sea € > 0, por hipétesis, existe 6 > 0 tal que f(B(xo,9)) es
subconjunto de B(f(xy),€). Si x € B(xy,6) entonces, f(x) € f(B(xy,0)). Por
tanto, f(x) € B(f(xo), €). Esto es,

six € Xy dx(x,x9) < 6 entonces dy(f(x), f(xo)) <e.

Es decir, f es continua en x.

O

1.40 Teorema. Para una funcién f, definida en un espacio métrico X con
valores en un espacio métrico Y. La funcién f es continua si, y s6lo si, para

cada U abierto en Y, se cumple que f~'(U) es abierto en X.

Demostracion. (Necesidad) Si U es abierto en Y y x € f1(U), es f(x) un
elemento de U. Por hipétesis, existe €, > 0 tal que B(f(x),ex) C U. Como f
es continua en x, por Lema existe 6 > 0 tal que f(B(x,0)) C B(f(x), €,).
Luego, B(x,6) C fYB(f(x),ex)) C f(U); con esto queda probado que,
f1(U) es abierto en X.

(Suficiencia) Por hipétesis, para cada x € X y € > 0, el conjunto
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FYB(f(x),€)) es abierto en X. Como x € f1(B(f(x),€)), existe 6 > 0 tal que
B(x,6) € f~Y(B(f(x),€)). Por Lema se concluye que f es continua. O

Del teorema anterior se obtiene el siguiente corolario.

1.41 Corolario. Para una funcién f, definida en un espacio métrico X con
valores en un espacio métrico Y, las siguientes proposiciones son equiva-

lentes:

a) La funcién f es continua.
b) Para cada U abierto en Y, se cumple que f~!(U) es abierto en X.

c) Para cada K cerrado en Y, se cumple que f!(K) es cerrado en X.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas y O

Con el teorema anterior se concluye el anélisis de las funciones con-
tinuas con los conjuntos abiertos y cerrados en espacios métricos. En la

seguiente definicién se introduce las sucesiones en un espacio métrico

(X, d).

1.42 Definicién. Una sucesion en un espacio métrico X con métrica d es una

funcién definida en el conjunto IN con valores en X.

Si f es una sucesion, para cadan € IN, f(n) lo representamos como x,, la

notacion usual para una sucesion es {x,} ", también usaremos {x,} o (x,).

1.43 Definicién. Sea {x,} una sucesion en un espacio métrico X con métrica
d y x elemento de X. Se dice que x es un limite de {x,} (la sucesién {x,}
converge a x) si para cada € > 0, existe k € IN, tal que

d(x,,x) <€, paracadan > k.
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1.44 Teorema. Una sucesion {x,} en un espacio métrico X puede converger

a lo més a un limite.

Demostracion. Sila sucesién no converge a ningtin punto, no hay nada que

probar. Supongamos que x y y son dos limites distintos de la sucesién

dx, .. ., .
{x,}. Sea € = @ > 0, como x y y son limites de la sucesion {x,}, existen

ki,k; € N tales que
d(x,, x) < € para cadan > k; y d(x,,y) < € para cada n > k.
Sea n € N tal que n > maéx{k;, k»}, se cumple que
d(x,y) <d(x,x,) +d(x,, ) <e+e=d(x,y),

lo cual es una contradiccion. O

Como consecuencia del teorema anterior, si x es un limite de la sucesion
{x,} ahora le podemos llamar el limite de la sucesién y lo denotaremos por

lim, e X, = x.

1.45 Teorema. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Un punto x
pertenece al conjunto A si, y s6lo si, existe una sucesion {x,} de elementos

de A tal que lim,,_, X, = x.

Demostracion. (Necesidad) Si x € A, tomamos la sucesion constante {x},cn
que satisface se pide.

SixeA \ A. Para € = 1, existe

x;1 €A,x1 #xyx €B(x, 1),
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_ 1 s
para € = ; existe
1
Xp €A X0 FX1,X0 F XY Xp € B(X’E)'
Procediendo inductivamente, para € = %, existe

) 1
X, €A, x, #x;,(i=1,...,n-1)yx, € B(x, —).

n

Como d(x,, x) < % para cada n € IN, se obtiene que lim,, . x, = x.
(Suficiencia) Supongamos que existe una sucesion {x,} como lo indica
el teorema. Para todo r > 0, existe k € IN tal que x,, € B(x,r), paran > k. Por

lo tanto, x pertenece al conjunto A. O

1.46 Definicién. Una funciéon f, definida en un espacio métrico X con
valores en un espacio métrico Y, es continua por sucesiones en un punto Xy

de X si

Para cada sucesion {x,} en X, si lim x, = xy, entonces lim f(x,) = f(xo).
n—oo

n—oo

1.47 Teorema. Para una funcién f, definida en un espacio métrico X con
valores en un espacio métrico Y, y un punto x, de X. Las siguientes propo-

siciones son equivalentes:

a) La funcién f es continua en x,.

b) La funcién f es continua en x, por sucesiones.

Demostracién. a) = b). Sea {x,} una sucesiéon de elementos de X que conver-
ge a xo. Queremos demostrar que {f(x,)} converge a f(x;). Seae > 0, como f

es continua en x,, por Lema existe 0 > 0 tal que f(B(xo, 6)) C B(f(xo), €).
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Comolasucesion {x,} converge a xy, existe k € IN, tal que paracadan > k,
X, € B(xy,0). Sea n > k tal que x, € B(xy,0), con lo cual f(x,) € B(f(xo),€).
Asi, hemos demostrado que la sucesion {f(x,)} converge a f(xo).

b) = a). Contrarreciproca: Supongamos que f no es continua en X,

entonces existe €y > 0 tal que, para cada n € IN, existe
1
X, € B(xo, E) y f(x,) no pertenece a B(f(xo), €o).

La sucesion {x,} converge a x,, pero la sucesioén {f(x,)} no converge a

f(xo). a

1.48 Definicién. Para la funcién m;, determinado en un espacio producto
XXY con valores en el espacio X definido por 71 (x, y) = x para todo (x, y) en
X XY,y para la funcién 7,, determinado en un espacio producto X X Y con
valores en el espacio Y definido por 7t,(x, y) = y, se denominan proyecciones

de X X Y sobre su primera y segunda coordenada, respectivamente.

1.49 Teorema. Para una funcion f, definida en un subespacio A de un
espacio X con valores en un espacio producto X X Y definida por f(a) =
(f1(a), f2(a)) paratodoaen A. La funcién f es continua si, y s6lo si, la funcién
f1, definida en el subespacio A con valores en el espacio X, y la funcién f,,

definida en el subespacio A con valores en el espacio Y, son continuas.

Demostracién. Notemos que si U es abierto en X, entonces nl‘l(U) = UXY,es
abierto en X X Y. Similarmente, si V es abierto en Y, entonces 7t; YV)=XxV
es abierto en X X Y; por este razonamiento 7; y 72 son funciones continuas.
Ademads, notemos que fi =m0 fy f =m0 f.

(Necesidad) Si f es continua, entonces f; y f, son funciones continuas,

por Proposicion [1.35
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(Suficiencia) Supongamos que f; y f, son continuas. Sea U X V un
abierto de X X Y yun puntoa € fH(Ux V) siysolosi f(a) e Ux Vsiy
solosi fi(a) € Uy fo(a) € V. Por tanto, fH(Ux V) = fY(U) N (V) que es
abierto en A dado que f~1(U) y (V) son abiertos, y por Teorema f

es continua. O
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Capitulo 2

El conjunto de Cantor

En este capitulo presentamos dos contrucciones del conjunto de Cantor.
Una de ellas es la clasica que se incluye en muchos textos de topologia o de
andlisis, y que se conoce como el conjunto de Cantor de los tercios medios.
La otra que no es muy conocida, la referimos aqui como el conjunto de
Cantor de los quintos medios. Notamos que estas dos construcciones pro-
porcionan espacios homeomorfos, debido a un teorema de caracterizaciéon

que mencionamos al final de la seccién 2.1.

2.1. Conjunto de Cantor de los tercios medios

Para dos ntimeros reales a y b, con a < b, el tercio medio del interva-
lo cerrado [a,b] es el subintervalo abierto definido por (a + l%”,b - b%” .
Observamos que
b—a b b—a

[a,b]\ (@ + —2 b ;”) = [a,a+b—;a]u[b— bl

Es decir, el invervalo cerrado [4, b] menos su tercio medio es la union de
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dos intervalos cerrados ajenos, los cuales son componentes conexos de esta
diferencia. Denotamos por T(B) al tercio medio de un intervalo cerrado B.

El conjunto de Cantor de los tercios medios en el intervalo cerrado [0, 1],
que denotaremos por K, es definido como la interseccién de la sucesiéon
decreciente de conjuntos cerrados definida recursivamente como sigue:

A1 =[0,1] y, para cada niimero natural n > 2,

A, =A1\ U{T(B) : B es componente de A,_1}.

K= ﬂ :n € N}

Una representacién grafica de este conjunto de Cantor se puede con-
sultar en la pagina 211 de [2].

Cada tercio medio, T(B), de cada componente, B, de cada uno de los
conjuntos A,, es referido como un intervalo contiguo al conjunto de Cantor.
Afirmamos que el conjunto de todos los intervalos contiguos es numerable.
En efecto, de cada uno de estos intervalos contiguos podemos seleccionar
un numero racional. Como estos intervalos son disjuntos por pares, los
numeros racionales seleccionados deben ser diferentes por pares. Como el
conjunto de todos los ntimeros racionales es numerable, se concluye lo que
afirmamos.

Por construccién, A, D A, para todo n € IN. Por otra parte, como cada
tercio medio es un conjunto abierto, notamos que cada A, es un conjunto
cerrado en el intervalo [0, 1]. De los Teoremas y se sigue que el
conjunto de Cantor es un subespacio compacto del intervalo [0, 1].

Observemos que A; tiene s6lo una componente, cuyo didmetro es 1;

A, = [0, %] U [%, 1] es un conjunto de dos componentes, cada una de las
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cuales tiene didmetro }; A; = [0,5] U [3,3] U [5,2] U [§,1], asi A; es un

conjunto que tiene cuatro componentes, y el didmetro de cada una de estas

es . En general, inductivamente, observamos que cada conjunto A, tiene

1
3n-1°

21 componentes, y el didmetro de cada una de estas componentes es

2.1 Teorema. Un punto x del intervalo cerrado [0, 1] pertenece al conjunto
de Cantor si, y s6lo si, existe una tinica sucesion decreciente de intervalos
cerrados, {B, .}, tal que, para cada n € IN, B, , es una componente del

conjunto A, y ({By, : 1 € IN} = {x}.

Demostracion. (Necesidad)] Dado un punto x € K, basta notar que, para
cadan € N, x € A,, denotar por By, a la (Gnica) componente de A, que
contiene al punto x. {By, : n € IN} es una sucesién decreciente y observar
que lim,_,., didm(B, ,) = 0. Ademas, x € B, , para todo n € IN.

1

Por otra parte; si y # x entonces existe n € N tal que 35 < |x — y|. Se

sigue que y no pertenece a B, , ya que diam(B,,) = 5. Asi, el punto y no

pertenece a ({B.,, : n € IN}. Esto prueba que (\{By, : n € IN} = {x}.

(Suficiencia) x € (\{By, : n € N} c N{A, : n € N} =K.

O

Considerando la notacién del teorema anterior, si para cada n € IN,
tomamos un punto cualquiera x, en la componente B, ,, entonces {x,} , es

una sucesion que converge al punto x; esto se tiene porque

Ix — x,,| < didm(B,,) = 31"

Ademds, puesto que cada componente B, , contiene un intervalo conti-
guo al conjunto de Cantor, su tercio medio, entonces cada punto x, puede
ser tomado como el infimo (extremo izquierdo), o como el supremo (extre-

mo derecho) o como el punto medio de un intervalo contiguo al conjunto
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de Cantor. De aqui se sigue que el conjunto de Cantor es perfecto, pues asi
se le llama a un espacio en el cual todo punto tiene en cada una de sus

vecindades puntos del espacio distintos de éL.

2.2 Teorema. Six, y son puntos de K, con x < y, entonces existe un intervalo

contiguo al conjunto K contenido en el intervalo abierto (x, v).

Demostracién. Sea e = £=. Notamos que € > 0. Considerando la notacién
del parrafo previo, existe n € IN tal que didam(B,,) < € y didm(B,,) < €.
Asi, y no pertenece a B, ,, por lo cual B, , # B, ..

Denotemos 1y = min{n € N : B,, # B,,}. Observamos que 1y > 2, ya

que A1 = [0, 1] Ademés/ Bx,ng—l = By,no—l y
Bx,ng—l = Bx,no ) T(Bx,no—l) U By,no-

Asi, el tercio medio, T(B,,-1) de la componente B, ,,-1, de A,,—1 es un
intervalo contiguo al conjunto K tal que T(B, ,,-1) C (x, y).

O

2.3 Teorema. Si E es un subconjunto del conjunto de Cantor que contiene

mas de un punto, entonces E es no conexo.

Demostracién. Tomemos dos puntos diferentes x y y en el conjunto E. De
acuerdo con el Teorema[2.1} existe un niimero natural 7 tal que estos puntos
estan en diferentes componentes del conjunto A,,, es decir B, , es diferente, y
por tanto es un conjunto disjunto, de B, ,. Podemos suponer que x < y. Asi,
por el Teorema existe un intervalo contiguo, digamos V, al conjunto
de Cantor, tal que para cada punto z en V se tiene que x < z < y. Fijemos
un punto cualquiera z en V. Observamos que EN[0,z) y EN (z,1] son dos
conjuntos abiertos en E, no vacios, disjuntos, cuya unién es el conjunto E.

Esto prueba que E es no conexo. O
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En otra palabras, el teorema anterior establece que los tnicos subcon-
juntos conexos del conjunto de Cantor son los conjuntos que consisten de
un sélo punto. Es decir, el conjunto de Cantor es totalmente disconexo, como
se denomina a un espacio con esta propiedad.

Por cultura general mencionamos la siguiente caracterizacién del con-
junto de Cantor. No incluimos su demostracién porque no usamos este
resultado en nuestra tesis. El lector interesado puede consultar el Teorema

7.14 en [9].

2.4 Teorema. Un espacio métrico X es homeomorfo al conjunto de Cantor

si, y s6lo si, el espacio X es compacto, perfecto y totalmente disconexo.

2.2. Conjunto de Cantor de los quintos medios

Para dos ntimeros reales a y b, con a < b, los quintos medios del intervalo
cerrado [a,b] son los subintervalos abiertos (a + %(b —a),a+ %(b -a)y
(a+ %(b —a),a+ %(b —a)). El primero es referido como el quinto medio izquierdo

y el segundo como quinto medio derecho. Observamos que
[0, B\ (@ + 506 —a),a+ 50 -a) U@+ 50 -a),a+50b-a)) =

[a,a+3(b-a)]U[a+2(b-a),a+2(b-a)]Ula+2(b-a),bl.

Es decir, el invervalo cerrado [a, b] menos sus quintos medios es la unién
de tres intervalos cerrados ajenos, los cuales son componentes conexos de
esta diferencia.

Para un intervalo cerrado B, denotamos por T(B) a su quinto medio
izquierdo, y por T,(B) a su quinto medio derecho. Ademads, denotamos

T(B) = Ti(B) U T«(B).

29



El conjunto de Cantor de los quintos medios en el intervalo cerrado [0, 1],
que denotamos por Ks, es definido como la interseccion de la sucesion
decreciente de conjuntos cerrados definida recursivamente como sigue:

A1 =[0,1] y, para cada nimero natural n > 2,

A, =A1\ U{T(B) : B es componente de A, _1}.

Ks = ﬂ{An:n e NJ.

Cada uno de los quintos medios, T;(B) y T,(B), de cada componente, B,
de cada uno de los conjuntos A,, es referido como un intervalo contiguo al
conjunto de Cantor Ks.

Claramente, A, D A, paratodon € IN. Por otra parte, como los quintos
medios son conjuntos abiertos, notamos que cada A, es un conjunto cerrado
en el intervalo [0, 1]. Se sigue que el conjunto de Cantor de los quintos
medios, Ks, es un subconjunto cerrado y, asi, un subconjunto compacto del

intervalo [0, 1] (véase los Teoremas y [L.16).

Observamos que A; tiene s6lo una componente, cuyo didmetro es 1;

A =10,51U[3,21U[3,1],

asi, A, es un conjunto de tres componentes, cada una de las cuales tiene
didmetro £;

=10 L1urZ 21urE Loz Lyor2 Byorkd 3yord Zywor® 2o

asi, Az es un conjunto que tiene nueve componentes, y el didmetro de

.. En general, inductivamente, observamos que cada

cada una de éstas es 5
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conjunto A, tiene 3""! componentes, y el didmetro de cada una de estas

componentes es zi.

Concretamente, notamos que una componente By del conjunto A, es un

intervalo cerrado de lo forma B = [5nk_ -, é‘;r_ 1], para algtin ntimero entero k

tal que 0 < k < 5"! — 1. Ademas, los quintos medios de esta componente
(izquierdo y derecho, respectivamente) son los intervalos abiertos T;(By) =

(3l 5k2y o T (By) = (33, St

o oo . 1 1 .
2.5 Proposicion. Los nameros 5 y 7; pertenecen al conjunto K.

Demostracion. Primero, supongamos que 1 no es un elemento de Ks. Asi,
. . 1 . -1
existe j € IN tal que 5 no pertenece a A;. Se sigue que, para todon > j, 5 no

pertenece a A, ya que, en tal caso, A, C A;.

Tomemos m = max{n € N : 1 € A,} y sea B, = [z, £ ] la componente

de A,, que contiene a 1, donde k € {0,1,...,5" — 1}. Se obtiene que %

pertenece a T(Bx) = Ty(Bx) U T,(Bx). Analicemos los dos casos:

s Si % pertenece a T;(By),

Bk+1 1 b5k+2

5n -2 o

entonces 10k + 2 < 5" < (10k + 2) + 2.

Por lo que, 5" = 10k + 3, es decir, 5! — 2k = % € Z; lo cual es una

contradiccion.
s Si % pertenece a T,(By),

5k+3 1 bk+4

5i -2 5o

entonces 10k + 6 < 5" < (10k + 6) + 2.

Por lo que, 5" = 10k + 7, es decir, 5! — 2k = % € Z; lo cual es una

contradiccion.
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De manera anéloga, se llega una contradiccién si suponemos que 55 no
es un elemento de Ks. Por tanto; los nimeros 1 y 1 pertenecen al conjunto
Ks.

O

2.6 Teorema. Si x pertenece a Ks, entonces 1 — x pertenece a Ks. Ademés, si
x es punto extremo de un intervalo contiguo a Ks, entonces 1 — x también

es un punto extremo de un intervalo contiguo a Ks.

Demostracién. [Por contrarreciproca] Supongamos que 1 — x no pertenece
al conjunto Ks. Luego, existe j € IN, tal que 1 — x no es elemento de A;. Se
sigue que para todo n > j, no es elemento de A,, pues en este caso A, C A;.

Denotemos m = méx{n € N : 1 —x € A,}. Se tiene que 1 — x pertenece a
A,y 1-=xno pertenece a A,,+1. Denotamos por By ala componente de A,, que
contiene a 1 — x. Notamos que 1 — x pertenece a uno de los quintos medios
de By. Recordemos que By = 5,%, 5",;*—,11] paraalgink € {0,1,... ,5m 1 1), y
sus quintos medios son T;(By) = (5§—$1, 5';—;2) y T,(Bx) = (5’;—;3, 5’;—;‘1). Tenemos
que 1 — x pertenece a Ty(Bx) U T,(Bx), supongamos que 1 — x pertenece a

T(By); el otro caso se trata de manera similar.

Se tiene que

Luego, se obtiene que

5k +3 5k" + 4
<x<

s _gm=-1 _ 1.
=T o donde k’'=5 k—1.

Esto significa que x pertenece al quinto medio T,(By ), de la componente
By del conjunto A,,. Se sigue que x no pertenece a A1, por lo cual x no

pertenece a Ks.
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Por otro lado, supongamos que x es un punto extremo de algtn inter-
valo contiguo al conjunto Ks. Es decir, existe n € IN tal que x es un punto

extremo de uno de los quintos medios de una componente, digamos By, del

5k+1 5k+2

conjunto A,. Asi, x es un punto extremo de uno de los intervalos (%5, %

y 5k+3 5k+4). Es decir,

57 5
X = 5k5n+i paraalgan i€ ({1,2,3,4}.
Se obtiene que
1-x= 5k/5n+i, dondek’ =5""'-k-1y i =5-1i.

Es decir, 1 — x es punto extremo de uno de los quintos medios de la
componente By del conjunto A,.

O

2.7 Teorema. Un punto x del intervalo cerrado [0, 1] pertenece al conjunto
de Cantor de los quintos medios K5 si, y sélo si, existe una tinica sucesiéon
decreciente de intervalos cerrados, {B.} . ,, tal que, para cadan € N, B,

es una componente del conjunto A, y ({By, : n € IN} = {x}.

Demostracion. (Necesidad) Dado un punto x € Ks, notemos que, para ca-
da n € N, x es un punto del conjunto A,, denotar por B,, a la (tinica)
componente de A, que contiene al punto x. {B,, : n € IN} es una sucesiéon
decreciente y observar que lim,,_,., didm(B,,) = 0. Ademés, x € B,,, para

todo n € IN.

1
5n-1

Por otra parte; si y # x entonces existe n € IN tal que <|x =yl Se

sigue que y no pertenece a By,,, ya que didam(By,,) = 5. Asi, el punto y no

pertenece a [ |{B.,, : n € IN}. Esto prueba que (\{By, : n € IN} = {x}.
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(Suficiencia) x € (\{By, : n € N} € N{A, : n € N} = K.

O

Considerando la notacién del teorema anterior, si para cada n € IN,
tomamos un punto cualquiera x, en la componente B, ,, entonces {xn}fl":1 es

una sucesion que converge al punto x; esto se tiene porque

1

|x — x,| < didm(B, ) = =R

De aqui se sigue que el conjunto de Cantor de los quintos medios, Ks, es
perfecto.

Ademds, puesto que cada componente B, , contiene dos intervalos con-
tiguos al conjunto de Cantor Ks, a saber, sus quintos medios, entonces cada
punto x, puede ser tomado como el infimo (extremo izquierdo), o como el
supremo (extremo derecho) o como el punto medio de un quinto medio al

conjunto K.

2.8 Teorema. Si x, y son puntos de Ks, con x < y, entonces existe un inter-

valo contiguo al conjunto K5 contenido en el intervalo abierto (x, v).

Demostracién. Sea e = £=. Notamos que € > 0. Existe n € N tal que
diam(B,,) < €y diam(B,,) < €. Asi, y no pertenece a B,,, por lo cual
B, # B,,. Denotemos ny = min{n € IN : B,, # B,,}. Observamos que

ng > 2,yaque A; = [0,1]. Ademas, B, ;-1 = By -1y
Bx,no—l =Cu Tl(Bx,ng—l) uGu Tr(Bx,no—l) U CS/

donde C;, C;, y C3 son las componentes de By ,,—1 \ T(Bx,4,-1), ademads, By ,,, =

Ciy By =Cjconi# jy{i,j} C{1,2,3}. Se obtiene que al menos uno de los
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dos quintos medios, T)(By,-1) O T;(Byx,-1), €std contenido en el intervalo
abierto (x, y).

O

2.9 Teorema. Si E es un subconjunto del conjunto de Cantor de los quintos

medios que contiene mds de un punto, entonces E es no conexo.

Demostraciéon. Tomemos dos puntos diferentes x y y en el conjunto E. De
acuerdo con el Teorema[2.7 existe un ntimero natural # tal que estos puntos
estdn en diferentes componentes del conjunto A,, es decir B, , es diferente,
y por tanto es un conjunto disjunto, de B, ,. Podemos suponer que x < y.
Asi, por Teorema existe un intervalo contiguo, digamos V, al conjunto
Ks, tal que para cada punto z en V se tiene que x < z < y. Fijemos un punto
cualquiera z en V. Observamos que EN[0,z) y E N (z, 1] son dos conjuntos
abiertos en E, no vacios, disjuntos, cuya unién es el conjunto E. Esto prueba

que E es no conexo. O

En otra palabras, el teorema anterior establece que los tinicos subcon-
juntos conexos del conjunto de Cantor Ks son los conjuntos que consisten
de un sélo punto. Es decir, el conjunto de Cantor de los quintos medios
también es totalmente disconexo.

Compilando lo anterior, se tiene que K5 es un espacio métrico compacto,
perfecto y totalmente disconexo. Asi, de acuerdo con el Teorema se

obtiene el resultado siguiente.

2.10 Teorema. El conjunto de Cantor de los quintos medios es homeomorfo

al conjunto de Cantor de los tercios medios.

2.11 Teorema. Sia y b son ntimeros reales tales que 0 < a < b < 1, entonces

existe un ntimero entero positivo m tal que el intervalo abierto (4, b) contiene
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una componente del conjunto A,,, o el intervalo abierto (a, b) estd contenido

en algtin intervalo contiguo al conjunto de Cantor Ks.

Demostracién. Con las hipétesis mencionadas, analizamos dos casos:

Caso 1. El intervalo abierto (a, b) contiene algtn punto del conjunto de
Cantor Ks. En este caso tomamos un punto x en la intersecciéon (a,b) N Ks,
y recordamos que {x} = ({By, : n € N}, donde B,, es la componente
del conjunto A, que contiene al punto x. Observamos que la coleccién de
estas componentes constituye una sucesion decreciente de subconjuntos
cerrados del intervalo [0, 1], cuya interseccion estd contenida en el intervalo
abierto (a,b). De acuerdo con el Teorema el intervalo abierto (a,b)
contiene a alguno de los subconjuntos cerrados de esta sucesioén. Es decir,
existe un niimero entero positivo m tal que la componente B, ,, del conjunto
A, esta contenida en el intervalo abierto (a, b).

Caso 2. El intervalo abierto (a, b) no contiene algtn punto del conjunto
de Cantor Ks. En este caso, el intervalo abierto (a,b) estd contenido en
la unién de los intervalos contiguos al conjunto de Cantor Ks. Es decir,
(a,b) c U{T(B) : B es componente de A, y n € IN}. Tomemos un punto x en
el intervalo (a, b). Existen un ntimero entero positivo m y una componente,
digamos B, del conjunto A,, tales que x pertenece a T(B,). Denotemos por
U al intervalo del conjunto T(B,) que contiene al punto x. Observamos
que U es uno de los dos quintos medios que constituyen a T(By). Por otra
parte, denotemos por V a la unién de todos los intervalos contiguos al
conjunto de Cantor Ks que son diferentes de U. En otras palabras, sea
V = U{T(B) : B escomponentede A, yn € IN} \ U. Tenemos que Uy V
son dos conjuntos abiertos separados tales que (a,b) € U U V. Como el
intervalo abierto (a,b) es un conjunto conexo, y puesto que x pertenece

a la interseccion (a,b) N U, concluimos que el intervalo abierto (a,b) esta
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contenido en el intervalo contiguo U, por Teorema .29, O

Un resultado similar al Teorema2.11] con una demostracion similar, se
puede establecer para el conjunto de Cantor de los tercios medios. Esto no

lo hacemos explicito, porque no lo usamos en la tesis.
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Capitulo 3

Funciones de conectividad,

conexas y de Darboux

En el presente capitulo presentamos y analizamos los conceptos que
motivan esta tesis, a saber: el de funcién de conectividad, el de funcién
conexa y el de funcién de Darboux. Estos han sido estudiados con profun-
didad por varios autores, por ejemplo por F. Jordan [6] y por S.B. Nadler
Jr. [10].

Aqui, limitamos nuestro estudio a observar que estas nociones son ge-
neralizaciones naturales de la nocién de continuidad, en relacién con la
propiedad topolégica de conexidad, y las comparamos entre si; ademads,
demostramos que las nociones de funcién de conectividad y de funcién
conexa coinciden en cualquier intervalo de la recta real (Secciéon 3.1). Tam-
bién, exponemos con detalles una funcién de conectividad (conexa y de
Darboux) que no es continua en cada punto de un conjunto de Cantor en
el intervalo cerrado [0, 1], a esta le llamamos funciéon de Bruckner-Ceder
porque la hemos tomado de un articulo de estos autores [1] (Secciéon 3.2).

Ademas, similarmente, exponemos una funcién de Darboux que no es
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conexa (ni de conectividad) y que no es continua en cada punto de un
conjunto de Cantor en el intervalo cerrado [0, 1], a la cual denominamos
funcién de Ciesielski-Kellum en nombre de los autores del articulo [3]

(Seccion 3.3).

3.1. Definiciones y relaciones

Aqui presentamos las definiciones de los conceptos que nos ocupan, y
analizamos las relaciones entre éstos y los comparamos con la nocién de
continuidad. Para ésto primero recordamos la definicién de grafica de una

funcion.

3.1 Definicién. La grifica de una funcién f, definida en un espacio X con

valores en un espacio Y, es subconjunto del producto cartesiano X x Y dado
por G(f) = {(x, f(x)) : x € X}.
3.2 Definicién. Una funcioén f, definida en un espacio X con valores en un

espacio Y, es:

1. de conectividad, si para cada subconjunto conexo C de X se tiene que
la grafica G(f [c) de la restriccion de la funcién f en C, f [¢, es un

subconjunto conexo del producto C X Y.

2. conexa, si la grafica G(f) de la funcién f es un subconjunto conexo del

producto X X Y.

3. de Darboux, si para cada subconjunto conexo C de X se tiene que f(C) es

un subconjunto conexo de Y.

3.3 Nota. En relaciéon con el nombre de Darboux en la definicion previa,
comentamos que este matematico francés, en su articulo [4] de 1875, de-

mostré que siuna funcién f enla recta real es la derivada de alguna funcién
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g, es decir, f = ¢’, entonces esta funcién f satisface una condicién equi-
valente a la que damos en nuestra definicién. Una prueba actual de este

hecho, con elementos de topologia, es presentada por S. B. Nadler Jr. en

[8].
El objetivo en esta seccién es analizar el esquema siguiente.

3.4 Esquema.

continua — de conectividad — de Darboux

1 X conexo

conexa

A continuacién, exponemos las demostraciones de las implicaciones
indicadas en este esquema, y mostramos ejemplos que prueban que los
reciprocos son falsos. Ademds, demostramos que en cualquier intervalo
de la recta real, las nociones de conectividad y conexa son equivalentes.

Primero, como un resultado auxiliar, demostramos un hecho conocido
en un primer curso de topologia general: las funciones continuas preservan
la conexidad, es decir, envian conjuntos conexos en conjuntos conexos; o,

en los términos de la Definicion [3.2] éstas son de Darboux.

3.5 Teorema. Si f es una funcién continua, definida en un espacio X con

valores en un espacio Y, entonces f es una funcién de Darboux.

Demostracién. Sea C un subconjunto conexo de X. Debemos probar que
f(C) es conexo. Para esto, denotamos g = f [c. Notemos que g : C — f(C)
es una funcién continua y sobreyectiva. Supongamos que f(C) es no cone-
xo0. Tomemos dos conjuntos abiertos en f(C) no vacios y disjuntos, digamos

Uy V, tales que f(C) = UU V. Es claro que ¢g"(U) y g~'(V) son conjuntos
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abiertos en C (porque g : C — f(C) es continua), disjuntos (porque U y
V son disjuntos) y no vacios (porque g : C — f(C) es sobreyectiva). Ade-
mas, es claro que C = g7(U) U g71(V). Asi, C es no conexo. De este modo,

obtenemos la demostracién del teorema. O
En lo que sigue vemos que las funciones continuas son de conectividad.

3.6 Teorema. Si f es una funcién continua, definida en un espacio X con

valores en un espacio Y, entonces f es una funcién de conectividad.

Demostracion. Sea C un subconjunto conexo de X. Debemos demostrar
que la gréfica de la funcién f [¢ es un subconjunto conexo del producto
C x Y. Para esto, consideramos la funcién b : C — C X Y definida por
h(x) = (x, f(x)) para todo x en C. Tenemos que & es una funcién continua
(véase Teorema [1.49). Asi, h es una funcién de Darboux (Teorema [3.5). En
particular, h(C) es subconjunto conexo de C X Y. Por otro lado, observamos
que,

h(C) = {h(x) : x € C} = {(x, f(x)) : x € C} = G(f 10,
Esto demuestra que la gréfica G(f Ic) es un conjunto conexo. O

En el resultado siguiente vemos que las funciones de conectividad son

de Darboux.

3.7 Teorema. Si f es una funcién de conectividad, definida en un espacio

X con valores en un espacio Y, entonces f es una funcién de Darboux.

Demostracién. Sea C un subconjunto conexo de X. Por hipétesis, G(f [c) es
un subconjunto conexo de C X Y. Por otra parte, tenemos que la proyeccién
en la segunda coordenada, m; : C X Y — Y, es una funcién continua, y por

ésto una funcién de Darboux (Teorema 3.5). En particular, 7t2(G(f [c)) es
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un subconjunto conexo de Y. Ahora, notamos que

ma(G(f To)) = ma({(x, f(x)) : x € C}) = {f(x) : x € C} = f(C).

Asi, obtenemos que f(C) es un subconjunto conexo de Y. Esto demuestra

el teorema. O

Para concluir con las implicaciones del Esquema probaremos que
las funciones de conectividad, con dominio conexo, son conexas. Aun-
que esto es evidente por las definiciones en [3.2} lo hacemos explicito por

formalidad.

3.8 Teorema. Si f es una funcién de conectividad, definida en un espacio

conexo X con valores en un espacio Y, entonces f es una funcién conexa.

Demostracién. Observemos que X es un subconjunto conexo de X y que

G(f) = G(f I'x). Asi, la grafica G(f) es un conjunto conexo. O

Como un corolario obtenemos otro hecho conocido de la topologia ge-
neral: las funciones continuas con dominio conexo, tienen graficas conexas

0, en nuestros términos, estas funciones son conexas.

3.9 Corolario. Si f es una funcién continua, definida en un espacio conexo

X con valores en un espacio Y, entonces f es una funcién conexa.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas 3.6y 3.8 O

Otro hecho sencillo es que el dominio de una funcién conexa debe ser

un espacio conexo, a continuacién anotamos esto formalmente.

3.10 Teorema. Si f es una funcién conexa, definida en un espacio X con

valores en un espacio Y, entonces X es conexo.
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Demostracién. Por hipétesis la grafica G(f) es un conjunto conexo del
producto X X Y. Notamos que la proyeccion en la primera coordenada
1 : X X Y — X es una funcién continua, y asi, de Darboux (Teorema .
En consecuencia, 71(G(f)) es un subconjunto conexo de X. Por otra parte,

es claro que 111(G(f)) = X. Esto prueba que X es conexo. O

Continuamos el andlisis del Esquema con una serie de ejemplos.
El primero muestra que la condicién de conexidad sobre el dominio de la
funcion, es esencial en la implicacién: de conectividad — conexa. Al mismo
tiempo este primer ejemplo muestra que existen funciones de Darboux que

no son conexas, asi: de Darboux —# conexa.

3.11 Ejemplo. Cada funcién continua definida en un espacio no conexo, es
una funcién de conectividad (Teorema y es una funcién de Darboux
(Teorema [3.7), que no es conexa (Teorema [3.10). Por ejemplo, la funcién
f:[-2,-1]U[1,2] — [0, 1] definida como

x+2 si xe[-2,-1]
fx) =
x—1 si x€[l,2]

es una funcién continua (véase [7, Teorema 18.3, p. 123]) y no es conexa

(porque su dominio es no conexo).

A continuacién, observamos que la condicién de Darboux no implica

la condicién de conectividad.

3.12 Ejemplo. La funcién de Ciesielski-Kellum, que exponemos mas ade-
lante en la Seccién 3.3, es una funcién de Darboux que no es de conectivi-

dad.
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3.13 Observacién. En realidad, en la Seccién 3.3, mostramos que la fun-
cién de Ciesielski-Kellum estd definida en el intervalo cerrado [0,1] y
no es conexa. Asi, esta funcién muestra que, aiin con dominio conexo,

de Darboux - conexa.

El Ejemplo 3.14 a continuacién, muestra que existen funciones cone-
xas que no son de Darboux. De este modo, observamos que no hay una
relacién directa entre las funciones de Darboux y las funciones conexas.
Esquematicamente, tenemos que:

de Darboux —» conexa y conexa - de Darboux.

3.14 Ejemplo. Una funcién conexa que no es de Darboux.

Sean X = R con la topologia indiscreta, T = {0,X}, Y = R con la
topologia usual y f : X — Y la funcién identidad. Supongamos que la
gréfica de G(f) es un conjunto no conexo. Tomamos dos conjuntos abiertos
en G(f) no vacios y disjuntos, A y B, tales que G(f) = AUB. A continuacién

tres observaciones:

1) my(A) y m2(B) son conjuntos no vacios; porque A y B son conjuntos no

vacios.

2) Y = my(A) U mp(B); porque si y € Y entonces (y,y) € G(f). Luego,
(y,y) € Ao (y,y) € B. Asi, y € ma(A) o y € a(B).

3) m2(A) y mp(B) son conjuntos separados: porque si z € mi(A) N 12(B),
entonces (z,z) € A. Como A es abierto en G(f), existe un conjunto

abierto en Y, digamos U, tal que (z,z) € (XX U) N G(f) C A. Se sigue que

z € U. En consecuencia, puesto que z € m,(B), se tiene que UN,(B) # 0.
Tomamos un punto w € U N my(B). Se tiene que (w,w) € B. Por otra

parte, notamos que (w, w) € (X X U) N G(f) C A. Asi, (w,w) € ANB, una
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contradiccion. Se obtiene una contradiccion similar si suponemos que

112(A) N 112(B) # 0. Esto prueba (3).

Con las tres observaciones anteriores implican que Y, que es R con la
topologia usual, es no conexo, lo cual es una contradiccion. Esto demuestra
que la grafica G(f) es un conjunto conexo. Por otra parte, observamos
que el conjunto de dos puntos {0, 1} es un subconjunto conexo de X, y
f({0,1}) = {0, 1} es no conexo en Y (véase Teorema . Esto significa que

la funcién f no es de Darboux.

3.15 Observacién. La funcién del ejemplo anterior no es de conectividad
(véase Teorema [3.7). En consecuencia, esta funcién también muestra que:

conexa —+ de conectividad.

El ejemplo que sigue concluye el anélisis del Esquema mostrando

que: de conectividad - continua.

3.16 Ejemplo. Una funcién de conectividad que no es continua.

Sea f : [0,1] — [-1, 1] la funcién definida por:

sen(y) six #0
fx) =
0 six=0

Esta funcién no es continua. En efecto, si para cada n € IN denotamos

1

T dn )%

tenemos que f(x,) = 1. Asi, {x,} 7, es una sucesion que converge a 0 y

{f(xn)}, no converge a f(0).
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Ahora, probemos que esta funcién es de conectividad. Sea C un subcon-

junto conexo del intervalo [0, 1]. Debemos demostrar que la grafica G(f I¢)

es un conjunto conexo. Analizamos dos casos:

)

El punto 0 no pertenece a C: en este caso, C C (0,1] y f [¢ coincide
con la funcién f 1), lo cual es una funcién continua. Se sigue que

G(f Ic) es conexo.

El punto 0 pertenece a C: en este caso, observamos que C \ {0} es un
subconjunto conexo de (0,1] y f [o11¢,, €S una funcién continua asf,
G(f lo111¢,0,) €8 Un conjunto conexo. Por otra parte, notamos que (0, 0)
pertenece a la cerradura de este conjunto, porque si para cadan € IN,
denotamos x,, = % tenemos que f(x,) = 0; ademads, existe N € N tal
que, para todo n > N, x, € C. Asi, (x,,0) € G(f T01110); Y €s claro que
la sucesion {(x;,, 0)}; converge al punto (0, 0). Por lo anterior tenemos

que:

G(f Toaree) €10,00 U G(f Torae) € GUf Toire)-

Asi, el conjunto {(0,0)} U G(f T0111¢,) € conexo (véase Teorema|1.31).

Finalmente notamos que

G(f Tc) ={(0,0)} U G(f T

por lo cual concluimos que G(f [¢) es un conjunto conexo.

3.17 Observacién. Por el Teorema la funcién f del Ejemplo es

funcién conexa. Esto dltimo, también puede probarse directamente obser-

vando que G(sen(1)) C G(f) c G(sen(2)), considerando la funcién sen(2)
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en el intervalo (0, 1]. Por otra parte, usando que esta funcién es conexa y
el Teorema 3.20 (més adelante), se obtiene otra demostracion de que tal

funcién f es de conectividad.

3.18 Observacién. A la funcién de conectividad dada en el Ejemplo
la continuidad le falla inicamente en un punto (en x = 0). La funcién
de Bruckner-Ceder, que exponemos en la Seccién 3.2, es una funcién de
conectividad, definida en el intervalo cerrado [0, 1], que no es continua en

cada punto de un subconjunto no numerable de ese intervalo.

Para finalizar esta seccién, a continuacién exponemos nuestra demos-
tracion de que para funciones real valuadas definidas en intervalos las
condiciones de conectividad y de conexa son equivalentes. Para esto, pri-

mero probamos el lema que sigue.

3.19 Lema. La restriccién de una funcién conexa de la recta real a cualquier

intervalo también es funcidon conexa.

Demostracion. Sea L un subconjunto de R, y sea f : L — R una funcién
conexa. Por el Teorema L es un conjunto conexo de R, y asi L es un
intervalo en R (Teorema([I.28). Ahora, tomemos un subintervalo propio de
L,digamos J. Debemos demostrar que f I;: ] = R es una funcién conexa; es
decir, debemos demostrar que la grafica G(f ) es un subconjunto conexo
del producto | x R.

Existen puntos p y g en R tales que ocurre uno de los siguientes casos:
W) J=1p,ql; @) ]=1p.9);B) ] = (p.ql; 4] = (p,9); 5) ] = [p, 0);
6) ] = (p,00); (7) ] = (=00,qL;y, (8) ] = (=00, 9).

A continuacién, demostramos lo requerido para el caso (1), y explica-

mos cOmo se obtiene el resultado en los otros casos a partir del primero.
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Supongamos que | = [p, q] y, procediendo por contradiccién, supongamos
que la grafica G(f [y,,) es no conexo.
Existen dos conjuntos separados y no vacios, en el espacio L X R, diga-
mos A y B, tales que
G(f lipq) =AUB.

Observamos que G(f) = G(f [1\[p,q1) UA U B. Analizamos los siguientes

dos casos:

I). Los puntos (p, f(p)) v (9, f(9)) pertenecen al conjunto A. En este caso

asociamos los conjuntos como sigue

G(f) = [G(f Tr\p.q) YA]UB.

Afirmamos que G(f [1\[p,q) UA y B son conjuntos separados no vacios

en el espacio L X R. En efecto,

[G(f Mivipa) Y AN B = [G(f Twypq) N BIUIA N B]

c L\ Ip, 1 xR) N ((p,q) xR) = (L\ (,9)) N (p,9)) X R = 0.
De manera similar,

[G(f Mujpa) YAINB = [G(f Mwjpq) N BIUIANB]

CC\Ip gl xR)N(Ip,q] xR) = (L\ [p,q) N [p,q) xR =0.

Por tanto,

[G(f Mpq) YVAINB =0 = [G(f ) VAINB.

Es decir; G(f) es no conexo, lo cual es una contradiccion.
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IT). Elpunto (p, f(p)) pertenece al conjunto A y el punto (g, f(g)) pertenece
al conjunto B. En este caso denotamos por E; = {x € L : x < p} y por
E, = {x € L : q < x}, los cuales son conjuntos separados. Observamos
que:
a) L=E,U[p,q]VE..
b) E1 N (p,q1=0=E>N[p,g).

¢) ExN[p,q1=0=E;NIp,ql

Asi, asociamos como sigue:

G(f) = [G(f Te,) UATUI[G(f TE,) U B].

Y, observamos que los conjuntos G(f Ig)U Ay G(f [g) U B son

conjuntos no vacios separados en el espacio L X R. En efecto,

[G(f Te,) VAIN[G(f TE,) U B]
= [G(f &) NBIUIG(f Ig,) N G(f 1e,)]U[ANBIUIG(f Ir,) NA]
C [(E:xR)N((p, g1 x R)JU[(E; X R) N (Ea X R)]U[(E2 x R) N ([p, 9] X R)]

=(ENp,q) X R)U ((E; NEy) X R) U (E2 N [p, q]) X R) = 0.

De manera similar,

[G(f T) VAIN[G(f Ig,) U B]
— [G(f 1+,) NBIUIG(f 1) NG Te)] VIANBI UG 1) N Al
C((E1nlpq) xR)U (E1 N E2) x R) U ((E2N [p, 7)) X R) = 0.
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Por tanto,

[G(f Te,) VAIN[G(f TE,) UBl =0 = [G(f T£,) UAINI[G(f IE,) UBI

Se obtiene que la grafica G(f) es no conexo. Esto es una contradiccién.

II). Los puntos (p, f(p)) y (4, f(q)) pertenecen al conjunto B. En este caso,
procediendo como el inciso I), se obtiene la contradiccion de que G(f)

€S No conexo.

IV). Los puntos (p, f(p)) pertenece al conjunto B y el punto (g, (7)) perte-
nece al conjunto A. En este caso, procediendo como en II), se obtiene

la misma contradiccién.

Las contradicciones obtenidas en los casos descritos, demuestran que
la grafica G(f [;) es un conjunto conexo, cuando | = [p, q].

A continuacién, analizamos los casos (2) | = [p,q) y (6) ] = (p, ), en los
otros casos se resuelve de manera similar.

Supongamos que ocurre (2) | = [p, q). En este caso, tomamos un entero

positivo N tal que p < g — &. Se tiene que
0 1 . - o
J= Q[qu - E] y, en consecuencia la grafica G(f ) = L_JIG( f r[p,q—%])'

Por lo demostrado anteriormente, cada grafica G(f I',,_1;) es un conjunto
conexo. Asi, se tiene que G(f [) es la unién de una sucesién creciente de

conjuntos conexos. Esto prueba que la grafica G(f ;) es conexo, en el caso

@) J=1Ip.9-
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Ahora supongamos que (6) | = (p, ). En este caso observamos que

o0 1 . o0
] = U[p + E,p + n] y, en consecuencia, G(f I) = EZJZ G(f r[p+%,p+n]).

n=2

Luego, como en el caso (2), concluimos que la gréafica G(f []) es conexo, en
el caso (6) | = (p, ).

O

3.20 Teorema. Una funcion real valuada definida en un intervalo es una

funcién de conectividad si, y s6lo si, es una funcién conexa.

Demostracion. (Necesidad) Se tiene por el Teorema

(Suficiencia) Consideramos una funcién conexa, f : L — R, donde L es
un intervalo en R. Sea | un subconjunto conexo de L. Sabemos que | es un
intervalo en L (Teorema [1.28). Por el Lema tenemos que f [;: ] —» R
es una funcién conexa. Es decir, la grédfica G(f [;) es un conjunto conexo.

Esto prueba que f : L — R es una funcién de conectividad. O

3.21 Nota. La demostraciéon del Teorema (asi como del Lema |3.19)
no la hemos encontrado en la literatura. Asi, éstas pueden considerarse
una pequefia aportacion de nuestra tesis. Aunque puede ser que estos
resultados sean evidentes para los especialistas, por la mencién de un caso

particular del Teorema que aparece en la pagina 126 de [5].

3.2. La funcidon de Bruckner-Ceder

En esta seccion presentamos una funcion conexa, definida en el interva-
lo cerrado [0, 1], en consecuencia de conectividad y de Darboux (Teoremas

y B.7), que no es continua en cada punto de un conjunto de Cantor
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en este intervalo. A esta funcion le llamamos funciéon de Bruckner-Ceder
porque la hemos tomado de [1]]. Para su definicién recurrimos al conjunto
de Cantor de los tercios medios en el intervalo [0, 1], el cual estudiamos en
la Seccién 2.1. En la nota que sigue anotamos los principales elementos de

la construccién de este conjunto.

3.22 Nota. Para un intervalo cerrado y acotado, digamos B = [, b], el ter-
cio medio de B es el intervalo abierto denotado y definido por T(B) =
(a+ b—“ ,b— b—a). El conjunto de Cantor de los tercios medios en el inter-
valo cerrado [0, 1], denotado por K, es definido como la interseccién de la
sucesion decreciente de conjuntos cerrados definida recursivamente como

sigue: A; = [0, 1] y, para cada nimero natural n > 2,

A, =A1\ U{T(B) : B es componente de A,_1}.

K= ﬂ :n € N}

Cada tercio medio, T(B), de cada componente, B, de cada uno de los
conjuntos A,, es referido como un intervalo contiguo al conjunto de Cantor
K. Ademads, denotamos por C° al conjunto de todos los puntos en el con-
junto de Cantor que no son puntos extremos de estos intervalos contiguos.

Es decir,

=K\ U{T(B) : B es componente de A, y n € IN}.
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3.23 Definicién. La funcion de Bruckner-Ceder, f : [0,1] — [-1,1] es dada

por la siguiente regla de correspondencia:

% —1 six €[a,b], donde (a,b) es un intervalo contiguo a K

f() =

0 si x pertenece al conjunto C°

A continuacién, mostramos un bosquejo de la grafica de esta funcién.

1
| | | | | | 1
| | | | | | >
if 2 1 2 7] 8
af 9 3 3 9] o
_1 —

Figura 3.1: La funcién de Bruckner-Ceder.

Como primer resultado de esta seccién vemos que la funcién de Bruckner-

Ceder no es continua.

3.24 Teorema. La funcién de Bruckner-Ceder no es continua en cada punto

del conjunto de Cantor.

Demostracién. Fijemos un punto x en el conjunto de Cantor K. Para cada
n € IN denotamos por By, a la componente del conjunto A, que contiene
al punto x, y por (a,, b,) al tercio medio de esta componente. Observamos

que lim, . a, = x = lim,_,o b,. Ademas, por la definicién de la funcién f
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de Bruckner-Ceder, para cada n € IN se tiene que f(a,) = -1y f(b,) =1. A

continuacién analizamos dos casos:

1) El punto x es un punto extremo de un intervalo contiguo, digamos
(a,b), al conjunto de Cantor K. En este caso, si x = a, se tiene que
f(x) = =1y asi, lim,,e f(by) # f(x); six = b, se tiene que f(x) =1y
asi, lim,, f(a,) # f(x). En cualquier caso, es decir x = a2 0 x = b, esto

muestra que la funcién f no es continua en el punto x.

2) El punto x no es un punto extremo de ningin intervalo contiguo
al conjunto de Cantor K. En este caso, por definicién de la funcién
Bruckner-Ceder, se tiene que f(x) = 0. Asi, lim,,—,. f(a,) # f(x) (también
lim,_,. f(b,) # f(x)). Esto prueba que la funcién f no es continua en el

punto x.

3.25 Teorema. La funcion de Bruckner-Ceder es una funcién conexa.

Demostracion. Veamos que la grafica G(f) de la funcién de Bruckner-Ceder,
f, es conexa. Consideremos dos conjuntos abiertos y disjuntos en G(f),
digamos U y V tales que G(f) = U U V. Supongamos que (0, 0) pertenece
al conjunto U. Vamos a demostrar que G(f) = U (asi V = 0). Para esto

definimos los siguientes conjuntos:

G.={(x, f(x):0<x<z} y GU)={ze[0,1]:G.c U}

Notemos que 0 € G(U). Asi G(U) no es vacio. Es claro que G(U) es acotado
superiormente. Denotemos = sup G(U). Afirmamos que 8 > 0. En efecto,

tomemos un conjunto abierto basico en G(f) que contenga al punto (0,0) y
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que esté contenido en U; es decir tomemos ntimeros A, A, > 0 tales que
[(=A1, A1) X (=A2, )N G(f) Cc UL

Fijemos un nimero entero positivo N tal que 3% < A;. Notemos que el
intervalo (5, ) es un intervalo contiguo al conjunto de Cantor, con punto

asi (527,0) € [(=A1, A1) X (=A2,A2)] N G(f). Con un argumento

2x3N 7

3
2:3N7

medio
similar se prueba que, el segmento de recta que constituye la grafica de
la funcién f a los intervalos contiguos al conjunto de Cantor que estan
contenidos en el intervalo [0, _%N), a la que denotaremos por L,, donde «a
denota el infimo de cada intervalo contiguo, cumple que L, N U # () para
todo a. Dado que U es también cerrado en G(f) y L, es conexo, se cumple
que L, C Uparatodoa (véase Teorema. En consecuencia, z pertenece
a G(U). Asi, p > 0.

A continuacién, probaremos que el punto (5, f(B)) € U, para esto, ana-

licemos tres casos:

1. B pertenece al intervalo (4, b], donde (g, b) es un intervalo contiguo.
En este caso, tomamos una sucesion {z,}> , en G(U) tal que z, < z,41
y lim,, . z, = . Como f es continua (por la izquierda) en f, se sigue

que lim,, . f(z,) = f(B). Luego,

lim (z,, f(z1)) = (B, (B))
Notamos que, para todo n € N, (z,, f(z,)) € U y U es un conjunto
cerrado en G(f) se sigue que (B, f(B)) € UL

2. B = a, donde (4, b) es un intervalo contiguo. En este caso, tomamos

una sucesion {a,}”  de G(U) tal que a, < a,1 < B, lim,,eca, = By,
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para cada n € N, existe b, tal que a, < b, y (a,,b,) es un intervalo

contiguo al conjunto de Cantor.

Observamos que (a,, f(a,)) € U, pues a, € G(U) paratodon € N, y
(ay, f(a,)) = (a,,—1) para todo n € IN. Entonces

lim (a,, f(a.)) = (B,=1) = (B, f(B))-

Finalmente, como U es cerrado en G(f) y para todo n, (a,, f(a,)) € U.

Se sigue que (B, f(B)) € U

3. B pertenece al conjunto C°. En este caso, tomamos una sucesion {a,} > ,

de G(U) con las mismas condiciones que el caso anterior, y para

cada n € IN, denotamos m, = “"2;}’”, es decir, m, es el punto medio
del intervalo contiguo (a,, b,). Observemos que (m,, f(m,)) € U. En
efecto, como m, < f8, existe z € G(U) tal que m, < z < B, por lo que

(mn/ f(mn)) € Gz c Uu.

Ademas, f(m,) =0 = f(p) paratodon € Ny asi,
lim (my, f(mn) = (B, f(B))-

Por tanto, (8, f(B)) pertenece al conjunto U, por ser U un conjunto

cerrado en G(f).

Ahora que tenemos que (B, f(B)) pertenece al conjunto U afirmamos que
Gg C U. En efecto, como f = sup G(U) podemos considerar una sucesién

{za}72, de G(U) tal que lim,,,, z, = . Observemos que

(G VI B} = Gy
n=1

56



En efecto, como z, < f para todo n € N, se tiene que G,, C Gg para todo

neN. As,
(JG) Ul £ < G
n=1

Reciprocamente, si (x, f(x)) € Gg \ {(, f())}, entonces 0 < x < 8. Luego,
como lim,,_,., z, = By z, < B, podemos tomar m € IN tal que x < z,, < . Se

tiene que (x, f(x)) € G,,,. Esto prueba que:

Gs < (|JG-) Ul £
n=1

Por otra parte, como z, € G(U) se tiene que G,, C U, para todo n € IN.
Ademds, como se tiene que (f, f(f)) € U y por lo probado anteriormente,
Ggc U.

Finalmente, vamos a probar que = 1. Para hacerlo vamos a suponer
que no es asi y como sabemos que 0 < § < 1; con esto, estamos suponiendo
que f < 1y vamos a analizar los siguientes casos, tomando en cuenta la

existencia de un € > 0 tal que

[(B—e p+e)x(f(B)—e€ f(B)+e)]NG(f) c U

I). p pertenece al intervalo [a,b) donde (4,b) es un intervalo contiguo.
Dado que f es continua en [a,b) existe 6 > 0 y 6 < € tal que si
z € (B, p+0) entonces f(z) € (f(B) —¢€, f(B) +€). Se sigue que para todo
z€(B,p+0),

(z, f) elB—€p+e)X(f(B)—¢€ f(B)+e)]NG(f) c UL
Fijamos w € (B, + 6), entonces G, = Gg U G(f [gw)) C U, se sigue
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que w € G(U) lo cual es una contradiccén por ser = sup G(U).

II). p =0b, donde (a,b) es un intervalo contiguo al conjunto de Cantor K.
En este caso, (8, f(B)) = (B,1) € U. Ahora, consideremos el intervalo
[5,B + €). Existe un ntimero entero positivo m tal que el intervalo
[B, B + €) contiene una componente del A,, (véase Teorema 2.11)). Sea
w = sup T(Bg,,) donde Bg,, es componente del conjunto A,,, donde

podemos afirmar que f(w) = 1; asi,

(w, fw)) e [(B—€,p+€) X (f(B)—€, f(B) +€)]NG(f) c UL

Bastard demostrar que G, C U.

Sea (x, f(x)) € Gy, entonces 0 < x < w. Si x € [0, §], entonces (x, f(x))

pertenece al conjunto U, pues (x, f(x)) € Ggy Gg C U.

Sip < x < w, analizaremos dos casos:

= x pertenece al intervalo [p, q], donde (p, g) es un intervalo conti-

guo. En este caso, (x, f(x)) € L,. Méas atin,

@ f@) = (q,1) el(B-ep+e)x(f(f)—e f(B)+)]NG(f) cU

Dado que L, N U # 0, L, conexo y, U conjunto abierto y cerrado

en G(f), entonces L, C U y por tanto, (x, f(x)) € L.

» x pertenece al conjunto C°. Para este caso, supongamos que
(x, f(x)) no pertenece a U, por lo que (x, f(x)) pertenece al con-

junto V. Ademas, f(x) = 0.

Dado que x es un punto de Cantor, por Teorema [2.1| existe una

tinica sucesion decreciente de intervalos cerrados, {B, .}, tal
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I).

que, para cada n € IN, B, , es una componente del conjunto A,.
Para cadan € IN tomamos el punto medio x, en las componentes
B, asi, {x,}’7, es una sucesién que converge al punto x. Note-
mos que f(x,) = 0 para cada n € IN. Asi, {(x,, f(x,))} ., es una
sucesion de puntos de G(f) tal que im,, . (x,, f(x1)) = (x, f(x)).
Ahora, como V es un conjunto abierto que contiene al punto
(x, f(x)), existe m € IN tal que (x,,, f(x,)) € V. Denotemos como
c = inf T(By,,) y d = sup T(By,») como los puntos extremos del
intervalo contiguo donde x,, es el punto medio. Se sigue que
LNV # 0y, como en el caso anterior se concluye que, L. C V.

Por otro lado, f(d) =1 asi,

(d, fd)) €[(B—ep+e)x(f(B) —e€ f(B) + )] NG(f) c U

Entonces, L. N U # 0, U conjunto abierto y cerrado, y L. conexo;
se concluye que L, C U, lo cual es una contradiccion. Por tanto,

(x, f(x)) pertenece al conjunto U.

Es decir, w > By w € G(U), lo cual es una contradiccién por ser

B =sup G(U).

B pertenece al conjunto C°. En este caso, f(f) = 0. Consideremos el
intervalo [, + €). Existe un ntimero entero positivo m tal que el
intervalo [, + €) contiene una componente del A,, (véase Teorema
. Sea wy el punto medio de T(Bg,,) donde B, es componente del

conjunto A,,, donde podemos afirmar que f(w,) = 0; asi

(wo, f(wo)) € [(B —€,B+€) X (f(f) —€ f(B) + )] NG(f) c U
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Bastard demostrar que G, C U.

Sea (x, f(x)) € Gy,, entonces 0 < x < wy. Si x € [0, ], entonces (x, f(x))

pertenece al conjunto U, pues (x, f(x)) € Ggy Gg C U.

Sip < x < wp, analizaremos dos casos:

» x pertenece alintervalo [r, s] donde (7, s) es un intervalo contiguo.

En este caso, (x, f(x)) € L,. Mas atn, para u = =%,

(w, f(W) = (w,0) € [(B—€,p+€)x(f(B) =€ f(B) +e)ING(f) cU

Dado que L, N U # 0, L, conexo y, U conjunto abierto y cerrado

en G(f), entonces L, C U y por tanto, (x, f(x)) € U.

= x pertenece al conjunto C°. Para este caso, f(x) = 0. Observamos,

(x, f(x)) € [(B—e€, B +e) X (f(B) —¢ f(B) + )] NG(f) c U

Por tanto (x, f(x)) € U

Es decir, wy > By wy € G(U), lo cual es una contradiccién por ser

B = sup G(U).

Esa misma contradiccién en los tres casos anteriores, demuestra que
B = 1. Luego, como Gg C Uy G; = G(f) se obtiene que G(f) C U Asi,
G(f) = U (en consecuencia V = 0). Esto prueba que la grafica G(f) es
conexo. En conclusidn, f es una funcién conexa.

O

3.26 Corolario. La funcion de Bruckner-Ceder es una funcidon de conecti-

vidad y es una funcién de Darboux.
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Demostracién. Por Teorema la funcion de Bruckner-Ceder es una fun-
cién conexa, definida en el intervalo cerrado [0, 1]. Luego, por el Teorema
3.20] ésta es una funcion de conectividad. En consecuencia, por Teorema

también es una funciéon de Darboux. m|

3.27 Observacion. La funcién de Bruckner-Ceder muestra que existen fun-
ciones conexas (de conectividad y de Darboux), que son discontinuas en
cada punto de un conjunto no numerable. Por otra parte, observamos que
la funcién de Bruckner-Ceder es continua en cada punto de todo inter-
valo contiguo al conjunto de Cantor. En relacién con esto no sabemos las

respuestas a los problemas que planteamos a continuacion.

3.28 Problema. ;Existen funciones conexas que son discontinuas en todo

punto de su dominio?

3.29 Problema. ;Existen funciones de conectividad que son discontinuas

en todo punto de su dominio?

3.30 Problema. ;Existen funciones de Darboux que son discontinuas en

todo punto de su dominio?

3.3. La funcidn de Ciesielski-Kellum

En esta seccién presentamos una funcién de Darboux en el intervalo
cerrado [0, 1] que no es conexa (en consecuencia, tampoco es una funcién
de conectividad , Teorema 3.8), y que no es continua en cada punto de un
conjunto de Cantor en este intervalo. A esta funcién le llamamos funcién
de Ciesielski-Kellum porque la hemos tomado de [3]. Para la definicién
de ésta, utilizamos el conjunto de Cantor de los quintos medios en el

intervalo cerrado [0, 1], el cual estudiamos en la Seccién 2.2. En la nota
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siguiente anotamos los principales elementos de la construcciéon de este

conjunto.

3.31 Nota. Para un intervalo cerrado y acotado, digamos B = [a,b], los
quintos medios de B son los intervalos abiertos denotados y definidos por
Ti(B) = (a+1(b—a),a+2(b—a)) y T«B) = (a+2(b—a),a+ 2(b—a)). El primero
es referido como el quinto medio izquierdo de B y el segundo como el
quinto medio derecho de B. También, denotamos T(B) = T;(B) U T,(B). El
conjunto de Cantor de los quintos medios en el intervalo cerrado [0, 1],
que denotado por Ks, es definido como la intersecciéon de la sucesion
decreciente de conjuntos cerrados definida recursivamente como sigue:

A1 =[0,1] y, para cada niimero natural n > 2,

A, =A1\ U{T(B) : B es componente de A,_1}.

Ks = m{An:n e NJ.

Cada uno de los quintos medios, Ti(B) y T,(B), de cada componente, B,
de cada uno de los conjuntos A,, es referido como un intervalo contiguo al
conjunto de Cantor Ks.

Denotamos por T° ala unién de la coleccion de todos los quintos medios
de todas las componentes B de los conjuntos A,, y por T a la unién de la

coleccion de las cerraduras de todos esos quintos medios. Es decir,
T = U{T(B) : Bescomponentede A, yn € N}, y

T= U{T(B) : B es componente de A, y n € IN}.

En otras palabras, T° es la unién de todos los intervalos contiguos al
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conjunto de Cantor Ks, y T es la unién de la cerraduras de todos esos
intervalos contiguos.

Denotamos por C: a la diferencia [0,1] \ T. Observamos que C: es la
coleccién de todos los puntos de Ks que no son puntos extremos de los

: : 4 : 1 1 o
intervalos contiguos a éste. Por ejemplo, 5 y 75 son puntos de C:.

3.32 Definicién. Para cadan € IN, y para cada componente By del conjunto

A,, definimos la funcién f,x : T(Bx) — [0, 1], como sigue:

(5" -5k -2)(x— K1)+ 82§ e[, ok
fn,k(x) =

(5k + 2)(x — &3 si xe [, Ak

Luego, mostramos un bosquejo de las graficas de 4 de estas funciones.

|
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Figura 3.2: Las funciones fi, f20, 22 V f24-

3.33 Proposicién. Cada funcién f,x es funcién sobreyectiva.

63



Demostracién. Observamos que la funcién f,, transforma linealmente la

cerradura del quinto medio izquierdo de la componente B; en el inter-

5k+2

valo cerrado [%5*,

1]; y transforma linealmente la cerradura del quinto

5k+2
7 5)1

fux(T(By)) = [0, £2]U[%2,1] = [0, 1]. 0

4 5}1 5]1 4

medio derecho en el intervalo cerrado [0 ]. De este modo vemos que

3.34 Notacién. La diagonal del plano euclidiano es denotado por A. Es

decir, A = {(x,x) : x € R}.

3.35 Proposiciéon. La grafica de cada funcién f,x es ajena de la diagonal

del plano euclidiano.

Demostracién. Observamos que para cada punto x en el intervalo cerrado

5';1, 5';2] se tiene que x < f, x(x). Asi la grafica de esta funcién restringida
a la cerradura del quinto medio izquierdo, Ty(By) = [%, %2], se localiza

arriba de la diagonal del plano euclidiano. Similarmente, para cada punto

5k+3 5k+4
5n 7 5n

x en el intervalo cerrado [ ] se tiene que f,x(x) < x. Consecuen-

temente, la gréfica de esta funcién restringida a la cerradura del quinto

medio derecho, T,(By) = [5’;—:3, 5’;4], se localiza abajo de la diagonal del

plano euclidiano. Esto prueba que G(f,.x) N & = 0. O

3.36 Definicién. La funcién f : [0,1] — [0, 1] es dada por la siguiente regla

de correspondencia:

1-x si xe[0,1]\{3, 3}

folx) =

si X ==

N =

1 : —
10 S1 X =

1
2

A continuacién, mostramos un bosquejo de esta funcién.
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Figura 3.3: La funcién fp.

3.37 Proposicién. La grafica de la funcion f; es ajena de la diagonal del

plano euclidiano.

Demostracion. Observemos que para cada punto x en el intervalo [0, 1) se
tiene que x < fy(x). Asila grafica de esta funcion restringida a este intervalo
se localiza arriba de la diagonal del plano inclinado. Similarmente, para
cada punto en el intervalo [3,1] se tiene que fo(x) < x. Luego, la gréfica
de la funcién f, restringida a este segundo intervalo se localiza abajo de la

diagonal del plano euclidiano. Esto prueba que G(fy) N A = 0. O
3.38 Definicién. La funcion de Ciesielski-Kellum, f : [0,1] — [0,1] es dada

por la siguiente regla de correspondencia:

fai(x) si existen enteros positivos n y k tales que

0<k<5"!—1yxeT(By)

fo(x) si  xpertenece al conjunto C2

3.39 Observacion. En otros términos la funcion de Ciesielski-Kellum se
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define como sigue:

1. Sixesunpunto en el conjunto T, es decir, si x pertenece a la cerradura
de alguno de los quintos medios de alguna componente By de alguno
de los conjuntos A,, entonces la funcién f asigna a este punto x lo

mismo que le asigna la funcién f,,.

2. Sixno pertenece al conjunto T, es decir si x pertenece C;, entonces la

funcién f asigna a tal punto x lo mismo que le asigna la funcién f;.

3.40 Teorema. La funcion de Ciesielski-Kellum no es continua en cada

punto del conjunto de Cantor.

Demostracion. Fijemos un punto x en el conjunto de Cantor Ks. Para cada
n € IN denotamos por B,, a la componente del conjunto A, que contiene
al punto x, y por (a,,b,) al quinto medio izquierdo de esta componente y
por (c,, d,) al quinto medio derecho de esta componente. Observamos que
lim, e b, = lim,_, ¢, = x. Ademads, por la definicién de la funcién f de
Ciesielski-Kellum, para cada n € N se tiene que f(b,) =1y f(c,) = 0. A

continuacién analizamos tres casos:

1) El punto x es un punto extremo de un quinto medio izquierdo, digamos
(a,b), de la componente del conjunto A,. En este caso, si x = g, se tiene
que lim,o, f(b,) # f(x) (también lim, . f(c,) # f(x)); si x = b, se tiene
que f(x) =1y asi, lim,_. f(c,) # f(x). En cualquier caso, es decir x = a

0 x = b, esto muestra que la funcién f no es continua en el punto x.

2) El punto x es un punto extremo de un quinto medio derecho, digamos
(c,d), de la componente del conjunto A,. En este caso, si x = ¢, se
tiene que f(x) = 0y asi, lim,—. f(bs) # f(c); si x = d, se tiene que,
lim, e f(b,) # f(x) (también lim,_,. f(c,) # f(x)). En cualquier caso, es
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decir x = c 0 x = d, esto muestra que la funcién f no es continua en el

punto x.

3) El punto x no es un punto extremo de ningtin intervalo contiguo al
conjunto de Cantor Ks. En este caso, si tenemos que f(x) # 0, entonces,
lim, e f(cn) # f(x). Y, si f(x) = 0, entonces lim,_, f(b,) # f(x). Esto

prueba que la funcién f no es continua en el punto x.

O
3.41 Teorema. La funcién de Ciesielski-Kellum no es una funciéon conexa.

Demostracion. Para ver ésto, denotemos
Av={x,eR:x<yl vy A ={xy)eR:y<x}

Observamos que A, y A_ son conjuntos abiertos en el plano euclidiano.
Ademas, éstos son disjuntos; de hecho, A, se localiza arriba de la diagonal
Ay A por abajo.

Por otra parte, notamos que, por la definicion de la funcién f de
Ciesielski-Kellum, y por las Proposiciones y la grafica G(f) de
esta funcién no intersecta a la diagonal del plano euclidiano. Asf, se tiene
que

G(f) = (G(f) N a) U (G(f) N A).

Finalmente, notamos (0, 1) pertenece al conjunto G(f) N A, y (1,0) per-
tenece al conjunto G(f) N A_. En resumen, G(f) es la unién de dos de sus
conjuntos abiertos, disjuntos y no vacios. Esto prueba que la funcién f de

Ciesielski-Kellum no es conexa. O

Con los Teoremas 3.8y se tiene el resultado siguiente.
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3.42 Corolario. La funcién de Ciesielski-Kellum no es una funciéon de

conectividad.
3.43 Teorema. La funcidon de Ciesielski-Kellum es una funcién de Darboux.

Demostracién. Sea E un subconjunto conexo del intervalo cerrado [0, 1]. Si
E consiste de un tnico punto entonces f(E) también es un conjunto con
un Unico punto, por lo cual es conexo. En lo que sigue suponemos que
E contiene més de un punto. Fijemos dos puntos, x y y en E, con x < y.
Denotemos a = inf E y b = sup E. Notamos quea < x <y < b. Asia < b.
Observamos que (a,b) C E C [a, b]: porque si w € (a,b), entonces a < w < b.
Luego, por la definicién de a y de b, existen puntos r y s en el conjunto E
tales que r < w < s. Como E es conexo, se tiene que el intervalo abierto
(r,5) estd contenido en E. Se sigue que w € E. Esto prueba que (a,b) C E.
Por otra parte, por la definicién de a y de b también se tiene que, para todo
punto z € E se tiene que a < z < b. Por ésto, E C [a,b]. Ahora, de acuerdo al

Teorema2.11] analizamos dos casos:

Caso 1. Existe un entero positivo m tal que el intervalo abierto (a,b)
contiene una componente del conjunto A,,. En este caso sea By una compo-
nente del conjunto A,, tal que By C (a,b). Recordemos que By contiene a la
unién de las cerraduras de sus quintos medios. Se sigue que T(By) C (a, b).
Como la funcién que estamos analizando, f, coincide con la funcién f,x
en el conjunto T(By), y como fy,x : T(Bx) — [0,1] es una funcién sobreyec-
tiva. Se obtiene que f((a,b)) = [0,1] y, puesto que (a,b) C E, se sigue que
f(E) = [0,1]. Luego, en este caso, f(E) es conexo.

Caso 2. El intervalo abierto (g, b) estd contenido en algtin intervalo con-
tiguo al conjunto de Cantor Ks. En este caso, existen ntimeros enteros

positivos n y k tales que 0 < k < (5"7!) — 1 y el intervalo (4, b) esta contenido
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en el quinto medio izquierdo, o en el quinto medio derecho, de la compo-
nente By del conjunto A,. Es decir. (a,b) C T)(Bx) o (a,b) C T,(Bi). Ahora,
como la funcién f, coincide con la funcién f, x en cada uno de estos quintos
medios, y como la funcién f,x es continua en cada uno de estos quintos

medios, se obtiene que f(E) es un conjunto conexo. O

3.44 Observacién. La funcién de Ciesielski-Kellum muestra que existen
funciones de Darboux, que son discontinuas en cada punto de un conjunto
no numerable. Por otra parte, observamos que la funcién de Ciesielski-
Kellum es continua en cada punto de todo intervalo contiguo al conjunto
de Cantor. En relacién con esto reiteramos que no sabemos la respuesta la

cuestion que planteamos en el Problema [3.30]
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