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vi ÍNDICE GENERAL



Introducción

El término de programación lineal semi-infinita se aplica a problemas
en los que se debe minimizar una función lineal en n-variables reales las
cuales están sujetas a un sistema lineal con un número infinito de desigual-
dades. Una diferencia notable entre la programación lineal semi-infinita y la
programación lineal ordinaria (n-variables, m-desigualdades) es que en esta
última, el conjunto factible es un poliedro y por tanto un conjunto convexo y
cerrado, mientras que en la semi-infinita el conjunto factible es un conjunto
convexo y cerrado, pero ya no tiene por qué ser poliedro.

En programación lineal ordinaria es equivalente resolver el problema de
optimización a resolver el sistema de restricciones. Es decir, un
método que sirve para resolver el problema de optimización sirve tam-
bién para resolver el sistema de inecuaciones. Pero en la programación
semi-infinita esto no se cumple, es más, por lo general, en este caso, es
necesario resolver primero el sistema de restricciones para resolver el
problema de optimización. Es por esto que, en este trabajo mostraremos
algunos teoremas de consistencia para los sistemas lineales semi-infinitos
además, probaremos que mucha de la teoŕıa que se cumple para los sistemas
de desigualdades lineales ordinarios pueden extenderse a los sistemas de
desigulaldades semi-infinitos.

En el caṕıtulo uno hacemos una revisión de los conceptos básicos
necesarios para la comprensión de la teoŕıa que se desarrolla más adelante.
En el caṕıtulo dos presentaremos la teoŕıa de consistencia de los sistemas
de inecuaciones lineales ordinarios, finalmente, en el caṕıtulo tres
desarrollamos la extensión de la teoŕıa presentada en el caṕıtulo dos a los
sistemas de inecuaciones lineales semi-infinitos.

1
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos básicos

En esta sección revisaremos algunas definiciones y resultados básicos de
subespacios lineales de Rn que nos permitirán desarrollar la teoŕıa sobre
sistemas de desigualdades lineales que se presentará en el capitulo 2.

Un vector en Rn es una n-ada (o arreglo) de números escritos en un
renglón o columna. En este trabajo un vector x ∈ Rn se considerará
escrito en forma de columna y se denotará xT a su vector transpuesto.

Producto interior

Cualesquiera dos n-vectores x =


x1
.
.
.
xn

 y y =


y1
.
.
.
yn

 se pueden

multiplicar. El resultado de esta multiplicación es un número real denomina-
do producto interior o producto punto de los dos vectores, el cual se define
como sigue:

xy = x1y1 + · · ·+ xnyn =

n∑
i=1

xiyi.

En este trabajo se tomará el producto escalar de un vector renglón y un

3



4 Preliminares

vector columna, es decir

xTy = (x1, . . . , xn)


y1
.
.
.
yn

 = x1y1 + · · ·+ xnyn =
n∑
i=1

xiyi.

Norma de un vector

Se pueden usar varias normas de un vector. Aqúı se usará la norma
euclidiana. Esta norma es la ráız cuadrada del producto interior del vector
consigo mismo. En otras palabras, la norma de un vector x ∈ Rn, que se
denota por ||x||, está dada por

||x|| :=

√√√√ n∑
i=1

(xi)
2.

Distancia entre dos puntos

La distancia Euclidiana entre dos puntos x,y ∈ Rn es la ráız cuadrada
del producto punto del vector diferencia consigo mismo. Esto es, la distancia
entre dos puntos x,y, que se denota por d(x,y) esta dada por

d(x,y) :=

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

Bolas y esfera

Con la distancia Euclidiana se pueden definir conjuntos en Rn.
Sean x ∈ Rn y ε > 0 un número real positivo,

(i) El conjunto

B(x, ε) = {y ∈ Rn | d(x,y) < ε}

se llama bola abierta con centro en x y radio ε.

(ii) El conjunto

B(x, ε) = {y ∈ Rn | d(x,y) ≤ ε}
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se llama bola cerrada con centro en x y radio ε.

(iii) El conjunto

S = {y ∈ Rn | d(x,y) = ε}

se llama esfera con centro en x y radio ε.

Subespacios lineales

Definición 1.1. Diremos que un subconjunto SL no vaćıo de Rn es un
subespacio lineal o simplemente espacio lineal (de Rn) si satisface las
siguientes propiedades.

(i) Si x, y ∈ SL, entonces x + y ∈ SL.
(ii) Si x ∈ SL, α ∈ R, entonces αx ∈ SL.

Aśı todo subespacio de Rn contiene al 0n.
Dado un conjunto no vaćıo X ⊂ Rn, se llama envoltura lineal de X al
menor subespacio vectorial que contiene a X, que denotaremos por span X.

Conjuntos afines

Definición 1.2. Sea A ⊂ Rn. Diremos que A es af́ın si
A = x + SL para algún x ∈ Rn y SL algún subespacio lineal de Rn.
Esto es, un conjunto es af́ın, si es el resultado de sumar un vector fijo a
un subespacio lineal.

A SL se le llama subespacio paralelo de A.
Dado un conjunto no vaćıo X ⊂ Rn, se llama envoltura af́ın de X, al
menor conjunto af́ın que contiene a X, que denotaremos por aff X.
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Combinaciones lineales

Una combinación lineal (CL) de los vectores x1,x2, . . . ,xp ∈ Rn es una
expresión de la forma

∑p
i=1 αix

i, con αi ∈ R, i = 1, . . . , p.

Conjunto generador

Se dice que los vectores x1,x2, . . . ,xn ∈ Rn generan a Rn, si todo vector
en Rn se puede escribir como una combinación lineal de ellos. Es decir, para
todo v ∈ Rn, existen α1, α2, . . . , αn tales que

v = α1x
1 + α2x

2 + · · ·+ αnx
n.

Espacio generado por un conjunto de vectores

Sean x1,x2, . . . ,xn ∈ Rn. El espacio generado por {x1,x2, . . . ,xn} es el
conjunto de combinaciones lineales de x1,x2, . . . ,xn es decir,

gen {x1,x2, . . . ,xn} = {v | v = α1x
1 + α2x

2 + · · ·+ αnx
n}

donde α1, α2, . . . , αn son escalares arbitarios.

Independencia y dependencia lineal

Una colección de vectores x1,x2, . . . ,xm de dimensión n es linealmente
independiente si

m∑
i=1

λix
i = 0n implica que λi = 0 para i = 1, 2, . . . ,m.

Una colección de vectores se denomina linealmente dependiente si los
vectores no son linealmente independientes. Por tanto, x1,x2, . . . ,xm son
linealmente dependientes si existen λ1, λ2, . . . , λm, no todos cero, tales que∑m

i=1 λix
i = 0n.

Base

Definición 1.3. Un subconjunto finito de vectores {x1,x2, . . . ,xn} de un
subespacio lineal SL es una base de SL si

(i) {x1,x2, . . . ,xn} es un conjunto linealmente independiente.
(ii) {x1,x2, . . . ,xn} genera a SL.



1.2 Conjuntos convexos 7

Todo conjunto de n vectores linealmente independientes en Rn es una
base para Rn.

Ejemplo 1.1. En Rn se definen

e1 =



1
0
0
.
.
.
0


, e2 =



0
1
0
.
.
.
0


, e3 =



0
0
1
.
.
.
0


, . . . , en =



0
0
0
.
.
.
1


,

aśı {e1, e2, e3, . . . , en} es un conjunto linealmente independiente y, por lo
tanto, constituye una base para Rn. Esta base se llama base canónica para
Rn.

Definición 1.4. La dimensión de un subespacio lineal SL de Rn es la
cardinalidad de cualquiera de sus bases, la cual denotaremos por dim SL.

Con lo anterior tenemos que dim Rn = n, dim {0n} = 0.

Definición 1.5. La dimensión de un conjunto af́ın A = x+SL es la de SL.
Esto es dim A = dim SL.

1.2. Conjuntos convexos

En esta sección se introduce una familia de conjuntos, llamados convexos,
además se considerarán algunas de sus propiededes básicas, ya que son de
gran utilidad en la construcción y análisis de los modelos de programación
matemática y en particular, de programación lineal.

Definición 1.6. C ⊂ Rn es convexo si (1− λ)x1 + λx2 ∈ C cualesquiera
que sean x1, x2 ∈ C y λ ∈ [0, 1]. La dimensión de C 6= ∅ es la de su
envoltura af́ın, es decir, dim C := dim aff C.

En otras palabras un conjunto C ⊆ Rn es convexo si para cualquier
pareja de puntos x1,x2 ∈ C, el segmento de recta que une estos dos puntos
está también en C.
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Observación 1.1. Por convenio, ∅ también es convexo y
dim ∅ = −1.

Ejemplo 1.2. (a) Los puntos son convexos de dimensión 0.

(b) Las rectas, los segmentos y las semirectas son convexos de dimensión 1.

(c) Un cubo en R3 es un conjunto convexo de dimensión 3.

(d) Sea 0n ∈ Rn, entonces C = {x ∈ Rn | d(0n,x) < 1} = B(0n, 1) es
un conjunto convexo en Rn de dimensión n.

(e) Los subespacios lineales en Rn son conjuntos convexos.

(f) Los conjuntos afines son conjuntos convexos.
Prueba: Sea x ∈ Rn y definamos, A = x + SL donde SL es un subespacio
lineal de Rn. Si x1, x2 ∈ A y λ ∈ [0, 1], se puede escribir x1 = x + s1l y
x2 = x + s2l , donde s1l , s2l ∈ SL, entonces

(1− λ)x1 + λx2 = x + s1l − λx− λs1l + λx + λs2l = x + (1− λ)s1l + λs2l ∈ A,

pues (1− λ)s1l + λs2l ∈ SL.

(g) El conjunto Rn sin el origen 0n no es convexo.

Teorema 1.1. Si {Ci, i ∈ I} es una familia de conjuntos convexos, entonces⋂
i∈ICi también es convexo.

Demostración. Si
⋂
i∈I Ci = ∅ no hay nada que probar.

Sean x1, x2 ∈
⋂
i∈I Ci y sea λ ∈ [0, 1]. Entonces, (1−λ)x1 +λx2 ∈ Ci, para

todo i ∈ I, es decir, (1− λ)x1 + λx2 ∈
⋂
i∈I Ci.
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Definición 1.7. Un conjunto no vaćıo es un poliedro si es el conjunto de
soluciones de cierto sistema (finito) de inecuaciones (débiles) lineales.

Recordemos que una combinación lineal (CL) de los vectores
x1,x2 . . . ,xp ∈ Rn es una expresión de la forma

∑p
i=1 αix

i, con
αi ∈ R, i = 1, . . . , p. Dicha CL se dice que es no negativa cuando αi ≥ 0,
para todo i = 1, . . . , p. Si

∑p
i=1 αi = 1, la CL se dice que es af́ın. Una CL es

convexa cuando es no negativa y af́ın. Aśı una combinación lineal convexa
de un número finito de puntos x1,x2 . . . ,xp se define como el punto

x =

p∑
i=1

αix
i, donde αi ≥ 0, i = 1, . . . , p;

p∑
i=1

αi = 1.

Proposición 1.1. Sea ∅ 6= C ⊂ Rn. C es convexo si y sólo si C contiene
todas las combinaciones lineales convexas de elementos de C.

Demostración. Supongamos que C es convexo. Probaremos, por
inducción sobre el número de elementos, p, que C contiene a cualquier
combinación convexa de puntos de C.

Para p = 1 es trivial. Supongamos cierto el enunciado para combina-
ciones lineales convexas de hasta p puntos, y consideremos x :=

∑p+1
i=1 λix

i,

con {x1, . . . ,xp+1} ⊂ C,
∑p+1

i=1 λi = 1 y λi ≥ 0, i = 1, . . . , p + 1. Si algún
λi = 0 ya no hay nada que probar, por hipótesis de inducción. Supongamos,
pues, λi 6= 0, para todo i = 1, . . . , p+ 1. Al ser 1− λp+1 =

∑p
i=1 λi > 0.

Entonces
p∑
i=1

λi
(1− λp+1)

= 1

y, por hipótesis de inducción

p∑
i=1

λi
(1− λp+1)

xi ∈ C.

Entonces como C es convexo y
∑p

i=1
λi

(1−λp+1)
xi, xp+1 ∈ C,

x =

p∑
i=1

λix
i + λp+1x

p+1 = (1− λp+1)

p∑
i=1

λi
(1− λp+1)

xi + λp+1x
p+1 ∈ C.

El rećıproco es trivial: Si C contiene todas las combinaciones lineales
convexas de puntos de C, entonces C contiene todas las combinaciones
lineales convexas de dos puntos de C y, por tanto, C es convexo.
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Definición 1.8. La Envoltura convexa de un conjunto X ⊂ Rn es el
menor conjunto convexo que lo contiene. Se denota por conv X y es la
intersección de todos los conjuntos convexos que contienen a X.

Figura 1.1: Envoltura convexa

Observación 1.2. conv ∅ = ∅.

Proposición 1.2. Si X 6= ∅, conv X es el conjunto de todas las
combinaciones lineales convexas de puntos de X.

Demostración. Sea C el conjunto de todas las combinaciones lineales con-
vexas de puntos de X. Por la proposición 1.1, X ⊂ C ⊂ convX. La de-
mostración se completa probando que C es convexo. Dados dos elementos
de C, es decir, dos combinaciones lineales convexas de puntos de X, puede
suponerse (añadiendo ceros como coeficientes si fuera necesario) que lo son
del mismo conjunto {x1, . . . ,xp} ⊂ X. Sean

∑p
i=1 αix

i y
∑p

i=1 βix
i dos com-

binaciones lineales convexas del conjunto {x1, . . . ,xp}, y sea λ ∈ [0, 1]. Se
tiene

(1− λ)

p∑
i=1

αix
i + λ

p∑
i=1

βix
i =

p∑
i=1

[(1− λ)αi + λβi]x
i,

con
(1− λ)αi + λβi ≥ 0, i = 1, . . . , p

y
p∑
i=1

[(1− λ)αi + λβi] = (1− λ)

p∑
i=1

αi + λ

p∑
i=1

βi = 1.

Aśı, pues, (1 − λ)
∑p

i=1 αix
i + λ

∑p
i=1 βix

i ∈ C, lo que prueba la
convexidad de C.
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Hiperplanos y semiespacios

Definición 1.9. Un hiperplano H en Rn es un conjunto af́ın de dimensión
n− 1.

Otra definición es la que se presenta en [4]. Un hiperplano H en Rn es
un conjunto de la forma {x : pTx = k}, en donde p es un vector distinto de
cero en Rn y k es un escalar.

De manera equivalente, un hiperplano consta de todos los puntos
x = (x1, x2, . . . , xn) que satisfacen la ecuación

∑n
i=1 pixi = k. Si

x0 ∈ H, entonces pTx0 = k, y para cualquier x ∈ H, se tiene
pTx = k. Restando se obtiene pT (x − x0) = 0. En otras palabras, H se
puede representar como la colección de todos los puntos que satisfacen la
ecuación pT (x− x0) = 0, en donde x0 es cualquier punto fijo en H.

Observación 1.3. Sea H = {x : pTx = k} un hiperplano en Rn.
Si x1,x2 ∈ H y λ ∈ [0, 1], entonces

pT [(1− λ)x1 + λx2] = pTx1 − pTλx1 + pTλx2 = k − λk + λk = k,

por lo tanto H es convexo.

Un hiperplano divide a Rn en dos regiones denominadas semiespacios
cerrados (sustituyendo = por ≥ y ≤) y dos regiones denominadas semies-
pacios abiertos (sustituyendo = por > y <), cuya frontera común es H.
Por tanto, un semiespacio cerrado es una colección de puntos de la forma
{x | pTx ≥ k}, en donde p es un vector distinto de cero en Rn y k es un
escalar. El otro semiespacio se puede representar como el conjunto de la for-
ma {x | pTx ≤ k}. La unión de los dos semiespacios cerrados {x | pTx ≥ k}
y {x | pTx ≤ k} es Rn. Si se hace referencia a un punto fijo x0 en el hiper-
plano que define al semiespacio, entonces este último se puede representar
como {x | pT (x − x0) ≥ 0} o como {x | pT (x − x0) ≤ 0}. Luego el primer
semiespacio consta de puntos para los cuales (x − x0) forman un ángulo
agudo (≤ 90

◦
) con p, mientras que el segundo semiespacio está integrado

por puntos x tales que (x− x0) forman un ángulo abtuso (≥ 90
◦
) con p.
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Observación 1.4. Los semiespacios cerrados (abiertos) determinados por
un hiperplano son conjuntos convexos.

Rayos y direcciones

Otro ejemplo de conjunto convexo es el rayo.

Definición 1.10. Un rayo es una colección de puntos de la forma
{x0 + λd | λ ≥ 0}, en donde d es un vector distinto de cero. En este caso,
x0 se denomina vértice del rayo, y d es la dirección del rayo.

Definición 1.11. Dado un conjunto convexo, un vector d, distinto de cero,
se denomina dirección (de recesión) del conjunto si, para
todo x0 en el conjunto, el rayo {x0 + λd | λ ≥ 0} también pertenece al
conjunto.

Observación 1.5. Si el conjunto está acotado, entonces no tiene
direcciones.

Conos convexos

Una clase muy importante de conjuntos convexos es la de los conos
convexos.

Definición 1.12. Un conjunto K tal que 0n ∈ K ⊂ Rn es un cono si
λx ∈ K cualesquiera que sean x ∈ K y λ ≥ 0.

En otras palabras, son conos aquellos conjuntos de Rn que contienen a
todas las semirectas que parten de 0n y que pasan por un punto del mismo.
Cualquier subespacio vectorial es un cono (aunque 0n no sea un vértice del
mismo). El único conjunto acotado que es cono es {0n}.
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Definición 1.13. Un conjunto K es cono convexo si es cono y es un
conjunto convexo.

Figura 1.2: Cono convexo y cono no convexo

Proposición 1.3. Sea ∅ 6= K ⊂ Rn. K es cono convexo si y sólo si contiene
todas las combinaciones lineales no negativas de elementos de K.

Demostración. Supongamos que K es un cono convexo. Tomemos
una combinación lineal no negativa arbitraria de elementos
de K, x :=

∑p
i=1 λix

i, con λi ≥ 0, i = 1, . . . , p. Si λi = 0, para todo
i = 1, . . . , p, entonces x = 0n ∈ K y no hace falta seguir. De no ser aśı,∑p

i=1 λi > 0 y podemos escribir

x = (

p∑
i=1

λi)

p∑
i=1

(
λi∑p
i=1 λi

)xi,

nótese que
p∑
i=1

(
λi∑p
i=1 λi

) = 1,

entonces como consecuencia de la proposición (1.1),

p∑
i=1

(
λi∑p
i=1 λi

)xi ∈ K,

luego como K es cono

x = (

p∑
i=1

λi)

p∑
i=1

(
λi∑p
i=1 λi

)xi ∈ K.

El rećıproco es consecuencia directa de las definiciones de cono y de convexo.
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Definición 1.14. La envoltura cónica (se sobre entiende que convexa) de
un conjunto X ⊂ Rn es el menor cono convexo que contiene a X. Se denota
por cone X y es la intersección de todos los conos convexos que contienen
a X.

Figura 1.3: Envoltura cónica

Observación 1.6. cone ∅ = {0n}.

Proposición 1.4. Si X 6= ∅, cone X es el conjunto de todas las
combinaciones lineales no negativas de puntos de X.

Demostración. Semejante a la caracterización de conv X.

Un cono poliédrico es un conjunto que es a la vez cono y poliédro.
El conjunto solución de un sistema de inecuaciones lineales homogéneo,
{aiTx ≥ 0, i = 1, . . . ,m} es poliedro y cono, ya que si x es solución, λx
también lo es, para todo λ ≥ 0. Hay, sin embargo, sistemas no
homogéneos cuyo conjunto solución es cono poliédrico. Por ejemplo, el
sistema {x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≥ −1} tiene por solución el primer
cuadrante del plano. Nótese, sin embargo, que {x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1+x2 ≥ 0}
es un sistema equivalente (con igual conjunto de soluciones) al anterior y
homogéneo.

Definición 1.15. Dado un sistema de inecuaciones

σ = {aTi x ≥ bi, i = 1, . . . ,m}

el conjunto factible de σ se define como

F := {x ∈ Rn | aiTx ≥ bi, i = 1, . . . ,m}.
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Figura 1.4: Conjunto factible

Proposición 1.5. Si F = {x ∈ Rn | aiTx ≥ bi, i = 1, . . . ,m} es un cono,
entonces F = {x ∈ Rn | aiTx ≥ 0, i = 1, . . . ,m}.

Demostración. Denotamos F
′

= {x ∈ Rn | ai
Tx ≥ 0, i = 1, . . . ,m}

y probaremos que F = F ′. Por ser F un cono, 0n ∈ F , luego 0 ≥ bi,
i = 1, . . . ,m. Si x ∈ F

′
, entonces ai

Tx ≥ 0 ≥ bi, i = 1, . . . ,m, aśı que
x ∈ F .

Para el rećıproco, si x ∈ F , se cumple que ai
Tx ≥ 0, i = 1, . . . ,m,

ya que, de lo contrario, si ai
Tx < 0, para algún i, entonces para λ > 0

suficientemente grande se tiene que λai
Tx = ai

T (λx) < bi, contradiciendo
que F es un cono. Por tanto, x ∈ F ′

Definición 1.16. Sea ∅ 6= C ⊂ Rn un conjunto convexo. El cono de
recesión de C, se define como

O+C = {x ∈ Rn | y + γx ∈ C, y ∈ C, γ ≥ 0}.

Observación 1.7. Si C es acotado, se tiene que O+C = {0n}.

Definición 1.17. Sean ∅ 6= C ⊂ Rn un conjunto convexo y x ∈ C un
punto cualquiera en C. El cono de direcciones factibles de C en x, se
define como

D(C,x) = {y ∈ Rn | x + γy ∈ C, para algún γ > 0}.

Definición 1.18. Al conjunto (O+C)∩ (−O+C) le llamaremos espacio de
linealidad de C y se denotará lin C.
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Caṕıtulo 2

Sistemas de inecuaciones
lineales ordinarios

Para empezar a hablar de los sistemas de inecuaciones lineales, presen-
tamos la introducción que hace Goberna en [2].

Los sistemas de inecuaciones lineales empezaron a interesar a los f́ısicos
en el siglo XIX, en relación con la determinación de los puntos de equilibrio
en sistemas mecánicos. No es casualidad que el primer método numérico
para tales sistemas lo propusiese el f́ısico Fourier en 1827, quien pensaba
que “el estudio profundo de la naturaleza es la más fértil de las fuentes
de descubrimientos matemáticos”. En la misma ĺınea de Fourier, tratan-
do de identificar los puntos de equilibrio en sistemas mecánicos, el f́ısico
húngaro Farkas probó en 1901, tras varios intentos infructuosos (pruebas
incompletas), el resultado fundamental de la teoŕıa de inecuaciones lineales
(el Teorema de Farkas-Minkowski). Clarificado el asunto, los f́ısicos dejaron
de interesarse por los problemas de equilibrio y por sus inseparables sistemas
de inecuaciones lineales. Por esa época los matemáticos más importantes
hab́ıan
dejado de considerar a la f́ısica como su principal fuente de inspiración
para centrar su atención en la fundamentación de las matemáticas y en su
estructuración.

No es de extrañar, que diferentes matemáticos se ocuparan, sin otra
motivación que la curiosidad intelectual, de los sistemas de inecuaciones
durante el primer tercio del siglo XX tanto desde el punto de vista teórico
como de los métodos numéricos. En el primer aspecto hay que destacar la
aportación de Minkowski, quien se interesó por los conjuntos convexos y
por los sitemas de inecuaciones lineales como herramientas para la teoŕıa de

17
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números, dando diferentes versiones del teorema de separación y del lema
de Farkas. Por lo que se refiere a los métodos, Dines, en 1918, y Motzkin,
en 1936, redescubrieron el método de Fourier, que actualmente está más
valorado por su importacia teórica que práctica.

En la sección 2.1 analizaremos el método de eliminación de Fourier pues
es una herramienta útil en la demostración del teorema de Weyl presentado
en la sección 2.2, donde además los conjuntos convexos cerrados (con el
importante teorema de separación) son analizados. Finalmente, el Teorema
de Farkas-Minkowski, el lema de Farkas, y otros resultados sobre sistema de
inecuaciones lineales son demostrados en la sección 2.3.

2.1. El método de eliminación de Fourier

La idea de este método es extender a sistemas de inecuaciones
lineales el método de eliminación de Gauss para sistemas de ecuaciones
lineales que procede a la eliminación, una a una de las variables. Desde
el punto de vista geométrico, la eliminación de una variable xi proporciona
una representación de la proyección ortogonal del conjunto de soluciones del
sistema actual sobre el subespacio xi = 0. Dicha representación lineal es el
sistema reducido.

Eliminando sucesivamente todas las variables menos una, se obtiene el
intervalo de variación de esta última, que puede ser vaćıo o no,
siendo el sistema dado inconsistente (carente de soluciones) o consistente,
respectivamente. En el último caso, para calcular una solución del sistema, se
toman valores arbitrarios, sucesivamente, para cada una de las
variables en sus respectivos intervalos de variación en el orden inverso al de su
eliminación.

Figura 2.1: Grafica
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Sin merma de generalidad, formulamos el procedimiento
para eliminar la primera variable, x1, de un sistema dado
σ = {aTi x ≥ bi, i = 1, . . . ,m}, cuyo sistema reducido denotaremos por
σ
′
. Si descomponemos la incógnita x ∈ Rn en la forma x =

(x1
x′
)
, donde

x
′

= (x2, . . . , xn)T , y dividimos ambos miembro de cada inecuación de
σ por el valor absoluto del coeficiente de x1, siempre que no sea nulo,
obtenemos un sistema equivalente a σ, que escribimos como


x1 + ci

Tx
′ ≥ di, i ∈ I

−x1 + cj
Tx
′ ≥ dj , j ∈ J

cTk x
′ ≥ dk, k ∈ K

 (2.1.1)

donde I, J,K es una partición de 1, . . . ,m, pudiendo ser vaćıo alguno de
estos conjuntos (aunque K 6= ∅ si I = J = ∅).

Algoritmo de eliminación de Fourier

(a) Si I 6= ∅ 6= J , el sistema reducido es

σ
′

=

{
(ci + cj)

Tx
′ ≥ di + dj , (i, j) ∈ I × J

cTk x
′ ≥ dk, k ∈ K

}
.

De no ser aśı, dos casos son posibles:
(b) Si K 6= ∅, el sistema reducido es σ

′
= {cTk x

′ ≥ dk, k ∈ K}.
(c) Si K = ∅ (en cuyo caso bien I 6= ∅ o bien J 6= ∅), el sistema

reducido es σ
′

= {0Tn−1x
′ ≥ 0}.

Si el sistema dado, σ, es homogéneo (bi = 0, para todo i), entonces el
sistema reducido, σ

′
, tambien es homogéneo.



20 Sistemas de inecuaciones lineales ordinarios

Ejemplo 2.1. Hallaremos una solución del sistema
x1 + 2x2 − x3 ≤ 1
x1 − x2 + x3 ≤ 0
x2 − x3 ≥ −1
x1 + 2x3 ≥ −2

 (2.1.2)

mediante la eliminación sucesiva de x1 y de x2.

Dividiendo por el coeficiente de x1 (cuando es no nulo) cada
inecuación de (2.1.2) y ordenando las inecuaciones convenientemente,
expresamos el sistema en el formato (2.1.1):


x1 + 2x3 ≥ −2

−x1 − 2x2 + x3 ≥ −1
−x2 + x2 − x3 ≥ 0
x2 − x3 ≥ −1

 . (2.1.3)

Como I = {1}, J = {2, 3} y K = {4}, (2.1.3) es equivalente a

{
−2− 2x3 ≤ x1 ≤ min{1− 2x2 + x3, x2 − x3}

x2 − x3 ≥ −1

}
, (2.1.4)

por lo que el sistema reducido de (2.1.2) es


−2− 2x3 ≤ 1− 2x2 + x3
−2− 2x3 ≤ x2 − x3

x2 − x3 ≥ −1


o, en formato (2.1.1),


x2 + x3 ≥ −2
x2 − x3 ≥ −1
−x2 + 3

2x3 ≥ −
3
2

 , (2.1.5)
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que describe la proyección ortogonal de F sobre el plano x1 = 0. Las
cotas para x2 en (2.1.5) vienen dadas por

{
max{−x3 − 2, x3 − 1} ≤ x2 ≤

3

2
+

3

2
x3

}
,

por lo que el sistema reducido de (2.1.5) es


−x3 − 2 ≤ 3

2 + 3
2x3

x3 − 1 ≤ 3
2 + 3

2x3

 ≡


x3 ≥ −7
5

x3 ≥ −5

 ≡
{
x3 ≥ −

7

5

}
.

Aśı el intervalo de variación de x3 es [−7
5 ,+∞), que es la

proyección ortogonal de F sobre el eje x3. Luego si tomamos x3 = 0,
x2 deberá satisfacer −1 ≤ x2 ≤ 3

2 por (2.1.5). Podemos tomar x2 = 0,
en cuyo caso x1 verificará, de acuerdo con (2.1.4), −2 ≤ x1 ≤ 0. Eligiendo
finalmente x1 = 0, obtenemos (0, 0, 0)T ∈ F .

Teorema 2.1. (Fourier, 1827) Sea F ⊂ Rn el conjunto de soluciones de
σ = {aTi x ≥ bi, i = 1, . . . ,m} y sea F

′ ⊂ Rn−1 el conjunto de soluciones
del sistema reducido σ

′
. Entonces x

′ ∈ F ′ si y sólo si existe x1 ∈ R tal que(x1
x′
)
∈ F (por lo que σ

′
es consistente si y sólo si σ también lo es). Además,

si F es acotado, necesariamente I 6= ∅ 6= J .

Demostración. Como cada conjunto I, J,K puede ser vaćıo o no,
discutiremos los siete casos posibles (no pueden ser simultáneamente vaćıos).

Caso 1: I 6= ∅, J 6= ∅, K 6= ∅. Entonces σ es equivalente a

{
maxi∈I {di − cTi x

′} ≤ x1 ≤ minj∈J {cTj x
′ − dj}

cTk x
′ ≥ dk, k ∈ K

}
.
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Es inmediato comprobar que si
(x1
x′
)
∈ F , entonces x

′ ∈ F ′ . Rećıproca-

mente, si x
′

= (x2, . . . , xn)T ∈ F ′ , entonces x
′

es solución de σ
′
, por lo que

maxi∈I {di − cTi x
′} ≤ minj∈J {cTj x

′ − dj}

y puede tomarse x1 ∈ [maxi∈I {di − cTi x
′},minj∈J {cTj x

′ − dj}], de tal

manera que x :=
(x1
x′
)

satisface σ, es decir, x ∈ F . La afirmación adicional
sobre la acotación de F no requiere prueba en este caso.

Caso 2: I 6= ∅, J 6= ∅, K = ∅. Entonces σ es equivalente a

{maxi∈I {di − cTi x
′} ≤ x1 ≤ minj∈J {cTj x

′ − dj}},

y se repite el argumento.

Caso 3: I 6= ∅, J = ∅, K 6= ∅. Es fácil ver que
(x1
x′
)
∈ F implica x

′ ∈ F ′

y que dado x
′ ∈ F

′
, si se toma x1 ∈ [maxi∈I {di − cTi x

′},+∞) se tiene(x1
x′
)
∈ F . En este caso, F es no acotado.

Caso 4: I 6= ∅, J = ∅,K = ∅. Entonces dado x
′ ∈ F

′
= Rn−1, se

completa una solución de σ tomando x1 ∈ [maxi∈I {di − cTi x
′},+∞).

Caso 5: I = ∅, J 6= ∅,K 6= ∅. Dado x
′ ∈ F ′ , se completa una solución

tomando x1 ∈ (−∞,mini∈J {cTi x
′ − dj}].

Caso 6: I = ∅, J 6= ∅,K = ∅. Se toman x
′ ∈ Rn−1 y

x1 ∈ (−∞,mini∈J {cTj x
′ − dj}].

Caso 7: I = ∅, J = ∅, K 6= ∅. Dado x
′ ∈ F ′ , se completa una solución

tomando cualquier x1 ∈ R. Obsérvese que x
′ ∈ Rn−1 equivale a afirmar que

x2, . . . , xn son libres.
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En general, el método de Fourier elimina las variables sucesivamente, sin
que importe el orden de eliminación.

2.2. Conjuntos convexos cerrados

Los conjuntos factibles en programación lineal, programación cuadrática
y programación fraccional son poliedros (intersecciones de semiespacios), que
son convexos y cerrados. Lo mismo ocurre con otras clases de problemas de
programación no lineal.

Definición 2.1. Un hiperplano separa estrictamente dos conjuntos
cuando cada uno de los semiespacios abiertos que determina dicho
hiperplano contiene a uno de los dos conjuntos.

Teorema 2.2. (de separación) Si C es un convexo cerrado no vaćıo e y /∈ C,
existe entonces un vector a 6= 0n y un escalar b tales que aTy > b y aTx ≤ b,
para todo x ∈ C.

Demostración. SeaB una bola cerrada de centro y, con radio δ tan grande
como haga falta para que B ∩C 6= ∅. Como la distancia a y, d(y, .), es una
función continua sobre Rn, al igual que su cuadrado, d2(y, .), y B ∩ C es un
compacto, existe un punto z ∈ B ∩ C tal que

||y− z||2 ≤ ||y− x||2, (2.2.1)

cualquiera que sea x ∈ B ∩ C. Por otro lado, si x ∈ C −B, tenemos

||y− x||2 > δ2 ≥ ||y− z||2,

por lo que se cumple (2.2.1), para todo x ∈ C. Ahora si definimos
a := y− z y b = aT z, se tiene que

aTy = aT (y− z + z) = ||a||2 + aT z,

de donde aTy > b y sólo falta probar que aTx ≤ b, para todo x ∈ C.
Sea, pues, x ∈ C. Como {z,x} ⊂ C, si 0 < λ < 1, (1 − λ)z + λx ∈ C y,
aplicando (2.2.1), se obtiene

||z− y||2 ≤ ||(1− λ)z + λx− y||2 = ||(z− y) + λ(x− z||2 =

= ||y− z||2 + λ2||x− z||2 + 2λ(z− y)T (x− z).
(2.2.2)

Por (2.2.2), y teniendo en cuenta que λ > 0,

λ||x− z||2 − 2aT (x− z) ≥ 0. (2.2.3)
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Tomando ĺımλ→0 en (2.2.3), se obtiene −2aT (x − z) ≥ 0, es decir
b = aT z ≥ aTx.

Corolario 2.1. Si K es un cono convexo cerrado e y /∈ K, existe un vector
a 6= 0n tal que aTy > 0 y aTx ≤ 0, para todo x ∈ K.

Demostración. Por el teorema de separación, existen a 6= 0n y b ∈ R
tales que aTy > b y aTx ≤ b, para todo x ∈ K. Debemos probar que puede
ponerse b = 0.
Al ser 0n ∈ K, se debe cumplir aT0n = 0 ≤ b < aTy.
Por otro lado, dado x ∈ K (fijo), λx ∈ K cualquiera que sea λ > 0, por lo
que aT (λx) ≤ b, o lo que es lo mismo, aTx ≤ b

λ . Tomando ĺımites cuando λ
tiende a +∞, en esta última desigualdad queda aTx ≤ 0.

Definición 2.2. Un hiperplano H es de apoyo para X en un punto x ∈ X
si x ∈ H y X está contenido en uno de los dos semiespacios cerrados que
determina H.

Teorema 2.3. (del hiperplano de apoyo) Si C es un convexo y cerrado y
x es un punto de la frontera de C, existe entonces un hiperplano de apoyo
para C en x.

Demostración. Como x pertenece a la frontera de C, podemos tomar una
sucesión {yk} ⊂ Rn −C tal que ĺımk yk = x. Por el teorema de separación,
para cada k existe ak ∈ Rn, con ||ak|| = 1, tal que

aTk yk > aTk x, (2.2.4)

para todo x ∈ C. Como {ak} está contenida en la esfera unidad, que es
compacta, {ak} contiene una subsucesión convergente que podemos suponer
sin merma de generalidad que es ella misma. Sea ĺımk ak = a, con ||ak|| = 1.

Tomando ĺımites en (2.2.4) cuando k →∞ se obtiene aTx ≥ aTx, y eso
para todo x ∈ C. Por tanto, H = {x ∈ Rn | aTx = aTx} es un hiperplano
de apoyo para C en x.

Corolario 2.2. Si K es un cono convexo y cerrado existen hiperplanos de
apoyo para K en todos sus puntos frontera y tales hiperplanos también son
de apoyo en el origen.

Demostración. Si x pertenece a la frontera de K, sabemos que existen
a 6= 0n y b ∈ R tales que aTx ≥ b, para todo x ∈ K y aTx = b.
Bastará probar que b = aT0n = 0.
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Para empezar, al ser 0n ∈ K, se tiene 0 = aT0n ≥ b. Por otro lado,
como aT (λx) ≥ b, para todo λ > 0, b = aTx ≥ b

λ y, al tomar ĺımites cuando
λ→ +∞, se obtiene b ≥ 0. Se concluye que b = 0.

Definición 2.3. El conjunto {x1, . . . ,xp} ⊂ Rn es afinamente

independiente (AI) cuando
{(

x1

1

)
, . . . ,

(
xp

1

)}
⊂ Rn+1 es linealmente

independiente (LI).

Proposición 2.1. Dados x1, . . . ,xp en Rn, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) {x1, . . . ,xp} es AI.

(ii) Si β1, . . . , βp son escalares tales que
∑p

i=1 βix
i = 0n y∑p

i=1 βi = 0, entonces β1 = · · · = βp = 0.

(iii) x1, . . . ,xp determinan una variedad af́ın de máxima dimensión,
es decir, dim aff {x1, . . . ,xp} = p− 1.

Demostración. Probaremos la equivalencia entre las negaciones de (i), (ii)
y (iii).

Si x = aff {x1, . . . ,xp}, entonces

x =

p∑
i=1

λix
i, donde λi ≥ 0, i = 1, . . . , p y

p∑
i=1

λi = 1.

De donde

λp = 1−
p−1∑
i=1

λi,

luego

x = xp +

p−1∑
i=1

λi(x
i− xp) y

p−1∑
i=1

λi(x
i− xp) ∈ span {x1− xp, . . . ,xp−1− xp},

aśı se concluye que

dim aff {x1, . . . ,xp} = dim span {x1 − xp, . . . ,xp−1 − xp}.

Ahora por hipótesis

dim aff {x1, . . . ,xp} = dim span {x1 − xp, . . . ,xp−1 − xp} < p− 1,
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si y sólo si existen escalares αi, i = 1, 2, . . . , p− 1, no todos nulos, tales que

p−1∑
i=1

αi(x
i − xp) = 0n,

o lo que es lo mismo existen escalares αi, i = 1, 2, . . . , p− 1, no todos nulos,
tales que

α1(x
1 − xp) + · · ·+ αp−1(x

p−1 − xp) = 0n,

si y sólo si existen βi, i = 1, 2, . . . , p, no todos nulos, tales que

p∑
i=1

βix
i = 0n y

p∑
i=1

βi = 0,

donde βi = αi, i = 1, . . . , p− 1 y βp = −
p−1∑
i=1

αi,

si y sólo si existen βi, i = 1, 2, . . . , p, no todos nulos, tales que

p∑
i=1

βi

(
xi

1

)
= 0n+1,

si y sólo si

{(
x1

1

)
,
(
x2

1

)
, . . . ,

(
xp

1

)}
es linealmente dependiente.

Definición 2.4. La envoltura convexa de un conjunto finito no vaćıo se
denomina poĺıtopo.

Teorema 2.4. (Carathéodory, 1911) Sea ∅ 6= X ⊂ Rn. Se cumple:

(i) Toda combinación lineal no negativa de elementos de X, con
X 6= {0n}, es también combinación lineal no negativa de un subconjunto
LI de X (con un máximo de n elementos).

(ii) Toda combinación lineal convexa de puntos de X es también
combinación lineal convexa de un subconjunto AI de X (con un máximo
de n+ 1 puntos).

Demostración. (i) Sea x ∈ cone X, x 6= 0n. Se puede escribir

x =

p∑
i=1

λix
i, xi ∈ X, λi > 0, i = 1, . . . , p, (2.2.5)
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siendo p el menor número de elementos de X necesarios para expresar x
como CL no negativa de elementos de X (existe dicha CL por ser (N,≥)
un buen orden).

Si {x1, . . . ,xp} fuese linealmente dependiente, se podŕıa escribir

p∑
i=1

αix
i = 0n, (2.2.6)

donde podemos suponer αj > 0 para cierto j ∈ {1, . . . , p} (si es menester se
cambia el signo de todos los αi). Como consecuencia de (2.2.5) y (2.2.6), se
tiene

p∑
i=1

(λi − µαi)xi = x (2.2.7)

cualquiera que sea µ ∈ R. Al ser αj > 0, está bien definido el número
positivo µ = min {λiαi

| αi > 0}, y tomando µ = µ, todos los coeficientes del
primer miembro de (2.2.7) son no negativos y al menos uno de ellos es 0.
Tenemos entonces

p∑
i=1

(λi − µαi)xi = x, λi − µαi ≥ 0, i = 1, . . . , p, (2.2.8)

siendo nulo al menos uno de los p escalares de (2.2.8). Tenemos una
contradicción.

(ii) Sea x ∈ conv X. Entonces podemos escribir

x =

p∑
i=1

λix
i,

p∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0,xi ∈ X, i = 1, . . . , p,

es decir, (
x

1

)
=

p∑
i=1

λi

(
xi

1

)
, λi ≥ 0,xi ∈ X, i = 1, . . . , p.

Como consecuencia de (i), podemos suponer que

{(
x1

1

)
, . . . ,

(
xp

1

)}
es LI, en cuyo caso {x1, . . . ,xp} es AI. Como

∑p
i=1 λix

i = x
y
∑p

i=1 λi = 1, concluimos que x es CL convexa de un subconjunto de
X que es AI.

Las envolturas lineal y af́ın de un conjunto arbitrario, finito o no, son
conjuntos cerrados (pues los conjuntos afines son intersección de
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hiperplanos). Por el contrario, ni la envoltura convexa ni la envoltura cónica
de un conjunto cerrado, son en general, cerradas. La finitud del conjunto
generador, en cambio, śı garantiza la clausura de ambas envolturas, según
probaremos a continuación.

Teorema 2.5. (Weyl, 1935) Si X,Y ⊂ Rn son conjuntos finitos, con
X 6= ∅, entonces:

(i) El poĺıtopo conv X es un poliedro compacto;
(ii) El cono finitamente generado cone Y es el conjunto solución de un
sistema homogéneo (por lo que es un cono poliédrico), y
(iii) La suma de Minkowski de ambos conjuntos, conv X+ cone Y , también
es un poliedro.

Demostración. Sean X = {x1, . . . ,xp} e Y = {y1, . . . ,yq}
(i) x ∈ conv X si y sólo si tiene solución el sistema (con variables λi,

i = 1, . . . , p) {
x =

p∑
i=1

λix
i;

p∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, . . . , p

}
.

En consecuencia, conv X es el conjunto de soluciones del sistema resultante
de eliminar las variables λ1, . . . , λp en el sistema (con variables λ1, . . . , λp;
x1, . . . , xn) 

xk =
∑p

i=1 λix
i
k, k = 1, . . . , n;∑p

i=1 λi = 1; λi ≥ 0, i = 1, . . . , p

 .

Entonces, por el teorema de Fourier (aplicado p veces), conv X
es un poliedro. Además, conv X es acotado porque, dado
x =

∑p
i=1 λix

i ∈ conv X, con
∑p

i=1 λi = 1; λi ≥ 0, i = 1, . . . , p, se tiene

||x|| ≤
p∑
i=1

||λixi|| ≤
p∑
i=1

||xi||,

que es un número real , por lo que conv X es un poliedro compacto.

(ii) Si Y = ∅ no hay nada que probar, pues cone ∅ = {0n} es el
conjunto solución de {xk = 0, k = 1, . . . , n}. Suponemos, pues, Y 6= ∅.
Argumentando como antes, cone Y es el conjunto de soluciones del sistema
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que resulta de eliminar µ1, . . . , µq en el sistema homogéneo
xk =

∑q
j=1 µjy

j
k, k = 1, . . . , n;

µj ≥ 0, j = 1, . . . , q

 .

(iii) Finalmente, conv X + cone Y también es un poliedro, ya que

conv X + cone Y =


x =

∑p
i=1 λix

i +
∑q

j=1 µjy
j |
∑p

j=1 λi = 1;

λi ≥ 0, i = 1, . . . , p; µj ≥ 0, j = 1, . . . , q

 .

Esto completa la prueba.

Definición 2.5. Dado un cono convexo K ⊂ Rn, se define su cono polar
(positivo) como

K0 = {y ∈ Rn | xTy ≥ 0, para todo x ∈ K}.

Observación 2.1. K0 es un cono convexo cerrado por ser intersección de
semiespacios cuyas fronteras contienen al origen.

Observación 2.2. Considérese X = {x1,x2, . . . ,xp} ⊂ Rn y y ∈ Rn. Si
x ∈ cone X, entonces

x = λ1x
1 + λ2x

2 + · · ·+ λpx
p y λi ≥ 0, i = 1, . . . p.

Ahora y ∈ X0, si y sólo si xTy = yTx ≥ 0, si y sólo si

λ1y
Tx1 + λ2y

Tx2 + · · ·+ λpy
Txp ≥ 0 y λi ≥ 0, i = 1, . . . p,

si y sólo si

yTx1 ≥ 0, yTx2 ≥ 0, . . . , yTxp ≥ 0 y λi ≥ 0, i = 1, . . . p.

De la observación anterior se concluye que si X es finito, entonces

(cone X)0 = {y ∈ Rn | xTy ≥ 0, para todo x ∈ K}, (2.2.9)

por lo que el polar de un cono finitamente generado también es un cono
poliédrico. Los conos convexos Rn y {0n} son polar uno del otro, mientras
que Rn

+ es el polar de śı mismo. Para tales conos se cumple la relación
K00 = K, que es una importante propiedad de los conos convexos cerrados.
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Ejemplo 2.2. Sea K el cono generado por X =
{(

0
1

)
,
(
1
1

)}
. Su cono polar

es

K0 =

{(
x1
x2

)
∈ R2 | x2 ≥ 0, x1 + x2 ≥ 0

}
.

Lema 2.1. (de Farkas para conos) Si K es un cono convexo cerrado,
entonces K00 = K.

Demostración. La inclusión K ⊂ K00 es trivial.
Para probar la inclusión opuesta, supongamos que a /∈ K. Entonces, por

el Corolario 2.1, existe un z ∈ Rn tal que aT z < 0 y aTx ≥ 0, para todo
x ∈ K (es decir, z ∈ K0). Por tanto, a /∈ K00.

2.3. Teoŕıa de los sistemas de inecuaciones lineales

Todo sistema de m inecuaciones lineales en Rn puede escribirse en la
forma {aTi x ≥ bi, i ∈ I}, donde I = {1, . . . ,m} es el conjunto de ı́ndices
(que identifican a las inecuaciones del sistema). El objetivo de esta sección
es determinar si un sistema dado {aTi x ≥ bi, i ∈ I} es consistente o no, y si lo
es, caracterizar a las inecuaciones que son consecuencia del mismo. También
probaremos el rećıproco del teorema 2.5.

Definición 2.6. Una inecuación aTx ≥ b es consecuencia del sistema
{aTi x ≥ bi, i ∈ I} si toda solución de este sistema satisface dicha
inecuación.
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Definición 2.7. El cono caracteŕıstico del sistema

{aTi x ≥ bi, i ∈ I} es

K := cone

{(
ai
bi

)
, i ∈ I;

(
0n
−1

)}
. (2.3.1)

El polar de K lo denotaremos

Fn+1 =

{(
x

xn+1

)
∈ Rn+1 | aTi x+bixn+1 ≥ 0, i ∈ I;−xn+1 ≥ 0

}
. (2.3.2)

Lema 2.2. (i) F = ∅ si y sólo si xn+1 = 0, para todo
(

x
xn+1

)
∈ Fn+1.

(ii) Suponiendo F 6= ∅, x ∈ F si y sólo si
(
x
−1
)
∈ Fn+1.

Demostración. (i) Si
(

x
xn+1

)
∈ Fn+1 y xn+1 6= 0, entonces xn+1 < 0

(por (2.3.2)). Dividiendo por −xn+1 > 0 ambos miembros de

aTi x + bixn+1 ≥ 0, i ∈ I,

se concluye que − x
xn+1

∈ F . Y rećıprocamente, si

x ∈ F, aTi x + bi(−1) ≥ 0, para todo i ∈ I.

Por tanto,
(
x
−1
)
∈ Fn+1.

(ii) Es inmediato.

Teorema 2.6. (de caracterización de inecuaciones consecuentes, Farkas-
Minkowski,1911) Sea {aTi x ≥ bi, i ∈ I} un sistema consistente y sea K
su cono caracteŕıstico. Una inecuación aTx ≥ b es consecuencia de dicho
sistema si y sólo si

(
a
b

)
∈ K.

Demostración. (⇐) Si
(
a
b

)
∈ K = (Fn+1)

0, entonces, de acuerdo con el
lema 2.2, parte (ii), para todo x ∈ F se cumple(

a

b

)T( x

−1

)
≥ 0,
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es decir, aTx ≥ b, para todo x ∈ F .

(⇒) Supondremos ahora que aTx ≥ b es consecuencia de
{aTi x ≥ bi, i ∈ I} y demostraremos que

(
a
b

)
∈ (Fn+1)

0 = K, es decir,

que
(

x
xn+1

)
∈ Fn+1 implica aTx + bxn+1 ≥ 0. Como xn+1 ≤ 0, dos casos

pueden darse:
Caso 1: xn+1 < 0.
Po ser Fn+1 un cono, multiplicando por γ = − 1

xn+1
> 0 se obtiene

γ

(
x

xn+1

)
=

(
γx

−1

)
∈ Fn+1,

por lo que aTi (γx) ≥ bi, y esto para todo i ∈ I. Como aTx ≥ b es
consecuencia de {aTi x ≥ bi, i ∈ I}, debe ser aT (γx) ≥ b, o lo que es lo
mismo, aTx + bxn+1 ≥ 0.

Caso 2: xn+1 = 0.
Tenemos ahora

(
x
0

)
∈ Fn+1. Tomando z ∈ F arbitrario, al ser(

z
−1
)
∈ Fn+1, se tiene

(1− λ)

(
x

0

)
+ λ

(
z

−1

)
=

(
(1− λ)x + λz

−λ

)
∈ Fn+1,

para todo λ ∈ (0, 1). Dicho punto está en el caso 1, por lo que
aT [(1 − λ)x + λz] − λb ≥ 0. Tomando ĺımites cuando λ → 0 se
obtiene aTx ≥ 0.

Corolario 2.3. (Lema de Farkas, 1910) aTx ≥ 0 es consecuencia de
{aTi x ≥ 0, i ∈ I} si y sólo si a ∈ cone {ai, i ∈ I}.

Demostración. aTx ≥ 0 es consecuencia de {aTi x ≥ 0, i ∈ I} si y sólo si(
a

0

)
∈ cone

{(
ai
0

)
, i ∈ I;

(
0n
−1

)}
,

si y sólo si a ∈ cone {ai, i ∈ I}.
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Ejemplo 2.3. Considérese el sistema σ = {x1 + x2 ≥ 2, x1 − x2 ≥ 0}, se
tiene que

K = cone


 1

1
2

 ,

 1
−1
0

 ,

 0
0
−1

 ,

luego 3x1 − x2 ≥ −2 es consecuencia de σ, pues 3
−1
−2

 = 1

 1
1
2

+ 2

 1
−1
0

+ 4

 0
0
−1

 .

Teorema 2.7. (de existencia, Zhu, 1966) {aTi x ≥ 0, i ∈ I} es consistente
si y sólo si

(
0n

1

)
/∈ K (el cono caracteŕıstico del sistema).

Demostración. Supongamos que el sistema es consistente y sea x ∈ F .
Entonces, por el lema 2.2, parte (ii),

(
x
−1
)
∈ Fn+1 y

(
0n

1

)
/∈ (Fn+1)

0 = K.

Rećıprocamente, si el sistema es inconsistente (es decir, F = ∅), el cono

Fn+1 está contenido en el hiperplano

{(
x

xn+1

)}
∈ Rn+1 | xn+1 = 0} (por el

lema 2.2, parte (i)). Por tanto,
(
0n

1

)
∈ (Fn+1)

0 = K.

Teorema 2.8. (de representación de poliedros, Motzkin, 1936) Los poliedros
diferentes del vaćıo son las sumas de poĺıtopos con conos finitamente
generados.

Demostración. Dado un poliedro F = {x ∈ Rn | aTi x ≥ bi, i ∈ I},
probaremos que existen dos conjuntos finitos X,Y ⊂ Rn, con X 6= ∅, tales
que F = conv X + cone Y .

El cono caracteŕıstico K del sistema {aTi x ≥ bi, i ∈ I} es un cono
finitamente generado. Aplicando el teorema de Weyl, K es el conjunto
solución de un sistema homogéneo{(

ci
di

)T( x

xn+1

)
≥ 0, j = 1, . . . , p

}
,

es decir, K =

[
cone

{(cj
dj

)
, j = 1, . . . , p

}]0
. Tomando polares en ambos

miembros, y aplicando el lema de Farkas, se obtiene

Fn+1 = K0 = cone

{(
cj
dj

)
, j = 1, . . . , p

}
,
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con dj ≤ 0, para todo j = 1, . . . , p (por la definición de Fn+1). Sin merma
de generalidad, podemos suponer que dj es −1 o 0 para todo j.

Si fuese dj = 0, para todo j, podŕıamos escribir

Fn+1 = cone

{(
cj
0

)
, j = 1, . . . , p

}
⊂
{(

x

xn+1

)
∈ Rn+1 | xn+1 = 0

}
,

por lo que F = ∅ por el lema 2.2, en contradicción con la hipótesis. En
consecuencia, hay al menos un dj = −1, y luego de reordenar los ı́ndices si
fuera necesario, podemos escribir

Fn+1 = cone

{(
cj
−1

)
, j = 1, . . . , s;

(
cj
0

)
, j = s+ 1, . . . , p

}
.

De nuevo por el lema 2.2, x ∈ F si y sólo si
(
x
−1
)
∈ Fn+1 si y sólo si

podemos escribir(
x

−1

)
=

s∑
j=1

λj

(
cj
−1

)
+

p∑
j=s+1

λj

(
cj
0

)
, λj ≥ 0, j = 1, . . . , p,

es decir,

x =

s∑
j=1

λjcj +

p∑
j=s+1

λjcj ,

p∑
i=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, . . . , p,

que equivale a afirmar x ∈ conv {c1, . . . , cs}+cone {cs+1, . . . , cp}. por tanto,

F = conv {c1, . . . , cs}+ cone {cs+1, . . . , cp}.

Si s = p (es decir, dj = −1, para todo j), la descomposición buscada es
F = conv {c1, . . . , cs}+ cone ∅ (y F es un poĺıtopo).

Corolario 2.4. (Minkowski, 1896) Los poliedros compactos son los poĺıtopos
y los conos poliédricos son los conos finitamente generados.

Demostración. Recordando el teorema primero de Weyl, basta probar
que un poliedro F es poĺıtopo cuando F es acotado y es un cono finitamente
generado cuando F es cono. En ambos casos, podemos escribir F = P +C,
donde P es un poĺıtopo y C es un cono finitamente generado.

(i) F = P + C es acotado si y sólo si C = {0n}. Por tanto, bajo la
hipótesis de acotación, F = P + {0n} = P .

(ii) Probaremos que si F es cono poliédrico, F = C.



2.3 Teoŕıa de los sistemas de inecuaciones lineales 35

Sea x ∈ F . Dado r ∈ N, rx ∈ F = P + C, por lo que existen yr ∈ P y
zr ∈ C tales que rx = yr + zr. Dividiendo por r y tomando ĺımites cuando
r →∞, teniendo en cuenta la acotación de {yr}∞r=1 ⊂ P y que C es cerrado,
se tiene x = ĺımr→∞

zr

r ∈ C.

Por último, sea z ∈ C. Tomando un y ∈ P arbitrario, como
y+rz ∈ P +C = F , para todo r ∈ N, existe un xr ∈ F tal que y+ rz = xr.
Repitiendo la argumentación anterior,

z = ĺım
r→∞

xr

r
∈ F.
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Caṕıtulo 3

Sistemas de inecuaciones
lineales semi-infinitos

La programación lineal semi-infinita surge de manera natural al
modelar situaciones, o reformular modelos, en diferentes campos de
aplicación, como aproximación funcional, estimación de parámetros y
reconocimiento de patrones.

En este caṕıtulo tratamos con los sistemas de desigualdades
lineales semi-infinitos, pues estos describen los conjuntos factibles en
programación lineal semi-infinita. En la sección 3.1 se presenta la
extensión de algunos teoremas y lemas sobre los sistemas de desigualdades
lineales presentados en el caṕıtulo anterior, entre los que se destaca la
generalización del teorema de Farkas, que permite saber cuándo un
sistema de desigualdades es consistente. Además se generaliza cuándo una
desigualdad es consecuencia de un sistema. En la sección 3.2 se presentan los
teoremas alternativos de Motzkin y el teorema de Gordan, que permite
identificar cuándo un sistema homogéneo de desigualdades estrictas es
consistente. Po último en la sección 3.3 se introduce el concepto de
solución extendida.

En lo que sigue denotaremos el vector transpuesto de x como x
′
. Además

si X ⊂ Rn, denotaremos por int X, rint X y cl X al interior, al interior
relativo y a la causura de X respectivamente.

37
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Un sistema lineal semi-infinito, es un sistema lineal de la forma

σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T},

donde T es un conjunto arbitrario de ı́ndices (infinito), at = a(t) con
a : T → Rn y bt = b(t) con b : T → R.

Ejemplo 3.1. Sea

σ = {1

t
x1 ≥ 1, t ∈ N},

luego σ es un sistema lineal semi-infinito donde

T = N, a : N→ R, b : N→ {1},

con a(t) =
1

t
y b(t) = 1.

Denotaremos por F el conjunto de soluciones de σ y diremos que σ es
consistente, si F 6= ∅. Cuando todos los coeficientes de una desigualdad
lineal son cero se dice que esta desigualdad es trivial. Un sistema lineal
semi-infinito es trivial cuando todas sus desigualdades son triviales.

Asociados al sistema σ se definen los llamados conos de primer y segundo
momento

M := cone {at, t ∈ T}, N := cone

{(
at
bt

)
, t ∈ T

}
,

su cono caracteŕıstico

K := cone

{(
at
bt

)
, t ∈ T ;

(
0n
−1

)}
.

y su correspondiente sistema homogéneo

σ0 := {a′tx ≥ 0, t ∈ T}.
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Ejemplo 3.2. En este ejemplo se ilustran los conjuntos M , N y K asociados
al sistema de inecuaciones lineal semi-infinito presentado en el ejemplo (3.1)

3.1. Teoremas alternativos de Farkas y Gale

Teorema 3.1. (generalización del teorema de Farkas) El sistema

σ =

{
a
′
tx ≥ bt, t ∈ T

a′x < b

}

es consistente si y sólo si

(
a
b

)
/∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T ;

(
0n

−1
)}

y
(
0n

1

)
/∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T

}
.

Demostración. (⇐) Demostraremos que si σ es inconsistente, entonces

(
a
b

)
∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T,

(
0n

−1
)}

o
(
0n

1

)
∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T

}
.

Si σ es inconsistente, dos casos son posibles:

(i-a) La solución del sistema consistente {a′tx ≥ bt, t ∈ T} satisface la
relación a

′
x ≥ b.

(ii-a) El sistema {a′tx ≥ bt, t ∈ T} es inconsistente.
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(i-a) Suponemos que
(
a
b

)
/∈ cl K. Entonces por [3, Th. A.6] existe un

hiperplano en Rn+1, c
′( x
xn+1

)
= γ, con c =

(
c

cn+1

)
∈ Rn ×R, tal que

c
′
(

a

b

)
= γ y c

′
v > γ, para todo v ∈ cl K. (3.1.1)

Como
(
0n

0

)
∈ K se tiene, c

′(0n

0

)
> γ, entonces 0 > γ.

Además c
′
v ≥ 0 para todo v ∈ K, en particular, c

′(0n

−1
)
≥ 0 de donde se

deduce que cn+1 ≤ 0.

Si cn+1 = 0, entonces(
c

cn+1

)′(
a
b

)
= a

′
c = γ < 0 y

(
c

cn+1

)′(
at

bt

)
= a

′
tc ≥ 0, para todo t ∈ T .

Sea x0 solución del sistema {a′tx ≥ bt, t ∈ T} y definamos z = x0 + αc,
entonces at

′
z = at

′
x0 + at

′
αc ≥ bt + at

′
αc ≥ bt, es decir, z es solución de

{a′tx ≥ bt, t ∈ T}. Luego a
′
z = a

′
x0 +a

′
αc ≥ b+a

′
αc, pero para α suficien-

temente grande a
′
x0 + a

′
αc < b lo cual contradice la hipótesis.

Si cn+1 < 0. Entonces(
c

cn+1

)′(
at
bt

)
= a

′
tc + btcn+1 ≥ 0, para todo t ∈ T,

es decir, a
′
tc ≥ −btcn+1, luego

a
′
tc

|cn+1| ≥ −
btcn+1

|cn+1| , de donde, si definimos

x1 = |cn+1|−1c, se tiene a
′
tx

1 ≥ bt, para todo t ∈ T . Además por (3.1.1),(
c

cn+1

)′(
a

b

)
= a

′
c + bcn+1 = γ < 0

de donde a
′
c < −bcn+1. Dividiendo por |cn+1| ambos miembros de la

inecuación anterior, se tiene a
′
c

|cn+1| < −
bcn+1

|cn+1| , entonces a
′
x1 = a

′
c

|cn+1| < b,

lo cual es una contradicción con la hipótesis. Por tanto
(
a
b

)
∈ cl K.



3.1 Teoremas alternativos de Farkas y Gale 41

(ii-a) Consideremos el siguiente sistema en Rn+1

σ1 =

{
a
′
tx + btxn+1 ≥ 0, t ∈ T

xn+1 < 0

}
,

nótese que σ1 es inconsistente de no serlo, − x
′

xn+1
seŕıa una solución para

{a′tx ≥ bt, t ∈ T}, lo cual contradiŕıa nuestra hipótesis. Aśı
cada solución

(
x

xn+1

)
del sistema consistente {a′tx + btxn+1 ≥ 0, t ∈ T}

satisface xn+1 ≥ 0. Entonces este sistema homogéneo está en el caso (i-a).
Por tanto  0n

1
0

 ∈ cl cone {
 at

bt
0

 , t ∈ T ;

 0n
0
−1

},
de donde (

0n
1

)
∈ cl cone

{(
at
bt

)
, t ∈ T

}
.

(⇒) Ahora probaremos que si

(
a
b

)
∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T,

(
0n

−1
)}

o
(
0n

1

)
∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T

}
,

entonces

σ =

{
a
′
tx ≥ bt, t ∈ T

a′x < b

}
es inconsistente.

Se tienen dos casos:

(i-b)
(
a
b

)
∈ cl K. Entonces existe una sucesión {

(
dk

δk

)
}, tal que

ĺımk→∞
(
dk

δk

)
=
(
a
b

)
y

(
dk

δk

)
=
∑
t∈T

λkt

(
at
bt

)
+ λk0

(
0n
−1

)
, λk ∈ R

(T )
+ , λk0 ≥ 0, k = 1, 2, . . . ,
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donde R
(T )
+ = {λ | T → R+} y λt = λ(t). Entonces

dk =
∑
t∈T

λkt at y δk =
∑
t∈T

λkt bt − λk0, k = 1, 2, . . . .

Luego cada solución x, del sistema {at
′
x ≥ bt, t ∈ T} satisface

(dk)
′
x = (

∑
t∈T λ

k
t at)

′
x ≥

∑
t∈T λ

k
t bt ≥

≥
∑

t∈T λ
k
t bt − λk0 = δk, k = 1, 2, . . . . ,

(3.1.2)

tomando ĺımites cuando k →∞ en (3.1.2) se tiene que a
′
x ≥ b. Aśı{

a
′
tx ≥ bt, t ∈ T

a′x < b

}
es inconsistente.

(ii-b) Si
(
0n

1

)
∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T

}
razonando como en el caso anterior,

existe una sucesión

{(
dk

δk

)}
, tal que ĺımk→∞

(
dk

δk

)
=
(
0n

1

)
y

(
dk

δk

)
=
∑
t∈T

λkt

(
at
bt

)
, λk ∈ R

(T )
+ , k = 1, 2, . . . ,

donde R
(T )
+ = {λ | T → R+} y λt = λ(t). Entonces

dk =
∑
t∈T

λkt at y δk =
∑
t∈T

λkt bt, k = 1, 2, . . . .

Ahora supongamos que {a′tx ≥ bt, t ∈ T} es consistente. Luego cada
solución x, del sistema {a′tx ≥ bt, t ∈ T} satisface

(dk)
′
x = (

∑
t∈T

λkt at)
′

x ≥
∑
t∈T

λkt bt = δk, k = 1, 2, . . . . , (3.1.3)

tomando ĺımites cuando k →∞ en ambos miembros de (3.1.3) se tiene que
0 = 0nx ≥ 1 lo cual es una contradicción. Aśı{

a
′
tx ≥ bt, t ∈ T

a′x < b

}
es inconsistente.
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Corolario 3.1. (generalización del teorema de Gale)

{a′tx ≥ bt, t ∈ T},

es consistente si y sólo si
(
0n

1

)
/∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T

}
.

Demostración. (⇐) Demostraremos que si {a′tx ≥ bt, t ∈ T} es inconsistente,
entonces (

0n
1

)
∈ cl cone

{(
at
bt

)
, t ∈ T

}
.

Si {a′tx ≥ bt, t ∈ T} es inconsistente. Consideremos el sistema
inconsistente en Rn+1 {

a
′
tx + btxn+1 ≥ 0, t ∈ T

xn+1 < 0

}
,

cada solución
(

x
xn+1

)
del sistema consistente {a′tx + btxn+1 ≥ 0, t ∈ T}

satisfece xn+1 ≥ 0. Aśı este sistema homogéneo está en el caso (i-a) del
teorema anterior. Por tanto 0n

1
0

 ∈ cl cone {
 at

bt
0

 , t ∈ T ;

 0n
0
−1

},
entonces (

0n
1

)
∈ cl cone

{(
at
bt

)
, t ∈ T

}
.

(⇒) Supongamos que {a′tx ≥ bt, t ∈ T} es consistente y que(
0n

1

)
∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T

}
.

Si
(
0n

1

)
∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T

}
, entonces existe una sucesión

{(
dk

δk

)}
,

tal que ĺımk→∞
(
dk

δk

)
=
(
0n

1

)
y

(
dk

δk

)
=
∑
t∈T

λkt

(
at
bt

)
, λk ∈ R

(T )
+ , k = 1, 2, . . . ,
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donde R
(T )
+ = {λ | T → R+} y λt = λ(t). Entonces

dk =
∑
t∈T

λkt at y δk =
∑
t∈T

λkt bt, k = 1, 2, . . . .

Luego cada solución x, del sistema {atx ≥ bt, t ∈ T} satisface

(dk)
′
x = (

∑
t∈T

λkt at)
′

x ≥
∑
t∈T

λkt bt = δk, k = 1, 2, . . . , (3.1.4)

tomando ĺımites cuando k →∞ en ambos miembros de (3.1.4) se tiene que
0 = 0nx ≥ 1 lo cual es una contradicción.

Por lo tanto
(
0n

1

)
/∈ cl cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T

}
.

Ejemplo 3.3. Considérese el sistema del ejemplo (3.1), luego el ejemplo
(3.2) ilustra el resultado anterior, como

(
0
1

)
∈ cl N , σ es inconsistente.

Corolario 3.2. (lema extendido de Farkas) La inecuación a
′
x ≥ b es una

consecuencia del sistema {a′tx ≥ bt, t ∈ T} si y sólo si(
a

b

)
∈ cl cone

{(
at
bt

)
, t ∈ T ;

(
0n
−1

)}
.

Demostración. (⇒) Supongamos que la inecuación a
′
x ≥ b es una

consecuencia del sistema {a′tx ≥ bt, t ∈ T} y que
(
a
b

)
/∈ cl K. Entonces

existe un hiperplano en Rn+1, c
′( x
xn+1

)
= γ, con c =

(
c

cn+1

)
∈ Rn ×R, tal

que

c
′
(

a

b

)
= γ y c

′
v > γ, para todo v ∈ cl K. (3.1.5)

Como
(
0n

0

)
∈ K se tiene, c

′(0n

0

)
> γ, entonces 0 > γ.

Además c
′
v ≥ 0 para todo v ∈ K, en particular, c

′( 0
−1
)
≥ 0 de donde se

deduce que cn+1 ≤ 0.

Si cn+1 = 0, entonces(
c

cn+1

)′(
a
b

)
= a

′
c = γ < 0 y

(
c

cn+1

)′(
at

bt

)
= a

′
tc ≥ 0, para todo t ∈ T.

Sea x0 solución del sistema {a′tx ≥ bt, t ∈ T} y definamos z = x0 + αc,
entonces at

′
z = at

′
x0 + at

′
αc ≥ bt + at

′
αc ≥ bt, esto es, z es solución

de {a′tx ≥ bt, t ∈ T}. Luego a
′
z = a

′
x0 + a

′
αc ≥ b + a

′
αc, pero para α

suficientemente grande a
′
z = a

′
x0+a

′
αc < b, lo cual contradice que a

′
x ≥ b
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es consecuencia del sistema {a′tx ≥ bt, t ∈ T}.

Si cn+1 < 0. Entonces(
c

cn+1

)′(
at
bt

)
= a

′
tc + btcn+1 ≥ 0, para todo t ∈ T,

es decir, a
′
tc ≥ −btcn+1, luego

a
′
tc

|cn+1| ≥ −
btcn+1

|cn+1| , de donde, si definimos

x1 = |cn+1|−1c, se tiene a
′
tx

1 ≥ bt, para todo t ∈ T . Además por (3.1.5),(
c

cn+1

)′(
a

b

)
= a

′
c + bcn+1 = γ < 0,

es decir, a
′
c < −bcn+1. Dividiendo por |cn+1| ambos miembros de la

inecuación anterior, se tiene a
′
c

|cn+1| < −
bcn+1

|cn+1| , entonces a
′
x1 = a

′
c

|cn+1| < b,

lo cual es una contradicción con la hipótesis. Por tanto
(
a
b

)
∈ cl K.

(⇐) Si
(
a
b

)
∈ cl K. Entonces existe una sucesión {

(
dk

δk

)
}, tal que

ĺımk→∞
(
dk

δk

)
=
(
a
b

)
y(

dk

δk

)
=
∑
t∈T

λkt

(
at
bt

)
+ λk0

(
0n
−1

)
, λk ∈ R

(T )
+ , λk0 ≥ 0, k = 1, 2, . . . ,

donde R
(T )
+ = {λ | T → R+} y λt = λ(t). Entonces

dk =
∑
t∈T

λkt at y δk =
∑
t∈T

λkt bt − λk0, k = 1, 2, . . . .

Luego cada solución x, del sistema {atx ≥ bt, t ∈ T} satisface

(dk)
′
x = (

∑
t∈T λ

k
t at)

′
x ≥

∑
t∈T λ

k
t bt ≥

≥
∑

t∈T λ
k
t bt − λk0 = δk, k = 1, 2, . . . ,

(3.1.6)

tomando ĺımites cuando k →∞ en ambos miembros de (3.1.6) se tiene que
a
′
x ≥ b, es decir a

′
x ≥ b es consecuencia del sistema

{atx ≥ bt, t ∈ T}.
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Corolario 3.3. (lema de Farkas homogéneo extendido) La inecuación
a
′
x ≥ 0 es una consecuencia del sistema {a′tx ≥ 0, t ∈ T} si y sólo si

a ∈ cl cone {at, t ∈ T}.

Demostración. (⇒) Si a
′
x ≥ 0 es una consecuencia de {a′tx ≥ 0, t ∈ T}

por el corolario anterior
(
a
0

)
∈ cl cone

{(
at

0

)
, t ∈ T ;

(
0n

−1
)}

, entonces existe

una sucesión {
(
dk

δk

)
}, tal que ĺımk→∞

(
dk

δk

)
=
(
a
0

)
y(

dk

δk

)
=
∑
t∈T

λkt

(
at
0

)
+ λk0

(
0n
−1

)
, λk ∈ R

(T )
+ , λk0 ≥ 0, k = 1, 2, . . . ,

donde R
(T )
+ = {λ | T → R+} y λt = λ(t). Entonces

dk =
∑
t∈T

λkt at y δk =
∑
t∈T

λk0(−1), k = 1, 2, . . . ,

luego a ∈ cl cone {at, t ∈ T}.

(⇐) Nótese que 0 ∈ cone {−1} = cl cone {−1}.
Ahora sea a ∈ cl cone {at, t ∈ T}, entonces(

a

0

)
∈ cl cone {at, t ∈ T} × cl cone {−1}

pero

cl cone {at, t ∈ T} × cl cone {−1} = cl cone

{(
at
0

)
, t ∈ T ;

(
0

−1

)}
de donde (

a

0

)
∈ cl cone

{(
at
0

)
, t ∈ T ;

(
0n
−1

)}
,

luego por el corolario anterior a
′
x ≥ 0 es consecuencia del sistema

{a′tx ≥ 0, t ∈ T}.
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3.2. Otros teoremas alternativos

Los sistemas de inecuaciones que involucran inecuaciones estrictas son
importantes en aplicaciones, por ejemplo en geometŕıa computacional,
análisis convexo y teoŕıa de juegos.

Teorema 3.2. (teorema de Gordan generalizado) El sistema

{a′tx > 0, t ∈ T}

es consistente si y sólo si 0n /∈ conv {at, t ∈ T}. Bajo la suposición de que
conv {at, t ∈ T} o cone {at, t ∈ T} sea cerrado.

Demostración. Supongamos que at 6= 0n para todo t ∈ T . Pues en otro
caso el resultado es trivial.
Asumimos que M = cone {at, t ∈ T} es cerrado.

(⇐) Supongamos que {a′tx > 0, t ∈ T} es inconsistente.
Si int M0 6= ∅ (donde int M0 denota el interior del cono polar de M),
entonces existe y ∈ Rn y ε > 0, tal que y + ε(cl B) ⊂ M0 (B = B(0n, 1)).
Entonces, si v ∈M,v 6= 0n se tiene

0 ≤ y
′
v < y

′
v + (ε||v||−1v)

′
v = (y + (ε||v||−1v))

′
v.

Además a
′
t(y + (ε||v||−1v)) = a

′
ty + a

′
t(ε||v||

−1v) ≥ 0 + a
′
t(ε||v||

−1v) > 0,
para todo t ∈ T . Aśı (y + (ε||v||−1v) es solución de {a′tx > 0, t ∈ T}, lo
cual contradice la hipótesis. Por lo tanto int M0 = ∅, entonces dim M0 < n
y dim lin M = n − dim M0 > 0 [3, Th. A.2]. Tomamos z 6= 0n, tal que
±z ∈M . Como 0n = z + (−z), luego

z =
∑
t∈T

λtat, −z =
∑
t∈T

γtat, λ ∈ R
(T )
+ , γ ∈ R

(T )
+ .

Entonces 0n =
∑

t∈T (λt + γt)at, con
∑

t∈T (λt + γt) > 0, de donde

0n∑
t∈T (λt + γt)

=

∑
t∈T (λt + γt)at∑
t∈T (λt + γt)

,

aśı

0n =
∑
t∈T

(λt + γt)∑
t∈T (λt + γt)

at,
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nótese que ∑
t∈T

(λt + γt)∑
t∈T (λt + γt)

=

∑
t∈T (λt + γt)∑
t∈T (λt + γt)

= 1.

por lo tanto 0n ∈ conv {at, t ∈ T}.

(⇒) Supongamos que {a′tx > 0, t ∈ T} es consistente y que
0n ∈ conv {at, t ∈ T}, entonces

0n =
∑
t∈T

λtat, λ ∈ R
(T )
+ ,

∑
t∈T

λt = 1.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que λs 6= 0. Entonces

z = −λsas =
∑
t∈T
t6=s

λtat,

aśı, para cada solución x del sistema {a′tx > 0, t ∈ T}, se tiene que
z
′
x = −λsa

′
sx < 0. Por otra parte

z
′
x =

∑
t∈T
t6=s

λta
′
tx > 0,

lo cual es una contradicción.

Omitimos la prueba de la afirmación cuando conv {at, t ∈ T} es cerrado,
ya que, es un caso particular de la generalización del teorema de Motzkin,
tomando S = P = ∅.

Teorema 3.3. (generalización del teorema de Motzkin) El sistema

σ2 =


a
′
tx > 0, t ∈ T, T 6= ∅

a
′
sx ≥ 0, s ∈ S

a
′
px = 0, p ∈ P


es consistente si y sólo si

0n /∈ conv {at, t ∈ T}+ cone {as, s ∈ S}+ span {ap, p ∈ P}.

Bajo la suposición de que
conv {at, t ∈ T}+ cone {as, s ∈ S}+ span {ap, p ∈ P} sea cerrado.
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Demostración. Primero, asumamos que S 6= ∅ 6= P .

(⇒) Supongamos que σ2 es consistente y que

0n ∈ conv {at, t ∈ T}+ cone {as, s ∈ S}+ span {ap, p ∈ P}.

Sea x0 una solución de σ2. Por hipótesis,

0n =
∑
t∈T

λtat +
∑
s∈S

µsas +
∑
p∈P

ρpap,

con λ ∈ R
(T )
+ , µ ∈ R

(S)
+ , ρ ∈ R(P ) y

∑
t∈T λt = 1.

Entonces

0 = 0
′
nx

0 =
∑
t∈T

λta
′
tx

0 +
∑
s∈S

µsa
′
sx

0 +
∑
p∈P

ρpa
′
px

0 > 0

lo cual es una contradicción.

(⇐) Asumamos que

A := conv {at, t ∈ T}+ cone {as, s ∈ S}+ span {ap, p ∈ P}

es cerrado.
Si 0n /∈ A, entonces existe un vector c tal que, c

′
a > 0 para todo a ∈ A.

Como at ∈ A para todo t ∈ T , a
′
tc > 0. Nótese que at + µas, pertenece a

A para todo t ∈ T , s ∈ S y µ > 0, entonces (at + µas)
′
c > 0, o eqivalente-

mente, a
′
sc > −

a
′
tc
µ . Entonces a

′
sc ≥ 0 para todo s ∈ S. Nótese también que

at + ρap pertenecen a A para todo t ∈ T , p ∈ P , ρ > 0 y ρ < 0, entonces

(at + ρap)
′
c > 0, luego a

′
pc > −

a
′
tc
ρ para ρ > 0 y a

′
pc < −

a
′
tc
ρ para ρ < 0 y

esto para todo p ∈ P , de donde se deduce que a
′
pc = 0 para todo p ∈ P .

Por lo tanto c es solución de σ1. Aśı σ1 es consistente.

Una demostración similar puede darse cuando alguno de los dos
conjuntos S y P es vaćıo.

En el siguiente ejemplo se muestra que la hipótesis de cerradura de los
conjuntos en el teorema de Gordan generalizado no son superfluas.
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Ejemplo 3.4. Considérese

σ = {tx1 + x2 > −t, t ∈ R+ − {0}; −x2 > 0 (t = 0)}.

Supongamos que x1 = (x1, x2) satisface tx1 + x2 > −t para todo t > 0,
tomando ĺımites en ambos miembros de la inecuación cuando t→ 0, se tiene
que x2 ≥ 0, entonces σ es inconsistente.

Nótese que
(
0
0

)
no está en conv

{(
t
1

)
, t ∈ R+ − {0};

(
0
−1
)}

pues si lo

estuviera, entonces(
0

0

)
=
∑
t∈T

λt

(
t

1

)
+ λ0

(
0

−1

)
, T = R+ − {0}, λ ∈ R

(R+)
+ ,

∑
t∈R+

λt = 1,

entonces

0 =
∑
t∈T

λtt y 0 =
∑
t∈T

λt − λ0,

de donde λt = 0, para todo t > 0, luego λ0 = 0, aśı
∑

t∈R+
λt = 0,

lo cual es una contradicción.

Nótese además que

conv {at, t ∈ T} = conv

{(
t

1

)
, t ∈ R+ − {0};

(
0

−1

)}
y

cone {at, t ∈ T} = cone

{(
t

1

)
, t ∈ R+ − {0};

(
0

−1

)}
,

no son cerrados, pues

ĺım
t→0

(
t

1

)
=

(
0

1

)
,

pero (
0

1

)
/∈ conv

{(
t

1

)
, t ∈ R+ − {0};

(
0

−1

)}
y(

0

1

)
/∈ cone

{(
t

1

)
, t ∈ R+ − {0};

(
0

−1

)}
.
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3.3. Soluciones extendidas

Muchas veces es dif́ıcil encontrar una solución particular para un sistema
lineal semi-infinito σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T}, en estos casos nos gustaŕıa
tener una solución oproximada. En esta sección se consideran 2 definiciones
alternativas que permiten tener una solución aproximada.

Definición 3.1. Una sucesión {xr} en Rn es una solución asintótica del
sistema σ si y sólo si para todo t ∈ T ,

ĺım
r
inf a

′
tx
r ≥ bt,

donde +∞ es permitido como ĺımite.

Lema 3.1. Sea σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T}, si x es el punto ĺımite de una
solución asintótica de σ, entonces x es una solución ordinaria de σ.

Demostración. Si x es el punto ĺımite de una solución asintótica, entonces,
para cada t ∈ T , tenemos que

bt ≥ ĺım
r
inf a

′
tx
r = ĺım

r
a
′
tx
r = a

′
tx,

por lo tanto, x es solución ordinaria de σ.

Lema 3.2. σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T}, es consistente si y sólo si tiene una
solución asintótica acotada.

Demostración. (⇐) Si {xr} es solución asintótica acotada para σ,
entonces cl {xr, r = 1, 2, . . . } es compacto, luego existe una sucesión
convergente cuyo punto ĺımite es solución deσ.

(⇒) Si x es solución ordinaria de σ, entonces la sucesión constante
{xr = x, r = 1, 2, . . . } es una solución asintótica de σ.

Consideremos el anillo de los polinomios R[y], con el orden
lexicográfico. Donde un polinomio es considerado positivo, cuando el
coeficiente de la potencia más grande de la variable y es positivo.

Definición 3.2.
p = (p1, p2, . . . , pn)

′ ∈ (R)n

es una solución polinomial de σ, si a
′
tp :=

∑n
i=1 ai(t)pi ≥ bt para todo

t ∈ T (de acuerdo al orden lexicográfico).
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Lema 3.3. Se cumplen las siguientes relaciones entre N,K y sus clausuras

(i)
(
0n

1

)
∈ N si y sólo si

(
0n

1

)
∈ K.

(ii)
(
0n

1

)
∈ cl N si y sólo si

(
0n

1

)
∈ cl K.

Demostración. (i) Nótese que N ⊂ K, aśı es suficiente probar que si(
0n

1

)
∈ K, entonces

(
0n

1

)
∈ N . En efecto, si

(
0n

1

)
∈ K, entonces existe

λ ∈ R
(T )
+ y γ ∈ R

(T )
+ , tales que(

0n
1

)
=
∑
t∈T

λt

(
at
bt

)
+ γ

(
0n
−1

)
,

de donde

0n =
∑
t∈T

λtat y 1 =
∑
t∈T

λtbt − γ,

de la segunda igualdad se tiene que

0 < 1 + γ =
∑
t∈T

λtbt,

entonces

0n
1 + γ

=

∑
t∈T λtat

1 + γ
y

1 + γ

1 + γ
=

∑
t∈T λtbt

1 + γ
,

luego

0n =

∑
t∈T λtat

1 + γ
y 1 =

∑
t∈T λtbt

1 + γ
,

por lo tanto (
0n
1

)
=
∑
t∈T

(1 + γ)−1λt

(
at
bt

)
∈ N.

(ii) Lo que tenemos que probar nuevamente es que si
(
0n

1

)
∈ cl K,

entonces
(
0n

1

)
∈ cl N . Si

(
0n

1

)
∈ cl K y U es una bola con centro en 0n+1,
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entonces [
(
0n

1

)
+ U ] ∩K 6= ∅. Entonces existen escalares λ ∈ [0, 1] y γ ≥ 0

tales que ∑
t∈T

λt

(
at
bt

)
+ γ

(
0n
−1

)
∈
(

0n
1

)
+ U.

luego ∑
t∈T

(1 + γ)−1λt

(
at
bt

)
∈
(

0n
1

)
+ (1 + γ)−1U ⊂

(
0n
1

)
+ U,

por lo tanto N ∩ [
(
0n

1

)
+ U ] 6= ∅. Es decir,

(
0n

1

)
∈ cl N .

Lema 3.4. Si σ es un sistema inconsistente tal que cada subsistema finito
es consistente, entonces su sistema homogéneo correspondiente σ0, tiene una
solución distinta de 0n en el span {at, t ∈ T}.
Demostración. Por el teorema alternativo de Gale,(0n

1

)
∈ cl K y

(
0n
1

)
/∈ K.

Pues si
(
0n

1

)
∈ K por el lema (3.3)(0n

1

)
∈ N = cone

{(
at
bt

)
, t ∈ T

}
,

pero por hipótesis se tiene que si S ⊂ T , entonces(
0n
1

)
/∈ cone

{(
at
bt

)
, t ∈ S

}
.

Aśı
(
0n

1

)
/∈ rint cl K = rint K ⊂ K.

Entonces por [3. Th. A.6], existe un hiperplano de soporte no
trivial de la cl K que contiene a

(
0n

1

)
. Más aún, este hiperplano H también

contiene al origen, porque cl K es un cono, y su vector de dirección puede ser
remplazado por su proyección ortogonal sobre el
span cl K = span K. Entonces existe un vector diferente de cero(
v
α

)
∈ span K, v ∈ Rn, α ∈ R, tal que

(
v
α

)′
z ≥ 0 para todo z ∈ cl K

y α =
(
v
α

)′(
0n

1

)
= 0. Entonces a

′
tv ≥ 0 para todo t ∈ T , es decir, v es una

solución para σ0.
Finalmente (

v

0

)
=
∑
t∈T

λt

(
at
bt

)
+ β

(
0n
−1

)
,

para algún λ ∈ R(T ) y β ∈ R. por lo tanto v ∈ span {at, t ∈ T}.
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Teorema 3.4. Dado un sistema σ, las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) σ tiene una solución asintótica;
(ii) Todo subsistema finito de σ es consistente;
(iii) σ tiene una solución polinomial.

Demostración. (i) (⇒) (ii) La afirmación es trivial si σ es consistente.
Asumamos que σ es inconsistente y al mismo tiempo que σ contiene un
subsistema finito inconsistente {a′tx ≥ bt, t ∈ 1, . . . ,m}. Entonces por el
corolario (3.1), existen escalares positivos λi = 1, . . . ,m, tales que(
0n

1

)
=
∑m

i=1 λi
(ati
bti

)
, pues un cono convexo finitamente generado es cerrado.

Ahora sea {xr} una solución asintótica, se tiene que

−1 =

(
xr

−1

)′(
0n
1

)
=

(
xr

−1

)′ m∑
i=1

λi

(
ati
bti

)
=

m∑
i=1

λi

(
a
′
tix

r − bti
)
,

para
(
xr

−1
)
∈ Rn+1 y r = 1, 2, . . . . Entonces

−1 = limr inf
m∑
i=1

λi

(
a
′
tix

r − bti
)
≥

m∑
i=1

λi

[
limr inf

(
a
′
tix

r − bti
)]
.

Luego ĺımr inf

(
a
′
tix

r − bti

)
< 0, para algún i, 1 ≤ i ≤ m en

contradicción con que {xr} es una solución asintótica.

(ii) (⇒) (iii) Probaremos por inducción sobre

d = dim span{at, t ∈ T},

la existencia de una solución polinomial de σ, p, tal que las componentes
de p son polinomios de grado menor o igual que d, es decir grad (pi) ≤ d,
i = 1, . . . , n.

Si d = 0, entonces at = 0n. En tal caso trivial, cada x ∈ Rn es
solución ordinaria para σ, aśı definiendo las componentes de x con los
correspondientes polinomios constantes, la afirmación se cumple.

Ahora, asumamos que la afirmación es válida para esos sistemas que
contienen subsistemas finitos consistentes y tal que la dimensión del
subespacio lineal generado por los vectores coeficientes del lado izquierdo
es menor que d. Asumamos que σ es inconsistente sin perder generalidad.
Entonces de acuerdo al lema (3.4), existe un vector

u ∈ span {at, t ∈ T},u 6= 0n,
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tal que a
′
tu ≥ 0 para todo t ∈ T . Este vector u induce la siguiente partición

de T :
T1 = {t ∈ T | a′tu = 0} y T2 = {t ∈ T | a′tu > 0}.

La elección de u garantiza que dim span {at, t ∈ t1} ≤ d− 1. Además, por
hipótesis cada subsistema finito de σ1 := {a′tx ≥ bt, t ∈ T1} es consistente.
Por consiguiente, si σ1, es inconsistente y por inducción, existe una solución
polinomial para σ1, q = (q1, . . . , qn)

′ ∈ (R[y])n, tal que

grad(qi) ≤ d− 1, i = 1, . . . , n.

Demostraremos que p := uyd + q es una solución polinomial para σ.
Dos casos pueden ocurrir:
(a) si t ∈ T1, entonces a

′
tp = (a

′
tu)yd + a

′
tq = a

′
tq ≥ bt;

(b) si t ∈ T2, entonces a
′
tp = (a

′
tu)yd + a

′
tq > bt porque el coeficiente del

término de grado más grande es positivo.

Finalmente, si σ1 es consistente, podemos reemplazar q con cualquier
solución ordinaria de σ1 en el argumento anterior.

(iii) (⇒) (i) Sea p ∈ (R[y])n una solución polinomial para σ, y

consideremos la sucesión, en Rn, xr = (p1(r), . . . , pn(r))
′
, r = 1, 2, . . . .

Discutiremos dos casos para t ∈ T :
(a) si a

′
tp no depende de y (es decir, es un escalar) entonces

a
′
tx
r = a

′
tp ≥ bt;

(b) si grad (a
′
tp) ≥ 1, entonces limy→∞a

′
tp(y) = +∞, aśı

a
′
tx
r = a

′
tp(r) > bt, para valores suficientemente grandes de r ∈ N.

Por lo tanto la sucesión {xr} es una solución asontótica para σ. Esto
completa la prueba.
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Conclusiones

En este trabajo se proporcionó la teoŕıa básica para adentrarnos en
el campo de la programación lineal semi-infinita. Se presentaron algunos
resultados, los cuales nos proporcionan condiciones necesarias y suficientes
para la consistencia de los sistemas de desigualdades lineales semi-infinitos,
esto es importante porque, para resolver el problema de optimización, es
necesario primero encontrar un punto que satisfaga el sistema de
restricciones. Se pudo observar que mucha de la teoŕıa para la
consistencia de los sistemas de desigualdades lineales ordinarios puede
extenderse para la consistencia de los sistemas de desigualdades lineales
semi-infinitos. Uno de los resultados más importantes que se extendieron
fue el de Farkas.
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