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Introduccion

El término de programacién lineal semi-infinita se aplica a problemas
en los que se debe minimizar una funcién lineal en n-variables reales las
cuales estan sujetas a un sistema lineal con un ndmero infinito de desigual-
dades. Una diferencia notable entre la programacion lineal semi-infinita y la
programacion lineal ordinaria (n-variables, m-desigualdades) es que en esta
ultima, el conjunto factible es un poliedro y por tanto un conjunto convexo y
cerrado, mientras que en la semi-infinita el conjunto factible es un conjunto
convexo y cerrado, pero ya no tiene por qué ser poliedro.

En programacion lineal ordinaria es equivalente resolver el problema de
optimizacion a resolver el sistema de restricciones. Es decir, un
método que sirve para resolver el problema de optimizacién sirve tam-
bién para resolver el sistema de inecuaciones. Pero en la programacion
semi-infinita esto no se cumple, es mas, por lo general, en este caso, es
necesario resolver primero el sistema de restricciones para resolver el
problema de optimizacién. Es por esto que, en este trabajo mostraremos
algunos teoremas de consistencia para los sistemas lineales semi-infinitos
ademads, probaremos que mucha de la teoria que se cumple para los sistemas
de desigualdades lineales ordinarios pueden extenderse a los sistemas de
desigulaldades semi-infinitos.

En el capitulo uno hacemos una revision de los conceptos basicos
necesarios para la comprensiéon de la teoria que se desarrolla méas adelante.
En el capitulo dos presentaremos la teoria de consistencia de los sistemas
de inecuaciones lineales ordinarios, finalmente, en el capitulo tres
desarrollamos la extensién de la teoria presentada en el capitulo dos a los
sistemas de inecuaciones lineales semi-infinitos.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos basicos

En esta seccién revisaremos algunas definiciones y resultados basicos de
subespacios lineales de R™ que nos permitiran desarrollar la teoria sobre
sistemas de desigualdades lineales que se presentara en el capitulo 2.

Un vector en R" es una n-ada (o arreglo) de ntmeros escritos en un
rengléon o columna. En este trabajo un vector x € R"™ se considerara
escrito en forma de columna y se denotard x’ a su vector transpuesto.

Producto interior

Cualesquiera dos n-vectores x = . vVy = . se pueden

In Yn

multiplicar. El resultado de esta multiplicacién es un niimero real denomina-
do producto interior o producto punto de los dos vectores, el cual se define
como sigue:

n
Xy = Z1Y1 + -+ Tnln = Y Tili-
=1

En este trabajo se tomara el producto escalar de un vector renglén y un

3
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vector columna, es decir

. n

X y:(xl,...,xn) . :x1y1+--.+$nyn:2xiyi.
. i=1
Yn

Norma de un vector

Se pueden usar varias normas de un vector. Aqui se usard la norma
euclidiana. Esta norma es la raiz cuadrada del producto interior del vector
consigo mismo. En otras palabras, la norma de un vector x € R", que se
denota por [|x||, estd dada por

[Ixl] =

Distancia entre dos puntos

La distancia Euclidiana entre dos puntos x,y € R" es la raiz cuadrada
del producto punto del vector diferencia consigo mismo. Esto es, la distancia
entre dos puntos x,y, que se denota por d(x,y) esta dada por

Bolas y esfera

Con la distancia FEuclidiana se pueden definir conjuntos en R".
Sean x € R™ y € > 0 un numero real positivo,

(i) El conjunto
B(x,e) ={y e R" | d(x,y) < ¢}
se llama bola abierta con centro en x y radio e.

(ii) El conjunto

B(x,e) ={y e R" | d(x,y) < ¢}
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se llama bola cerrada con centro en x y radio e.
(iii) El conjunto
S={yeR" |d(xy) =¢}
se llama esfera con centro en x y radio e.

Subespacios lineales

Definicion 1.1. Diremos que un subconjunto Sy no vacio de R™ es un
subespacio lineal o simplemente espacio lineal (de R™) si satisface las
siguientes propiedades.

(i) Six, y € S, entonces x +y € Sr.
(i) Six € Sp, o € R, entonces ax € Sp.

Asi todo subespacio de R"™ contiene al 0,,.
Dado un conjunto no vacio X C R", se llama envoltura lineal de X al
menor subespacio vectorial que contiene a X, que denotaremos por span X.

Conjuntos afines

Definiciéon 1.2. Sea A C R"™. Diremos que A es afin si
A = x+ S para algin x € R"™ y Sp algin subespacio lineal de R™.
Esto es, un conjunto es afin, si es el resultado de sumar un vector fijo a
un subespacio lineal.

A Sy, se le llama subespacio paralelo de A.
Dado un conjunto no vacio X C R™, se llama envoltura afin de X, al
menor conjunto afin que contiene a X, que denotaremos por aff X.
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Combinaciones lineales

Una combinacién lineal (CL) de los vectores x!,x2,...,x? € R" es una

expresion de la forma > ¢ a;x’, cona; €ER, i =1,...,p.

Conjunto generador

Se dice que los vectores x',x2,...,x" € R" generan a R", si todo vector

en R" se puede escribir como una combinacién lineal de ellos. Es decir, para
todo v € R", existen ay, as, ..., a, tales que

V=X + aex® + -+ apx”.

Espacio generado por un conjunto de vectores

Sean x!,x2,...,x" € R". El espacio generado por {x!,x2,...,x"} es el
conjunto de combinaciones lineales de x!,x2,...,x" es decir,
1 2 ny _ _ 1 2 n
gen {x",x° ... . X"} ={v|v=a1x +ax*+ -+ a,x"}
donde a1, a9, ..., a, son escalares arbitarios.
Independencia y dependencia lineal
Una coleccién de vectores x!,x?, ..., x™ de dimensién n es linealmente

independiente si

m
g Aix' = 0, implica que \; =0 para i =1,2,...,m.

i=1
Una coleccién de vectores se denomina linealmente dependiente si los
vectores no son linealmente independientes. Por tanto, x!,x2,...,x™

linealmente dependientes si existen A, Ao, ..., A\, no todos cero, tales que
Z;ll )\Z'XZ = On.

son

Base
Definicién 1.3. Un subconjunto finito de vectores {x!,x2 ... x"} de un
subespacio lineal Sy, es una base de Sy, si

(i) {x},x2,...,x"} es un conjunto linealmente independiente.

(ii) {x',x%,...,x"} genera a Sg.
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Todo conjunto de n vectores linealmente independientes en R™ es una
base para R™.

Ejemplo 1.1. En R" se definen

1 0 0 0
1 0 0
0 0 1 0
el = Y e2 = Y e3 = Y Y en = 9
0 0 0 1

asi {e',e?,e3 ..., e"} es un conjunto linealmente independiente vy, por lo

tanto, constituye una base para R". Esta base se llama base candnica para
R”.

Definicion 1.4. La dimension de un subespacio lineal Sy, de R™ es la
cardinalidad de cualquiera de sus bases, la cual denotaremos por dim Sg.

Con lo anterior tenemos que dim R"™ = n, dim {0,} = 0.

Definicién 1.5. La dimension de un conjunto afin A = x4+ Sy, es la de St,.
FEsto es dim A =dim Sy,.

1.2. Conjuntos convexos

En esta seccién se introduce una familia de conjuntos, llamados convexos,
ademads se consideraran algunas de sus propiededes bésicas, ya que son de
gran utilidad en la construcciéon y analisis de los modelos de programacion
matematica y en particular, de programacién lineal.

Definicién 1.6. C C R" es convezxo si (1 — \)x! + M\x? € C cualesquiera
que sean x', x2 € C y A € [0,1]. La dimensién de C # @ es la de su

envoltura afin, es decir, dim C :=dim aff C.

En otras palabras un conjunto C C R"™ es convexo si para cualquier
pareja de puntos x!,x% € C, el segmento de recta que une estos dos puntos
estd también en C.
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COryunta Convexa Corjiurta 1o Convexs

Observaciéon 1.1. Por convenio, & también es convero vy
dim & = —1.

Ejemplo 1.2. (a) Los puntos son convexos de dimension 0.
(b) Las rectas, los segmentos y las semirectas son convexos de dimension 1.
(c) Un cubo en R? es un conjunto convero de dimension 3.

(d) Sea 0,, € R", entonces C = {x € R" | d(0,,,x) < 1} = B(0,,1) es

un conjunto convexo en R"™ de dimension n.
(e) Los subespacios lineales en R™ son conjuntos convezxos.

(f) Los conjuntos afines son conjuntos convexos.
Prueba: Sea x € R™ y definamos, A = x + S donde Si, es un subespacio
lineal de R™. Six', x2 € Ay X € [0,1], se puede escribir x* = x + sl1 Y

x?=x+ SIQ, donde Sll, Sl2 € Sp, entonces

(1= Nx'+Ax? =x+s8/ —Ax—As] + Ax+Asf =x+ (1 —\)s] + s} € 4,

pues (1 — N)s} + As? € Sp.

(g9) El conjunto R™ sin el origen 0, no es convezo.

Teorema 1.1. Si {C;,i € I} es una familia de conjuntos convezxos, entonces
NicCi también es convezo.

DEMOSTRACION. Si (;c; C; = @ no hay nada que probar.
Sean x!, x? € ;¢; Ci y sea A € [0, 1]. Entonces, (1 — A)x! + Ax? € C;, para
todo i € I, es decir, (1 — A\)x! 4+ Ax? € ;¢ Ci. O
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Definicion 1.7. Un conjunto no vacio es un poliedro si es el conjunto de
soluciones de cierto sistema (finito) de inecuaciones (débiles) lineales.

Recordemos que una combinacién lineal (CL) de los vectores
x,x%2...,xP € R" es una expresién de la forma P a;x', con
a; € R,i=1,...,p. Dicha CL se dice que es no negativa cuando a; > 0,
paratodoi=1,...,p. Si Y, a; = 1, la CL se dice que es afin. Una CL es
convexa cuando es no negativa y afin. Asi una combinacién lineal convexa

de un nimero finito de puntos x',x?...,x? se define como el punto

P P
X:Zaixz, donde a; >0, i=1,...,p; Zaizl.
i=1 i=1

Proposiciéon 1.1. Sea @ # C C R". C es convexo si y sélo si C contiene
todas las combinaciones lineales convexas de elementos de C'.

DEMOSTRACION. Supongamos que C es convexo. Probaremos, por
induccién sobre el nimero de elementos, p, que C' contiene a cualquier
combinacién convexa de puntos de C.

Para p =1 es trivial. Supongamos cierto el enunciado para combina-
ciones lineales convexas de hasta p puntos, y consideremos x := Zf;rll \ix?,
con {x! ... xP*1} C C, Ef:ll)\z =1y XN>0,i=1,...,p+ 1. Si algtin
A; = 0 ya no hay nada que probar, por hipdtesis de induccién. Supongamos,
pues, \; # 0, para todoi=1,...,p+ 1. Alser 1 — M\py1 = > 5 1 A > 0.
Entonces

y, por hipétesis de induccién

p
—x'eC.
; (1 - )\p—i-l)
Entonces como C' es convexoy Y &, (I_S\\ﬁxi, xPtl e C,
p P
— x4\ P+l _ (1 _ )\ N A O
xfz X+ ApxPT = ( p+1)2(1_)\+1)x+ p1xP e C
i=1 i=1 p

El reciproco es trivial: Si C contiene todas las combinaciones lineales
convexas de puntos de C, entonces C' contiene todas las combinaciones
lineales convexas de dos puntos de C'y, por tanto, C' es convexo. O
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Definicion 1.8. La Envoltura convexa de un conjunto X C R" es el
menor conjunto convexo que lo contiene. Se denota por conv X y es la
interseccion de todos los conjuntos converos que contienen a X.

L ] % -
* L
L] * * L] . *
° . * . p . . -
. . L4 . 4 »
. *
L Ll - .
X conv X

Figura 1.1: Envoltura convexa

Observacion 1.2. conv @ = .

Proposicién 1.2. Si X # &, conv X es el conjunto de todas las
combinaciones lineales converas de puntos de X.

DEMOSTRACION. Sea C' el conjunto de todas las combinaciones lineales con-
vexas de puntos de X. Por la proposicion 1.1, X C C C convX. La de-
mostracién se completa probando que C' es convexo. Dados dos elementos
de C, es decir, dos combinaciones lineales convexas de puntos de X, puede
suponerse (afiadiendo ceros como coeficientes si fuera necesario) que lo son

del mismo conjunto {x!,...,xP} C X. Sean >0, a;x’ y 3P | B;x" dos com-
binaciones lineales convexas del conjunto {x!,...,xP}, y sea A € [0,1]. Se
tiene
(1= ax" + 1) 8ix" =) [(1— Ny + ABiJx,
i=1 i=1 i=1
con

p

ST -Nai+ 2081 =1-0)Y i+ gi=1
=1 =1

i=1
Asi, pues, (1 — N)YP  axt + AYP  Bixt € C, lo que prueba la
convexidad de C. O
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Hiperplanos y semiespacios

Definicion 1.9. Un hiperplano H en R" es un conjunto afin de dimension
n — 1.

Otra definicién es la que se presenta en [4]. Un hiperplano H en R” es
un conjunto de la forma {x : p’x = k}, en donde p es un vector distinto de
cero en R™ y k es un escalar.

De manera equivalente, un hiperplano consta de todos los puntos
x = (x1,22,...,2,) que satisfacen la ecuaciéon > . pix; = k. Si
x' € H, entonces p'x’ = k, y para cualquier x € H, se tiene
p’x = k. Restando se obtiene p’(x — x°) = 0. En otras palabras, H se
puede representar como la coleccién de todos los puntos que satisfacen la
ecuacién p’ (x —x%) = 0, en donde xq es cualquier punto fijo en H.

Observacién 1.3. Sea H = {x : p'x = k} un hiperplano en R".
Six!,x2€ H y X €[0,1], entonces

pl[(1 = Nx!+ Ax?] = pTxt — pPAx! + pPAa? =k — Mk + Mk =k,
por lo tanto H es convexo.

Un hiperplano divide a R™ en dos regiones denominadas semiespacios
cerrados (sustituyendo = por > y <) y dos regiones denominadas semies-
pacios abiertos (sustituyendo = por > y <), cuya frontera comun es H.
Por tanto, un semiespacio cerrado es una coleccién de puntos de la forma
{x | p'x > k}, en donde p es un vector distinto de cero en R" y k es un
escalar. El otro semiespacio se puede representar como el conjunto de la for-
ma {x | px < k}. La unién de los dos semiespacios cerrados {x | p7x > k}
y {x | px <k} es R™. Si se hace referencia a un punto fijo x° en el hiper-
plano que define al semiespacio, entonces este ultimo se puede representar
como {x | p7(x —x%) >0} o como {x | p?(x —x%) < 0}. Luego el primer
semiespacio consta de puntos para los cuales (x — x%) forman un 4dngulo
agudo (< 900) con p, mientras que el segundo semiespacio esta integrado
por puntos x tales que (x — x°) forman un angulo abtuso (> 90") con p.
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Observacion 1.4. Los semiespacios cerrados (abiertos) determinados por
un hiperplano son conjuntos converos.

Rayos y direcciones

Otro ejemplo de conjunto convexo es el rayo.

Definicion 1.10. Un rayo es una coleccion de puntos de la forma
{x%+d | A >0}, en donde d es un vector distinto de cero. En este caso,
xY se denomina vértice del rayo, y d es la direccion del rayo.

Definicion 1.11. Dado un conjunto convexo, un vector d, distinto de cero,
se denomina direccion (de recesion) del conjunto si, para
todo x° en el conjunto, el rayo {x° + Xd | A > 0} también pertenece al
conjunto.

Observacion 1.5. Si el conjunto estd acotado, entonces no tiene
direcciones.

Conos convexos

Una clase muy importante de conjuntos convexos es la de los conos
CONVEXOS.

Definicion 1.12. Un conjunto K tal que 0, € K C R" es un cono si
Ax € K cualesquiera que sean x € K y A > 0.

En otras palabras, son conos aquellos conjuntos de R"™ que contienen a
todas las semirectas que parten de 0,, y que pasan por un punto del mismo.
Cualquier subespacio vectorial es un cono (aunque 0,, no sea un vértice del
mismo). El tnico conjunto acotado que es cono es {0, }.
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Definicion 1.13. Un conjunto K es cono convexo si es cono y es un
conjunto convexo.

COND CONVEXD CONO NO CONVEXD

Figura 1.2: Cono convexo y cono no convexo

Proposicion 1.3. Sea @ # K C R". K es cono convexo si y sélo si contiene
todas las combinaciones lineales no negativas de elementos de K.

DEMOSTRACION. Supongamos que K es un cono convexo. Tomemos
una combinacién lineal no negativa arbitraria de elementos
de K, x := >P  Ax’ con \; > 0,i = 1,...,p. Si A\; = 0, para todo
1 =1,...,p, entonces x = 0,, € K y no hace falta seguir. De no ser asi,
P 1 X >0y podemos escribir

notese que
zp:( pAi )\) = 1)
i=1 2im1 A
entonces como consecuencia de la proposicién (1.1),

P
Z(ﬂ)x €K,

i=1 =

luego como K es cono

p p \; :
x=0>_X\) Z(m)x e K.

i=1 i=1

El reciproco es consecuencia directa de las definiciones de cono y de convexo.
O
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Definicién 1.14. La envoltura conica (se sobre entiende que conveza) de
un conjunto X C R"™ es el menor cono convexro que contiene a X. Se denota
por cone X y es la interseccion de todos los conos convexos que contienen
a X.

Figura 1.3: Envoltura cénica

Observacién 1.6. cone @ = {0,}.

Proposicion 1.4. Si X # @, cone X es el conjunto de todas las
combinaciones lineales no negativas de puntos de X.

DEMOSTRACION. Semejante a la caracterizacién de conv X. O

Un cono poliédrico es un conjunto que es a la vez cono y poliédro.
El conjunto solucién de un sistema de inecuaciones lineales homogéneo,
{a;"x >0, i = 1,...,m} es poliedro y cono, ya que si X es solucién, A\X
también lo es, para todo A > 0. Hay, sin embargo, sistemas no
homogéneos cuyo conjunto solucién es cono poliédrico. Por ejemplo, el
sistema {x1 > 0, o2 > 0, x1 + xo > —1} tiene por solucién el primer
cuadrante del plano. Nétese, sin embargo, que {x; > 0, 2 > 0, x1+x2 > 0}
es un sistema equivalente (con igual conjunto de soluciones) al anterior y
homogéneo.

Definicion 1.15. Dado un sistema de inecuaciones
_ T -

o={a;jx>b;, i=1,...,m}
el congunto factible de o se define como

Fi:{XERn|aiTX2bi, 2:1’7m}
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Figura 1.4: Conjunto factible

Proposicién 1.5. Si F = {x ¢ R" | a;//x>b;, i =1,...,m} es un cono,
entonces F = {x € R" | a,Tx >0, i=1,...,m}.
DEMOSTRACION. Denotamos F' = {x € R" | a;/"x > 0, i = 1,...,m}
y probaremos que F = F’. Por ser F' un cono, 0, € F, luego 0 > b;,
i=1,...,m.SiX € F', entonces a;’x > 0 > b;, i = 1,...,m, asi que
X € F.

Para el reciproco, si X € F, se cumple que a;’x > 0, i = 1,...,m,

ya que, de lo contrario, si a;7X < 0, para algin 4, entonces para A > 0
suficientemente grande se tiene que \a;’ X = aiT()\i) < b;, contradiciendo
que F es un cono. Por tanto, X € F’ O

Definicién 1.16. Sea @ # C C R"™ un conjunto convero. El cono de
recesion de C, se define como

OTC={xeR"|y+yxe€C, yeC, v>0}
Observacién 1.7. Si C es acotado, se tiene que OTC = {0,}.

Definicion 1.17. Sean @ # C C R" un conjunto convexo y x € C un
punto cualquiera en C. El cono de direcciones factibles de C' en x, se
define como

D(C,x)={y e R" | x+~vy € C, para algin v > 0}.

Definicién 1.18. Al conjunto (OTC)N(—OTC) le llamaremos espacio de
linealidad de C' y se denotard lin C.
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Capitulo 2

Sistemas de 1necuaciones
lineales ordinarios

Para empezar a hablar de los sistemas de inecuaciones lineales, presen-
tamos la introduccién que hace Goberna en [2].

Los sistemas de inecuaciones lineales empezaron a interesar a los fisicos
en el siglo XIX, en relaciéon con la determinacién de los puntos de equilibrio
en sistemas mecanicos. No es casualidad que el primer método numérico
para tales sistemas lo propusiese el fisico Fourier en 1827, quien pensaba
que “el estudio profundo de la naturaleza es la mas fértil de las fuentes
de descubrimientos matemaéticos”. En la misma linea de Fourier, tratan-
do de identificar los puntos de equilibrio en sistemas mecéanicos, el fisico
hiingaro Farkas prob6 en 1901, tras varios intentos infructuosos (pruebas
incompletas), el resultado fundamental de la teoria de inecuaciones lineales
(el Teorema de Farkas-Minkowski). Clarificado el asunto, los fisicos dejaron
de interesarse por los problemas de equilibrio y por sus inseparables sistemas
de inecuaciones lineales. Por esa época los matemadticos mas importantes
habian
dejado de considerar a la fisica como su principal fuente de inspiracion
para centrar su atencién en la fundamentacién de las matematicas y en su
estructuracioén.

No es de extranar, que diferentes matematicos se ocuparan, sin otra
motivacion que la curiosidad intelectual, de los sistemas de inecuaciones
durante el primer tercio del siglo XX tanto desde el punto de vista tedrico
como de los métodos numéricos. En el primer aspecto hay que destacar la
aportacion de Minkowski, quien se interesé por los conjuntos convexos y
por los sitemas de inecuaciones lineales como herramientas para la teoria de

17
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nimeros, dando diferentes versiones del teorema de separacién y del lema
de Farkas. Por lo que se refiere a los métodos, Dines, en 1918, y Motzkin,
en 1936, redescubrieron el método de Fourier, que actualmente estd méas
valorado por su importacia tedrica que practica.

En la seccién 2.1 analizaremos el método de eliminacion de Fourier pues
es una herramienta 1til en la demostracién del teorema de Weyl presentado
en la seccién 2.2, donde ademéds los conjuntos convexos cerrados (con el
importante teorema de separacién) son analizados. Finalmente, el Teorema
de Farkas-Minkowski, el lema de Farkas, y otros resultados sobre sistema de
inecuaciones lineales son demostrados en la seccién 2.3.

2.1. El método de eliminacion de Fourier

La idea de este método es extender a sistemas de inecuaciones
lineales el método de eliminaciéon de Gauss para sistemas de ecuaciones
lineales que procede a la eliminaciéon, una a una de las variables. Desde
el punto de vista geométrico, la eliminacién de una variable x; proporciona
una representacion de la proyeccion ortogonal del conjunto de soluciones del
sistema actual sobre el subespacio x; = 0. Dicha representacién lineal es el
sistema reducido.

Eliminando sucesivamente todas las variables menos una, se obtiene el
intervalo de variaciéon de esta ultima, que puede ser vacio o no,
siendo el sistema dado inconsistente (carente de soluciones) o consistente,
respectivamente. En el tltimo caso, para calcular una solucién del sistema, se
toman valores arbitrarios, sucesivamente, para cada una de las
variables en sus respectivos intervalos de variacién en el orden inverso al de su
eliminacién.

Figura 2.1: Grafica
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Sin  merma de generalidad, formulamos el procedimiento
para eliminar la primera variable, z;, de un sistema dado
o = {al-Tx > b, i = 1,...,m}, cuyo sistema reducido denotaremos por
o . Si descomponemos la incégnita x € R” en la forma x = (f{}), donde

/

x = (wo,...,z,)", y dividimos ambos miembro de cada inecuacién de
o por el valor absoluto del coeficiente de x1, siempre que no sea nulo,
obtenemos un sistema equivalente a o, que escribimos como

T —i—c,-TX/ >d;, 1€1
—x1 —i—CjTX/ > dj, j€J (2.1.1)
cfx/ >di, ke K

donde I,J, K es una particién de 1,...,m, pudiendo ser vacio alguno de
estos conjuntos (aunque K # @ si [ = J = ©).
Algoritmo de eliminacién de Fourier

(a) SiI# @ # J, el sistema reducido es

De no ser asi, dos casos son posibles:

(b) Si K # @, el sistema reducido es ¢’ = {cfx >dy, k € K}.

(¢) Si K = @ (en cuyo caso bien I # & o bien J # @), el sistema
reducido es 0 = {0_,x" > 0}.

Si el sistema dado, o, es homogéneo (b; = 0, para todo ¢), entonces el
. . / . 7
sistema reducido, o , tambien es homogéneo.
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Ejemplo 2.1. Hallaremos una solucion del sistema

1+ 209 — 23 <1
1 —r2t+ax3 <0
xo — a3 2> —1

T + 2203 > —2

(2.1.2)

mediante la eliminacion sucesiva de x1 y de xo.

Dividiendo por el coeficiente de x; (cuando es mno nulo) cada
inecuacion de (2.1.2) y ordenando las inecuaciones convenientemente,
expresamos el sistema en el formato (2.1.1):

T+ 2x3 > —2
—x1 — 229 + 23 > —1

g+ Ty — 23 > 0 (2.1.3)
To — XT3 > -1
Como I = {1}, J ={2,3} y K = {4}, (2.1.3) es equivalente a
—2 —2z3 <1 < min{l — 2x9 + 3, T2 — 23} 7 (2.1.4)
Tro — I3 Z -1
por lo que el sistema reducido de (2.1.2) es
—2—2x3<1—2x9 + 23
—2—2$3§$2—Z’3
Tr9 — X3 Z -1
o, en formato (2.1.1),
To+r3 > —2
o — I3 Z —1 y (2.1.5)

2+ By > 3
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que describe la proyeccion ortogonal de F sobre el plano x1 = 0. Las
cotas para x2 en (2.1.5) vienen dadas por

3 3
{max{—ajg —2, 23— 1} <mg < B + 23:3},

por lo que el sistema reducido de (2.1.5) es

3 3 7
—$3—2§§+§x3 $3>_§

Il
V |
|
ot
If
—
&
w
vV
|
[SA YN
——

afg—lﬁg—i-%xg T3

Asi el intervalo de wariacion de w3 es [—%,—i—oo), que es la
proyeccion ortogonal de F sobre el eje xs. Luego si tomamos xs = 0,
xo deberd satisfacer —1 < xg < % por (2.1.5). Podemos tomar xo = 0,
en cuyo caso 1 verificard, de acuerdo con (2.1.4), —2 < x1 < 0. Eligiendo

finalmente x1 = 0, obtenemos (0,0, O)T eF.

Teorema 2.1. (Fourier, 1827) Sea F' C R"™ el conjunto de soluciones de
o={alx>b, i=1,....,m} y sea F' c R el conjunto de soluciones
del sistema reducido o . Entonces x € F' si y sdlo si existe 1 € R tal que
(i}) € I (porlo que o' es consistente si y sdlo si o también lo es). Ademds,
si F' es acotado, necesariamente I # & # J.

DEMOSTRACION. Como cada conjunto I,.J, K puede ser vacio o no,
discutiremos los siete casos posibles (no pueden ser simultdneamente vacios).

Caso 1: I # @, J # @, K # @. Entonces ¢ es equivalente a

mazier {di — CzTX,} < xp < minjeg {C?X’ —d;}
cix >di, ke K '
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Es inmediato comprobar que si (i}) e F, entonces x € F'. Reciproca-

. / T / / ., i
mente, si x = (x2,...,2,) € F', entonces x es solucién de o, por lo que

mazicr {d; — CZTX,} < minjey {c;‘rx, —d;}

y puede tomarse 1 € [mawier {d; — cI'x }, minjes {c;‘-FX/ — d;}], de tal

xX . . ., o .
manera que X := (x}) satisface o, es decir, x € F. La afirmacién adicional

sobre la acotacion de F' no requiere prueba en este caso.

Caso 2: I # @, J # @, K = &. Entonces o es equivalente a

{maz;cr {d; — c;fpxl} <z < minjey {cJTX/ —d;}},

y se repite el argumento.

Caso 3: I # @, J =2, K # @. Es facil ver que (f{}) € F implica x € F’
y que dado x € F', si se toma 1 € [mazie; {d; — ¢! x },400) se tiene

i}) € F. En este caso, F' es no acotado.

Caso 4: [ # @,J = @, K = @. Entonces dado x € F' = R"!, se
completa una solucién de o tomando x1 € [maz;es {d; — cI'x'}, +00).

Caso 5: [ = @,J # @, K # @. Dado x € F', se completa una solucién
tomando x1 € (—oo, miniey {cI'x —d;}.

Caso 6: I = ©,J # @, K = @. Se toman x € R" !y
x1 € (—00, miniey {c?x —d;}].

CasoT: [ =@, J=0, K # @. Dado x € F’, se completa una solucién
tomando cualquier 1 € R. Obsérvese que x e Rv! equivale a afirmar que
T9,...,Ty son libres. O
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En general, el método de Fourier elimina las variables sucesivamente, sin
que importe el orden de eliminacion.

2.2. Conjuntos convexos cerrados

Los conjuntos factibles en programacién lineal, programacion cuadratica
y programacion fraccional son poliedros (intersecciones de semiespacios), que
son convexos y cerrados. Lo mismo ocurre con otras clases de problemas de
programacién no lineal.

Definicion 2.1. Un hiperplano separa estrictamente dos conjuntos
cuando cada uno de los semiespacios abiertos que determina dicho
hiperplano contiene a uno de los dos conjuntos.

Teorema 2.2. (de separacion) Si C es un convezo cerrado no vacio ey ¢ C,
existe entonces un vector a # 0, y un escalar b tales que a’y > b ya’x < b,
para todo x € C.

DEMOSTRACION. Sea B una bola cerrada de centro y, con radio § tan grande
como haga falta para que BN C # @. Como la distancia a y, d(y,.), es una

funcién continua sobre R, al igual que su cuadrado, d?(y,.), y BN C es un
compacto, existe un punto z € B N C tal que

ly — 2l < [ly — x|, (2.2.1)
cualquiera que sea x € BN C. Por otro lado, si x € C — B, tenemos
ly —x||* > 6° > [ly — =%,

por lo que se cumple (2.2.1), para todo x € C. Ahora si definimos
a:=y—zyb=alz, se tiene que

aly=a’(y—z+2z)=|a|* +a'z,

de donde a’'y > b y sélo falta probar que a’x < b, para todo x € C.
Sea, pues, x € C. Como {z,x} C C,si0 <A< 1, (1-Nz+ x € Cy,
aplicando (2.2.1), se obtiene

|z —yII” < |1 =Nz +Mx—yl]> =[|(z—y) + Ax —2|* =

2.2.2
—lly — 2l + NI|x — 2l + 27z — ) (x — 2. (2.22)

Por (2.2.2), y teniendo en cuenta que A > 0,

Mx —z||* —2aT(x —z) > 0. (2.2.3)
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Tomando limy_o en (2.2.3), se obtiene —2a’(x — z) > 0, es decir
b=alz>alx. O

Corolario 2.1. Si K es un cono convezro cerrado ey ¢ K, existe un vector
a+#0, tal quea’y >0 yal'x <0, para todo x € K.

DEMOSTRACION. Por el teorema de separacién, existen a # 0, y b € R
tales que a’y > by a’x < b, para todo x € K. Debemos probar que puede
ponerse b = 0.

Al ser 0,, € K, se debe cumplir a’0, =0 < b < aly.

Por otro lado, dado x € K (fijo), Ax € K cualquiera que sea A > 0, por lo
que a (Ax) < b, o lo que es lo mismo, a’x < g. Tomando limites cuando A
tiende a 400, en esta tltima desigualdad queda a’x < 0. ]

Definicion 2.2. Un hiperplano H es de apoyo para X en un puntoXx € X
st X € H y X estda contenido en uno de los dos semiespacios cerrados que
determina H.

Teorema 2.3. (del hiperplano de apoyo) Si C es un convexo y cerrado y
X es un punto de la frontera de C, existe entonces un hiperplano de apoyo
para C' en X.

DEMOSTRACION. Como X pertenece a la frontera de C, podemos tomar una
sucesién {y*} ¢ R™ — C tal que lim; y* = X. Por el teorema de separacién,
para cada k existe a; € R", con ||ag|| = 1, tal que

aly* > al'x, (2.2.4)

para todo x € C. Como {aj} estd contenida en la esfera unidad, que es
compacta, {ay} contiene una subsucesién convergente que podemos suponer
sin merma de generalidad que es ella misma. Sea limy a; = a, con ||ag|| = 1.

Tomando limites en (2.2.4) cuando k — oo se obtiene a’x > a’x, y eso
para todo x € C. Por tanto, H = {x € R" | a’x = a”X} es un hiperplano
de apoyo para C en X. O

Corolario 2.2. Si K es un cono convexo y cerrado existen hiperplanos de
apoyo para K en todos sus puntos frontera y tales hiperplanos también son
de apoyo en el origen.

DEMOSTRACION. Si X pertenece a la frontera de K, sabemos que existen
a#0,yb¢c R tales que al’x > b, para todo x € K y alx = b.
Bastard probar que b= a’0,, = 0.
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Para empezar, al ser 0,, € K, se tiene 0 = a’0,, > b. Por otro lado,
como a’ (AX) > b, para todo A > 0, b= alx > % y, al tomar limites cuando
A — 400, se obtiene b > 0. Se concluye que b = 0. ]

Definicién 2.3. El conjunto {x!,...,x?} C R" es afinamente
independiente (Al) cuando {(xll),,(xlp)} c R" es linealmente
independiente (LI).

Proposicién 2.1. Dados x',...,xP en R, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) {x',...,xP} es AL

(ii)) Si Bi1,...,B, son escalares tales que > T_; Bixt = 0, y
le B; =0, entonces 31 = --- = 3, = 0.
(iii) x',...,xP determinan una variedad afin de mdrima dimension,

es decir, dim aff {x',...,xP} =p—1.

DEMOSTRACION. Probaremos la equivalencia entre las negaciones de (i), (ii)
v (iii).

Six=aff {x',...,xP}, entonces

p p
x=> Ax', donde A\; >0, i=1,...,py > \=L
=1

i=1
De donde
p—1
Ap=1-> "\,
i=1
luego
p—1 p—1
x =xP+ z:)\,-(xz —-xP)y Z)\i(xl —xP) € span {x' —xP,...,xP"! —xP},
i=1 i=1

asi se concluye que
dim aff {x',...,xP} = dim span {x' —xP,... xP71 —xP}.
Ahora por hipétesis

dim aff {x',...,xP} =dim span {x! —xP ... xP7' —xP} <p—1,
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si y sélo si existen escalares oy, 1 = 1,2,...,p— 1, no todos nulos, tales que

p—1
Zai(xl - Xp) = Oy,
=1

o lo que es lo mismo existen escalares o;, © = 1,2,...,p— 1, no todos nulos,
tales que

1

oy (xt —xP) 4+ + ap_l(xp—l —xP) =0,,

si y sélo si existen 3;, 1 = 1,2,...,p, no todos nulos, tales que

p—1
donde 3; = a4, izl,...,p—lyﬁp:—Zai,

i=1
si y solo si existen 3;, i = 1,2,...,p, no todos nulos, tales que
p i
x
Zﬁi( 1) =01,
i=1
si y sélo si {(xll), (xf), e (xlp)} es linealmente dependiente. O

Definicion 2.4. La envoltura convera de un conjunto finito no wvacio se
denomina politopo.

Teorema 2.4. (Carathéodory, 1911) Sea @ # X C R™. Se cumple:

(i) Toda combinacion lineal no mnegativa de elementos de X, con
X # {0,}, es también combinacion lineal no negativa de un subconjunto
LI de X (con un mdzimo de n elementos).

(ii) Toda combinacion lineal convera de puntos de X es también
combinacion lineal convexa de un subconjunto AI de X (con un mdximo
de n+ 1 puntos).

DEMOSTRACION. (i) Sea x € cone X, x # 0,,. Se puede escribir

P
x:ZAixi, xteX, \>0,i=1,...,p, (2.2.5)
=1
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siendo p el menor nimero de elementos de X necesarios para expresar X
como C'L no negativa de elementos de X (existe dicha C'L por ser (N, >)
un buen orden).

Si {x!,...,xP} fuese linealmente dependiente, se podria escribir
p .
Z ;X" = 0y, (2.2.6)
i=1
donde podemos suponer «; > 0 para cierto j € {1,...,p} (si es menester se

cambia el signo de todos los «;). Como consecuencia de (2.2.5) y (2.2.6), se

tiene
P

Z(/\i — o)Xt =x (2.2.7)
i=1
cualquiera que sea p € R. Al ser aj > 0, estd bien definido el nimero
positivo 7 = min {2—2 | a; > 0}, y tomando p = 1, todos los coeficientes del
primer miembro de (2.2.7) son no negativos y al menos uno de ellos es 0.
Tenemos entonces

p
> i —Fe)x' =x, A — iy 20, i=1,...,p, (2.2.8)
=1

siendo nulo al menos uno de los p escalares de (2.2.8). Tenemos una
contradiccién.

(ii) Sea x € conv X. Entonces podemos escribir

P P
x=> ANx, ) AN=1L AN>0x€X, i=1,...,p,
i=1 i=1
es decir,
X P x ,
<1) :ZAi<1>, Ni>0,xeX,i=1,...,p.
i=1
Como consecuencia de (i), podemos suponer que {(xll),,(xlp)}
es LI, en cuyo caso {x!,...,xP} es AI. Como Y ! \x! = x
y >.P_ A = 1, concluimos que x es C'L convexa de un subconjunto de
X que es Al O

Las envolturas lineal y afin de un conjunto arbitrario, finito o no, son
conjuntos cerrados (pues los conjuntos afines son interseccién de
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hiperplanos). Por el contrario, ni la envoltura convexa ni la envoltura cénica
de un conjunto cerrado, son en general, cerradas. La finitud del conjunto
generador, en cambio, si garantiza la clausura de ambas envolturas, segin
probaremos a continuacién.

Teorema 2.5. (Weyl, 1935) Si X, Y C R"™ son conjuntos finitos, con
X # &, entonces:

(i) El politopo conv X es un poliedro compacto;

(ii) El cono finitamente generado cone Y es el conjunto solucion de un
sistema homogéneo (por lo que es un cono poliédrico), y

(i4i) La suma de Minkowski de ambos conjuntos, conv X + cone Y, también
es un poliedro.

DEMOSTRACION. Sean X = {x!,...,xP} e Y = {y!,...,y?}
(i) x € conv X siy s6lo si tiene solucién el sistema (con variables A;,
i=1,...,p)

P

p
{XZZ)\ixi§Z>\i:17 )\iZO,iZL...,p}.
i=1 =1

En consecuencia, conv X es el conjunto de soluciones del sistema resultante
de eliminar las variables Aq,...,\, en el sistema (con variables i, ..., Ay;

CC1,...,$n)
xk:Zle)\iffé, k=1,...,n;
SP o AN=1A>0i=1,...p

Entonces, por el teorema de Fourier (aplicado p veces), conv X
es un poliedro. Ademds, conv X es acotado porque, dado
x=r Ax'€convX,cond> bt N\=1; X\ >0, i=1,...,p, se tiene

P P
[l < DA | < D I,
i=1 i=1

que es un numero real , por lo que conv X es un poliedro compacto.

(ii) Si Y = @ no hay nada que probar, pues cone @ = {0,} es el
conjunto solucién de {xp = 0, k = 1,...,n}. Suponemos, pues, Y # &.
Argumentando como antes, cone Y es el conjunto de soluciones del sistema
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que resulta de eliminar p1, ..., j4 en el sistema homogéneo
_\\¢ J _ .
xk_ijll‘Ljyka k_lv"',na

:U’jZO, ]:1’7q

(iii) Finalmente, conv X + cone Y también es un poliedro, ya que

x =30 x0Ty | =1
conv X 4+ cone Y =
Ni>0,0=1,...,p; u; >0, j=1,...,q

Esto completa la prueba. O

Definicion 2.5. Dado un cono convexo K C R", se define su cono polar
(positivo) como

K°={y eR" | x'y >0, para todo x € K}.

Observacién 2.1. K% es un cono convexo cerrado por ser interseccion de
semiespacios cuyas fronteras contienen al origen.

Observacién 2.2. Considérese X = {x!,x%,...,xP} CR" yy € R". Si
X € cone X, entonces

x:/\1x1—|—>\2x2+---+)\pxp y >0, 1=1,...p.
Ahoray € X°, siy solo six'y =yTx >0, siy solo si
My lx! +)\2yTx2+---+/\pyTXp >0yN>0,i=1,...p,
sty solo si
yIxt >0, y'x2>0, ..., y'xP >0y N >0, i=1,...p.
De la observacion anterior se concluye que si X es finito, entonces
(cone X)? = {y e R" | xTy > 0, para todo x € K}, (2.2.9)

por lo que el polar de un cono finitamente generado también es un cono
poliédrico. Los conos convexos R™ y {0,,} son polar uno del otro, mientras
que R es el polar de si mismo. Para tales conos se cumple la relacién
K% = K, que es una importante propiedad de los conos convexos cerrados.
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Ejemplo 2.2. Sea K el cono generado por X = {((1)), G)} Su cono polar

es
KOZ{(QCl) eR? |2 >0, $1+x220}.
x2

@n 4 o (1,1 @n 2 (1) (@1 4 o (1)

Lema 2.1. (de Farkas para conos) Si K es un cono convexo cerrado,
entonces K = K.

DEMOSTRACION. La inclusion K ¢ K% es trivial.

Para probar la inclusién opuesta, supongamos que a ¢ K. Entonces, por
el Corolario 2.1, existe un z € R™ tal que a’z < 0 y a’x > 0, para todo
x € K (es decir, z € K°). Por tanto, a ¢ K%. O

2.3. Teoria de los sistemas de inecuaciones lineales

Todo sistema de m inecuaciones lineales en R"™ puede escribirse en la
forma {alx > b;, i € I}, donde I = {1,...,m} es el conjunto de indices
(que identifican a las inecuaciones del sistema). El objetivo de esta seccién
es determinar si un sistema dado {a} x > b;,i € I'} es consistente o no, y si lo
es, caracterizar a las inecuaciones que son consecuencia del mismo. También
probaremos el reciproco del teorema 2.5.

Definicién 2.6. Una inecuacion a’x > b es consecuencia del sistema
{alx > b, i € I} si toda solucion de este sistema satisface dicha
inecuacion.
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Definicion 2.7. El cono caracteristico del sistema

{alx >b;, i €1} es

K := cone { (Z) el (2"1) } (2.3.1)

El polar de K lo denotaremos
Tn+1

Foiq = {( x > e R"H! | aiTx+bi:nn+1 >0,iel;—xp41 > 0}. (2.3.2)

Lema 2.2. (i) F =@ siy sdlo si zn41 =0, para todo (
(it) Suponiendo F # @, x € F si y sélo si (*)) € Fpt1.

X ) S Fn+1-

Tn+1

DEMOSTRACION. (i) Si (Eil) € Fui1 Y Tup1 # 0, entonces Ty < 0

(por (2.3.2)). Dividiendo por —Z,+1 > 0 ambos miembros de

alX +bT,1 >0,i€1,

X
f'rL-Q—l

se concluye que — € F. Y reciprocamente, si

X € F, a?i—f— bi(—1) > 0, para todo i € I.
Por tanto, (_il) € Fry1.

(ii) Es inmediato. O

Teorema 2.6. (de caracterizacion de inecuaciones consecuentes, Farkas-
Minkowski, 1911) Sea {al'x > b;, i € I} un sistema consistente y sea K
su cono caracteristico. Una inecuacion alx > b es consecuencia de dicho
sistema si y solo si () € K.

DEMOSTRACION. (<) Si (}) € K = (F41)°, entonces, de acuerdo con el

lema 2.2, parte (ii), para todo X € F' se cumple

() ()=



32 Sistemas de inecuaciones lineales ordinarios

es decir, a’x > b, para todo X € F.

(=) Supondremos ahora que a’x > b es consecuencia de
{a]x > b;, i € I} y demostraremos que (3) € (Fp1)’ = K, es decir,
que (@:ﬂ) € F,41 implica alx + bTpy1 > 0. Como ZTpy1 < 0, dos casos
pueden darse:

Caso 1: Tp41 < 0.

1

Po ser Fj, 41 un cono, multiplicando por v = —= > 0 se obtiene

X X
7( ) = (7 > S Fn+1a
Tn+1 -1

por lo que al(yX) > b;, y esto para todo i € I. Como alx > b es
consecuencia de {alx > b;, i € I}, debe ser a (yX) > b, o lo que es lo
mismo, a’xX + bZ, 11 > 0.

Caso 2: Tpyq = 0.

Tenemos ahora (ﬁ) € Fhy1. Tomando z € F arbitrario, al ser
(_21) € Fo41, se tiene

)3

para todo A € (0,1). Dicho punto estd en el caso 1, por lo que
all[(1 — )X + M\z] — Ab > 0. Tomando limites cuando A — 0 se
obtiene a’x > 0. O

Corolario 2.3. (Lema de Farkas, 1910) alx > 0 es consecuencia de
{al'x >0, i € I} si y sélo si a € cone {a;, i € I}.

DEMOSTRACION. alx > 0 es consecuencia de {alx >0, i € I} si y sdlo si

(%) < e {(7;), e (%) }

si y sélo si a € cone {a;, ¢ € I}. O
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Ejemplo 2.3. Considérese el sistema o = {x1 + x2 > 2, x1 — x2 > 0}, se
tiene que

1 1 0
K = cone 11,1 -1 1], 0 ,
2 0 -1

luego 3x1 — xo0 > —2 es consecuencia de o, pues

3 1 1 0
-1 =111 ]+2 -1 | +4 0
-2 2 0 -1

Teorema 2.7. (de existencia, Zhu, 1966) {alx >0, i € I} es consistente
sty solo st (01") ¢ K (el cono caracteristico del sistema).

DEMOSTRACION. Supongamos que el sistema es consistente y sea X € F'
Entonces, por el lema 2.2, parte (i), (*) € Fpt1 y (01") ¢ (Fo)’ = K.

Reciprocamente, si el sistema es inconsistente (es decir, F' = &), el cono

F, 11 esta contenido en el hiperplano {(%’:1)} € R" | 2,41 = 0} (por el

lema 2.2, parte (i)). Por tanto, (01”) € (Fo1) =K. 0O

Teorema 2.8. (de representacion de poliedros, Motzkin, 1936) Los poliedros
diferentes del wvacio son las sumas de politopos con conos finitamente
generados.

DEMOSTRACION. Dado un poliedro F = {x € R" | alx > b;, i € I},
probaremos que existen dos conjuntos finitos X, Y C R”, con X # &, tales
que F' = conv X + cone Y.

El cono caracteristico K del sistema {a;fpx > bj, i € I} es un cono
finitamente generado. Aplicando el teorema de Weyl, K es el conjunto
solucién de un sistema homogéneo

C; T X
(6 (2 )20 5-0mms).
d; Tnt1

0
es decir, K = [cone {(Z?), j=1,... ,p}] . Tomando polares en ambos
J

miembros, y aplicando el lema de Farkas, se obtiene

Fpi1 =K% = cone {(Zji),jzl,---,p}a
J
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con d; <0, para todo j = 1,...,p (por la definicién de Fy41). Sin merma
de generalidad, podemos suponer que d; es —1 o 0 para todo j.
Si fuese d; = 0, para todo j, podriamos escribir

F,11 = cone < yJ=1,...,pp C * eR"! | 241 =07,
0 Tn+1

por lo que F' = @& por el lema 2.2, en contradiccién con la hipdtesis. En
consecuencia, hay al menos un d; = —1, y luego de reordenar los indices si
fuera necesario, podemos escribir

Fphi1 = cone {(%’1)7 j=1,...,s; ((E;)’ jzs—i—l,...,p}.

De nuevo por el lema 2.2, x € F siy solo si (fl) € Fyq1 siy solo si
podemos escribir

es decir,

s p p
X:Z)\jC]‘—i— Z )\jCj,Z)\jZl, /\jZO,jZl,...,p,
j=1 j=s+1 i=1

que equivale a afirmar x € conv {c1,...,cs}+cone {cst1,...,¢p}. por tanto,
F = conv {c1,...,cs} + cone {csy1,...,Cp}.

Si s = p (es decir, dj = —1, para todo j), la descomposiciéon buscada es
F = conv {ci1,...,cs} + cone @ (y F es un politopo). O

Corolario 2.4. (Minkowski, 1896) Los poliedros compactos son los politopos
y los conos poliédricos son los conos finitamente generados.

DEMOSTRACION. Recordando el teorema primero de Weyl, basta probar
que un poliedro F' es politopo cuando F' es acotado y es un cono finitamente
generado cuando F' es cono. En ambos casos, podemos escribir F' = P + C,
donde P es un politopo y C' es un cono finitamente generado.

(i) F = P+ C es acotado si y sélo si C = {0,}. Por tanto, bajo la
hipdtesis de acotacién, F = P +{0,} = P.

(ii) Probaremos que si F' es cono poliédrico, F' = C.
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Seax € F.Dador e N,rx € F = P+ C, por lo que existen y" € Py
z" € C tales que rX = y" + z". Dividiendo por r y tomando limites cuando
r — 00, teniendo en cuenta la acotacién de {y"} 2, C Py que C es cerrado,
se tiene X = lim, o % e C.

Por dltimo, sea z € (. Tomando un y € P arbitrario, como
y+1rz € P+C = F, para todo r € N, existe un X" € F tal que y+rz = x".
Repitiendo la argumentacién anterior,

T

x
zZ= lim — € F.

r—oo T
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Capitulo 3

Sistemas de 1necuaciones
lineales semi-infinitos

La programacion lineal semi-infinita surge de manera natural al
modelar situaciones, o reformular modelos, en diferentes campos de
aplicacién, como aproximacién funcional, estimacion de pardmetros y
reconocimiento de patrones.

En este capitulo tratamos con los sistemas de desigualdades
lineales semi-infinitos, pues estos describen los conjuntos factibles en
programacion lineal semi-infinita. En la seccion 3.1 se presenta la
extensién de algunos teoremas y lemas sobre los sistemas de desigualdades
lineales presentados en el capitulo anterior, entre los que se destaca la
generalizacién del teorema de Farkas, que permite saber cuidndo un
sistema de desigualdades es consistente. Ademds se generaliza cuiando una
desigualdad es consecuencia de un sistema. En la seccién 3.2 se presentan los
teoremas alternativos de Motzkin y el teorema de Gordan, que permite
identificar cuando un sistema homogéneo de desigualdades estrictas es
consistente. Po 1ltimo en la seccion 3.3 se introduce el concepto de
solucién extendida.

. / ’
En lo que sigue denotaremos el vector transpuesto de x como x . Ademés

si X C R", denotaremos por int X, rint X y ¢l X al interior, al interior
relativo y a la causura de X respectivamente.

37
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Un sistema lineal semi-infinito, es un sistema lineal de la forma
oc={ax>b, teT}

donde T es un conjunto arbitrario de indices (infinito), a; = a(t) con
a:T—->R"yb =b(t)conb:T — R.

Ejemplo 3.1. Sea
1
az{gmzl, t € N},

luego o es un sistema lineal semi-infinito donde

T =N, a:N— R, b: N — {1},

Denotaremos por F' el conjunto de soluciones de o y diremos que o es
consistente, si F' # @. Cuando todos los coeficientes de una desigualdad
lineal son cero se dice que esta desigualdad es trivial. Un sistema lineal
semi-infinito es trivial cuando todas sus desigualdades son triviales.

Asociados al sistema o se definen los llamados conos de primer y segundo
momento

a
M := cone {a;, t € T}, N := cone {(;), teT},
t
su cono caracteristico

e {(2) (%)

y su correspondiente sistema homogéneo

o0 :={a;x >0, t €T}
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Ejemplo 3.2. En este ejemplo se ilustran los conjuntos M, N y K asociados
al sistema de inecuaciones lineal semi-infinito presentado en el ejemplo (3.1)

3.1. Teoremas alternativos de Farkas y Gale

Teorema 3.1. (generalizacion del teorema de Farkas) El sistema

{a;xzbt, tET}
o= )
ax<b

es consistente si y solo si

() & et cone { (). te i (%)
y (%) & el cone {(';;;), te T}.
DEMOSTRACION. (<) Demostraremos que si o es inconsistente, entonces
(2) € el cone {(g;), LeT, (Oq)}
o (%) € cone {(;;), te T}.
Si o es inconsistente, dos casos son posibles:

(i-a) La solucién del sistema consistente {a;x > by, t € T} satisface la
relacién a'x > b.

(ii-a) El sistema {a,;x > b;, t € T'} es inconsistente.
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(i-a) Suponemos que (%) ¢ ¢l K. Entonces por [3, Th. A.6] existe un
hiperplano en R"*1, E/( * J=9,conc=(,° )eR" xR, tal que

Tn+1 n+1

c <?> =7 y cv> v, para todo v € cl K. (3.1.1)

Como (00") € K se tiene, © (Oél) > ~y, entonces 0 > 7.
Ademds €V > 0 para todo v € K, en particular, ¢ (2’1) > 0 de donde se
deduce que c,11 < 0.

Si ¢p4+1 = 0, entonces

’

c ay _ ./ . c \ /a !
(Cn+l) (b) =ac=7v7<0y (Cn+l) (b:) = a,c > 0, para todot € T.
Sea x° solucién del sistema {a;x > by, t € T} y definamos z = x° + ac,
entonces at/z = at/x0 =+ at,ozc > b+ at,ac > b, es decir, z es solucién de
{a;x > by, t € T'}. Luego a'z=ax"+a ac > b+a ac, pero para a suficien-
temente grande a'x? 4+ a’'ac < b lo cual contradice la hipétesis.

Si cp41 < 0. Entonces

C a, ’
< > ( t) =a,c+ bicp1 >0, paratodot €T,
Cn+1 bt

a;C __bienta
lent1] = [ent1]?
— . /! z
x' = |epp1] e, se tiene agx! > by, para todo t € T. Ademés por (3.1.1),

. / . .
es decir, a,c > —bicp+1, luego de donde, si definimos

/

( ¢ ) <a> :alc+bcn+1:'y<0
Cn+1 b

de donde a'c < —be,y1. Dividiendo por |e,41| ambos miembros de la
/

b / '
— Xntl - entonces a x' = 2 < b,
‘Cn+1| |Cn+1| |CTL+1|

lo cual es una contradiccién con la hipdtesis. Por tanto (2) cc K.

inecuacién anterior, se tiene



3.1 Teoremas alternativos de Farkas y Gale 41

(ii-a) Consideremos el siguiente sistema en R™T!

a;x +bxpy1 >0, teT
o1 = ,
! Tl < 0

/
notese que oy es inconsistente de no serlo, —xx+1
n

seria una solucién para

{ajx > b, t € T}, lo cual contradirfa nuestra hipdtesis. Asi
cada soluciéon (33:+1) del sistema consistente {a;x +bixpt1 >0, teT}
satisface z,41 > 0. Entonces este sistema homogéneo estd en el caso (i-a).

Por tanto
On ag On
1 € cl cone { by |, teT; 0 },
0 0 -1

de donde

0, at
( 1) € cl cone {(bt>’ tET}.
(=) Ahora probaremos que si
(%) € cl cone {(2:),25 eT, (2’;)}
0 (01") € cl cone {(2‘:), te T},
entonces

{a;Xth, teTl
o=

= , es inconsistente.
ax<b

Se tienen dos casos:

(i-b) (3) € cl K. Entonces existe una sucesién {(‘;:)}, tal que

Af(at> +A’5(0">, NWerD M>o0 k=12...
T
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donde RSFT) ={A| T —= Ry} y A\ = A(t). Entonces
d*=>"Na, oy =) Mbh-A, k=12,
teT teT
Luego cada solucién x, del sistema {a; x > b;, t € T'} satisface

(dk) X = (ZteT /\fat) X > ZteT )‘fbt >

3.1.2
>3 er M = A =0k, k=1,2,.... ( )

tomando limites cuando k — oo en (3.1.2) se tiene que a'x > b. Asi

{a;Xth, teT

, es inconsistente.
ax<b

(ii-b) Si (01”) € cl cone {(2;), teTl } razonando como en el caso anterior,

existe una sucesion {(f}:) }, tal que limg— (ﬁ}: ) = (Of) y

dk
(5 ) :ZA?(?), WerD, k=1,2,... ,
k t

teT

donde RSFT) ={A|T—=Ri}y M\ = At). Entonces

d* =) "Ma, oy =) Mb, k=12
teT teT

Ahora supongamos que {a;x > b, t € T} es consistente. Luego cada
solucién x, del sistema {a;x > by, t € T} satisface

(@) x= (3 Ma)x=S Mb =6, k=1,2,.... | (3.1.3)

teT teT

tomando limites cuando & — oo en ambos miembros de (3.1.3) se tiene que
0 = 0,x > 1 lo cual es una contradiccion. Asi

{agxzbt, teT

, es inconsistente.
ax<b
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Corolario 3.1. (generalizacion del teorema de Gale)

{ajx > b, t €T},

es consistente si y sélo si (01”) ¢ cl cone {(2:), te T}.

DEMOSTRACION. (<) Demostraremos que si {a;x > by, t € T} es inconsistente,
entonces
0 a
") € cl cone t,teT.
1 by

. / . . . .
Si {a;x > b, t € T} esinconsistente. Consideremos el sistema
inconsistente en R"*1

a;x +bxny1 >0, teT
Tn+1 <0 ’

cada solucién ( xﬂ) del sistema consistente {a,x + bz, >0, t €T}

satisfece xp41 > 0. Asi este sistema homogéneo estd en el caso (i-a) del
teorema anterior. Por tanto

On ag On
1 € cl cone { by |, teT; 0 },
0 0 -1

entonces
On € cl cone a teT
1 b )’ '

(=) Supongamos que {a;x > b, t € T} es consistente y que
(01") € cl cone {(2:), te T}.
Si (01") € cl cone {(2:), t e T}, entonces existe una sucesién {(‘;:) },

o)y

k
((; ) :ZA?(?), NWerRP k=12 ,
k t

teT

tal que limg_,oo (‘;:) = (



44 Sistemas de inecuaciones lineales semi-infinitos

donde RSFT) ={A| T —= Ry} y A\ = A(t). Entonces

d* =) "Ma, oy =) Mb, k=12
teT teT

Luego cada solucién x, del sistema {a;x > by, t € T'} satisface

(@) x= (3 Ma) x> S Mb =6, k=1,2,... , (3.1.4)
teT teT

tomando limites cuando & — oo en ambos miembros de (3.1.4) se tiene que
0 =0,x > 1 lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto (%) ¢ cl cone {("g:), te T}. O

Ejemplo 3.3. Considérese el sistema del ejemplo (3.1), luego el ejemplo
(3.2) ilustra el resultado anterior, como ((1]) € cl N, o es inconsistente.

Corolario 3.2. (lema extendido de Farkas) La inecuacion a'x > b es una
consecuencia del sistema {a;x > by, t € T} si y sélo si

() cetoome {(2)rem (%)}

DEMOSTRACION. (=) Supongamos que la inecuacién a'x > b es una
consecuencia del sistema {a,x > by, t € T} y que (%) ¢ ¢ K. Entonces

. . +1 = X _ - _ c
existe un hiperplano en R"™*, ¢ (wnH) =, con c = (C'n+1) € R" x R, tal
que

rfa ’

C <b> =7 Yy CV >, paratodo VvV € ¢l K. (3.1.5)
Como (06“”)/ € K se tiene, c (00") > v, entonces 0 > ’y./

Ademds ¢ v > 0 para todo Vv € K, en particular, © (_01) > 0 de donde se
deduce que ¢, < 0.

Si ¢p+1 = 0, entonces

(Cnil),(i) —ac=7<0y (Cn‘il)/(?:) = a;c > 0, paratodo t € T.
Sea x° solucién del sistema {a;x > b, t € T} y definamos z = x° + ac,
entonces at/z = atlx0 + at/ac > by + at/ac > by, esto es, z es solucién
de {a;x > by, t € T}. Luego az = ax?+aac > b+ aac, pero para a
suficientemente grande a'z = a'x"+a ac < b, lo cual contradice que a'x > b
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es consecuencia del sistema {a;x > b;, t € T'}.

Si ¢pp1 < 0. Entonces

(¢ a, /
( > < t) =a,c+ bicpp1 >0, paratodot €T,
Cn+1 bt

I

. / a;c bic +1
es decir, a,c > —bicpt1, luego m > — ‘Cnil‘,

x! = |epp1| e, se tiene a;x!' > by, para todo ¢t € T. Ademas por (3.1.5),

de donde, si definimos

/

C a ’
( )<>:ac+bcn+1:’y<07
Cn+1 b

. !/ « e qe .
es decir, ac < —bcp4q. Dividiendo por |c,41| ambos miembros de la
be / !
ac —Xntl - entonces a x! = 2 < b,
lent1l lental lentil

lo cual es una contradiccién con la hipotesis. Por tanto (2) cc K.

inecuacién anterior, se tiene

(<) Si () € cl K. Entonces existe una sucesién {('g:)}, tal que

limisoo (§,) = () v

k
(1) = (2) (%) emsg o =1
k t -

teT

donde R = {\ | T = Ry} y A\ = A(t). Entonces

d* =) "Ma, oy =) Mbh-A, k=12,
teT teT

Luego cada solucién x, del sistema {a;x > b;, t € T'} satisface

(dk) X = (EtET /\fat) x> ZteT )‘z]tcbt >

3.1.6
>3 er Aibe = Af =0k k=1,2,... (3.1.6)

tomando limites cuando k& — oo en ambos miembros de (3.1.6) se tiene que
a'x > b, es decir a'x > b es consecuencia del sistema
{atx >b, tE T} ]
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Corolario 3.3. (lema de Farkas homogéneo extendido) La inecuacion
ax > 0 es una consecuencia del sistema {a;x > 0, t € T} si y sdlo si
accl cone {a;, t € T}.

DEMOSTRACION. (=) Si a'x > 0 es una consecuencia de {a;x >0, t € T'}

por el corolario anterior () € cl cone < (%), t € T; (2’1) , entonces existe

una sucesién {(‘;:)}, tal que limg_, (‘3‘:) =)y

d* 0,
() = (2) (%) RO =0 k2
k _

teT

donde R = {\ | T = Ry} y A\ = A(t). Entonces

d*=>"Ma, oy =) M(-1), k=12,

teT teT

luego a € cl cone {a;,t € T'}.

(<) Nétese que 0 € cone {—1} = ¢l cone {—1}.
Ahora sea a € cl cone {a;,t € T'}, entonces

<3> € cl cone {as,t € T} x cl cone {—1}

pero

cl cone {a;,t € T} x ¢l cone {—1} = ¢l cone {<2t>, teT, ( 01>}

(5) <cteme {(5) e (%)}

luego por el corolario anterior a'x > 0 es consecuencia del sistema
{ajx >0, t e T}. O

de donde
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3.2. Otros teoremas alternativos

Los sistemas de inecuaciones que involucran inecuaciones estrictas son
importantes en aplicaciones, por ejemplo en geometria computacional,
andlisis convexo y teoria de juegos.

Teorema 3.2. (teorema de Gordan generalizado) El sistema
{a,x >0, t €T}

es consistente si y solo si 0, ¢ conv {a;, t € T}. Bajo la suposicion de que
conv {as, t € T} o cone {a¢, t € T} sea cerrado.

DEMOSTRACION. Supongamos que a; # 0,, para todo t € T. Pues en otro
caso el resultado es trivial.
Asumimos que M = cone {a¢, t € T'} es cerrado.

(<) Supongamos que {a;x > 0, t € T'} es inconsistente.
Si int M° # @ (donde int M° denota el interior del cono polar de M),
entonces existe y € R" y € > 0, tal que y + e(cl B) € M° (B = B(0,,1)).
Entonces, si v € M,v # 0, se tiene

0<yv<y v+ (evl™v)v=(y+(lvl"'v) v.

Ademds aj(y + (el|vI|'v)) = ay + ay(el[v]|v) > 0+ ay(el[v]|v) > 0,
para todo t € T. Asi (y + (¢||v]|"'v) es solucién de {a;x > 0, t € T}, lo
cual contradice la hipétesis. Por lo tanto int M° = &, entonces dim M° < n
y dim lin M = n — dim M° > 0 [3, Th. A.2]. Tomamos z # 0,, tal que
+z € M. Como 0,, = z + (—z), luego

Z = Z)\tat, —Z = Z%gat, AE RS_T), A RS_T)
teT teT

Entonces 0, = Y, cp(A +7¢)ag, con >, cp(Ar + ) > 0, de donde

0, _ 2ier(Me +)a
ZteT()‘t + 7t) ZteT()‘t + ’Yt) ’

asi \
0, — (At +7)

— ~  /\ .
= 2rer(Me )
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nétese que
Aety) 2ere + )
teT ZtET()‘t + ) ZtET()‘t +7t)

por lo tanto 0,, € conv {a;, t € T}.

=1.

(=)  Supongamos que {a;x > 0, t € T} es consistente y que
0,, € conv {a;, t € T}, entonces

0,=> na, AeR{, S a=1
teT teT

Sin pérdida de generalidad, supongamos que As # 0. Entonces

= —Xa, =) hay,

teT
t#s

a,81 para cada solucién x del sistema {a;x > 0, t € T}, se tiene que
Zx = /\ax<0 Por otra parte

/ /
ZX = g Arayx > 0,
teT
t#s

lo cual es una contradiccién.

Omitimos la prueba de la afirmacién cuando conv {ay, t € T'} es cerrado,
ya que, es un caso particular de la generalizacién del teorema de Motzkin,
tomando S = P = &. O

Teorema 3.3. (generalizacion del teorema de Motzkin) El sistema
ax>0 tel, T#0
oy = ax>0 ses
ax=0,pe P
es consistente si y solo si

0,, ¢ conv {a;, t € T} + cone {a;, s € S} + span {a,, p € P}.

Bajo la suposicion de que
conv {ay, t € T} 4 cone {as, s € S} + span {a,, p € P} sea cerrado.
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DEMOSTRACION. Primero, asumamos que S # & # P.

(=) Supongamos que o3 es consistente y que
0, € conv {ay, t € T} + cone {as, s € S} + span {a,, p € P}.

Sea x" una solucién de oy. Por hipétesis,

0, = Z Avag + Z s + Z Pp3p,

teT seS peEP

con \ € RSLT), e RSFS), peRP) y Dorer At =1L
Entonces

0= 0;lx0 = Z )\ta;XO + Z ,usalsxo + Z ppa;)x0 >0
teT seS peP

lo cual es una contradiccion.

(<) Asumamos que
A = conv {ay, t € T} + cone {as, s € S} + span {a,, p € P}

es cerrado.

Si 0, ¢ A, entonces existe un vector c tal que, c'a > 0 para todo a € A.
Como a; € A paratodot e T, a;c > 0. Nétese que a; + pag, pertenece a
A paratodot € T, s € Sy u> 0, entonces (a; + ,uas)/c > 0, o eqivalente-
mente, a;c > —%. Entonces a;c > 0 para todo s € S. Nétese también que
a; + pa, pertenecen a A para todot €T, p € P, p >0y p <0, entonces

(a¢ —i—pap)/c > 0, luego a;c > —% para p >0y a;)c < —% para p <0y

esto para todo p € P, de donde se deduce que a;)c = 0 para todo p € P.
Por lo tanto ¢ es solucién de o;. Asi o1 es consistente.

Una demostracién similar puede darse cuando alguno de los dos
conjuntos S y P es vacio. O

En el siguiente ejemplo se muestra que la hipétesis de cerradura de los
conjuntos en el teorema de Gordan generalizado no son superfluas.
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Ejemplo 3.4. Considérese

U:{t$1+$2 >—t, te R+—{0}; —x2 >0 (t:())}.
Supongamos que = (x1,x2) satisface txry + x9 > —t para todo t > 0,
tomando limites en ambos miembros de la inecuacion cuando t — 0, se tiene
que xo > 0, entonces o es inconsistente.

Ndtese que (8) no estd en conv {(i), t € Ry — {0}; (_01)} pues si lo
estuviera, entonces
0 =5 x N ianl %), 7=Rr, - {0}, ) e RBY) S =1
0 1 1) ) + ) )
teT teR

entonces

022)@ y OZZ)\t_)\Oa

teT teT

de donde Ay = 0, para todo t > 0, luego A9 = 0, as? Ztefq A = 0,
lo cual es una contradiccion.

Ndtese ademds que

conv {a;, t € T} = conv {G) te Ry —{0}; <_01>}

Y

cone {a;, t € T} = cone {<t>, te Ry —{0}; ( 01>},

1

no son cerrados, pues

pero
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3.3. Soluciones extendidas

Muchas veces es dificil encontrar una solucién particular para un sistema
lineal semi-infinito o = {a;x > b;, t € T}, en estos casos nos gustarfa
tener una solucion oproximada. En esta seccién se consideran 2 definiciones
alternativas que permiten tener una solucién aproximada.

Definicién 3.1. Una sucesion {x"} en R" es una solucién asintdtica del
sistema o st y solo si para todot € T,

liminf a,x” > by,
T
donde 400 es permitido como limite.

/ . g .
Lema 3.1. Sea 0 = {a;x > b, t € T}, si x es el punto limite de una
solucion asintotica de o, entonces X es una solucion ordinaria de o.

DEMOSTRACION. Six es el punto limite de una solucién asintética, entonces,
para cada t € T, tenemos que
, . / , / ’
by > liminf a,x" = lima,x" = a;x,
T T

por lo tanto, x es solucién ordinaria de o. O

Lema 3.2. ¢ = {a;x > by, t € T}, es consistente si y sdlo si tiene una
solucion asintotica acotada.

DEMOSTRACION. (<) Si {x"} es solucién asintdtica acotada para o,
entonces cl {x",r = 1,2,...} es compacto, luego existe una sucesién
convergente cuyo punto limite es solucién deo.

(=) Si x es solucién ordinaria de o, entonces la sucesién constante
{x" =x, r=1,2,...} es una solucién asintética de o. O

Consideremos el anillo de los polinomios R[y], con el orden
lexicografico. Donde un polinomio es considerado positivo, cuando el
coeficiente de la potencia més grande de la variable y es positivo.

Definicion 3.2.
P= (p17p27 o 7pn) € (R)n

es una solucidon polinomial de o, si a;p = >y ai(t)p; > by para todo
t € T (de acuerdo al orden lexicogrdfico).
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Lema 3.3. Se cumplen las siguientes relaciones entre N, K y sus clausuras

(i) (01") € N siy solo si (01") e K.
(i1) (01”) €cl N siy solo st (01") cc K.

DEMOSTRACION. (i) Notese que N C K, asi es suficiente probar que si

(01”) € K, entonces (01") € N. En efecto, si (01") € K, entonces existe

S RSFT) yyE RSFT), tales que

(1) =20 () (%)

OnZZ/\tat y 1:ZAtbt_'77

teT teT

de donde

de la segunda igualdad se tiene que

0<14y=>Y Mb,

teT
entonces
0, D jer M y L4+ D er Mebe
147 1+ 1+ 1+v 7’
luego
0, — 2 ter M3 v 1= 2 ter )\tbt’
I o I+~

por lo tanto
On —1 at
teT t

(ii) Lo que tenemos que probar nuevamente es que si (01”) € c K,
entonces (01”) €cl N.Si (01”) € ¢l K y U es una bola con centro en 0y,41,
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entonces [(01”) + U] N K # @. Entonces existen escalares A € [0,1] y v > 0

tales que
ag On On
ZAt<bt> +v<_1) € <1 ) +U.
teT

A+ N <Z> € (01”> +(1+7)7'UC <01") + U,

teT

luego

por lo tanto N N [(01”) + U] # @. Es decir, (01”) €cl N. O

Lema 3.4. Si o es un sistema inconsistente tal que cada subsistema finito
es consistente, entonces su sistema homogéneo correspondiente og, tiene una
solucion distinta de 0, en el span {ay, t € T}.

DEMOSTRACION. Por el teorema alternativo de Gale,

(01”)@51( y (01")¢K.

Pues si (01") € K por el lema (3.3)

(01n> € N = cone {(Z), te T},

pero por hipétesis se tiene que si S C T', entonces

() geme {(G:)- <5}

Asi (01") ¢ rint cl K =rint K C K.

Entonces por [3. Th. A.6], existe un hiperplano de soporte no
trivial de la ¢l K que contiene a (01”). Mads atn, este hiperplano H también
contiene al origen, porque cl K es un cono, y su vector de direccién puede ser
remplazado por su proyeccion ortogonal sobre el
span ¢l K = span K. Entonces existe un vector diferente de cero

(V) € span K, v € R" a € R, tal que (Z)/z > 0 para todo z € c K

«

vy a= (v) (01”) = 0. Entonces a;v > 0 para todo t € T, es decir, v es una

(0) =2 (%)

solucion para og.
Finalmente
para algin A € R y 8 € R. por lo tanto v € span {a;, t € T}. O
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Teorema 3.4. Dado un sistema o, las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) o tiene una solucion asintdtica;

(ii) Todo subsistema finito de o es consistente;

(1ii) o tiene una solucidn polinomial.

DEMOSTRACION. (i) (=) (ii) La afirmacién es trivial si o es consistente.
Asumamos que o es inconsistente y al mismo tiempo que o contiene un
subsistema finito inconsistente {a;x > by, t € 1,...,m}. Entonces por el
corolario (3.1), existen escalares positivos A\, = 1,...,m, tales que

(01”) =3 1(2?), pues un cono convexo finitamente generado es cerrado.
3

Ahora sea {x"} una solucién asintdtica, se tiene que

B xT/On_x",m ‘ati_m aam
e <—1> <1> a (—1> ;Az<bti> —;l(%" b“)’

para (f;) ceR"lyr=1,2,... .Entonces
m m
—1=1lim, inf Y\ (atixr — bti) >3\ [limr inf (atixT _ bti)} .
i=1 i=1

Luego lim, inf (a;ixT — bn) < 0, para algin i, 1 < ¢ < m en

contradiccién con que {x"} es una solucién asintética.

(ii) (=) (iii) Probaremos por induccién sobre
d = dim span{ay, t € T},

la existencia de una solucién polinomial de o, p, tal que las componentes
de p son polinomios de grado menor o igual que d, es decir grad (p;) < d,
1=1,...,n.

Si d = 0, entonces a; = 0,. En tal caso trivial, cada x € R" es
solucion ordinaria para o, asi definiendo las componentes de x con los
correspondientes polinomios constantes, la afirmacién se cumple.

Ahora, asumamos que la afirmacién es vélida para esos sistemas que
contienen subsistemas finitos consistentes y tal que la dimensién del
subespacio lineal generado por los vectores coeficientes del lado izquierdo
es menor que d. Asumamos que ¢ es inconsistente sin perder generalidad.
Entonces de acuerdo al lema (3.4), existe un vector

u € span {as, t € T}, u # 0y,
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tal que a;u > 0 para todo t € T'. Este vector u induce la siguiente particién
de T
Ti={teT |au=0}yTe={teT|au>0}

La eleccién de u garantiza que dim span {a;, t € t1} < d — 1. Ademds, por
hipétesis cada subsistema finito de o1 := {a;x > by, t € T} es consistente.
Por consiguiente, si o1, es inconsistente y por induccién, existe una solucion
polinomial para o1, q = (q1,---,q,) € (R[y])", tal que

grad(q;)) <d—-1,i=1,...,n.

Demostraremos que p := uy? + q es una solucién polinomial para o.

Dos casos pueden ocurrir:

(a) si t € Ty, entonces a;p = (a;u)yd + a;q = a;q > by;

(b) si t € Ty, entonces a;p = (a,u)y? + a,q > by porque el coeficiente del
término de grado mas grande es positivo.

Finalmente, si o1 es consistente, podemos reemplazar q con cualquier
solucién ordinaria de o; en el argumento anterior.

(i) (=) (i) Sea p € (R[y])" una solucién polin(l)mial para o, y
= (p1(r),...,pu(r)), r = 1,2,...

consideremos la sucesién, en R™ x"

Discutiremos dos casos para t € T

(a) si a;p no depende de y (es decir, es un escalar) entonces
a,x" = a,p > by;

(b) si grad (a;p) > 1, entonces lim, ,oa;p(y) = oo, asi
a;xr = a;p(r) > by, para valores suficientemente grandes de r € N.

Por lo tanto la sucesién {x"} es una solucién asontdtica para o. Esto
completa la prueba. O
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Conclusiones

En este trabajo se proporciond la teoria bésica para adentrarnos en
el campo de la programacion lineal semi-infinita. Se presentaron algunos
resultados, los cuales nos proporcionan condiciones necesarias y suficientes
para la consistencia de los sistemas de desigualdades lineales semi-infinitos,
esto es importante porque, para resolver el problema de optimizacién, es
necesario primero encontrar un punto que satisfaga el sistema de
restricciones. Se pudo observar que mucha de la teoria para la
consistencia de los sistemas de desigualdades lineales ordinarios puede
extenderse para la consistencia de los sistemas de desigualdades lineales
semi-infinitos. Uno de los resultados m&s importantes que se extendieron
fue el de Farkas.
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