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INTRODUCCION

En el desarrollo de las matematicas han surgido muchos matematicos
que han revolucionado los estudios de las mismas. El algebra es una de
las ramas de las matemaéticas, al igual que las demés, muy interesante.
A lo largo del tiempo han existido diversos y grande matematicos como
Sophus Lie, Evariste Galois, Niels Henrik Abel, Nathan Jacobson, Fe-
lix Klein, Jonhs Weddenburn, Isaac Schur y Ludwing Sylow quienes a
lo largo del tiempo han aportado grandes avances al Algebra y la Ge-
ometria; s6lo por mencionar algo de dos de ellos: Niels Henrik Abel que
aporto grandes avances para el Analisis y Algebra como las funciones
abelianas, categorias abelianas y grupos abelianos que hoy llevan su
nombre y quien por problemas econdémicos murié por tuberculosis a
la edad de 26 anos; Evariste Galois quien en su adolescencia ya era
un gran matematico y para nuestra desgracia fue asesinado a sus 21
anos; a este matematico se le atribuye la teoria que lleva su nombre
la cual surge al tratar de resolver el problema de encontrar las raices
de un polinomio de grado n, inicamente usando sus radicales.

El estudio de los R-mddulos es una rama de las matematicas que
como la teoria de grupos, no tan longeva como otras ramas, por men-
cionar alguna, la geometria la cual ya se conocia desde los pitagdricos.

En este trabajo presentaremos un estudio de R-mdédulos donde R
serd un anillo con uno y no necesariamente conmutativo, como por
ejemplo los anillos con division infinitos. Los mdédulos a los que nos
enfocaremos con mas detalle seran los moédulos simples, aquellos que
solo tienen como submoddulos los triviales; estos médulos son de gran
importancia pues como veremos, facilitan de una u otra manera algu-
nas definiciones y también, que algunos conceptos sean equivalentes,
como el ser finitamente generado y finitamente cogenerado. Daremos
algunas otras clases de médulos mas, como el superfluo y el esencial,
y ya con base en estos modulos, definiremos en la clase de los médulos
simples, el soclo y el radical que juegan un papel muy importante en
la teoria de R-médulos. También estudiaremos médulos Artinianos
y Noetherianos, moédulos que tienen cadenas descendentes y ascen-
dentes, de submdédulos respectivamente, llamados asi en honor de los
matematicos Emil Artin y Emmy Noether, respectivamente.
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Capitulo 1

Teoria de Modulos,
preliminares.

En este capitulo daremos las siguientes definiciones: grupo, anillo,
ideal de un anillo, homomorfismo de anillos y grupos, R-médulo,
submodulo, etc. También senialaremos algunos ejemplos y estructuras
que no veremos a fondo pero se daran referencias, si desean saber mas
del tema. Sin olvidar Teoremas y Proposiciones que seran de impor-
tancia a lo largo del desarrollo de los siguientes capitulos.

1.1 Grupos y Anillos

Definicién 1.1. Un semigrupo es una estructura (S,-), donde S # ()
es un conjunto y - es una operacion binaria sobre S la cual satisface
la ley asociativa (a-b)-c=a- (b-c), para todo a,b,c € S.

Definicién 1.2. Un monoide es una estructura (S,1,-), donde (S, -)
es un semigrupo y 1 es un elemento de S que actia como identidad o
elemento neutro (para toda a € S a-1=a=1-a).

Definicién 1.3. Un grupo es un monoide con inverso, esto es, que
para cada a € S existe b € S tal que ab = 1 = ba, normalmente se
denota b=a"'; a=! es llamado el inverso de a.

Es facil con la definiciéon de grupo construir muchos ejemplos de
grupos, por solo dar un ejemplo; sea n un entero, contruiremos un
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grupo de orden n. Sea G el conjunto con los simbolos a‘, i=0,1,2,3,...
.n — 1 donde se debe cumplir a° = a" = ¢, a'a/ =asii+j<ny
ala’ = a7 " si i+ j > n, ya con esto no es dificil ver que G es un
grupo y esté grupo es llamado el grupo ciclico de orden n.

Definicién 1.4. Un grupo abeliano satisface la ley conmutativa; ab =
ba para todo par de elementos a,b € S. Usualmente los grupos abelia-
nos son denotados aditivamente por (S,0,+).

Notemos que los enteros con la suma, es un grupo, con neutro el
cero y los racionales sin el cero son un ejemplo de grupo multiplicativo,
con 1 siendo su neutro.

Definiciéon 1.5. Un anillo con 1 es un conjunto R con dos operaciones
binarias, la suma y el producto, con la suma es grupo abeliano y con el
producto es un monoide donde el 1 es la unidad, y en donde se satisface
la ley distributiva a izquierda a (b+ c) = ab+ ac y ley distributiva a
derecha (a + b) ¢ = ac + bc con a,b, c € R.

Definicién 1.6. Un anillo es conmutativo siempre que: para todo
a,b € R, ab = ba. Un anillo con division es un anillo donde se
cumplé que; 0 # 1 yVa € R—{0}, 3b € R tal que ab=1 y ba = 1.

Algunos ejemplos de anillos son: los ntiimeros reales, racionales y
complejos con el producto y suma usuales. Otro ejemplo es Z, el
conjunto de las clases residuales moédulo n € N, es un ejemplo de un
anillo conmutativo con 1. Note que los cuaterniones son un anillo con
division.

Definicién 1.7. Un subconjunto S de un anillo R, es llamado un
subanillo si es cerrado bajo el producto y la suma de R, contiene al 0
y 1, y es un anillo con las operaciones de R restringidas a S.

1.1.1 Homomorfismos e Ideales.

De aqui en adelante cualquier anillo mencionado sera anillo con 1, a
menos que se diga lo contrario.

Definicién 1.8. Sean R y S dos anillos con 1. Una funcion ¢ : R —
S es llamado un homomorfismo de anillos si preserva las operaciones
de anillo, es decir, ¥ (a+b) = ¥ (a) + ¥ (b), ¥ (ab) = ¥ (a)1p(b) y
w <1R) = 15.
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Definicién 1.9. Un homomorfismo 1 es un monomorfismo si éste es
una funcion uno a uno, es decir, es inyectiva.

Definicién 1.10. Un homomorfismo 1 es un epimorfismo si éste es
sobreyectivo (sobre).

Definicién 1.11. Un homomorfismo es un isomorfismo si s mono-
morfismo y epimorfismo, es decir, si es uno a uno y sobre.

Definicién 1.12. Un homomorfismo de un anillo R en €l mismo, es
llamado un endomorfismo de R; si éste es isomorfismo, entonces es
un automorfismo de R.

Si¢g: R— Sy1:S— T son homomorfismos entonces se define
la composicién 1) o ¢ : R — T dada por (¢ o ¢)(s) = 1 (¢ (s)), con
s € R.

Proposicion 1.13. Sean R y S anillos y : R — S un homomorfismo
de anillos. Entonces) es isomorfismo siy solo si existen ¢, ¢’ : S — R
tal que

potp=1p y Yo =1g

Definicién 1.14. 1. Sea R un anillo. I es un ideal de R si es un
subgrupo aditivo de R, y si sk,ks € I, para toda k € I y para
todo s € R.

2. I es un ideal izquierdo de R, si es un subgrupo de R, tal que
rk € I para toda k € I y para toda r € R.

3. I esun ideal derecho de R, si es un subgrupo de R, tal que kr € 1
para toda k € I y para toda r € R.

Notemos que los dos subconjuntos {0} y R son ideales de R; se
llaman ideales triviales de R. Cualquier otro ideal I que no sea alguno
de los triviales es llamado ideal propio de R. Observe que si a € R,
entonces a = al; de aqui es inmediato que cualquier ideal I es todo R
siysolosilel.

Definicién 1.15. El anillo R es llamado simple en el caso de que sus
unicos ideales sean R y {0}.



4 CAPITULO 1. TEORIA DE MODULOS, PRELIMINARES.

La coleccién de todos los ideales de un anillo R es un conjunto
parcialmente ordenado por la inclusion de conjuntos.

Notemos que un anillo con divisién es un anillo simple, un ejemplo
son las matrices cuadradas con determinante distinto de cero. Por otro
lado, se tiene que un anillo conmutativo simple es un campo, pero en
general, un anillo simple no nesesariamente es anillo con divisiéon y
un anillo con divisién no necesariamente es conmutativo (piense en el
anillo de las matrices cuadradas invertibles con la multiplicaciéon no es
conmutativa). No siempre cada anillo con divisién es un campo por
ejemplo, los cuaterniones. Pero sin embargo, si se cumple que un anillo
con division finito es campo, lo cual fue probado por Wedderburn en
1905, matematico escocés.

Definicién 1.16. Dado un homomorfismo de anillo ¢ : R — S, la
imagen y el nicleo de ¢, Im ¢ y Ker ¢ respectivamente estan definidas
como:

Imop={yeS|IreRr, ¢(xr)=y} y Ker¢p={xeR|o(x)=0}

Se sabe que Im ¢ es un subanillo de S y el Ker ¢ es un ideal de
R.

Proposicién 1.17. Sean R y S anillos y ¢ : R — S un homomorfismo
de anillo. Entonces

1. ¢ es sobreyectiva si y solo si Im ¢ = S.

2. ¢ es inyectiva si y sélo si Ker ¢ = {0}.

DEMOSTRACION. 1) Se sigue de la definicién.

2) =) Si ¢ es inyectiva y x € Ker ¢. Entonces ¢ (z) =0 = ¢ (0)
entonces r = 0.

<) Reciprocamente, ahora sean Ker ¢ = {0} y ¢ (z) = ¢ (y),
entonces 0 = ¢ () — ¢ (y) = ¢ (x — y) por tanto x —y € Ker ¢ = {0},
por lo tanto x — y = 0 entonces x = y. [

Si I es un ideal propio del anillo R. Entonces I determina una
relacion de congruencia sobre R definida por @ = b(modI) en el
caso en que a — b € I. El conjunto cociente R/I, hereda de R una
suma y una multiplicaciéon univocamente definidas: (a + I)+(b+ I) =



1.1. GRUPOS Y ANILLOS )

(a+b)+1y(a+1)(b+1I)=(ab)+ I, respectivamente teniendo neu-
tro aditivo y multiplicativo 0+ I y 1+ I respectivamente, que lo hace
un anillo, denominado el anillo cociente (o anillo de clases residuales)
R/I. La aplicacién definida f : R — R/I que aplica cada elemento
der € Rasuclase r +1 = {r +z| x € I}, es un homomorfismo de
anillos sobreyectivo (epimorfismo).

Definicién 1.18. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos e I C S
un ideal de S, la imagen inversa de I bajo ¢ se denota ¢ (I) y se
define por: ¢ (1) ={re R| ¢(r) € I}.

Lema 1.19. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Si I C S es
un ideal entonces su imagen inversa ¢ (1) C R también es un ideal.

DEMOSTRACION. Como I C S es un subgrupo con respecto a la
adicién, entonces ¢ (1) C R también es un subgrupo. Ahora, sia € R
y x € ¢ (I), entonces ¢ (x) € [ y asi ¢ (a) ¢ (z) € I ya que I es ideal,
y como ¢ es homomorfismo de anillos entonces ¢ (ax) = ¢ (a) ¢ (z) € I,
es decir, ax € ¢ (I). O

Proposiciéon 1.20. Eziste una correspondencia biyectiva que conserva
el orden de los ideales K de R y los ideales G de R/I, donde I C K;
dada por K = f<(G) y f: R— R/I es el epimorfismo candnico.

DEMOSTRACION. El Lema 1.19 asegura que para cada ideal G de
R/I, K = f* (G) es un ideal de R. O

Definicién 1.21. Sea R un anillo. Un ideal mazimal de R es un ideal
propio M C R tal que para cualquier otro ideal [ de R con M C I C R
se tiene que M =1 oI = R.

Sea R es un anillo y a € R, entonces el conjunto de todos los
productos za, con z € R, es un ideal izquierdo, llamado ideal izquierdo
principal generado por a, denotado Ra. Note que si R tiene elemento
unidad, entonces a es unidad si y sélo si R = Ra.

1.1.2 Endomorfismos de Anillos

Sea A un grupo abeliano escrito aditivamente.Veremos que los morfis-
mos de A en A forman un grupo, veremos que los morfismos forman
un grupo, llamados los endomorfismos de A.
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En efecto el conjunto E, de todos los endomorfismos de A, forman
un grupo abeliano con respecto a la adicién (f,g) — f + g, definida
por (f+g)(a) = f(a)+g(a), paraa € A. Y el neutro y los inversos
estan dados por 0(a) =0y (—f) (a) = —f (a) respectivamente.

También notemos que E con la composiciéon de funciones es una
operacién asociativa que distribuye la operaciéon aditiva sobre E. Si
A # {0}, entonces E es una anillo con identidad 14 : A — A. Pero
notemos que si f,g € F, entonces en general el producto fg € E
depende de como consideremos la operacién si a la derecha o a la
izquierda: (fg)(a) = f(g(a)) 6 (a) (fg) = ((a) f) g, respectivamente.

En otras palabras, se definen naturalmente, para cada grupo abelia-
no A # {0}, dos anillos de endomorfismos, un anillo de endomorfismos
izquierdo y un anillo de endomorfismos derecho denotados End' (A) y
End" (A), respectivamente. Si no se dice lo contrario End (A), deno-
tara al anillo End' (A).

1.2 Moébdulos y Submédulos

Definicién 1.22. Sea R un anillo. Entonces el par (M,)\) es un
R-maodulo 1zquierdo en donde M es un grupo abeliano y A una trans-
formacion de R en el conjunto de los endomorfismos izquierdos de
M, tal que, si M # {0}, A\ : R — End' (M) es un homomorfismo
de anillo. Esto simplemente significa que para cada a € R existe una
transformacion A(a) : M — M tal que para todo a,b € R y toda
x,y € M

Aa) (z +y) = Aa) ()+A(a) (y), Ala+0)(x) = A(a) (2)+A (D) (z)
Alab) (x) = A(a) (A (D) (x)),  A(1) (2) = 2.

De la misma forma se puede definir un R-mdédulo derecho simple-
mente usando una transformaciéon A : R — End" (M) asi también se
dan definiciones similares a la derecha.

EL primer ejemplo vendra ilustrado como se trabaja con la trans-
formaciéon A que se da en la definicion de R-médulo izquierdo y de
ahi en adelante abusaremos de la notacién y sélo se dara una sencilla
definicién como una multiplicaciéon natural en el grupo abeliano.
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Ejemplo 1.23. 1.-Sean M wun grupo abeliano y Z el anillo de los
enteros, M tiene una estructura de Z-maodulo izquierdo, definiendo a
A\ :7Z — End (M) con regla de correspondencia k — X (k) y A (k) :
M — M, definida recursivamente para k € Z™ por:

a) A(1)(m)=1-m:=m
b) M(k)y(m)=k-m:=(k—-1)-m+m, k> 2.
¢) A(0)(m)=0-m:=0

Y

Donde m € M.
2.- Cada grupo abeliano M es modulo a la izquierda sobre su anillo
de endomorfismos respecto a la siguiente operacion:

f-m:=f(m), coomeM y feEnd(M).

3.-51 D es un anillo con division, entonces el D-mdédulo izquierdo, es
simplemente el D-espacio vectorial izquierdo.

4.-Para un anillo R existe un unico homomorfismo de anillo de 7
a R. También para cada grupo abeliano M existe un unica estructura
de Z-modulo. Esta estructura simple sobre el grupo aditivo esta dada
por la funcion multiplicacion (n,x) — nzx.

5.-Sean R y S anillos y sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos,
entonces ¢ induce estructuras de R-maodulo izquierdo y derecho sobre
el grupo aditivo de S. FEn efecto, la multiplicacion por un escalar,
para el R-mddulo izquierdo S, esta dada por (r,s) — ¢ (r) s para cada
re€ R ys €S, claro notemos que el producto ¢ (r)s es calculado en
el anillo S.

En los cursos elementales, encontramos que un espacio vectorial,
estd definido sobre campos y no se definen estructuras laterales. Pero
en un anillo no conmutativo con division D, un D-espacio vectorial
izquierdo no siempre es lo mismo que un D-espacio vectorial derecho.
Daremos un ejemplo que muestre este hecho:

Sea A un anillo, dado un moédulo izquierdo M sobre A, no siempre
se puede convertir a M en mdédulo derecho, con sélo cambiar el lado de
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la accién de los escalares. En efecto, sea V' el grupo abeliano definido
por
V = {e,a,b,ab}, a®> = b* = e, ab = ba.

y consideremos las funciones: f:V — Vyg:V — V con las reglas de
correspondencia dadas por f (e) = e,f (a) = a, f (b) = ab, f (ab) =by
gle)=e,g(a)="0,¢9(b) =ay g(ab) = ab, respectivamente. Resultan
ser endomorfismos para los cuales se tiene

(fog)(a)=f(g(a))=f(b)=ab#b=yg(a)=g(f(a))=(g90f)(a)

asi con este ejemplo podemos adelantar que fog # go f; sea A =
End (V) el anillo de endomorfismos. Por el ejemplo 2) se induce sobre
V una estructura de A-moédulo izquierdo.

Definamos m x h:=h-m =h(m),con h€ A, meV.

Noétese que a X (fg) = fg(a) = f(b) =ab#b=g(a) =ax g=
f(a)xg=(ax f)xg,conlo cual éste producto no da a V' estructura
de A-médulo derecho.

Si no es claro la nocién de R-médulo izquierdo (derecho), consulte
en [6] mds ejemplos de R-mdédulos.

Definicién 1.24. Sean R y S dos anillos. Un grupo abeliano M es un
R-S-bimaodulo izquierdo y derecho en el caso en que M sea ambos R-
mddulo izquierdo y S-mddulo derecho, y ademds, se satisface r (xs) =
(re)s parar € R, se Syx e M.

Existe otro tipo de bimdédulo respecto a como estén operando los
anillos, asi la definicién puede modificarse. Un R-S-bimédulo con
ambos moédulos izquierdos, es un bimédulo el cual se denotara por
r-sM (en la definicién anterior gMg), y cumplird r (sx) = s(rz)
parar € R, se Syx e M.

Definicién 1.25. Sea M un R-mddulo izquierdo. Entonces un sub-
grupo abeliano N de M es un submodulo de M en el caso de que N
sea estable bajo los endomorfismos de M inducidos por R (para toda
r€ R: AN(N) C N), en otras palabras, N es submddulo de M si y sélo
s, es un subgrupo de M, cerrado bajo la multiplicacion por un escalar
por elementos de R.

En particular, un submédulo N de M, es un R-médulo izquierdo
si M lo es.
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Definicién 1.26. St X C M y A C R, entonces cualquier elemento
de M de la forma

a171 + asxo + ... + apT, = X a7,

con i, ..., € X y ay,...,a, € A es una combinacion lineal de X
con coeficientes en A, o similarmente A-combinacion lineal de X. Se
denotara el conjunto de todas las A-combinaciones lineales de X por
AX.

Proposicion 1.27. Sean M un R-mddulo izquierdo y X un subcon-
junto no vacio de M. Entonces RX es un R-submddulo de M.

DEMOSTRACION. Las R-combinaciones lineales de X son claramente
cerradas bajo la operacion de M, y notemos que a (r1zq + ... + rpxy,) =
(ary) x1 + ... + (ar,) ©,. entonces es un submoddulo de M. O

Proposicion 1.28. Sean M un R-mddulo izquierdo y N un subcon-
junto distinto del vacio de M. Entonces los siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. N es submaodulo de M.
2. RN =N
3. Para todo a,b € R y todo x,y € N, ax +by € N. H

Lema 1.29. Si M es un R-mddulo izquierdo y si My, ..., M, son
submodulos de M, entonces

My+ ...+ M, ={mi+ ...+ my|m; € M;, i € {1,....,n}}

es también un submaodulo de M. De hecho, M+ ...+ M, es el conjunto
de todas las R-combinaciones lineales de My U ... U M,,. O

Proposicion 1.30. Sea M un R-mddulo izquierdo, entonces el con-
gunto ¢ (M) de submddulos de M es una red completa de médulos con
respecto a < (denota la relacion de submddulo). Es decir, en esta red,
si I es un conjunto distinto del vacio, entonces la suma X1 y la inter-
seccion NI' son submaodulos. En particular, si K y L son submddulos
de M, entonces K+ L y KN L son la suma y la interseccion respecti-
vamente, ademds st H es cualquier submodulo de M entonces K < H
implica HN (K + L) = K+ (HNL), (ley modular). O
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1.2.1 Moddulo Cociente

Sea M un R-médulo izquierdo y sea K un submoddulo. Entonces es
facil ver que el conjunto cociente

M/K = {z + K|z € M}

es un R-moédulo relativo a la adiciéon y multiplicaciéon por un escalar
definida via

e+ K)+y+K)=@@+y)+K, a(r+K)=ar+K.

Con la identidad aditiva e inversos dados por K = 0+ Ky — (x + K) =
—z 4 K. Entonces el médulo M /K es llamado el R-mdédulo izquierdo
cociente de M en K. Existe una correspondencia biyectiva que con-
serva el orden entre los submédulos de M que contienen a K y los
submdédulos de M /K. Luego un médulo cociente M/ K es simple si y
s6lo si K es un submoédulo maximal de M.

Nota 1.31. Sea M wun S-mddulo izquierdo y R otro anillo y sea
¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Si la estructura de M
se obtiene del homomorfismo de anillos \ : S — End' (M), entonces
Ao : R — End' (M) induce una R-estructura izquierda sobre M, donde
la multiplicacion por un escalar se obtiene (r,x) — ¢ (1) x.

Asi M es un R-médulo izquierdo con M inducido porrxz = ¢ (r)x
conre Ryxe M.

Definicién 1.32. Sea M un R-maddulo via el homomorfismo de anillos
A R — End (M), abreviandolo ax = X (a) x. El niicleo,

K=KerA={a€Rlax=0, z€ M},

es un tdeal bilateral de R y es llamado el anulador de M en R. Si K =
{0} (es decir, X es inyectivo) entonce M es un R-mddulo izquierdo fiel.

1.2.2 Homomorfismo de Moddulos

Definicién 1.33. Si M y N son dos R-mddulos izquierdos, entonces
la funcion f : M — N es un R-homomorfismo de mdodulo izquierdo
en el caso en que para todo a,b € R y toda x,y € M

flax +by) =af (x) +bf (y),

es decir, f es R-lineal.
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Definicién 1.34. Sean M y N R-modulos izquierdos y sea f : M —
N un R-homomorfismo izquierdo. Entonces la imagen de f (Im f),
y el niicleo de f (Ker f), estan definidos por

Imf={geN|FxeM, f(x) =g}y Ker f={xe M| f(z)=0}.

Notemos que la imagen y el nicleo de f son submédulos de N y de
M respectivamente. La coimagen y el conticleo de f estan definidos
por Coim f = M/Ker fy Coker f = N/Im f, respectivamente.

Definicién 1.35. Un homomorfismo de modulos f : M — N es
llamado un epimorfismo es caso de ser suprayectiva o sobre.

Definicién 1.36. Un homomorfismo f : M — N es llamado un
monomorfismo en el caso en que es inyectivo o uNo a UNO.

Abreviaremos monomorfismo y epimorfismo por mono y epi respec-
tivamente. Si M es un R-mdédulo izquierdo, entonces cada submodulo
de M es la imagen de algin monomorfismo.

Definicién 1.37. Para cada K submddulo de M, la transformacion
inclusion i, = ixg<y @ K — M es un R-monomorfismo, también es
llamado el encajamiento natural de K en M.

Anélogamente, cada submddulo es el niicleo de algtin epimorfismo.
En particular si K es un submddulo de M, entonces la transformacion
nk : M — M/K de M sobre el médulo cociente M/K definido
Nk (x) =z + K € M/K con x € M, es un R-epimorfismo con nicleo
K. ng es llamado el epimorfismo natural de M sobre M /K.

Definicién 1.38. Un R-homomorfismo f: M — N es un R-isomor-
fismo en el caso de ser biyectivo.

Dos modulos se dice que son R-isomorfos denotados por M = N,
en el caso en que existe un R-isomorfismo f : M — N. Esta relacién
es una relacion de equivalencia.

Proposicion 1.39. Sean M y N R-mdodulos izquierdos y sea f :
M — N un R-homomorfismo. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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a) f es un epimorfismo sobre N.
b) Im f=N.

¢) Para cada pK y cada par de g,h : N — K de R-homomorfismos;
si gf = hf entonces g = h.

d) Para cada rRK y cada g : N — K R-homomorfismos; si gf =0
entonce g = 0.

DEMOSTRACION. a) < b) y a) = ¢) son triviales.

¢) = d). Sea h: N — K el homomorfismo cero. Entonces gf =
0 = hf, asumiendo c), se tiene que g = h = 0.

d) =Db). Seanr, f: N — Coker f = N/Im f, claramente se satis-
face N ¢ f = 0, asumiendo d) implica que 7, f = 0, pero es epimor-
fismo sobre N/Im f, se tiene que N/Im f = 0, es decir, Im f = N.

O

Proposiciéon 1.40. Sean M y N R-modulos izquierdos y sea f :
M — N un R-homomorfismo. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) [ es monomorfismo.
b) Ker f={0}

¢) Para cada RK y cada par de g,h : K — M de R-homomorfismos;
si fg = fh entonces g = h.

d) Para cada gK y cada g : K — M de R-homomorfismos; si
fg =0 entonces g = 0.

DEMOSTRACION. a) < b) y a) = ¢) son triviales. d) = b) Sea
iker f: Ker f — M un R-homomorfismo y fik., f = 0, asumiendo d)
se tiene que ik, f = 0, entonces Im f = Ker f = {0} ]

Proposicion 1.41. Sea M y N R-mddulos izquierdos y sea f : M —
N un R-homomorfismo. Entonces f es un isomorfismo si y solo si
existen funciones g,h : N — M tal que

fog=1n y hf =1u.
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Cuando estas ultimas condiciones se satisfacen, entonces g =h y g es
un isomorfismo.

DEMOSTRACION. (<) Si existen g,h: N — M, tales que hf =1,y
fg =1y, entonces g = 13,9 = hfg = hly = h, asi que f es biyectiva,
asi que es isomorfismo.

(=) Como f es isomorfismo entonces es bijectiva, luego existe una
funcion g : N — M tal que gf = 1y v fg = 1),. Falta ver que g es
lineal, entonces f (g (ax +by)) = ax +by = af (g (x)) +bf (9(y)) =

flag () + f (bg (y)) = f(ag(z)+bg(y)) y como [ es inyectiva se
tiene que g es R-lineal. [

1.2.3 El Teorema del Factor

Cuando un homomorfismo f : M — N es la composicion de homo-
morfismos f = gh, se dice que f se factoriza a través de g y h.

Teorema 1.42. Teorema del Factor. Sea M, M’ N y N' R-mddu-
los izquierdos y sea f: M — N un R-homomorfismo.

1. Sig: M — M’ esun epimorfismo con Ker g C Ker f, entonces
existe un unico homomorfismo h : M'" — N tal que f = hg. Por
otra parte, Ker h = g (Ker f) y Im h = Im f, de modo que h
es mono si y solo st Ker g = Ker f y h es epi st y solo si f es
epi.

2. Sig: N — N esun monomorfismo con Im f C Im g, entonces
existe un inico homomorfismo h : M — N’ tal que f = gh.
Por otra parte, Ker h = Ker f y Im h = g~ (Im f), de modo
que h es mono si y solo si f es mono y h es epi si y solo si
Img=1Im f.

DEMOSTRACION. (1) Como g : M — M’ es epi, para cada m’ € M’
existe un m € M tal que g(m) = m/. Si también | € M tal que
g (I) = m/, entonces claramente m — | € Ker g, pero Ker g C Ker f,
entonces se tiene que f(I) = f(m). Entonces existe una funcién
h: M' — N definida como h (m') = f (m), tal que g (m) = m’; ademés
f = hg. Para ver que h es un R-homomorfismo, sean z’,y € M’y
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sea x,y € M con g (x) =2', g(y) = v'. Entonces para cada a,b, € R,
g (ax 4+ by) = ax’ 4+ by’, de modo que

h(az' +by') = f(ax +by) = af () +bf (y) = ah (z') + bh (v/).

La unicidad se sigue de saber que g es epi.

(2) Para cada m € M, f(m) € Im f C Im g. Como ¢ es mono,
existe un unico n’ € N’ tal que g (n’) = f(m). Por lo tanto, existe
una funcién h : M — N’ via m — n’ tal que f = gh, y para checar
que es homomorfismo es similar a la parte (1).

]

Corolario 1.43. El Teorema de Isomorfismos Sean M y N R-
modulos 1zquierdos:

1. Si f : M — N es un epimorfismo con Ker f = K, entonces
existe un unico isomorfismon: M/K — N tal quen(m + K) =
f (m) para toda m € M.

2. 8i K <L<M, entonces M/L= (M/K)/(K/L).

3.8t H<MyK<M, entonces (H+ K)/K=H/(HNK).

DEMOSTRACION. (1) Sea f : M — N el epimorfismo y sea ng : M —
M/K el epimorfismo natural con K = Ker f, aplicando el Teorema
del factor existe n : M /K — N homomorfismo tal que f = nnx, como
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Ker f = Ker ng, n es monomorfismo y f es epimorfismo, entonces
también 7 es epimorfismo, por lo tanto 7 es isomorfismo.

f

K n, 7
7/
7

N/

M

N

(2) Sélo hay que tomar f : M/K — M/L definida como f(z+K) =
x + L, que esta bien definida por la hipodtesis de que K < L, ademas
tenemos que Ker f = L/K. Ahora, como f es epimorfismo aplicamos
(1), y tenemos que M/K = (M/L)/(L/K).

(3) Sedefine f : H — (H + K) /K como f(z) = x+ K parax € H,
notamos que el Ker f = K N H, entonces asi por (1) se obtiene el
isomorfismos (H + K) /K 2 H/ (HN K) O

Definicién 1.44. Sea M un R-mddulo izquierdo. Entonces para cada
X C M, el anulador izquierdo de X en R es

lr(X)={reR|lrz=0(xe€X)}

y, para cada A C R, el anulador derecho de A en M es
rvy(A)={zeMlax=0(ac A}

para elementos de la forma {z} y {a}, se abreviaran lg (x) y ry (a).

Corolario 1.45. Un R-mddulo M es ciclico si y solo si es isomorfo
a un modulo cociente de rR.

DEMOSTRACION. Si M = Rz, entonces p, : R — M es un epimor-
fismo con nicleo lg (z), por tanto M = R/Ilg (z). Por otro lado si
f:R/I — M es un isomorfismo de médulos, donde I es un submod-
ulode gR. Seax = f(1+1), veamos que M = Rx. Seam € M, existe
z+1 € R/, tal que f(z+ 1) =m, pero zf(1+ 1) = f(z+ 1) = m,
asi que m = zx. ]

Corolario 1.46. Un R-mddulo M ciclico es simple si y sdlo si lg (x)
es un ideal mazximal izquierdo para algun x € M.
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DEMOSTRACION. Si M es simple para cualquier z € M \ {0}, M =
Rz, por el Corolario 1.45, vemos que M = R/l (x), asi que lg (z)
es un ideal maximal izquierdo. Ahora, si [g (x) es un ideal maximal
izquierdo para algin x € M tal que M = Rx, entonces h : R/lg (z) —
M, definida como h(r + lg (z)) = rx, se puede demostrar que es un
homomorfismo inyectivo no nulo de R — modulos, como M = Rz, h
es este epimorfismo, asi que es isomorfismo. ]

Corolario 1.47. Sean M y K R-mddulos izquierdos y j : K — M un
R-monomorfismo con Im j = I, entonces existe un unico isomorfismo
v:I — K tal que jv =1

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema 1.42,(2) tomando f = i; y
j = g el monomorfismo, entonces se concluye lo requerido. O]

1.2.4 Swucesiones Exactas

. e S g .
Definicién 1.48. Un par de homomorfismos M' — M = M" se dice
que es una sucesion exacta en el caso en que Im f = Ker g, asi una
sucesion finita o infinita

fn—2 fn—l fn fn+1 fn+2

=M, o —— M, 1 ——= M, —> M1 ——
de homomorfismos es exacta en cada M, en el caso Im f, = Ker f,.1.

Proposicion 1.49. Dados los modulos M y N y un homomorfismo
f:M — N, las sucesiones

1. 0= M L5 N es exacta si y solo si f es mono.
2. M L5 N 50 es exacta si y solo si f es epi.

3.0 5 M L5 N = 0 es eracta si y solo si f es isomorfismo.
O

Proposicién 1.50. St M y N son mddulos y si f: M — N es un
homomorfismo, entonces

O%K@rf#M%NLCokerf%O
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son exactas, donde i es la inclusion yn: N — N/Im f es el epimor-
fismo natural. O

Lema 1.51. Supongamos que el siguiente diagrama de modulos y ho-
momorfismos conmuta y tiene filas exactas.

A

PR

A—B —C
1. Si o, v y f' son mono, entonces también lo es 3.
2. Sia, vy g son epi, entonces también lo es [3.
3. Si B es mono, y st a y g son epi, entonces y €s mono.

4. Si B es epi, y si [’y son mono, entonces o es epi.

DEMOSTRACION. (1) Mostremos que Ker § = {0}, sea b € Ker £,
y como el diagrama conmuta, vg (b) = ¢’8(b) = 0, como v es mono
entonces g (b) = 0 por lo tanto b € Ker g, pero por la exactitud de
las flechas I'm f = Ker g, entonces existe un a € A tal que f (a) = b
y como el diagrama conmuta f'a (a) = 5f (a) = 5(b) =0, y como f’
y « son mono entonces a = 0, por lo tanto b = f (a) = 0.

(2) Sib' € B, demostraremos que existe un b; € B tal que 3 (by) =
b'. Sea b/ € B, entonces ¢’ (b') € C’, como 7 es epi entonces existe un
c € C tal que v(c) = ¢ (), pero también g es epi por tanto existe
un b € B tal que v (g (b)) = ¢’ (V/), ahora como el diagrama conmuta

tenemos
g (BD)=7(g®) =g 1),

entonces ¢’ (5 (b)) —g (V') = ¢' (6 (b) — ') = 0 implica que S (b) — b €
Ker ¢ = Im f' por las lineas exactas, por tanto existe un o’ € A’
tal que f'(a’) = [ (b) — b/, més aun « también es epi, asi existe un
a € A tal que f'(a(a)) = B(b) — bV, una vez mas por el diagrama

conmutativo
B(f(a)) = f'(a(a))=p(b) -V,
entonces

B(f(a))=B®)=p(f(a) —b) =1V
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Si by = f(a) — b, entonces obtenemos que 3 (b;) = b'. Por lo tanto g
es epi.

(3) Veamos que el Ker v = {0}. Sea ¢ € Ker~, pero como g es
epi, existe un b € B tal que g (b) = ¢, pero como el diagrama conmuta
entonces v (g (b)) = ¢ (5 (b)) = 0 por tanto 5 (b) € Kerg = Im f,
es decir, existe un a’ € A’ tal que f’'(a’) = [ (b), pero como « es
epi entonces existe un a € A tal que a (a) = d/, y como el diagrama
conmuta se tiene 3 (b) = f' (a(a)) = 5 (f (a)), pero como  es mono
entonces, f (a) = b, por lo tanto al aplicar g a la igualdad

c=g()=g(f(a))=0

por lo tanto Ker~y = 0.

(4) Sea o’ € A’. Entonces donde [ es epi, existe un b € B tal
que S (b) = f'(a’). Como el diagrama conmuta y las filas son exactas
se tiene g (b) = ¢'B(b) = ¢'f (a') = 0, pero v es mono, asi b €
Ker g = Im f, asi entonces existe un a € A con f (a) = b, pero se
tiene f'a(a) = Bf (a) = B (b) = f'(a’), finalmente como f’ es mono
se tiene a(a) = a’. Asi a es epi. O

Lema 1.52 (Lema de los 5). Supongamos que el siguiente diagrama
de modulos y homomorfismo es conmutativo y tiene filas exactas.

A—>B—>C—>D——>E
bkl
A/ B/ C/ D/ E/

1. st esepiy B yd son mono, entonces y es mono.
2. st e es monic y By o son epi, entonces vy €s epi.

3. st a, B, § y e son isomorfismos, entonces v es isomorfismo.

O



Capitulo 2

Sumandos Directos

2.1 Sucesiones Exactas que se parten

Dados dos moédulos M; y Ms, puede ser construido el producto carte-
siano M; x M,. La estructura de este producto de mddulos esta
definida coordenada a coordenada de los factores M; y M. Dado un
modulo M nos concentraremos en hallar condiciones que nos aseguran
que pueda descomponerse M en factores, como el producto cartesiano
de médulos. M; y M, submoédulos de un médulo M, generan a M
en el caso de que M; + My = M, son independientes en el caso de
que My N My = {0}. Si M; y M, son submédulos de M, existe un R-
homomorfismo canénico ¢ del producto cartesiano M; x My al médulo
M definido via:

i:(x1,m9) ¥ X1 + 9, donde ((x1,29) € My x My).

con imagen y nucleo:

Imi=M + Myy Keri={(z,—x):x€ M N M}

1 es un epimorfismo si y sélo si My + My = M, y es monomorfismo
si y solo si My N My = {0}.

Definicién 2.1. Si el R-homomorfismo candnico i (definido antes) es
un isomorfismo, entonces M serd una suma directa de los submddulos

My y My, y se denotara M = My, & M,.

Asi M = M; & M, si y sélo si para cada x € M existen unicos
elementos x1 € My, x5 € M, tal que x = x1 + 5.

19
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Un submédulo M; de M es un sumando directo de M en caso de
que exista un submodulo M, de M, tal que M = M; & M,; tal M,
es también un sumando directo, y M; y M5 son sumandos directos
complementarios o complementos directos.

Lema 2.2. Sean f : M — N y g: N — M homomorfismos, tal que

fog =1y entonces f es un epimorfismo, g es un monomorfismo vy
M = Kerf & Img.

DEMOSTRACION. Veamos que f es epi. Sea z € N entonces z =
In(2) = f(g(2)), sea g(z) =y para algin y € M, por tanto existe
un y € M tal que f (y) = z, por lo tanto f es epi. Ahora veamos que g
es mono, sea g (y1) = g (y2), entonces f (g (y1)) = f (g (y2)). se obtiene
yi = 1In () = fg() = f(9(y2)) = In (y2) = y2, por lo tanto g
es mono. Ahora mostremos Si z € Kerf N Img entonces f (z) = 0
yz=g(y),cony €N, luego 0= f(z) = f(g9(y) =y y como g es
homomorfismo entonces x = g (y) = 0, asi KerfNImg={0}. Siz €
M entonces f (z — g (f (x))) = f (£)—1 (g (f ())) = f ()~ f () =0,
entonces Ve € M,z =x — g (f (z)) +g(f (x)) € Kerf + Img, por lo
tanto M = Kerf & Imyg. ]

Definicién 2.3. Si f : M — N yg: N — M son homomorfismos
con fg =1y, entonces decimos que f es un epimorfismo que se parte,
y también andlogamente se dice que g es monomorfismo que se parte.

Definicién 2.4. Una sucesion exacta corta
0— M, L5 M % My, — 0,

se parte en el caso que f sea un monomorfismo que se parte y g sea
un epimorfismo que se parte.

Proposicion 2.5. Sea 0 — M, i> M -5 My, — 0 una sucesién
exacta corta en gM los siguientes enunciados son equivalentes:

a) La sucesion es exacta corta que se parte.
b) El monomorfismo f: My — M se parte.

c¢) El epimorfismo g : M — M, se parte.
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d) Imf = Kerg es un sumando directo de M.
e) Cada homomorfismo h : My — N, se factoriza a través de f.

) Cada homomorfismo h : N — My, se factoriza a través de g.

N M—2> My —0

A »
/h N hT
f I N
0——=M —M N

DEMOSTRACION. (a) = (b) y (a) = (c) son triviales por definicién.
(b) = (d) y (¢) = (d) son consecuencia del Lema anterior; notemos
que (b) y (¢) juntos dan (a).

(d) = (e). Supongamos M = Imf @& K y h: M; — N, donde f
es mono, para cada m € M existen unicos m; € My y k € K tal que
m = f(my) +k, definimos h : M — N, por h: m = f(my) + k
h(my), es facil ver que h es un R — homomor fismo. Sea m; € M,
f(my) € Imf C M luego Vk € K, f(m1) + k = h(mq) por tanto
hf = h, asf el diagrama conmuta.

(d) = (f). Supongamos que M = Kerg® Ky h : N — M,
donde K N Kerg = {0} y g(M) = ¢g(K), notemos g|x : K — My
es isomorfismo, por tanto sea g; : My — K su inverso, entonces h =
gih : N — M. Sean € N entonces h(n) € My luego g1 (h(n)) € K
con h (n) = g1 (h(n)) perosi gh = ggih = 13,k = h que asi se cumple
(f)-

(e) = (b). Basta considerar en la hipdtesis h = 1y, y N = M,
luego tomando h : m = 1y, (my) +k = h(my).

(f) = (c). Se toma h = 1,y,. O

Sean M, y M, médulos. Entonces al producto de médulos My x My
se le asocian con la inyeccién natural y la proyecciéon natural, 7; :
M; — My x My y m; : My x My — M; (j=1,2) definidas como
7 (x) = (2,0) o(x) = (0,2) y m (x1,22) = x1 7o (T1,29) = 9.
Claramente son R-homomorfismos con

0— My = My x My =3 My — 0

T s
0 — My —= My x My — M; — 0, son exactas, como w07y = 1y,
mpoTy = 1y, son exactas cortas. También observemos m;07; = 0514,
y T 0T+ T 0Te = 1y x,-
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Proposicién 2.6. Para una sucesion de R-homomorfismos

0 — My 25 M 25 My — 0
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Es sucesion exacta que se parte.

2. Existe R-homomorfismos fo : My — M y g1 : M — M, tal
que 0 — My ELN VNI M, — 0 es exacta corta que se
parte, para i,j € (1,2) cumple con la propiedad g;f; = 6ij1n, Y
J191 + fage = 1ur

3. Emziste un isomorfismo h : My x My — M tal que el diagrama
conmuta.

M1 M, (2.1)

\ /
DEMOSTRACION. 1) = 3). Definimos h : My x My — M, con la
regla h (x1,22) = f1(x1) + fo(x2), donde fo : My — M cumple con
9a2.f2 = 1, luego por el Lema 1.52; h es isomorfismo.

3) = 2). Dado h isomorfismo, como el diagrama 2.1 es conmuta-
tivo, definimos f; = hr; y g; = mh™! para (i = 1,2) por el digrama
2.1, entonces

0 >]\4'1 h

X
I
I
I
| MQHO
I
I
‘V

gif; = (mh) (h™'7;) = mmy = 01,

fi91 + foga = hmymh™" + hrymoh ™" =
h(Tl’ﬂ'l —|—7'27T2) h_l = hh_l = 1M

2) = 1). Sea 0 — M, Lo M 2% M, — 0, exacta corta,
9if; = 0ijla, ¥y figr + fage = 1y, por tanto M = Imf, + Imf,,
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pero como g9 f; = 0 entonces I'mf; C Kergs y go2fs = 1y, entonces
M = Kerg, ® Imfsy, y se tiene que

Kergy =M N Kerg, = Imf; N Kergy + Imfy N Kergy = Im f.

Entonces la sucesion 0 — M, LN VI M; — 0 es exacta en M;
donde se tiene g1 f1 = 1a, v 92.fo = 1as,, entonces es una sucesion que
se parte. ]

2.1.1 Proyecciones

Sea K un sumando directo de un médulo M con complemento directo
K’, es decir, M = K & K’, entonces definimos Pr;k + k' — k' y
Pk + K — K, donde k € K y k' € K’', definen epimorfismos

Px: M — Ky Pyg : M — K’ llamadas proyecciones de M sobre K
y K’ respectivamente.

Proposicién 2.7. Si M = K & K', entonces la proyeccion Pk de M
sobre K es el unico epimorfismo tal que M K0 que satisface:

PK|K:1KyK€7’PK:K/.

DEMOSTRACION. Supongamos que Pk no es la tinica, por tanto existe
g : M — K homomorfismo tal que g|x = 1x y Kerg = K’, entonces
Vke K, K e K', glk+FK)=g(k)+g(K)=k=Px(k+£k), por lo
tanto esta es Py, asi es tnica. O

Si M = K & K’ entonces K’ es también un sumando directo de
M con complemento K. Si Pk es una proyeccion de M sobre K, a lo
largo de K’ entonces la proyeccién Pg de M sobre K’ a lo largo de
K, se puede caracterizar Pgs (m) = m — Pk (m) con m € M.

Ahorasiig : K = M yig : K — M son las inclusiones naturales,
entonces

1ot i Py
0K SMEK 50y0 K S ME K0
son sucesiones exactas que se parten.

Proposicion 2.8. Sean M = K & K', Px proyeccion de M sobre K
a lo largo de K' y sea L un submddulo de M entonces M = L & K' si
y solo si (Pkl|r) : L — K es isomorfismo.
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DEMOSTRACION. Sea L < M = K @& K', entonces Ker (Pk|,) =
L N Ker Px = L N K’, notemos que Pk|; es monomorfismo si y s6lo
si L N K" =0. Por otro lado, como Pg|x = 1, KerPx = K' y la
ley modular.

Py (L)=Pxk (L+K')=Px ((L+ K')Nn (K + K"))

=Pk (L+K')+K)+ Px (K') = Px (L+ K') + K)

= (L+K')NK.
Por otro lado Py (L) = K siy sélo si K C L+ K’ siy sélo si
L+ K =M. [

2.1.2 Endomorfismos e Idempotentes

Supongamos que gRM = K @ K’ y Pk proyeccion de M de K a
lo largo de K’. Definimos ex € End(gM) por ex : © — Pk (2)
con x € M y como (pi|rx) = lk, ex es un idempotente del anillo
de endomorfismos de M, es decir, e = €% € End(rM) y K =
Mey (ex como un operador derecho de M), entonces cada sumando
directo, es la imagen de algin endomorfismo idempotente de M.

Lema 2.9. Sea e un idempotente en End (gM), entonces 1 —e es un
idempotente en End (M) tal que Ker e = {z € M|z =x (1 —¢e)} =
Im(l—e) Ime ={reMzx=xze} = Ker(1—e) y M = Me ®
M (1—e).

DEMOSTRACION. Notemos que, e = e entonces
(1-—e’=(0-e)(l—-e)=1l—-e—e+e’=1—c¢,

asi 1 — e es idempotente, pero también e (1 —e) = (1 —e)e = 0.
Si y = ze, entonces ye = we? = xe asi y = ye, luego se dan las
inclusiones:
ImeC{x e Mlx=ze} ={x € M|x —xe =0}
={zeMlz(l—e)=0} C Ker(l—e).
Anéalogamente

Im(l—e)C{zeMz=2(1l—-¢)}

={reMz—z+re=0}={r e Mlze=0} C Kere
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Notemos que z = ze + = (1 — e) para todo x € M, entonces M =
Me+ M (1—e); Men M (1—e)={0}, yaque ze =y (1l —e), ze =
re* =y (1 —e)e =0, entonces ze = 0. Por tanto M = Me®M (1 — e)
y asi se cumple la igualdad. Finalmente si x € Ker e, entonces x =
21 + 29, con z; = mpey zo = mo(l—e), como 0 = xe = mye +
mso (1 — e) e, tenemos que mye = 0, por tanto x = z; € M (1 — e), asi
se cumple Ker e =Im (1 —e).

Andlogamente se demuestra Ker (1 —e) = Im e. O

Proposicion 2.10. Si pkM = K & K' entonces existe un unico idem-
potente ex € End (gM) tal que K = Mex K'= M (1 —ek).

DEMOSTRACION. De la Proposicién 2.7, se obtiene la unicidad, por

lo anterior ex € End(rM) tal que x — xe, es la proyeccién de M
sobre Me a lo largo de M (1 — e). O

Corolario 2.11. Un submddulo K < M es un sumando directo de M
sty solo st K = I'me para algun idempotente en el anillo de endomor-
fismos de M.

Es claro que cualquier médulo distinto del cero tiene dos sumandos
directos, 0 y el mismo M.

Definicién 2.12. Un mddulo no cero M es indescomponible si 0 y M
son los unicos sumandos directos.

Definicién 2.13. Un par de idempotentes e; y eo en un anillo R, se
dice que son ortogonales si ejes = 0 = eqeq.

Definicién 2.14. Un idempotente e € R es llamado idempotente
primitivo en el caso de que e # 0 y para cada par eq,eo de idempotentes
ortogonales e = ey + ey implica que ey =0 0 es = 0.

Si e =e? € R entonces e y 1 — e son idempotentes ortogonales tal
que l =e+ (1 —e).

Proposicion 2.15. Si M es un maodulo no cero, entonces los sigui-
entes enunciados son equivalentes:

1. M es indescomponible.
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2. 0y 1 son los unicos idempotentes en End (M).

3. 1 es un idempotente primitivo en End (M).

DEMOSTRACION. 1)=>2) Si M es indescomponible entonces los tinicos
sumandos directos son 0y M, luego existe e € End (M) tal que M =
Mey 0= M(l-—e), luegoe =1y 1—e = 0y son los tnicos
idempotentes en End (M).

2)= 3) Si 1,0 € End (M) son los tinicos idempotentes notemos
que 1 =1+ 0, entonces por definiciéon 1 es idempotente primitivo en
End (M).

3)= 1) Si 1 es idempotente primitivo y e idempotente, como 1 =
e+ (1—e), entonces 1 —e = 0, es decir, e = 1 0 sea los tnicos
idempotentes son 0 y 1, por tanto M es indescomponible, pues M =
M (1) & M (0). O

2.1.3 Submoddulos Esencial y Superfluo

Un submoédulo K es un sumando directo de M, si y sélo si existe un
submédulo K7 de M tal que KN K; ={0} y K+ K; = M.

Para cualquier submédulo K de M, también podemos encontrar
submodulos que satisfacen con K las condiciones anteriores, por ejem-
plo: KN{0}={0} y K+ M = M.

Definicién 2.16. Un submodulo K de M es esencial en M si para
cada submddulo L de M tal que K N L = {0} se puede implicar que
L ={0}. Sital es el caso se denota por K < M.

Definicién 2.17. Un submddulo K de M es superfluo en M si para
cada subméddulo L de M tal que K + L = M se pueda implicar que
L= M. Sital es el caso se denotara por K < M.

Definicién 2.18. Un monomorfismo f : K — M se dice que es
esencial en el caso en que Imf < M. Un epimorfismo f: M — K es
superfluo en caso Kerg < M.

Proposicion 2.19. Para un submodulo K de M, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. K< M.
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2. La transformacion inclusion ix : K — M es un monomorfismo
esencial.

3. Para cada médulo N y para cada h € Hom (M, N), (Kerh) N
K = {0} implica Kerh = {0}.

DEMOSTRACION. a) < b) Es clara de la definicién. a) = c¢) es trivial.

¢) = a) Supongamos que L < M un submdédulo, tal que K N
L = {0}. Sean, : M — M/L el epimorfismo natural. Entonces
Ker n, N K = {0}, por tanto aplicando c), Ker n, = L = {0}, asi K
es esencial. O

Sabemos que si f y h son homomorfismos tal que foh es monomor-
fismo, entonces claramente A es también monomorfismo. En el sigui-
ente Corolario se muestra una propiedad analoga que caracteriza a los
monomorfismos esenciales.

Corolario 2.20. Un monomorfismo f: L — M, es esencial si y sélo
si, para todo homomorfismo h, si hf es mono, entonces h es mono.

DEMOSTRACION. =) Sea f : L — M tal que Im f < M y sea h
homomorfismo tal que hAf es mono, entonces Ker h < M, si Im f N
Ker h = {0} entonces Ker h = {0}, pero si suponemos que Im f N
Ker h # {0} entonces existe x € Im f N Ker h no cero, implica que
existe [ € L tal que f(I) =xy h(z) =0, por tanto h (f (I)) = h(x) =
0, entonces | € Ker hf = {0}, por lo tanto z = f(0) = 0, se llega a
una contradiccion, luego h es mono.

<) Sea S < M tal que SN Im f = {0}, sdlo falta ver que S =
{0}. Sea h : M — M/S el epimorfismo natural, ahora (ho f)(z) =
h(f(xz)) =0, entonces f(x) € S, entonces f (x) = 0, es decir x = 0,
asi que h o f es mono, por tanto h es mono y S = {0}. O]

Tenemos los duales de la Proposicién anterior y el Corolario.

Proposicion 2.21. Para un submodulo K de M, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. K< M.

2. La transformacion natural px : M — M/K es un epimorfismo
superfluo.
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3. Para cada mddulo N y para cada h € Hom (N, M), si (Im h) +
K =M, entonces Im h = M.

Corolario 2.22. Un epimorfismo g : M — N es superfluo si y solo
st para todo homomorfismo h,si gh es epi, entonces h es epi.

Proposicion 2.23. Sea M un mddulo con submodulos K < N < M
y H < M. entonces

1. KA M siysolosi KINyNJM;

2. HNK QM siysolosi HIM y K <M.

DEMOSTRACION. 1) Sea K < M y supongamos que {0} # L < N
y LN K # {0}, en particular, como L < M, lo anterior no puede
suceder, por tanto K < N. Anéalogamente cuando tomamos L < M y
NN L = {0}, entonces K N L = {0}, por tanto L = {0} asi N < M.
Ahora, sea KNL = {0} con L <M. Como K < Ny KNLNN = {0}
entonces L NN = {0}, pero N < M, entonces L = {0}.

2) La suficiencia se sigue de 1). Para la necesidad, supongamos
que HIMy K <M. SiL<Mcon LN (HNK)= {0}, entonces
LN H = {0} por que HK < M, de donde L = {0}, por que H < M.

O

Ahora veamos la Proposicion dual.

Proposicion 2.24. Sea M un mddulo con submodulos K < N < M
y H < M entonces

1. N M siysolosi K< M yN/K<M/K

2. H+ M<K M siysolosi HK M yK <M
DEMOSTRACION. La demostracién es dual a la Proposicién 2.23. [

Lema 2.25. Si K < M y f: M — N es un homomorfismo entonces
f(K) < N, en particular, si K < M < N entonces K < N.

DEMOSTRACION. Sea L < N y supongamos que L + f(K) = N,
sea z € M, tal que f(z) = [+ f(k), entonces f (2 —k) = [, por
tanto z — k € f< (L) como z =z —k+ k, z € f< (L) + K, entonces
fC(L)+K =M, con K < M luego K < M = f“ (L) entonces
f(K)<L,asi L=N. O
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Lema 2.26. Un submdodulo K < M es esencial en M si y sélo si para
cada 0 # x € M existe r € R tal que 0 #rx € K.

DEMOSTRACION. =) Si K<IM y sea x € M distinto de cero, entonces
Rz # {0}, asi que Rx N K # {0}, existe r € R tal que rz # 0.

<) Sea x € L < M distinto del cero, entonces por la hipotesis
existe un r € R tal que rx # 0, que esta en K N L, K N L # {0}, por
tanto K es esencial. O

Proposicion 2.27. Sea K1 < My < M y Ky < My < M y M =
M, ® My entonces

1. Kl@K2<<M1@M2<:>K1<<M1 yK2<<M27

2. K1®K2§]M1@M2ﬁ>K1§]M1 yKQﬁMQ

DEMOSTRACION. 1) Sea p; : M — M; la proyeccién de M sobre M,
a lo largo de M; con ¢ # j. Entonces K; = p; (K;). Que Ky < M;
y Ky < M se sigue aplicando el Lema 2.25. Para el reciproco si
K; < M; < M, entonces por el Lema 2.25 y por la Proposicion 2.24.2,
Kl@K2:K1+K2 <<M, Ya que KZ < M.

2) Sea K1NL; = {0} para algin L; < M; y Ly # {0}. Observemos
que

(K1 + Ko)N Ly = {0}.

Siki€ Kiyko € Koyly € Ly con ky+ ko =1 entonces ke =11 — k1 €
M, N My = {0}. Asi que L, = {0}

Para la suficiencia, tenemos que K; < M; y 0 # z; € M; entonces
por el Lema 2.26 existe un r; € R tal que 0 # rx; € Ky. Sirjzs € Ko
entonces, por la independencia 0 # rixy + rxe € K1 & Ks. Sirixs no
esta en K5 entonces por el Lema 2.26, existe 1 € R tal que 0 # o129,
como rory (1 + 22) € Ky + Ky, asi

0 # roriwy + rorxs € K1 @ Ko.

Por lo tanto
K, & Ky < M, @ M,.
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Definicién 2.28. Sea N un submddulo de M. Si Ny < M es mazimal
con respecto a la propiedad N N Ny = {0}, entonces se dice que Ny es
un M-complemento de N.

Recordemos unos conceptos necesarios de la teoria de conjuntos:
Un conjunto A se llama parcialmente ordenado, o se dice que tiene un
orden parcial, si se tiene una relaciéon < en A tal que

1. < es reflexiva, es decir, x < x para todo = € A.
2. < es transitiva, es decir, r <yyy <z =1z < 2.

3. Sie<yyy<Lz, =>z=y.

El orden parcial < se llama orden total, y el conjunto A se
llamara entonces un conjunto totalmente ordenado o una cadena,
si ademas < satisface que:

4. Paratodo v,y e A, e <y oy <.

Dado un conjunto parcialmente ordenado (A, <), un elemento a € A
se llama un elemento maximal si no existe € A,  # « tal que a < .

El Lema de Zorn es un resultado de la teoria de conjuntos y es
equivalente al axioma de eleccion.

Lema 2.29 (Lema de Zorn). Sea (A, <) un conjunto parcialmente
ordenado y supongamos que toda cadena C C A tiene una cota superior
en A, entonces A tiene al menos un elemento mazimal.

Proposicion 2.30. Cada submodulo N < M tiene un M-complemen-
to. Si N' es M-complemento de N, entonces

1. Ne N < M.

2. (N&N')/N' < M/N".

DEMOSTRACION. Notemos que el Lema de Zorn, asegura la existencia
un maximal N’, en la familia de los submddulos K de M, tales que
KnN ={0}.

1) Si L < M distinto de cero y (N & N') N L = {0}, entonces se
tiene que N N (N’ + L) = {0}, una contradiccién, luego L = {0}.
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2) Supongamos que N’ < Ly L/N'N(N & N') /N' = {0}, entonces
LN (N+N') < N, entonces por la ley modular (LN N) & N’ =
LN(N + N') < N', entonces (LN N)BN' = N', es decir, LNN = {0}
y por la maximalidad de N’, entonces L = N'. H

2.2 Producto Directo

El producto cartesiano 14 M, = {z| = : A — UM, tal que x (a) €
M, } de una familia de médulos (M, ), 4 es también un R-médulo con
las operaciones definidas coordenada a coordenada. Si m, denota la
proyeccién a-esima, 7w, : [IM, — M,, con 7, (x) = x (), entonces
para cada par z,y en el producto y cadar € R: 7, (x + y) = m, () +
Ta (¥), T (rx) = rm, (T).

Notemos que para toda x,y € llpeaMy, =y < 7o (2) = 74 (Y)
para toda a € A.

Esta transformacién estd bien definida y estas operaciones clara-
mente inducen una estructura de modulo. Una notacién para las A-
tuplas sobre las operaciones del producto esta dadas por

(Ta) + (Ya) = (Ta + Ya), 7 (Ta) = (174)

El médulo que resulta es llamado el producto directo de (M), ¢ 45
sera denotado por II4M,, o II' {M; o My X My X ... X M,, en el
caso finito. Si M, = M para todo a € A se escribira M4 = I14M.
Esto es simplemente el conjunto de todas las funciones de A a M con
la operacion coordenada a coordenada. Si A = (), el producto tiene
exactamente un elemento y también IIyM, = {0} = M".

Proposicién 2.31. Sea (M,),., un conjunto indevado de mddulos.
St N es un médulo y (fo),ca €5 un conjunto de homomorfismos fo
N — M,, entonces existe un unico homomorfismo f : N — Il M, tal
que para cada o € A el siguiente diagrama conmuta.

HAMa

N A

M,
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DEMOSTRACION. Para cada x € N definimos f (z) € 4M, coor-
denada a coordenada por m,f (x) = f,(x). 76 ¥ fa son homomor-
fismos, se sigue que también f : z — f(x) define un homomor-
fismo de N — II4M,. Por otra parte, 7,f = f, para toda a € A.
Ahora supongamos que g : N — II4M, es un homomorfismo tal que
Tag () = fa (z) para toda a € A, entonces para cada o € A tenemos
Tag () = mof () luego g (z) = f (), asi f =g. O

El inico homomorfismo f : N — [14M,, en la Proposicién anterior
se llama el producto directo de (fa),c, ¥ también suele denotarse por

f=1laf,. Esta caracterizado por ser el inico homomorfismo tal que
To (Iafa) = fa, para cada a € A.

Corolario 2.32. Sea f, : N — M, con a € A un conjunto indexado
de homomorfismos entonces

Ker (Ilafa) = NaKerf,

DEMOSTRACION. Sean f = Ilsf, v © € N entonces f(x) = 0 =
(ITafa) (x) si y sélo si mof (x) = 0 para todo @ € A si y sélo si
fo (x) = 0 para todo o € A. ]

Si B C A entonces tenemos los dos productos IIgMs y 114 M,, si
x € IIp Mg, entonces x es una funcién con dominio B y tiene una tinica
extensién para un elemento T € T4 M, tal que T («) = 0 para todo
a ¢ B. Entonces existe una transformacién 7 : Mgz — 14 M,,
definida por 75 : * +— . Claramente 73 es un R-monomorfismo
cuya imagen es un submoédulo 14 M,,, compuesto por las A — tuplas
que se anulan fuera de B. Por otro lado para cada x € II4M,, o
funcién con dominio A, la restriccién (x | B) es un elemento de 115 Mg;
claramente 7p : lI4 M, — I Mp, definida por 75 :  +— (2 | B) es un
R-homomorfismo de 114M, sobre I1zM3.

Proposicién 2.33. Sea (M,),c, un conjunto de mddulos indexados
y sea A la union ajena de B y C'. entonces

]. TRTB — 1HBMB

2. HAMa =T (HBMB) DT (HcM(g)

3. 0—=IIpMpg R IIA M, E [IcMs — 0 es exacta que se parte.



2.2. PRODUCTO DIRECTO 33

Mediante la Propiedad universal de morfismos de I14M, descrita
en la Proposiciéon 2.31, caracterizararemos el producto directo de una
familia de médulos.

Informalmente, un producto (M, (pa)),c4 de la familia (M,), ¢4,
es una estructura que, dada cualquier coleccion de homomorfismos
(foa: N = M,), produce un tinico homomorfismo, del médulo M a los
de M,, que se factoriza con p,, para generar los f,.

Definicién 2.34. Dada (M,),. 4 una familia de modulos, al par, con-
sistente en (M, (pa)aeA) con M mddulo yps : M — M, cona € A ho-
momorfismo, es llamado el producto directo de (My), 4, en caso, que
para cada modulo N y cada conjunto de homomorfismos fo : N — M,
existe un unico homomorfismo f : N — M tal que fo, = pof con
a € A

Asi que la pareja (IT4M,, (Ta)aca) es un producto de la familia
(MQ)QEA'

En general tenemos que si (M s (Pa) e A), es un producto de la fa-
milia (M,),c 4, v tenemos (M’ (p,),c), donde cada pl, : M — M,
es un R-homomorfismo con a € A, entonces existe un tnico homo-
morfismo p : M’ — M tal que p,p = p/, para cada a € A. Esta
propiedad nos asegura un cierto tipo de unicidad en los productos.
En el Teorema siguiente, se explica lo anterior.

Teorema 2.35. Sea (M, (po),ea) un producto de (My),c o Entonces
un par (M’, (p;)aeA), donde cada pl, : M — M, es un R-homomor-
fismo con a € A, es también un producto de (M,),c, si y solo si
existe un unico isomorfismo p : M'" — M tal que po,p = p., para cada
a € A. Es decir el siguiente diagrama conmuta:

p

D
M,
DEMOSTRACION.

(=) Si (M, (pl,),ca) también es un producto entonces existen un
tnicos homomorfismos p’ : M — M', p : M' — M con p.p' = pa
Y Pap = P, para cada a € A. Entonces p,, = p.p = p,p'p. pero

M/

M
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pl, = 1yppl, también por unicidad, p'p = 1/, y esto pasa similarmente
pp =1y

/
M/%MI

/
Pa
i%

M,

(<) Supongamos que f, : N — M, con a € A es un homo-
morfismo donde (M s (Pa) e A) es un producto. Entonces existe un
tnico homomorfismo h tal que el diagrama conmuta (abajo), para
cada a € A. Si suponemos que p es un isomorfismo tal que conmutan
los diagramas y tomando f = p~'h tenemos que (M’, (pfl)aeA) es un

producto, ya que pl,f = p.p " h = poh = fa,.

N---Toesy
\\f %
N
M /pa
F
M,

]

Ejemplo 2.36. Sea V' un espacio vectorial de dimension 2 sobre un
campo K, y sea {xy1,x2} una base de V', si (p1,p2) es un funcional

lineal con nicleo (Kxy, Kxs) entonces (V, (p1,p2)), es un producto de
(K, K).

Ejemplo 2.37. Consideremos el grupo abeliano Zsg, los residuos mo-
dulo 2,3 y & respectivamente, nos proporcionan los epimorfismos

Do L3y = L, (0 =2,3YyD5)(pa(x+30Z) =2+ aZ).

La Proposicion 2.31 asequra la existencia de un homomorfismo p de
Zso para el producto Zo X Z3 X Zs tal que p, = Top con a = 2,3,5,
donde 7w, es la a—esima proyeccion del producto de la Proposicion
2.31.

Kerp = Kerpy N Kerps N Kerps = 2730 N 3Z3y N 5Z30 = {0}
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Entonces p es un monomorfismo. Como Zsg y Zg X Zg X L tienen
la misma cardinalidad, p es un isomorfismo, esto implica por el Teo-
rema 2.35 que (Zso, (D2, p3, ps)) es un producto de (Lo, Zs3, ZLs), aunque
claramente Zsy y el producto cartesiano Zo X Zg X Zs son conjuntos
muy diferentes.

2.2.1 Coproducto

Ahora daremos la versién dual del producto directo de (M,), 4, €s
decir, el resultado de invertir las flechas.

Formalmente, un par (M s (Ja) e A), consistiendo de un médulo M
y homomorfismos j, : M, — M, es un coproducto (la suma directa)
de los (M), e 4 en el caso, en que, dado un N médulo y un conjunto
de homomorfismos f, : M, — N, existe un unico homomorfismo
f: M — N tal que f, = fja, con a € A. El siguiente resultado que
se obtiene de voltear las flechas en el Teorema 2.35 establece que si
existe el suma directa, ésta es tunica, salvo isomorfismos.

Teorema 2.38. Sea (M, (jo),cq) una suma directa de los médulos
(M) ,en- Entonces un par (M, (jh),ca) donde cada jl, : My — M’
es un R-homomorfismo, es también una suma directa de (My),c4 S
y sélo si existe un unico isomorfismo j : M — M’ tal que jj, = j,
para cada o € A.

M’ M

J .
JO(
P
M,

2.2.2 Sumando Directo Externo

Un elemento z € 114 M, es cero para casi todos a € A | si el soporte
es finito, es decir el conjunto

S(x) ={a € Alz(a) = ma (z) # 0}

es finito. Estos conjuntos cumplen: S(zx+y) C S(z) U S(y) y
S (rz) C S (x). Se sigue, que

®aM, = {x € 14 M,|z es casi siempre cero}
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es un submaédulo de T14M,.

Este submédulo es la suma directa de (M), 4; después veremos
que el término "suma directa” es justificado. Usaremos @], M; en el
caso finito. Si A es finito entonces en la suma directa es el producto
cartesiano.

Por otra parte, si M, = M para todo o € A, entonces M4 = G, M
designa la suma directa externa de A copias de M.

En general, para conjunto indexado los (M,),., ¥ para cada a €
A, la imagen de 7, (M,,) es el conjunto de z € 114 M, con S (z) C {a}.
Por otro lado, x € I14 M, tiene soporte finito, si y sélo si es una suma
finita de elementos cuyo soporte es a lo mas un singular. Asi, &M,
es el submédulo de II4M,, generado por submédulos, de la forma
To (My). Ademads, cada 7, : M, — ©aM, es un monomorfismo y
To © ®M, — M, es un epimorfismo. Supongamos que N, es un
moédulo y que (fa),cq €s un conjunto indexado de homomorfismos
fa: My — N (o€ A). Ya que para cada © € ®4M,, su soporte,
S(x) ={a € A| 7, () # 0} es finito, existe una funcién f : G M, —
N de finida por

f(z)= Z fama (2)

a€eS(x)

donde la f, y m son homomorfismos y f () = 0 si S (x) = 0, luego
f es homomorfismo. Llamaremos a f la suma directa de (fa),ca ¥
escribiremos f = @qfo, y para cada = (24),c4 € DaMa, f(z) =

24 fa(@a).

Proposicién 2.39. Sea (M), un conjunto indevado de médulos.
Sea N un médulo y (fa),ecq una clase de homomorfismos indexados
fo: My — N para cada o € A. Entonces existe un unico homomor-
fismo f: ®aM, — N (necesariamente f = ®af,) tal que el siguiente
diagrama conmuta para cada o € A. Asi (@AMQ, (Ta)aeA) es suma
directa de los (M)

acA”
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DEMOSTRACION. En vista de nuestras observaciones anteriores sélo
bastara ver la unicidad. Pero estda suma f = @©4f, es la unica que
cumple con las propiedades deseadas. O

Supongamos que f = @y f,, entonces se tiene fr, = f, y asi es
claro que Imf, < Imf. La conclusién sera inmediata de la definicién
de sumando directo.

Proposicion 2.40. Si f = ©af. es la suma directa de los homomor-
fismos fo : M, — N, entonces

Imf =XsImf,

Supongamos B C A. Entonces es facil checar que la restriccion de
To en ©pMpg es un homomorfismo en la suma directa ©4M,. Simi-
larmente la restricciéon de mg sobre @4 M, es un epimorfismo sobre el
sumando directo ©pMs.

Proposicién 2.41. Sea (M,), 4 un conjunto indexado de modulos y
sea A la union ajena de B y C' entonces

1. T = 1HBM/3
2. @AMQ = 7'5 (@BMﬁ) @TC (@CM)\)

3.0 — ®&pMgpg ] SaM, Y PcM, — 0 es exacta corta que se
parte.

2.2.3 Sumando Directo Interno

Sea M y My submoédulos de un moédulo M, y sea i1 : My — My
19 : My — M sus inclusiones. Entonces M es un sumando directo
interno de M; y M> si y sélo si en nuestra terminologia actual i1 @ o
es un isomorfismo. Y en virtud de las Proposiciones anteriores, son
equivalentes a que (M, (iy,12)) es una suma directa de { My, Ms}.

Maés general, supongamos que los (M), 4 s un conjunto indexado
de submédulos de un médulo M. Sea

o : My — M (€ A)
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las correspondientes transformaciones inclusién. Generalizando la de-
finicién decimos que M es una suma directa interna de los submdédulos
(Ma),c4 €n el caso en que la transformacion suma directa de

'L':@AZ'OCZ@AMO{%M

es un isomorfismo. Esta condicion se cumple, si y sélo si cada x € M
tiene una tunica representacién como una suma r = X4T,, donde
To € M, es cero para casi todas los o € A. Con esta nueva notacién
de sumando nosotros tenemos que, como ¢ es un R-homomorfismo:

EAxoz + EAyoz - EA (xa + ya) y r (EAxa> = EAT’ZL’a

También si f : M — N es un homomorfismo, entonces ya que cada
uno de estos X4z, €s una suma finita en M.

f (EAxa) =Xaf (xa)

En otras palabras si M es una suma directa interna de (My) ¢4
entonces nosotros podremos estudiar a M coordenada a coordenada.
Sea (M,),c4 un conjunto indexado de submddulos de M con sus
transformaciones inclusién (iq),. 4. Entonces por la Proposicion 2.40
tenemos
Im (@Aia) = ZA]mia = EAM(X

El cual puede ser o no un epimorfismo, si la suma directa de transfor-
maciones ¢ = @i, es monomorfismo, entonces el subméodulo X4 M,
es una suma directa interna de los submédulos (M), 4 Como para
el caso de dos submddulos, podemos caracterizar estos en la red de los
submodulos.

Definicién 2.42. Sea (M,),4 familia de submddulos de M. Deci-
mos que (My),c4 €s independiente en el caso de que para cada o € A,
Mo N (EpzaMg) = {0}

Claramente ésta es una generalizacién para dos submédulos. Para
la familia (M,) puede ser independiente en parejas sin ser inde-
pendiente.

acAr

Proposicién 2.43. Sea (M,),,. 4 un conjunto indevado de submédulos
de un mddulo M con sus transformaciones inclusion (iy) En-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a€cA”
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1. X4 M, es una suma directa interna de (M), ¢ 4-

2. 1=@ply : PaM, — M es monomorfismo.
8. (My),ea es independiente.

4. (M), ep s independiente para todos los subconjuntos finitos
F CA.

5. Para cada par B,C C A, si BNC =0, entonces

(X¥pMp) N (BeM,) = {0}

DEMOSTRACION. En cada una de estas condiciones es equivalente-
mente que el cero tiene una tunica representacion 0 = Y,x, con
To € M, cero para casi todos los términos de o € A. O

Corolario 2.44. El mddulo M es la suma directa interna de sus
submodulos (My),cq sty solo si los (My),c, son independientes y
generan a M.

Si los submoddulos son independientes, diremos que la suma >4 M,
es directa y se escribird

ZAMa - @AMoc

o también como una descomposicién directa de X4 M,.

Notemos que el sumando directo externo de los (M), e€s el
sumando directo interno de las imagenes de (7, (Ma)), e 4, PErO 1O €l
sumando directo interno de los (My),c4-
denotaremos la suma directa externa por

Para no tener confusiones,

@AMa
o en el caso finito como M;BMy®...BM,,.

Proposicién 2.45. Sea (M, ..., M,,) una sucesion finita de mddulos,
entonces

My X . X My = My...6M,, = 1 (M) @ ... & 7y (M,,)
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Ejemplo 2.46. 1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K
y sea (Tq),cq un conjunto indevado en V. Entonces (%q4),ca
genera a V si y solo si V.= YaKa,. También (14),c, €5 un
conjunto independiente de vectores si y solo si el conjunto in-
dezado (Kz,) ., de submédulos ciclicos de V es independiente.
Asi, V es suma directa de

V =3 ,Kz, = 4Kz,
si Yy 5010 i (Ta),eyq SON una base de V.

2. Consideramos el grupo abeliano Zsg. Y sus subgrupos 15Zsq,
10Z30, 6Z30; sean is, i3, 15 sus correspondientes transformaciones
inclusion. Entonces, por la Proposicion 2.39, el sumando directo
1 =1 P i3 D i5 es un homomorfismo

1 (15230) D <1OZ30) D (6Z30) — Zgo.

Ademds
Imi = 15230 + 10230 + 6230 = Zgo

asi que i es un epimorfismo. Por argumentos de cardinalidad se
sigue que i es un isomorfismo. Asi Zsy es el sumando directo in-
terno de los submddulos (15Z30, 10Z30,6Z30). Notemos también
que este modulo es isomorfo, respectivamente, a Zg, 73, Zs5. tam-
bién Zgo = (15Z30) D (10Z30) D (6Z30) = ZQ@Z;},@Z5 = ZQ X Zg X
Ls

2.2.4 Propiedades de Independencia

Ademas de la caracterizacion de independencia dada en la Proposicién
2.43 existen otras tres propiedades de independencia de especial im-
portancia. La primera es una generalizacion, del conocido hecho de
que en un espacio vectorial un conjunto de vectores es independiente,
si y s6lo si ninguno de los vectores depende de sus predecesores.

Proposicion 2.47. Una sucesion My, My, M3, ... de submodulos de M
es independiente si y solo si para cada n > 1

(My + ...+ M,) N M, = {0}
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DEMOSTRACION. (=) Por la Proposicién 2.43.4, si (M), 4 son in-
dependientes para todo subconjunto {1,2,...,n+1} = FF C Ay ahora
por Proposicién 2.43.5,si B={n+ 1} y C = F — {n+ 1} se tiene lo
deseado.

(<) Si0 =, + ...+ 1z, donde x,, € M, n1 < ng... < n,, y
no todos cero. Podemos suponer n, = mazx{n; : z,, # 0}, entonces
0==ap, +..dTn, ¥ — (Tny + oo + Ty, ) € Mo, N(My + ..+ My, ) =
{0}, asi que z,,, = 0, lo cual es una contradiccién. ]

El resultado siguiente es un enunciado formal del simple hecho de
que grupos independientes de submoédulos independientes forman un
conjunto independiente de submddulos.

Proposicién 2.48. Sean (Mp),.p submddulos independientes de un

modulo M. Para cada B € B, sea (Laﬁ)%eAﬁ, una clase indexada de

submodulos de Mg. Sea A la union ajena A = UgAg. Si (L es

aﬁ)aﬁeAﬁ
independiente para cada 8 € B, entonces (La),cq = Upen (Laﬁ)aBeAB
es independiente.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe aq, ..., o, € A un conjunto
finito y @; € Ly, con 1 + 22 + ... + x, = 0, asi asumimos que existe
un ky un 8 con oy, ..., € Ag y Qgi1, ..., o ¢ Ag. La independencia
de los (Mﬂ)ﬁeB implica que 1 + ... + 2, = 0 = Tgy1 + ... + 75, ¥ la
independencia de (Laﬁ)a3 € Ap fuerza a que 1 = ... = x5, = 0. O

Corolario 2.49. Sea M = Y gMgy, sea Mg = ¥p, Lo, para cada € B
y sea A la union ajena A = UpAg. Entonces M = @®aL, sty solo si
M = EBBMB Yy Mg = EBABL

DEMOSTRACION. (<) Si M = ®pMg y Mg = @®a,Lq, entonces
se sigue que para M, N Xp_(n3 Mg = {0} para cualquier A € B,
andlogamente también para La, N ¥4, {a,,La, = {0} son indepen-
dientes y sea A = Ny, Lq, es una unién disjunta entonces aplicando
la Proposicion 2.48, se concluye que M = @4 L,.

(=) Si M =®aLly y A =Ny, Lo, es la unién disjunta, entonces
por la Proposicion 2.43.5 y sabiendo que Mg = 34, L, entonces M =
©a,La, para cada Mg. Si B' € B se sabe que Mg ﬂEB Mg = {0}
entonces M = ©pMsp.
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Proposicién 2.50. Supongo que (Ly) ., €5 un conjunto de submo-
dulos independientes de M. Si (M), c4 €5 un conjunto de submddulos
de M tal que L, < M, para cada oo € A, entonces

1. (My),eq es independiente.

2. @ALQ Sl @AMQ'

DEMOSTRACION. Supongamos que L; y Ly son submddulos indepen-
dientes de M con Ly < My y Ly < Ms. Entonces

(LlﬂMz)ﬂngLlﬂng{O}
Como Ly <9 My, tendremos Ly N My = {0}. Pero
(MlﬂMg)le SLlﬂMz :{0}

Como Ly < My, My N My = {0}. Es decir, (M;, Ms) es un conjunto
independiente de submddulos de M. Por otra parte, por la Proposicién
2.27.2, tenemos que L & Lo I My & M.

Si 1) y 2) se suponen para F' = {aq,...,a,} C A, entonces para
cualquier 11 € A\ F' la suma

S M, = (@7 Ma,) + M,

Qn+t1

es directa, y
@?;11[’041' S] @?illMOéi

Por lo tanto, argumentando inductivamente, 1) y 2), se cumplen
para cada subconjunto finito ¥ C A; y por la Proposicién 2.43.4,
(Ma),ca son independientes. Veamos que @aeala < @acaMa, si
0 # x € ®4M,, entonces existe un subconjunto finito F C A tal que
0#x € ®prM,. Asi DrpL, < ®pM,, y por el Lema 2.26 existe un
r € R con

0 7& rr € @FLa g @ALa

y por lo tanto ®4L, < G M,. O
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2.2.5 Los Idempotentes para una Descomposicion

Supongamos que M tiene una descomposicién directa interna M =
@ aM,, entonces para cada o € A

M = My @ (XpzaMp)

Asi aplicando la Proposicion 2.10, existe un tnico idempotente e, €
End(pM) con My, =1Ime, y YpraMp = Ker e,.

Llamaremos a los idempotentes (eq),¢ 4, los idempotentes para la
descomposicion M = @&, M,, y para cada a € A, llamaremos e, al
idempotente, del cual M, es su descomposiciéon en M.

Proposicién 2.51. Sea (M,),c4 un conjunto de submdodulos de un
mddulo M. Entonces M = ®aM, si y solo si existe un (necesaria-
mente tnico) conjunto inderado de (eq),c, de endomorfismos idem-
potentes de M tal que para todo o € A, My = Im eq y YpzaMp =
Ker e,. Por otra parte, si tal endomorfismo idempotente de M e-
xiste, entonces e, es el idempotente para M, en la descomposicion
M =& sM,.

DEMOSTRACION. <) Supongamos que (€,),. 4 Satisface la condicién
establecida. Entonces por el Lema 2.9, donde I'm e, N Ker e, = {0}
para cada o € A, se sigue que los (M,),., son independientes. Pero
también por el Lema 2.9, Im e, + Ker e, = M. Claramente (M) ,c 4
generan a M. Por ultimo la unicidad se sigue de la Proposicién 2.10.

=) Hay que notar que aplicando la Proposicién 2.10, a cada sub-
médulo M, para todos los o € A se tiene lo deseado. O

Definicién 2.52. Un conjunto de idempotentes (eq),c, en un anillo
se dice que son ortogonales en el caso de que el conjunto sea por pares
ortogonal, es decir,

€as = 0aB€a
(a,8€A)

Corolario 2.53. Los idempotentes (e,),c4 para una descomposicion
M = &4 M,, son ortogonales. Ademds, si x € M, entonces xe, = 0
para casi todos a € A y x = X xe,.
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DEMOSTRACION. Si v # 3, entonces Mg C X2, M) = Ker e, y por
lo tanto Mege, = Mge, = 0. Por otra parte, escribiendo x = X2,
con los x, € M, = Me, cero para casi todos los o € A, tenemos

Teg = MATaCg = Tgeg = g

para todo 3 € A. n

Definicién 2.54. Un conjunto {ey, ..., e, } ortogonal finito de idempo-
tentes en un anillo R se dice que es completo en el caso en que

ert+e+..+te,=1€R
Corolario 2.55. Sea My, Ms, ..., M,, submodulos de M. entonces
M=M&M&..»M,

st y solo si existe un (necesariamente unico) conjunto completo de
€1, €a, ..., €y, idempotentes ortogonales en End(gM) con M; = Me,,
coni € {1,2,....,n}.

DEMOSTRACION. (=) Sean ey, ..., €, los idempotentes para M = M;&®
... ® M,,. Por el Corolario 2.53, son ortogonales. Como para toda
r€Mazxz=XI xe;=x(e;+ ...+ e,), entonces e; + ... + e, = 1y €

(<) Sean eq,...,e, € End (M) idempotentes ortogonales tal que
M; = Me;, entonces para cada x € M

r=x(e;+ ...+ e,) =ze; + ... + xey,
claramente M; = I'm e;, ahora
Zj;ﬁiMj = Ker €;,

ya que y = y(eg + ... +e,), entonces y — X, ;ye; = ye;, entonces
y = X,zye; siy solo si ye; = 0. Ahora aplicando la Definicién 2.52,
sii #j M, = Me; C Ker ej = X,2;M,;. Ahora v € M; N X,; M,
entonces v = X,.;T, con x, € M,, entonces we; = Xy4;xe; = 0. Por
otro lado x = ye; con y € M, por lo tanto xe; = ye;je; = ye;, entonces
x = 0, concluimos que {Mey, ..., Me,} son independientes. ]
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2.2.6 Una Caracterizacion de las Sumas Directas

Existe una variacién de los resultados anteriores que proporcionan una
util caracterizacion de las sumas directas.

Proposicién 2.56. Sean (M,),., un conjunto indexado de mddulos,
M un maodulo, y para cada o € A, sea jo : M, — M un homomor-
fismo. Entonces (M, (ja),c4) €5 una suma directa de (M) ., Siy
sélo si existen (necesariamente Uunicos) homomorfismos qo : M — M,
(o € A) que satisfacen, para todo o, € A y toda x € M,

@) 4sja = Saplu,

b) qo (x) =0 para casi todos los o € A

¢) Lajoda (1) =
Por otra parte, si (M, (jo)yea) €5 una suma directa de (My),cp Y S0
fo : M, — N son homomorfismos, entonces

frxz— Yafaqa () conxz e M

es el unico homomorfismo f : M — N tal que fo, = fja, con a € A.

DEMOSTRACION. (=) Supongamos que (M, (ja)aeA) es una suma
directa de (My),c4- La transformacion suma directa j = @©ajq :
©aM, — M es un isomorfismo. Sean 7, y 7, la usual transformacion
coordenada para la suma directa externa @ 4M,. Para cada o € A
sea

Qo = 7Taj_1 M — M,.

Como j, = j7, para cada a € A, es facil ver que los ¢, satisfacen a)
y como j ! (z) € ®M,, se satisface b). Ahora para cada x € M

=77 () = j (Batama) " (7)) = BajTaTai " (2) = Bajada (2)

Por la Proposicion 2.40, M = Y Im j,, por lo que en vista de
a), ga €s Unico. (<) Si (¢a)aca que satisfacen las tres condiciones y
fo : M, — N, entonces se define f: M — N por

f(2) =S afaqa (x) conx € M
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entonces para todo o € A y toda x, € M,,

fia(Ta) = Tpealsqs (Jo (2a)) = fu(2a)

. Por otro lado, si g : M — N con gj, = f, para cada a € A, entonces
para toda x € M

9(x) =g (Zajada (x)) = [ (x)
O

Esta caracterizacion importante asume una forma particularmente
interesante para el caso de las sumas directas finitas.

Corolario 2.57. Sean (My,...M,) una sucesion finita de mddulos y

-----

una suma directa de (M, ..., M, ) si y sélo si existen homomorfismos
q; - M — M; tal que para todo 1 < k,1 <n

qeJi = Ol ¥ Xi10i0 = 1m

La demostracién del Corolario es clara de la Proposicién 2.56.

2.3 Clases de Generadores y Cogeneradores

Si R una clase de médulos. Un médulo M es (finitamente) generado
por , en el caso que exista un conjunto (finito) indexado (Uy,),c4 en
R y un epimorfismo

PsU, - M — 0.

Si ® = {U} es un singular, entonces U genera a M, esto significa
que existe un epimorfismo

UN - M =0
para algtin conjunto finito A.

Teorema 2.58. Si un modulo gM tiene un conjunto generador X C
M, entonces existe epimorfismo RX) — M — 0. Ademds, R finita-
mente genera a M si y solo si M tiene un conjunto generador finito.
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DEMOSTRACION. Sea X C M que genera a M. Para cada z € X la
multiplicacion a derecha dada por p, : r — rx, es un R-homomorfismo
izquierdo p, : R — M. Sea p = & xp, la suma directa de estos homo-
morfismos. Entonces p : RX) — M v Im p = XxIm p, = LxRx =
M. Asi p es epimorfismo. Asi si ahora M es finitamente generado en-
tonces X es finito que es este caso seria su conjunto generador. ]

Ejemplo 2.59. Decimos que un grupo 7 M es de torsion en el caso en
que cada elemento es de orden finito. Si zM es de torsion, entonces
para cada x € M existe 0 < n(x) € N y un homomorfismo f, :
Lin(zy — M con Im f, = Zx y la suma directa es un homomorfismo
sobreyectivo f = @O fa, [ Orlinzy — M.

Inversamente, si M es la imagen de un homomorfismo sobreyectivo
de una suma directa de grupos ciclicos, generados por elementos de
orden finito, asi M es de torsion. En otros palabras un Grupo Abeliano
es de torsion si y solo si éste es generado por R = {Z,| n = 2,3,...}.

Observe también que esto es equivalente a ser generado por este
grupo; eyZny,.

La nocién de generadores es categérica, pues sélo depende de los
objetos y morfismo en la categoria M y no de los elementos de algin
modulo M. Este concepto tiene un dual natural, simplemente invir-
tiendo flechas y cambiando epimorfismo por monomorfismo.

Sea R una clase de médulos. Un médulo M es cogenerado (finita-
mente) por R en caso de existir un conjunto indexado (finito) (U,)
en  y un monomorfismo 0 — M — II,U,.

acA

Ejemplo 2.60. Si M es un grupo abeliano libre de torsion entonces
existe un monomorfismo M — QM asi, ;M es cogenerado por Q.
en otras palabras, un grupo abeliano libre de torsion es precisamente
un grupo abeliano cogenerado por Q.

Sea R una clase de moédulos. La clase de todos lo médulos gene-
rado por R es denotada Gen (R) y la clase de los cogenerados por R
denotada Cog (R). También FGen (R) y FCog(R) denota las clases
de los finitamente generados y finitamente cogenerados por R, respec-
tivamente. Por ejemplo, si R = {Z,| n > 1}, entonces Gen (R) es la
clase de grupos de torsion, mientras Cog (Q) es la clase de los grupos
libres de torsién.
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Proposicion 2.61. Sea R la clase de mddulos.

1. Si M € Gen (R) (FGen (R)), entonces también lo es cada ima-
gen de M mediante un epimorfismo de M.

2. 8i (My)yen © Gen(R) (My),en © FGen(R) y finito), en-
tonces GaM,, esta en Gen (R) (FGen (R)).

DEMOSTRACION. (1) Si f : ®aU, = M y g : M — M’ son epi-
morfismos, entonces también la composiciéon es un epimorfismo gf :
DU, — M.

(2) Sea f, : ®p,Us, — M,, un epimorfismo para cada o € A.
Entonces el suma directa f = @4 f, es un epimorfismo

[ @a(@®B,Us,) = ®aMa.

Pero si C' = UsB, es unién ajena, entonces @4 (®p,Us,) = ®cU,
O

Proposicion 2.62. Sea R una clase de modulos.

1. Si M es un Cog(R) (FCog(R)), y si g : M' — M es un
monomorfismo, entonces M' es un Cog (R) (FCog (R)).

2. 8i (My),eq s un conjunto indexado en Cog(R) (FCog(R)),
entonces I1aM,, es un elemento de Cog (R) (FCog (R)).

La demostracién es dual a la Proposicién 2.61.

Corolario 2.63. Sean R y R’ clases de mddulos.

1. Si R esta contenido en Gen (R) (FGen (R)), entonces Gen (R')
C Gen (R) (FGen (X)).

2. Si R esta contenido en Cog (R) (FCog (R)), entonces Cog (R')
C Cog (R) (FCog (R')).

Observacion 2.64. Es inmediato de la Proposicion 2.40 y el Coro-
lario 2.32, que:

1. La clase R generard a M si y solo si M es una suma de submo-
dulos, cada uno imagen de un epimorfismo de algun modulo de

.
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2. La clase de R cogenera a M siy sélo si existe un conjunto H, de
submddulos de M tales que M /K esta inmerso en algin mdédulo
de R, para cada K € H y N H = {0}.

2.3.1 Generadores y Cogeneradores

Como consecuencia del Corolario 2.63, si ® y R’ son clases de médulos,
que generan la misma clase de mddulos, entoces Gen (R) = Gen (R');
en particular, ® y R’ podria ser distintas y generar las mismas clases.
Asi, dar un R apropiado, es buscar algunas clases candnicas que tam-
bién generen al Gen (R).

Un conjunto R C R es una clase de representantes de los tipos
de isomorfismos de R, en el caso en que cada U € R sea isomorfo
a algin elemento de R. Si ademas, no hay dos elementos de R
que sean isomorfos, entonces la clase de representantes es irredun-
dante. Claramente si R es una clase de representantes de R, entonces
Gen (R) = Gen (R) y Cog (R) = Cog (R).

Dada una clase R, un médulo G es generador de Gen (R) en caso de
que Gen (R) = Gen (G). Un médulo C' es un cogenerador de C'og (R),
en el caso Cog (R) = Cog (C).

Un generador (cogenerador) para la clase g M de todos los R-
modulos izquierdos es usualmente llamada un R-generador (R-cogene-
rador) izquierdo, sin referencia a la clase; con base en esta terminologia
la primera parte del Teorema 2.58 puede ser remplazado por:

Corolario 2.65. El mddulo reqular rR es un R-generador.
Los Ejemplos 2.59 y 2.60, dicen que Q es un cogenerador para la
clase de los grupos libres de torsion y que G = @,,~17Z, es un generador

para la clase de grupos de torsién respectivamente.

Proposicién 2.66. Si R tiene un conjunto {U,| o € A} de represen-
tantes de R, entonces:

1. ®4U, es un generador para Gen (R).

2. ®aU, y AU, son cogeneradores para Cog (R).



50 CAPITULO 2. SUMANDOS DIRECTOS

DEMOSTRACION. Para la demostracién de (1) ver la observacion 2.64.1.
(2) Por la Proposicién 2.62, 14U, y el submédulo @4U, estan en
Cog (R), asi que

Cog (®aUa) € Cog (R) y Cog (I1xU,) C Cog (R)

La transformaciéon 7, : U, — @ 4U, es monomorfismo, también @ ,U,,
cogenera cada U,. AhorasiT € R, T = U, para algin o € A, R C
Cog (U,) C Cog (®aU,), entonces Cog (R) C Cog (®4U,), por tanto
®4U, cogenera Cog (R). Trivialmente 114U, cogenera a ©4U,, asi
que Cog (ITxU,) 2 Cog (®aU,) = Cog (R), finalmente Cog (I14) =
Cog (R). O

Proposicién 2.67. Sean U y M maodulos. Entonces

1. U (finitamente) genera a M si y solo si existe un subconjunto
(finito) H C Hompg (U, M) con M = XpcgIm h.

2. U (finitamente) cogenera a M si y sdlo si existe un subconjunto
(finito) H C Hompg (M,U) con {0} = NpegKer h.

DEMOSTRACION. (1) Supongamos que U genera a M, entonces pode-
mos encontrar una familia (finita), de epimorfismos h, : U — M tal
que M = X aIm h,. Ahora, si H C Hom (U, M) con

YhewImh = M (H finito),

entonces existe &H : &yU, — M, con U, = Upara todo h, como
Im(®H) = SpegIm h pero Speglm h = M, por tanto @H es epi-
morfismo.

(2) (=) Supongamos que U cogenera (cogenera finitamente) a M,
entonces existe f : M — U# monomorfismo (con A finito). Para
cada a € A | fo = mof : M — U es también un homomorfismo y
NaKer f, ={0}.

(<) Si H € Hompg (M,U), entonces el producto directo, Ilgzh :
M — U* tiene nicleo Ny Ker h = {0}, entonces IIxh es monomor-
fismo. O]

Corolario 2.68. Sean U y M mddulos. Entonces:
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1. U genera a M si y solo si para cada f : M — N homomorfismo,
no cero existe un h € Hompg (U, M) tal que fh # 0.

2. U cogenera a M siy solo si para cada f: N — M homomorfismo
no cero existe un h € Hompg (M, U) tal que hf # 0.

DEMOSTRACION. Sean los conjuntos
H=Homp(U,M) yT =Sylmh <M

. 1) Sea f: M — N y supongamos que fh = 0 para cada h € H, y
que U genera a M entonces T' < Ker f. Por otro lado T es el nicleo
de la transformacién nr : M — M/T, usando la Proposicién 2.67 se
tiene que nr = 0 (ya que T=M), asi Ker f = M, por tanto f = 0.

2) =) Sea U = II4U, que cogenera a M y definamos g : M —
@ AU, y la proyeccion m,, : @4 U, — U,, para un subconjunto A’ C A,
y sea f : N — M homomorfismo y supongamos que (7w,g)f = 0
entonces Ker (m,g) f = N y el Im f < Ker m,g = {0}, esto es
por que U cogenera a M, luego f = 0, una contradiccion, por tanto
(mag) f # 0.

<) Sean f = ®h : M — ®U, = Uty A = Homp (M,U)
entonces, seai : Ker f — M entonces se tiene que i # 0y h (Ker f) #
{0}, para algin h € A pero Ker f C Ker h con hi # 0 por tanto U
cogenera a M. O

2.3.2 La Traza y Reject

Sea R una clase de mdédulos. De la Observacién 2.64 es claro que no
necesariamente genera J a M, veremos que, existe un submoédulo més
grande de M generado por R. Y dualmente, existe un submodulo de
M mas chico tal que su cociente con M es cogenerado por R.

Definicion 2.69. Sea R clase de modulos y M un mddulo, definimos:

1. La traza de ® en M por;
Tryy(R)=2{Imh|h:U— M conU € R}

2. El Reject de R en M por;
Rejy (R) =n{Ker h|h: M — U con U € R}.
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Observe que aunque la clase & no sea un conjunto, ésta suma e
interseccién son tomadas sobre el conjunto de submédulos de M. Asi,
estan bien definidos estos submddulos de M. En particular cuando
R = {U}, entonces son de la forma

Try (R) =3X{Im h| h € Homg (U, M)}
Rejy (R) = n{Ker h| h € Homg (M,U)}

Es facil extender la Proposicién 2.67, se tiene la siguiente Proposicién:

Proposiciéon 2.70. Sea R una clase de modulos y sea M un maodulo.
Entonces

1. Try (R) = L es el inico submddulo mds grande de M generado
por R.

2. Rejpy (R) = K es el unico submddulo mds chico de M tal que
M/K es cogenerado por R.

DEMOSTRACION. (1) Sean (U,),., un conjunto indexado de Ry h :
®aUy, - N C M, con N =1Im h = XaIm(hr,) < Try (R). Por
lo que cada submddulo N de M Gen (R) esté contenido en T'rp, (R).
Por otro lado hay un conjunto indexado (U,),c, v homomorfismos
he : Uy = M con Try (R) = Xalm hy. Asi @ahg : ®aU, — M tiene
imagen T'rys (R), también T'ry; (R) es un elemento Gen (R).

(2) Sea (Ua),ec4 un conjunto indexado en R, Sea h : M — 114U,
y K = Ker h. Entonces K = NaKer (moh) 2 Rejy (R) y por tanto,
si M/K es cogenerado por R, K O Rejy (R). Por otro lado existe
un conjunto indexado (Uy),cy en Ry ho : M — U, con Rejy () =
NaKer hy. Asi lsh, : M — T4U, tiene nicleo Rejy (R) y, por
tanto M/Rejy (R) es un Cog (R). O

Corolario 2.71. Sea M un mddulo y sea R una clase de modulos.
Entonces

1. R genera a M siy sdlo si Try (R) = M.
2. R cogenera a M si y solo si Rejp (R) = 0.

Corolario 2.72. Sea M un mddulo y sea R una clase de modulos.
Sea K < M. Entonces
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1. K=Try R) siysolosi K>Try(R) y K="Trg(R).
2. K = Rejy (R) siy solo si K < Rejy (R) y Rejuyx (R) = 0.

En particular

K =Trre,m (R) =Try (R) ¥ Rejarrejyw) (R) =0

DEMOSTRACION. (1) =) Bastara demostrar que K < Trg(R). Como
YX{Im hl h : U - M, conU € R} = K, entonces Imh < K con
h:U— MyUEe€TR,entonces K =Try(R) < Trg(R).

<) Como K < M y es generado por R (K = X{Im h| h: U —
K < M}), Tryy (R) > K asi K = Tray (R).

(2) La demostracién de es dual a (1).

[]

Ejemplo 2.73. 1. SiR = {Z,| n = 2,3,...}, entonces para cada
grupo abeliano M, la Traza Try (R), es el grupo de torsion
T (M) de M. Por supuesto T (M) es el unico submddulo de
torsion mds grande que M, y T (T (M)) =T (M).

2. Si M es un grupo abeliano, entonces Rejy (Q) es la interseccion
de todos K < M con M/K libre de torsion. Por tanto Rejy (Q)
es de nuevo solo el subgrupo de torsion T (M) de M, el inico
subgrupo mds chico con M /T (M) libre de torsidn, y por supuesto

que T'(M/T (M)) = 0.

Proposicion 2.74. Sea R una clase de modulos. Sean dos maodulos
MyNyf:M— N un homomorfismo. Entonces

fTry (R) <Try(R) y f(Reju (R)) < Rejn (R).

En particular Try (R) y Rejar (R) son End (gM) bisubmddulos de
M, R-izquierdo y R-derecho.

DEMOSTRACION. Observemos para el primer caso que para cada h €
Hompg (U, M) conU € R, tenemos que fh € Homg (U, N)y f(Imh) =
Im fh.

Para el segundo caso, si © € Rejy (R) y h € Hompg (N,U) con
U € R, entonces hf € Homg (M,U), también h(f (z)) = 0. Sea
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feEnd(gM), x € Tryy (R), xf € Try (R). Asi que Try (R) es un
moédulo derecho sobre End (rM). O

Corolario 2.75. 1. Si f: M — N es monomorfismo y Try (R) C
Im f, entonces f (Try (R)) = Try (R).

2. Sif: M — N esun epimorfismo y Ker f C Rejy (R), entonces
[ (Reju (R)) = Rejn (R).

DEMOSTRACION. (1) Es dual de (2).

(2) Por la Proposicién 2.74, f (Reja (R)) < Rejn (R), perosi f es
epimorfismo con Ker f C Rejy (R), por el Teorema 1.42, existe un
isomorfismo

M/Rejn (%) — N/ f (Rejar (R)) .

Por el Corolario 2.72.2 los Reject de & de ambos mdodulos son cero,
es decir, Rejnyf(rejy o)) (R) = 0. También por el Corolario 2.72.2, se
sigue f (Rejy (R)) = Rejn (R). O

Proposicién 2.76. Si (M,),., es un conjunto indexado de mddulos,
entonces para cada modulo M

1. TTGBAMQ (%) == @ATTMQ (éR)

2. Rejg v, (R) = ®aRejn, (R)

DEMOSTRACION. (1) Aplicando la Proposicién 2.74 y las transfor-
macién inyeccion 7, y proyeccion m, tenemos

TTEBAMQ (§R> - ZTCV’]TO‘ (TTEBAMa (%)) S ZTCX (TTMC« (§R>> S TT@AMa (§R) )

Ast que Trg m, (R) = X710 (Try, (R)).
Por tanto X7, (Tra, (R)) = &Try, (R) = Tre o, (R).
Es similar la prueba de (2) O

Lema 2.77. Sea R y R’ clases de mddulos.
1. Si R C Gen (R), entonces Try (R') < Try (R).

2. Si R C Cog (R), entonces Rejyr (R) < Rejy ().
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DEMOSTRACION. (1) Si ' C Gen (R) y sea (M,),c4 € R’y notemos
que la Try (W) = X{Im hlh : M, — M con M, € R'}, ahora sean
he., : My, — M,y los M, € Ry ahora tomando la composicién de
hohe, y la suma de estas imagenes entonces la suma esta contenida
en T'ry (R), ahora es vidente que T'rpy (R') C Trar (R).

Para (2) Supongamos que = &€ Rejy ('), entonces existe un homo-
morfismo f: M — VconV € R yx & Ker f. Como V € Cog(R),
existe un homomorfismo h: V. — U con U € Ry f(z) & Ker h. Asi
hf: M — U, conz ¢ Ker hf, luego x & Rejy (R). O

Proposicién 2.78. Sea G un generador para Gen (R) y sea C' un co-
generador para Cog (R). Entonces para cada M, Try (R) = Try (G)
y Rejy (R) = Rejy (C). En particular, si (Uy),c €5 un conjunto
indexado de modulos, Try (DaU,) = XaTry (Uy) y

RGjM (HAUa) = ﬂARejM (Ua) = RG]M (@AUQ)

DEMOSTRACION. Del Lema 2.77, tenemos que Try (G) C Try (R),
ahora si x € Try (R), entonces x = X" | h,, (x;) donde z; € U,, € R
Y ha, i Ua; = M, cada z; = X, (gj), con g; € G, x = ShaJa, (95)
entonces = Ty (G).

Ahora, si ® = {U,}, ®aU, € GenR, entonces Try (HalU,) =
Try (R) = XTry (Uy). O

Proposiciéon 2.79. Para cada clase S de R-modulos izquierdos, la
Trr () es un ideal bilateral. Por otra parte, un rM mddulo es un
generador si y sélo si Trr (M) = R.

La demostracién viene dada en [4].
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Capitulo 3

Condiciones Finitas para
Moédulos

En esta seccion estudiaremos un poco de médulos que son generados
por modulos simples. Estos son precisamente los que tienen una
descomposicion en suma directa de modulos simples. También los
modulos semisimples forman la méas importante clase de médulos y
proporcionan el bloque bésico de construccién de gran parte de esta
teoria.

3.1 Modbdulos Semisimples, el Soclo y el
Radical

Desde el punto de vista de la teoria de moddulos una de las carac-
teristicas mas notables de un espacio vectorial es que este tiene una
base, que la cardinalidad de esta base es una invariante del médulo. y
que cualquier conjunto independiente puede ser extendido a una base
agregando elementos de una base dada. Estas propiedades se pueden
reformularse en términos de teoria de médulos, y como veremos mas
adelante en esta seccion, lo anterior es corto en cualquier médulo ge-
nerado por modulos simples.

o7



58 CAPITULO 3. CONDICIONES FINITAS PARA MODULOS

3.1.1 Modulos Simples

Recalquemos que un modulo no cero g1 es simple en el caso en que
no tenga submodulos distintos de los triviales. Un mddulo simple
puede ser caracterizado como un moédulo no cero T, tal que cada ho-
momorfosmo no cero T'— N (N — T') en gM es un monomorfismo
(epimorfismo).

Proposicion 3.1. Un R-mddulo izquierdo T es simple si y sélo si
T = R/M para algin ideal izquierdo maximal M de R.

DEMOSTRACION. (<) Si T = R/M donde M es ideal maximal de R,
entonces por la Proposiciéon 1.20, de ahi se tiene que T' es simple.

3.1.2 Mobdulos Semisimples

Definicién 3.2. Sea (T%,),c4 un conjunto indevado de submédulos
simples de M. Si M = @ 4T, entonces (Ta)aeA es una descomposicion
semisimple de M.

Definicién 3.3. Un modulo M es semisimple en el caso de tener una
descomposicion semisimple.

Claramente un médulo simple es semisimple.

Lema 3.4. Sea (T4.),.4 un conjunto indexado de submodulos sim-
ples del R-mddulo izquierdo M. Si M = X AT, entonces para cada
submddulo K de M existe un subconjunto B C A tal que (Tﬁ)ﬁeB es
independiente y M = K & (®pTp).

DEMOSTRACION. Sea K < M,y tomando C ={C C A: KNYX:T, =
{0}, {7, }acc es independiente}, parcialmente ordenado con la con-
tencién. El conjunto C es no vacio, ya que trivialmente () € C. Si
{B,},es es una cadena en el conjunto parcialmente ordenado C, en-
tonces la uniéon U,c;B, esta en el conjunto, ya que si C = U,c;B,,
debemos mostrar que a) {7, }aec es independiente, b) KN(XaecTyn) =
{0}. Paraa),siz # 0y x € TN (Baccastaola) T = Tay+...+Zq,, €
xiste un 4" € J, con ag, a, ..., o, € B, entonces x € Ty, N (ZQGBV,TQ)

lo que es una contradiccién, para b) es andlogo. Aplicamos el Lema
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de Zorn y tomamos B C A maximal con respecto a la condicion, que
(Ts) s es independiente y K N (XpT5) = {0}, entonces la suma

N =K+ (3515) = K & (®pT5)

es directa. Como, para cada a € A el T,, es simple, entonces T,, "N =
T,oT,NN ={0}. SiT,NN ={0} y C = BU{a}, N = K& (®cT,)
por la maximalidad de B tenemos que o € B. Asi que si « € A\ B,
entonces pues T, < N, asi que para cada o € A, T, < N, por tanto
se sigue N = M. O]

Proposicion 3.5. St un modulo M es generado por un conjunto in-
dezado (14,),c4 de submddulos simples, entonces para algin B C A,
M = ©pTjs, es decir, M es semisimple.

DEMOSTRACION. Por hip6tesis M = ¥ 4T,, sea K < M con K = {0}
y el Lema 3.4, entonces existe un B C A tal que M = ®gTp y por
tanto M es semisimple. ]

Proposiciéon 3.6. Sea M un R-modulo izquierdo semisimple con la
descomposicion semisimple M = @ AT,,. Si

f g

0 K M N 0,

es una sucesion exacta de R-maodulos, entonces la sucesion se parte, K
y N son modulos semisimples; en efecto, existe un subconjunto B C A
tal que N = ©pls y K = ®4_pT,.

DEMOSTRACION. Sabemos que Im f < M es un submédulo, por el
Lema 3.4 existe un B C A tal que M = Im f & (®p1p), pero como
es una sucesiéon exacta N = M/Im f = ©pTs, luego N es semisim-
ple. También M = (@A\BTa) @ (@epT}s), entonces pgl (EBA\BTa) :
®a\T, — K es un isomorfismo, luego K = I'm f = ®a\pT, asi K
también es semisimple. O]

Corolario 3.7. Sea (T4,), 4 un conjunto indexado de submddulos sim-
ples de M. Si T es submddulo simple de M tal que T'N (X4T,) # {0},
entonces existe a € A tal que T = T,.
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DEMOSTRACION. Si T es simple y TN (X47,) # {0} entonces T <
24T, es submoédulo del generado pero por la Proposiciéon 3.5, X,ecaT,
es semisimple y finalmente aplicando la Proposicién 3.6, se concluye
que T = T, para algin a € A. n

Teorema 3.8. Para un R-mddulo izquierdo las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. M es semisimple.

M es generado por modulos simples.

M es la suma de algun conjunto de submaodulos semisimples.
M es la suma de sus submodulos simples.

Cada submddulo de M es un sumando directo.

S ;v

Cada sucesion evacta 0 — K — M — N — 0 de R-mddulos
1zquierdos es una sucesion que se parte.

DEMOSTRACION. La implicacién 1) = 6) por la Proposicién 3.6.

La implicacién 6) = 5) es por la Proposicién 2.5 y 2) = 1) es por
la Proposicién 3.5. Las equivalencias 2) < 3) < 4) son triviales.

5) = 4). Si M satisface que cada submédulo es un sumando di-
recto, cada submdédulo no cero de M tiene un submoédulo simple. En
efecto, si x € M y x # 0, entonces por el Lema 3.4, Rx tiene un
submoédulo maximal. Sea H C Rz, tal submddulo maximal entonces
M = H & H' para alguin H' C M, por la ley modular

Rr=RxNM=RxN(H®H)=H® (RtnNH')

RxNH' =~ Rx/H.

Asi que Rr N H' C Rz es simple.

Sea N la suma de todos los submodulos simples de M, entonces
M = N @ N, para algin N’ C M, pero también N N N’ = {0}, si
N’ # {0} existiria T C N’ submdédulo simple , pero T' C N asi que
T C NN N asi que NN N’ # {0}, lo cual no puede ser. Esto sélo
significa que N’ = 0 y por lo tanto N = M. O
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3.1.3 El Soclo

De la equivalencia 1) y 2) de la Proposicién 3.8, se obtiene que la
clase de R-médulos izquierdos semisimples es precisamente la clase de
Gen (R) de médulos generado por las clases de los R-médulos simple

R.

Definiciéon 3.9. Sea M un mddulo y R la clase de los R-mddulos
simples. El submddulo H = Try (R), que es el mdzimo submddulo
semisimple de M, se llamard el Soclo y se denotard como H = SocM .

Es claro ahora que si M es semisimple si y s6lo si M = SocM.
Proposicion 3.10. Si M es un R-mddulo izquierdo entonces

SocM = ¥{K < M| K es minimal de M} = n{L < M| L <M}

DEMOSTRACION. La primera igualdad se sigue de la definicién de
Soclo, pues notemos que

Try (R) =X{Im h| h € Homg (U, M) con U simple},

es facil ver que I'm h es cero o es minimal en M, ya que Im h es cero
o simple.

Para la otra igualdad, sea T" un médulo simple de M. Si L I M,
entonces T'N L # {0}, asi T < L, entonces SocM estd contenido en
cada médulo esencial de M, por tanto SocM C N{L < M| L < M}.
Por otro lado sea H = N{L < M| L < M} afirmamos que H es
semisimple, sea N < H. Si H' < M es un complemento de N, entonces
H +N = H & N < M, por la Proposicién 2.30. Como N < H <
H' @® N, por la ley modular H = HN(H' @ N) = N & (HNH').
Entonces N es un sumando directo de H, por la Proposiciéon 3.8.5,
H es semisimple; se sigue H C SocM por lo tanto se da la igualdad.

O

Proposicion 3.11. Sean M y N R-mddulos izquierdos y sea f : M —
N un R-homomorfismo entonces

f(SocM) < SocN.

En particular, SocM es un submddulo R-izquierdo End (gM)-derecho
de M.
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DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 2.74. m

Corolario 3.12. Sea M un modulo y sea K < M entonces
SocK = K N SocM

en particular,

Soc (SocM) = SocM

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.11, y tomando a f como la
inclusién entonces SocK < SocM, es claro Soc K C K, asi que
Soc K < K N Soc M. Por la Proposicién 3.6, como K N Soc M < K
y KN Soc M < Soc M, entonces K N Soc M es semisimple, asi que
esta contenido en SocK. O

Se obtiene que el SocM de M es el submédulo mas grande de M
contenido en cada submoédulo esencial de M. Pero en general Soc M
puede no ser esencial de M, pues puede suceder el caso en que un
modulo sea distinto de cero y el Soc M = {0} cuando M es cualquier
modulo simple.

Corolario 3.13. Sea M un R-mddulo izquierdo, entonces SocM < M
sty solo si cada submddulo no cero de M contiene un submddulo
manimal de M.

DEMOSTRACION. La demostracién se sigue de la Proposicién 3.10 y
el Corolario 3.12. Ya que si Soc M < M y K # {0}, entonces K N
Soc M # {0} entonces Soc K # {0} existe Ky # {0} minimal en K,
y también es minimal en M. Ahora si K # {0} y L C K minimal de
M, entonces L C Soc K = K N .Soc M entonces K N Soc M # {0}
entonces Soc M <M O

Proposicion 3.14. Sea 0 un conjunto representantes de los R-mddulos
simples, entonces para cada rM

SocM = T?"M (5) = T’I“M (@5T) = EGTTM (T)

DEMOSTRACION. La demostracién se sigue de la Proposicién 2.78.
]

Una consecuencia de la Proposicion 3.14, es que la clase de R-
modulos semisimples tiene un generador semisimple, el médulo ©3T'.
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Definicién 3.15. Si T es simple entonces Try (T), es llamada la
componente T-homogénea de SocM .

Es claro que Try (T) es generado por un médulo simple, por lo
que es semisimple, en SocM, por la Proposicién 3.10 cada submddulo
simple de T'rp; (T') es isomorfo a T'. Por ejemplo: la componente Z,-
homogénea de SocM donde M es un grupo abeliano, es el conjunto
de los elementos de orden p.

Definicién 3.16. Un mddulo semisimple H es T-homogéneo en el
caso en que H = Try (T)

Es claro que para cualquier médulo M, la componente T-homogenea
del SocM es el tnico submdédulo simple mas largo T-homogeneo de
M. Si M no tiene un submodulo simple isomorfo a 7', entonces la
componente T-homogénea de SocM es cero.

3.1.4 El Radical

El radical es el dual del Soc M de un R-médulo izquierdo M. Para
cada M existe un tnico médulo cociente mas grande generado por R

(donde R es la clase de mddulos simples) que coresponde al reject de
Ren M.

Definicién 3.17. Sea R la clase de los R-mddulos izquierdos simples.
Para cada R-mddulo izquierdo M el radical de M (Jacobson) es el
Rejy (R) = RadM

Proposicion 3.18. Sea M un R-mddulo izquierdo, entonces

RadM = n{K < M| K es mazimal en M} = X{L < M| L < M}

DEMOSTRACION. Como K < M es maximal de M siy sélo si M/ K es
simple, la primera igualdad es inmediata de la definicién de Rejy (R) =
MN{Kerhlh: M —- U ,U € R} (sih#0,U = M/Ker h asi que Ker h
es maximal).

Para la segunda igualdad, sea L < M tal que L < M. Si K
es un submédulo maximal de M, y si L £ K, entonces K + L =
M, pero como L es superfluo, entonces K = M, que contradice la
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maximalidad de K, entonces . C K. Por lo tanto, cualquier superfluo
esta contenido en RadM .

Para la otra contencion, sea x € M, si N < M con Rx + N = M,
entonces N = M o N < M. Si N < M, entonces N < K con K
submédulo maximal. Si x € K entonces Rx + N = K = M una
contradiccion, por tanto x ¢ K. Ahora, si x+ € RadM, entonces
xr € K, asi que N = M. Entonces Rx < M, por tanto se consigue la
igualdad. O

Proposicion 3.19. Sea M y N R-mddulos izquierdos y sea f : M —
N un R-homomorfismo, entonces

f(RadM) < RadN

en particular, RadM es un izquierdo R-derecho End (grM)-submddulo
de M.

La demostracién de se sigue de la Proposicion 2.74 y de la Proposicién
3.19.

Proposicién 3.20. Si f : M — N es un epimorfismo y si Ker f <
RadM , entonces Rad N = f (Rad M), en particular

Rad (M/Rad N) = {0}.

Recordemos que SocM = M siy sélo si M es un médulo semisim-
ple, asi también se tiene un resultado dual.

Proposiciéon 3.21. Sea M un R-modulo 1zquierdo, entonces Rad M =
0 si y solo si M es cogenerado por la clase de modulos semisimple, en
particular, si M es semisimple entonces Rad M = {0}.

Proposicion 3.22. Sea R un conjunto representante de R-mdodulos
1zquierdo stmples, entonces para cada rM

Rad M = Rejy (mpT) = Rejp (BpT) = NpRejy (T)
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El radical de M es el submdédulo de M mas pequeno que contiene
a todos los submodulos superfluos de M, pero el radical no siempre es
un submaédulo superfluo de M.

Proposicion 3.23. Si cada submaodulo superfluo de M estd contenido
en un submodulo maximal de M, entonces Rad M es el unico submo-
dulo superfluo mas grande de M.

DEMOSTRACION. Sea L un submddulo propio de M, y sea K un
submoédulo maximal con L < K entonces por la Proposicién 3.18
L+ RadM < K # M. Y en otro caso, contiene a todos los super-
fluos. ]

Proposicién 3.24. Si (M,),c, un conjunto indezado de submédulos
de M, con M = @ 4M,, entonces

SocM = ®S50c M, y Rad M = & Rad M,

3.1.5 Modulos Finitamente Generados y Finita-
mente Cogenerados

Definicion 3.25. Un mddulo M es finitamente generado en el caso
en que para cada conjunto V de submdodulos de M que genera a M,
existe un conjunto finito ® C U que genera a M; es decir,

YU =M entonces X =M
para algun conjunto finito ® C U,

Proposicién 3.26. Sea M un R-modulo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. M es finitamente generado.

2. Para cada conjunto fo : Uy — M (o € A) con M = X 4Im f,,
existe un conjunto finito ' C A con M = Xglm f,.
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8. Para cada conjunto indevado (Uy),c, y epimorfismo ©aU, —
M — 0, emiste un conjunto finito F© C A y un epimorfismo
®rU, — M — 0.

4. Cada modulo que genera a M finitamente lo genera.

5. M contiene un conjunto generador finito.

DEMOSTRACION. Las implicaciones 1)=-2) y 3)=-4) son claras.

2)=3) Por la Proposicién 2.40, si f : @ U, — M es un epimor-
fismo si y sélo si X aIm fr, = M, y se tiene f1, : U, — M para toda
a € A. Sea Bacrfr, : BrUy, — M como Im@acr fr, = XaerIm fr, =
M entonces Gucr fr, €s B;.

4)=-5) Se sigue de la Proposicién 2.58. 5)=-1) Supongamos que
{z1,...,x,} es un conjunto finito generador de M y supongamos que
= es un conjunto de submédulos de M con M = =, entonces para
cada x; existe un subconjunto finito ¥; C = con z; € XV,, sea el
conjunto ¥ = ¥, U ... U ¥, entonces ¥ es finito y donde XU es un
submoédulo de M que contiene un conjunto generador de M, es decir,
M es finitamente generado. O

Definiciéon 3.27. Un mddulo M es finitamente cogenerado en el caso
en que cada conjunto ¥ de submddulos de M

NV = {0} entonces NP = {0}
para un conjunto finito ® C .
Esta definicion es dual a la definicién de finitamente generado.

Proposicion 3.28. Sea M un R-mddulo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. M es finitamente cogenerado.

2. Para cada conjunto fo: M — U, (o € A) con NaKer f, = {0},
existe un conjunto finito F C A con NpKer f, = {0}.

8. Para cada conjunto indevado (Uy),c, y monomorfismo 0 —
M — 114U, existe un conjunto finito FF C A y un monomor-
fismo 0 — M — I1gU,.
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DEMOSTRACION. 1)=-2) Es clara de la definicién. 2)=-1) Sea {M,| a €
A} submédulos de M tal que NaM, = {0}, aplicando 2) para los ho-
momorfismos naturales f, : M — M/M, para cada o € A se sigue
1).
2)=-3) Supongamos que f : M — II4U, es un monomorfismo,
entonces por el Corolario 2.32 Ny Ker m, f = {0}. Pero por 2) existe un
conjunto finito L C A tal que Ny Ker m,f = {0}, y usando nuevamente
el Corolario 2.32, se tiene que ny, f : M — IlgU, es un monomorfismo.
O

Notar que no obtenemos afirmaciones duales de la Proposicion
3.26,4 y 5; de hecho no existen como tales, s6lo tenemos el siguiente
Corolario, ver [4] pagina 124.

Corolario 3.29. Si M es finitamente cogenerado, entonces cada mo-
dulo que cogenere a M cogenera finitamente a M.

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 3.28. implicacién 2)=-3).
[

Teorema 3.30. Sea M un R-mddulo. Entonces

1. M es finitamente generado si y sélo si M /Rad M es finitamente
generado y el epimorfismo natural

M — M/Rad M — 0

es superfluo, es decir, Rad M < M.

2. M es finitamente cogenerado si y solo si Soc M es finitamente
cogenerado y la inclusion natural

0— SocM — M

es esencial, es decir, Soc M < M.

DEMOSTRACION. Probaremos 2). (=) Claramente un submédulo de
un moédulo M finitamente cogenerado es finitamente cogenerado. Sera
suficiente probar que si M es finitamente cogenerado entonces Soc M <
M. Supongamos que K C M tal que (SocM)N K = {0}, como
el Soc M es la interseccién de todos submoddulos esenciales de M,
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pero como M es finitamente cogenerado entonces existen submédulos
esenciales Ly, Lo, ..., L, de M tal que LyN...N L, N K = {0}, entonces
(LyN...NL,) <M por la Proposicién 2.23.2, por lo tanto K = {0}.

(<) Sea Soc M finitamente cogenerado y Soc M < M. Sea W
cualquier conjunto de submddulos de M con N¥ = {0}, entonces
N{ANSocM| A e ¥} = {0}, entonces

(Ain..NA,)NSocM = (AN SocM)N...N (A, N SocM) = {0}

para algunos A, ..., A, € ¥, pero como Soc M < M entonces A; N
..NA, ={0} O

Corolario 3.31. Sea M un mddulo no cero.

1. Si M es finitamente generado, entonces M tiene un submddulo
maximal.

2. Si M es finitamente cogenerado, entonces M tiene un submddulo
manimal.

DEMOSTRACION. (1) Sea H el conjunto de todos los submddulos pro-
pios de M, ordenados parcialmente por la inclusién. Sea 7T C H
conjunto totalmente ordenado. Sea L’ la suma de todas L € T, si
mostramos que L' # M entonces serd un limite superior de 7 en
M 7y aplicando el Lema de Zorn, encontramos un submédulo propio
maximal de M.

Si L' = M, entonces L’ es finitamente generado por lo tanto existen
X1, Ta,...,T, € M que generan a L', pero cada x; se encontrara en un
moddulo que pertenece a T y por lo tanto {x1,...,z,} C L; para algin
L, € T entonces L; = M una contradiccion. O

Proposicion 3.32. Sea M un mddulo semisimple, entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

a) M es finitamente cogenerado.
b)) M=T1® ... T,, conT; mddulos simples para 1 <i < n.

c) M es finitamente generado.
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DEMOSTRACION. (a)=>(b) Claramente M puede ser encajado en un
producto de moédulos simples y por la Proposiciéon 3.28.3, entonces M
puede ser cogenerado por un producto finito de modulos simples. Es
decir, tenemos una sucesién exacta

0= M- 7, =am 7% ar T./Im f — 0,

por tanto M = @7, T; .

(b)=-(c) M es generado por un conjunto finito. (Aplicando la
Proposicién 3.26.1).

(c)=>(a) Como M es semisimple, es generado por submdédulos sim-
ples, luego exiten T, T, ..., T,, submddulos simples que lo generan por
(¢). Probaremos (a) por induccién sobre n. Para n = 1 entonces M es
simple y es finitamente cogenerado; asumiendo que se vale para todo
n > 2, es decir, cualquier otro modulo generado por m modulos sim-
ples con m < n, es finitamente cogenerado. Ahora supongamos que
& es un conjunto de submddulos de M tal que NS = {0}. Entonces
T, N Ly = {0} para algin Ly € S, ya que si T,, N L # {0} para todo
L € &, entonces T}, C L para toda L € & entonces T,, € NS, entonces
NS # 0. Por la Proposicién 3.8, como

0—Ly—M— M/Ly—0

es exacta, entonces Ly = S1 @ ... B S, con cada S; submddulo simple
paral <i<mym <n-—1, asi que Ly es finitamente cogenerado
por hipétesis de induccién. Sea I’ = {N N Ly| N € S}, notemos que
3’ es un conjunto de submédulos de Ly con NS’ = {0}. Por lo que
existe un conjunto finito { Ny, ..., Ny} C S,

Lon NyN...Nn N, ={0}

y asi, M es finitamente cogenerado. O

Proposicion 3.33. Un mddulo M es finitamente cogenerado si y solo
si el Soc(M) es esencial y finitamente generado.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.30.2 y la Proposicién 3.32 es clara
la proposicién. ]
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Proposiciéon 3.34. Sea M = M; & ... & M,,. Entonces M es fini-
tamente generado (finitamente cogenerado) si y sdlo si cada M; es
finitamente generado (finitamente cogenerados) para 1 <i < n.

DEMOSTRACION. Notemos que la unién de los conjuntos generadores
de los M; (1 <7 <n), es un conjunto generador de M y es finito, M
es finitamente generado por la Proposicién 3.26. Ahora mostraremos
que los M; son finitamente cogenerados cuando M lo es. Sabemos por
la Proposicion 3.24 que

SocM = Soc M, & ... ®» Soc M,

donde los M; son finitamente cogenerados, cada Soc M; es finitamente
generado por la Proposicion 3.33, entonces Soc M también es finita-
mente generado. También por 3.33 cada Soc M; < M; de donde por la
Proposicién 2.50 Soc M < M. Finalmente aplicando nuevamente 3.33
se obtiene que M es finitamente cogenerado. O]

3.2 Condiciones de Cadena

Los médulos para los cuales cada submodulo y cada moédulo factor
es finitamente generado y finitamente cogenerado respectivamante se
pueden caracterizar en términos de las llamadas condiciones de cadena.

Definicién 3.35. Sea R un conjunto de submaodulos de M. R satisface
una condicion de cadena ascendente (descendente) si para cada cadena

Ly <Ly<. . <Ly<..(Ly>Ly>..>L,>.)
en R, existe un n € N tal que L, = L,4; (i =1,2,...)

Definicién 3.36. Un mddulo M es Noetheriano en el caso en que la
familia de todos los submddulos de M satisface la condicion de cadena
ascendente.

Definicién 3.37. Un mddulo M es Artiniano en el caso en que la
familia de todos los submddulos de M satisface la condicion de cadena
descendente.
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Proposicion 3.38. Para un mdodulo M las siguientes afirmaciones
son equivalentes

a) M es Artiniano.
b) Cada médulo cociente de M es finitamente cogenerado.

¢) Cada conjunto no vacio de submddulos de M tiene un elemento
minimal.

DEMOSTRACION. a) = ¢) Sea & un conjunto no vacio de submédulos
de M y supongamos que R no tiene elemento minimal, entonces para
cada L € R el conjunto {L' € | L' < L} es no vacio. Por el axioma
de eleccion, existe una funcién de L —— L' con L > L' para cada
L € R. Por tanto para cada L € R se tiene

L>L>L">..

es una cadena descendente infinita de submédulos de M.

¢) = b) Por la correspondencia que existe entre los submédulos
de un modulo M y los submédulos del médulo cociente basta ver
que si K < M y si R es una colecciéon de submoédulos de M con
K = N, entonces K = NS para algtin subconjunto finito & C K.
Pero el conjunto ¥ = {NY| & C R es finito} es no vacio, luego
tiene elemento minimal, NSy. Veamos que NSy = K; es claro que
K =Nk C NSYy; si existiera x € NS tal que x & K, existe 7 € RN tal
que x & 7 asi que x € Ny, donde F; = FoU{7} (notar que Ny € V),
pero NS; € NSy, lo que contradice que Ny es minimal en V.

b) = a) Supongamos que M tiene una cadena descendente

Li>Lo>..>L,> ..

de submédulos. definamos K = NnL,. Como M/K es finitamente
cogenerado, entonces existe n € N tal que K = L, con la propiedad
L,.; = L, para toda i € N. O

Resaltaremos que el Axioma de Eleccién es equivalente al Lema de
Zorn 2.29, y puede se consultado en la pagina 2 de preliminares en [4].

Proposicion 3.39. Para un mdodulo M las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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a) M es Noetheriano.
b) Cada submddulo de M es finitamente generado.

¢) Cada conjunto no vacio de submddulos de M tiene elemento
mazimal.

DEMOSTRACION. La demostraciéon es dual a la Proposicién 3.38. [
Corolario 3.40. Sea M un mddulo no cero:

1. Si M es Artiniano, entonces M tiene un submddulo simple; el
Soc M es un submodulo esencial de M.

2. 8t M es Noetheriano, entonces M tiene un submddulo mazximal,
el Rad M es un modulo superfluo.

Proposicion 3.41. Sea

0 K M N 0

una sucesion exacta corta de R-modulos. Entonces M es Artiniano
(Noetheriano) si y solo si ambos K y N son Artinianos (Noetheri-
anos).

DEMOSTRACION. (=) Sea M un mdédulo Artiniano. Entonces note-
mos que K es isomorfo a un submédulo de M, K es Artiniano, se sigue
de la definicién. También cada modulo cociente de N es isomorfo a
un modulo cociente de M, por el Teorema de isomorfismos, y por la
Proposicién 3.38 es Artiniano.

(<) Supongamos que K y N son Artinianos. Claramente se tienen
las relaciones K < M y M/K = N, ahora supongamos que

Li>Ly>..>L,> ..

es una cadena descendente de submédulos de M. Como M/K = N es
Artiniano, existe un entero m tal que L,, + K = L,,+; + K con i € N,
como K también Artiniano, existe un n € N con n > m tal que

L,NK=L,;,NK conieN
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luego usando la ley modular y sabiendo que L, > L,.;, nosotros
tenemos que para cada ¢ € N.

Ly=LyN(Ly+K)=LoN (Lnyi+ K) = Lpys + (Ly N K)

= Lnyi+ (Lnyi N K) = Ly

entonces M es Artiniano. La demostracion de Noetheriano es dual a
ésta. O

Corolario 3.42. Sea M = M, & ... ® M, entonces M es Artini-
ano (Noetheriano) si y sdlo si cada M; con 1 < i < n es Artiniano
(Noetheriano). O

Proposiciéon 3.43. Sea M un mddulo no cero que tiene una condicion
de cadena ascendente o descendente sobre sumandos directos, entonces
M es el suma directa

M=M®®&..&M,

de un conjunto finito de modulos indescomponibles.

DEMOSTRACION. Para cada médulo no cero M que no tiene una des-
composicion finita de indescomponible, se escoje una descomposicién
propia M = N'@ M’ tal que M’ no tiene una descomposicién finita de
indescomponible y supongamos que M es no cero y que no es una suma
directa finita de modulos indescomponibles, entonces M = N’ & M,
M' = N"@ M”,... es una sucesién propia de médulos descomponibles.
También existe cadenas infinitas

N <NeoN'<..yM>M>M > ..

de sumandos directos de M. Asi que es una suma finita de idescom-
ponible. O

Proposicion 3.44. Para cada modulo M las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) RadM =0y M es Artiniano.
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b) RadM =0 y M es finitamente cogenerado.

c) M es semisimple y finitamente generado.

M es un sumando directo de un conjunto finito de submddulos
simples.

)
)
d) M es semisimple y Noetheriano.
¢)

DEMOSTRACION. a) = b) Ya se tienes que Rad M = {0} y como
es Artiniano por la Proposicion 3.38, cada mdédulo cociente de M es
finitamente cogenerado y se sabe que M = M/ (Rad M) luego M es
finitamante cogenerado.

b) = ¢) Como Rad M = {0} entonces M es semisimple y también
M es finitamente cogenerado y por la Propocision 3.32 entonces M es
finitamente generado.

¢) = d) M es semisimple y finitamante generado entonces por la
Proposicién 3.39 M es Noetheriano.

d) = e) M es semisimple y Noetheriano, entonces por la Proposicién
3.39 M es finitamante genrado asi apricando la Proposicién 3.32,
M = @©pTps donde B € B y es finito.

e) = a) Si M = @pTs con B finito entonces es por definicién
semisimple y cada T} es simple entonces es Artiniano para cada 8 € B
entonces por el Corolario 3.42 se obtine que M es Artiniano, y si un
moédulo es semisimple entonces Rad M = {0}. O

Corolario 3.45. Para cada M mddulo semisimple las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

a) M es Artiniano.

b) M es Noetheriano.
c) M es finitamente generado.

d) M es finitamente cogenerado. O

)
)
)
)
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