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Introduccion

El riesgo puede entenderse como el sistema de transferencia que contribuye a
reducir los costos econémicos adversos de los siniestros en la sociedad, pues dispersa
el costo de pérdidas predecibles. Los aportes de muchos cubren las pérdidas de pocos.

La nocion de riesgo es un concepto importante en la economia, debido a que es
necesario contar con estrategias y métodos para el buen manejo del capital de las
companias aseguradoras, bancos y otras instituciones ptublicas y privadas.

El presente trabajo tiene como objetivo estudiar el proceso de riesgo con impuestos;
se trata de un anélisis de riesgo enfocado a las companias aseguradoras (como agen-
tes especializados en combatir profesionalmente con los riesgos), pues éstas forman
parte de la actividad econémica de un pais y la incertidumbre a la que se enfrentan
es de gran interés dentro del area de probabilidad.

El seguro hace que exista una garantia fundamental para el desarrollo econémico-
social de un pais. La seguridad de cobertura econémica en caso de siniestro, es
necesaria para el desarrollo de cualquier actividad econémica y, en consecuencia, el
seguro facilita el avance y el progreso de cualquier economia. De hecho, uno de los
factores para medir el bienestar de una sociedad, es el nivel de aseguramiento de la
misma. A mayor seguridad, mayor desarrollo de la economia, y a mayor desarrollo
econdmico, mayor necesidad de seguridad.

De esta manera, el seguro esta relacionado estrechamente con el riesgo, por lo que
el servicio de una compania aseguradora corresponde a la necesidad de protecciéon
frente al riesgo, ya que la probabilidad de ocurrencia de un siniestro motiva a los
individuos, y en general a la sociedad, a contratar un seguro para disminuir o reparar
posibles efectos perjudiciales.

El origen sobre los modelos de seguros y riesgos es bastante antiguo, se ve repre-
sentado por un trabajo equivalente a los trabajos de Bachelier sobre el movimiento
browniano para la teoria financiera, tal trabajo fue publicado por Filip Lundberg,



quien en su famosa tesis doctoral en la Universidad de Uppsala en 1903, inspiro la
teoria del riesgo. En su trabajo, Lundberg se percaté que un proceso Poisson esta vin-
culado con el nicleo de los modelos de seguros de no-vida (dafios a propiedad), a
través de una transformacién (conocida como tiempo operacional); fue capaz de
acotar el andlisis a un proceso Poisson homogéneo.

La investigacién de Filip Lundberg ha sido fundamental para comprender el com-
portamiento del portafolio de activos que amparan las polizas de las aseguradoras y
consecuentemente el como las aseguradoras manejan los riesgos en sus portafolios.

Por otro lado, entre los aspectos que afectan la estabilidad de cualquier asegurador,
se encuentran: la propia incertidumbre de un proceso aleatorio, la heterogeneidad
en la composicion de la cartera, la inflacién, las situaciones extremas, anémalas o
catastrofes y los gastos en los que incurre el asegurador; siendo este iltimo aspecto
del que este trabajo de tesis se ocupa.

A partir de la consideracién de una compania aseguradora con riesgo de seguro
modelado por el proceso clasico de Lundberg se investiga como los impuestos influ-
yen en el comportamiento cuantitativo y cualitativo de la probabilidad de ruina, lo
que deriva en un analisis del comportamiento del valor esperado de los impuestos
descontados.

El objetivo principal de esta tesis es extender el modelo clasico de riesgo de Cramér-
Lundberg al incluir el pago de impuestos. La regla fiscal que se considera es: pagar
una cierta proporcién de los ingresos por las primas, siempre que la compania ase-
guradora se encuentre en una situacion rentable. Para mantener el modelo simple y
manejable se ha optado por no incluir las reservas de siniestros, rendimientos de las
inversiones, etc.

Se muestra que la probabilidad de supervivencia resultante es una potencia de la
probabilidad de supervivencia sin impuestos. Por otra parte, se deriva, de la regla
fiscal mencionada y del nivel de partida éptimo (que también es determinado), una
expresion para el valor esperado de la suma total de impuestos descontados.

Para llevar esto a cabo, fue necesario consultar literatura de otras areas de la ma-
tematica, ademas de la teoria de riesgo, como son: las ecuaciones diferenciales or-
dinarias, procesos estocasticos y funciones especiales, en particular, el estudio de la
serie hipergeométrica de Gauss, el cual es un material que no esta establecido en
ninguno de los cursos de licenciatura.



La estructura del trabajo de tesis es la siguiente:

En el capitulo 1 se presentan los conceptos basicos de la teoria de riesgo, haciendo
énfasis en el modelo colectivo de riesgo. Se presentan los modelos mas utilizados
en dicha teoria, como son: binomial compuesto y Poisson compuesto; también se
presentan algunas de sus propiedades.

En el capitulo 2 se analiza y desarrolla el modelo Clasico de Riesgo de Lundberg
con impuesto. Se presenta una formula explicita para el valor esperado de impuestos
descontado v(s) y se discute como el nivel de excedente 6ptimo puede determinarse a
partir de que la autoridad fiscal debe recaudar los impuestos con el fin de maximizar
a v(s).

En el capitulo 3 se proporciona un ejemplo numérico de los resultados y en el cual
la distribucién de las reclamaciones es exponencial.

Finalmente se presentan las conclusiones obtenidas a lo largo de este trabajo.






Capitulo 1

Fundamentos Basicos de Riesgo

En este capitulo se presenta el material elemental de la teoria de riesgo, asi como
una breve descripcion de otros temas que son esenciales para el desarrollo del tema
de interés en este trabajo de tesis. Se comienza desde sumas de variables aleatorias
que, posteriormente, sirven para definir las propiedades en los modelos de riesgo,
siendo éstos analizados desde lo mas elemental, empezando por la descripcion del
modelo individual y el colectivo, pasando por un estudio de los procesos de riesgo y
sus propiedades basicas, entre ellas el problema clasico de la probabilidad de ruina,
hasta puntualizar en la ecuacion integro-diferencial de la estrategia de barrera en el
caso continuo.

1.1. Sumas Aleatorias

La importancia de tratar primero el tema de sumas aleatorias, es para facili-
tar la comprension de la teoria de riesgo descrita posteriormente, ademés de que
podra observarse que algunas propiedades dadas en dicha teoria son validas para
estas sumas.

1.1.1. Sumas de Variables Aleatorias

Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes. La distribucion de
la suma S = X 4+ Y estd denotada por

Fs(s) = Fx *x Fy(s),

y es llamada la convolucion de Fx y Fy. La funcién de distribucién de S es eva-
luada como



Fs(s) = P{S<s}
= [P{S <s|Y =y}dFy(y)
= [P{X <s—ylY =y}dFy(y)
= [ Fxy (s —yly)dFy(y)

= [ Fx(s —y)dFy(y).

Por lo tanto, la funcién de distribucién de la suma de dos variables aleatorias es
evaluada como

Fy(s) = Fy # Fy(s) = /FX(S _ )Ry (). (1.1)

La correspondiente funcién de densidad de probabilidad o funcién de probabilidad
de S se denota de manera similar como

h@—n*h@—/h@ﬂww@. (1.2)

Si X y Y son ambas variables aleatorias continuas, la funciéon de densidad de pro-
babilidad de S es:

h@Zh*h®=/h@ﬂMmMy (1.3)

(Ver capitulo 2 de la referencia [2]).

Si X y Y son ambas variables aleatorias discretas, la funciéon probabilidad de S
es igualmente

fs(s) = fx o fr(y) = Ix(s =) fr (). (1.4)

Las ecuaciones (1.1) a (1.4) muestran céomo la convolucién de dos funciones de
distribucion o funciones de distribucién de probabilidad pueden ser evaluadas.

1.1.2. Distribucion de Sumas Aleatorias

Suponga que X7, X5, X3,... es una sucesién de variables aleatorias independien-
tes idénticamente distribuidas con funcién de distribucién comin Fx(z), funcién
caracteristica ®x(z), media py y varianza 0'§<. Entonces la suma X; + Xy + ... + X,
tiene funcién de distribuciéon F§*(z), funcién caracteristica {®x(2)}", media nux y
varianza no% paran = 1,2, ... .



Ahora considere la suma aleatoria
S=X1+Xo+ ... + Xy, (1.5)

donde N tiene una distribucién contadora y S = 0 cuando N = 0. Entonces, la
funcién de distribucion de X puede ser obtenida como

Fs(z) = P{S <z}

= 3 P{N=n}P{5 < a|N =n}

= ZO P{N =n}F{"(x), (1.6)
donde
0/ _ ) 0, six <O,
Fx (x>_{ 1, siz >0

Esta distribucién de la suma aleatoria (1.5) es llamada una distribucién com-
puesta y su funcion caracteristica esta dada por:

$g(z) = Elexp{izS}]

— S Eleap{iz(X1 + Xo + .+ X)}N = n]P{N = n}

n=0

= P{N =n}[®x(2)]". (1.7)
n=0
Esto puede ser reescrito, usando la notacién de [7], como
Ps(2) = Pn(Px(2)). (1.8)

Para las otras transformadas, las ecuaciones (1.7) y (1.8) se mantienen reemplazan-
do ® por el simbolo correspondiente. Por lo tanto, para la distribucién compuesta,
las funciones generadora de momentos y generadora de probabilidad son, respecti-
vamente,

Ms(z) = Pn(Mx(2)) (1.9)

Ps(z) = Py(Px(2)). (1.10)



1.1.3. Momentos de Sumas Aleatorias

Los momentos de sumas aleatorias pueden ser evaluadas diferenciando la ecua-
cién (1.9) y evaluandola en z = 0, o directamente a través de argumentos de proba-
bilidad condicional. Diferenciando la ecuacién (1.9) se obtiene

My(2) = Py(Mx (2)) My (2). (1.11)

Observe que para las funciones generadoras de momentos y de probabilidades se
cumple que

dk:
My(0) = wMX(ZNz:o, (1.12)
para k=1,2,3.... Y
K d*
Px(1) = @PX(Zle- (1.13)

Tomando z = 0 y usando las ecuaciones (1.12) y (1.13) se tiene que

M;(0) = Py (1)Mx(0),

y entonces
E[S] = E[N]|E[X]. (1.14)
Diferenciando nuevamente la ecuacién (1.11) se sigue que
Mg(2) = Py (Mx(2)) [My (2)]” + Py (Mx (2)) M (2). (1.15)
Evaluando la funcién anterior en z = 0, es claro que
Mg(0) = PR(1) [My (0)]" + Py (1) M3 (0), (1.16)
de donde entonces,
E [5?] = EIN(N — 1)][E[X]]* + E[N]E[X?]. (1.17)

Restando el cuadrado de la ecuacién (1.14) y reordenando, se obtiene la varianza de
S,
Var[S] = Var[N][E[X]] + E[N]Var[X]. (1.18)

Luego, diferenciando (1.15) y evaluando en z = 0 se obtiene el tercer momento,
E[S3 = E[N(N — 1)(N — 2)] [E[X]]3 +3E[N(N — 1)|E[X]|E[X?]+
E[N|E[X?]. (1.19)

Este procedimiento general, que consiste en derivar tantas veces como sea necesario
la funcién generadora de momentos y evaluarla en z = 0 (ver capitulo 1 de [7]), puede
ser usado para obtener momentos superiores de S en términos de los momentos de

Ny X.



1.2. Modelos de Riesgo

En esta seccién se presenta el concepto general de riesgo, asimismo, se muestran
también, las perspectivas individual y colectiva para modelar el riesgo correspon-
diente al conjunto de reclamaciones que afronta una compania aseguradora. También
se estudian algunas propiedades de estos modelos.

1.2.1. Modelo Individual

Suponga que se tiene un portafolio de n pdlizas individuales de seguros validas
por un ano. Sea p; la probabilidad de que el j-ésimo asegurado no efectie ninguna
reclamacién durante el tiempo de vigencia del seguro, y sea g; la probabilidad de
que se observe exactamente una reclamacion.

Suponga que la igualdad p; + ¢; = 1 se cumple, ello significa que no puede ha-
ber mas de una reclamacion por cada asegurado. Tal situacién corresponde, por
ejemplo, a los seguros de vida.

Defina la variable aleatoria

D 1, si hay reclamacién en la pdliza j,
771 0, sino hay reclamacién en la péliza j.

Note que D; tiene distribucion Bernoulli con pardmetro g;.

Observe que el nimero total de reclamaciones esta dado por la variable aleatoria
N = Dy + Dy + ...+ D,,. Ahora suponga artificialmente que cada pdliza efectiia una
reclamacion, y sea la variable aleatoria C; > 0 el monto de la reclamacién efectuada
por la poéliza j. Debido a que los siniestros pueden presentarse con caracteristicas
distintas y ello puede derivar en distintos montos de reclamacion, se considerara de
manera general a C; no como una constante sino como una variable aleatoria.

La verdadera reclamacion de la pdliza j estd dada por el producto

o Cj si Djzl,
chj_{ 0, siD;=0.

De esta forma se considera como datos en este modelo la coleccién de vectores
aleatorios (D1, C1), (D2, Cs),..., (Dy, Cy), que se suponen independientes. Considere
ademas que las variables D; y C; también son independientes entre si.



Definicién 1.1 El monto de reclamaciones agregadas, o también llamado
agregado de reclamaciones, en el modelo individual, es la variable aleatoria

S=> " D;C;. (1.20)
j=1

Esta variable es el monto que afronta una compania aseguradora por concepto de
reclamaciones durante el periodo completo del seguro. La ecuacién (1.20) representa
el modelo individual para una podliza de seguros de las caracteristicas senaladas. El
modelo tiene este nombre pues supone conocer las probabilidades de reclamacion y
posible monto de reclamacion de todos y cada uno de los asegurados de manera in-
dividual. Una posible desventaja de este modelo es que presupone que el nimero de
asegurados en la cartera se mantiene constante durante todo el tiempo de vigencia
del seguro.

Desde el punto de vista matematico, y también desde la perspectiva del negocio
del seguro, el objetivo es conocer las caracteristicas de la variable S, a quien se
llamara riesgo.

Si Fj(x) denota la funcién de distribucién del producto D;C; , entonces la fun-
cién de distribucién F'(z) del riesgo S adquiere la siguiente expresién en términos
de convoluciones: F'(x) = (Fy*...x F,,)(z). Esta expresion general y compacta es, sin
embargo, un tanto dificil de calcular. Como primeros resultados generales se presen-
tan a continuacién algunas caracteristicas de S. Se denotara por G;(x) la funcién de
distribucién de C; , y como es costumbre, cuando exista, Mx(t) denota la funcién
generadora de momentos de una variable X cualquiera.

Proposicion 1.1 Bajo las hipotesis y notacion del modelo individual se tienen los
siguientes resultados

1. Fj(z) =1+ ¢;(Gj(x) — 1), para x > 0.
2. Mp,c,;(t) =1+ q;(Mc,(t) — 1), para t € R.

3. Ms(t) = 1 [1 + 0,(Me,(t) ~ D). para t € R.

ElS) =%

=1

E[Cy].

5. Varls] = 3 [q]VaT + ;0 (E[C; ])2}

J=1

<.
=

10



Demostracion:

1. Sea x > 0 un ntumero real cualquiera,
Fj(x) = P(D;C; < x)
= P(D;C; <z|D; =0)P(D; =0) + P(D,;C; < xz|D; =1)P(D; =1)
=PO0<zD; = 0)p;+P(C; <z[D; =1)g;
= pi+Gjx)g

= 14¢(Gj(x) - 1).
2. Observe que
Mp,c;(t) = E [e"4]
= E [e!Pi%|D; = 0] P(D; = 0)+ E [etPi%|D; = 1] P(D; = 1)
= p; + Ele'%]g;

= 14 ¢;(Mc,(t) - 1).

3. Usando la hipétesis de independencia,

Il
s

E [etDjCj]

o,
I
—

I
s
Q
=

o,
3l
MR

= 111+ g;(Me, (8) = 1))

<
I

4. Nuevamente, por independencia,

E[S] = E




5. Primero,

n

Var[S] = Var[D;C;].
1

J=

Pero,
Var(D;C;] = E[(chj>2]_(E[Cij])2
= ¢E[C?] - ¢(EC)))’
= g[ElC - (ElC)® + (EIC)?] - 2(E[C))

= g |[VarlGy] + (BIG)®| = ¢ (EIC)

2

= qVarlCy] + qp; (E[C))”.

Por lo tanto,

Var[S] =3 [qua'r’[Cj] + ¢;pj (E[C’j])Q]

1.2.2. Modelo Colectivo

Considere un conjunto de un nimero no determinado de contratos de seguros
con vigencia en un periodo de tiempo [0, T]. Este puede corresponder a un ano por
ejemplo. Sea N la variable aleatoria que denota el niimero de reclamaciones ocurri-
das en el intervalo de tiempo, y sean las variables positivas Y7, ..., Yy los montos de
estas reclamaciones.

Asuma que el numero de reclamaciones y los montos de éstas son variables aleatorias

independientes. Més atin, suponga que las reclamaciones mismas son independientes
entre si, y que comparten la misma distribucion de probabilidad.

Definicién 1.2 El monto agregado o monto acumulado de todas las reclamaciones
efectuadas, es la variable aleatoria S, llamada riesgo, y es definida como sigue

N
S=>Y (1.21)
j=1

12



Observe que cada sumando es una variable aleatoria y que el nimero de sumandos
es también aleatorio. La suma (1.21) se define como cero cuando N = 0 y representa
el modelo colectivo para un contrato de seguros.

Se denotara con G a la funcién de distribucion de cada reclamacién. Se asume
naturalmente que G(0) = 0, ello equivale a decir que la variable Y es positiva. Adi-
cionalmente se usard la notacién p,, = E [Y™], en particular se escribe p en lugar de

Antes de enunciar los resultados referentes a la distribucion de probabilidad de

S y algunas de sus caracteristicas numéricas, debe recordarse que la 0-convolucion
de una funcién de distribucion G es

1, six>0
*0 __ ) - Yy
G _{0, siz<O0.

Proposicion 1.2 La funcion de distribucion del riesgo S en el modelo colectivo es
F(z)= > G"(x)P(N =n), para x € R.
n=0

Demostracion:
F(z) = P(5<u)

nfop(s < 2|N =n)P(N = n)

nilp(s < 2|N = n)P(N = n)

_ @(@)P(N = 0) + 21 G (2) P(N = n)

_ 20 G*(z) P(N = n).

13



Proposicion 1.3 El riesgo S en el modelo colectivo cumple las siguientes propie-

dades.

2. B[S?] = E[N|E[Y?] + E[N(N — 1)](E[Y])*.
3. Var[S) = Var[N](E[Y])* + Var[Y]E[N].

4. Ms(t) = My (ln(My(t))>, para t € R.
Demostracion:

Note que las igualdades 1, 2 y 3 coinciden con las propiedades dadas para los mo-
mentos de sumas aleatorias de la seccién 1.1.3. Sélo resta demostrar 4.

4. Condicionando sobre el valor de N,

Ms(t) = g‘o (B [e1+Ye+Y0 N = n] P(N = n))
— i} (E [6Y1+Y2+.‘.+YN} P(N _ TL))
— S (My(£)"P(N = n))

n=0

= E[(My(1))"]
[

— E eNln(My(t))}

= My ((My (1)),

]
A continuacién se consideran los modelos Binomial Compuesto y Poisson Com-
puesto, dos casos particulares del modelo colectivo.
1.2.2.1. Modelo Binomial Compuesto

Si el nimero de reclamaciones N tiene una distribucién bin(n,p), se dice que
el riesgo S tiene una distribucion binomial compuesta que se denota por S ~
bin comp(n,p,G), donde G es la funcién de distribucién de cada sumando en la
definicién de S.

14



Proposicién 1.4 Si N tiene una distribucion bin(n,p), entonces
1. E[S] = nppu.

2. Var[S] = np(pz — ppi?).

3. E[(S — E[S))"] = n(pps — 3p*uap + 2p*1®).

4. Ms(t) = (1 —p+ pMy(t))", para t € R.

Demostracion:

Note que la funcién generadora de momentos de N es:

My(t) = (1 —p+ pe')”

1. De la proposicion 1.3 se sabe que

2. Con la notacién dada anteriormente,
VarlY] = pg — p*.
Luego, nuevamente de la proposiciéon 1.3, se sigue que
VarlS] = Var[N)(E[Y]))? + Var[Y]E[N]
= np(l —p)p* + (2 — p?) np
= npp® — p*u* + nppy — npp?

= np(pe — pu?).

E[(S - E[S])’] = E[S*] - 3E[S?] E[S] + 2(E[S])°. (1.22)

Pero,

15



E[S% = E[N]E Y3+ E[N(N — 1)(N — 2)|(E[Y])*+

3E[IN(N —1]E[Y]E [Y?]. (1.23)
Luego,
E [N?] = My(0)
y
E[N3] = My (0).

Como N tiene una distribucién bin(n, p), entonces

E [N? = n?p? — np® + np,

E [N?] = np — 3p*n + 3p*n® 4+ n’p® — 3n*p® + 2np?.
Finalmente, sustituyendo las expresiones anteriores en (1.22), se obtiene lo deseado.

4. De la proposicion 1.3,

Ms(t) = My (in(My(1)))
_ (pelnMy(t)+1_p)”

= (1—p+pMy(t))".

1.2.2.2. Modelo Poisson Compuesto

Si el nimero de reclamaciones N tiene una distribucién Poisson se dice que el ries-
go S tiene una distribucién Poisson compuesta, y se escribe S ~ Poisson comp(\, G),
donde A\ es el pardmetro de la distribucion Poisson y G es la funcién de distribucion
de cada sumando de S.
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Proposicion 1.5 Si N tiene una distribucion Poisson()), entonces
1. E[S] = M.

2, E[S?} — Mg + A202.

3K [53} = M3 + 3N pap + A3 3.

4. Var[S] = Aps.

5. E[(S— E[S])?] = \us.

Demostracion:

Note que la funcién generadora de momentos de N es:
My(t) = exp[A (¢ — 1)]

Usando la proposicion 1.3,

1.
E[S] = E[NE[Y] = \u

2,

E[S?} - E[N]E[Y?} + (E [N?} - E[N]) E[Y)?

= Ao + \2p2.
3. Note que,
E[N?] = A2+ A

y

E[N3] =N +3N2+ A\

17



Luego, usando la expresién (1.23) se obtiene lo deseado.

4. Usando 1 y 2 de esta proposicion,
Varls] = B|$] - (E[S])

= )\,LLQ

5. Usando 1, 2 y 3 en la expresién (1.22), se tiene la igualdad.

6.
_ E[(S-E[S)’]
o3 = = T
(Var[S])
. _Aps Mg
NI BRIV
= >0
Al ’

si A >0y us >0, lo cual tiene sentido.

7. De la proposicién 1.3,
Ms(t) = My <ln(]\/[y(t))>
= exp(A (M) —1))

= exp[AMy(t) —1)].

1.3. Los Procesos de Riesgo y la Ruina

En esta parte, se presenta primero el concepto de proceso de riesgo a tiempo
discreto y en seguida una versién a tiempo continuo (Modelo Clésico de Cramér-
Lundberg). Se proporciona ademads, una féormula general para el calculo de la pro-
babilidad de ruina en ambos casos y, una breve descripcion de los coeficientes de
ajuste.
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1.3.1. Proceso de Riesgo a Tiempo Discreto

A continuacién se define un proceso estocastico a tiempo discreto que modela de
manera simplificada la evolucién a lo largo del tiempo del capital de una compania
aseguradora respecto de una cartera de asegurados.

Suponga que s € {1,2,...} es el capital inicial de la aseguradora y, que en cada
unidad de tiempo la compania aseguradora recibe una unidad monetaria por con-
cepto de las primas. Si Y7, Y3, ... representan los tamanos de las reclamaciones en los
periodos sucesivos, entonces el capital de la compania aseguradora al tiempo ¢ > 1
es la variable R; definida en seguida.

Definicién 1.3 FEl proceso de riesgo a tiempo discreto estd dado por

Ri=s+t-) Y (1.24)

=1

Las variables aleatorias Y7, Y5, ... se suponen independientes e idénticamente distri-
buidas con valores en el conjunto {0, 1, ...} tales que E[Y;] < 1.

Definicién 1.4 Se dice que una compania asequradora se encuentra en ruina al
tiempo t > 1 st

RtSO,

y se define el titempo de ruina T como el primer momento en que la Tuina Se
presenta, es decir,

T =min{t > 1|R; < 0}.

En la expresion anterior, cuando el conjunto indicado es vacio se define 7 = oo, y
equivale a la situacion en la que la ruina nunca se presenta. El problema de la ruina
consiste en encontrar la probabilidad de que la ruina ocurra en algin conjunto de
tiempos especifico.

1.3.2. Modelo Clasico de Cramér-Lundberg

El modelo de Cramér-Lundberg es la version a tiempo continuo de un proceso
de riesgo a tiempo discreto y, tiene sus origenes en la tesis doctoral de Filip Lund-
berg defendida en el ano de 1903. En este trabajo, Lundberg analiza el reaseguro de
riesgos colectivos y presenta el proceso de Poisson compuesto.
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El modelo clasico que se analizard en seguida, es el proceso estocastico { Ry : t > 0},
dado por

S(t)
Ry=s+ct—> Y], (1.25)
j=1

donde s es el capital inicial de la compania aseguradora, ct es la entrada de capi-
tal por concepto de primas hasta el tiempo ¢ con ¢ una constante positiva. Y; es
el tamano de la j-ésima reclamacién y {S(t) : ¢ > 0} es un proceso Poisson con
parametro A.

Al proceso {R; : t > 0} se le llama nuevamente proceso de riesgo, o proceso
de superavit. La variable aleatoria R; se puede interpretar como el capital de la
compania aseguradora al tiempo t.

Por lo presentado en las secciones anteriores y la notacién dada, es facil ver que
1. B[R] = s+ t(c— Ap).

2. Var[R;] = Apot.

En este caso, cuando R; < 0, para algiun ¢ > 0, se dice que hay ruina.

1.3.2.1. Probabilidad de Ruina
Considere nuevamente el tiempo de ruina dado por
7 =min{t > 0|R; < 0},

en donde se define inf () = oco.

Definicién 1.5 La probabilidad de ruina en el intervalo [0,t], o también llamada
probabilidad de ruina con horizonte finito es

P(s,t) = P(1 < t|Ry = s). (1.26)

Mientras que la probabilidad de ruina con horizonte infinito, o simplemente
probabilidad de ruina, es

P(s) = tllglo P(s,t) = P(1T < 00). (1.27)

(Ver capitulo 7 de la referencia [8]).
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Sea F(x) la funcién de distribucién de una reclamacion Y cualquiera.

A continuacion se presentan tres resultados generales sobre la probabilidad de ruina.

Proposicién 1.6 Sea Q(s) =1 —(s), para s > 0. Entonces

1@ =2 - [l - art)].

2. (0) = 2.

9. (s) = 2 {T(l - Py + [ols — )1 - F<y>>dy} |

s

Demostracion:

Se usara un andlisis del primer paso condicionando sobre el momento y monto de la
primera reclamacién.

Q(s) = P(No ruina en [0, 00)|Ry = s)

J P(No ruina en [0,00)|T} = t,Y, = y)dF(y)dEr, (t)
0

0o s+ct

= [ [ P(No ruina en [0,00)|T7 = t,Y; = y)dF (y)dFr, (t)
00

s+ct
Ae™* [ P(No ruina en (0,00)|Ty = ¢,Y, = y)dF (y)dt
0

s+ct

Ae™ [ Qs+ ct — y)dF (y)dt.
0

Sea u(t) = s + ct, entonces,

Q) =L A [ Qu—y)dF()du.

Derivando esta expresion se encuentra el resultado del primer inciso. Integrando esta
ecuaciéon diferencial entre 0 y s se obtiene

Q(s) - Q(0) = 2 Ofs@md:c - Ofson(x — y)dF(y)da
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_ 2 [ o)z — | T 0w)dadF(y)
LO 0 0 d
@i~ ] @
0 0 0

mly

/ s—x)(1— F(x))dx (1.28)

=2 Ofs s —)(1 = F(x))lpq(z)dz.

El siguiente paso es hacer tender a infinito a s. En tal caso, Q(s) tiende a uno.
Ademas, el integrando que aparece en el lado derecho es una funcién mondétona
creciente en s, y cuyo limite es la funcién integrable (1 — F'(z)). Entonces por el
teorema de convergencia mondtona se obtiene

Por lo tanto,
P(0)=1-Q(0) = —. (1.29)

De esta forma se obtiene el segundo resultado. Finalmente de (1.28) y (1.29) se sigue
que

=2 [T(l — F(z))dz + jw(s —z)(1— F(a:))dx} .

Observe que la ultima expresion corresponde a una ecuacion recursiva para encontrar
la probabilidad de ruina.
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1.3.3. Coeficientes de Ajuste

El coeficiente de ajuste es un niimero que aparece en el problema de calcular
o estimar probabilidades de ruina. Existen varias maneras de definirlo. Considere
primero la funcion

0(r) = A\(My(r) — 1) — cr,

donde My (r) es la funcién generadora de Y, y estd bien definida para valores de r
en donde My (r) existe. Entonces suponiendo diferenciabilidad, se tiene que

0'(r) =AM (r) — c

0"(r) = AM{/(r) = AE [Y?e™] > 0.

Por lo tanto, #(0) es una funcién estrictamente convexa tal que 6(0) = 0, y por la
condicién de ganancia neta

¢'(0) = A — ¢ < 0.

Entonces es posible que exista un valor R > 0 tal que (R) = 0.

Definicién 1.6 A la posible solucion R > 0 de la siguiente ecuacion se le llama
coeficiente de ajuste, o exponente de Lundberg.

O(R) = A(My(R) — 1) —cR=0.

Observe que la existencia del coeficiente de ajuste depende enteramente de la dis-
tribucion de las reclamaciones.

Definicién 1.7 A una distribucion de probabilidad para la cual existe el coeficiente
de ajuste, se le llama distribucion con cola ligera.

La razon de ello es que la funcion de densidad decae a cero exponencialmente rapido,
asignando probabilidades pequenas a reclamaciones grandes.

Cuando no existe tal coeficiente la distribucion adquiere el nombre de distribucion
con cola pesada.

A continuacién se mencionan algunos ejemplos de distribuciones de ambos tipos.
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Ejemplo 1.1 Distribuciones con cola ligera:
1. exp(a).
2. gamma(7y, a).

3. Weibull(r, o), para r > 1.

2

4. Normal truncada, f(x) = \/ge’%, para x > 0.
Ejemplo 1.2 Distribuciones con cola pesada:

1. log normal(p, ?).

2. Pareto(a,b).

3. Weibull(r, ), para 0 < r < 1.

4. log gamma(y, ).
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Capitulo 2

Modelo de Lundberg con
Impuestos

Considere una compania aseguradora con riesgo modelado mediante el proceso
cldsico de Lundberg
Ro(t) = s+ ct — S(t), (2.1)

donde el proceso S(t) es Poisson compuesto con intensidad A y distribucién del
tamano de los reclamos F', y la intensidad de la prima ¢ > 0 con un factor de
seguridad

c> A\,

que es la condicién de ganancia neta, donde p es el promedio del tamano de las
reclamaciones.

Para el superdvit inicial s > 0, sea ¥y(s) la probabilidad de ruina en tiempo in-
finito,

o(s) = P{s+ ct < S(t), para algin t > 0}.

Suponga que el impuesto se paga a una tasa fija v de los ingresos de la compania de
seguros cada vez que se encuentra en una situacion rentable, esto es, si al tiempo t
su proceso de riesgo R, con impuesto estd dado por

R, (t) = max{R,(u) : u < t}. (2.2)

Asi que la aseguradora pagara una tasa de impuestos ¢y en tiempos rentables y cero
en tiempos sin ganancias (pérdidas de ejercicios anteriores del sistema). Los ingresos
se reducen por el pago de impuestos de ¢ a ¢(1 — 7).
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Si v > 1 en el modelo, entonces la ruina sera determinada por el asegurador (note
que para v = 1 el proceso de riesgo resultante es idéntico a uno con estrategia de ba-
rrera horizontal [4], donde el capital inicial estd en la barrera). A priori no esté claro
si la ruina también es cierta con v < 1.

En este trabajo se mostrara que para v < 1 la probabilidad de ruina es menor
que 1y, en particular, para s > 0, se cambia de y(s) a

1
Uy(s) = 1= (1= () 7. (2.3)
Asintoticamente, por lo tanto, la probabilidad de ruina crece mediante el factor
1
=t 1
Uy(s) ~ ———=o(s). (2.4)
! (1—7)

En una situacion con impuesto, se necesita un superavit inicial mas grande para
tener la misma probabilidad de ruina, comparada al caso sin impuesto. Asi, para
reclamaciones de cola ligera admitiendo el coeficiente de ajuste R, el capital adicional
necesario es asintoticamente igual a

—3 log(1 —7).

Por ejemplo, si el tamano de las reclamaciones es Pareto con cola indexada por «,
necesita un capital adicional que es asintoticamente igual a

((1 - 7)_ﬁ — 1)8.

Con costo de capital v, se obtiene una tasa de prima més alta que es el resultado
de los impuestos pagados. Si c es la tasa de la prima neta original y s es el capital
inicial, entonces la tasa de la prima llega a ser ¢ 4+ vs. Para una tasa de impuesto
v > 0, se obtiene una tasa de prima asintética de

c+vs —vglog(1—7)

1

c—l—v(l —7>_Ws

respectivamente.

El impuesto descontado esperado dado el superavit inicial s > 0, estd dado por

T

o(s) = E / ey (t)dt | | (2.5)

0

26



donde 7 es el tiempo de ruina, 6 > 0 es la tasa de descuento, y (t) es la tasa de
impuesto pagado en el tiempo ¢, que equivale a ¢y en tiempos rentables y cero en
otros tiempos. Note que la cantidad v(s) permite evaluar el impuesto recaudado por
el sistema tributario.

2.1. Descripcién del Modelo

El proceso de riesgo R, (t) con impuestos, bajo un sistema de pérdidas descrito
mas adelante se desarrolla de la siguiente manera:

nivel de ganancia

.

impuestos
pagados

—————— reclamaciones
primas

M-

ruina

|
\
T I I GI_ L >

oF z tiempo t
Figura 2.1: Descripcion grdfica del modelo.

Si s es el superavit inicial, entonces se tiene un periodo de ganancia en el que
la tasa de la prima se reduce a ¢(1 —+) hasta la primera reclamacién de tamano X,
al tiempo W;. El nivel de ganancias M; = s+ ¢(1 —~v)W;. Entonces hay un periodo
sin ganancias en el que la tasa de la prima es ¢ hasta que el proceso alcance a My,
en el tiempo oy, por ejemplo. Entonces se tiene un periodo con ganancias hasta la
primera reclamacion, después del tiempo oy, que sucede en o1 + W5 y tiene tamano
Xs.
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El nuevo nivel de ganancias estd dado por My = s + ¢(1 — 7)(W; + W), como se
muestra en la Figura 2.1.

Sea N (t) el proceso basico de arribo de las reclamaciones, y por el momento se
asume que el proceso I, no alcanza el tiempo de ruina. Entonces se obtiene una
sucesiéon de: niveles de ganancia M,,, tiempos de espera W,,, tamanos de reclamaciéon
X, y tiempos de inicio de periodos rentables o, definidos formalmente como:

oy — O,

Mo =S,

W, =mf{t > 0: N(op,_1+1t) > N(o,-1)},

Xn = R’y<0-n—1 + Wn—l) - Rv(o-n—l + Wn):

M, = M,_, + C(l - ’Y)Wna

o, =mf{t > 0,1+ W, : R,(t) = M,},n>1.

De donde, se observa que los intervalos de tiempo con ganancias (rentables) son:

(O-n717 On—1 + Wn)u n 2 17

y los intervalos de tiempo donde la aseguradora no es rentable estan dados por
On = (Un—l + Wn70n)7 n > 1.

Para el proceso R, (t), la ruina sucede sélo si R, (t) < 0 para algin ¢t € C,,, n > 1.

Los tiempos de espera Wi, W, ... son independientes con distribucién Exp(\),

(debido a la propiedad de ”falta de memoria”de esta distribucién). Por lo tanto,
on — 00y M, — oo casi seguramente (P-a.s).

2.2. La Probabilidad de Ruina

Teorema 2.1 En caso de un factor de sequridad positivo ¢ > A\ y v < 1 se tiene
que 1, (s) < 1 para todo s > 0. En particular, en este caso

1= ty(s) = (1 —%(s))“l”-

Demostracion:
Sea ¢o(s) = 1 — 1y(s), la probabilidad de no ruina en el tiempo cero.
Para 0 < s < M, se considera la funcién

g(s, M) = P{Ry(t) alcance a M antes de la ruinalRy(0) = s}.

28



Entonces ¢g(s) = g(s, M)po(M), de donde se obtiene

g(s, M) = ;io((]\?). (2.6)

Para ¢.(s) = 1—1,(s), en el primer periodo (og, o9o-+W;) con tamaiio de reclamacién
X1 en el tiempo Wy, se tiene

¢’y(3) =k [1{N0 ruina en Cl}¢'y(M1):| )

(porque la aseguradora sélo tiene dos opciones: ruina o no ruina).

Entonces

O~(s) = E [g(My — X1, My)o(My)].

Por otro lado, note que:
Observacion 1:

Si se consideran los intervalos (0¢, 09 + W1), (01,01 + Ws), entonces

¢y(s) = E [%Qﬁv(Ml)%—MZQSv(M?)

=F |:¢0((z)]$/€1]\/[1))(1)¢0§)](:4(2]\42X2 ] [¢7(M1)¢7(M2)]

por la independencia de Xy, Xo, My, My, W1, W.
Luego,
¢7(M1)¢7(M2) = (1 - @Z}v(Ml))(l - ¢7<M2))

= 1= ¢ (My) = ¢ (M) + 0, (M), (M)

Q

1= o) — () + () YoM (M),

Tomando la esperanza en ambos lados se tiene que

B[, (M1)¢,(Ms)] = 1 — 75 Elpo(Ms)] — 15 E[too(Mi)]+

() B o) Bl (M) = 1,
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ya que para i = 1, 2 se tiene que la Eio(M;)] = 0, porque si se alcanzé el nivel M;,
entonces

P{M;+ct <S(t)} =0.
De lo anterior, puede afirmarse que si g,, — 0o, entonces
o0
5| o0m)| =1,
n=1
con lo que se concluye esta primera observacion.

Entonces, si 0,, — 00, se sigue que

Po(Mn—Xn)
Ahora se define, para = > 0, la funcién

go(x) = Elo(z — X)].
Como X1, X, ..., Wi, W, ... son independientes, entonces
o) = £ | 11 2453,
Luego, de la ecuacién integro-diferencial (ver (5) en [2]) para ¢o(s)
0= AE[¢o(s — X) — do(s)] + g (s), (2.7)

con s > 0y sea X cualquiera de las X;; se obtiene

Elpo(s — X)] = AE[¢o(s)] — c¢p(s)
Luego,

Elgo(s — X)] = Elo(s)] — $00(s),

de donde, para s > 0,

Entonces
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Enseguida se propone, para x > 0, a la funcién

Ahora note que:
Observacion 2:

Si se consideran sélo las reclamaciones M y Ms, entonces

Oy(s) = B[l = f(My—s))(1 = f(Mz—s))]

E {(1 . f(MOJrc(l W —s)> (1 - f<M1 Fe(l =) Ws — s)ﬂ
E K1 - f(c(l _7)w1)> (1 - f(c(1 — (W +W2)>)1 .

De la observacién anterior, se sigue que, para ¢, — 00,

6,(s) = E L}j@ - f(c(l — ) (W + Wa + )))} .

Luego, las variables ¢(1—~)W,,, n = 1,2, ... son independientes y tienen distribucién
exponencial con parametro ﬁ; ademas, la funcién 0 < f(z) < 1 es no negativa e
integrable, entonces por el Lema A.1 del apéndice de la referencia [2] se sigue que

¢4 (s) = exp (—ﬁ z‘of(a:)da:)

1

= eap( 5 log du(s)) = (60(s))

Por lo tanto,

1

L=t (s) = (L= to(s)
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Observacién:
A primera vista, la siguiente prueba simple del Teorema 2.1 parece apropiada:

Al condicionar la aparicién de la primera reclamacién, se tiene que
s+ec(1—7)t

s) = ZO)\e’\tdt ‘0[ g<s+c(1 — Nt —y, s+l —'y)t>

6 (s + (1 = )t )dF (y). (2.8)

Haciendo un cambio de variable tal que w = s+ ¢(1 — 7)t, se sigue que dt =

Sit =0, entonces w = sy si t — 00, entonces w — oo.

Usando lo anterior, resulta que:

o0 w

02(8) = [ smye T dw [ gw — y,w)é, (w)dF (y)

0

s o]

— pc(l— A

= ec(l-7) f o=
s

“Aw w
e dwofg(w — y,w), (w)dF (y).

Ahora diferenciando con respecto a s se tiene que

0(8) = gonls) e T (~ e ) gl =y w)on (w)dF(u)+

ec(l 'Y) i _’y)e C(l ) |oo ji (E{‘g(w —y”w)¢,y(UJ)dF(y))

f'v>

= a8~ a [ 9w — v, w)o (w)dF(y)-

c(1—y

~

N T
O—zs

As L dw 0o d
1— 1— =
ec-—1 e - |5 =

o w)asv(w)dF(y))

= i 9:(8) = ity S 9(w =y, w)e, (w)dF (y)+

—

PN O—

As
eTT ¢~ D oo 4
ds

gggw Y, w %(w)dF(y))

= 20 (s) - f g(w — y, w)é, (w)dF (y).
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Recordando que, cuando t = 0, w = s, donde s es el superavit inicial, la derivada
de ¢.(s) puede expresarse de la siguiente manera:

S

(b;(S) = c(l 9257 1 ) {g ( )dE(y).

Ahora, usando (2.6) y (2.7); y posteriormente resolviendo la ecuacién diferencial de
primer grado resultante, se tiene que

0 = o) — atn | Ao (AF ()

& L2l (s) = 6,(s) + [ 2L (5)dF(y) = 0

[e=]

& B (s) - ¢, (s) + 2 f¢0 s —y)f(y)dy =0
< c(l—;”%(S) — $4(s) + 94 (s) d;)o(gg)y)} =0

<~ (:(1_;7)¢/7<S> — ¢y(8) + ¢, (s )gO(S =
& () = 6y (s) + 0 (s) (1 - $ 24

O

Multiplicando por ’Z\, la expresion anterior es equivalente a

(1= 7)@,,(5) = 26,(5) + 264(s) — &(s) 2 =0,

equivalentemente,

L0 )
=756 = a6

Luego, tomando el logaritmo en ambos lados
(1 = 7)i5log(¢-(s)) = glog(¢o(s))

& tlog(en(s)) = 4 e

1

& [ Hog(0y(s))ds = [ log(o(s)) " ds

1

& log(6y(s)) = log(90(s)) -

Aplicando la funcién exponencial en ambos lados, se tiene que
capliog(o,(5)] = cap [1og (00(s)) 7 |
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De donde se concluye que
1

0r(s) = C(u(s) .

para alguna constante C'.

Ahora, tomando el limite en ambos lados de la expresion anterior, cuando s — oo,
dicho limite es igual a uno, esto implica que C' = 1 y por consiguiente, se conclu-
ye el mismo resultado. Sin embargo, este enfoque no incluye la posibilidad de que
¢~(s) = 0,Vs > 0 (que también representa una solucién de (2.8)), mientras que la
prueba dada anteriormente lo hace. En la siguiente seccion este condicionamiento
sera la herramienta adecuada para establecer una expresion de manera explicita para

v(s).

2.3. Pago Total de Impuestos Descontado Espe-
rado

Sea B(s,b) := E[e~" (599] que denota la transformada de Laplace del tiempo
de salida superior 77 (s,0,b), que es el tiempo hasta que el proceso clésico de riesgo
Ry(t) (con intensidad de prima c), que comienza con capital inicial s < b, alcanza
a b sin conducir a la ruina antes del evento. La cantidad B(s,b) desempenard un
papel crucial mas adelante.

Note que 77(s,0,b) es una variable aleatoria defectuosa porque el tiempo de re-
cuperacion no es el mismo en cada periodo.

Por otro lado, se deduce a partir de [5], que B(s, b) puede escribirse como:

B(s,b) = 73,

donde la funcién h(s) es la solucién de la ecuacién integro-diferencial
ch'(s) — (A +d)h(s) + A fos h(s —y)dF(y) =0,
que estd determinada de manera tnica salvo por una constante (méas adelante se
asumird sin pérdida de generalidad que h(s) > 0,Vs > 0). Por ejemplo, h(s) se
puede expresar explicitamente como,
h(s) = e’ — qs(s),

donde p > 0 es la tnica solucién positiva para R en la ecuaciéon fundamental de
Lundberg

CR—A=6+ X[ e ™dF(y) =0
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y qs = Ele 0mtrlo() l{r<o0}], donde 7 denota el tiempo de ruina en el modelo
clasico de riesgo.

La cantidad g5 puede ser interpretada como el valor presente de un pago de 1 unidad
en el momento de la recuperacion, después del evento de la ruina, o alternativamen-
te, como una funcién de penalizacién con descuento, con penalidad de w(z,y) = e Y.

Ademas se considera la funcién V(s,b), que denota los pagos de dividendos des-
contados esperados en el modelo clasico de Cramér-Lundberg, con intensidad de
prima ¢, barrera horizontal b, fuerza de descuento ¢ > 0 y capital inicial s < b (ver
capitulo 6 de[4]).

Luego, para 0 < s < b, se deduce de [4] que

h(s)
b) = ——. 2.
Vis.b) = s (2.9
En efecto:
Suponga que se puede demostrar que la ecuacién integro-diferencial,
\ 5 N z+0
W) =2 200w) - 2 [ b - pdF(), (2.10)

0

para 0 < z < oo, tiene exactamente una solucion, salvo una constante multiplicativa.

Por lo tanto, puede concluirse de (A.1) que V(s,b) debe tener la siguiente forma
V(s,b) = C(b)h(s).
Luego, sustituir esta expresién en (A.2) permite determinar C'(b),

COIMB) = 25 + 200) | hb - y)dF ().

o

Por lo tanto,




Luego, por (2.10)

_ 1
c(b) = W)
Por consiguiente,
_ hs)
V(S, b) = h’_(b)

De lo anterior, se obtiene la identidad clésica

B(s.b) = V(s,b)

V(b,b)

(2.11)

Aunque no es necesario el uso de la representacién (2.11) para B(s,b), en lo que

sigue, esto se empleara para hacer mas transparentes algunas relaciones.

Por otra parte, ya que para v = 1 (en este caso todas las primas entrantes se pagan
de impuestos) el proceso de riesgo con el pago de impuestos es idéntico al proceso
de riesgo con la estrategia de barrera horizontal con barrera b = s (ver capitulo 6
de [4]), resulta natural expresar los resultados para v(s) en términos de la funcién V.

Note que dados los limites

lim gs(s) = 0,

§—00

lim gj(s) = 0,

S§—00

(ver los detalles en [5]) se deduce inmediatamente que el

lim V(s,s) = lim el

§—00 §—00
Y ePs—a5(s)
= lim S—-— S

s—00 P—ds

Enseguida se determina una expresién explicita para v(s).

Teorema 2.2 Usando la notacion anterior, el pago de impuestos descontado espe-

rado con capital inicial s > 0 estd dado por

I _ftiws Sl
v(s) = Zed VT e 0 TR g
S

1=y
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o equivalentemente

o(s) = —Lh(s)™ / h(t) T dt. (2.12)

Demostracion:
Primero se determinaran los limites simples para v(s).

Suponiendo que no se produce reclamacion en absoluto, se tiene que

oo

v(s) < [eye™ddt =

o

Por otro lado, si la primera reclamacién conduce ya a la ruina, el impuesto sélo se
puede recoger hasta el momento de esta reclamacion, lo que implica que

[e.o]

v(s) > [ Xe ’\tdtfcve %de = &5
0

Por lo tanto,

cy cy
<w < — > 0. 1
/\+5_()_6,Vs_0 (2.13)

Luego, al condicionar el tiempo de ocurrencia y el tamano de la primera reclamacion,
la funcién v(s) puede escribirse como:

o0 t
s) = [ e Mdt (f cye %d¢ +
0 0

s+e(1—7)t

e~ 0 / B(s+c(1 -t —y, s+ (1 —7)t>v<5+c(1 —7)t>dF(y)). (2.14)

Haciendo un cambio de variable tal que w = s + ¢(1 — 7)t, se sigue que dt = pE—E

Sit =0, entonces w = sy si t = 00, entonces w — oo.

Usando lo anterior, resulta que:

v(s) = /\+6+f/\€ ity (=) C(l OfB w — y, w)v(w)dF(y),

o equivalentemente

(A+9) w

A e =0 "v(w)dw [ Blw — y,w)dF(y).

c(1=7) 0

(A48)s X
v(s) = 35 + e i
S
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Enseguida, sustituyendo la identidad (2.11) en la ecuacién anterior se obtiene

(A8)s O

o (A+3)
o(s) = 35 + e [
S

C(l);y)e*c‘(fw)wvﬁuu”zu) dw of V(w —y,w)dF(y).

Pero, a partir de la teoria clasica de riesgo [4], se sabe que
A V(w—y,w)dF(y) = (A4 )V (w,w) —c
0

Por lo tanto,

oo (A+9)
(A+6)s

v(s) = Ac—za + e <=7 /%v(w) <A +6— m> dw. (2.15)

S

Por otro lado, note que debido a (2.13), v(s) estd acotada para todo s > 0 y por
consiguiente, en particular, el limite v(o0) es finito.

Tomando el limite cuando s — oo en (2.15), se obtiene, usando la regla de L’Hopital
que

U(OO) = )\_c—;_y_& + 'U(OO) (1 — _()‘—’_(S)Shjgov(s’s))’

o equivalentemente
v(oco) = lim V(s,s) = 1 (2.16)

S§—r00 p

Ahora se puede diferenciar (2.15) con respecto a s, y se debe recordar que al tiempo
0 el capital es s;

Mas aun,
(1) = (A+8) (us) — 5) —v(s) (A +0) — )

o UDyg) = y(s) — L —o(s) + 2Ll _c

A+S A+5 V(s,8) (A+9)
c(1—) o v(s) c c
S SV = Vet T s

Entonces, finalmente puede escribirse a v'(s) como

(s - (2.17)

RS R p R 7 s g

con la condicién inicial (2.16).



La solucién de esta ecuacién diferencial ordinaria de primer orden esta dada por
1
u(s) = <C _ ﬁUl(S)) e TRV,

donde

S d S 7&
U(S) = f V(é&)a U1<3) = f@ = dta
0 0
y C' es alguna constante que puede ser determinada utilizando la condicién (2.16).
En efecto:

Note que (2.17) es una ecuacién diferencial lineal de primer orden, por lo que se

S

ST | =vEn
resuelve multiplicdndola por e o 7779

. De manera que

1 ; _ftu eo
- 5
N — Ry s

dt +C|,

e‘(;f (1*7?\6/(5,5) 0
y eligiendo a U(s) y U;(s), como se especificé arriba, se tiene lo deseado.
Por otro lado, ya que V(s,s) > 0 para s > 0y lim V(s,s) = p > 0, la funcién
§—00
U(s) es no acotada en s y, en consecuencia, U (s) converge a 2=2C' cuando s — oo.

Y

Ahora, realizando algunas manipulaciones algebraicas se tiene

o(s) = (C = 5 Th(s) ) e

i | s = >ftV(ds€5> i [ vy
— Ce Y 0 B e fe Y 0 s dt e Y 0 B
(1-v)
0
con C' = 0, lo anterior puede escribirse como

fodies = ~f vt
v(s) = Led T [e 0 TR Ay

1—y
S

Ahora, al evaluar (2.9) en s = b se observa que

V(b,b) =
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entonces

= log(h(s)) — log(h(0))

_ h(s)
= log (h(0)> .

De lo anterior, finalmente puede expresarse a v(s) como;

o(s) = ﬁ(h(s))ll” T(h(t))ll”dt.

s

Observacién: En términos de la funcién h, la ecuacion diferencial (2.17) para v(s)
esta dada por

v’(s) v(s)h'(s) ¥

(I=7h(s)  1=77

con condicién inicial (2.16).

Para efectos numéricos, cuando la evaluacién exacta de (2.12) no es factible, puede
ser util comenzar directamente desde la ecuacion anterior.

Por otro lado, en varios casos, expresiones explicitas para V' (b,b) se conocen por
el teorema anterior traducido en férmulas explicitas para la suma de pago de im-
puestos descontada esperada. Por ejemplo, cuando la distribucién del tamano de
la reclamacién tiene una transformada de Laplace razonable, la funcién g5 y sub-
secuentemente la funcién V(b,b) puede ser expresada analiticamente (ver férmula
6.54 en [5]).

A continuacion se revisa un ejemplo numérico de los resultados obtenidos hasta
el momento.

Ejemplo 1:
Sea F(y) =1— e .
Diferenciando la expresién (2.10) dada anteriormente se tiene que

Ch"(s) = (A4 0)l (s) — Aah(0)e™* — A j B (s —y)e “¥dy.
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Luego, integrando por partes,
Ch"(s) = (A + 81/ (s) — Aah(s) + Aa? [ h(s — y)e~*¥dy.
0

Si ahora se reemplaza la segunda parte, por la relacion de la ecuacion integro-
diferencial original, se obtiene

Ch"(s) — (A4 0 — Ca)h/(s) — dah(s) = 0.
Dividiendo entre C,

h'(s) — QECAp(5) — dap(s) = 0,

Se trata de una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden con coefi-
cientes constantes.

Entonces se usa el método de Euler 9], en el que se busca una solucién de la forma
)
y = €™, donde r es una constante por determinar.

Se propone y = e"*

equivalentemente

o )\+5 Ca) :I: )\+5 ch 46a
o -

Se denotard por p y ry a las soluciones de esta ecuacién de segundo grado, es decir,

_ )\+6 Ca >\+5 Ca 46a
= —|— ol

(A 6-Ca) 1 [(A+6—-Ca)? + 45
2C 2 Cc? c -

o =
Por lo tanto, la solucién de esta ecuacién diferencial esta dada por
h(s) = Cief® 4+ Cye™?

donde C y C5 son constantes por determinar. Ademas, puede observarse que p > 0
y o < 0.

El siguiente paso es sustituir la solucién recién hallada en la expresién (2.10) para

determinar g2
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Entonces

hI(S) = ’\%;(Cleps + CQ(?TQS) — % f (C’lep(s_y) + Cge”(s_y)) dF(y)
0
= %Mcleps -+ )\74%50267“25 - %Cl bfep(s_y)dF(y) — %02 f €T2(s_y)dF(y).

0

S
Primero se resolveran, por integracién por partes, las siguientes integrales, [ ePEVAF ()

0
s

y [erCTVdE(y).
0
En efecto:

S

fep(s—y)dF(y) — eP(S—y)F(y)|(S)_|_f€p(s—y)pF(y>dy
0 0

= F(s)—e”FO0)+p [ 5V (1 — e~ ) dy
0

= F(s) —e”F(0) + Pf ep(sfy)dy _ pfepsfpyfaydy
0 0

= F(s)—e”F(0) + pe’s f e~PYdy — pePs fe_(p+a)ydy
0 0

S s | e PY | |s s | e (Pta)y | g
= F(s) —e”F(0) 4 pe” [_ﬂ] |6 — pe? [ ~(p+a) } 1o

= — ePs s |e? 4 1| s |e-lpted)s 1
= F(s) = e”F(0) + pe” [,p +p] pe’ [ )+p+a]

= F(s) — 6P5F<O) —1 +6ps + HLaeps—ps—ozs _ Le”s

pta
— _ ,—as _ ps . ps p__—as _ _p__ps
L—e e x0—1+e”+ Le e
= _r —as __ P ps
(p-l—oz 1) € <p+_a 1) e
— - ,—as . _—« eps
pta pta

Por lo tanto,
S

f@p(S*y)dFQy) — L(eps _ 67045)'

—+a
0 P

Andlogamente,

ro+o

ferg(s—y)dF(y) _ _« (ergs o e—as).
0
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Entonces, retomando la igualdad para h'(s), se sigue que

h'(s) = )‘T’L‘SC’lepS + %“‘5026’"25 — C’lgﬁ(eps —e ) — C’g%r;ﬁ(ems — e )

_ A ps o ps A res 0 ras A o ,ps A o ,—as__
= 0016 +0016 +0026 CCQ@ CCl—p+ae +CCl—p+ae

A a  _Tas A a _ —as
002r2+a€ + C’CQrz—l-ae :

Luego, igualando a 0,

A —as C1 Co A Ci1 _ps Ca  _ros
Cae <p+a + 7”2—&-04) Ca <p+ae + r2+ae +

%(C’leps —+ CQ€T28) + %(C’leps —+ CQ€T28) = 0
Multiplicando por C en ambos lados de la ecuacion anterior, resulta que

0=\ [e“"s (& + &> — <&e"8 + &6”5)} + (A +9)(h(s)).

pta rota pta rota

Note que, el dltimo sumando de la expresion anterior es igual a 0, ya que A\ y 4 estan
relacionadas; de tal forma que A\ = —¢. Entonces

_ C — C! _
0= er—la(epS—e @)+ (e — e,

Multiplicando por pgf—la se tiene que

0= (eps _ e—as) 4 Tg;_izg_i<eps _ e—ocs)_

De donde entonces,

Cy _ _ rmota
C1 pta

Suponga que C7 = p + a.

Por otro lado, se sabe que

h(s) = CyeP* + Coe™*

PN h(s) _ 1_'_@@&5

Cers Cp ePs

- 1- 7"2:066(7’2—/))5
pta

= h(s) =e”(p+ a) (1 — —:f:o‘j‘e(”_p)s)
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Entonces

h(s) = (p + a)e?(1 —n(s)),

con 7(s) = ’i:;f e(r2=p)s,

Ahora, aplicando el Teorema 2.2,

v(s):ﬁ<eps<1—n(s))>ll :f[(eﬂt( (t)))b] dt.

Enseguida, considere el cambio de variable: w = e(™=?(=%) se sigue que dt =

w(ry — p) dw.
Sit=s, entonces w =11y sit— 0o, entonces w — 0.

Usando lo anterior, resulta que

v(s) =

_1 1 P
%(1 —n(s)) ™ ra—p) 01— (er) = lfw_l <wr2‘1p ePS>

1
a+p

1

:%(1—7)(3))1 ”(m_phfw m<1_e(r2 p)scx;) =

g

= (1 _ elra—p)s atra,,

= 2(1 = () ™ gy | (T el i) T gy

(ra—p)(1—7)

8)—‘

1

1
= %(1 — n(S)):—L (U} (r2pfﬂ)+(1_’Y) — w(mip)—"(l_'ﬂ‘f’ln(s)) o dw.

(ra—p)(1—7)

ju—y

Usando el teorema del binomio, se tiene que

1

o(s) = (=1) 21 =n(s) " ooy

k

[o.eNe") _L_k
3 ) (w0 T (w0 ) dw
1

= CDEI-) T TS () (ﬁ“)'“(%“f—l)

k _ P _ Pk _q_1_
P (m(s)) w 20 Tp 1-(1 7)k< w” +(1— W)k-i-k)dw
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= (D20 -n6) T Y () (1) (B E-1)

k=0
sty U [
1
= (D300 2 () (5 +1) - (k1)

o ()"
)i K <<p 10 w“‘")

Finalmente, por la expresién (B.11) del apéndice B, v(s) puede escribirse en términos
de una serie hipergeométrica de Gauss como se muestra a continuacién

o(s) = Z(1 = n(s)) ™7

L P . p _—
2 (1_’7, (p—ra)(1—7)" (p—12)(1—7) +1; n( ))7 (2.18)

con Re(c) > Re(b) > 0 (cf. por ejemplo [1]).

Observacién:

La expresion (2.8) puede interpretarse como un caso especial de (2.14); para 6 = 0
se tiene B(s,b) = g(s,b).

2.4. Pago de Impuestos a Partir de un Superavit
M

Puede que sea mejor para la autoridad fiscal cobrar el impuesto sélo cuando el
superavit ha superado un umbral M > s. Por un lado, los impuestos comenzarian
mas tarde y por otro, disminuiria la probabilidad de ruina

Dy (5) = 220, (M) = L2060 (M) T = o (5)60(M) 77 > 6,(5).

Nota: La expresion anterior es el resultado de generalizar ¢o(s) = g(s, M)po(M),
usando ¢, (M) en lugar de ¢o(M), ya que no consideramos un tiempo en particular.

Asi, que a priori no esta claro qué efecto domina, y por lo tanto, tiene que in-
vestigarse la cantidad vps(s), que se define como la suma del pago de impuestos
descontada esperada hasta la ruina, dado que el pago de impuestos sélo comienza
en un nivel excedente M > s,
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Vi(s,M h(s
v (s) = B(s, M)v(M) = V((M,J\/)I)U(M) = h(gw))v(M).
Acto continuo se mostrard que el valor M = M* maximiza a vy(s):

Teorema 2.3 Si v(0) > 155, entonces para todo s > 0 el valor dptimo M* es la
solucion positiva de la ecuacion

v'(M) =1, (2.19)

y el correspondiente valor del pago de impuestos descontado esperado optimo estd da-
do por

vare (s) = Vs, M*), sis< M*,
M wu(s), sis > M*.
Si, por otro lado, v(0) < xi5, entonces M* =0 para todo s > 0 y el valor del pago

de impuestos descontado esperado optimo estda dado por
vy (8) = v(s).

Demostracion:

Debido a la regularidad de h(s) y en consecuencia de v(s), una condicién necesaria
para un valor positivo maximo M = M* es

0 s v (M)h(M)—v(M)h' (M
o) _ () ZODHAN00K D _

lo que implica
0 =o' (M*)h(M*) —v(M*)W (M*)
< V' (M*)h(M*) = v(M*)R' (M*)

R (M*) 1

o(M*)
v(M*) h(M*) V(M*,M*)"

Pero usando la ecuacién diferencial (2.17) esto se traduce en

1 _ Y — 1
(1=7)V(M*,M*) (I-mv(M=) = V(M*,M*)

" V(M*,M*
oM (7 —1) = s

Por lo tanto,
v(M*) =V (M*, M™). (2.20)

Luego, usando de nuevo (2.17), lo anterior es equivalente a v'(M*) = 1.
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Recuerde ademas que

Por lo tanto, si v(0) > 155 = V(0,0), la continuidad de v(s) y V (s, s) implica la

existencia de una solucién positiva M* de (2.20), o equivalentemente, de (2.19).

Con el fin de garantizar que el extremo M* es de hecho un méaximo, se usara el
criterio de la segunda derivada.

27.) S
sgn <—83]\A§§ )|M:M*> =

Sgn<h4h((]\?*) lv”(M*)h(M*)hz(M*) + U/(M*)h/(M*)hQ(M*) _ U/(M*)h'(M*)2h2(M*)

—(v’(M*)h’(M*)hQ(M*) (MR (M*R2(M*) — v’(M*)h’(M*)2h2(M*)>]>

_ sgn(th((Ms)*) [0 (M*)h(M*) — v(M*)h”(M*)]).
Lo cual equivale a fijarse en
sgn(v”(M*)h(M*) - v(M*)h”(M*)).
Luego, de (2.17) y de
V'(s,8) =1 — ——5——=, Vs >0, (2.21)

se puede obtener v"(M*):

* O (M*)(1=y)V (M*,M*)—v(M*)(1—~) V' (M* ,M*
V(M) = (M) (A=) ((1_7)2‘22(1\2*7]\%) NV )

* " ¥
o/ (M) (L) V (M * M) —0(M*) (1) (1— EE )
(1=)2V2(M~ M¥)

h/(M*) . hlz(M*)—h(M*)h”(M*)
(I=y)h(M*) B2 (M*)(1=y)v(M*)

B2 (M) (M) (1) M — (1= (M )R (M*) — (1=)h (M) (M)

(=) h(M*)R"2 (M) (1—)v(M*)

hl/(M*) h(M*)
(L=)h/ (M*) h(M*)

h”(M*)’U(M*)
(I=)h(M*) ~
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De esta manera, lo anterior puede simplificarse atin maés,

sgn (2 o) = sgn (o (M)R(M?) — o(M)R'(M))

= sgn (“REEE M) — o(M)R (M)
(MR (M*) (- -40
-

(
(varynr () ().

Lo que equivale a fijarse en el sgn (h”(M*)).

= sgn

= sgn

Ahora, la barrera horizontal 6ptima b*, en el modelo clasico de riesgo sin impuesto,
se define como el valor que minimiza a h'(b) (b > 0) y de [4] se sigue que, si b* > 0,
entonces es la tnica solucién positiva de h”(b) = 0.

Dado que h(s) > 0, Vs > 0, puede deducirse de (2.21) que

V/(b,b) =1 & Ml — 0

S hb)=0<b=0">0.
Luego, de v(0) > V(0,0) se sigue que
V/(M*, M*) > o' (M*) =1,

que junto con la observacion de que el blim V'(b,b) = 0, implica que M* < b*. Por
— OO

consiguiente, de (2.21), se encuentra finalmente que h”(M*) < 0 y M* representa
un maximo.

Para s < M*, el pago de impuestos descontado esperado 6ptimo resultante esta dado
por

vn(s) = parar (M) = Vs, M*).

Por otra parte, s > M* implica que los impuestos tienen que ser pagados desde el

principio, por lo que, la estrategia de pago de impuestos es equivalente al caso de
M = 0.

En el segundo caso v(0) < A+6 = V(0,0), de (2.20), un posible punto M*, debe
satisfacer que V'(M*, M*) < v/(M*) = 1, y que en vista de (2.21) deberia implicar
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que h”(M*) > 0, de modo que M* no puede ser un maximo. Como v/(s) — 0 cuan-
do M — oo, la ausencia de un valor maximo de vy (s) para 0 < M < oo implica,
en este caso, que el maximo se alcanza en M* = 0.

Observacion: Note que en particular el nivel éptimo de tributacion M™* no de-
pende del capital inicial s. Usando (2.12), el criterio (2.19) puede verse como

-1 00 -1
1= o/(M") = % (ﬁ) (h(M*)) ”hf(M*)Mf* (h(t)) e
Por lo tanto, el criterio (2.19) se traduce en la bisqueda de M* tal que

@(h(M*))_H = W(M*) [ (h(t))

M*
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Capitulo 3
Aplicacion Numérica

En este capitulo se presenta una aplicacién numérica de los resultados obtenidos
para una distribucion de cola ligera.

Considere el caso de una distribucién de tamano de reclamacion exponencial con
parametro o = 1 y elijac =2, A =1, § = 0,04. Sea ademas v = 0,5.

Entonces de (2.18) se obtiene

v(s) = 12,9642 (0,463554 ¢ 0557136%)  F7 (2;0,13845; 1,13845; 0,4636¢~0757156),

12

10

Figura 3.1: v(s) para tamanos de reclamacion con distribucion Exp(a), con ¢ = 2,
A=1,6=004 yy =05
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La Figura 3.1 representa el pago de impuestos descontado esperado en funcién del
capital inicial s.

Note que los limites triviales de (2.13) son en este caso, 0,961538 < v(s) < 25,
Vs > 0, mientras que el valor exacto en 0 es v(0) = 4,01869 y el limite esta dado

por v(oo) = 1 = 12,9642.

{v, v}

Figura 3.2: v(s) (linea roja) vs V(s,s) (linea azul)

Para la determinacién del nivel 6ptimo de partida M*, se grafican las funciones
V(s,s) y v(s) simultdneamente, ver Figura 3.2; el punto de interseccién s = M*,
donde en este caso M* = 3,00878 aproximadamente.

El valor de M* recién presentado, asi como la funcién v(s), son mejores aproxi-
maciones que las expuestas en [2]; en este trabajo V(s,s) y v(s) son iguales en el
punto M*, considerando 4 digitos después del punto decimal.

Alternativamente, para v = 0,1 (con el resto de los pardmetros idénticos) se ob-
tiene que

v(0) = 1,32623 < 5 = 1,92308,

y por lo tanto, debido al Teorema 2.3 el valor 6ptimo para M estd dado por M* = 0.

En este caso, también se obtuvieron mejores aproximaciones que en [2].
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En efecto, la Figura 3.3 muestra que las funciones V(s) y v(s) no tienen punto
de interseccién positivo y la Figura 3.4 ilustra,para s = 0, que, en este caso M* = 0
maximiza el pago de impuestos descontado esperado vy(s) para eleccion de M.

La Figura 3.5 representa el valor v(0), donde 7 varia entre 0 y 1, junto con el
valor de V(0,0) = 1,92308 que no depende de 7.

El valor éptimo M* es positivo para v > 0,05 aproximadamente.

Para v — 1, la estrategia de pago de impuestos converge a la estrategia con ba-
rrera de dividendos horizontal y correspondientemente M* — b* [4].

La Figura 3.6 representa el valor de M* como una funcién de v para el ejemplo
numérico dado anteriormente. En esta grafica, a diferencia de la fig. 5a en [2] se
muestra la funcién V'(0,0) en todo el intervalo [0,1].

{v, v}

Figura 3.3: v(s) (linea roja) vs V(s,s) (linea azul) para v = 0,1.
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Figura 3.4: El pago de impuestos descontado esperado vy (0) como funcion de M

para v = 0,1.
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Capitulo 4

Conclusiones

El objetivo fundamental de esta tesis, fue analizar el modelo clasico de Lundberg
con impuestos, una vez realizado un estudio previo de los conceptos fundamentales
de la teoria de riesgo. Para finalizar este trabajo se mostraran las conclusiones ob-
tenidas en él.

e La probabilidad de ruina para el modelo clasico de Lundberg con impuestos,
descrito en este trabajo, es menor que uno, es decir, no es seguro que ocurra la ruina
para la compania aseguradora por incluir el pago de impuestos.

e El valor de la funcién v(s), que representa el pago de impuestos descontado espe-
rado con capital inicial s, con las hipétesis dadas en el capitulo 2,se encuentra en el
intervalo

[ﬁL ZY_]
A6 7 6 0°

e El pago de impuestos descontado esperado con capital inicial s, estd dado por

S

| veho F e

’U(S) = %60 @8- fe Jo V(EHT— dt
s

o equivalentemente
v(s) = 7h(s)™ [ h(t) T dt.

e Se ha determinado también el valor del pago de impuestos descontado esperado
6ptimo (Teorema 2.3).
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e Para una distribucién de cola ligera (distribucién exponencial) para los ta-
mainios de las reclamaciones, se pusieron en préctica los resultados obtenidos, con
el fin de determinar el valor 6ptimo para el nivel M, mostrando que, efectivamente,
los dos casos dados en el Teorema 2.3 pueden ocurrir, dependiendo de la tasa de
impuestos y; y esto puede apreciarse en la gréaficas del capitulo 3.

e Todas las aproximaciones y resultados obtenidos para la aplicacion numérica del
Capitulo 3, son mejores que las presentadas en [2], ya que los valores numéricos sélo
fueron truncados a 6 digitos, no se redondearon.

Finalmente, cabe mencionar que a pesar de que el modelo usado en este traba-
jo, no toma en cuenta muchos aspectos reales en cuanto al funcionamiento de una
compania aseguradora, sirve como modelo de estudio basico, a partir del cual pueden
incluirse consideraciones que compliquen el modelo (por ejemplo, que los tamanos
de las reclamaciones no sean independientes ni estén idénticamente distribuidos,
otros gastos en los que incurre la aseguradora, etc.), con el propdsito de aproximar
el modelo lo mas cercano a la situacién real.
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Apéndice A

La Ecuacion fntegro—Diferencial de
la Estrategia de Barrera en el
Caso Continuo

Considere la estrategia de barrera, con barrera b y la suma esperada de dividendos
V (s, b) para la reserva libre inicial s. Observe, en primer lugar, que V' (s, b) es continua
en s para 0 < s < b (aunque sélo sea por la derecha en s = 0). Esto se deduce de la
relacion

V(s + ch,b) > V(s,b) > e~ MDY (54 ch, b),

(e~ es la probabilidad de que en el intervalo (0, h] no haya reclamacién y e~ es el

factor de descuento en el mismo intervalo) y del hecho de que V(s,b) es monétona
en s.

(Sea h — 0). En el primer intervalo de tiempo de longitud h, con h muy pequena,
las reclamaciones ocurren, de acuerdo con un proceso de Poisson compuesto, de la
siguiente forma:

Ninguna reclamacién: con probabilidad, 1 — Ak + O(h?);
una reclamacién: con probabilidad, Ah + O (h?);
m4s de una reclamacion: con probabilidad, O(h?),

donde O(h?) es la notacién de O grande. Una funcién f(h) se dice O grande de
g(h), denotada por f(h) = O(g(h)), si existen K y k constantes tales que

|f(R)] < Klg(h)|, siempre que [h] < k.
Para h suficientemente pequena, y considerando a Y como la variable del tamano

de la reclamacion y 0 < s < b, se tiene
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V(s,b) = (1 — Mh)e "V (s + ch,b) + \h SJ]OV(S —y,b)dF(y) + O(h?).

Ya que e %" =1 — 6h + O(h?), se sigue que

V(s,b) = (1 — Ah— 6h)V (s + ch, b) + Ah S}‘OV(S — y,b)dF(y) + O(h?).

Despejando

V (s+ch,b)—V (s,b)
ch

y tomando el limite cuando h — 0, se obtiene, por la continuidad de V' (s, b) en s,

s+0
ava(z’ -2 ch 5V(S’b) - % / V(s —y,b)dF(y), (A1)

que es valida para 0 < s < b.

Para s = b se tiene la siguiente condicion de frontera,

b+0
c A
V(bb) = —— + —— V(b—1y,b)dF(y). A2
00 = o5+ o [ V- nbdF) (A2)
0
Esta condicion se obtiene de la siguiente forma, a partir de los dos sumandos si-
guientes:

1. El pago descontado esperado de dividendos hasta la primera reclamacion:

La funcién de densidad del tiempo de inter-arribo de la reclamacién es Ae™** para
x> 0.

Usando esto, se establece el valor esperado de [ ce %dt, lo que conduce a
0

A (f ce(stdt) e Mdx
0o \0

Ac
5

(1 — e"sm) e My

_)\c[l 1}_0

— 5 ILx T aFsl T ¥
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2. El pago descontado esperado de dividendos después de la primera reclamacion:
b+0

A e [ V(b—y,b)dF(y)| e dx
0 0

b+0
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Apéndice B
Serie Hipergeométrica de Gauss

La ecuacién diferencial

d*w dw
2(1—2)—+{c—(a+b+1)z}— —abw =0, B.1
(1= )5 +{e— (a+b+ 1)} (B.1)
donde a, b y ¢ son parametros reales o complejos, es llamada la ecuacién hiper-
geométrica. Sus uUnicas singularidades son 0, 1 y co. La importancia de la ecuacion

(B.1) se deriva en parte del siguiente teorema.(Ver [6]).

Teorema B.1 Cualquier ecuacion diferencial lineal homogénea de sequndo orden
cuyas singularidades, incluyendo el punto en el infinito, son requlares y no mds de
tres, es transformable en la ecuacion hipergeométrica.

La solucidn en serie de la ecuacién (B.1) vélida alrededor de z = 0,1 0 0o se puede
construir mediante la aplicacién directa de los métodos 4-6 en [6]. En particular,
corresponde al exponente 0 en z = 0 la solucién, asumiendo que la unidad de valor
en z = 0 se encuentra que

F(a’ac;z):Za(a—i-l)~~(a+3—1)b(b—i—1)~--(b—i—s—1)z_3 (B.2)

— 1’
— cle+1)---(c+s—1) s!

con la condicién de que ¢ no es cero o un entero negativo. Esta serie converge evi-
dentemente cuando |z| < 1,y se conoce como la serie hipergeométrica de Gauss
o simplemente como la serie hipergeométrica. La suma F'(a, b, ¢; z) es la funcién
hipergeométrica.

F(a,b,c; z) es la notacién estandar para la solucién principal de la ecuacién hi-
pergeométrica, pero es mas conveniente para desarrollar la teoria en términos de la
funcién

F(a,b;c;2) = (B.3)
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porque esto conduce a un menor nimero de restricciones y féormulas simples. La
mayor parte de los resultados obtenidos se actualizan en la notacién F'. De (B.1) y
(B.2), se tiene que

Fla,b;,c2) =Y 22n2n (@), (2] < 1), (B.4)

por F(c + s) s' ’
donde, por razones de simplicidad, se usé la notacién de Pochhammer (a)y =1, y
(a)s=ala+1)---(a+s—1), (B.5)
para s =1,2,....
A diferencia de F'(a, b; c; ), la funcién F(a, b; ¢; z) existe y satisface (B.1) para todos

los valores de a, by ¢; a partir de (B.4) se verifica facilmente que cuando n es un
nimero entero no negativo,

F(a,b;—n;z) = (a)p+1(D)ns1 2" Fla+n+ Lb+n+ Lin+2;2)

w1 Fla+n4+1b+n+1n+2;2)

(n+1)! '
Por consiguiente, en estos valores excepcionales F(a,b;, ¢; z) corresponde al expo-
nente 1 — c y no 0.

= (@)n41(D)ny1 2 (B.6)

Una representacién integral para F(a,b;c; z) se puede encontrar mediante el uso
de la integral de la funcién Beta. Asuma que

Rec> Reb>0, |z| <1 (B.7)

Usando el simbolo de Pochhammer (B.5), se tiene que

& s(a)s T'(b+s
Fla,biei2) = oy 30 25 Kt

1

= m ; 2° frac(a),s! /tb+s_1(1 — ) ta, (B.8)

0

donde tanto "5 y (1 —¢)°"! asumen sus principales valores.

Como |z] < 1, el M-test prueba que la serie

> (a?sz%"“—l(l — )t (B.9)
S
s=0
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converge uniformemente en cualquier intervalo compacto ¢ dentro de (0,1). Utili-
zando las condiciones (B.7) y haciendo uso del Teorema 8.1 (Cap. 2 en [6]), se sigue
que, el orden de la suma y la integracién en (B.8) pueden ser intercambiados. Esto
produce el resultado deseado,

1

Fa,bjc;z) = m / 2711 =) (1 - 2t) . (B.10)

La ecuacién (B.10) se ha establecido en el supuesto de que |z| < 1. Pero, como
funcion de z, la integral en el lado derecho converge uniformemente en cualquier
dominio compacto que excluye todos los puntos del intervalo [1,00). Por lo tan-
to, cuando Re ¢ > Re b > 0 la integral (B.10) proporciona el valor principal de
F(a,b;c; z), excepto a lo largo de 1 < z < 0.

De esta manera,

Fla,b;c;z) = (=) (1 = 2t) L. (B.11)

)1
—~
S
~—
==
|
T&
S
~—
o
\H
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