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Introducción

En esta tesis presentamos un estudio del concepto de semi
frontera en hiperespacios de continuos. Este trabajo se ubica
dentro de la topoloǵıa de conjuntos, más precisamente, dentro
de la teoŕıa de los continuos y sus hiperespacios.

Un continuo es un espacio metrizable, compacto y conexo.
La colección de todos los continuos contenidos en un continuo
X se denota por C(X) y, equipada con la topoloǵıa de Vietoris
o, equivalentemente, con la métrica de Hausdorff, se denomina
el hiperespacio de los subcontinuos de X.

Notamos que si A es un elemento de C(X), entonces C(A)
es naturalmente un subespacio del hiperespacio C(X). La semi
frontera de C(A) es una parte de la frontera de C(A) en C(X),
intuitivamente son los elementos de la frontera de C(A) que son
accesibles por trayectorias desde el exterior de C(A), véase la
Definición 2.2 de esta tesis. Esta noción fue introducida por
A. Illanes en 1991, en [4], y ha sido explotada por varios au-
tores para resolver diversas cuestiones en hiperespacios, véase
por ejemplo [1], [6] y [7].

La meta principal de este trabajo es exponer detalladamente
los resultados presentados en [4], elaborando un texto al alcance
de los principiantes que incluye, además del estudio de semi fron-
teras en hiperespacios, una introducción a la teoŕıa general de
hiperespacios de espacios topológicos.
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Organizamos la exposición en dos caṕıtulos. En el primero,
por una parte, presentamos elementos de la topoloǵıa general,
como los resultados de conexidad, en espacios Hausdorff com-
pactos, conocidos como teoremas de golpes en la frontera, y dos
resultados de naturaleza más conjuntista: el Lema de Alexan-
der (caracterización de la compacidad con cubiertas contenidas
en una subbase) y el Teorema de reducción de Brouwer (exis-
tencia de elementos maximales y minimales en colecciones de
conjuntos) y, por otra parte, presentamos elementos de la teoŕıa
general de hiperespacios de espacios topológicos, iniciando con el
estudio de la compacidad y la conexidad del hiperespacio de los
subconjuntos cerrados no vaćıos de un espacio topológico, con
la topoloǵıa de Vietoris, y mostrando su metrizabilidad, con la
métrica de Hausdorff, en la clase de los espacios métricos com-
pactos. También incluimos el análisis clásico de la convergencia
de sucesiones con ĺımites de conjuntos, y una prueba de la arco
conexidad de los hiperespacios de continuos. El material de este
primer caṕıtulo es incluido para facilitar la lectura del segundo,
y hacer esta monograf́ıa, en la medida de lo posible, autocon-
tenida.

En el segundo caṕıtulo presentamos nuestro estudio de semi
fronteras en hiperespacios de continuos. Empezamos con re-
sultados generales, que proporcionan condiciones para localizar
elementos en la semi frontera. Luego, usando las semi fron-
teras, exponemos caracterizaciones de varias clases de continuos,
a saber: el arco, los continuos que contienen n-odos, los conti-
nuos que no contienen triodos, los continuos localmente conexos
y los hereditariamente indescomponibles. También notamos que
la cerradura de la semi frontera del hiperespacio de cada sub-
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continuo propio de un continuo X es un subcontinuo de C(X),
es decir, es un elemento del hiperespacio de subcontinuos de
C(X). Esto nos permite considerar la semi frontera en hiperes-
pacios como una función definida en C(X) − {X} con rango
en C(C(X)). Demostramos que la continuidad de esta función
implica que cada subcontinuo propio es unicoherente. Además,
probamos que esta función no es continua para los continuos
llamados dendroides. Terminamos esta tesis caracterizando a la
circunferencia, como el único continuo arco conexo para el cual
la función semi frontera es continua.

Vicente Sánchez Gutiérrez
Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
Verano de 2012
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Caṕıtulo 1

Conceptos y resultados básicos

En este caṕıtulo exponemos algunas nociones y resultados bá-
sicos de la topoloǵıa general, y de la teoŕıa de los continuos
y sus hiperespacios. En la primera sección presentamos, entre
otros, algunos teoremas relacionados con componentes de sub-
conjuntos en espacios Hausdorff, compactos y conexos, cono-
cidos como teoremas de golpes en la frontera. En la segunda
sección presentamos la teoŕıa básica de los hiperespacios de es-
pacios topológicos.

1.1 Elementos de topoloǵıa

En esta sección incluimos resultados relacionados con compo-
nentes (conexas) de subconjuntos en espacios topológicos, parti-
cularmente en espacios Hausdorff, compactos y conexos. Tam-
bién exponemos dos resultados fuertes de la topoloǵıa general,
de naturaleza más conjuntista: el Lema de Alexander (una ca-
racterización de la compacidad) y el Teorema de reducción de
Brouwer (existencia de elementos maximales y minimales en
colecciones de conjuntos).
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Notación. El interior, la frontera, y la cerradura de un sub-
conjunto A de un espacio topológico X, se denotan por int(A),
Fr(A) y A, respectivamente. El complemento de A en X se de-
nota por X−A. Si A y B son conjuntos, entonces A ≈ B denota
que A es homeomorfo a B. Si A es una colección de conjuntos,
entonces

⋃
A y

⋂
A denotan la unión y la intersección de los

elementos de la familia A, respectivamente. La cardinalidad de
A es |A|. Si X es un espacio métrico y A es acotado, diam(A)
denota el diámetro del conjunto A; y si x ∈ X y ε > 0, entonces
B(x, ε) denota la bola en X con centro en el punto x y de radio
ε. Los śımbolos N y R denotan los conjuntos de los números
naturales y números reales, respectivamente. Si {xn}n∈N es una
sucesión de puntos en un espacio topológico X y x es un punto
de X, entonces xn → x significa que la sucesión {xn}n∈N con-
verge al punto x. Por otro lado, cuando escribimos, un espacio
X significa que X es un espacio topológico.

1.1.1 Teoremas de golpes en la frontera

1.1 Definición. Una componente de un espacio topológico X

es un subconjunto conexo maximal de X.

1.2 Observación. Notamos que si p ∈ X, entonces la unión
de todos los subconjuntos conexos de X que tienen a p es una
componente de X, la cual denotamos por C(p), y referimos como
la componente de p en X.

1.3 Definición. Sean X un espacio topológico y p ∈ X. La
casi componente de p en X, denotada por Q(p), es la intersección
de todos los subconjuntos abiertos y cerrados de X que contienen
al punto p.
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1.4 Observación. Como la cerradura de un conjunto conexo es
un conjunto conexo, se tiene que las componentes son conjuntos
cerrados. También, como la intersección de conjuntos cerrados
es un conjunto cerrado, se tiene que las casi componentes son
conjuntos cerrados.

1.5 Proposición. El conjunto de las componentes de un espacio
topológico X es una partición de X. También el conjunto de las
casi componentes lo es.

Demostración. Es claro que X = ∪{C(p) : p ∈ X}. Ahora,
si C(p)∩C(q) 6= ∅, entonces C(p)∪C(q) es un conjunto conexo
que contiene a los puntos p y q. Se sigue C(p) ∪ C(q) ⊂ C(p)
y C(p) ∪ C(q) ⊂ C(q). Aśı, C(p) = C(q). Esto prueba que la
colección de las componentes es una partición del espacio.

Por otra parte, también es claro que X = ∪{Q(p) : p ∈ X}.
Ahora sean p, q ∈ X con p 6= q y supongamos que Q(p) 6= Q(q).
Sin pérdida de generalidad supongamos que Q(p) 6⊂ Q(q). Con-
sideremos x ∈ Q(p) − Q(q). Luego, existe un conjunto abierto
y cerrado en X, B, tal que q ∈ B y x /∈ B. Notemos que p /∈ B.
Se tiene que p ∈ X −B, donde X −B es un conjunto abierto y
cerrado en X, por lo cual Q(p) ⊂ X − B y aśı B ⊂ X − Q(p).
Ahora, dado que B es un conjunto abierto y cerrado en X que
contiene al punto q se sigue que Q(q) ⊂ B ⊂ X − Q(p) lo que
implica que Q(q) ⊂ X − Q(p). Por lo tanto Q(q) ∩ Q(p) = ∅.
Aśı, la colección de las casi componentes es una partición de X.

El resultado que sigue indica que la colección de las compo-
nentes de un espacio topológico es una partición más fina que la
partición que origina la colección de las casi componentes.
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1.6 Proposición. Cada componente de un espacio topológico
X está contenida en una casi componente de X.

Demostración. Fijamos un punto p ∈ X y consideramos su
componente y su casi componente, C(p) y Q(p), respectiva-
mente. Probaremos que C(p) ⊂ Q(p). Para esto, supongamos
que existe un punto x ∈ C(p)−Q(p). Existe un conjunto abierto
y cerrado en X, digamos A, tal que p ∈ A y x /∈ A. Se tiene
que A ∩ C(p) es un subconjunto abierto y cerrado de C(p), no
vaćıo. Note que x ∈ C(p) y x /∈ A ∩ C(p), aśı A ∩ C(p) es un
subconjunto propio de C(p). Esto contradice la conexidad de
C(p).

El ejemplo que sigue muestra que la inclusión de una compo-
nente en una casi componente puede ser propia.

1.7 Ejemplo. Para cada n ∈ N, denotemos por Ln al segmento
del plano euclidiano con puntos extremos xn = (0, 1

n) y yn =
(1, 1

n). Sean p = (0, 0) y q = (1, 0). Consideremos el espacio

X = (
⋃
n∈N

Ln) ∪ {p, q}.

Se tiene que C(p) = {p} y Q(p) = {p, q}.

Demostración. Para demostrar que Q(p) = {p, q}, probare-
mos las propiedades en (a) y (b) enunciadas a continuación.

(a) Todo conjunto abierto y cerrado en X que contiene al
punto p también contiene al punto q.

Consideramos un conjunto abierto y cerrado, A, en X tal que
p ∈ A. Como xn → p y A es un conjunto abierto, existe N ∈ N
tal que, para todo n ≥ N , xn ∈ A. Aśı, para todo n ≥ N ,
A ∩ Ln es un conjunto no vaćıo, abierto y cerrado en Ln, por lo
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que A ∩ Ln = Ln (ya que Ln es conexo), es decir, Ln ⊂ A. Se
sigue que, para todo n ≥ N , yn ∈ A. Luego, como yn → q y A

es cerrado, se obtiene que q ∈ A.

(b) Si x ∈ X − {p, q}, entonces x /∈ Q(p).
Sea x ∈ X −{p, q}. Existe m ∈ N tal que x ∈ Lm. Tomemos

r ∈ R con m < r < m + 1, y denotemos A = (R× (−1
r ,

1
r))∩X.

Notemos que A = (R × [−1
r ,

1
r ]) ∩ X. Aśı, A es un conjunto

abierto y cerrado en X que tiene a p y no a x. Aśı, x /∈ Q(p).

Por otra parte, como C(p) ⊂ Q(p) y Q(p) no es conexo, es
claro que C(p) = {p}.

1.8 Teorema. En cada espacio Hausdorff compacto las compo-
nentes coinciden con las casi componentes.

Demostración. Sea X un espacio Hausdorff compacto y p un
punto en X. Por la Proposición 1.6, tenemos que C(p) ⊂ Q(p).
Para demostrar que Q(p) ⊂ C(p), basta probar que Q(p) es
conexo.

Supongamos que Q(p) no es conexo, es decir, existen conjun-
tos, H y K, cerrados en Q(p), y aśı cerrados en X (Observación
1.4), ajenos y no vaćıos tales que Q(p) = H ∪ K. Sin perder
generalidad, supongamos que p ∈ H. Como X es Hausdorff
compacto, se tiene que X es un espacio normal [10, Teorema
2.4, p. 198]. Aśı, existen conjuntos abiertos y ajenos, U y V , en
X tales que H ⊂ U y K ⊂ V . Denotemos L = X − (U ∪ V ).
Notemos que L∩Q(p) = ∅, además, L 6= ∅, pues de lo contrario
X = U ∪ V , por lo cual U es un conjunto abierto y cerrado en
X y p ∈ U , aśı Q(p) ⊂ U , lo que implica que K ⊂ U y esto
contradice que U y V son ajenos.

Ahora, para cada punto y ∈ L, se tiene que y /∈ Q(p), aśı
existe un conjunto abierto y cerrado Ay en X, tal que p ∈ Ay y
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y ∈ X −Ay. Luego, L ⊂ ∪{X −Ay : y ∈ L}, donde Ay es como
se indicó. Dado que L es cerrado en X y X es compacto, existen

n ∈ N y puntos y1, ..., yn ∈ L tales que L ⊂
n⋃

i=1
(X − Ayi

).

Denotemos A =
n⋂

i=1
Ayi

y B = X − A. Como cada Ayi
es un

conjunto abierto y cerrado en X, y contiene al punto p, tenemos
que Q(p) ⊂ A. Notemos que A es un conjunto abierto y cerrado
en X.

Denotemos C = U ∩ A. Como A y U son abiertos en X,
se tiene que C es abierto en X. Veamos que C también es
cerrado en X. Para esto, notemos que L ⊂ B y A = X − B ⊂
X − L = U ∪ V , luego C = (X − V ) ∩ A y, en consecuencia, C

es cerrado en X. Entonces C es un conjunto abierto y cerrado
en X que contiene al punto p, de donde Q(p) ⊂ C, es decir,
H ∪K ⊂ U ∩A ⊂ U , lo cual es una contradicción pues K es un
conjunto no vaćıo contenido en V y U ∩ V = ∅. Esto demuestra
que Q(p) es conexo.

1.9 Teorema. (cable cortado) Si A y B son conjuntos cerra-
dos en un espacio Hausdorff compacto X tales que, para cada
conjunto conexo C en X se tiene que C ∩ A = ∅ o C ∩ B = ∅,
entonces existen conjuntos ajenos y cerrados en X, H y K, tales
que X = H ∪K, A ⊂ H y B ⊂ K.

Demostración. Sean X, A y B como se indica.

Afirmamos que para todo a ∈ A, existe un conjunto abierto
y cerrado en X, Ha, tal que a ∈ Ha y Ha ∩B = ∅.

Para probar esta afirmación, notemos que, por hipótesis, dado
a ∈ A se tiene que C(a) ∩ B = ∅. Luego, por el Teorema 1.8,
Q(a)∩B = ∅. Por la definición de casi componente, se sigue que
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B ⊂ X −∩{H ⊂ X : H es abierto y cerrado en X con a ∈ H}.
Aśı, B ⊂ ∪{X −H : H es abierto y cerrado en X con a ∈ H}.

Como B es cerrado en el compacto X, se tiene que B es
compacto. Aśı, existen k ∈ N y conjuntos abiertos y cerrados

en X, H1, ..., Hk, que contienen al punto a y B ⊂
k⋃

i=1
(X −Hi).

Es decir, B ⊂ X − (
k⋂

i=1
Hi).

Denotemos Ha =
k⋂

i=1
Hi. Notemos que Ha es un conjunto

abierto y cerrado en X tal que a ∈ Ha y Ha ∩ B = ∅. Aśı, la
afirmación está demostrada.

Ahora, notemos que A ⊂ ∪{Ha : a ∈ A}, donde Ha es como
en la afirmación demostrada. Por la compacidad de A, existen

m ∈ N y puntos a1, ..., am ∈ A tales que A ⊂
m⋃

j=1
Haj

. Denotemos

H =
m⋃

j=1
Haj

y K = X −H. Es fácil ver que H y K satisfacen

la conclusión del teorema.

1.10 Teorema. (primer teorema de golpes en la frontera) Si U

es un conjunto abierto, propio y no vaćıo en un espacio Haus-
dorff, compacto y conexo X, y K es una componente de U ,
entonces K ∩ Fr(U) 6= ∅.

Demostración. Considerando las hipótesis indicadas, supon-
gamos que K ∩ Fr(U) = ∅. Notemos que si C es un conjunto
conexo en U tal que C ∩ K 6= ∅, entonces C ⊂ K y, en conse-
cuencia, C ∩Fr(U) = ∅. Esto significa que, para cada conjunto
conexo C en U se tiene que C ∩K = ∅ o C ∩Fr(U) = ∅. Luego,
por el teorema del cable cortado, Teorema 1.9, existen conjun-
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tos ajenos y cerrados en U , M1 y M2, tales que U = M1 ∪M2,
K ⊂ M1 y Fr(U) ⊂ M2.

Denotemos M3 = M2 ∪ (X − U). En lo que sigue vamos a
demostrar que M1 y M3 son una disconexión de X.

(a) Notemos que M1 ∪M3 = M1 ∪M2 ∪ (X −U) = U ∪ (X −
U) ⊇ U ∪ (X − U) = X. Se concluye que X = M1 ∪M3.

(b) Notemos que M1 y M2 son cerrados en X ya que M1 y
M2 son cerrados en U y U es cerrado en X. Ahora, como U es
abierto en X se tiene que X − U es cerrado en X. Aśı M3 es
cerrado en X.

(c) M1 y M3 son no vaćıos: dado que K 6= ∅ y K ⊂ M1, se
tiene que M1 6= ∅; además, U es un subconjunto abierto propio
de X y X − U ⊂ M3, aśı M3 6= ∅.

(d) Por último veamos que M1 y M3 son ajenos: notemos que
M1 ∩ M3 = M1 ∩ [M2 ∪ (X − U)] = (M1 ∩ M2) ∪ [M1 ∩ (X −
U)] = M1 ∩ (X − U) ⊂ U ∩ (X − U) = Fr(U) ⊂ M2, es decir,
M1 ∩M3 ⊂ M2, de donde M1 ∩M3 = ∅, ya que M1 ∩M2 = ∅.

Hemos demostrado que M1 y M3 constituyen una separación
de X, lo cual es una contradición con la conexidad de X. Esta
contradicción prueba que K ∩ Fr(U) 6= ∅.

1.11 Teorema. Si A es un conjunto compacto, conexo, propio
y no vaćıo, en un espacio Hausdorff, compacto y conexo X, y
U es un conjunto abierto en X tal que A ⊂ U , entonces existe
un conjunto compacto, conexo, B, en X tal que A ⊂ B ⊂ U y
A 6= B.

Demostración. Sean A, U y X como se indican. Dado que
X es Hausdorff y compacto se tiene que X es normal. Ahora,
como A es cerrado en X, existe un conjunto abierto, V , en X tal
que A ⊂ V ⊂ V ⊂ U . Supongamos que V 6= X (en otro caso,
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la conclusión se tiene haciendo B = X). Sea B la componente
de V que contiene a A (B existe porque A ⊂ V y A es conexo).
Es claro que B es compacto, pues B es cerrado en X y X es
compacto. También se tiene que A ⊂ B ⊂ U . Además, por el
primer teorema de golpes en la frontera, Teorema 1.10, se tiene
que B ∩ (X − V ) 6= ∅. Aśı, A 6= B.

1.12 Teorema. (segundo teorema de golpes en la frontera) Si
E es un subconjunto propio y no vaćıo, de un espacio Hausdorff,
compacto y conexo X, y K es una componente de E, entonces
K ∩X − E 6= ∅.

Demostración. Supongamos que K ∩X − E = ∅. Dado que
K 6= ∅ y E es un subconjunto propio de X tenemos que K 6= ∅
y X − E 6= ∅. Notemos que K es un conjunto compacto, conexo
y propio en X. Denotemos U = X − X − E. Por el Teorema
1.11, existe un conjunto compacto y conexo, B, en X tal que
K ⊂ B ⊂ U y K 6= B. Por otro lado, como X − E ⊂ X −
int(E) = X − E, se tiene que U ⊂ E. En consecuencia, B es
un conjunto conexo en E que contiene propiamente a K. Esto
contradice el hecho de que K es una componente de E . Esta
contradición demuestra que K ∩X − E 6= ∅.

1.13 Teorema. (tercer teorema de golpes en la frontera) Sean
E un subconjunto propio y no vaćıo de un espacio Hausdorff,
compacto y conexo X, y K una componente de E. Si E es
abierto en X, entonces K ∩ (X − E) 6= ∅; y si E es cerrado en
X, entonces K ∩X − E 6= ∅.

Demostración. Supongamos que E es abierto en X, se tiene
que X − E es cerrado en X, es decir, X − E = X − E. Luego,
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por el segundo teorema de golpes en la frontera, Teorema 1.12,
se tiene que K ∩ (X − E) 6= ∅.

Por otro lado, si E es cerrado en X, entonces K es cerrado en
X, es decir, K = K. Luego, por el segundo teorema de golpes
en la frontera, Teorema 1.12, se tiene que K ∩X − E 6= ∅.

1.14 Lema. Sean A y B subconjuntos compactos, conexos, pro-
pios y no vaćıos, de un espacio Hausdorff, compacto y conexo
X tales que A ⊂ B. Si K es una componente de X −B tal que
K −K ⊂ A, entonces K ∪A es un conjunto compacto y conexo
en X.

Demostración. Como B es un subconjunto cerrado, propio y
no vaćıo de X, se tiene que X − B es un subconjunto abierto,
propio, no vaćıo de X. Luego, por el tercer teorema de golpes
en la frontera, Teorema 1.13, se tiene que K ∩ [X − (X −B)] =
K ∩B 6= ∅. Se sigue que K −K 6= ∅ pues de lo contrario, K =
K ⊂ X −B, de donde K ∩B = ∅, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto K − K 6= ∅. Con esto y la hipótesis de este lema
se tiene que K ∩A 6= ∅. En consecuencia, K ∪A es un conjunto
conexo en X. Por otra parte, notamos que K ∪A = (K −K)∪
K ∪ A = K ∪ A. Se sigue que K ∪ A es un conjunto cerrado y
conexo en X.

1.15 Teorema. Si A es un subconjunto compacto, conexo y
propio de un espacio Hausdorff, compacto y conexo X, y K

es una componente de X − A, entonces K ∪ A es un conjunto
compacto y conexo en X.

Demostración. Considerando las hipótesis indicadas, vamos
a demostrar que K−K ⊂ A. Para esto, supongamos que existe
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un punto x ∈ K − K tal que x ∈ X − A. Se tiene que x ∈
K∩(X−A). Como K es una componente de X−A, se tiene que
K es un conjunto cerrado en X−A, por lo cual K∩(X−A) = K.
Se sigue que x ∈ K, lo cual es una contradicción pues x ∈ K−K.
Esto prueba que K−K ⊂ A. Luego, tomando B = A en el Lema
1.14, se obtiene la conclusión de este teorema.

1.16 Definición. Una colección de subconjuntos F de un espa-
cio X es una cadena en X si para cualesquiera elementos A y
B en F se tiene que A ⊂ B o B ⊂ A.

1.17 Teorema. Si F es una cadena de conjuntos cerrados en un
espacio compacto X, y U es un conjunto abierto en X tal que⋂
F ⊂ U , entonces existe un elemento A en F tal que A ⊂ U .

Demostración. Sean X y F como se indican. Supongamos
que, para todo A ∈ F , A 6⊂ U . Denotemos A = {A − U :
A ∈ F}. Se tiene que A es una colección de subconjuntos ce-
rrados y no vaćıos de X. Veamos que la colección A tiene la
propiedad de la intersección finita: como F es una cadena, para
cada subcolección finita, A1, ..., An, de elementos de F , existe
i ∈ {1, ..., n} tal que Ai ⊂ Aj para todo j ∈ {1, ..., n}, luego,
n⋂

j=1
(Aj − U) = Ai − U 6= ∅.

Ahora, como X es compacto, se sigue que
⋂
A 6= ∅, [10,

Teorema 5.9, p. 170]. Luego, puesto que
⋂
A = (

⋂
F) − U , se

obtiene que
⋂
F 6⊂ U . Aśı, el teorema está demostrado.

1.18 Corolario. Si {Xn}n∈N es una sucesión decreciente de es-
pacios Hausdorff y compactos; y U es un conjunto abierto en
X1 tal que

⋂
n∈N

Xn ⊂ U , entonces existe N ∈ N tal que Xn ⊂ U

para todo n ≥ N .
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Demostración. Notemos que la colección {Xn : n ∈ N} es
una cadena de subconjuntos cerrados de X1, aśı, el corolario se
sigue directamente del Teorema 1.17.

1.19 Teorema. Si F es una cadena de subconjuntos cerrados,
conexos y no vaćıos, de un espacio Hausdorff, compacto y conexo
X, entonces

⋂
F es un conjunto compacto, conexo y no vaćıo

en X.

Demostración. Como la intersección de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado, se tiene que

⋂
F es un conjunto cerrado

y, en consecuencia, es un conjunto compacto en X. Por otra
parte, notemos que F tiene la propiedad de la intersección finita
(ya que es una cadena de conjuntos no vaćıos), luego, por la
compacidad de X, se obtiene que

⋂
F 6= ∅, [10, Teorema 5.9, p.

170]. Aśı, resta mostrar que
⋂
F es conexo.

Supongamos que
⋂
F = A ∪ B, donde A y B son conjuntos

cerrados y ajenos. Probaremos que A = ∅ o B = ∅. Como X es
Hausdorff y compacto, se tiene que X es un espacio normal, aśı
podemos considerar conjuntos abiertos y ajenos, U y V , en X

tales que A ⊂ U y B ⊂ V . Se tiene que
⋂
F ⊂ U ∪ V y U ∪ V

es un conjunto abierto en X. Luego, por el Teorema 1.17, existe
un elemento F ∈ F tal que F ⊂ U ∪ V . Como F es conexo y
U y V son abiertos ajenos, se tiene que F ⊂ U o F ⊂ V . Sin
perder generalidad, suponemos que F ⊂ U . Ahora, puesto que⋂
F ⊂ F , se tiene que A ∪ B ⊂ F y, en consecuencia, B ⊂ U .

Aśı, B ⊂ U ∩ V = ∅, por lo cual B = ∅. Esto prueba que
⋂
F

es conexo.
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1.1.2 Teoremas de topoloǵıa de conjuntos

Finalizamos esta subsección con dos resultados fundamentales
de la topoloǵıa general: el Lema de Alexander, el cual usaremos
en la sección que sigue para demostrar que los espacios com-
pactos tienen hiperespacio compacto (Teorema 1.31) y el Teo-
rema de reducción de Brouwer, el cual usaremos en el caṕıtulo
siguiente para demostrar la existencia de elementos minimales
en las semi fronteras de los hiperespacios (Teorema 2.19) y para
demostrar la existencia de arcos maximales en dendroides (Teo-
rema 2.39). Para esto, conviene recordar los conceptos de ele-
mento maximal y elemento minimal en conjuntos parcialmente
ordenados (la noción de orden parcial puede consultarse en [2,
p. 4] o en [10, p. 24-28]).

1.20 Definición. Sean α y β elementos de un conjunto parcial-
mente ordenado, Γ, por una relación ≤. Decimos que α es un
elemento maximal en Γ si, para todo γ ∈ Γ tal que α ≤ γ, se
tiene que α = γ. Decimos que β es un elemento minimal en Γ
si, para todo γ ∈ Γ tal que γ ≤ β, se tiene que γ = β.

1.21 Teorema. (Lema de Alexander) Un espacio es compacto
si, y sólo si, toda cubierta del espacio, con elementos de una
subbase dada, tiene una subcubierta finita.

Demostración. Que la condición en el teorema es necesaria
se sigue inmediatamente, porque los elementos de cualquier sub-
base son conjuntos abiertos.

Para demostrar que la condición es suficiente, consideramos
un espacio X y una subbase S para la topoloǵıa de X; supon-
gamos que X no es compacto y fijemos una cubierta abierta W
de X tal que W no tiene subcubiertas finitas.
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Sea H la colección de todas las cubiertas abiertas de X que
no tienen subcubiertas finitas. Observemos que H no es vaćıo,
ya que W ∈ H.

Consideremos el conjunto parcialmente ordenado (H,≤), don-
de el orden parcial es la inclusión, es decir, dados U , V ∈ H, se
tiene que U ≤ V si, y sólo si, U ⊂ V. Vamos a demostrar que H
tiene un elemento maximal (naturalmente, para esto usaremos
el Lema de Zorn, [2, Proposición 0.D.3, p. 7]).

Sea D una cadena en H, es decir, D es un subconjunto de
H tal que cualesquiera dos de sus elementos son comparables
con la inclusión. Denotemos F =

⋃
D. Es claro que, para todo

D ∈ D, se tiene que D ≤ F . Vamos a probar que F ∈ H (aśı,
tendremos que F es una cota superior de la cadena D en H).

Es claro que F es una cubierta abierta de X. Supongamos
que F /∈ H, es decir, supongamos que F tiene una subcubierta
finita. Esto significa que existen elementos, V1, ..., Vn, de F tales

que X ⊂
n⋃

i=1
Vi. Por otro lado, por la definición de F , existen

elementos en la cadena D, digamosD1, . . . ,Dn, tales que Vi ∈ Di,
para cada i ∈ {1, ..., n}. Como D es una cadena, existe j ∈
{1, . . . , n} tal que Di ⊂ Dj, para todo i ∈ {1, . . . , n}. Se sigue
que los elementos V1, ..., Vn pertenecen a Dj, lo cual significa
que Dj tiene una subcubierta finita. Esto es una contradicción,
ya que Dj ∈ H. Aśı, hemos demostrado que F pertenece a la
colección H.

Ahora, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal en
H, el cual denotamos por V . Demostraremos la afirmación que
sigue.

Afirmación: si M ∈ V y V1, ..., Vk son conjuntos abiertos en
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X tales que
k⋂

i=1
Vi ⊂ M , entonces existe i ∈ {1, . . . , k} tal que

Vi ∈ V .

Para probar esta afirmación, supongamos que para cada i ∈
{1, . . . , k}, Vi /∈ V . Se sigue que cada V ∪ {Vi} es una cubierta
abierta de X que contiene propiamente a la cubierta V . Dado
que V es un elemento maximal de H, se tiene que V ∪ {Vi}
no pertenece a la colección H, por lo cual cada una de estas
cubiertas tiene una subcubierta finita. Se sigue, para cada i ∈
{1, . . . , k}, existe un número ni ∈ N y elementos, Mi1, ...,Mini

,
en V tales que

X = Vi ∪Mi1 ∪ ... ∪Mini
.

De aqúı se obtiene que

X = (
k⋂

i=1

Vi) ∪ (
k⋃

i=1

ni⋃
j=1

Mij).

Luego, puesto que
k⋂

i=1
Vi ⊂ M , se sigue que

X = M ∪ (
k⋃

i=1

ni⋃
j=1

Mij).

Esto significa que la colección {M} ∪ {Mij : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤
j ≤ ni} es una subcubierta finita de la cubierta V . Esto es una
contradicción ya que V ∈ H. Aśı la afirmación está mostrada.

Ahora, vamos a demostrar que la colección S ∩ V es una
cubierta del espacio X. Dado x ∈ X, existe M ∈ V tal que
x ∈ M . Como S es una subbase para la topoloǵıa de X, existen

k ∈ N y elementos, S1, . . . , Sk, en S tales que x ∈
k⋂

i=1
Si ⊂ M .
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Luego, por la afirmación anterior, existe i ∈ {1, . . . , k} tal que
Si ∈ V . Se obtiene que x ∈ Si ∩M y Si ∈ S ∩ V . Aśı, S ∩ V es
una cubierta de X.

Por lo anterior, tenemos que S∩V es una cubierta de X cuyos
elementos pertenecen a la subbase S, y no tiene subcubiertas
finitas (pues está contenida en V , que es un elemento de H).

En resumen, hemos demostrado que si un espacio X no es
compacto y S es una subbase para la topoloǵıa de X, entonces
existe una cubierta de X, formada por elementos de S que no
tiene subcubiertas finitas.

1.22 Teorema. (Teorema de reducción de Brouwer) Sean X un
espacio con una base numerable y C una colección de subcon-
juntos cerrados de X, ordenada parcialmente por la inclusión de
conjuntos.

(a) Si para toda sucesión decreciente en C, {Cn}n∈N, se tiene
que

⋂
n∈N

Cn ∈ C, entonces existe un elemento minimal en C.

(b) Si para toda sucesión creciente en C, {Cn}n∈N, existe un
elemento C ∈ C tal que, para cada n ∈ N, Cn ⊂ C, entonces
existe un elemento maximal en C.

Demostración. (a) Fijemos una base numerable para X, di-
gamos {Bn : n ∈ N}, y un elemento C0 ∈ C. Denotemos

C0 = {C ∈ C : C ⊂ C0 ∩ (X −B1)}.

Si C0 6= ∅, entonces fijamos un elemento C1 ∈ C0 y, si C0 = ∅,
entonces denotamos C1 = C0.

Ahora, supongamos que se han determinado n elementos de
C, digamos C1, C2, . . . , Cn, tales que Ci ⊂ Ci−1 ⊂ C0 y, si Ci está
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contenido propiamente en Ci−1, entonces Ci∩Bi = ∅, para cada
i ∈ {1, . . . , n}. Denotemos

Cn = {C ∈ C : C ⊂ Cn ∩ (X −Bn+1)}.

Si Cn 6= ∅, entonces fijamos un elemento Cn+1 ∈ Cn y, si Cn = ∅,
entonces denotamos Cn+1 = Cn.

De este modo, inductivamente, hemos determinado una suce-
sión decreciente, {Cn}n∈N, de elementos de C con la propiedad
adicional de que, para cada n ∈ N, si Cn+1 está contenido propia-
mente en Cn, entonces Cn+1 ∩Bn+1 = ∅.

Denotemos E =
⋂

n∈N
Cn. Por hipótesis se tiene que E ∈ C.

Vamos a probar que E es un elemento minimal en C.

Para esto supongamos lo contrario y fijemos D ⊂ E con
D 6= E tal que D ∈ C. Fijemos un punto x ∈ E −D. Como D

es cerrado, existe k ∈ N tal que x ∈ Bk ⊂ (X − D). Notemos
que Bk ∩ E 6= ∅, Bk ∩ D = ∅ y D ⊂ E ⊂ Ck−1. Se sigue
que D ⊂ Ck−1 ∩ (X − Bk), aśı, Ck−1 6= ∅. Luego, Ck está
determinado de modo que Ck ∈ C y Ck ⊂ Ck−1 ∩ (X − Bk).
Dado que E ⊂ Ck ⊂ (X − Bk), se obtiene que E ∩ Bk = ∅ lo
cual es una contradicción. Esta contradicción demuestra que E
es un elemento minimal en C.

(b) Como en (a), fijamos una base numerable para X, diga-
mos {Bn : n ∈ N}, y un elemento C0 ∈ C. Denotemos

C0 = {C ∈ C : C0 ⊂ C y C ∩B1 6= ∅}.

Si C0 no es vaćıo fijamos un elemento C1 ∈ C0 y si la colección
C0 es vaćıa definimos C1 = C0.

Ahora, supongamos que se han determinado n elementos de
C, digamos C1, C2, . . . , Cn, tales que C0 ⊂ C1 ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ Cn y,
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si Ci−1 está contenido propiamente en Ci, entonces Ci ∩Bi 6= ∅,
para cada i ∈ {1, . . . , n}. Denotemos

Cn = {C ∈ C : Cn ⊂ C y C ∩Bn+1 6= ∅}.

Si Cn 6= ∅, entonces fijamos un elemento Cn+1 ∈ Cn y, si Cn = ∅,
entonces denotamos Cn+1 = Cn.

De este modo, inductivamente, hemos determinado una su-
cesión creciente, {Cn}n∈N, de elementos de C con la propiedad
adicional de que, para cada n ∈ N, si Cn−1 está contenido pro-
piamente en Cn, entonces Cn ∩Bn 6= ∅.

Por hipótesis, existe un elemento C de C tal que, para cada
n ∈ N, Cn ⊂ C. Demostraremos que C es un elemento maximal
en C.

Supongamos, por el contrario, que existe un elemento D en
C que contiene propiamente a C y fijemos un punto x ∈ D−C.
Se tiene que X −C es un conjunto abierto en X que contiene al
punto x. Luego, existe m ∈ N tal que x ∈ Bm ⊂ X−C. Por una
parte, como Cm ⊂ C y C ∩ Bm = ∅, se tiene que Cm ∩ Bm = ∅.
Por otra parte, puesto que Cm−1 ⊂ C y C está contenido en D,
entonces Cm−1 está contenido en D. Además, como x ∈ D∩Bm,
se tiene que D∩Bm 6= ∅. Luego, D es un elemento de la colección
Cm−1. Esto significa que la colección Cm−1 no es vaćıa. Luego, el
elemento Cm está determinado de tal forma que Cm ∩ Bm 6= ∅.
Esto es una contradicción. Esta contradicción demuestra que C
es un elemento maximal en C.
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1.2 Elementos de hiperespacios de conjuntos

En esta parte, presentamos elementos básicos de la teoŕıa de
hiperespacios de espacios topológicos, iniciando con la exposición
de la topoloǵıa de Vietoris y el estudio de la compacidad y
la conexidad del hiperespacio de los subconjuntos cerrados no
vaćıos con esta topoloǵıa. Además, mostramos la metrizabilidad
de la topoloǵıa de Vietoris, con la métrica de Hausdorff, en la
clase de los espacios métricos compactos. También incluimos el
análisis clásico de la convergencia de sucesiones con ĺımites de
conjuntos y una prueba de la arco conexidad de los hiperespacios
de continuos.

1.2.1 Topoloǵıa de Vietoris

Aqúı exponemos la topoloǵıa de Vietoris para la familia de sub-
conjuntos cerrados, no vaćıos, de un espacio topológico. Primero
consideramos la siguiente notación.

1.23 Notación. Para un espacio topológico X, denotamos

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vaćıo en X}.

1.24 Notación. Para un subconjunto U de un espacio X, de-
notamos

U+ = {A ∈ 2X : A ⊂ U} y U− = {A ∈ 2X : A ∩ U 6= ∅}.

1.25 Definición. Dado un espacio X, la topoloǵıa de Vietoris
es la topoloǵıa en 2X que tiene como subbase a la colección S
definida por

S = {U+ : U es abierto en X} ∪ {V − : V es abierto en X}.
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1.26 Definición. El hiperespacio de los subconjuntos cerrados
y no vaćıos de un espacio X es el conjunto 2X con la topoloǵıa
de Vietoris.

1.27 Notación. Para un espacio X, la topoloǵıa de Vietoris del
hiperespacio 2X es denotada por τV .

1.28 Observación. Una base, βS , para la topoloǵıa de Vie-
toris del hiperespacio 2X de un espacio X, se describe como la
colección de las intersecciones finitas de elementos de la colección
S. Es decir, los elementos de la base βS son de la forma

U+
1 ∩ · · · ∩ U+

n ∩ V −
1 ∩ · · · ∩ V −

m (1.1)

donde n,m ∈ N y Ui y Vj son conjuntos abiertos en X para cada
1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m.

A continuación vemos otra forma de determinar los elementos
básicos de la topoloǵıa de Vietoris. Para esto, consideramos la
notación que sigue.

1.29 Notación. Para una colección finita de subconjuntos de un
espacio X, digamos E1, ..., En, denotamos 〈E1, ..., En〉 = {A ∈
2X : A ⊂

n⋃
i=1

Ei y A ∩ Ei 6= ∅ para todo i ∈ {1, ..., n}}.

También denotemos βV = {〈W1, ...,Wn〉 : n ∈ N y Wi es
abierto en X para todo i ∈ {1, ..., n}}.

1.30 Teorema. Para un espacio X, la colección βV es una base
para la topoloǵıa de Vietoris del hiperespacio 2X .
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Demostración. Probaremos que βV = βS , donde βS es la base
de τV , que se indica en la Observación 1.28.

Dado 〈W1, ...,Wn〉 ∈ βV , denotemos W =
n⋃

i=1
Wi. Note-

mos que 〈W1, ...,Wn〉 = W+ ∩ W−
1 ∩ W−

2 ∩ · · · ∩ W−
n . Aśı,

〈W1, ...,Wn〉 ∈ βS . Por lo tanto βV ⊂ βS .

Ahora, para mostrar que βS ⊂ βV probaremos lo que se in-
dica en (a) y (b):

(a) Se tiene que S ⊂ βV : esto resulta porque para cua-
lesquiera conjuntos abiertos, U y V , en X, U+ = 〈U〉 y V − =
〈V, X〉.

(b) Se tiene que βV es cerrado bajo intersecciones finitas: para
justificar esto, dados dos elementos de βV , digamos 〈W1, ...,Wn〉
y 〈O1, ..., Om〉 denotemos W =

n⋃
i=1

Wi y O =
m⋃

i=1
Oi.

Probaremos la siguiente afirmación:

La intersección 〈W1, ...,Wn〉∩〈O1, ..., Om〉 coincide con el con-
junto

〈W ∩O1, ...,W ∩Om, W1 ∩O, ..., Wn ∩O〉. (1.2)

Para probar esta afirmación, primero notemos que

(W ∩O1) ∪ · · · ∪ (W ∩Om) ∪ (W1 ∩O) ∪ · · · ∪ (Wn ∩O) =

[W ∩ (
m⋃

j=1

Oj)] ∪ [(
n⋃

i=1

Wi) ∩O)] =
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(W ∩O) ∪ (W ∩O) = W ∩O. (1.3)

Ahora, dado A ∈ 〈W1, ...,Wn〉∩ 〈O1, ..., Om〉 se tiene que A ∈
〈W1, ...,Wn〉 y A ∈ 〈O1, ..., Om〉, aśı A es un elemento de 2X tal

que A ⊂
n⋃

i=1
Wi, A∩Wi 6= ∅, para todo i ∈ {1, ..., n}, A ⊂

m⋃
j=1

Oj

y A ∩ Oj 6= ∅, para todo j ∈ {1, ...,m}. Se sigue que A ∈ 2X ,

A ⊂ (
n⋃

i=1
Wi)∩(

m⋃
j=1

Oj), A∩Wi 6= ∅ para todo i ∈ {1, ..., n} y A∩

Oj 6= ∅ para todo j ∈ {1, ...,m}, es decir, A ∈ 2X , A ⊂ W ∩ O,
A ∩ (W ∩ Oj) 6= ∅ para todo j ∈ {1, ...,m} y A ∩ (O ∩Wi) 6= ∅
para todo i ∈ {1, ..., n}. Con esto, y lo indicado en (1.3), se
sigue que

A ∈ 〈W ∩O1, ...,W ∩Om, W1 ∩O, ..., Wn ∩O〉.

Por otro lado, si B ∈ 〈W∩O1, ...,W∩Om, W1∩O, ..., Wn∩O〉,
entonces B es un elemento de 2X y, por lo que se indica en (1.3),
B ⊂ W y B ⊂ O. Además, B ∩ (W ∩ Oj) 6= ∅ para todo
j ∈ {1, ...,m}, y B ∩ (Wi ∩ O) 6= ∅ para todo i ∈ {1, ..., n}, aśı
B ∩ Wi 6= ∅, para todo i ∈ {1, ..., n} y B ∩ Oj 6= ∅, para todo
j ∈ {1, ...,m}. Esto significa que B ∈ 〈W1, ...,Wn〉∩〈O1, ..., Om〉.

De esta manera, hemos demostrado la afirmación en (1.2), la
cual demuestra lo indicado en (b).

Finalmente, con (a) y (b), y la definición de βS , se obtiene
que βS ⊂ βV . Con todo, βV = βS .

1.31 Teorema. El espacio X es compacto si, y sólo si, el hiperes-
pacio 2X es compacto.
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Demostración. Supongamos que X es compacto. Conside-
ramos la subbase S de la topoloǵıa de Vietoris en 2X , dada en la
Definición 1.25. Por el lema de Alexander (Teorema 1.21), basta
mostrar que cualquier cubierta de 2X formada por elementos de
S, tiene una subcubierta finita.

Fijemos una cubierta de 2X , digamos U , formada por ele-
mentos de la subbase S. Podemos denotar U = U+∪U−, donde
cada elemento de U+ es de la forma U+ para algún conjunto
abierto U en X, y cada elemento de U− es de la forma V − para
algún conjunto abierto V en X. En lo que sigue consideremos
dos casos.

(1) La colección {V : V − ∈ U−} es una cubierta de X: en
este caso existe una colección finita de conjuntos abiertos en

X, V1, ..., Vn, tales que V −
i ∈ U−, i ∈ {1, ..., n}, y X =

n⋃
i=1

Vi.

Ahora, notamos que si A ∈ 2X , entonces A∩ Vi 6= ∅, para algún
i ∈ {1, ..., n}, aśı A ∈ V −

i . Se sigue que la colección {V −
1 , ..., V −

n }
es una subcubierta finita de U .

(2) La colección {V : V − ∈ U−} no es una cubierta de X:
en este caso, denotamos F = X − ∪{V : V − ∈ U−} y notamos
que F ∈ 2X . Además, por la definición de F , si V es un abierto
en X y V − ∈ U−, entonces F ∩ V = ∅, aśı, F /∈ V −. Esto
significa que F no pertenece a ningún elemento de la colección
U−. Luego, puesto que U cubre a 2X , se tiene que F pertenece a
algún elemento de la colección U+. Es decir, existe un conjunto
abierto en X, UF , tal que F ∈ U+

F ∈ U+. Se tiene que F ⊂ UF .
Es decir, X − ∪{V : V − ∈ U−} ⊂ UF . Aśı, X = UF ∪ (∪{V :
V − ∈ U−}), o sea que la colección {V : V − ∈ U−}∪{UF} es una
cubierta abierta de X. Luego, por la compacidad de X, existe
una colección finita de conjuntos abiertos en X, V1, ..., Vm, tales
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que V −
i ∈ U−, i ∈ {1, ...,m}, y X = UF ∪ (

m⋃
i=1

Vi).

Ahora, si A ∈ 2X y A /∈ V −
i para cada i ∈ {1, ...,m}, entonces

A ∩ (
m⋃

i=1
Vi) = ∅. Se tiene que A ⊂ UF , es decir, A ∈ U+

F .

Esto demuestra que la colección {V −
1 , ..., V −

m } ∪ {U+
F } es una

subcubierta finita de la cubierta U .

Hemos probado que la compacidad de X implica la compaci-
dad del hiperespacio 2X .

Rećıprocamente, supongamos que X es un espacio tal que
su hiperespacio 2X es compacto y consideremos una cubierta
abierta U de X. Denotemos U− = {U− : U ∈ U}. Notemos que
U− es una cubierta abierta de 2X , porque si A ∈ 2X fijando un
punto a ∈ A, determinamos un elemento U de U tal que a ∈ U ,
aśı A ∩ U 6= ∅ es decir A ∈ U−.

Ahora, por la compacidad de 2X , existe una colección finita

de elementos de U−, digamos U−
1 , ..., U−

n , tal que 2X =
n⋃

i=1
U−

i .

Observamos que si x ∈ X, entonces {x} ∈ 2X . Luego, {x} ∈
U−

j para algún j ∈ {1, ..., n}. Es decir, {x} ∩ Uj 6= ∅. Como
Uj es abierto, se sigue que {x} ∩ Uj 6= ∅, lo cual significa que

x ∈ Uj. Esto prueba que X =
n⋃

i=1
Ui. Es decir, la colección

{U1, ..., Un} es una subcubierta finita de la cubierta U . Aśı, X

es compacto.

1.32 Teorema. El espacio X es conexo si el hiperespacio 2X es
conexo.

Demostración. Supongamos que X no es conexo y considere-
mos conjuntos abiertos, ajenos, y no vaćıos, U y V , en X tales
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que X = U ∪ V .

Notemos que, para cada A ∈ 2X , se tiene que A ⊂ U o
A ∩ V 6= ∅, es decir, A ∈ U+ o A ∈ V −. Esto significa que
2X = U+ ∪ V −. También se tiene que U y V son cerrados no
vaćıos en X, es decir, son elementos de 2X ; además, U ∈ U+

y V ∈ V −. Aśı, U+ 6= ∅ y V − 6= ∅. También, puesto que
U ∩ V = ∅, se tiene que, U+ ∩ V − = ∅. Esto prueba que 2X no
es conexo si X no es conexo.

1.33 Problema. ¿El espacio X es conexo sólo si el hiperespacio
2X es conexo?, es decir, determinar si la conexidad de X implica
o no la conexidad de 2X .

En lo que sigue mostramos que en los espacios T1, la conexi-
dad del espacio implica la conexidad del hiperespacio. Aśı, en
esta clase de espacios, la conexidad de X y de 2X son equiva-
lentes. Con este fin, a continuación incluimos productos simé-
tricos en hiperespacios.

1.34 Notación. Para un espacio X y cada n ∈ N, denotamos

Fn(X) = {A ⊂ X : 1 ≤ |A| ≤ n} y

F (X) =
⋃
n∈N

Fn(X).

Denotamos por Xn al producto Πn
i=1Xi, donde Xi = X para

cada i ∈ {1, . . . , n}. Consideramos la función fn : Xn → Fn(X)
definida por fn((x1, ..., xn)) = {x1, ..., xn} para cada elemento
(x1, ..., xn) de Xn.

25



1.35 Observación. El conjunto Fn(X) es referido como el n-
ésimo producto simétrico del espacio X. Notamos que si X es
un espacio T1, es decir, si todos los subconjuntos finitos son ce-
rrados en X, entonces Fn(X) es un subconjunto del hiperespacio
2X . Aśı, en este caso, Fn(X) tiene la topoloǵıa de subespacio
heredada por la topoloǵıa de Vietoris en 2X . A continuación
veremos que, con esta topoloǵıa, fn es un función continua del
producto Xn sobre Fn(X).

1.36 Lema. Si X es un espacio T1 entonces, para cada n ∈ N,
fn es una función continua y suprayectiva del producto Xn en
el producto simétrico Fn(X).

Demostración. Fijemos n ∈ N. Primero demostremos que fn

es continua. Para esto, considerando la subbase de la topoloǵıa
de Vietoris (Definición 1.25), basta demostrar que para cualquier
conjunto abierto, U , en X se tiene que f−1

n (U+ ∩ Fn(X)) y
f−1

n (U− ∩ Fn(X)) son conjuntos abiertos en el producto Xn.
Notemos lo que sigue:

(1) f−1
n (U+∩Fn(X)) = {(x1, ..., xn) ∈ Xn : {x1, ..., xn} ⊂ U} =
{(x1, ..., xn) ∈ Xn : xi ∈ U para todo i ∈ {1, ..., n}} = Un.

(2) f−1
n (U− ∩ Fn(X)) = {(x1, ..., xn) ∈ Xn : {x1, ..., xn} ∩ U 6=
∅} = (U ×Xn−1) ∪ (X × U ×Xn−2) ∪ · · · ∪ (Xn−1 × U).

Con (1) y (2) se obtiene que fn es una función continua.

Ahora, probaremos que fn es sobreyectiva. Para esto, sea
A ∈ Fn(X). Se tiene que A = {y1, ..., yk} donde yi ∈ X para
todo i ∈ {1, ..., k} y k ≤ n. Pongamos xi = yi si 1 ≤ i ≤ k,
y xi = yk si k ≤ i ≤ n. Se tiene que (x1, ..., xn) ∈ Xn y
fn((x1, ..., xn)) = A. Aśı, fn es sobreyectiva.
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1.37 Lema. Si X es un espacio T1 entonces, F (X) la colección
de todos los subconjuntos finitos de X, es un subconjunto denso
del hiperespacio 2X .

Demostración. Considerando la base de la topoloǵıa de Vie-
toris (Teorema 1.30), fijemos una colección finita de conjun-
tos abiertos no vaćıos en X, digamos W1, ...,Wn. Para cada
i ∈ {1, ..., n}, tomemos un punto xi ∈ Wi. Como X es T1, el
conjunto {x1, ..., xn} es un elemento de 2X . Además, es claro
que {x1, ..., xn} ∈ 〈W1, ...,Wn〉 ∩ F (X). Esto prueba que F (X)
es denso en 2X .

1.38 Teorema. Sea X un espacio T1. Entonces X es conexo si,
y sólo si, 2X es conexo.

Demostración. Que la condición es sufiente está demostrada
en el Teorema 1.32. Para demostrar que la condición es nece-
saria, supongamos que X es un espacio conexo. Luego, el pro-
ducto Xn es conexo para cada n ∈ N. Ahora, considerando que
X es un espacio T1, sabemos que el producto simétrico Fn(X)
es una imagen continua del producto Xn (Lema 1.36). Aśı, se
tiene que Fn(X) es conexo para cada n ∈ N. Luego, puesto
que F1(X) ⊂ Fn(X) para cada n ∈ N y F (X) =

⋃
n∈N

Fn(X), se

sigue que F (X) es conexo. Por otro lado, sabemos que F (X)
es denso en 2X (Lema 1.37). Con esto, se concluye que 2X es
conexo.

Terminamos esta subsección con dos resultados básicos res-
pecto del producto simétrico Fn(X) cuando n = 1. En este
caso, tenemos que F1(X) = {{x} : x ∈ X}, el cual, cuando X

es un espacio T1, es un subespacio de 2X y es referido como el
hiperespacio de los singulares de X.
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1.39 Proposición. Si X es un espacio T1, entonces F1(X) es
una copia topológica del espacio X dentro del hiperespacio 2X .

Demostración. Como X es T1, para cada x ∈ X se tiene que
el conjunto singular {x} es cerrado en X. Aśı, F1(X) es un
subespacio de 2X . Por otra parte, la función f1 : X → F1(X)
definida por f1(x) = {x}, para cada x ∈ X, es una biyección
continua (Lema 1.36). Además, tenemos que f1 es una función
abierta, esto se sigue porque para cualquier conjunto abierto, U ,
en X se tiene que f1(U) = {{x} : x ∈ U} = 〈U〉∩F1(X), el cual
es un conjunto abierto en F1(X). Aśı, f1 es un homeomorfismo
entre X y F1(X).

1.40 Proposición. El espacio X es de Hausdorff si, y sólo si, el
hiperespacio de los singulares de X, F1(X), es un subconjunto
cerrado del hiperespacio 2X .

Demostración. Supongamos que X es un espacio de Haus-
dorff y fijemos A ∈ 2X − F1(X). Aśı, A tiene por lo menos dos
elementos. Tomamos dos puntos distintos x1, x2 ∈ A. Existen
conjuntos abiertos y ajenos, U y V , en X tales que x1 ∈ U ,
x2 ∈ V . En lo que sigue, consideramos dos casos.

(1) A ⊂ U ∪ V : en este caso 〈U, V 〉 es un conjunto abierto
en 2X tal que A ∈ 〈U, V 〉. Como U y V son conjuntos ajenos,
se sigue que 〈U, V 〉 ∩ F1(X) = ∅, ya que si existe x ∈ X tal que
{x} ∈ 〈U, V 〉, entonces x ∈ U y x ∈ V , en contradición con el
hecho de que U y V son ajenos.

(2) A 6⊂ U ∪ V : en este caso denotamos W = X − {x1, x2} y
notamos que 〈U, V,W 〉 es un conjunto abierto en 2X que contiene
a A. Además, como en el caso (1), se verifica que 〈U, V,W 〉 ∩
F1(X) = ∅.
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Con (1) y (2), se tiene que 2X−F1(X) es un conjunto abierto
en 2X . En consecuencia, F1(X) es cerrado en 2X .

Rećıprocamente, supongamos que X no es de Hausdorff. Fi-
jemos dos puntos distintos x1 y x2 en X que no se pueden separar
con conjuntos abiertos, ajenos en X.

Probaremos que {x1, x2} pertenece a la cerradura de F1(X)
en 2X , la cual denotamos por F1(X). Para esto consideremos
un conjunto abierto básico en 2X que contiene a {x1, x2}, es
decir, consideremos una colección finita de conjuntos abiertos
en X, digamos U1, . . . , Un, tales que {x1, x2} ∈ 〈U1, . . . , Un〉.
Denotamos

I1 = {i ∈ {1, . . . , n} : x1 ∈ Ui} e I2 = {i ∈ {1, . . . , n} : x2 ∈ Ui}.

Notemos que {1, . . . , n} = I1 ∪ I2, I1 6= ∅ e I2 6= ∅. Denotemos

U =
⋂
i∈I1

Ui y V =
⋂
i∈I2

Ui.

Es claro que U y V son abiertos en X, x1 ∈ U y x2 ∈ V . Aśı,
{x1, x2} ∈ 〈U, V 〉.

Veremos que 〈U, V 〉 ⊂ 〈U1, . . . , Un〉. Para esto, sea A ∈
〈U, V 〉. Se tiene que A ⊂ U ∪ V ⊂

n⋃
i=1

Ui. Además, A ∩ U 6= ∅ y

A∩ V 6= ∅. Es decir, A∩Ui 6= ∅ si i ∈ I1; y A∩Ui 6= ∅ si i ∈ I2.
Como I1 ∪ I2 = {1, . . . , n}, se sigue que A ∩ Ui 6= ∅ para cada
i ∈ {1, . . . , n}. Aśı, A ∈ 〈U1, . . . , Un〉.

Por otro lado, por la elección de x1 y x2, U ∩V 6= ∅. Fijemos
un punto x ∈ U ∩ V . Se tiene que {x} ∈ 〈U, V 〉, por lo cual
{x} ∈ 〈U1, . . . , Un〉. Es decir, 〈U1, . . . , Un〉 ∩ F1(X) 6= ∅. Esto
demuestra que {x1, x2} ∈ F1(X).
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Por lo anterior tenemos que F1(X) 6= F1(X), es decir, F1(X)
no es cerrado en 2X .

1.2.2 Métrica de Hausdorff

En esta parte, introducimos la métrica de Hausdorff para el
hiperespacio 2X de un espacio métrico compacto X. Además,
entre otros resultados básicos, probamos que la topoloǵıa in-
ducida por esta métrica en el hiperespacio coincide con la topo-
loǵıa de Vietoris (definida en la sección previa).

1.41 Definición. Sean X un espacio métrico, con métrica d, A

un subconjunto no vaćıo de X y ε > 0. La ε-nube alrededor de
A en X, denotada por N(ε, A), se define por

N(ε, A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε}.

A continuación revisamos algunas propiedades de las nubes
de conjuntos cerrados, en espacios métricos compactos.

1.42 Proposición. Sean X un espacio métrico compacto, con
métrica d, A un subconjunto cerrado, no vaćıo, de X y ε > 0.
Se tiene lo que sigue:

(a) N(ε, A) =
⋃

a∈A

B(a, ε);

(b) N(δ, A) ⊂ N(ε, A) para cada δ ∈ (0, ε];

(c) N(ε, A) =
⋃

0<δ<ε

N(δ, A);

(d) Si U es un conjunto abierto en X y A ⊂ U , entonces existe
δ > 0 tal que N(δ, A) ⊂ U ; y
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(e) Si B es un conjunto cerrado, no vaćıo, en X y A ∩ B = ∅,
entonces existe δ > 0 tal que N(δ, A) ∩N(δ, B) = ∅.

Demostración. (a) y (b) se obtienen directamente de la defini-
ción de nube.

(c) Sea x ∈ N(ε, A). Existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε.
Fijamos un número δ tal que d(x, a) < δ < ε. Notamos que
0 < δ < ε y x ∈ N(δ, A). Por lo tanto N(ε, A) ⊂

⋃
0<δ<ε

N(δ, A).

La inclusión contraria se sigue de (b).

(d) Para cada a ∈ A, existe εa > 0 tal que B(a, εa) ⊂ U .
Notemos que la colección {B(a, εa

2 ) : a ∈ A} es una cubierta
abierta de A y A es compacto. Aśı, existe un subconjunto finito,

{a1, . . . , an}, de A tal que A ⊂
n⋃

i=1
B(ai,

εai

2 ). Tomamos δ > 0 tal

que δ <
εai

2 , para cada i ∈ {1, . . . , n}.
Veamos que N(δ, A) ⊂ U . Sea x ∈ N(δ, A). Existe a ∈ A

tal que d(x, a) < δ. Existe i ∈ {1, . . . , n} tal que a ∈ B(ai,
εai

2 ).
Como d(x, ai) ≤ d(x, a)+d(a, ai), se sigue que d(x, ai) <

εai

2 +
εai

2 .
Aśı, x ∈ B(ai, εai

), por lo cual x ∈ U . Esto prueba (d).

(e) Puesto que A y B son compactos ajenos en X se tiene que

d(A, B) > 0. Sea δ = d(A,B)
2 . Es claro que δ > 0. Notemos que

si z ∈ N(δ, A) ∩ N(δ, B), entonces existen a ∈ A y b ∈ B tales
que d(a, z) < δ y d(b, z) < δ. De lo cual se sigue que d(a, b) ≤
d(a, z) + d(b, z) < 2δ = d(A, B) lo cual es una contradicción.
Esto demuestra que N(δ, A) ∩N(δ, B) = ∅.

1.43 Notación. Dados A y B subconjuntos cerrados, no vaćıos
de un espacio métrico X, denotamos

E(A, B) = {ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)}.
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En relación con esta notación, notemos que si X es com-
pacto, entonces diam(X) es un número que pertenece al con-
junto E(A, B). Además, es claro que este conjunto está acotado
inferiormente (por el número 0). Aśı, en este caso, consideramos
la definición que sigue.

1.44 Definición. Para un espacio métrico compacto X se define
la función H : 2X × 2X → [0,∞) por H(A, B) = inf E(A, B),
para todo par (A,B) en el producto 2X × 2X .

1.45 Nota. En el teorema que sigue demostramos que la función
H es una métrica para el hiperespacio 2X , de un espacio métrico
compacto X. Ésta es referida como la métrica de Hausdorff.

1.46 Teorema. Para un espacio métrico compacto X, la función
H es una métrica para el hiperespacio 2X .

Demostración. Sean A, B y C elementos del hiperespacio
2X . Es claro que H(A, B) ≥ 0. También es claro que si A = B

entonces H(A, B) = 0. Veamos que en esto último también
se verifica la implicación contraria. En efecto, supongamos que
H(A, B) = 0 y fijemos un punto b ∈ B. Probaremos que b ∈ A.
Para esto, fijamos δ > 0. Por la definición de H(A, B), existe
ε > 0 tal que A ⊂ N(ε, B), B ⊂ N(ε, A) y ε < δ. Se sigue,
de la Proposición 1.42 (b) que B ⊂ N(δ, A). Aśı, existe a ∈ A

tal que d(a, b) < δ. Luego, B(b, δ) ∩ A 6= ∅. Esto prueba que
b ∈ A. Como A = A, se tiene que b ∈ A. Hemos demostrado
que B ⊂ A. Similarmente, A ⊂ B. Por lo tanto A = B.

Por otra parte, es obvio que E(A, B) = E(B, A), por lo cual
H tiene la propiedad de simetŕıa. En lo que sigue verificamos
que H satisface la desigualdad del triángulo.
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Para probar esta desigualdad primero notamos que si A ⊂
N(ε, C) y C ⊂ N(δ, B), entonces A ⊂ N(ε + δ, B). En efecto,
sea a ∈ A ⊂ N(ε, C), entonces existe c ∈ C tal que d(a, c) < ε.
Como c ∈ C ⊂ N(δ, B), entonces existe b ∈ B tal que d(c, b) <

δ. De aqúı que d(a, b) ≤ d(a, c)+d(c, b) < ε+ δ. De manera que
A ⊂ N(ε + δ, B). De esta última propiedad se deduce que

{ε + δ : ε ∈ E(A, C) y δ ∈ E(C, B)} ⊂ E(A, B).

Se sigue que H(A, C)+H(C, B) = inf E(A, C)+ inf E(C, B) =
inf{ε + δ : ε ∈ E(A, C) y δ ∈ E(C, B)} ≥ inf E(A, B) =
H(A, B).

Está demostrado que H es una métrica para 2X .

1.47 Teorema. Sean A y B elementos del hiperespacio 2X de un
espacio métrico compacto X y ε > 0. Se tiene que H(A, B) < ε

si, y sólo si, ε ∈ E(A, B).

Demostración. Supongamos que H(A, B) < ε. Luego, existe
δ ∈ E(A, B) tal que δ < ε. Por la Proposición 1.42 (b), se tiene
que N(δ, A) ⊂ N(ε, A) y N(δ, B) ⊂ N(ε, B). Aśı, ε ∈ E(A, B).

Rećıprocamente, supongamos que ε ∈ E(A, B). Es decir,
A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A). Por la Proposición 1.42 (c), se
tiene que A ⊂

⋃
0<δ<ε

N(δ, B). Dado que A es compacto, exis-

ten n ∈ N y δ1, ..., δn ∈ (0, ε) tales que A ⊂
n⋃

i=1
N(δi, B). Sea

α = max{δ1, ..., δn}. Notemos que 0 < α < ε y
n⋃

i=1
N(δi, B) ⊂

N(α, B). Aśı A ⊂ N(α, B). De manera análoga, existe β ∈
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(0, ε) tal que B ⊂ N(β, A). Sea γ = max{α, β}. Se tiene que
A ⊂ N(γ, B) y B ⊂ N(γ, A). Aśı γ ∈ E(A, B). Se sigue que
H(A, B) ≤ γ. Como γ < ε, se concluye que H(A, B) < ε.

1.48 Teorema. En el hiperespacio 2X de un espacio métrico
compacto X, la topoloǵıa de Vietoris y la topoloǵıa generada
por la métrica de Hausdorff coinciden.

Demostración. Denotamos por τV y τH a la topoloǵıa de
Vietoris y la topoloǵıa generada por la métrica de Hausdorff,
respectivamente. Primero probemos que τV ⊂ τH . Basta de-
mostrar que la subbase de la topoloǵıa τV (véase la Definición
1.25) está contenida en τH . Para esto, fijamos un conjunto
abierto, U , de X. Debemos demostrar que U+ y U− son ele-
mentos de τH .

Si U = X, entonces U+ = U− = 2X y, si U = ∅, entonces
U+ = U− = ∅. Aśı, U+, U− ∈ τH si U = X o U = ∅. En lo
que sigue, suponemos que U 6= X y U 6= ∅. Fijemos A ∈ U+ y
denotemos ε = d(A, X−U). Dado que A y X−U son compactos
ajenos se tiene que ε > 0. Veremos que

(1) BH(A, ε) ⊂ U+. En consecuencia, U+ ∈ τH .

Sea B ∈ BH(A, ε) y supongamos que existe b ∈ B ∩ (X−U).
Por el Teorema 1.47 se tiene que B ⊂ N(ε, A), lo que implica
que existe a ∈ A tal que d(a, b) < ε. Se sigue que d(A, X−U) ≤
d(a, b) < ε = d(A, X − U), lo cual es una contradicción. Esto
prueba que B ∩ (X − U) = ∅, es decir, B ⊂ U . Por lo tanto
B ∈ U+. Aśı, lo indicado en (1) está demostrado.

Ahora fijemos A ∈ U− y un punto p ∈ A ∩ U . Pongamos
ε = d(p, X − U). Es claro que ε > 0. Probaremos que

(2) BH(A, ε) ⊂ U−. En consecuencia, U− ∈ τH .
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En efecto, sea B ∈ BH(A, ε) y supongamos que B ⊂ (X−U).
Por el Teorema 1.47 se tiene que A ⊂ N(ε, B). En consecuencia
existe b ∈ B tal que d(p, b) < ε. Se sigue que d(p, X − U) ≤
d(p, b) < ε = d(p, X − U) lo cual es una contradicción. Por lo
tanto, B 6⊂ (X − U), es decir, B ∩ U 6= ∅. De esta manera lo
que se indica en (2) está demostrado.

De (1) y (2) se obtiene que τV ⊂ τH .

Ahora, vamos a probar que τH ⊂ τV . Para esto fijamos A ∈
2X y ε > 0. Probaremos que

(3) BH(A, ε) ∈ τV . En consecuencia, τH ⊂ τV .

Como A es compacto y A ⊂
⋃

a∈A

Bd(a, ε
2), existen n ∈ N y

a1, ..., an ∈ A tales que A ⊂
n⋃

i=1
Bd(ai,

ε
2). Denotamos Ui =

Bd(ai,
ε
2) para cada i ∈ {1, ..., n}. Observemos que 〈U1, ..., Un〉

es un elemento de la topoloǵıa τV y A ∈ 〈U1, ..., Un〉. Veremos
que

(4) 〈U1, ..., Un〉 ⊂ BH(A, ε).

Tomemos B ∈ 〈U1, ..., Un〉. Se tiene que B ⊂
n⋃

i=1
Ui. Aśı,

B ⊂
n⋃

i=1
Bd(ai,

ε
2) ⊂ N(ε

2 , A) ⊂ N(ε, A).

Por otra parte, si a ∈ A existe i ∈ {1, ..., n} tal que a ∈ Ui.
Como B ∈ 〈U1, ..., Un〉, se tiene que B∩Ui 6= ∅. Fijemos b ∈ B∩
Ui. Aśı, a, b ∈ Ui. Luego, d(a, b) ≤ d(a, ai)+d(ai, b) < ε

2 + ε
2 = ε.

Por lo tanto, A ⊂ N(ε, B).

Hemos demostrado que A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A). Del
Teorema 1.47, se obtiene que H(A, B) < ε, es decir, B ∈
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BH(A, ε). Esto demuestra lo que se indica en (4), lo cual a
su vez demuestra lo que se afirma en (3).

Con todo esto, la prueba de que τV = τH está completa.

1.2.3 Ĺımites de sucesiones de conjuntos

En esta parte, probamos resultados acerca de ĺımites de suce-
siones de conjuntos en espacios topológicos. En particular, mos-
tramos una alternativa para determinar la convergencia de suce-
siones en hiperespacios con la métrica de Hausdorff.

1.49 Definición. El ĺımite inferior y el ĺımite superior de
una sucesión de conjuntos, {An}n∈N, en un espacio X, denotados
por lim inf An y lim sup An respectivamente, se definen como
sigue:

lim inf An = {x ∈ X : para cada conjunto abierto U en X

que contiene al punto x, existe N ∈ N tal que U ∩ An 6= ∅ para
cada n ≥ N}.

lim sup An = {x ∈ X : para cada conjunto abierto U en X

que contiene al punto x, existe un subconjunto infinito, J , de N
tal que U ∩ An 6= ∅ para cada n ∈ J}.

1.50 Definición. Decimos que el ĺımite de una sucesión de
conjuntos, {An}n∈N, en un espacio X existe y es igual al conjunto
A si lim inf An = A = lim sup An. Para indicar esto escribimos
lim An = A.

1.51 Proposición. Dada una sucesión, {An}n∈N, de conjuntos
en un espacio X, se tiene que:
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(a) lim inf An ⊂ lim sup An;

(b) lim inf An y lim sup An son conjuntos cerrados en X y;

(c) Si X es secuencialmente compacto y cada An es no vaćıo,
entonces lim sup An es no vaćıo.

Demostración. (a) Sean x ∈ lim inf An y U un conjunto
abierto en X que contiene a x. Luego, existe N ∈ N tal que
U ∩An 6= ∅, para todo n ≥ N . Tomando J = {n ∈ N : n ≥ N},
se justifica que x ∈ lim sup An.

(b) Veamos que lim sup An ⊂ lim sup An.

Sea x ∈ lim sup An y U un conjunto abierto en X que con-
tiene a x. Se sigue que U ∩ (lim sup An) 6= ∅, de manera que
podemos tomar un punto z ∈ ( lim sup An) ∩ U . Luego, existe
J ⊂ N infinito tal que U ∩ An 6= ∅, para todo n ∈ J . Por tanto
x ∈ lim sup An.

De manera similar se demuestra que lim inf An es cerrado.

(c) Para cada n ∈ N fijamos un punto an ∈ An. Por la
hipótesis sobre X, existen una subsucesión {ank

}k∈N de la sucesión
{an}n∈N y un punto x ∈ X tales que ank

→ x. Ahora, dado un
conjunto abierto, U, en X existe K ∈ N tal que ank

∈ U para
toda k ≥ K. Considerando el conjunto J = {nk : k ≥ K}, se
justifica que x ∈ lim sup An.

1.52 Teorema. Sea {An}n∈N una sucesión de subconjuntos ce-
rrados, no vaćıos, de un espacio métrico compacto X y x un
punto en X. Se tiene que:

(a) x ∈ lim inf An si, y sólo si, existe una sucesión {xn}n∈N en
X tal que xn → x y xn ∈ An, para todo n ∈ N.
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(b) x ∈ lim sup An si, y sólo si, existe una sucesión de números
naturales n1 < n2 < ... y existen puntos xnk

∈ Ank
para

todo k ∈ N tales que xnk
→ x.

Demostración. (a) supongamos que x ∈ lim inf An. Para
cada n ∈ N elegimos un punto xn ∈ An de tal forma que
d(x, xn) = min{d(x, y) : y ∈ An}, donde d es la métrica de X, tal
punto xn existe por la compacidad del conjunto An. Veamos que
xn → x. Para esto fijemos ε > 0. Como x ∈ lim inf An, existe
N ∈ N tal que B(x, ε) ∩ An 6= ∅, para cada n ≥ N . De modo
que, para cada n ≥ N , existe an ∈ An tal que d(x, an) < ε. Note
que d(x, xn) ≤ d(x, an) < ε, para cada n ≥ N . Aśı, xn → x.

Rećıprocamente, supongamos que {xn}n∈N es una sucesión
de puntos en X tal que xn → x y xn ∈ An para cada n ∈ N.
Fijemos ε > 0. Existe N ∈ N tal que d(xn, x) < ε, para cada
n ≥ N . Se sigue que xn ∈ An ∩ B(x, ε) para cada n ≥ N . Aśı,
B(x, ε)∩An 6= ∅, para todo n ≥ N . Por lo tanto, x ∈ lim inf An.

(b) Supongamos que x ∈ lim sup An. Existe un subconjunto
infinito, J1, de N tal que para todo n ∈ J1, B(x, 1) ∩ An 6= ∅.
Fijemos n1 ∈ J1 y un punto xn1

∈ B(x, 1)∩An1
. También, existe

un subconjunto infinito, J2, de N tal que, para todo n ∈ J2,
B(x, 1

2) ∩ An 6= ∅. Fijamos n2 ∈ J2 tal que n2 > n1 y tomamos
un punto xn2

∈ B(x, 1
2) ∩ An2

.

De esta manera, inductivamente, se determina una sucesión
de números naturales {nk}k∈N tal que n1 < n2 < n3 < · · · , y
para cada k ∈ N, un punto xnk

∈ B(x, 1
k) ∩ Ank

. Se tiene que
d(x, xnk

) < 1
k , para cada k ∈ N. Aśı, xnk

→ x.

Rećıprocamente, supongamos que existen una sucesión de
números naturales n1 < n2 < · · · y puntos xnk

∈ Ank
para

todo k ∈ N, tales que xnk
→ x. Ahora, dado ε > 0, existe
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K ∈ N tal que d(x, xnk
) < ε para todo k ≥ K. Denotamos

J = {nk : k ≥ K}. Notamos que J es infinito y B(x, ε)∩An 6= ∅
para todo n ∈ J . Aśı, x ∈ lim sup An.

1.53 Nota. Las pruebas de los rećıprocos en (a) y (b) del Teo-
rema 1.52 no requieren que el espacio sea métrico compacto, ni
que los conjuntos de la sucesión sean cerrados. Es decir, en gene-
ral, la existencia de sucesiones de puntos con las propiedades in-
dicadas en ese teorema implica que los puntos ĺımite pertenecen
al ĺımite inferior y ĺımite superior, respectivamente.

1.54 Teorema. Sean {An}n∈N y {Bn}n∈N sucesiones de con-
juntos en un espacio X y A y B subconjuntos de X, tales que
lim An = A y lim Bn = B. se tiene que

(a) lim (An ∪Bn) = A ∪B;

(b) Si existe un subconjunto infinito J de N tal que An ⊂ Bn,
para todo n ∈ J , entonces A ⊂ B;

(c) Si X es secuencialmente compacto y existe un subconjunto
infinito J de N tal que An ∩ Bn 6= ∅ para todo n ∈ J ,
entonces A ∩B 6= ∅.

Demostración. (a) Por la Proposición 1.51 (a), basta de-
mostrar que lim sup (An ∪Bn) ⊂ A ∪B ⊂ lim inf (An ∪Bn).

Sea x ∈ X − (A ∪ B). Se tiene que x /∈ lim sup An y x /∈
lim sup Bn. Aśı, existen conjuntos abiertos, U y V , en X que
contienen al punto x y existen enteros positivos, N1 y N2 tales
que U ∩ An = ∅, para cada n ≥ N1, y V ∩ Bn = ∅, para cada
n ≥ N2. Denotemos W = U ∩ V y N = max{N1, N2}. Es
claro que W es un conjunto abierto en X que contiene a x y
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W ∩ (An ∪ Bn) = ∅, para cada n ≥ N . Aśı, x /∈ lim sup
(An ∪Bn). Esto demuestra que lim sup (An ∪Bn) ⊂ A ∪B.

Ahora, fijemos un punto x ∈ A ∪B y un conjunto abierto U

en X que contiene a x. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que x ∈ A. Se tiene que x ∈ lim inf An, aśı existe N ∈ N tal
que U ∩ An 6= ∅, para todo n ≥ N . Luego U ∩ (An ∪ Bn) 6= ∅,
para todo n ≥ N . Esto prueba que x ∈ lim inf (An ∪ Bn), con
lo cual (a) está demostrado.

(b) Sean x ∈ A y U un conjunto abierto en X que contiene
a x. Se tiene que x ∈ lim inf An. Aśı, existe N ∈ N tal que
U ∩ An 6= ∅ para todo n ≥ N . Denotemos J ′ = J ∩ {n ∈ N :
n ≥ N}. Claro que si n ∈ J ′, entonces U ∩ An 6= ∅. Dado que
An ⊂ Bn para todo n ∈ J , se sigue que U ∩ Bn 6= ∅ para todo
n ∈ J ′. Como J ′ es infinito, se obtiene que x ∈ lim sup Bn. Aśı,
x ∈ B. Por lo tanto A ⊂ B.

(c) Para cada n ∈ J , fijamos un punto xn ∈ An ∩ Bn. Dado
que X es secuencialmente compacto, la sucesión {xn}n∈J tiene
una subsucesión, {xnk

}k∈N, que converge a un punto x ∈ X.
Luego, por el Teorema 1.52 (b), x ∈ lim sup An = A y x ∈ lim
sup Bn = B (véase también la Nota 1.53). Aśı, x ∈ A∩B.

1.55 Teorema. Si {An}n∈N es una sucesión creciente de con-
juntos en un espacio X, entonces lim An =

⋃
n∈N

An.

Demostración. Por la Proposición 1.51 (a), basta probar que
lim sup An ⊂

⋃
n∈N

An ⊂ lim inf An.

Sea x ∈ lim sup An y fijemos un conjunto abierto U en X

que contiene a x. Existe un subconjunto infinito J de N tal que
U ∩ An 6= ∅, para todo n ∈ J . Aśı, x ∈

⋃
n∈N

An.
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Ahora, dados x ∈
⋃

n∈N
An y U un conjunto abierto en X que

contiene a x, se tiene que U ∩(
⋃

n∈N
An) 6= ∅. Luego, existe N ∈ N

tal que U ∩ AN 6= ∅. Dado que AN ⊂ An, para todo n ≥ N , se
tiene que U ∩An 6= ∅ para todo n ≥ N . Aśı, x ∈ lim inf An.

1.56 Teorema. Si {An}n∈N es una sucesión decreciente de con-
juntos en un espacio X, entonces lim An =

⋂
n∈N

An.

Demostración. Por la Proposición 1.51 (a), basta probar que
lim sup An ⊂

⋂
n∈N

An ⊂ lim inf An.

Sea x ∈ lim sup An y y fijemos un conjunto abierto U en
X que contiene a x. Existe un subconjunto infinito J de N tal
que U ∩Am 6= ∅, para todo m ∈ J . Fijemos un número natural
arbitrario n ∈ N. Como J es infinito, existe m ∈ J tal que
m > n. Por hipótesis Am ⊂ An. Puesto que U ∩ Am 6= ∅, se
sigue que U ∩ An 6= ∅. Esto demuestra que x ∈ An, para todo
n ∈ N, es decir, x ∈

⋂
n∈N

An.

Ahora, dados x ∈
⋂

n∈N
An y U un conjunto abierto en X que

contiene a x, se tiene que U ∩ An 6= ∅, para todo n ∈ N. Aśı,
x ∈ lim inf An.

1.57 Teorema. Sean {An}n∈N una sucesión de elementos del
hiperespacio 2X de un espacio métrico compacto X y A un sub-
conjunto de X. Se tiene que lim An = A si, y sólo si, A es un
elemento de 2X y la sucesión {An}n∈N converge a A en 2X .

Demostración. Como X es métrico compacto, por el Teorema
1.48, en el hiperespacio 2X podemos considerar la métrica de
Hausdorff H.
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Supongamos que lim An = A. Por (b) y (c) de la Proposición
1.51, se tiene que A es un elemento del hiperespacio 2X . Sea
ε > 0. Vamos a probar lo que sigue.

(i) Existe M1 ∈ N tal que A ⊂ N(ε, An), para cada n ≥ M1; y

(ii) Existe M2 ∈ N tal que An ⊂ N(ε, A), para cada n ≥ M2.

(i) Dado que la familia {B(a, ε
2) : a ∈ A} es una cubierta

abierta del compacto A, existen m ∈ N y puntos a1, ..., am ∈ A

tales que A ⊂ B(a1,
ε
2) ∪ · · · ∪B(am, ε

2).

Como A = lim inf An, cada ai es un elemento del lim inf
An. De manera que, para cada i ∈ {1, ...,m}, existe Ni ∈ N
tal que si n ≥ Ni, entonces An ∩ B(ai,

ε
2) 6= ∅. Definamos M1

= max{N1, ..., Nm}. Afirmamos que A ⊂ N(ε, An), para cada
n ≥ M1. En efecto, sean n ≥ M1 y a ∈ A, entonces existe
j ∈ {1, ...,m} tal que a ∈ B(aj,

ε
2). Dado que n ≥ M1, existe

x ∈ B(aj,
ε
2) ∩ An. Notamos que d(a, x) ≤ d(a, aj) + d(aj, x) <

ε
2 + ε

2 = ε. Por lo tanto a ∈ N(ε, An). De manera que A ⊂
N(ε, An), para todo n ≥ M1. Aśı, (i) está demostrado.

(ii) Supongamos que lo indicado en (ii) es falso. Existe n1 > 1
tal que An1

no está contenido en N(ε, A). También existe n2 >

n1 tal que An2
no está contenido en N(ε, A). Continuando este

procedimiento, se determina una sucesión de números naturales
n1 < n2 < n3 · · · tales que Ank

no está contenido en N(ε, A),
para todo k ∈ N.

Para cada k ∈ N elegimos un punto xnk
∈ Ank

− N(ε, A).
Como X es compacto, existen una subsucesión {xnkl

}l∈N de la
sucesión {xnk

}k∈N, y un punto x0 ∈ X, tales que xkl
→ x0.

Dado que xnkl
∈ X −N(ε, A), para cada l ∈ N y este conjunto
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es cerrado (es el complemento de un abierto) tenemos que x0 ∈
X − N(ε, A). Se sigue que x0 /∈ A. Por otra parte, puesto que
xnkl

→ x0 y {Ankl
}l∈N es una subsucesión de {An}n∈N, por el

Teorema 1.52 (b), se tiene que x0 ∈ lim sup An = A. Aśı, x0 ∈ A

lo cual es una contradicción. Por lo tanto (ii) está demostrado.

Ahora, tomemos N = max{M1, M2}. Si n ≥ N , tenemos que
A ⊂ N(ε, An) y An ⊂ N(ε, A). Por el Teorema 1.47, H(A, An) <

ε para cada n ≥ N . Esto muestra que An → A con la métrica
de Hausdorff.

Rećıprocamente supongamos que A ∈ 2X y que la sucesión
{An}n∈N converge a A en el hiperespacio 2X . Veamos que lim
inf An = A = lim sup An. Por la Proposición 1.51 (a), basta
mostrar que lim sup An ⊂ A ⊂ lim inf An.

Supongamos que existe un punto x ∈ (lim sup An)−A. Dado
que A es cerrado, existe ε > 0 tal que B(x, ε) ∩ A = ∅. Como
x ∈ lim sup An, existe un conjunto infinito, J , de N tal que
B(x, ε

2) ∩ An 6= ∅ para todo n ∈ J . Dado que An → A existe
N ∈ N tal que H(An, A) < ε

2 , para cada n ≥ N . Por el Teorema
1.47, se tiene que An ⊂ N(ε

2 , A), para todo n ≥ N . Fijemos
m ≥ N tal que m ∈ J y un punto z ∈ B(x, ε

2) ∩ Am. Notemos
que z ∈ Am ⊂ N(ε

2 , A). Luego, existe a ∈ A tal que d(z, a) <
ε
2 . Se sigue que d(x, a) ≤ d(x, z) + d(z, a) < ε. Por lo tanto
B(x, ε) ∩ A 6= ∅. Esto contradice la condición sobre ε y prueba
que lim sup An ⊂ A.

Ahora, veamos que A ⊂ lim inf An. Para esto fijamos un
punto a ∈ A y un número ε > 0. Dado que la sucesión {An}n∈N
converge a A, existe N ∈ N tal que H(A, An) < ε, para todo
n ≥ N . Por el Teorema 1.47, se tiene que A ⊂ N(ε, An), para
todo n ≥ N . Aśı, a ∈ N(ε, An), para todo n ≥ N . Ahora, para
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cada n ≥ N , tomemos un punto xn ∈ An tal que d(a, xn) < ε.
Se sigue que An ∩ B(a, ε) 6= ∅ para todo n ≥ N . Esto muestra
que a ∈ lim inf An.

1.58 Definición. El hiperespacio de los subcontinuos de un
espacio X, denotado por C(X), es el subespacio del hiperespacio
2X que consiste de los subconjuntos de X que son cerrados, no
vaćıos y conexos.

1.59 Nota. Remarcamos, el hiperespacio de los subcontinuos
de un espacio X es

C(X) = {A ∈ 2X : A es un subconjunto conexo de X},

con la topoloǵıa de subespacio inducida por la topoloǵıa de Vie-
toris del hiperespacio 2X .

A continuación, como una aplicación del Teorema 1.57, mos-
tramos que para cada espacio métrico compacto, el hiperespacio
de los subcontinuos también es compacto, compare esto con el
Teorema 1.31. Con este objetivo incluimos el lema que sigue.

1.60 Lema. Si {An}n∈N es una sucesión en el hiperespacio C(X)
de un espacio métrico compacto X, tal que lim inf An es no vaćıo,
entonces lim sup An es conexo.

Demostración. Supongamos que lim sup An no es conexo. Por
la Proposición 1.51 (b) tenemos que lim sup An es cerrado en
X. Luego, existen subconjuntos cerrados, disjuntos, no vaćıos,
A y B de X tales que lim sup An = A ∪ B. Por normalidad,
existen conjuntos abiertos, ajenos, U y V , en X tales que A ⊂ U

y B ⊂ V .
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Por la Proposición 1.51 (a), tenemos que lim inf An ⊂ U ∪V .
Sea x ∈ lim inf An. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que x ∈ U . Luego, existe N ∈ N tal que U ∩ An 6= ∅, para todo
n ≥ N .

Por otro lado, tomemos un punto y ∈ B. Tenemos que y ∈
lim sup An y y ∈ V . Luego, existe un conjunto infinito, J , de N
tal que V ∩ An 6= ∅, para todo n ∈ J .

Denotamos J ′ = J ∩ {n ∈ N : n ≥ N}. Notemos que J ′

es un subconjunto infinito de N. Además, para todo n ∈ J ′,
U ∩ An 6= ∅ y V ∩ An 6= ∅. Dado que An es conexo, entonces
An 6⊂ U ∪ V (si An ⊂ U ∪ V entonces An ∩ U y An ∩ V son una
disconexion de An).

Ahora, para cada n ∈ J ′ tomemos un punto xn ∈ An − (U ∪
V ). Por compacidad, existen una subsucesión, {xnk

}k∈N, de la
sucesión {xn}n∈J ′, y un punto x0 ∈ X, tales que xnk

→ x0.
Notemos que cada xnk

pertenece al conjunto X − U ∪ V y este
conjunto es cerrado, aśı x0 ∈ X − U ∪ V . Por otra parte, por
el Teorema 1.52 (b), tenemos que x0 ∈ lim sup An, por lo que
x0 ∈ U ∪V . Esto es una contradicción. Por lo tanto lim sup An

es conexo.

1.61 Teorema. El hiperespacio de los subcontinuos, C(X), de
un espacio métrico compacto X, es un subconjunto compacto
del hiperespacio 2X .

Demostración. Por el Teorema 1.31, se tiene que el hiperes-
pacio 2X es compacto. Aśı, basta mostrar que C(X) es cerrado
en 2X . Para esto fijamos un elemento en la cerradura de C(X)
en 2X , digamos A ∈ C(X). Como X es métrico compacto,
por el Teorema 1.48, el hiperespacio 2X es metrizable (con la
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métrica de Hausdorff). Luego, existe una sucesión {An}n∈N de
elementos de C(X) tal que An → A. Por el Teorema 1.57, se
tiene que lim inf An = A = lim sup An. Además, puesto que
A ∈ 2X , se tiene que A 6= ∅ y, en consecuencia, lim inf An 6= ∅ .
Luego, del Teorema 1.60, se obtiene que A es conexo. Es decir,
A ∈ C(X). Esto prueba que C(X) es un subconjunto cerrado,
y aśı compacto, de 2X .

Para finalizar este apartado, como otra aplicación del Teo-
rema 1.57, incluimos dos resultados relacionados con uniones de
elementos de subconjuntos de hiperespacios.

1.62 Teorema. Si A es un subconjunto cerrado, no vaćıo, del
hiperespacio 2X de un espacio métrico compacto X, entonces⋃
A es un elemento de 2X .

Demostración. Denotemos A0 =
⋃
A. Debemos probar que

A0 es un subconjunto cerrado y no vaćıo de X. Como cada
elemento de A es un subconjunto de X, se tiene que A0 es un
subconjunto de X. Dado que A 6= ∅, podemos considerar un
elemento A de A. Notemos que A ∈ 2X , aśı A 6= ∅. Como
A ⊂ A0, se sigue que A0 6= ∅.

Resta verificar que A0 es cerrado en X. Para esto, tomamos
un punto en la cerradura en X de A0, digamos x ∈ A0, y con-
sideremos una sucesión {xn}n∈Nde puntos en A0, convergente al
punto x. Ahora, para cada n ∈ N, fijamos un elemento An de
A tal que xn ∈ An. Se tiene que {An}n∈N es una sucesión en el
espacio métrico compacto 2X , por lo cual tiene una subsucesión,
{Ank

}k∈N, que converge a algún elemento A′ de 2X . Como A es
un cerrado en 2X , se tiene que A′ ∈ A. Notemos que, para cada
k ∈ N, xnk

∈ Ank
, además xnk

→ x. Luego, por el Teorema 1.52
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(a), se tiene que x ∈ lim inf An. Por el Teorema 1.57, se sigue
que x ∈ A′. Por lo tanto x ∈ A0.

1.63 Teorema. Si A es un subconjunto cerrado, conexo y no
vaćıo, del hiperespacio 2X , de un espacio métrico compacto X,
tal que A ∩ C(X) 6= ∅, entonces

⋃
A es un elemento de C(X).

Demostración. Denotemos A0 =
⋃
A. Por el Teorema 1.62,

A0 es un elemento del hiperespacio 2X . Resta probar que A0 es
un subconjunto conexo de X.

Supongamos que A0 no es conexo. Como A0 es cerrado en
X, existen B y C, conjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos, en X

tales que A0 = B ∪ C. Fijemos un elemento E ∈ A ∩ C(X). Se
tiene que E ⊂ A0 y E es conexo. Se sigue que E ⊂ B o E ⊂ C.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que E ⊂ B.

Sean B = {A ∈ A : A ⊂ B} y C = {A ∈ A : A ∩ C 6= ∅}. Es
claro que A = B ∪ C y, como B ∩ C = ∅ , también es claro que
B ∩ C = ∅. Además, considerando la notación de los abiertos
subbásicos de la topoloǵıa de Vietoris en 2X (vea la Definición
1.25), notamos que 2X − B = (X − B)− y 2X − C = (X − C)+.
Aśı, puesto que X − B y X − C son abiertos en X, se sigue
que 2X − B y 2X − C son abiertos en el hiperespacio 2X , por
lo cual B y C son cerrados en 2X . Finalmente, como E ⊂ B y
C 6= ∅, observamos que B y C son no vaćıos. Esto significa que
B y C constituyen una separación de A, en contradicicón con la
hipótesis. Esto demuestra que A0 es conexo.

1.2.4 Arcos ordenados en hiperespacios

En esta parte mostramos la existencia de arcos ordenados, en
el hiperespacio de los subcontinuos de un continuo. A partir

47



de este momento, y hasta el final de este trabajo, los espacios
considerados son continuos. A continuación la definición formal
de este concepto.

1.64 Definición. Un continuo es un espacio métrico, com-
pacto, conexo y no vaćıo. Un continuo es no degenerado si
contiene más de un punto.

1.65 Nota. Para cada continuo X, existe una función continua,
µ : 2X → [0,∞), tal que si A  B, entonces µ(A) < µ(B).
Diversas demostraciones de este hecho pueden consultarse en
[5, Caṕıtulo 5], [6, Caṕıtulo VII], [12, (0.50)] y [13, p. 67].

1.66 Definición. Un arco ordenado en el hiperespacio 2X de
un continuo X es una función continua, α : [0, 1] → 2X , tal que
si s < t entonces α(s)  α(t).

1.67 Nota. Si α : [0, 1] → 2X es un arco ordenado y denotamos
α(0) = A y α(1) = B, decimos que α es un arco ordenado desde
A hasta B en 2X . Si α(t) ∈ C(X) para cada t ∈ [0, 1], decimos
que α es un arco ordenado en C(X).

1.68 Lema. Para un subconjunto Λ del hiperespacio 2X de un
continuo X, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Λ es una cadena y un continuo no degenerado.

(b) Λ es la imagen de un arco ordenado en 2X .

Demostración. Para ver que (a) implica (b) consideremos una
función continua, µ : 2X → [0,∞) tal que si A  B, entonces
µ(A) < µ(B) (vea la Nota 1.65). Denotemos a = min µ(Λ)
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y b = max µ(Λ). Por la compacidad de Λ, a y b están bien
determinados y, como Λ es cadena, a < b. Además, por la
conexidad de Λ, se tiene que µ(Λ) = [a, b].

Notamos que µ|Λ : Λ → [a, b] es una función inyectiva. En
efecto, si L, M ∈ Λ con L 6= M , entonces L  M o M  L (ya
que Λ es una cadena), lo que implica que µ|Λ(L) < µ|Λ(M) o
µ|Λ(M) < µ|Λ(L). Aśı, µ|Λ(L) 6= µ|Λ(M). Luego, se tiene que
µ|Λ : Λ → [a, b] es una biyección continua y, como también es
una función cerrada, es un homeomorfismo.

Consideramos un homeomorfismo, h : [0, 1] → [a, b], tal que
h(0) = a y h(1) = b, y denotamos γ = (µ|Λ)−1 y β = γ ◦ h. Es
claro que β es un arco ordenado en 2X tal que β([0, 1]) = Λ.

Para ver (b) implica (a), consideramos un arco ordenado α :
[0, 1] → 2X , tal que α([0, 1]) = Λ. Claramente se tiene que Λ
es un continuo no degenerado. Ahora, dados M, N ∈ Λ, existen
s, t ∈ [0, 1] tales que α(s) = M y α(t) = N . Como s 6 t o t 6 s

y α es un arco ordenado se tiene que M ⊂ N o N ⊂ M .

1.69 Definición. Sean X un espacio métrico, con métrica d,
y ε > 0. Una (d, ε)-cadena en X es un subconjunto finito,
{x1, ..., xn}, de X tal que d(xi, xi+1) < ε si i ∈ {1, ..., n − 1}.
Decimos que una (d, ε)-cadena, {x1, ..., xn}, con x1 = p y xn = q,
une a p y q en X. Un subconjunto Z de X está (d, ε)-encadenado
si cada par de elementos de Z se pueden unir por una (d, ε)-
cadena en Z.

1.70 Lema. Sean X un espacio métrico compacto, con métrica
d, {An}n∈N una sucesión en 2X que converge a un elemento A

de 2X , y εn una sucesión de números positivos que converge a 0.
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Si cada An está (d, εn)-encadenado, entonces A es un elemento
del hiperespacio C(X).

Demostración. Basta probar que A es conexo. Para esto,
suponemos que no es aśı y consideramos conjuntos cerrados,
ajenos, no vaćıos, K y L, en X tales que A = K ∪ L. Por
normalidad, existen conjuntos abiertos, U y V , en X tales que
K ⊂ U , L ⊂ V y U ∩V = ∅. Denotemos δ = inf{d(x, y) : x ∈ U

y y ∈ V }. Observemos que δ > 0 ya que U y V son compactos
ajenos.

Dado que An → A y 〈U, V 〉 es un conjunto abierto en 2X que
tiene a A, existe N ∈ N tal que An ∈ 〈U, V 〉 para todo n ≥ N .
Por otro lado, como εn → 0, existe k ≥ N tal que εk < δ.

Se tiene que Ak ∈ 〈U, V 〉, es decir, Ak ⊂ U ∪ V , Ak ∩ U 6= ∅
y Ak ∩ V 6= ∅. Tomemos puntos a ∈ Ak ∩ U y b ∈ Ak ∩
V . Como Ak está (d, εk)-encadenado existe un conjunto finito
{x1, ..., xm} ⊂ Ak tal que x1 = a, xm = b y d(xi, xi+1) < εk para
todo i ∈ {1, ...,m− 1}.

Sea j = max{i ∈ {1, ...,m − 1} : xi ∈ U}. Notemos que
xj+1 ∈ V y d(xj, xj+1) < εk < δ, lo cual contradice la propiedad
de δ. Por lo tanto A es conexo.

1.71 Teorema. Si A es un subcontinuo propio de un continuo
X, entonces existe un arco ordenado desde A hasta X en C(X).

Demostración. Primero probamos lo que se indica a conti-
nuación en (a), (b) y (c).

(a) Si 0 < ε < H(A, X), entonces existe un elemento Aε en
C(X) tal que A ⊂ Aε y H(A, Aε) = ε.
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(b) Si 0 < ε < H(A, X), entonces existe una (H, ε)-cadena, Cε,
que une a A y X en C(X) la cual también es una cadena,
en el sentido de la Definición 1.16.

(c) Existe un subcontinuo L de C(X) que contiene a A y X el
cual también es una cadena, en el sentido de la Definición
1.16.

Prueba de (a): dado que 0 < ε < H(A, X), por el Teorema
1.47, se tiene que X 6⊂ N(ε, A). Notemos que N(ε, A) es un sub-
conjunto abierto, propio y no vaćıo de X. Sea Aε la componente
de N(ε, A) que contiene a A. Es claro que Aε ∈ C(X).

Probaremos que H(A, Aε) = ε. Para esto, primero demostra-
mos lo que sigue:

(1) Fr(N(ε, A)) ⊂ {x ∈ X : d(x, A) = ε}.

Para probar (1) fijamos un punto x ∈ Fr(N(ε, A)) y, para
cada n ∈ N, consideramos puntos yn ∈ B(x, 1

n) ∩ N(ε, A) y
an ∈ A tales que d(yn, an) < ε. Se sigue que d(x, an) ≤ d(x, yn)+
d(yn, an) < 1

n +ε. Con esto hemos mostrado que d(x, A) < 1
n +ε,

para cada n ∈ N. Aśı, d(x, A) ≤ ε.

Por otra parte, afirmamos que si x ∈ Fr(N(ε, A)), entonces
ε ≤ d(x, A). En efecto, si d(x, A) < ε existe a ∈ A tal que

d(x, a) < ε. Veamos que B(x, δ) ⊂ N(ε, A) donde δ = ε−d(x,a)
2 .

Sea y ∈ B(x, δ), se tiene que d(a, y) ≤ d(a, x) + d(x, y) <

d(x, a) + δ = d(x, a) + ε−d(x,a)
2 = ε+d(x,a)

2 < ε+ε
2 = ε. Por lo

tanto x /∈ Fr(N(ε, A)). Aśı, la afirmación con que inicia este
párrafo está mostrada.

Lo anterior justifica lo que se indica en (1).
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Ahora estamos en condiciones para demostrar que H(A, Aε) =
ε. Debemos justificar que ε = inf E(A, Aε), vea la Notación 1.43.
Por el primer teorema de golpes en la frontera, vea el Teorema
1.10, podemos tomar un punto x ∈ Aε ∩ Fr(N(ε, A)). Ahora,
fijamos un número r ∈ E(A, Aε). En particular, se tiene que
Aε ⊂ N(r, A), aśı, existe a ∈ A tal que d(x, a) < r. Por (1) se
tiene que d(x, A) = ε. Se sigue que ε 6 d(x, a) < r. Hemos
demostrado que ε es una cota inferior del conjunto E(A, Aε).

Por otro lado, fijemos un número t > ε. Consideramos un
número r tal que ε < r < t. Veremos que r ∈ E(A, Aε). Por la
definición de Aε, es claro que A ⊂ N(r, Aε). Para justificar que
Aε ⊂ N(r, A), fijemos un punto x ∈ Aε y denotemos s = r − ε.
Claro que s > 0. Considerando nuevamente la definición de
Aε, notamos que x ∈ N(ε, A). Aśı, podemos tomar un punto
y ∈ B(x, s)∩N(ε, A). Se sigue que d(x, y) < s y existe un punto
a ∈ A tal que d(y, a) < ε. Luego, d(x, a) 6 d(x, y) + d(y, a) <

s + ε = r − ε + ε = r. Aśı, x ∈ N(r, A). Esto demuestra que
r ∈ E(A, Aε).

Con los argumentos de los dos últimos párrafos, se tiene
que H(A, Aε) = ε. De esta forma, lo indicado en (a) está de-
mostrado.

Prueba de (b): sea A1 = A. Apliquemos (a) para obtener
un elemento A2 en C(X) tal que A1 ⊂ A2 y H(A1, A2) =
ε
2 . Supongamos que hemos determinado k subcontinuos de X,
A1, ..., Ak, tales que A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ Ak y H(Aj, Aj+1) = ε

2 para
todo j ∈ {1, ..., k−1}. Para determinar Ak+1, consideramos dos
casos:

(i) H(Ak, X) ≤ ε
2 ; en este caso hacemos Ak+1 = X.
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(ii) H(Ak, X) > ε
2 ; en este caso, aplicamos (a) para obtener un

subcontinuo Ak+1 de X tal que Ak ⊂ Ak+1 y H(Ak, Ak+1) =
ε
2 .

De este modo, inductivamente, se determina una sucesión de
subcontinuos de X, {An}n∈N, tal que para cada n ∈ N, An ⊂
An+1 y satisface una de las siguientes condiciones:

(1) Existe N ∈ N tal que An = X, para todo n ≥ N y
H(An, An+1) ≤ ε

2 para cada n ∈ {1, ..., N − 1}; o

(2) Para todo n ∈ N, H(An, An+1) = ε
2 y An 6= X.

Notemos que si {An}n∈N satisface la condición (2), entonces
ésta no es una sucesión de Cauchy, en consecuencia, en este caso
{An}n∈N no es convergente. Por otro lado, como {An}n∈N es
creciente, sabemos que converge, de hecho lim An =

⋃
n∈N

An, vea

el Teorema 1.55. Esta contradicción muestra que {An}n∈N es una
sucesión que satisface la condición (1). Finalmente, denotamos
Cε = {A1, . . . , AN}, para tener lo que se indica en (b).

Prueba de (c): fijamos m ∈ N tal que 1
m < H(A, X). Us-

ando (b) para todo n ≥ m, podemos tomar una (H, 1
n)-cadena,

Cn, que une a A y a X en C(X) tal que Cn es también una
cadena en el sentido de la Definición 1.16. Es decir, para todo
n ≥ m, Cn es un subconjunto finito de C(X), digamos Cn =
{A1,n, ..., Akn,n}, donde A1,n = A, Akn,n = X, H(Ai,n, Ai+1,n) < 1

n

y Ai,n ⊂ Ai+1,n para todo i ∈ {1, ..., kn}.
Notemos que cada Cn es un subconjunto cerrado, no vaćıo de

C(X), aśı {Cn}n≥m es una sucesión de elementos de 2C(X). Dado
que C(X) es un espacio métrico compacto (vea el Teorema 1.61),
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se tiene que 2C(X) también es un espacio métrico compacto, aśı
la sucesión {Cn}n≥m tiene una subsucesión que converge a un ele-
mento L en 2C(X). Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que Cn → L. Dado que cada Cn está (H, 1

n)-encadenado y 1
n → 0,

aplicando el Teorema 1.70 con C(X) en lugar de X, se tiene que
L ∈ C(C(X)), es decir, L es un subcontinuo de C(X).

Por otra parte, como A ∈ Cn y X ∈ Cn, para todo n ≥ m, se
obtiene que A ∈ L y X ∈ L.

Veamos que L es una cadena. Fijemos E y F en L. Por el
Teorema 1.52 (a) existen sucesiones {Ain,n}n≥m y {Bjn,n}n≥m en
C(X) tales que Ain,n ∈ Cn, Bjn,n ∈ Cn, Ain,n → E y Bjn,n → F .

Dado que cada Cn es una cadena y Ain,n, Bjn,n ∈ Cn se tiene
que Ain,n ⊂ Bjn,n o Bjn,n ⊂ Ain,n. Se sigue que existe un conjunto
infinito de números enteros positivos, J , tal que para todo n ∈ J ,
Ain,n ⊂ Bjn,n; o, para todo n ∈ J , Bjn,n ⊂ Ain,n. Aśı, por el
Teorema 1.54 (b), se obtiene que E ⊂ F o F ⊂ E. Esto prueba
que L es una cadena.

Finalmente, por el Lema 1.68, L es la imagen de un arco
ordenado, con lo cual el Teorema 1.71 está demostrado.

1.72 Corolario. Para cualesquiera elementos A y B del hiperes-
pacio C(X) de un continuo X tales que A  B, existe un arco
ordenado desde A hasta B en C(X).

Demostración. Se tiene que A ∈ C(B) y A 6= B. Por el
Teorema 1.71, existe un arco ordenado desde A hasta B, en
C(B). Como C(B) ⊂ C(X) se tiene la conclusión.
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Caṕıtulo 2

Semi fronteras en hiperespacios

En este caṕıtulo presentamos nuestro estudio de semi fronteras
en hiperespacios de continuos. Empezamos con resultados que
proporcionan condiciones para localizar elementos en la semi
frontera de hiperespacios. Luego, usando las semi fronteras, ex-
ponemos caracterizaciones del arco, los continuos que contienen
n-odos, los continuos que no contienen triodos, los continuos
localmente conexos y los hereditariamente indescomponibles.
También notamos que la cerradura de la semi frontera del hiper-
espacio de cada subcontinuo propio de un continuo, X, es un
subcontinuo de C(X). Esto nos permite considerar la semi fron-
tera en hiperespacios como una función definida en C(X)−{X}
con rango en C(C(X)). Demostramos que la continuidad de esta
función implica que cada subcontinuo propio es unicoherente.
Además, probamos que esta función no es continua para los
continuos llamados dendroides. Terminamos esta tesis caracteri-
zando a la circunferencia, como el único continuo arco conexo
para el cual la función semi frontera es continua.
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2.1 Resultados generales

En esta parte introducimos la noción central de esta tesis: la
semi frontera en hiperespacios de continuos y demostramos re-
sultados básicos que más adelante son herramientas importantes.
Por simplicidad consideramos la siguiente notación.

2.1 Notación. Para un continuo X denotamos,

C∗(X) = {A ∈ C(X) : A 6= X}.

2.2 Definición. Sean X un continuo y A un elemento de C∗(X).
La semi frontera de C(A), en el hiperespacio C(X), denotada
por SB(A), es definida por

SB(A) = {B ∈ C(A) : existe una función continua α :
[0, 1] → C(X) tal que α(0) = B y α(t) no está contenido en
A, para todo t ∈ (0, 1]}.

2.3 Nota. Para cualquier continuo X y cualquier elemento A

de C∗(X), se tiene que:

(a) A ∈ SB(A): para esto, basta considerar un arco ordenado
desde A hasta X en C(X).

(b) SB(A) es un subconjunto de Fr(C(A)), la frontera de C(A)
en C(X): si B ∈ SB(A) y U es un conjunto abierto en
C(X) que contiene a B, considerando una función α como
en la Definición 2.2, por continuidad existe un número t > 0
tal que α(t) ∈ U . Se sigue que U ∩ (C(X) − C(A)) 6= ∅.
Aśı, B ∈ Fr(C(A)).
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(c) Si B ∈ SB(A), entonces B ∩ Fr(A) 6= ∅: con la no-
tación de los abiertos básicos en el hiperespacio, notamos
que 〈int(A)〉 ∩ C(X) ⊂ int(C(A)). Ahora, si B ∈ SB(A),
por (b), B ∈ Fr(C(A)). Luego, B /∈ int(C(A)), aśı B /∈
〈int(A)〉, es decir, B no está contenido en int(A), por lo
cual B ∩ Fr(A) 6= ∅.

2.4 Ejemplo. En relación con (b) y (c) de la nota previa, aqúı
mostraremos un continuo X que tiene un subcontinuo propio
A tal que SB(A) no es un conjunto cerrado en C(X), de este
modo, no coincide con Fr(C(A)). Además, notaremos que A

tiene un subcontinuo B tal que B ∩ Fr(A) 6= ∅ y B /∈ SB(A).

Determinamos el continuo X como sigue: para cada n ∈ N,
denotamos por Ln al segmento del plano euclidiano con puntos
extremos (0, 1

n) y (1, 1
n). Además, denotamos por L0 al segmento

con puntos extremos (0, 0) y (1, 0); y por L al segmento con
puntos extremos (0, 0) y (0, 1). Consideremos el continuo

X = (
⋃
n∈N

Ln) ∪ L0 ∪ L.

Ahora, para cada n ≥ 2, denotemos por An el segmento con
puntos extremos (0, 1

n) y (1 − 1
n , 1

n). Consideremos el elemento
A ∈ C∗(X) dado por

A = (
⋃
n≥2

An) ∪ L0 ∪ L.

Para cada n ∈ N, denotemos pn = (1 − 1
n , 1

n) y p = (1, 0).
Notemos que {pn} → {p}. Mostraremos que para cada n ∈ N,
{pn} ∈ SB(A) y {p} /∈ SB(A). De esta manera el conjunto
SB(A) no es cerrado en C(X).
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Dado n ∈ N, definimos αn : [0, 1] → C(X) por αn(t) = Ln(t)
donde, para cada t ≥ 0, Ln(t) es el subsegmento del segmento
Ln que tiene puntos extremos pn y (1− 1

n + t
n , 1

n). Es claro que αn

es una función continua, αn(0) = {pn} y αn(t) no está contenido
en A para todo t > 0. Aśı, {pn} ∈ SB(A) para cada n ∈ N.

Ahora, denotemos U = B(p, 1
2) y sea D la componente de U

que contiene al punto p. Notemos que D ⊂ A, de hecho D ⊂ L0.
Consideremos una función continua α : [0, 1] → C(X) tal que
α(0) = {p}. Dado que 〈U〉 es un abierto en 2X que contiene al
elemento {p} y α es continua, existe ε > 0 tal que, para todo
t ∈ (0, ε), α(t) ∈ 〈U〉, es decir, α(t) ⊂ U . Fijemos t0 ∈ (0, ε)
y denotemos E = ∪{α(t) : t ∈ [0, 1]}. Por el Teorema 1.63, se
tiene que E es un subcontinuo de X. Además, como α(t) ⊂ U ,
para cada t ∈ [0, t0] se tiene que p ∈ E ⊂ U . Se sigue que
E ⊂ D. Como α(t0) ⊂ E y D ⊂ A, se obtiene que α(t0) ⊂ A.
En consecuencia, {p} /∈ SB(A).

Lo anterior prueba que SB(A) no es cerrado en C(A). Aśı,
puesto que Fr(C(A)) es un conjunto cerrado en C(A), con-
cluimos que SB(A) 6= Fr(C(A)), compare con (b) de la Nota
2.3. Por otra parte, pongamos B = {p} y notemos que B ∩
Fr(A) 6= ∅ y B /∈ SB(A), compare con (c) de la Nota 2.3.

2.5 Teorema. Para cualquier continuo X, cualquier elemento
A de C∗(X) y cualquier elemento B de C(A), las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) B ∈ SB(A);

(b) existe una función continua α : [0, 1] → C(X) tal que
α(0) = B, α(t) 6⊂ A para todo t ∈ (0, 1] y, si s < t en-
tonces α(s) ⊂ α(t); y
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(c) existe un arco ordenado β : [0, 1] → C(X) tal que β(0) = B

y β(t) 6⊂ A para todo t ∈ (0, 1].

Demostración. (a) implica (b): supongamos que B ∈ SB(A)
y consideremos una función continua β : [0, 1] → C(X) tal que
β(0) = B y β(t) 6⊂ A para todo t > 0, vea la Definición 2.2.

Definamos α : [0, 1] → C(X) como α(t) = ∪{β(s) : 0 6 s 6 t}
para cada t ∈ [0, 1]. Observe que si t ∈ [0, 1] entonces β([0, t])
es un subcontinuo de C(X), aśı, por el Teorema 1.63, la función
α esta bien definida. Además, no es dif́ıcil justificar que α es
continua. Es claro que la función α satisface las condiciones que
se indican en (b).

(b) implica (c): denotemos Λ = α([0, 1]). Es claro que Λ
es una cadena y un continuo no degenerado de 2X . Luego por
el Lema 1.68, existe un arco ordenado β : [0, 1] → 2X tal que
β([0, 1]) = Λ.

Como β([0, 1]) = α([0, 1]), existen números r y s en el in-
tervalo [0, 1] tales que β(0) = α(r) y β(s) = α(0). Como
α(0) ⊂ α(r), se tiene que β(s) ⊂ β(0). Se sigue que s = 0, ya
que β es un arco ordenado. Aśı, β(0) = α(0). Luego, β(0) = B.
Además, dado t > 0 existe r > 0 tal que β(t) = α(r), de donde
β(t) 6⊂ A. Esto demuestra lo indicado en (c).

(c) implica (a): esto es claro.

2.6 Teorema. Sean X un continuo, A ∈ C∗(X) y B, D ∈ C(A).
Si B ∈ SB(A) y B ⊂ D, entonces D ∈ SB(A).

Demostración. Por el Teorema 2.5, podemos considerar un
arco ordenado α : [0, 1] → C(X) tal que α(0) = B y α(t) 6⊂ A,
para todo t > 0. Definamos β : [0, 1] → C(X) como β(t) =

59



α(t) ∪ D, para todo t ∈ [0, 1]. Observemos que β está bien
definida y es continua (vea el Teorema 1.54 (a)). Además β(0) =
α(0) ∪D = B ∪D = D y, dado que α(t) 6⊂ A, para todo t > 0,
se tiene que β(t) 6⊂ A para todo t > 0. Aśı, D ∈ SB(A).

2.7 Nota. Recordamos que un arco es un espacio homeomorfo
al intervalo [0, 1]. Un subconjunto, A, de un espacio X, es
un conjunto arco conexo si cualesquiera dos puntos de A

pertenecen a un arco contenido en A.

2.8 Corolario. Si X es un continuo y A ∈ C∗(X), entonces
SB(A) es un subconjunto arco conexo de C(A).

Demostración. Dado B ∈ SB(A) − {A}, por el Corolario
1.72, podemos considerar un arco ordenado, β : [0, 1] → C(X),
desde B hasta A. Se tiene que B ⊂ β(t) ⊂ A para todo t ∈
[0, 1]. Luego, por el Teorema 2.6, β(t) ∈ SB(A), para todo
t ∈ [0, 1]. Es decir, β([0, 1]) es un arco en SB(A) que contiene
a los elementos B y A.

2.9 Teorema. Sean X un continuo y B, D ∈ C∗(X) tales que
B∩D 6= ∅, B 6⊂ D y D 6⊂ B. Si E es una componente de B∩D,
entonces E ∈ SB(B) ∩ SB(D).

Demostración. Consideremos un arco ordenado en C(X) des-
de E hasta B, α : [0, 1] → C(X). Notemos que si α(t) ⊂ D,
entonces α(t) ⊂ B ∩ D y, puesto que E ⊂ α(t) y E es una
componente de B ∩D, se sigue que E = α(t), por lo cual t = 0.
Esto prueba que α(t) 6⊂ D para todo t ∈ (0, 1]. Aśı, E ∈ SB(D).
Análogamente se tiene que E ∈ SB(B).
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Notamos que si B ∈ Fr(C(A)), donde A es un subcontinuo
propio de un continuo X, entonces, por definición de frontera,
existe una sucesión {Bn}n∈N en C(X)−C(A) (i.e., Bn 6⊂ A) que
converge a B. El resultado que sigue indica que si tal sucesión
se puede elegir decreciente (i.e., Bn+1 ⊂ Bn), entonces B, más
que a la frontera, pertenece a la semi frontera de C(A).

2.10 Teorema. Sean X un continuo, A ∈ C∗(X) y B ∈ C(A).
Si {Bn}n∈N es una sucesión decreciente en C(X) que converge a
B y Bn 6⊂ A para todo n ∈ N, entonces B ∈ SB(A).

Demostración. Como B ⊂ A y Bn 6⊂ A, podemos suponer
que Bn 6= Bm si n 6= m. Ahora, para cada n ∈ N, consideramos
un arco ordenado, αn, desde Bn+1 hasta Bn en C(X), véase
el Corolario 1.72. Por un homeomorfismo entre los intervalos
[ 1
n+1 ,

1
n ] y [0, 1], podemos suponer que el dominio de definición de

αn es el intervalo [ 1
n+1 ,

1
n ]. Aśı, αn : [ 1

n+1 ,
1
n ] → C(X), αn(

1
n+1) =

Bn+1 y αn(
1
n) = Bn.

Definamos α : [0, 1] → C(X) por α(0) = B y α(t) = αn(t) si
t ∈ [ 1

n+1 ,
1
n ]. Es claro que α está bien definida y que α(t) 6⊂ A

si t > 0. Resta justificar que α es continua. Para esto, sean
t ∈ [0, 1] y {tn}n∈N una sucesión en [0, 1] tales que tn → t. En lo
que sigue consideramos dos casos.

(1) t 6= 0: en este caso existe n ∈ N tal que 1
n+1 ≤ t ≤ 1

n .

Subcaso (i) n = 1; es decir, 1
2 ≤ t ≤ 1. En este subcaso, el

intervalo (1
3 , 1] es un conjunto abierto en [0, 1] tal que t ∈ (1

3 , 1],
por lo que existe N ∈ N tal que tn ∈ (1

3 , 1] para todo n ≥ N .
Definimos g : [13 , 1] → C(X) como

g(x) =

{
α2(x), si 1

3 ≤ x ≤ 1
2 ;

α1(x), si 1
2 ≤ x ≤ 1.
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Es claro que g es una función continua, aśı, g(tn) → g(t).
Además, g(t) = α(t) y g(tn) = α(tn) si n ≥ N . Se sigue que
α(tn) → α(t).

Subcaso (ii) n ≥ 2; en este subcaso se tiene que ( 1
n+2 ,

1
n−1)

es un conjunto abierto en [0, 1] tal que t ∈ ( 1
n+2 ,

1
n−1), por lo

que existe M ∈ N tal que tn ∈ ( 1
n+2 ,

1
n−1) para todo n ≥ M .

Definimos h : [ 1
n+2 ,

1
n−1 ] → C(X) como

h(x) =


αn+1(x), si 1

n+2 ≤ x ≤ 1
n+1 ;

αn(x), si 1
n+1 ≤ x ≤ 1

n ;

αn−1(x), si 1
n ≤ x ≤ 1

n−1 .

Claramente h es una función continua, por lo cual h(tn) → h(t).
Además, h(t) = α(t) y h(tn) = α(tn) si n ≥ M . Se sigue que
α(tn) → α(t).

(2) t = 0: en este caso podemos suponer que 0 < tn+1 < tn.
Aśı, para cada n ∈ N existe kn ∈ N tal que 1

kn+1 ≤ tn ≤ 1
kn

. Se
tiene que, para todo n ∈ N, α(tn) = αkn

(tn), en consecuencia
Bkn+1

⊂ α(tn) ⊂ Bkn
para todo n ∈ N. Como Bkn+1

→ B y
Bkn

→ B, se sigue que α(tn) → B. Finalmente, puesto que
B = α(0), se concluye que α(tn) → α(0).

Los argumentos dados en los casos (1) y (2) demuestran que
α es una función continua.

Como una aplicación del teorema previo, a continuación pre-
sentamos otro resultado que es útil para determinar elementos
en la semi frontera con sucesiones de continuos.

2.11 Teorema. Sean X un continuo, A ∈ C∗(X) y B ∈ C(A).
Si {Bn}n∈N es una sucesión en C(X) que converge a B, Bn 6⊂ A

y Bn ∩B 6= ∅, para todo n ∈ N, entonces B ∈ SB(A).
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Demostración. Para cada m ∈ N, definimos

Cm = B ∪ (∪{Bn : n ≥ m}).

Como Bn ∩ B 6= ∅, se tiene que Cm es conexo. Por otro lado,
notemos que si Cm = {B}∪{Bn : n ≥ m}, entonces Cm =

⋃
Cm.

Ahora, puesto que Bn → B, se tiene que Cm es un conjunto ce-
rrado en 2X (Cm es una subsecesión de la sucesión {Bn}n∈N junto
con su ĺımite). Luego, por el Teorema 1.62, se obtiene que Cm

es un conjunto cerrado en X. Aśı, cada Cm es un subcontinuo
de X.

En lo que sigue verificamos que la sucesión {Cm}m∈N cumple
las hipótesis del Teorema 2.10.

(i) La sucesión {Cm}m∈N converge a B: dado ε > 0 existe
N ∈ N tal que H(Bn, B) < ε para todo n ≥ N , ya que Bn → B.
Luego, por el Teorema 1.47, se tiene que B ⊂ N(ε, Bn) y Bn ⊂
N(ε, B), para todo n ≥ N . Por esto, y por la definición de Cm,
se sigue que, si m ≥ N , entonces B ⊂ N(ε, Cm) y Cm ⊂ N(ε, B).
Luego, por el Teorema 1.47, Cm → B.

(ii) {Cm}m∈N es un sucesión decreciente: esto es claro por la
definición de Cm.

(iii) Cm 6⊂ A, para todo m ∈ N: esto resulta porque Bm ⊂ Cm

y Bm 6⊂ A para todo m ∈ N.

Con lo anterior, aplicando el Teorema 2.10, se concluye que
B ∈ SB(A).

En el continuo del Ejemplo 2.4, vimos que el ĺımite de una
sucesión de elementos en la semi frontera de un hiperespacio no
necesariamente pertenece a tal semi frontera. El teorema que
sigue indica que con una condición adicional el ĺımite se queda
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en la semi frontera. La prueba de éste es una aplicación del
Teorema 2.11.

2.12 Teorema. Sean X un continuo, A ∈ C∗(X) y B ∈ C(A).
Si {Bn}n∈N es una sucesión en SB(A) que converge a B y, para
cada n ∈ N, Bn ∩B 6= ∅, entonces B ∈ SB(A).

Demostración. Por el Teorema 2.5, para cada elemento Bn,
existe una función continua αn : [0, 1] → C(X) tal que αn(0) =
Bn, αn(t) 6⊂ A para todo t > 0 y, si s < t, entonces αn(s) ⊂
αn(t). Para cada n ∈ N fijamos tn > 0 tal que H(Bn, αn(tn)) <
1
n . Notemos que, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que H(Bn, B) < ε

2
para todo n ≥ N . Claro que podemos suponer que 1

N < ε
2 .

Como H(αn(tn), B) ≤ H(αn(tn), Bn) + H(Bn, B), se sigue que
para todo n ≥ N , H(αn(tn), B) < ε

2 + ε
2 = ε. Esto demuestra

que αn(tn) → B.

Notemos que, dado n ∈ N, αn(tn) 6⊂ A ya que tn > 0, además
αn(tn)∩B 6= ∅, esto porque Bn ⊂ αn(tn) y Bn∩B 6= ∅. Se sigue
que {αn(tn)}n∈N es una sucesión en C(X) que cumple con las
hipótesis del Teorema 2.11, por lo cual B ∈ SB(A).

2.2 Caracterizaciones de continuos

En esta sección, como su t́ıtulo lo indica, exponemos caracteri-
zaciones de algunas clases de continuos, mediante las semi fron-
teras en hiperespacios. Espećıficamente, probamos teoremas de
caracterización para el arco, los continuos que contienen, o no,
n-odos, en particular los continuos atriódicos, los continuos lo-
calmente conexos y los hereditariamente indescomponibles.
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2.2.1 El arco

Aqúı presentamos una caracterización del arco, en términos de
las semi fronteras. Primero mostramos que la semi frontera
de cualquier subcontinuo propio no degenerado de un arco es
también un arco.

Usamos la notación que sigue: para un punto p y un subcon-
tinuo A de un continuo X, denotamos

C(p, A) = {B ∈ C(A) : p ∈ B}.

2.13 Ejemplo. Si A es un subcontinuo propio, no degenerado,
del intervalo [0, 1], entonces la semi frontera de C(A) en C([0, 1])
es un arco. Más preciso, se tiene lo que sigue:

(1) Si A = [a, 1], con 0 < a < 1, entonces SB(A) = C(a, A);

(2) Si A = [0, b], con 0 < b < 1, entonces SB(A) = C(b, A); y

(3) Si A = [a, b], con 0 < a < b < 1, entonces SB(A) =
C(a, A) ∪ C(b, A).

A continuación justificamos el caso (3). En este caso, nota-
mos que Fr(A) = {a, b}, por lo cual SB(A) ⊂ C(a, A)∪C(b, A),
véase la Nota 2.3. Por otra parte, si B ∈ C(a, A), entonces B =
[a, c] para algún c ∈ [a, b]. Luego, definimos α : [0, 1] → C(X)
por α(t) = [a− at, c] para todo t ∈ [0, 1]. Es claro que α es una
función continua tal que α(0) = B y α(t) no está contenido en
A si t > 0. Esto prueba que C(a, A) ⊂ SB(A). Similarmente se
demuestra que C(b, A) ⊂ SB(A).

2.14 Teorema. Un continuo no degenerado X es un arco si,
y sólo si, X es homeomorfo a SB(A), para cada subcontinuo
propio no degenerado, A, de X.
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Demostración. La necesidad está probada en el Ejemplo 2.13.

Rećıprocamente, supongamos que X ≈ SB(A), para cada
A ∈ C∗(X)−F1(X). Por el Corolario 2.8, sabemos que las semi
fronteras son conjuntos arco conexos. Se sigue que X es arco
conexo. Consideremos puntos, p y q, y un arco, L, en X, con
puntos extremos p y q. Notemos que SB(L) ⊂ C(L) ≈ [0, 1] ×
[0, 1], lo que nos dice que X es homeomorfo a un subcontinuo
del plano.

Afirmamos que SB(L) ⊂ C(p, L) ∪ C(q, L).

Para mostrar esto, supongamos que lo afirmado es falso y
fijemos un elemento E en SB(L) tal que E ∩ {p, q} = ∅. De-
notemos D = {B ∈ C(L) : E ⊂ B}. No es dif́ıcil verificar que
D es una 2-celda, es decir, D ≈ [0, 1] × [0, 1]. Además, por el
Teorema 2.6, se tiene que D ⊂ SB(L). Dado que SB(L) ≈ X,
existe un subconjunto D de X tal que D ≈ [0, 1]× [0, 1].

Ahora, consideramos un subcontinuo T de D homeomorfo al
continuo del plano determinado por ([−1, 1]×{0})∪({0}×[0, 1]),
el continuo T es llamado un triodo simple en D. Notamos que
dado B ∈ C(T ) podemos determinar un subcontinuo B0 de D,
que contiene propiamente a B y tal que B0 ∩ T = B. Ahora,
si α : [0, 1] → C(X) es un arco ordenado desde B hasta B0

se tiene que α(t) 6⊂ T para todo t > 0 (ya que si α(t) ⊂ T ,
entonces α(t) ⊂ T ∩ B0 = B, por lo cual t = 0). Lo anterior
prueba que SB(T ) = C(T ). Por otro lado, como T es un triodo
simple, sabemos que C(T ) contiene una 3-celda, digamos Y ,
es decir Y ⊂ C(T ) y Y ≈ [0, 1] × [0, 1] × [0, 1]. Luego, dado
que SB(T ) = C(T ) y SB(T ) ≈ X, se obtiene que X contiene
un subespacio Y0 homeomorfo a una 3-celda, contradiciendo el
hecho de que X es homeomorfo a un subcontinuo del plano.
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Esta contradicción demuestra nuestra afirmación.

Finalmente, no es dif́ıcil verificar que C(p, L)∪C(q, L) es un
arco en C(L). Se concluye que SB(L), y aśı X, es un arco.

2.2.2 Continuos con n-odos

Es esta parte caracterizamos a los continuos que contienen n-
odos, en términos de la cardinalidad del conjunto de los ele-
mentos minimales en las semi fronteras. En este mismo sentido,
también exponemos un ejemplo y un teorema respecto de con-
tinuos que contienen ∞-odos.

Primero anotamos formalmente los términos involucrados y
acordamos alguna notación.

2.15 Definición. Sea n un entero positivo. Un n-odo en un
continuo X es un elemento B de C(X) para el cual existe un
elemento A de C(B) tal que B−A tiene al menos n componentes.

2.16 Definición. Un ∞-odo en un continuo X es un elemento
B de C(X) para el cual existe un elemento A de C(B) tal que
B − A tiene un número infinito de componentes.

2.17 Lema. Sea n ∈ N. Si A y B son subcontinuos de un
continuo X tales que A ∩ B tiene al menos n componentes,
entonces X contiene un n-odo.

Demostración. Consideremos n componentes diferentes de
A ∩ B, digamos C1, . . . , Cn. Por normalidad, para cada i ∈
{1, . . . , n} existe un conjunto abierto, Ui, en B tal que Ci ⊂ Ui
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y Ui∩Uj = ∅ si i 6= j. Por el Teorema 1.11, podemos considerar
un subcontinuo, Di, de B tal que Ci  Di ⊂ Ui. Denotemos
D = A ∪ D1 ∪ · · · ∪ Dn. Es claro que D es un subcontinuo de
X. Se tiene que D − A = (D1 − A) ∪ · · · ∪ (Dn − A). Además,
Di − A 6= ∅ (porque si Di − A = ∅, entonces Di ⊂ A, aśı
Di ⊂ A ∩ B, de donde Di = Ci, una contradicción). También
se tiene que Di − A y Dj − A son conjuntos separados, ya que
están contenidos en los conjuntos abiertos y ajenos Ui y Uj, res-
pectivamente. Esto significa que D es un n-odo en X.

2.18 Definición. Sean X un continuo, A ∈ C∗(X) y B ∈
SB(A). Un elemento minimal en SB(A) respecto de B es
un elemento C de SB(A) tal que C ⊂ B y si D ∈ SB(A) con
D ⊂ C, entonces D = C. Si B = A omitimos la frase respecto
de A.

El lema que sigue garantiza la existencia de elementos mini-
males en semi fronteras.

2.19 Lema. Si X es un continuo, A ∈ C∗(X) y B ∈ SB(A),
entonces existe un elemento minimal en SB(A) respecto de B.

Demostración. Sea C = {C ∈ C(B) : C ∈ SB(A)}. Notamos
que B ∈ C. Consideramos una sucesión decreciente, {Cn}n∈N,
en C y denotamos E =

⋂
n∈N

Cn. Por el Teorema 1.19, se tiene que

E ∈ C(B), y, por el Teorema 1.56, se tiene que Cn → E. Luego,
por el Teorema 2.12, se obtiene que E ∈ SB(A). Aśı, E ∈ C.
Ahora, por el Teorema de reducción de Brouwer (Teorema 1.22),
se deduce que existe un elemento minimal en la colección C. Esto
prueba el lema.
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2.20 Notación. Dados un continuo X y A ∈ C∗(X), el conjunto
de todos los elementos minimales de SB(A) se denota por m(A).
Notamos que, por el Lema 2.19, m(A) no es vaćıo.

2.21 Teorema. Sea n ∈ N. Un continuo X contiene un n-odo si,
y sólo si, existe E ∈ C∗(X) tal que el conjunto de los elementos
minimales m(E) tiene al menos n elementos.

Demostración. Supongamos que X es un continuo que con-
tiene un n-odo. Si n = 1, la conclusión se tiene trivialmente
ya que m(E) 6= ∅ para todo elemento E ∈ C∗(X) (Lema 2.19).
Aśı, en lo que sigue suponemos que n ≥ 2.

Consideremos un n-odo contenido en X, digamos B. Aśı,
existe un subcontinuo A de B, tal que B − A tiene al menos n

componentes. Consideremos n componentes de B−A, D1, ..., Dn.

Para cada i ∈ {1, ..., n}, consideremos un punto xi ∈ Di.
Luego, por la normalidad de X, existe un conjunto abierto, U , en
X tal que A ⊂ U ⊂ U ⊂ X−{x1, . . . , xn}. Se tiene que Di 6⊂ U ,
para todo i ∈ {1, ..., n}. Denotemos por E a la componente de
U que contiene a A. Se tiene que Di 6⊂ E y, aśı, Di 6⊂ E, para
cada i ∈ {1, ..., n}.

Por otra parte, notemos que para cada i ∈ {1, ..., n}, A ∪
Di es un continuo en X (Corolario 1.15). Ahora, para cada
i ∈ {1, ..., n} consideremos un arco ordenado, αi, desde A hasta
A ∪ Di (Corolario 1.72). Dado que αi es continua y A ∈ 〈U〉
existe εi > 0 tal que si t < εi, entonces αi(t) ∈ 〈U〉. Fijemos
un número ti ∈ (0, εi) y denotemos Bi = αi(ti). Notemos que
A ⊂ Bi ⊂ U , por lo cual Bi ⊂ E. Además, como A 6= Bi y
Bi ⊂ A∪Di, se sigue que Bi∩Di 6= ∅, por lo cual E∩Di 6= ∅, para
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cada i ∈ {1, ..., n}. Por esto, y considerando que Di ∩Dj = ∅ si
i 6= j, E 6⊂ Di, para cada i ∈ {1, ..., n}.

Notemos que B−A es un conjunto abierto, propio y no vaćıo
de B, aśı por el Teorema 1.13, Di ∩ A 6= ∅ en consecuencia
Di∩E 6= ∅. Consideremos una componente Fi de Di∩E. Por el
Teorema 2.9, se tiene que Fi ∈ SB(E). Ahora, por el Teorema
2.19, podemos considerar un elemento minimal en SB(E) con
respecto de Fi, el cual denotamos por Ei.

Afirmamos que E1, ..., En son n elementos diferentes en m(E).

Para probar esta afirmación, primero mostremos que Ei 6⊂ A.
Supongamos que Ei ⊂ A y consideremos un arco ordenado, β,
en C(X) tal que β(0) = Ei. Dado que U es un conjunto abierto
en X que contiene a Ei se tiene que Ei ∈ 〈U〉. Luego por la
continuidad de β, existe t > 0 tal que β(t) ∈ 〈U〉, es decir,
β(t) ⊂ U . Es claro que A∪ β(t) ∈ C(X) y A ⊂ A∪ β(t) ⊂ U ⊂
U , por lo cual A∪β(t) ⊂ E. En particular β(t) ⊂ E donde t > 0
lo cual contradice el hecho de que Ei ∈ SB(E). Aśı Ei 6⊂ A.

Ahora, veamos que Ei ∩Di 6= ∅. Para esto, supongamos que
Ei ∩ Di = ∅. Dado que Ei 6⊂ A y Ei ⊂ Fi ⊂ E ∩ Di ⊂ B se
tiene que Ei ∩ (B − A) 6= ∅. Se sigue que existe j ∈ {1, ..., n}
con j 6= i tal que Ei ∩Dj 6= ∅ lo que implica que Di ∩Dj 6= ∅ lo
cual es una contradicción. Por lo tanto, Ei ∩Di 6= ∅.

Fijamos i 6= j y un punto xj ∈ Ej∩Dj. Como Di∩Dj = ∅, se
sigue que xj /∈ Di, y aśı xj /∈ Ei. Luego, Ei 6= Ej. Aśı, E1, ..., En

son n elementos diferentes en m(E). Hemos demostrado la
primera parte del teorema.

Rećıprocamente, fijemos un elemento E ∈ C∗(X) tal que
m(E) tiene al menos n elementos y fijemos n de esos elementos,
digamos E1, ..., En tales que Ei 6= Ej, si i 6= j. Ahora, para cada
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j ∈ {1, ..., n}, consideremos un arco ordenado, αj, en C(X) tal
que αj(0) = Ej y αj(t) 6⊂ E para todo t > 0, vea el Teorema 2.5.
Por la minimalidad de los Ej, Ej 6⊂ Ei para i 6= j. Luego, para
cada j ∈ {1, ..., n}, existe un conjunto abierto, Uj, en X tal que
Ej ⊂ Uj y Ei 6⊂ Uj para todo i ∈ {1, ..., n} − {j}. Dado que αj

es continua, existe tj > 0 tal que αj(tj) ⊂ Uj y, en consecuencia:

Ei 6⊂ αj(tj), para cada i ∈ {1, ..., n} − {j}. (2.1)

Afirmación 1. Para cada i, j ∈ {1, ..., n} con i 6= j existe s > 0
tal que αi(s) ∩ αj(tj) ⊂ E.

Para probar esta afirmación fijemos i, j ∈ {1, ..., n} con i 6= j.
Si ocurre que Ei∩αj(tj) = ∅, entonces, por la continuidad de αi,
existe s > 0 tal que αi(s) ∩ αj(tj) = ∅, aśı tal número s cumple
lo requerido en la afirmación. Luego, en lo que sigue suponemos
que Ei ∩ αj(tj) 6= ∅. Ahora, notamos que si Ei ∩ αj(tj) tiene
al menos n componentes, entonces la conclusión del teorema se
sigue por el Lema 2.17. Aśı, en lo que sigue denotamos por
C1, ..., Cr a las componentes de Ei∩αj(tj) y notamos que r < n.

Ahora, supongamos que no existe s > 0 que cumple con lo
indicado en la Afirmación 1. Dado k ≥ 1, αi(

1
k) ∩ αj(tj) 6⊂ E.

Podemos suponer que αi(
1
k) ∩ αj(tj) tiene menos de n compo-

nentes, pues en otro caso la conclusión del teorema se sigue por el
Lema 2.17. Sea C la unión de las componentes de αi(

1
k)∩αj(tj)

que no intersectan a Ei. Es claro que C es un conjunto com-
pacto, posiblemente vaćıo, ajeno de Ei.

Ahora, dado k ∈ N, por la continuidad de αi, podemos tomar
un número zk ∈ (0, 1

k) tal que αi(zk)∩C = ∅. Fijemos un punto
x ∈ ([αi(zk)∩αj(tj)]−E). Sea Dk la componente de αi(

1
k)∩αj(tj)

que contiene a x. Dado que x ∈ αi(zk), se tiene que x /∈ C, aśı
Dk ∩Ei 6= ∅. Fijemos un punto y ∈ Dk ∩Ei. Como Dk ⊂ αj(tj)
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se obtiene que y ∈ Ei ∩ αj(tj), luego existe lk ∈ {1, ..., r} tal
que y ∈ Clk. Notemos que Clk ⊂ Ei ∩ αj(tj) ⊂ αi(

1
k) ∩ αj(tj) y

y ∈ Clk ∩Dk. Aśı Clk ⊂ Dk.

Con lo anterior hemos mostrado que para cualquier k ∈ N
existe una componente Dk de αi(

1
k)∩αj(tj) y existe lk ∈ {1, ..., r}

tales que Clk ⊂ Dk.

Dado l ∈ {1, ..., r}, denotamos Jl = {k ∈ N : l = lk}. Es claro
que N = J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ Jr. Aśı, existe l0 ∈ {1, ..., r} tal que Jl0

es un conjunto infinito. Denotemos Jl0 = {km : m ∈ N} donde
km < km+1, para todo m ∈ N. Notemos que para cualquier
m ∈ N, Dkm

∈ C(X), Dkm
6⊂ E y Cl0 ⊂ Dkm

(km ∈ Jl0 lo
que implica que l0 = lkm

aśı Cl0 ⊂ Dkm
), además puesto que

αi(
1

km+1
) ∩ αj(tj) ⊂ αi(

1
km

) ∩ αj(tj) se obtiene que Dkm+1
⊂ Dkm

(ya que estas son componentes respectivas y Cl0 ⊂ Dkm+1
∩Dkm

).

Denotemos D = ∩{Dkm
: m ∈ N}. Observemos que D ∈

C(X), además por el Teorema 1.56, Dkm
→ D. Por otra parte,

notemos que Dkm
⊂ αi(

1
km

) y αi(
1

km
) → Ei. Se sigue, por el

Teorema 1.54 que D ⊂ Ei, aśı D ⊂ E. Luego {Dkm
}m∈N es una

sucesión en C(X) que converge a D tal que para cada m ∈ N,
Dkm

6⊂ E y Dkm+1
⊂ Dkm

por lo cual D ∈ SB(E), vea el Teorema
2.10. Además, D ⊂ Ei∩αj(tj). Como Ei ∈ m(E) y D ∈ SB(E)
se tiene que D = Ei. Luego Ei ⊂ Ei ∩ αj(tj) ⊂ Ei, aśı Ei =
Ei ∩ αj(tj) lo que implica que Ei ⊂ αj(tj) lo cual contradice la
condición sobre tj indicada en (2.1). Aśı la Afirmación 1 está
mostrada.

Ahora, considerando la Afirmación 1, para cada i ∈ {1, ..., n}
fijamos si ∈ (0, ti) tal que αi(si) ∩ αj(tj) ⊂ E, para todo j ∈
{1, ..., n}−{i}. Denotemos B = E∪α1(s1)∪α2(s2)∪· · ·∪αn(sn).
Es claro que B es un subcontinuo de X.
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Afirmación 2. El continuo B es un n-odo en X.

Notemos que B − E = (α1(s1) − E) ∪ · · · ∪ (αn(sn) − E) y
(αi(si) − E) 6= ∅. Aśı, resta mostrar que αi(si) − E y αj(sj) −
E son conjuntos separados. Para probar esto supongamos que
existe un punto x ∈ (αi(si)− E) ∩ (αj(sj) − E). Se tiene que
x ∈ αi(si) y x ∈ αj(sj). Luego, puesto que si y sj cumplen
lo indicado en la Afirmación 1, se obetiene que x ∈ E, lo cual
es una contradicción. Aśı B − E es la unión de n conjuntos
separados dos a dos, es decir, B es un n-odo en X.

2.22 Nota. Parece natural conjeturar un resultado similar al
Teorema 2.21 con la noción de ∞-odo. Sin embargo, como
probamos a continuación, un resultado aśı sólo es válido en una
dirección. Concretamente, el teorema que sigue prueba que si
existe un subcontinuo propio de un continuo que tiene un con-
junto infinito de elementos minimales, entonces el continuo debe
contener un ∞-odo; y finalizamos esta subsección con el Ejem-
plo 2.25, donde mostramos un continuo que es un ∞-odo y para
el cual todo subcontinuo propio tiene un conjunto finito de ele-
mentos minimales.

2.23 Teorema. Sea X un continuo. Si existe E ∈ C∗(X) tal que
el conjunto de elementos minimales m(E) es infinito, entonces
X contiene un ∞-odo.

Demostración. Sea E ∈ C∗(X) tal que m(E) es infinito. Con-
sideremos un sucesión en m(E), de elementos diferentes dos a
dos, {En}n∈N. Por la compacidad del hiperespacios, podemos
suponer que existe E0 ∈ C(X) tal que En → E0. Notamos que
E0 ∈ C(E). Si existe un subconjunto infinito J de N infinito
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tal que E0 ⊂ Ek para todo k ∈ J , se obtiene que E0 ∈ SB(E),
véase el Teorema 2.12. Dado que cada Ek es un elemento mini-
mal en SB(E), se sigue que E0 = Ek para todo k ∈ J , lo cual
contradice el hecho de que Ei 6= Ej para todo i 6= j.

Por lo anterior, podemos suponer que E0 6⊂ En para todo
n ∈ N. Para cada n ∈ N consideremos una función continua,
αn : [0, 1] → C(X) tal que αn(0) = En, αn(t) 6⊂ E para todo
t > 0 y, si s < t, entonces αn(s) ⊂ αn(t), véase el Teorema 2.5
(b).

Fijemos n ∈ N y un punto x0 ∈ E0 − En. Se tiene que
En ∈ 〈X − {x0}〉. Luego, por la continuidad de αn existe t > 0
tal que αn(t) ∈ 〈X−{x0}〉, lo que implica que αn(t) ⊂ X−{x0},
y aśı E0 6⊂ αn(t). Considerando el Teorema 1.54 (b), se justifica
que existe M ∈ N tal que Em 6⊂ αn(t), para todo m ≥ M .
Ahora, para cada m ∈ {1, ...,M − 1} − {n}, tomamos un punto
xm ∈ (Em − En). Se tiene que En ∈ 〈X − {xm}〉 para cada
m ∈ {1, ...,M − 1} − {n}. Se sigue que existe tm > 0 tal que
Em 6⊂ αn(tm). Denotemos tn = inf{t1, t2, ..., tM−1, t}. Se obtiene
que Em 6⊂ αn(tn) para todo m 6= n.

Hemos demostrado que, para cada n ∈ N existe tn > 0 tal
que Em 6⊂ αn(tn) para todo m 6= n. Podemos suponer que la
intersección de cualesquiera dos subcontinuos de X tiene sólo
un número finito de componentes, pues en otro caso, usando
el Teorema 14 de [11], es posible demostrar que X contiene un
∞-odo, con lo cual se concluye la prueba. Considerando esto
último, la afirmación que sigue se demuestra de manera similar
a la Afirmación 1 de la demostración del Teorema 2.21.

Afirmación 1. Para cada n ∈ N existe sn ∈ (0, tn) tal que
αn(sn) ∩ (α1(t1) ∪ α2(t2) ∪ · · · ∪ αn−1(tn−1)) ⊂ E.
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Por la continuidad de αn, el número sn de esta afirmación se
puede elegir de modo que H(En, αn(sn)) < 1

n . Denotamos

B = E ∪ (
∞⋃

n=1

αn(sn)).

Afirmación 2. El conjunto B es un subcontinuo de X.

Primero notemos que B es conexo, ya que En ⊂ αn(sn) ∩ E.
En lo que sigue probamos que B es un conjunto cerrado en X.
Fijemos un punto b ∈ B y una sucesión, {bn}n∈N, en B tales que
bn → b. Consideramos los siguientes casos:

Caso 1. Existe un subconjunto infinito J de N tal que, para
todo n ∈ J , bn ∈ E o , para todo n ∈ J , bn ∈ αj(sj) para
algún j ∈ N. En este caso, se obtiene que b ∈ E o b ∈ αj(sj),
respectivamente, y aśı b ∈ B.

Caso 2. Existe una subsucesión, {bnk
}k∈N, de la sucesión

{bn}n∈N tal que bnk
∈ αnk

(snk
) para todo k ∈ N. En este caso, va-

mos a demostrar que b ∈ E0, demostrando que, para todo ε > 0,
d(b, E0) < ε. Para esto fijemos ε > 0, y N1 ∈ N tales que 1

N1
< ε

6 .
Dado que Enk

→ E0, existe N2 ∈ N tal que H(Enk
, E0) < ε

6 , para
todo k ≥ N2. Denotemos N3 = max{N1, N2}.

Como H(Enk
, αnk

(snk
)) < 1

nk
, para todo k ≥ N3 existen pun-

tos ynk
∈ Enk

y znk
∈ E0 tales que d(ynk

, bnk
) < ε

6 y d(ynk
, znk

) <
ε
6 . Por la desigualdad triangular, se sigue que d(bnk

, znk
) < ε

3 .

Por otro lado, por compacidad, podemos suponer que existe
un punto z0 ∈ E0 tal que znk

→ z0. Aśı, existe N4 > N3 tal que
d(znk

, z0) < ε
3 , para todo k ≥ N4. Además, puesto que bnk

→ b,
existe N5 > N4 tal que d(bnk

, b) < ε
3 , para todo k ≥ N5. Se

sigue que, si k > N5 entonces d(b, z0) ≤ d(b, bnk
) + d(bnk

, znk
) +
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d(znk
, z0) < ε. Con lo anterior se obtiene que d(b, E0) < ε, por

lo que b ∈ E0 ⊂ E.

Hemos demostrado que B es un subcontinuo de X.

Afirmación 3. El continuo B es un ∞-odo en X.

Es claro que E es un subcontinuo de B. Además,

B − E =
⋃
n∈N

(αn(sn)− E).

También, puesto que En ∈ SB(E), y por la elección de las
funciones αn, se tiene que αn(sn) − E 6= ∅. Resta ver que los
conjuntos en esta unión son conjuntos separados. Para esto,
sean n, m ∈ N, con m < n y supongamos que existe un pnto
y ∈ (αn(sn)− E) ∩ (αm(sm)− E). Se sigue que y ∈ αn(sn) y
y ∈ (αm(sm)−E), lo que implica que y ∈ (αn(sn)∩αm(sm))−E,
lo cual contradice la propiedad de sn indicada en la Afirmación
1. Esto demuestra que B es un ∞-odo en X.

2.24 Definición. Un continuo es indescomponible si no se
puede representar como la unión de dos de sus subcontinuos
propios; y es hereditariamente indescomponible si todos
sus subcontinuos son indescomponibles.

2.25 Ejemplo. Presentamos un continuo X tal que X es un
∞-odo y, para todo E ∈ C∗(X), el conjunto de los elementos
minimales m(E) es finito.

Este continuo X se determina como sigue: consideremos un
continuo hereditariamente indescomponible, Z, en el plano R2

tal que (0, 0) ∈ Z. Para cada n ∈ N, sea

Zn = {(x
n

,
y

n
,
‖(x, y)‖

n2 ) ∈ R3 : (x, y) ∈ Z}.
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Notemos que cada Zn es un subcontinuo del espacio euclidiano
R3, y Zn es homeomorfo a Z. Además, si n 6= m, entonces
Zn ∩ Zm = {(0, 0, 0)}. También, notamos que Zn → {(0, 0, 0)},
en la topoloǵıa de Vietoris del hiperespacio de R3. Denotamos

X =
⋃
n∈N

Zn.

Es claro que X es un continuo y X−{(0, 0, 0)} tiene un número
infinito de componentes. Aśı X es un ∞-odo. En lo que sigue
demostraremos que:

Para cada E ∈ C∗(X), el conjunto m(E) es finito. (2.2)

Para demostrar esto, fijamos un elemento E ∈ C∗(X), y con-
sideramos dos casos:

Caso 1. (0, 0, 0) /∈ E: en este caso, existe n ∈ N tal que
E ⊂ Zn. Dado que Zn es hereditariamente indescomponible, se
tiene que SB(E) = {E}, esto quedará justificado más adelante,
con el Teorema 2.32. Aśı, en este caso, m(E) = {E}.

Caso 2. (0, 0, 0) ∈ E: en este caso, primero demostramos dos
afirmaciones que hacemos a continuación:

Afirmación 1. Si K ∈ C(X) y (0, 0, 0) ∈ K, entonces K∩Zn ∈
C(X), para todo n ∈ N.

Para esto fijemos n ∈ N y consideremos conjuntos abiertos,
U y V , en K ∩ Zn tales que K ∩ Zn = U ∪ V y U ∩ V = ∅.
Supongamos que (0, 0, 0) ∈ U . Notemos que U y V son cerrados
en el conjunto K ∩ Zn y este conjunto es cerrado en X. Aśı, U

y V son cerrados en X. También, puesto que Zn → {(0, 0, 0)},
notamos que

⋃
m 6=n

Zm es cerrado en X. Además, notamos que

K = (K ∩ Zn) ∪ (K ∩ (
⋃
m6=n

Zm)) = V ∪ [U ∪ (K ∩ (
⋃
m6=n

Zm))].
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Observemos que V y U ∪ (K ∩ (
⋃

m 6=n

Zm)) son conjuntos ajenos

y cerrados en X. Luego, puesto que K es conexo, se tiene que
V = ∅. Esto demuestra la afirmación 1.

Afirmación 2. Si A ∈ m(E), entonces (0, 0, 0) ∈ A.

Para probar esta afirmación supongamos que (0, 0, 0) /∈ A.
Aśı, existe n ∈ N tal que A ⊂ Zn. Consideramos un arco orde-
nado, α, en C(X) tal que α(0) = A. Notemos que Zn−{(0, 0, 0)}
es un conjunto abierto en X (ya que su complemento es cerrado)
que contiene a A, aśı A ∈ 〈Zn − {(0, 0, 0)}〉. Luego, por la con-
tinuidad de α, existe t > 0 tal que α(t) ∈ 〈Zn − {(0, 0, 0)}〉, es
decir, α(t) ⊂ Zn−{(0, 0, 0)}. Ahora, notemos que E ∩Zn es un
subcontinuo de Zn (por la Afirmación 1) y (E ∩Zn) ∩ α(t) 6= ∅.
Aśı, (E ∩ Zn) ∪ α(t) ∈ C(Zn). Como Zn es hereditariamente
indescomponible, se sigue que E ∩ Zn ⊂ α(t) o α(t) ⊂ E ∩ Zn.
Como (0, 0, 0) ∈ E y (0, 0, 0) /∈ α(t), se tiene que E∩Zn 6⊂ α(t).
Luego, se obtiene que α(t) ⊂ E ∩ Zn, y aśı α(t) ⊂ E. Hemos
demostrado que, para cualquier arco ordenado α, en C(X), tal
que α(0) = A, existe t > 0, tal que α(t) ⊂ E. Esto significa
que A /∈ SB(E), véase el Teorema 2.5. Esto demuestra la Afir-
mación 2.

Ahora, continuamos con la prueba de lo indicado en (2.2),
en el Caso 2, donde suponemos que (0, 0, 0) ∈ E. Para eso
consideramos dos subcasos:

Subcaso 2.1. Existe una sucesión, {nk}k∈N, en N tal que
Znk

6⊂ E para todo k ∈ N.

Por el Teorema 2.19 podemos considerar un elemento A ∈
m(E). Por la afirmación 2, (0, 0, 0) ∈ A y, puesto que Znk

6⊂ E

y Znk
→ {(0, 0, 0)}, por el Teorema 2.11, {(0, 0, 0)} ∈ SB(E).

Luego, como A es minimal en SB(E) se tiene que A = {(0, 0, 0)}.
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Aśı, en este subcaso, m(E) tiene a {(0, 0, 0)} como único ele-
mento.

Subcaso 2.2. El conjunto {n ∈ N : Zn 6⊂ E} es finito.

En este subcaso, como E es un subcontinuo propio de X,
notamos que el conjunto {n ∈ N : Zn 6⊂ E} no es vaćıo, y
lo denotamos por {n1, ..., nr}. Ahora probaremos la siguiente
afirmación.

Afirmación 3. E ∩ Zni
∈ SB(E), para cada i ∈ {1, ..., r}.

Para mostrar esta afirmación, fijamos i ∈ {1, ..., r}. Por la
Afirmación 1, se tiene que E ∩ Zni

es un subcontinuo de Zni
.

Como Zni
6⊂ E, también se tiene que E ∩ Zni

6= Zni
. Conside-

ramos un arco ordenado, α, en C(X) desde E ∩ Zni
hasta Zni

.
Notamos que, si t ∈ [0, 1] y α(t) ⊂ E, entonces α(t) ⊂ E ∩ Zni

,
por lo cual t = 0. Es decir, α(t) 6⊂ E si 0 < t ≤ 1. Por lo tanto,
E ∩ Zni

∈ SB(E). Aśı, la Afirmación 3 está demostrada.

Afirmación 4. m(E) ⊂ {E ∩ Zn1
, ..., E ∩ Znr

}.
Para mostrar esto, fijamos un elemento A ∈ m(E) y supone-

mos que E ∩ Zni
6⊂ A para todo i ∈ {1, ..., r}. Consideremos

un arco ordenado α, en C(X), tal que α(0) = A y α(t) 6⊂ E,
si 0 < t ≤ 1, veáse el Teorema 2.5. Por la continuidad de α,
existe t > 0 tal que E ∩ Zni

6⊂ α(t), para todo i ∈ {1, ..., r}.
Por la Afirmación 1, notamos que E ∩ Zni

y α(t) ∩ Zni
, son

subcontinuos de Zni
y, como ambos contienen al continuo A, se

tiene que E ∩ Zni
∪ α(t) ∩ Zni

es un subcontinuo de Zni
. Como

Zni
es hereditariamente indescomponible, se tiene que E∩Zni

⊂
α(t)∩Zni

o α(t)∩Zni
⊂ E ∩Zni

. Como E ∩Zni
6⊂ α(t), se sigue

que α(t) ∩ Zni
⊂ E ∩ Zni

. Esto, para todo i ∈ {1, ..., r}.
Ahora, veremos que α(t) ⊂ E: fijamos x ∈ α(t). Si x ∈ Zni

para algún i ∈ {1, ..., r}, entonces x ∈ α(t)∩Zni
⊂ E ∩Zni

, por
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lo que x ∈ E. Por otro lado, si x /∈ Zni
para todo i ∈ {1, ..., r},

entonces x ∈ Zm para algún m /∈ {n1, ..., nr}. Notamos que
Zm ⊂ E, aśı x ∈ E. Esto demuestra que α(t) ⊂ E, lo cual
contradice el hecho de que α(t) 6⊂ E si 0 < t ≤ 1.

Con lo anterior hemos demostrado que existe i ∈ {1, ..., r} tal
que E ∩ Zni

⊂ A. Por la Afirmación 3, E ∩ Zni
∈ SB(E), luego

la minimalidad de A implica que E ∩ Zni
= A. Esto prueba la

Afirmación 4.

Con todo, en cualquiera de los casos, hemos demostrado que
el conjunto de los elementos minimales, m(E), es finito para
todo E ∈ C∗(X). Con esto finalizamos el Ejemplo 2.25.

2.2.3 Continuos atriódicos

En esta parte, mostramos dos condiciones equivalentes a la pro-
piedad de ser un continuo atriódico, en términos de semi fron-
teras. Recordamos que un 3-odo, también llamado triodo, en un
continuo X es un subcontinuo B de X que contiene un subcon-
tinuo A tal que B − A tiene al menos tres componentes, véase
la Definición 2.15.

2.26 Definición. Un continuo X es atriódico si no contiene
triodos.

Usaremos el lema que sigue, el cual es un resultado obtenido
por Sorgenfrey en 1944, en [15]. Una prueba detallada de éste
se encuentra en el teorema final de la tesis de licenciatura de
Alberto Mercado [9, Teorema 13.1].
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2.27 Lema. Si A1, A2 y A3 son subcontinuos de un continuo X

tales que A1 ∩ A2 ∩ A3 6= ∅ y Ai 6⊂ Aj ∪ Ak, donde {i, j, k} =
{1, 2, 3}, entonces X contiene un triodo.

2.28 Teorema. Para cualquier continuo X, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) El continuo X es atriódico;

(b) Para cada A ∈ C∗(X) se tiene que |m(A)| ≤ 2; y

(c) Para cada A ∈ C∗(X), SB(A) es un punto o un arco.

Demostración. (a) implica (b): esta parte es inmediata por
el Teorema 2.21.

(b) implica (c): fijemos un elemento A ∈ C∗(X) y supon-
gamos que SB(A) no es un punto, es decir, SB(A) 6= {A}.
Supongamos que m(A) = {B1, B2} donde B1 6= B2 (la prueba
del caso en que m(A) tiene un único elemento es análoga). Con-
sideremos arcos ordenados desde B1 hasta A y desde B2 hasta A

en C(X), digamos β1 y β2 respectivamente. Por el Teorema 2.5,
podemos considerar arcos ordenados, α1 y α2, en C(X) tales que
α1(0) = B1, α1(t) 6⊂ A para todo t > 0, α2(0) = B2 y α2(t) 6⊂ A

para todo t > 0.

Afirmación 1. Si B ∈ C(X) y B1 ⊂ B ⊂ A, entonces B ∈
Imβ1.

Para mostrar esta afirmación supongamos que B /∈ Imβ1.
Denotemos t0 = max{t ∈ [0, 1] : β1(t) ⊂ B} (es claro 0 ∈
{t ∈ [0, 1] : β1(t) ⊂ B} y que este conjunto es cerrado). Se
tiene que β1(t0) ⊂ B y B 6= β1(t0). Fijemos un punto p ∈
B − β1(t0). Notemos que 〈X − {p}〉 es un conjunto abierto en
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2X que tiene a β1(t0). Como β1 es continua existe ε > 0 tal
que si t ∈ (t0 − ε, t0 + ε), entonces β1(t) ⊂ X − {p}. Fijamos
t1 ∈ (t0, t0 + ε). Se tiene que t1 > t0 y p /∈ β1(t1). Luego, por la
definición de t0, se tiene que β1(t1) no está contenido en B.

Fijemos un punto q ∈ β1(t1) − B. Notemos que p, q /∈ B1,
aśı, 〈X − {p, q}〉 es un conjunto abierto en el hiperespacio que
contiene al elemento B1. Luego, por la continuidad de α1 existe
t2 > 0 tal que α1(t2) ⊂ X − {p, q}, es decir, p, q /∈ α1(t2).
Notemos lo que sigue:

(i) B1 ⊂ B ∩ β1(t1) ∩ α1(t2);

(ii) p ∈ B − (β1(t1) ∪ α1(t2));

(iii) q ∈ β1(t1)− (B ∪ α1(t2)); y

(iv) α1(t2) 6⊂ B ∪ β1(t1) (ya que B ∪ β1(t1) ⊂ A y α1(t2) 6⊂ A).

Se tiene que B, β1(t1) y α1(t2) son tres subcontinuos de X

con intersección no vaćıa y ninguno de ellos está contenido en
la unión de los otros dos. Por el Lema 2.27 se tiene que X

contiene un triodo. Luego, por el Teorema 2.21, X contiene un
subcontinuo que tiene al menos tres elementos minimales en su
semi frontera, en contradicción con la hipótesis en (b). Esto
demuestra la afirmación 1.

De manera análoga se muestra que si B ∈ C(X) y B2 ⊂ B ⊂
A, entonces B ∈ Imβ2.

Notamos que si B ∈ SB(A), entonces B contiene a B1 o a
B2 ya que todo elemento en la semi frontera contiene elemen-
tos minimales (vea el Lema 2.19) y, por hipótesis, estos son los
únicos elementos minimales. Se sigue que SB(A) ⊂ Imβ1∪Imβ2.
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Por otra parte, considerando el Teorema 2.6, se obtiene que
SB(A) = Imβ1 ∪ Imβ2.

Afirmación 2. Imβ1 ∩ Imβ2 = {A}.

Para probar esta afirmación supongamos que existe un ele-
mento E ∈ Imβ1 ∩ Imβ2 con E 6= A. Considerando la hipótesis
en (2), el Teorema 2.21 y el Lema 2.17, notamos que la in-
tersección de cualesquiera dos subcontinuos tiene a lo más dos
componentes. Usando esto, de manera similar a la demostración
de la Afirmación 1 en la prueba del Teorema 2.21, se verifica que
existen t1 > 0 y t2 > 0 tales que α1(t1) ∩ α2(t2) ⊂ E.

Ahora fijemos un punto x0 ∈ A−E. Considerando que B1 ∪
B2 ⊂ E, y la continuidad de los arcos ordenados α1 y α2, existen
números s1 y s2 tales que 0 < s1 < t1, 0 < s2 < t2 y x0 /∈
α1(s1) ∪ α2(s2). Se tiene que α1(s1) ∩ α2(s2) ⊂ E. Notamos lo
que sigue:

(i) B1 ⊂ A ∩ (E ∪ α1(s1)) ∩ (E ∪ α2(s2));

(ii) A 6⊂ E ∪ α1(s1)∪ α2(s2) (el punto x0 está en la diferencia);

(iii) E∪α1(s1) 6⊂ A∪E∪α2(s2): ya que si α1(s1) ⊂ A∪E∪α2(s2),
entonces α1(s1) = (α1(s1) ∩ A) ∪ (α1(s1) ∩ E) ∪ (α1(s1) ∩
α2(s2)) ⊂ A ∪ E = A, una contradicción; y, similarmente,

(iv) E ∪ α2(s2) 6⊂ A ∪ E ∪ α1(s1).

Luego A, E ∪α1(s1) y E ∪α2(s2) son tres subcontinuos de X

con intersección no vaćıa, tal que ninguno de ellos está contenido
en la unión de los otros dos. Por el Lema 2.27 se tiene que X
contiene un triodo. Luego, por el Teorema 2.21, X contiene un
subcontinuo que tiene al menos tres elementos minimales en su
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semi frontera, en contradicción con la hipótesis en (b). Aśı, la
Afirmación 2 está mostrada.

Se concluye que SB(A) es la unión de dos arcos con únicamente
un punto extremo en común, y aśı, SB(A) es un arco. Hemos
demostrado que (b) implica (c).

(c) implica (a): supongamos que X no es atriódico. Por el
Teorema 2.21 existe E ∈ C∗(X) tal que m(E) tiene al menos tres
elementos. Consideremos tres elementos diferentes, B1, B2 y B3,
en m(E). Para cada i ∈ {1, 2, 3}, tomemos un arco ordenado,
γi, en C(X) desde Bi hasta E. Observe que Imγi ⊂ SB(E).

Notemos que si Bi ∈ Imγj para algún j 6= i con i, j ∈ {1, 2, 3},
entonces Bj ⊂ Bi lo cual contradice la minimalidad de Bi.

De acuerdo con lo último, se tiene que para cualesquiera i, j ∈
{1, 2, 3} con i 6= j, Bi /∈ Imγj.

Para cada i ∈ {1, 2, 3}, tomamos un conjunto abierto, Ui,
en C(X), de modo que Bi ∈ Ui, Ui ∩ Uj = ∅ para i 6= j, y
Ui ∩ (Imγj ∪ Imγk) = ∅ donde {i, j, k} = {1, 2, 3}.

Ahora, para cada i ∈ {1, 2, 3} sea ri > 0 tal que γi([0, ri]) ⊂
Ui. Denotemos T = Imγ1 ∪ Imγ2 ∪ Imγ3 y A = γ1([r1, 1]) ∪
γ2([r2, 1]) ∪ γ3([r3, 1]).

Notemos que T yA son continuos tales queA ⊂ T ⊂ SB(E).
Además, T −A = γ1([0, r1))∪γ2([0, r2))∪γ3([0, r3)). Por lo que
T − A tiene al menos tres componentes. Esto significa que T
es un triodo en SB(E). Aśı, SB(E) no es un punto ni un arco.
Esto demuestra que (c) implica (a).
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2.2.4 Continuos localmente conexos

En esta parte, dentro de la clase de los continuos localmente
conexos, caracterizamos al arco y a la curva cerrada simple en
términos de la semi frontera. También mostramos que la cone-
xidad local es una condición necesaria y suficiente para que la
semi frontera y la frontera coincidan.

2.29 Teorema. Si X es un continuo localmente conexo, en-
tonces X es un arco o una curva cerrada simple si, y sólo si,
SB(A) es un arco, para todo subcontinuo propio no degenerado
A de X.

Demostración. Supongamos que X es un arco y consideramos
un elemento A ∈ C∗(X). Aśı, por el Teorema 2.14, SB(A) es un
arco. Ahora, supongamos que X es una curva cerrada simple.
Consideramos un elemento A ∈ C∗(X). Notemos que A es un
arco. Siguiendo las mismas ideas que en el Ejemplo 2.13, se
prueba que SB(A) es un arco.

Rećıprocamente, por el Teorema 2.28 se tiene que X es un
continuo atriódico. Por hipótesis, X es localmente conexo. Aśı,
de acuerdo con [13, 8.40 (b)] o [3, Proposición 2.10] se obtiene
que X es un arco o una curva cerrada simple.

2.30 Teorema. Para cualquier continuo X, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) X es localmente conexo;

(b) Si A ∈ C∗(X) y p ∈ Fr(A), entonces {p} ∈ SB(A); y

(c) SB(A) = Fr(C(A)), para cada A ∈ C∗(X).
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Demostración. (a) implica (b): sean A ∈ C∗(X) y un punto
p ∈ Fr(A). Dado que X es localmente conexo, existe un con-
junto abierto y conexo, U1, en X, tal que p ∈ U1 ⊂ B(p, 1).
Luego, existe δ2 > 0 tal que B(p, δ2) ⊂ U1. Sea ε2 = min{1

2 , δ2}.
Se sigue que existe un conjunto abierto y conexo, U2, en X tal
que p ∈ U2 ⊂ B(p, ε2) ⊂ U1. Continuando este procedimiento se
determina una sucesión decreciente, {Un}n∈N, en C(X) tal que
Un → {p} y Un 6⊂ A, para todo n ∈ N. Aśı, por el Teorema 2.10
se obtiene que {p} ∈ SB(A).

(b) implica (c): sea A ∈ C∗(X). Notemos que Fr(C(A)) ⊂
C(A). Dado que SB(A) ⊂ Fr(C(A)), veáse la Nota 2.3 (b),
basta mostrar que Fr(C(A)) ⊂ SB(A). Para esto primero
mostramos la afirmación que sigue:

Afirmación. Si B ∈ Fr(C(A)), entonces B ∩ Fr(A) 6= ∅.
Para mostrar esta afirmación supongamos que B∩Fr(A) = ∅.

Se tiene que B ⊂ int(A) o B ⊂ int(X − A). Sin pérdida
de generalidad, supongamos que B ⊂ int(A). Luego, B ∈
〈int(A)〉 ∩C(X) ⊂ C(A). Notemos que 〈int(A)〉 es un conjunto
abierto en 2X . Aśı, 〈int(A)〉 ∩ C(X) es un conjunto abierto en
C(X), contenido en C(A) que contiene al elemento B. Se sigue
que B /∈ Fr(C(A)). Aśı, la afirmación está demostrada.

Ahora, consideremos un punto p ∈ B∩Fr(A). Por hipótesis,
{p} ∈ SB(A). Dado que p ∈ B ∈ C(A) se tiene, por el Teorema
2.6 que B ∈ SB(A). Por lo tanto, SB(A) = Fr(C(A)).

(c) implica (a): supongamos que X no es localmente conexo.
Aśı, existe un conjunto abierto, U , de X y una componente, D,
de U tal que D no es un conjunto abierto en X. Sean p ∈ D −
int(D) y V un conjunto abierto en X tal que p ∈ V ⊂ V ⊂ U .
Denotemos por E la componente de V que contiene al punto

86



p. Es claro que E ∈ C(X), p ∈ E ⊂ D. Notemos que para
todo conjunto abierto, W , de X que tiene a p se cumple que
W ∩(X−D) 6= ∅, aśı W ∩(X−E) 6= ∅. Por lo tanto, p ∈ Fr(E)
lo que implica que {p} ∈ Fr(C(E)).

Por otro lado, consideremos un arco ordenado, α, en C(X)
tal que α(0) = {p}. Como {p} ∈ 〈V 〉, existe ε > 0 tal que
α(t) ∈ 〈V 〉, para todo t ∈ [0, ε), es decir, α(t) ⊂ V ⊂ V , para
todo t ∈ [0, ε). De aqúı se sigue que α(t) ⊂ E, para todo t ∈
[0, ε). Por lo tanto, {p} /∈ SB(E), aśı SB(E) 6= Fr(C(E)).

2.2.5 Continuos hereditariamente
indescomponibles

Aqúı caracterizamos los continuos hereditariamente indescom-
ponibles, como aquéllos en los cuales todo subcontinuo propio
tiene un único elemento en la semi frontera. Para esto primero
demostramos el siguiente lema.

2.31 Lema. Un continuo X es hereditariamente indescompo-
nible si, y sólo si, para cualesquiera A, B ∈ C(X) tales que
A ∩B 6= ∅ se tiene que A ⊂ B o B ⊂ A.

Demostración. Supongamos que existen A, B ∈ C(X) tales
que A∩B 6= ∅, A 6⊂ B y B 6⊂ A. Denotemos C = A∪B. Es claro
que C ∈ C(X). Notemos que A y B son subcontinuos propios
de C. Con esto se tiene que C es un continuo descomponible.

Rećıprocamente, supongamos que X no es hereditariamen-
te indescomponible. Aśı, podemos considerar un subcontinuo
descomponible de X, digamos C. Denotemos C = A∪B donde
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A y B son subcontinuos propios de C. Notemos que B 6⊂ A y
A 6⊂ B. Es claro que A, B ∈ C(X) y A ∩B 6= ∅.

2.32 Teorema. Un continuo X es hereditariamente indescom-
ponible si, y sólo si, SB(A) = {A} para todo A ∈ C∗(X).

Demostración. Supongamos que X es hereditariamente indes-
componible. Sean A ∈ C∗(X) y B ∈ SB(A). Por el Teorema
2.5, podemos considerar un arco ordenado, α, en C(X), tal que
α(0) = B y α(t) 6⊂ A, para todo t > 0. Luego, por el Teorema
2.31, A ⊂ α(t) para todo t > 0. En particular, si {tn}n∈N es
una sucesión decreciente en [0, 1] tal que tn → 0, obtenemos que
α(tn+1) ⊂ α(tn) y α(tn) → α(0) = B. Aśı, por el Teorema 1.56,⋂
n∈N

α(tn) = B. Notemos que B ⊂ A ⊂
⋂

n∈N
α(tn). Se sigue que

A = B. Por lo tanto SB(A) = {A}.
Rećıprocamente, supongamos que X no es hereditariamente

indescomponible. Aśı, existe un subcontinuo, C, de X tal que
C = A∪B, donde A y B son subcontinuos propios de C. Sea E

una componente de A ∩ B. Notemos que E es un subcontinuo
propio de A, pues de lo contrario, si A = E, entonces A =
E ⊂ A ∩ B ⊂ A lo que implica que A ∩ B = A. Se sigue que
A ⊂ B de donde se obtiene que A ∪ B = B, aśı B = C lo cual
es una contradicción. Ahora, por el Teorema 2.9 se tiene que
E ∈ SB(A). Por lo tanto SB(A) 6= {A}.

2.3 La semi frontera como función

Notamos que, para cada subcontinuo propio, A, de un continuo
X, la semi frontera, SB(A), del hiperespacio C(A), es un con-
junto conexo (de hecho, arco conexo) no vaćıo de C(X), vea
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el Corolario 2.8, aśı su cerradura, SB(A), es un subcontinuo
de C(X), es decir, es un elemento de C(C(X)). Esto permite
definir, de manera natural, la función semi frontera

S : C∗(X) −→ C(C(X))

A 7−→ SB(A)

En esta parte, incluimos algunos resultados respecto de la
función semi frontera. Espećıficamente, probamos que la con-
tinuidad de esta función implica la unicoherencia de los subcon-
tinuos propios de un continuo; demostramos que esta función
no es continua en los continuos llamados dendroides; y caracte-
rizamos a la circunferencia como el único continuo arco conexo
para el cual la función semi frontera es continua.

2.3.1 Continuidad implica unicoherencia

Aqúı demostramos que si A es un subcontinuo propio de un
continuo X y la función semi frontera restringida a C(A) es
continua, entonces A es hereditariamente unicoherente. Primero
recordamos el concepto de unicoherencia.

2.33 Definición. Un continuo X es unicoherente si para cua-
lesquiera subcontinuos, A y B, de X tales que X = A ∪ B se
tiene que A ∩ B es conexo. Un continuo es hereditariamente
unicoherente si cada uno de sus subcontinuos es unicoherente.

2.34 Teorema. Sean X un continuo y A ∈ C∗(X). Si la res-
tricción de la función semi frontera al hiperespacio C(A), S|C(A),
es continua, entonces A es hereditariamente unicoherente.
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Demostración. Supongamos que A no es hereditariamente
unicoherente, esto es, A contiene un subcontinuo, digamos B,
que no es unicoherente. Aśı, existen subcontinuos propios, H y
K, de B tales que B = H ∪K y H ∩K no es conexo. Conside-
remos conjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos, P y Q, en X tales
que H ∩K = P ∪Q.

Fijemos un punto p ∈ P y consideremos un arco ordenado,
α : [0, 1] → C(H), tal que α(0) = {p} y α(1) = H. Denotemos
t0 = min{t ∈ [0, 1] : α(t)∩Q 6= ∅} (t0 está bien determinado, ya
que 1 ∈ {t ∈ [0, 1] : α(t) ∩ Q 6= ∅} y este conjunto es cerrado).
Observemos que α(t0) ∩ Q 6= ∅, aśı t0 > 0. Consideremos una
sucesión creciente, {tn}n∈N, en [0, t0) tal que tn → t0. Notemos
que α(tn) ∩Q = ∅ y α(tn) ⊂ α(tn+1) ⊂ α(t0) para todo n ∈ N.

Denotemos B0 = α(t0) ∪ K y Bn = α(tn) ∪ K, para cada
n ∈ N. Es claro B0 y Bn son subcontinuos de A (ya que α(t0),
α(tn) y K son subcontinuos de A que contienen al punto p).
Además, Bn converge a B0 en C(X).

Afirmación 1. α(t0) ∈ S(B0) = SB(B0).

Para probar esta afirmación, para cada n ∈ N, denotemos
por Cn a la componente de Bn ∩ α(t0) que contiene a α(tn).

Notemos que Bn∩α(t0) = (α(tn)∪K)∩α(t0) = α(tn)∪ (K ∩
α(t0)) = α(tn) ∪ (α(t0) ∩ P ) ∪ (α(t0) ∩Q).

Se sigue que Bn ∩ α(t0) = [α(tn) ∪ (α(t0) ∩ P )] ∪ [α(t0) ∩Q].

También notemos que [α(tn) ∪ (α(t0) ∩ P )] ∩ [α(t0) ∩Q] = ∅
ya que P y Q son ajenos y α(tn) ∩ Q = ∅. Además, [α(tn) ∪
(α(t0) ∩ P )] 6= ∅ y α(t0) ∩Q 6= ∅.

De todo lo anterior se tiene que Bn ∩ α(t0) no es conexo. Se
sigue que Bn∩α(t0) 6= Bn y Bn∩α(t0) 6= α(t0) ya que Bn y α(t0)
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son conexos. Se tiene que Bn 6⊂ α(t0) y α(t0) 6⊂ Bn. Luego, por
el Teorema 2.9, Cn ∈ SB(Bn), para cada n ∈ N.

Ahora, como B0 y Bn son subcontinuos de A tales que Bn →
B0, y S|C(A) es continua, se tiene que S(Bn) → S(B0).

Por otra parte, notemos que α(tn) ⊂ Cn ⊂ α(t0) de donde
Cn → α(t0). Además, puesto que Cn ∈ S(Bn) se tiene que
α(t0) ∈ S(B0), veáse el Teorema 1.52 (a). Aśı la afirmación 1
está demostrada.

Ahora, consideremos conjuntos abiertos y ajenos, U y V , en
X tales que P ⊂ U , Q ⊂ V y U ∩ V = ∅. Notemos que
α(t0)− (U ∪V ) y K− (U ∪V ) son conjuntos cerrados en X. En
seguida veamos que son no vaćıos y ajenos.

Supongamos que α(t0)−(U∪V ) = ∅, es decir, α(t0) ⊂ U∪V ,
se sigue que α(t0) = (α(t0)∩U)∪(α(t0)∩V ). Además, p ∈ α(t0)∩
U y ∅ 6= α(t0) ∩ Q ⊂ α(t0) ∩ V lo cual contradice la conexidad
de α(t0). De manera análoga se muestra que K − (U ∪ V ) 6= ∅.
Ahora, como α(t0) ⊂ H se sigue que α(t0) ∩ K ⊂ H ∩ K =
P ∪ Q ⊂ U ∪ V . Luego, [α(t0) − (U ∪ V )] ∩ [K − (U ∪ V )] =
(α(t0) ∩K)− (U ∪ V ) = ∅.

Ahora, consideremos conjuntos abiertos y ajenos, W y Z, en
X tales que [α(t0)− (U ∪ V )] ⊂ W y [K − (U ∪ V )] ⊂ Z. Dado
que α(t0) ∈ S(B0) = SB(B0), existe una sucesión {Cn}n∈N en
SB(B0) que converge a α(t0). Se tiene que α(t0) 6⊂ K ya que de
lo contrario α(t0)− (U ∪ V ) ⊂ K − (U ∪ V ) lo que contradice el
hecho de que estos conjuntos son ajenos.

Afirmación 2. Existe N ∈ N tal que

CN 6⊂ K, CN ⊂ U ∪ V ∪W, CN ∩ U 6= ∅ y CN ∩ V 6= ∅.
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Para esto notemos que existe N1 ∈ N tal que Cn 6⊂ K para
todo n ≥ N1: ya que de lo contrario, dado m ∈ N, existe n1 > m

tal que Cn1
⊂ K. Existe n2 > n1 tal que Cn2

⊂ K. Siguiendo de
esta manera se tiene una subsucesión, {Cnk

}k∈N, de la sucesión
{Cn}n∈N tal que para cada k ∈ N, Cnk

⊂ K y Cnk
→ α(t0). Por

el Teorema 1.54 (b), α(t0) ⊂ K, lo cual es una contradicción.

Ahora, dado que α(t0) ⊂ U ∪ V ∪ W y Cn → α(t0), existe
N2 ∈ N tal que Cn ⊂ U ∪ V ∪W para todo n ≥ N2.

Por otro lado, como p ∈ P ∩ α(t0) ⊂ U y Cn → α(t0), por el
Teorema 1.52 (a), existe una sucesión {cn}n∈N con cn ∈ Cn, para
cada n ∈ N, tal que cn → p. Luego existe N3 ∈ N tal que cn ∈ U

para todo n ≥ N3, esto es, Cn ∩ U 6= ∅ para todo n ≥ N3. De
igual forma se muestra que existe N4 ∈ N tal que Cn ∩ V 6= ∅
para todo n ≥ N4.

Sea N = max{N1, N2, N3, N4}. Se tiene que N satisface la
Afirmación 2.

Consideramos un entero positivo N como en la Afirmación
2. Como CN ⊂ B0 = α(t0) ∪K, se obtiene que CN ∩ α(t0) 6= ∅.
Elijamos un punto q ∈ α(t0) ∩ Q y sea L1 la componente de
α(t0)∩Q que contiene al punto q. Notemos que L1 ⊂ α(t0)∩Q ⊂
Q ⊂ V .

Consideremos un arco ordenado, β, en C(X) desde L1 hasta
K. Existe L ∈ C(X) tal que L1 ⊂ L ⊂ K, L1 6= L y L ⊂ V ;
para esto basta tomar t > 0 tal que β(t) ⊂ V y denotar L = β(t).

Supongamos que L ⊂ α(t0) ⊂ H, entonces L ⊂ H ∩ K =
P ∪ Q. Puesto que q ∈ L1 ⊂ L, q ∈ Q, P y Q son ajenos se
tiene que L ⊂ α(t0) ∩ Q y q ∈ L. Se sigue que L = L1, lo cual
es una contradicción. Esto demuestra que L ∩ (V − α(t0)) 6= ∅.
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Definamos M = CN ∪ α(t0) ∪ L. Es claro que M es cerrado
en B0. Además, puesto que CN ∩ α(t0) 6= ∅ y q ∈ α(t0) ∩
L1 ⊂ α(t0) ∩ L, se tiene que M es conexo y, en consecuencia,
M ∈ C(B0).

Como CN ∈ SB(B0) y CN ⊂ M ⊂ B0, considerando el
Teorema 2.6, se tiene que M ∈ SB(B0). Se sigue que M ∈
SB(B0) = S(B0). Luego, puesto que S(B0) = lim S(Bn) = lim
SB(Bn), se obtiene que M ∈lim SB(Bn).

Ahora, por el Teorema 1.52 (a), existe una sucesión {Mn}n∈N
en C(X) tal que Mn ∈ SB(Bn), para cada n ∈ N, y Mn → M .
Notemos que Mn ⊂ α(tn) ∪K y M 6⊂ α(t0).

De manera análoga a la Afirmación 2 se prueba la siguiente
afirmación.

Afirmación 3. Existe r ∈ N tal que

Mr ⊂ U∪V ∪W, Mr∩U 6= ∅, Mr∩V 6= ∅ y Mr∩(V −α(t0)) 6= ∅.

Ahora, probaremos las siguientes afirmaciones sobre los con-
juntos K ∩ V y α(tr) ∪ U .

Afirmación 4. Mr ⊂ (K ∩ V ) ∪ (α(tr) ∪ U)

Para probar esta afirmación, supongamos lo contrario y con-
sideremos un punto x ∈ Mr − [(K ∩ V ) ∪ (α(tr) ∪ U)]. Se sigue
que x ∈ Mr, x /∈ K ∩ V , x /∈ α(tr) y x /∈ U . Dado que
x ∈ Mr ⊂ Br = α(tr) ∪ K y x /∈ α(tr) se tiene que x ∈ K.
Luego, x ∈ Mr, x /∈ V y x /∈ U . Aśı, x ∈ [Mr − (U ∪ V )] ⊂ Z y
en consecuencia x ∈ Z. Por otro lado, x ∈ Mr ⊂ U ∪ V ∪W y
x /∈ U ∪ V lo que implica que x ∈ W . De esta manera se tiene
que x ∈ W ∩ Z, una contradicción ya que W y Z son ajenos.
Aśı, la afirmación 4 esta demostrada.
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Afirmación 5. Mr ∩ (K ∩ V ) 6= ∅ y Mr ∩ (α(tr) ∪ U) 6= ∅.
Por la Afirmación 3, Mr ∩ (V − α(t0)) 6= ∅. Ahora, con-

siderando que Mr ⊂ α(tr) ∪ K, α(tr) ⊂ α(t0), U ∩ V = ∅ y
también considerando la Afirmación 4, se tiene que [Mr ∩ (V −
α(t0))] ⊂ K ∩ V .

Por otra parte, por la Afirmación 3, Mr ∩ U 6= ∅ y por la
Afirmación 4 se tiene que Mr ∩ U ⊂ α(tr) ∪ U .

Afirmación 6. (K ∩ V ) ∩ (α(tr) ∪ U) = ∅
Para probar esto se tiene que (K∩V )∩(α(tr)∪U) = [(K∩V )∩

α(tr)]∪[(K∩V )∩U ] = (K∩V )∩α(tr) = (V ∩K)∩(H∩α(tr)) =
(H ∩K)∩ (V ∩α(tr)) = (P ∪Q)∩ (V ∩α(tr)) = [(P ∪Q)∩V ]∩
α(tr) = [(P∩V )∪(Q∩V )]∩α(tr) = Q∩V ∩α(tr) ⊂ Q∩α(tr) = ∅.
Esto demuestra lo indicado en la Afirmación 6.

Con todo lo anterior, hemos demostrado que Mr no es conexo.
Esta contradicción demuestra que A es un continuo hereditaria-
mente unicoherente.

2.35 Corolario. Sea X un continuo. Si la función S es continua,
entonces cada subcontinuo propio de X es unicoherente.

2.3.2 No continuidad en dendroides

Como ya comentamos al inicio de esta sección, en esta parte
vamos a demostrar que la función semi frontera no es continua
en los dendroides. Para esto iniciamos atendiendo un par de
propiedades sobre dendroides.

2.36 Definición. Un continuo X es un dendroide si es arco
conexo y hereditariamente unicoherente.
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2.37 Notación. Sean p y q puntos en un continuo X. Si p y q

son puntos diferentes, denotamos por pq al arco en X con puntos
extremos p y q. Si p = q, entonces pq denota el conjunto {p}.

2.38 Lema. Si X es un dendroide y a, b1, b2, . . . , son puntos en
X tales que ab1 ⊂ ab2 ⊂ . . . , entonces existe x ∈ X tal que
abn ⊂ ax, para todo n ∈ N.

Demostración. Primero vamos a probar la siguiente afirmación.

Afirmación 1. Si m < n < r, entonces bmbn ⊂ bmbr.

Para esto consideremos una parametrización del arco abr, di-
gamos α : [0, 1] → abr tal que α(0) = a y α(1) = br. Dado que
abm ⊂ abn ⊂ abr se tiene que bm, bn ∈ abr. Sean s, t ∈ [0, 1] tal
que α(s) = bm y α(t) = bn. Notemos que s ≤ t ≤ 1. Se sigue
que [s, t] ⊂ [s, 1] lo que implica que α([s, t]) = bmbn ⊂ bmbr =
α([s, 1]). Aśı, la afirmación 1 está mostrada.

Ahora, para cada m ∈ N, denotemos Ym = (
⋃

n≥m
bmbn). Note-

mos que Ym es un subcontinuo de X. No es dif́ıcil probar que los
subcontinuos de los dendroides son dendroides, y que los den-
droides son descomponibles, véase por ejemplo [8, p. 11]. De
este modo, se tiene que Ym es descomponible. Consideremos
subcontinuos propios, Am y Bm, de Ym tales que Ym = Am∪Bm.
Como la familia {bn : n > m} está contenida en Am ∪ Bm,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el conjunto
{n > m : bn ∈ Bm} es infinito.

Afirmación 2. Dado m ∈ N existe Nm ∈ N tal que bn ∈ Bm

para todo n ≥ Nm.

Para probar esta afirmación fijemos m ∈ N. Existe Nm ∈ N
tal que bNm

∈ Bm. Ahora, dado n > Nm existe r > n tal que
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br ∈ Bm. Se sigue de la Afirmación 1 que bNm
bn ⊂ bNm

br ⊂ Bm

y, por lo tanto, bn ∈ Bm. Aśı, la afirmación 2 está demostrada.

Afirmación 3. Para cada m ∈ N, bm ∈ Am −Bm.

Supongamos que existe m ∈ N tal que bm ∈ Bm. Dado n >

m, existe r > n tal que br ∈ Bm. Como Bm es un subcontinuo
de Ym se tiene que Bm es un dendroide y, en particular, es un
conjunto arco conexo por lo cual bmbr ⊂ Bm. Luego, por la
Afirmación 1 se tiene que bmbn ⊂ bmbr ⊂ Bm. De aqúı que,
para todo n > m, bmbn ⊂ Bm. Aśı, Ym = (

⋃
n≥m

bmbn) ⊂ Bm

y por tanto, Ym = Bm, lo cual contradice la elección de Bm.
En consecuencia bm /∈ Bm, es decir, bm ∈ Am − Bm para cada
m ∈ N.

Afirmación 4. La familia {Bm : m ∈ N} tiene la propiedad de
la intersección finita.

Para probar esta afirmación, sean m1, . . . ,mk ∈ N. Ahora,
para cada i ∈ {1, . . . , k}, consideramos un número positivo Nmi

como en la Afirmación 2. Consideremos n > Nmi
, para todo

i ∈ {1, . . . , k}. Se tiene que bn ∈
k⋂

i=1
Bmi

. Esto demuestra la

Afirmación 4.

Finalmente, por la Afirmación 4 y la compacidad de X, pode-
mos considerar un punto x ∈

⋂
m∈N

Bm. Probaremos que bm ∈ ax,

para todo m ∈ N.

Sean m ∈ N y r > m tales que br ∈ Bm. Por hipótesis,
sabemos que abm ⊂ abr; además, como ax ∪ Bm es un conjunto
arco conexo que tiene a a y a br, tenemos que abr ⊂ ax ∪ Bm.
Luego, abm ⊂ abr ⊂ ax ∪ Bm y aśı, bm ∈ ax ∪ Bm. Dado que
bm /∈ Bm (Afirmación 3), se tiene que bm ∈ ax. Se concluye que
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abm ⊂ ax, para todo m ∈ N.

2.39 Teorema. Si X es un dendroide entonces, para cualesquiera
puntos a y b en X, existe un arco maximal que los contiene.

Demostración. Consideremos la familia B = {cd : c, d ∈
X y ab ⊂ cd}. Veamos que B tiene un elemento maximal, usan-
do el Teorema de Reducción de Brouwer (Teorema 1.22). Sea
{cndn : n ∈ N} una subfamilia de B tal que cndn ⊂ cn+1dn+1,
para todo n ∈ N y elijamos a0 ∈ ab − {a, b}. Luego, para cada
n ∈ N, b ∈ a0cn o b ∈ a0dn. Consideremos que los puntos ex-
tremos, cn y dn, del arco cndn se han indexado de tal forma que,
para cada n ∈ N, a ∈ cna0 y (en consecuencia) b ∈ a0dn.

Se sigue que a0d1 ⊂ a0d2 ⊂ . . . y a0c1 ⊂ a0c2 ⊂ . . . . Luego,
por el Lema 2.38, existen puntos c y d en X tales que a0cn ⊂ a0c

y a0dn ⊂ a0d, para todo n ∈ N. De aqúı que a0cn ∪ a0dn ⊂
a0c ∪ a0d, para todo n ∈ N, y por tanto, cndn ⊂ cd, para todo
n ∈ N. Se tiene, por el Teorema de Reducción de Brouwer, que
B tiene un elemento maximal; o sea, un arco maximal.

2.40 Teorema. Si X es un dendroide, entonces la función S no
es continua.

Demostración. Consideremos un arco maximal en X (Teo-
rema 2.39), digamos w0z0. Supongamos que X 6= w0z0. En caso
de que X es un arco, no es dif́ıcil probar que la función semi
frontera no es continua. Sea U un conjunto abierto en X tal que
w0z0 ⊂ U y U 6= X. Denotemos por A a la componente de U que
contiene al arco w0z0. Ahora fijemos ε > 0 tal que z0 /∈ B(w0, ε).
Denotemos por An a la componente de A−B(w0,

ε
n) que contiene

al punto z0, para cada n ∈ N.
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Observemos que A, An ∈ C(X) y z0 ∈ An ⊂ An+1. Definamos

A0 =
⋃
n∈N

An. Por el Teorema 1.55, An → A0.

Afirmación. Se tiene que A = A0.

Para probar esta afirmación, notemos que An ⊂ A ⊂ U , de
aqúı se sigue que A0 ⊂ A. Aśı, basta probar que A ⊂ A0. Para
esto, sea x ∈ A−{w0, z0}. Se sigue que existe un punto y ∈ w0z0

tal que xy ∩w0y0 = {y}. Dada la maximalidad del arco w0z0 se
tiene que y /∈ {w0, z0}. Aśı w0 /∈ xy ∪ yz0. Luego, existe n ∈ N
tal que B(w0,

ε
n)∩xz0 = ∅, es decir, xz0 ⊂ A−B(w0,

ε
n). Se sigue

que xz0 ⊂ An de donde x ∈ An. Aśı x ∈ A0. Con lo anterior
hemos mostrado que A−{w0, z0} ⊂ A0, por lo cual A ⊂ A0. Se
concluye que A = A0.

Consideremos una parametrización del arco maximal, diga-
mos α : [0, 1] → w0z0 tal que α(0) = w0 y α(1) = z0. Para cada
n ∈ N tomemos tn > 0 tal que α([0, tn]) ⊂ B(w0,

ε
n) ∩ (X −

An). Denotemos wn = α(tn) y notemos que α([0, tn]) = w0wn,
d(w0, wn) < 1

n , se sigue que wn → w0 y w0wn∩An = ∅. Sea Bn =
An ∪ wnz0. Luego Bn es un subcontinuo de X tal que Bn → A.
Se tiene que {wn} ∈ SB(Bn) (para esto basta considerar una
parametrización del arco wnw0, digamos β : [0, 1] → wnw0 tal
que β(0) = wn y β(1) = w0, y definir γ : [0, 1] → C(X) por
γ(t) = β([0, t]) para todo t ∈ [0, 1]).

Ahora, si suponemos que S es continua, entonces {w0} ∈
S(A) = SB(A), vea el Teorema 1.52 (a). Se sigue que 〈U〉 ∩
SB(A) 6= ∅. En consecuencia, existe B ∈ SB(A) tal que B ⊂ U .
Tomemos un arco ordenado, β, en C(X) tal que β(0) = B y
β(t) 6⊂ A para todo t ∈ (0, 1]. Luego, existe t0 > 0 tal que
β(t0) ⊂ U . Se tiene que β(t0) es un subcontinuo de X tal que
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β(t0) ∩ A 6= ∅ y β(t0) ⊂ U , de donde β(t0) ⊂ A (A es una
componente de U). Esto contradice la elección de B. Aśı, S no
es continua.

2.3.3 Continuidad en la circunferencia

Finalizamos nuestro trabajo de tesis mostrando, dentro de los
continuos arco conexos, una caracterización de la curva cerrada
simple en términos de la semi frontera de hiperespacios y la con-
tinuidad de la función semi frontera. Para esto necesitamos el
concepto de ćırculo de Varsovia y algunos resultados relaciona-
dos con éstos.

2.41 Definición. Un continuo X es un ćırculo de Varsovia si,
y sólo si, existe una función biyectiva y continua, f : [0,∞) →
X, tal que f([0, 1]) = f([t,∞))− f([t,∞)), para todo t > 1.

2.42 Teorema. Si X es un ćırculo de Varsovia y f es una
función continua como en la Definición 2.41, entonces C(X) =
{f([a, b]) : 0 ≤ a ≤ b} ∪ {f([0, b]) ∪ f([a,∞)) : a ≥ 0, b ≥ 1}.

Demostración. Es claro que {f([a, b]) : 0 ≤ a ≤ b}∪{f([0, b])∪
f([a,∞)) : a ≥ 0, b ≥ 1} ⊂ C(X).

Por otro lado, sea A ∈ C(X). Consideremos dos casos:

Caso 1. f−1(A) es un conjunto acotado, en este caso note-
mos que f−1(A) es un conjunto cerrado y no vaćıo de [0,∞).
Denotemos a = inf f−1(A) y b = sup f−1(A). Observemos que
a, b ∈ f−1(A) y f−1(A) ⊂ [a, b]. Luego, A ⊂ f([a, b]). Suponga-
mos que existe t0 ∈ [a, b] tal que f(t0) /∈ A. Dado que f es con-
tinua en t0 y f(t0) ∈ X−A, donde X−A es un conjunto abierto
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en X, existe ε > 0 tal que si a ≤ t0−ε < t < t0+ε ≤ b, entonces
f(t) ∈ X−A. Luego f−1(A) ⊂ [a, t0−ε]∪[t0+ε, b], lo que implica
que A ⊂ f([a, t0−ε])∪f([t0 +ε, b]), donde A∩f([a, t0−ε]) 6= ∅,
A∩ f([t0 + ε, b]) 6= ∅ y, f([a, t0− ε]) y f([t0 + ε, b]) son continuos
ajenos en X. Esta contradicción muestra que f([a, b]) ⊂ A. Por
lo tanto, A = f([a, b]) donde 0 ≤ a ≤ b.

Caso 2. f−1(A) no es un conjunto acotado, en este caso
supongamos que existe t0 ∈ [0,∞) tal que f(t0) /∈ A ya que
de lo contrario A = X. Dado que f−1(A) es un conjunto no
acotado existe r ∈ f−1(A) tal que r > 1 y r > t0.

Afirmación. Se tiene que f([r,∞)) ⊂ A.

Para probar esta afirmación supongamos que existe s ∈ (r,∞)
tal que f(s) /∈ A. Como f es continua y X − A es un conjunto
abierto en X, existe ε > 0 tal que f(t) ∈ X − A para todo
t ∈ (t0 − ε, t0 + ε) ∪ (s − ε, s + ε). Se sigue que f−1(A) ⊂
[0, t0− ε]∪ [t0 + ε, s− ε]∪ [s + ε,∞). Luego, A ⊂ f([0, t0− ε])∪
f([s+ε,∞))∪f([t0+ε, s−ε]), donde f([0, t0−ε])∪f([s+ε,∞))
y f([t0 + ε, s− ε]) son continuos ajenos. Aśı, la afirmación está
mostrada.

Por otro lado, denotemos b = sup{t ∈ [0, t0] : f(t) ∈ A} y a =
inf{t ∈ (t0,∞) : f(t) ∈ A}. Dado que f([0, 1]) ⊂ f([r,∞)) ⊂
A = A se tiene que 1 ≤ b < t0, además notemos que b < a.
Luego, f−1(A) ⊂ [0, b] ∪ [a,∞) se sigue que A ⊂ f([0, b]) ∪
f([a,∞)).

Finalmente, de manera análoga a la Afirmación se demuestra
que f([0, b]) ∪ f([a,∞)) ⊂ A. Por lo tanto, A = f([0, b]) ∪
f([a,∞)), con a ≥ 0 y b ≥ 1.
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2.43 Lema. Si X es un ćırculo de Varsovia y J = f([0, 1]),
donde f es como en la Definición 2.41, entonces SB(J) = {A ∈
C(X) : f(1) ∈ A ⊂ J}.

Demostración. Sean f y J como en el enunciado. Sea A ∈
C(X) tal que f(1) ∈ A y A ⊂ J .

Afirmación 1. Se tiene que A ∈ SB(J).

Para probar esta afirmación definamos α : [0, 1] → C(X) por
α(t) = A∪f([1, 1+t]) para todo t ∈ [0, 1]. Es claro que α(0) = A

y α(t) 6⊂ A para todo t > 0. Probemos que α es continua. Para
esto sean un punto t0 ∈ [0, 1] y {tn}n∈N una sucesión en [0, 1] tal
que tn → t0. Se sigue que [1, 1 + tn] → [1, 1 + t0]. Dado que f

es continua se puede probar que f([1, 1 + tn]) → f([1, 1 + t0]).
Luego α(tn) = A∪f([1, 1+ tn]) → α(t0) = A∪f([1, 1+ t0]). Aśı
α es continua. Con todo esto, la Afirmación 1 está demostrada.

Ahora, probaremos que si A ∈ SB(J), entonces A ∈ C(X) tal
que f(1) ∈ A ⊂ J . Para esto, sea A ∈ C(X) tal que f(1) /∈ A

y A ⊂ J . Consideremos un conjunto abierto U en X tal que
A ⊂ U y f(1) /∈ U .

Denotemos por K a la componente de U que contiene a A.
Vamos a probar la siguiente afirmación.

Afirmación 2. Se tiene que K ⊂ J .

Para probar esta afirmación supongamos que K 6⊂ J , es decir,
existe t > 1 tal que f(t) ∈ K. Notemos que K ∈ C(X). Por el
Teorema 2.42 tenemos dos casos:

Caso (i). K = f([a, b]), donde 0 ≤ a ≤ 1 < b y;

Caso (ii). K = f([0, b]) ∪ f([a,∞)), donde b > 1 y 0 ≤ a.
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Observemos que en cualquiera de los casos, f(1) ∈ K. Note-
mos que K ⊂ U lo cual contradice la elección de U . Por lo tanto
la Afirmación 2 está mostrada.

Ahora consideremos un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) tal
que α(0) = A. Como A ∈ 〈U〉 y α es continua existe ε > 0
tal que si t ∈ (0, ε), entonces α(t) ⊂ U ⊂ U . Luego, para todo
t ∈ (0, ε) se tiene que α(t) ⊂ U y A ⊂ α(t)∩K. De esto último
y la Afirmación 2 tenemos que α(t) ⊂ K ⊂ J . Por lo tanto
A /∈ SB(J).

2.44 Lema. Si X es un continuo arco conexo que contiene un
triodo, entonces existen C ∈ C(X) y arcos γ1, γ2 y γ3 en X tales
que γ1−C, γ2−C y γ3−C son conjuntos ajenos en X y γi ∩C

es un punto extremo de γi, para cada i ∈ {1, 2, 3}.

Demostración. Es claro que si X contiene un triodo simple,
entonces se cumple la conclusión del lema.

En lo que sigue supongamos que

X no contiene un triodo simple. (2.3)

Por otro lado, dado que X contiene un triodo tenemos que X

no es una curva cerrada simple. Ahora, si X contiene una curva
cerrada simple, digamos S, considerando un punto x ∈ X − S

se determina un triodo simple en X contradiciendo (2.3). Aśı,
obtenemos que

X no contiene curvas cerradas simples. (2.4)

Se sigue que X es únicamente arco conexo. Sea Z un triodo
en X y consideremos un subcontinuo Y de Z tal que Z − Y =
H1 ∪ H2 ∪ H3, donde Hi y Hj son conjuntos separados en X
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para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, 3}. Tomemos puntos xi ∈ Hi,
y ∈ Y y consideremos los arcos xiy en X, para cada i ∈ {1, 2, 3}.
Denotemos A = x1y∪x2y∪x3y. Es claro que A es un subcontinuo
de X. Además, A es localmente conexo (un arco es localmente
conexo y la unión finita de localmente conexos es localmente
conexo).

Por otra parte, por la suposición en (2.3), A no contiene
triodos simples. Luego, por la Proposición 2.10 de [3] y el
supuesto en (2.4) se tiene que A es un arco en X. Tomemos
una parametrización del arco A, digamos α : [0, 1] → A y, para
cada i ∈ {1, 2, 3}, denotemos ti = {t ∈ [0, 1] : α(t) = xi}.
Ahora, consideremos tres casos:

Caso 1. A ⊂ Z y y es un punto extremo de A.

En este caso, sin pérdida de generalidad, supongamos que
α(0) = y y t1 < t2 < t3. Sea ri = sup{t ∈ [0, ti) : α(t) ∈ Y ∪
Hj∪Hk} donde {i, j, k} = {1, 2, 3}. Notemos que α((ri, ti]) ⊂ Hi

y α(ri) ∈ Hi.

Probemos que C = Y y, para cada i ∈ {1, 2, 3}, γi = α([ri, ti])
satisfacen la conclusión del lema. Para esto basta mostrar que
para cada i ∈ {1, 2, 3}, α(ri) ∈ Y . Fijemos i ∈ {1, 2, 3} y
tomemos una sucesión creciente, {tn}n∈N, en [0, 1] tal que tn →
ri. Para cada n ∈ N, α(tn) ∈ Y ∪Hj∪Hk donde j, k ∈ {1, 2, 3}−
{i}. Supongamos que {n ∈ N : α(tn) ∈ Y } es finito. Luego para
algún j ∈ {1, 2, 3}−{i} el conjunto J = {n ∈ N : α(tn) ∈ Hj} es
infinito. Se sigue que {tnk

}k∈J es una subsucesión de {tn}n∈N tal
que α(tnk

) ∈ Hj para todo k ∈ J . Como α es continua y tnk
→ ri

se tiene que α(tnk
) → α(ri), aśı, α(ri) ∈ Hj. Luego, dado que Hi

y Hj son conjuntos separados para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, 3}
se tiene que α(ri) /∈ Hs para cada s ∈ {1, 2, 3}. Se sigue que
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α(ri) ∈ Y . Por otro lado, si el conjunto {n ∈ N : α(tn) ∈ Y } es
infinito es claro que α(ri) ∈ Y .

Aśı, en el caso 1 se obtiene la conclusión del lema.

Caso 2. A ⊂ Z y y no es punto extremo de A.

En este caso, sin pérdida de generalidad, supongamos que
α(0) = x1. Sean r1 = inf{t ∈ [0, 1] : α(t) ∈ Y } y rj = sup{t ∈
[0, tj) : α(t) ∈ Y ∪ H1 ∪ Hk} con {j, k} = {2, 3}. De manera
análoga al Caso 1 se demuestra que C = Y , γ1 = α([0, r1]),
γ2 = α([r2, t2]) y γ3([r3, t3]) satisfacen la conclusión del lema.

Caso 3. A 6⊂ Z.

En este caso, sin pérdida de generalidad supongamos que
α(0) = x1, α(1) = x3 y consideremos r1 = inf{t ∈ [0, 1] : α(t) /∈
Z} y r2 = inf{t ∈ (r1, 1] : α(t) ∈ Z}. Luego tenemos dos
subcasos:

Subcaso (i). Para todo t ∈ (r2, 1], α(t) ∈ Z.

En este subcaso notemos que α(r1), α(r2) ∈ Z y r1 < r2.
Se sigue que α([r1, r2]) es un arco que intersecta a lo más dos
elementos de {H1, H2, H3}, (α([r1, r2]) ∩ Z = {α(r1), α(r2)}).
Sin pérdida de generalidad supongamos que α([r1, r2]) ∩ H3 =
∅. Denotemos r3 = sup{t ∈ [0, t3) : α(t) ∈ Y ∪ H1 ∪ H2}.
Consideremos t1, t2 ∈ (r1, r2) con t1 < t2. Se sigue que C =
Y ∪ H1 ∪ H2, γ1 = α([r1, t1]), γ2 = α([t2, r2]) y γ3 = α([r3, t3])
satisfacen la conclusión del lema.

Subcaso (ii) Existe t0 ∈ (r2, 1) tal que α(t0) /∈ Z.

En este subcaso denotamos r3 = inf{t ∈ (r2, 1] : α(t) /∈ Z} y
r4 = inf{t ∈ (r3, 1] : α(t) ∈ Z}. Sea s ∈ (r3, r4). Luego C = Z,
γ1 = α([r1, t1]), γ2 = α([t2, r2]) y γ3 = α([r3, s]) satisfacen la
conclusión del lema.
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Para demostar nuestro último teorema, vamos a usar un re-
sultado de Nadler y Quinn [14, Teorema 2].

2.45 Teorema. Si X es un continuo, entonces X es un conjunto
arco conexo y atriódico si, y sólo si, X es una curva cerrada
simple, un arco o un ćırculo de Varsovia.

2.46 Teorema. Si X es un continuo arco conexo, entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es una curva cerrada simple;

(b) La función S es continua;

(c) SB(A)−{A} no es conexo para cada subcontinuo, propio,
no degenerado, A, de X; y

(d) SB(A)∩F1(X) tiene exactamente dos elementos para cada
subcontinuo, propio, no degenerado, A, de X.

Demostración. (a) implica (b): sean A0 ∈ C∗(X) y {An}n∈N
una sucesión en C∗(X) tal que An → A0. Denotemos An = anbn,
para cada n ∈ N ∪ {0}, donde an → a0 y bn → b0. De-
mostraremos que lim S(An) = S(A0). Por el Teorema 1.57
y por la Proposición 1.51 basta mostrar que lim sup S(An) ⊂
S(A0) ⊂ lim inf S(An).

Primero demostremos que lim sup S(An) ⊂ S(A0). Sea B ∈
lim sup S(An). Luego, por el Teorema 1.52 (b), existen una
sucesión creciente, {nk}k∈N, en N y elementos Bnk

∈ S(Ank
) tales

que Bnk
→ B. Por el Teorema 2.30, SB(Ank

) = Fr(C(Ank
)).

Se sigue que, SB(Ank
) = {Bnk

∈ C(Ank
) : Bnk

∩{ank
, bnk

} 6= ∅}.
Dado que Bnk

⊂ Ank
, Bnk

→ B y Ank
→ A0 se tiene que B ⊂ A0,

vea el Teorema 1.54. Aśı B ∈ C(A0). Por otro lado, existe un
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conjunto infinito, J , en N tal que para cada j ∈ J , anj
∈ Bnj

o
bnj

∈ Bnj
. Sin pérdida de generalidad supongamos que anj

∈ Bnj

para todo j ∈ J . Como anj
→ a0 se tiene que a0 ∈ B, veáse el

Teorema 1.52 (b). Aśı B ∈ Fr(C(A0)), luego por el Teorema
2.30, B ∈ SB(A0) = S(A0).

Ahora, veamos que S(A0) ⊂ lim inf S(An). Nuevamente,
por el Teorema 2.30 basta probar que SB(A0) ⊂ lim inf S(An).
Para esto, fijemos un elemento B en SB(A0). Sin pérdida de
generalidad, supongamos que a0 ∈ B. Denotemos B = a0c0.
Dado que An → A0 y c0 ∈ A0 se tiene, por el Teorema 1.52 (a),
que existe una sucesión {cn}n∈N tal que cn → c0 y para cada
n ∈ N, cn ∈ An. Notemos que ancn → a0c0 y ancn ∈ SB(An) =
S(An). Por lo tanto B ∈ lim inf S(An).

Por lo tanto lim S(An) = S(A0), aśı S es continua.

(a) implica (c): para esto, consideremos un elemento A ∈
C∗(X)− F1(X). Denotemos A = ab. Por hipótesis, X es local-
mente conexo, luego por el Teorema 2.30, SB(A) = Fr(C(A)).
Además, sabemos que Fr(C(A)) = {B ∈ C(A) : a ∈ B o b ∈ B}
y que este es un arco con puntos extremos {a} y {b}. Se sigue
que A es un elemento del arco SB(A) y A no es un punto ex-
tremo de este arco, en consecuencia se tiene que SB(A) − {A}
no es un conjunto conexo.

(a) implica (d): fijemos un elemento A ∈ C∗(X)−F1(X). De-
notamos A = ab. Por el Teorema 2.30, es claro que {{a}, {b}} ⊂
SB(A). Además, si B ∈ SB(A) − {{a}, {b}}, entonces {a} ⊂
B 6= {a} o {b} ⊂ B 6= {b}. Se sigue que B /∈ F1(X), es decir,
SB(A) ∩ F1(X) = {{a}, {b}}.

(b) implica (a): por el Corolario 2.35, cada subcontinuo pro-
pio de X es unicoherente. Supongamos que X no contiene curvas
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cerradas simples, pues de lo contrario, si X contiene una curva
cerrada simple, digamos S, como S no es unicoherente se tiene
que X = S. Aśı, se tiene la conclusión. Ahora, se sigue que
para cada x, y ∈ X existe un único arco que une a x con y el
cual denotaremos por xy (de lo contrario podŕıamos construir
una curva cerrada simple en X).

Afirmación 1. X es hereditariamente arco conexo.

Para probar esta afirmación supongamos que existen A ∈
C∗(X) y puntos x0, y0 ∈ A tales que x0y0 ∩ A = {x0, y0}.
Notemos que A − {x0, y0} y x0y0 − {x0, y0} son conjuntos se-
parados. Además, A ∪ x0y0 es un subcontinuo de X el cual
no es unicoherente. Aśı X = A ∪ x0y0. Elijamos un punto
p ∈ x0y0 − {x0, y0}. Dado a ∈ A, x0 ∈ ap o y0 ∈ ap. Definamos
H = {a ∈ A : x0 ∈ ap} y K = {a ∈ A : y0 ∈ ap}. Luego
A = H ∪K.

Afirmación 2. Se tiene que los conjuntos H y K son ajenos
y arco conexos.

Para probar esta afirmación, primero veamos que H∩K = ∅:
supongamos que existe a ∈ A con a ∈ H ∩ K. Se sigue que
x0, y0 ∈ ap. Tomemos α : [0, 1] → X una parametrización del
arco ap tal que α(0) = a y α(1) = p. Denotemos por s, t los
elementos en [0, 1] tal que α(s) = x0 y α(t) = y0. Sin pérdida
de generalidad supongamos que s < t. Luego α([0, s]) ∪ x0p es
un arco de a a p diferente del arco ap ya que y0 /∈ α([0, s])∪ x0p

contradiciendo el hecho de que X es únicamente arco conexo.

Dado que A es conexo podemos suponer que H∩K 6= ∅. Dado
b ∈ H, bx0−{x0} es un subconjunto conexo de (A−{x0, y0})∪
(x0y0 − {x0, y0}) lo que implica que bx0 ⊂ A. Además, dado
c ∈ bx0, se tiene que cx0 ∪ x0p es el arco de c a p, de donde
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c ∈ H. Aśı bx0 ⊂ H (x0 ∈ H). Por lo tanto, para cualquier
b ∈ H el arco que une a b con x0 se queda contenido en H. Con
lo cual se concluye que H es arco conexo. De manera análoga se
obtiene que K es arco conexo. Aśı la Afirmación 2 está probada.

Por otro lado, elijamos un punto x1 ∈ H ∩K y supongamos
que x1y0 ∩ H = {x1}. Notemos que x1 6= x0 ya que x1 ∈ K y
x0 ∈ H. Se sigue que y0 ∈ x1p, de donde x1x0 = x1y0 ∪ y0x0,
aśı p ∈ x1x0 − {x1, x0}. Además, como x1y0 ∩ H = {x1} y
x0y0 ∩ A = {x0, y0}, se tiene que x1x0 ∩ H = {x1, x0}. En
consecuencia H ∪ x1x0 es un subcontinuo de X el cual no es
unicoherente, por lo cual X = H ∪x1x0. Ahora, vamos a probar
la siguiente afirmación.

Afirmación 3. Se tiene que H ∩K = {x1}.

Para probar esta afirmación supongamos que existe x2 ∈
(H ∩ K) − {x1}. Entonces x2 /∈ x1x0 ya que de lo contrario
x2p = x2x0 ∪ x0p, es decir, x2 ∈ H ∩ K lo cual es una con-

tradicción. Se sigue que x2 ∈ int(H), aśı {x2} /∈ SB(H).
Dado que X es segundo numerable podemos considerar un sub-
conjunto denso numerable de H, digamos {a1, a2, ...}. Dado
n ∈ N, sea Bn = x0a1 ∪ · · · ∪ x0an. Observemos que Bn ⊂ H

y x2 /∈ Bn (x2 /∈ H). Sea mn ∈ N tal que d(x2, amn
) < 1

n

y amn
/∈ Bn. Es claro que mn > n ya que an ∈ Bn. Eli-

jamos un punto cn ∈ x0amn
− {amn

} tal que cnamn
∩ Bn = ∅

y d(amn
, cn) < 1

n . Definimos Cn = Bn ∪ x0cn. Notemos que
Cn ∈ C(H) ⊂ C(H) y cnamn

∩Cn = {cn}. Veamos que Cn → H.
Sea ε > 0, basta probar que existe N ∈ N tal que H ⊂ N(ε, Cn)
para todo n ≥ N . Como H es un conjunto compacto, existe

{z1, ..., zk} ⊂ H tal que H ⊂
k⋃

i=1

B(zi,
ε

2
). Luego, para cada
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i ∈ {1, ..., k} existe ni ∈ N tal que ani
∈ B(zi,

ε
2). Dado

que para cada i ∈ {1, ..., k}, B(zi,
ε
2) ⊂ B(ani

, ε) se tiene que

H ⊂
k⋃

i=1

B(ani
, ε). Si tomamos N = max{ni : i ∈ {1, ..., k}},

entonces {an1
, ..., ank

} ⊂ {a1, ..., aN} ⊂ BN ⊂ Bn ⊂ Cn para

todo n ≥ N . Se sigue que H ⊂
k⋃

i=1

B(ani
, ε) ⊂ N(ε, Cn) para

todo n ≥ N . Por lo tanto Cn → H.

Notemos que {cn} ∈ SB(Cn) y {cn} → {x2} (para cada
n ∈ N, tomemos αn : [0, 1] → cnamn

⊂ X una parametrización
del arco cnamn

tal que αn(0) = cn y definamos βn : [0, 1] → C(X)
por βn(t) = αn([0, t]) para todo t ∈ [0, 1]). Luego, por hipótesis
S(Cn) → S(H). Aśı, por el Teorema 1.52 (a), {x2} ∈ S(H) =

SB(H). Esta contradicción prueba la Afirmación 3.

Ahora, dado que H es un conjunto arco conexo se tiene que
H es conexo y, por tanto H es conexo. Consideremos un arco
ordenado, α, en C(X) desde {x1} hasta H. Para cada número
n ∈ N denotemos tn = 1

n y elijamos un punto pn ∈ α(tn) −
(α(tn+1) ∪ x0x1). Como pn ∈ H ⊂ A, H ∩ K = {x1}, pn 6= x1

y A = H ∪K se tiene que pn ∈ H. Luego x0 ∈ pnp y p ∈ pnx1

(pn ∈ H y pnx1 = pnp ∪ px1). Notemos que α(tn) ∩ pnx1 no es
conexo ya que α(tn)∩pnx1 ⊂ (pnp−{p})∪(px1−{p}) donde estos
son conjuntos separados, pn ∈ α(tn)∩ (pnp−{p}) y x1 ∈ α(tn)∩
(px1 − {p}) (pn ∈ H ⊂ A, p /∈ A ya que A ∩ x0y0 = {x0, y0} y
p ∈ x0y0−{x0, y0}). Por otro lado x1 ∈ α(tn)∩pnx1 y tanto α(tn)
como pnx1 son subcontinuos de X, en consecuencia α(tn)∪ pnx1

es un subcontinuo de X el cual no es unicoherente. Se sigue que
X = α(tn) ∪ pnx1. Luego, para cada n ∈ N, pn ∈ (pn+1x1 −
{pn+1}) ya que X = α(tn+1) ∪ pn+1x1 y pn /∈ α(tn+1). Se sigue
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que (pn+1pn− pn)∩ pnx1 = ∅ lo que implica que pn+1pn ⊂ α(tn).
Aśı pnpn+1 → {x1}. Denotemos S = x1p1 ∪ p1p2 ∪ · · · . Dado
que pn ∈ pn+1x1 para cada n ∈ N y pnpn+1 → {x1} se tiene
que S es una curva cerrada simple. Esta contradicción prueba
la Afirmación 1.

Afirmación 4. X es hereditariamente unicoherente.

Para probar esta afirmación, se tiene que X es un continuo
hereditariamente arco conexo (Afirmación 1) y no contiene cur-
vas cerradas simples. Supongamos que existen Y, Z ∈ C(X)
tales que Y ∩ Z tiene al menos dos componentes. Sean D1 y
D2 componentes distintas de Y ∩ Z. Consideremos y ∈ D1 y
z ∈ D2. Sean L1 y L2 arcos de y a z tales que L1 ⊂ Y y L2 ⊂ Z.
Se sigue que L1∪L2 es un subcontinuo de X el cual contiene una
curva cerrada simple. Esta contradicción prueba la Afirmación
4.

Finalmente, se sigue de las afirmaciones 1 y 4 que X es un
dendroide. Luego, por el Lema 2.40, S no es continua. Esta
contradicción demuestra que X es una curva cerrada simple.

(c) implica (a): primero probemos las siguientes dos afirma-
ciones:

Afirmación 1. El continuo X es atriódico.

Para probar esta afirmación, supongamos por el contrario,
esto es, supongamos que X contiene un triodo. Luego por el
Lema 2.44 existen C ∈ C(X) y arcos γ1, γ2, y γ3 en X tales que
γ1 − C, γ2 − C y γ3 − C son conjuntos ajenos de X y γi ∩ C

es un punto extremo, digamos ai, de γi, para cada i ∈ {1, 2, 3}.
Por otro lado, para cada i ∈ {1, 2, 3} denotemos por bi el punto
extremo de γi con bi 6= ai. Sean ci ∈ γi−{ai, bi} y Bi el subarco
de γi que une a ai con ci.
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Definamos A = C ∪B1∪B2∪B3. Es claro que A ∈ C(X). A
continuación probaremos que {{c1}, {c2}, {c3}} ⊂ SB(A). Para
esto observemos que {ci} ∈ C(A) para cada i ∈ {1, 2, 3}. Dado
i ∈ {1, 2, 3}, consideremos una parametrización, αi, del arco
γi. Sea {ti(n)}n∈N una sucesión en [0, 1] tal que 0 < α−1

i (ci) <

ti(n+1) < ti(n) y ti(n) → α−1
i (ci). Notemos lo siguiente:

(i) αi([ti(n+1), α
−1
i (ci)]) ⊂ αi([ti(n), α

−1
i (ci)]),

(ii) αi([ti(n), α
−1
i (ci)]) → {ci} y,

(iii) α([ti(n), α
−1
i (ci)]) 6⊂ A.

Luego, por el Teorema 2.10 se tiene que {ci} ∈ SB(A).

Afirmación 2. El conjunto SB(A) − {A} es arco conexo en
SB(A).

Para probar esta afirmación, sea C la arco componente de
{c1} en el espacio SB(A)−{A}. Considerando un arco ordenado
desde {c1} hasta B1 ∪ B2 ∪ C se tiene que B1 ∪ B2 ∪ C ∈ C y
tomando un arco ordenado desde {c2} hasta B1∪B2∪C se tiene
que {c2} ∈ C. Similarmente {c3} ∈ C.

Sea D ∈ SB(A) − {A}. Si c1 ∈ D, entonces tomando un
arco ordenado desde {c1} hasta D se tiene que D ∈ C. Ahora,
si c1 /∈ D, entonces existe d1 ∈ B1 − {c1, a1} tal que el subarco
de B1, α, que une a c1 con d1 cumple que α∩D = ∅. Definamos
D1 = (A−α)∪{d1}. Notemos que D1 es un subcontinuo propio
de A tal que c1, c2 ∈ D1 y D ⊂ D1. Luego, por el Teorema 2.6
se tiene que D1 ∈ SB(A). Aśı, tomando arcos ordenados, uno
desde {c2} hasta D1 y otro desde D hasta D1 se concluye que
D1, D ∈ C. En consecuencia, la Afirmación 2 está probada.
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Ahora, SB(A) − {A} es un conjunto arco conexo de SB(A)
y, por tanto conexo. Esto contradice la hipótesis, con lo cual se
muestra la Afirmación 1.

Finalmente, por la hipótesis y la Afirmación 1, X es un con-
tinuo arco conexo y atriódico, luego, por el Teorema 2.45 X

es un arco, una curva cerrada simple o un ćırculo de Varsovia.
Ahora, si X es un arco, entonces X no satisface lo indicado en
(c) (véase Ejemplo 2.13 (1) o (2)). Por otro lado, si X es un
ćırculo de Varsovia, entonces considerando A = f([0, 1]), donde
f es como en la Definición 2.41, se tiene por el Lema 2.43 que
SB(A) = {f([a, 1]) : a ∈ [0, 1]}. Luego, SB(A) − {A} es un
intervalo semi-abierto el cual es un conjunto conexo y aśı no
satisface lo indicado en (c). Por lo tanto, X es una curva ce-
rrada simple.

(d) implica (a): notemos que X es atriódico, pues de lo con-
trario, si X contiene un triodo siguiendo las ideas probadas en
(c) implica (a), obtenemos un elemento A ∈ C∗(X) tal que
SB(A) ∩ F1(X) tiene al menos tres elementos esto contradice
nuestra hipótesis en (d). Ahora, como X es un continuo arco
conexo y atriódico, por el Teorema 2.45 se tiene que X es un
arco, una curva cerrada simple o un ćırculo de Varsovia. Si X es
un arco, entonces X no satisface lo indicado en (d) (véase Ejem-
plo 2.13 (1) o (2)). Ahora, supongamos que X es un ćırculo de
Varsovia. Consideremos A = f([0, 1]) donde f es como en la
Definición 2.41. Se sigue del Lema 2.43 que SB(A) = {B ∈
C(A) : f(1) ∈ B}. Aśı, SB(A)∩F1(X) = {f(1)} con lo cual no
se satisface lo indicado en (d).

Por lo tanto X es una curva cerrada simple.

112



Referencias

[1] G. Acosta, Continuos con hiperespacio único, Tesis de
doctorado, Facultad de Ciencias, Universidad Nacional
Autónoma de México, 1999.
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Matemáticas, serie textos nivel medio 28, Sociedad
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