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Introduccion

En esta tesis presentamos un estudio del concepto de semi
frontera en hiperespacios de continuos. Este trabajo se ubica
dentro de la topologia de conjuntos, més precisamente, dentro
de la teoria de los continuos y sus hiperespacios.

Un continuo es un espacio metrizable, compacto y conexo.
La coleccion de todos los continuos contenidos en un continuo
X se denota por C(X) y, equipada con la topologia de Vietoris
0, equivalentemente, con la métrica de Hausdorff, se denomina
el hiperespacio de los subcontinuos de X.

Notamos que si A es un elemento de C'(X), entonces C(A)
es naturalmente un subespacio del hiperespacio C'(X). La semi
frontera de C'(A) es una parte de la frontera de C(A) en C(X),
intuitivamente son los elementos de la frontera de C(A) que son
accesibles por trayectorias desde el exterior de C'(A), véase la
Definicion 2.2 de esta tesis. Esta nocién fue introducida por
A. Mlanes en 1991, en [4], y ha sido explotada por varios au-
tores para resolver diversas cuestiones en hiperespacios, véase
por ejemplo [1], [6] y [7].

La meta principal de este trabajo es exponer detalladamente
los resultados presentados en [4], elaborando un texto al alcance
de los principiantes que incluye, ademas del estudio de semi fron-
teras en hiperespacios, una introduccién a la teoria general de
hiperespacios de espacios topologicos.



Organizamos la exposicion en dos capitulos. En el primero,
por una parte, presentamos elementos de la topologia general,
como los resultados de conexidad, en espacios Hausdorff com-
pactos, conocidos como teoremas de golpes en la frontera, y dos
resultados de naturaleza mas conjuntista: el Lema de Alexan-
der (caracterizacién de la compacidad con cubiertas contenidas
en una subbase) y el Teorema de reducciéon de Brouwer (exis-
tencia de elementos maximales y minimales en colecciones de
conjuntos) y, por otra parte, presentamos elementos de la teoria
general de hiperespacios de espacios topologicos, iniciando con el
estudio de la compacidad y la conexidad del hiperespacio de los
subconjuntos cerrados no vacios de un espacio topologico, con
la topologia de Vietoris, y mostrando su metrizabilidad, con la
métrica de Hausdorff, en la clase de los espacios métricos com-
pactos. También incluimos el andlisis clasico de la convergencia
de sucesiones con limites de conjuntos, y una prueba de la arco
conexidad de los hiperespacios de continuos. El material de este
primer capitulo es incluido para facilitar la lectura del segundo,
y hacer esta monografia, en la medida de lo posible, autocon-
tenida.

En el segundo capitulo presentamos nuestro estudio de semi
fronteras en hiperespacios de continuos. Empezamos con re-
sultados generales, que proporcionan condiciones para localizar
elementos en la semi frontera. Luego, usando las semi fron-
teras, exponemos caracterizaciones de varias clases de continuos,
a saber: el arco, los continuos que contienen n-odos, los conti-
nuos que no contienen triodos, los continuos localmente conexos
y los hereditariamente indescomponibles. También notamos que
la cerradura de la semi frontera del hiperespacio de cada sub-
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continuo propio de un continuo X es un subcontinuo de C'(X),
es decir, es un elemento del hiperespacio de subcontinuos de
C'(X). Esto nos permite considerar la semi frontera en hiperes-
pacios como una funcién definida en C(X) — {X} con rango
en C(C(X)). Demostramos que la continuidad de esta funcién
implica que cada subcontinuo propio es unicoherente. Ademas,
probamos que esta funcién no es continua para los continuos
llamados dendroides. Terminamos esta tesis caracterizando a la
circunferencia, como el tinico continuo arco conexo para el cual
la funcién semi frontera es continua.

Vicente Sanchez Gutiérrez
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Benemérita Universidad Autonoma de Puebla
Verano de 2012
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Capitulo 1

Conceptos y resultados basicos

En este capitulo exponemos algunas nociones y resultados ba-
sicos de la topologia general, y de la teoria de los continuos
y sus hiperespacios. En la primera secciéon presentamos, entre
otros, algunos teoremas relacionados con componentes de sub-
conjuntos en espacios Hausdorff, compactos y conexos, cono-
cidos como teoremas de golpes en la frontera. En la segunda
seccion presentamos la teoria basica de los hiperespacios de es-
pacios topolégicos.

1.1 Elementos de topologia

En esta seccion incluimos resultados relacionados con compo-
nentes (conexas) de subconjuntos en espacios topolégicos, parti-
cularmente en espacios Hausdorff, compactos y conexos. Tam-
bién exponemos dos resultados fuertes de la topologia general,
de naturaleza més conjuntista: el Lema de Alexander (una ca-
racterizacion de la compacidad) y el Teorema de reduccién de
Brouwer (existencia de elementos maximales y minimales en
colecciones de conjuntos).



Notacién. El interior, la frontera, y la cerradura de un sub-
conjunto A de un espacio topoldgico X, se denotan por int(A),
Fr(A) y A, respectivamente. El complemento de A en X se de-
nota por X —A. Si Ay B son conjuntos, entonces A ~ B denota
que A es homeomorfo a B. Si A es una colecciéon de conjuntos,
entonces |JA y [ A denotan la unién y la interseccion de los
elementos de la familia A, respectivamente. La cardinalidad de
A es |A|. Si X es un espacio métrico y A es acotado, diam(A)
denota el didmetro del conjunto A; y six € X y € > 0, entonces
B(z,¢) denota la bola en X con centro en el punto z y de radio
e. Los simbolos N y R denotan los conjuntos de los niimeros
naturales y nimeros reales, respectivamente. Si {z,},en €s una
sucesion de puntos en un espacio topoldgico X y x es un punto
de X, entonces z,, — =z significa que la sucesiéon {x, },en con-
verge al punto z. Por otro lado, cuando escribimos, un espacio
X significa que X es un espacio topoldgico.

1.1.1 Teoremas de golpes en la frontera

1.1 Definicién. Una componente de un espacio topologico X
es un subconjunto conexo maximal de X.

1.2 Observacion. Notamos que si p € X, entonces la unién
de todos los subconjuntos conexos de X que tienen a p es una
componente de X, la cual denotamos por C(p), y referimos como
la componente de p en X.

1.3 Definiciéon. Sean X un espacio topolégico y p € X. La
casi componente de p en X, denotada por Q(p), es la interseccién
de todos los subconjuntos abiertos y cerrados de X que contienen
al punto p.



1.4 Observacion. Como la cerradura de un conjunto conexo es
un conjunto conexo, se tiene que las componentes son conjuntos
cerrados. También, como la interseccion de conjuntos cerrados
es un conjunto cerrado, se tiene que las casi componentes son
conjuntos cerrados.

1.5 Proposicion. El conjunto de las componentes de un espacio
topoldgico X es una particion de X. También el conjunto de las
casi componentes lo es.

DEMOSTRACION. Es claro que X = U{C(p) : p € X}. Ahora,
si C'(p)NC(q) # 0, entonces C'(p) UC(q) es un conjunto conexo
que contiene a los puntos p y ¢. Se sigue C(p) U C(q) C C(p)
y C(p) UC(q) C C(q). Asi, C(p) = C(q). Esto prueba que la
coleccién de las componentes es una particion del espacio.

Por otra parte, también es claro que X = U{Q(p) : p € X}.
Ahora sean p,q € X con p # ¢ y supongamos que Q(p) # Q(q).
Sin pérdida de generalidad supongamos que Q(p) Z Q(q). Con-
sideremos = € Q(p) — Q(q). Luego, existe un conjunto abierto
y cerrado en X, B, tal que ¢ € By z ¢ B. Notemos que p ¢ B.
Se tiene que p € X — B, donde X — B es un conjunto abierto y
cerrado en X, por lo cual Q(p) C X — Byasi BC X —Q(p).
Ahora, dado que B es un conjunto abierto y cerrado en X que
contiene al punto ¢ se sigue que Q(q) C B C X — Q(p) lo que

implica que Q(¢) C X — Q(p). Por lo tanto Q(q) N Q(p) = 0.
Asi, la coleccion de las casi componentes es una particion de X.

[]

El resultado que sigue indica que la coleccion de las compo-
nentes de un espacio topoldgico es una particién mas fina que la
particion que origina la coleccion de las casi componentes.
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1.6 Proposicion. Cada componente de un espacio topolédgico
X esta contenida en una casi componente de X.

DEMOSTRACION. Fijamos un punto p € X y consideramos su
componente y su casi componente, C'(p) v Q(p), respectiva-
mente. Probaremos que C(p) C Q(p). Para esto, supongamos
que existe un punto z € C'(p)—Q(p). Existe un conjunto abierto
y cerrado en X, digamos A, tal que p € Ay x ¢ A. Se tiene
que AN C(p) es un subconjunto abierto y cerrado de C(p), no
vacio. Note que z € C(p) y x ¢ ANC(p), asi ANC(p) es un
subconjunto propio de C(p). Esto contradice la conexidad de

C(p). O

El ejemplo que sigue muestra que la inclusion de una compo-
nente en una casi componente puede ser propia.

1.7 Ejemplo. Para cada n € N, denotemos por L, al segmento
del plano euclidiano con puntos extremos z, = (0, %) YV UYn =
(1,1). Sean p = (0,0) y ¢ = (1,0). Consideremos el espacio

X =(JL)u{p.q}

neN

Se tiene que C'(p) = {p} y Q(p) = {p, ¢}

DEMOSTRACION. Para demostrar que Q(p) = {p, ¢}, probare-
mos las propiedades en (a) y (b) enunciadas a continuacién.

(a) Todo conjunto abierto y cerrado en X que contiene al
punto p también contiene al punto q.

Consideramos un conjunto abierto y cerrado, A, en X tal que
p € A. Como x, — py A es un conjunto abierto, existe N € N
tal que, para todo n > N, z, € A. Asi, para todo n > N,
AN L, es un conjunto no vacio, abierto y cerrado en L,,, por lo
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que AN L, =L, (ya que L, es conexo), es decir, L, C A. Se
sigue que, para todon > N, y, € A. Luego, como y, — qy A
es cerrado, se obtiene que g € A.

(b) Si x € X — {p, q}, entonces = ¢ Q(p).
Sea r € X —{p, q}. Existe m € N tal que x € L,,. Tomemos
rcRconm <r<m+1,ydenotemos A = (R x (-1, 1))nX.

rlr
1 1

Notemos que A = (R x [—+,2]) N X. Asi, A es un conjunto

rlr
abierto y cerrado en X que tiene a p y no a z. Asi, z ¢ Q(p).
Por otra parte, como C(p) C Q(p) y Q(p) no es conexo, es
claro que C(p) = {p}. O

1.8 Teorema. En cada espacio Hausdorff compacto las compo-
nentes coinciden con las casi componentes.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio Hausdorff compacto y p un
punto en X. Por la Proposicién 1.6, tenemos que C'(p) C Q(p).
Para demostrar que Q(p) C C(p), basta probar que Q(p) es
CONexo.

Supongamos que @(p) no es conexo, es decir, existen conjun-
tos, H y K, cerrados en Q(p), y asi cerrados en X (Observacién
1.4), ajenos y no vacios tales que Q(p) = H U K. Sin perder
generalidad, supongamos que p € H. Como X es Hausdorff
compacto, se tiene que X es un espacio normal [10, Teorema
2.4, p. 198]. Asi, existen conjuntos abiertos y ajenos, U y V, en
X tales que H C Uy K C V. Denotemos L = X — (UUYV).
Notemos que LNQ(p) = 0, ademés, L # (), pues de lo contrario
X =UUV, por lo cual U es un conjunto abierto y cerrado en
X ypeU, asi Q(p) C U, lo que implica que K C U y esto
contradice que U y V son ajenos.

Ahora, para cada punto y € L, se tiene que y ¢ Q(p), asi
existe un conjunto abierto y cerrado A, en X, tal quep € A, y
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ye X —A,. Luego, L CU{X —A,:y e L}, donde A, es como
se indicé. Dado que L es cerrado en X y X es compacto, existen
n

n € Ny puntos yi, ...,y, € L tales que L C J (X — 4,,).
i=1

n

Denotemos A = (A, y B=X — A. Como cada A,, es un
i=1

conjunto abierto y cerrado en X, y contiene al punto p, tenemos

que Q(p) C A. Notemos que A es un conjunto abierto y cerrado
en X.

Denotemos C' = U N A. Como A y U son abiertos en X,
se tiene que C' es abierto en X. Veamos que C' también es
cerrado en X. Para esto, notemos que L C By A= X — B C
X—-L=UUV,luego C = (X — V)N Ay, en consecuencia, C
es cerrado en X. Entonces C' es un conjunto abierto y cerrado
en X que contiene al punto p, de donde Q(p) C C, es decir,
HUK cUnNA C U, lo cual es una contradiccién pues K es un
conjunto no vacio contenido en V'y UNV = (). Esto demuestra
que Q(p) es conexo. O

1.9 Teorema. (cable cortado) Si A y B son conjuntos cerra-
dos en un espacio Hausdorff compacto X tales que, para cada
conjunto conexo C en X se tiene que CNA =00 CNB =10,
entonces existen conjuntos ajenos y cerrados en X, H y K, tales
que X =HUK,ACHyBCK.

DEMOSTRACION. Sean X, A y B como se indica.

Afirmamos que para todo a € A, existe un conjunto abierto
y cerrado en X, H,, tal quea € H, y H, N B = {).

Para probar esta afirmacién, notemos que, por hipdtesis, dado
a € A se tiene que C(a) N B = (). Luego, por el Teorema 1.8,
Q(a)NB = (). Por la definicién de casi componente, se sigue que
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BC X —nNn{H C X : H es abierto y cerrado en X con a € H}.

Asi, B C U{X — H : H es abierto y cerrado en X con a € H}.

Como B es cerrado en el compacto X, se tiene que B es

compacto. Asi, existen £ € N y conjuntos abiertos y cerrados
k

en X, Hy, ..., H;, que contienen al punto a y B C |J (X — H;).

i=1
k
Es decir, B C X — ([ H;).
i=1
k
Denotemos H, = () H;. Notemos que H, es un conjunto
i=1
abierto y cerrado en X tal que a € H, y H,N B = (). Asi, la

afirmaciéon estd demostrada.
Ahora, notemos que A C U{H, : a € A}, donde H, es como
en la afirmacion demostrada. Por la compacidad de A, existen

m
m € Ny puntos ai, ..., a, € Atalesque A C |J H,,. Denotemos
j=1

H=|JH, yK=X-—H. Es facil ver que H y K satisfacen
j=1

la conclusion del teorema. ]

1.10 Teorema. (primer teorema de golpes en la frontera) Si U
es un conjunto abierto, propio y no vacio en un espacio Haus-
dorff, compacto y conexo X, y K es una componente de U,
entonces K N Fr(U) # 0.

DEMOSTRACION. Considerando las hipédtesis indicadas, supon-
gamos que K N Fr(U) = (). Notemos que si C es un conjunto
conexo en U tal que C N K # (), entonces C C K y, en conse-
cuencia, C'N Fr(U) = (). Esto significa que, para cada conjunto
conexo C' en U se tiene que CNK =) o CNEr(U) = (). Luego,
por el teorema del cable cortado, Teorema 1.9, existen conjun-
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tos ajenos y cerrados en U, My v Mo, tales que U = M; U Mo,
K C M, yF?”(U) C Ms.

Denotemos M3 = My U (X — U). En lo que sigue vamos a
demostrar que M; y Ms son una disconexion de X.

(a) Notemos que M; UMz = M UMy U(X —U)=UU (X —
U)DUU(X —U) = X. Se concluye que X = M; U M.

(b) Notemos que M; y M son cerrados en X ya que M; y
M, son cerrados en U y U es cerrado en X. Ahora, como U es
abierto en X se tiene que X — U es cerrado en X. Asi Mj es
cerrado en X.

(¢) My y Mj son no vacios: dado que K # ) y K C My, se
tiene que M # (; ademds, U es un subconjunto abierto propio
de X y X — U C Mjs, asi M3 +# ().

(d) Por ultimo veamos que M; y M3 son ajenos: notemos que
MiNnM;=MN[MU(X-U)] = (M NM)U[MnN((X -
N=MNX-U)cUN(X—-U) = Fr(U) C My, es decir,
M, N Mz C Ms, de donde M; N Mz = 0, ya que M; N My = 0.

Hemos demostrado que M; y Mj constituyen una separacion
de X, lo cual es una contradiciéon con la conexidad de X. Esta

contradiccién prueba que K N Fr(U) # (). ]

1.11 Teorema. Si A es un conjunto compacto, conexo, propio
y no vacio, en un espacio Hausdorff, compacto y conexo X, y
U es un conjunto abierto en X tal que A C U, entonces existe
un conjunto compacto, conexo, B, en X talque AC BC Uy

A+ B.

DEMOSTRACION. Sean A, U v X como se indican. Dado que
X es Hausdorff y compacto se tiene que X es normal. Ahora,
como A es cerrado en X, existe un conjunto abierto, V', en X tal
que ACV CcV C U. Supongamos que V # X (en otro caso,
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la conclusién se tiene haciendo B = X). Sea B la componente
de V que contiene a A (B existe porque A C V y A es conexo).
Es claro que B es compacto, pues B es cerrado en X y X es
compacto. También se tiene que A C B C U. Ademas, por el
primer teorema de golpes en la frontera, Teorema 1.10, se tiene
que BN (X —V) #0. Asi, A # B. O

1.12 Teorema. (segundo teorema de golpes en la frontera) Si
E es un subconjunto propio y no vacio, de un espacio Hausdorff,
compacto y conexo X, y K es una componente de F, entonces

KNX —FE#0.

DEMOSTRACION. Supongamos que K N X — E = (). Dado que
K # 0 v E es un subconjunto propio de X tenemos que K # ()
v X — F # (). Notemos que K es un conjunto compacto, conexo
y propio en X. Denotemos U = X — X — E. Por el Teorema
1.11, existe un conjunto compacto y conexo, B, en X tal que
K c BCUyK # B. Por otro lado, como X — F C X —
int(F) = X — E, se tiene que U C E. En consecuencia, B es
un conjunto conexo en [ que contiene propiamente a K. Esto
contradice el hecho de que K es una componente de F . Esta
contradicién demuestra que K N X — E # (). O

1.13 Teorema. (tercer teorema de golpes en la frontera) Sean
E un subconjunto propio y no vacio de un espacio Hausdorft,
compacto y conexo X, y K una componente de FE. Si E es
abierto en X, entonces K N (X — E) # 0; y si E es cerrado en
X, entonces K N X — E # ().

DEMOSTRACION. Supongamos que F es abierto en X, se tiene
que X — E es cerrado en X, es decir, X — FF = X — E. Luego,
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por el segundo teorema de golpes en la frontera, Teorema 1.12,
se tiene que K N (X — E) # 0.

Por otro lado, si E es cerrado en X, entonces K es cerrado en
X, es decir, K = K. Luego, por el segundo teorema de golpes
en la frontera, Teorema 1.12, se tiene que KNX — E # (). ]

1.14 Lema. Sean A y B subconjuntos compactos, conexos, pro-
pios y no vacios, de un espacio Hausdorff, compacto y conexo
X tales que A C B. Si K es una componente de X — B tal que
K—-KCcC A, entonces K U A es un conjunto compacto y conexo
en X.

DEMOSTRACION. Como B es un subconjunto cerrado, propio y
no vacio de X, se tiene que X — B es un subconjunto abierto,
propio, no vacio de X. Luego, por el tercer teorema de golpes
en la frontera, Teorema 1.13, se tiene que K N [X — (X — B)] =
KN B #0D. Se sigue que K — K # () pues de lo contrario, K =
K C X — B, de donde K N B = 0, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto K — K # (). Con esto y la hipétesis de este lema
se tiene que K N A # (). En consecuencia, K U A es un conjunto
conexo en X. Por otra parte, notamos que K UA = (K — K)U
KUA=KUA. Sesigue que K U A es un conjunto cerrado y
conexo en X. ]

1.15 Teorema. Si A es un subconjunto compacto, conexo y
propio de un espacio Hausdorff, compacto y conexo X, y K
es una componente de X — A, entonces K U A es un conjunto
compacto y conexo en X.

DEMOSTRACION. Considerando las hipétesis indicadas, vamos
a demostrar que K — K C A. Para esto, supongamos que existe
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un punto € K — K tal que z € X — A. Se tiene que x €
KN(X—A). Como K es una componente de X — A, se tiene que
K es un conjunto cerrado en X — A, por lo cual KN(X —A) = K.
Se sigue que € K, lo cual es una contradiccién pues v € K — K.
Esto prueba que K —K C A. Luego, tomando B = A en el Lema
1.14, se obtiene la conclusion de este teorema. [

1.16 Definicién. Una coleccion de subconjuntos F de un espa-
cio X es una cadena en X si para cualesquiera elementos A y
B en F se tiene que AC Bo B C A.

1.17 Teorema. Si F es una cadena de conjuntos cerrados en un
espacio compacto X, y U es un conjunto abierto en X tal que
(F C U, entonces existe un elemento A en F tal que A C U.

DEMOSTRACION. Sean X y F como se indican. Supongamos
que, para todo A € F, A ¢ U. Denotemos A = {A — U :
A € F}. Se tiene que A es una colecciéon de subconjuntos ce-
rrados y no vacios de X. Veamos que la coleccion A tiene la
propiedad de la interseccion finita: como JF es una cadena, para
cada subcoleccién finita, Aq,..., A,, de elementos de F, existe
i € {1,...,n} tal que A; C A; para todo j € {1,...,n}, luego,

N (A —U)=A U +£0.
j=1

Ahora, como X es compacto, se sigue que (A # 0, [10,
Teorema 5.9, p. 170]. Luego, puesto que (YA = ((F) — U, se
obtiene que ((F ¢ U. Asi, el teorema estd demostrado. O]

1.18 Corolario. Si {X,,},en es una sucesién decreciente de es-
pacios Hausdorff y compactos; y U es un conjunto abierto en

X, tal que () X, C U, entonces existe N € N tal que X,, C U
neN
para todon > N.
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DEMOSTRACION. Notemos que la coleccién {X,, : n € N} es
una cadena de subconjuntos cerrados de X, asi, el corolario se
sigue directamente del Teorema 1.17. []

1.19 Teorema. Si F es una cadena de subconjuntos cerrados,
conexos y no vacios, de un espacio Hausdorff, compacto y conexo

X, entonces [ F es un conjunto compacto, conexo y no vacio
en X.

DEMOSTRACION. Como la interseccién de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado, se tiene que [|F es un conjunto cerrado
y, en consecuencia, es un conjunto compacto en X. Por otra
parte, notemos que F tiene la propiedad de la interseccion finita
(ya que es una cadena de conjuntos no vacios), luego, por la
compacidad de X, se obtiene que [ F # 0, [10, Teorema 5.9, p.
170]. Asi, resta mostrar que (| F es conexo.

Supongamos que (| F = AU B, donde A y B son conjuntos
cerrados y ajenos. Probaremos que A =0 o0 B = (. Como X es
Hausdorftf y compacto, se tiene que X es un espacio normal, asi
podemos considerar conjuntos abiertos y ajenos, U y V', en X
tales que AC Uy BCV. Setiene que {FCUUV yUUV
es un conjunto abierto en X. Luego, por el Teorema 1.17, existe
un elemento F' € F tal que F' C UU V. Como F' es conexo y
U y V son abiertos ajenos, se tiene que ' C U o FF C V. Sin
perder generalidad, suponemos que F' C U. Ahora, puesto que
(F C F, se tiene que AU B C F'y, en consecuencia, B C U.
Asi, BC UNV =0, por lo cual B = (). Esto prueba que (| F

€s conexo. []
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1.1.2 Teoremas de topologia de conjuntos

Finalizamos esta subseccién con dos resultados fundamentales
de la topologia general: el Lema de Alexander, el cual usaremos
en la seccion que sigue para demostrar que los espacios com-
pactos tienen hiperespacio compacto (Teorema 1.31) y el Teo-
rema de reduccién de Brouwer, el cual usaremos en el capitulo
siguiente para demostrar la existencia de elementos minimales
en las semi fronteras de los hiperespacios (Teorema 2.19) y para
demostrar la existencia de arcos maximales en dendroides (Teo-
rema 2.39). Para esto, conviene recordar los conceptos de ele-
mento maximal y elemento minimal en conjuntos parcialmente
ordenados (la nocién de orden parcial puede consultarse en [2,
p. 4] o en [10, p. 24-28]).

1.20 Definicién. Sean « y 8 elementos de un conjunto parcial-
mente ordenado, I', por una relacion <. Decimos que « es un
elemento maximal en I' si, para todo v € I'" tal que a < 7, se
tiene que a@ = . Decimos que (3 es un elemento minimal en I'
si, para todo v € I' tal que v < 3, se tiene que v = f3.

1.21 Teorema. (Lema de Alexander) Un espacio es compacto
si, y sélo si, toda cubierta del espacio, con elementos de una
subbase dada, tiene una subcubierta finita.

DEMOSTRACION. Que la condicién en el teorema es necesaria
se sigue inmediatamente, porque los elementos de cualquier sub-
base son conjuntos abiertos.

Para demostrar que la condicion es suficiente, consideramos
un espacio X y una subbase § para la topologia de X; supon-
gamos que X no es compacto y fijemos una cubierta abierta W
de X tal que VW no tiene subcubiertas finitas.
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Sea H la coleccion de todas las cubiertas abiertas de X que
no tienen subcubiertas finitas. Observemos que H no es vacio,
ya que W € H.

Consideremos el conjunto parcialmente ordenado (H, <), don-
de el orden parcial es la inclusion, es decir, dados U, V € H, se
tiene que U < V si, y sélo si, U C V. Vamos a demostrar que H
tiene un elemento maximal (naturalmente, para esto usaremos
el Lema de Zorn, [2, Proposicién 0.D.3, p. 7]).

Sea D una cadena en H, es decir, D es un subconjunto de
H tal que cualesquiera dos de sus elementos son comparables
con la inclusién. Denotemos F = | JD. Es claro que, para todo
D € D, se tiene que D < F. Vamos a probar que F € H (asi,
tendremos que F es una cota superior de la cadena D en H).

Es claro que F es una cubierta abierta de X. Supongamos
que F ¢ H, es decir, supongamos que F tiene una subcubierta
finita. Esto significa que existen elementos, V4, ..., V,,, de F tales

n
que X C [JV;. Por otro lado, por la definicién de F, existen

i=1
elementos en la cadena D, digamos Dy, ..., D,, tales que V; € D,

para cada i € {1,....,n}. Como D es una cadena, existe j €
{1,...,n} tal que D; C Dj, para todo i € {1,...,n}. Se sigue
que los elementos Vi, ..., V,, pertenecen a D;, lo cual significa
que D; tiene una subcubierta finita. Esto es una contradiccion,
ya que D; € H. Asi, hemos demostrado que F pertenece a la
coleccion H.

Ahora, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal en
H, el cual denotamos por V. Demostraremos la afirmacién que
sigue.

Afirmacién: si M € V y Vi, ..., Vi son conjuntos abiertos en
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k

X tales que [ Vi C M, entonces existe i € {1,...,k} tal que
i=1

Viev.

Para probar esta afirmaciéon, supongamos que para cada ¢ €
{1,...,k}, Vi ¢ V. Se sigue que cada V U {V;} es una cubierta
abierta de X que contiene propiamente a la cubierta V. Dado
que V es un elemento maximal de H, se tiene que V U {V;}
no pertenece a la colecciéon H, por lo cual cada una de estas
cubiertas tiene una subcubierta finita. Se sigue, para cada i €
{1,...,k}, existe un numero n; € N y elementos, M;i, ..., M;,.,
en V tales que

X=V,UM;;U..UM,;,.

De aqui se obtiene que

x = (v M.

i=1 i=1j=1

k
Luego, puesto que (] V; C M, se sigue que
i=1

k n;
X =Mu(JJ M)
i=1j=1
Esto significa que la coleccién {M}U{M;; : 1 <i <k, 1<
j < mn;} es una subcubierta finita de la cubierta V. Esto es una

contradiccién ya que V € H. Asi la afirmacion estda mostrada.

Ahora, vamos a demostrar que la coleccion S NV es una
cubierta del espacio X. Dado x € X, existe M € V tal que
x € M. Como § es una subbase para la topologia de X, existen

k
k € N y elementos, Si,..., Sk, en S tales que z € (| S; C M.
i=1
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Luego, por la afirmacién anterior, existe ¢ € {1,...,k} tal que
S; €V. Seobtienequex € S;sNMy S, e SNV, Asi, SNV es
una cubierta de X.

Por lo anterior, tenemos que SNV es una cubierta de X cuyos
elementos pertenecen a la subbase S, y no tiene subcubiertas
finitas (pues estd contenida en V, que es un elemento de H).

En resumen, hemos demostrado que si un espacio X no es
compacto y § es una subbase para la topologia de X, entonces
existe una cubierta de X, formada por elementos de S que no
tiene subcubiertas finitas. ]

1.22 Teorema. (Teorema de reduccién de Brouwer) Sean X un
espacio con una base numerable y C una coleccién de subcon-
juntos cerrados de X, ordenada parcialmente por la inclusién de
conjuntos.

(a) Si para toda sucesién decreciente en C, {C),},en, se tiene

que ) C, € C, entonces existe un elemento minimal en C.
neN

(b) Si para toda sucesién creciente en C, {C)},en, existe un
elemento C' € C tal que, para cadan € N, (), C C, entonces
existe un elemento maximal en C.

DEMOSTRACION. (a) Fijemos una base numerable para X, di-
gamos {B, : n € N}, y un elemento Cjy € C. Denotemos

CQZ{CECZCCCOQ(X—Bl)}.

Si Cy # 0, entonces fijamos un elemento C; € Cy v, si Cy = 0,
entonces denotamos Cq = C.

Ahora, supongamos que se han determinado n elementos de
C, digamos C1, Cy, ..., C,, tales que C; C C;_1 C Cy vy, si C; esta
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contenido propiamente en C;_1, entonces C; N B; = (), para cada
i€ {l,...,n}. Denotemos

C,={CeC:CCCin(X—Bu)h

Si C, # 0, entonces fijamos un elemento C,,.1 € C, y, si C,, = 0,
entonces denotamos C,,1 = C,,.

De este modo, inductivamente, hemos determinado una suce-
sién decreciente, {C), },en, de elementos de C con la propiedad
adicional de que, para cadan € N, si C),;1 esta contenido propia-
mente en C,, entonces C,, 1 N B,41 = 0.

Denotemos E = () C,. Por hipdtesis se tiene que FE € C.
Vamos a probar quenl%Nes un elemento minimal en C.

Para esto supongamos lo contrario y fijemos D C E con
D # FE tal que D € C. Fijemos un punto x € £ — D. Como D
es cerrado, existe k € N tal que © € By C (X — D). Notemos
que B.NE # 0, B.ND =0y D C E C Cy_1. Se sigue
que D C Cr1 N (X — By), asi, Cx_1 # 0. Luego, Cj esta
determinado de modo que Cy, € Cy Cr C Cy_1 N (X — By).
Dado que E C Cy C (X — By), se obtiene que EN B, = 0 lo
cual es una contradiccién. Esta contradiccién demuestra que F
es un elemento minimal en C.

(b) Como en (a), fijamos una base numerable para X, diga-
mos {B,, : n € N}, y un elemento Cyy € C. Denotemos

COZ{CEC:C()CCYCﬂBl%@}.

Si Cy no es vacio fijamos un elemento C € Cy y si la coleccion
Cy es vacia definimos C = C,.

Ahora, supongamos que se han determinado n elementos de
C, digamos C,Cy,...,C,, talesque Cy Cc C; Cc Cy C --- C Cy y,

17



si C;_1 estd contenido propiamente en C;, entonces C; N B; # 0,
para cada i € {1,...,n}. Denotemos

C,={C€C:C,CCyCN By 0}

Si C,, # 0, entonces fijamos un elemento C,, ;1 € C,, y, si C,, = 0,
entonces denotamos C), 1 = C,,.

De este modo, inductivamente, hemos determinado una su-
cesién creciente, {C), },en, de elementos de C con la propiedad
adicional de que, para cada n € N; si C),_1 estd contenido pro-
piamente en C),, entonces C, N B,, # 0.

Por hipétesis, existe un elemento C' de C tal que, para cada
n € N, C,, C C. Demostraremos que C' es un elemento maximal
en C.

Supongamos, por el contrario, que existe un elemento D en
C que contiene propiamente a C'y fijemos un punto x € D — C.
Se tiene que X — C es un conjunto abierto en X que contiene al
punto x. Luego, existe m € Ntal que x € B,, C X —C'. Por una
parte, como C,,, C C'y C' N B, = 0, se tiene que C,,, N B, = 0.
Por otra parte, puesto que C,,_1 C C'y C esta contenido en D,
entonces C,_1 esta contenido en D. Ademas, como x € DN B,,,
se tiene que DN B, # (. Luego, D es un elemento de la coleccién
Cmn_1. Esto significa que la coleccion C,,_1 no es vacia. Luego, el
elemento C,, estd determinado de tal forma que C,, N B,, # 0.
Esto es una contradiccion. Esta contradiccién demuestra que C'
es un elemento maximal en C. []
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1.2 Elementos de hiperespacios de conjuntos

En esta parte, presentamos elementos béasicos de la teoria de
hiperespacios de espacios topoldgicos, iniciando con la exposicion
de la topologia de Vietoris y el estudio de la compacidad y
la conexidad del hiperespacio de los subconjuntos cerrados no
vacios con esta topologia. Ademas, mostramos la metrizabilidad
de la topologia de Vietoris, con la métrica de Hausdorff, en la
clase de los espacios métricos compactos. También incluimos el
analisis clasico de la convergencia de sucesiones con limites de
conjuntos y una prueba de la arco conexidad de los hiperespacios
de continuos.

1.2.1 Topologia de Vietoris

Aqui exponemos la topologia de Vietoris para la familia de sub-
conjuntos cerrados, no vacios, de un espacio topologico. Primero
consideramos la siguiente notacion.

1.23 Notacion. Para un espacio topologico X, denotamos

2% = {A C X : Aes cerrado y no vacio en X}.

1.24 Notacion. Para un subconjunto U de un espacio X, de-
notamos

Ur={Ac2X . AcU} y U ={Aec2¥: AnU #0}.

1.25 Definicién. Dado un espacio X, la topologia de Vietoris
es la topologia en 2% que tiene como subbase a la coleccién S
definida por

S ={U":U es abierto en X} U{V ™ : V es abierto en X}.
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1.26 Definicién. El hiperespacio de los subconjuntos cerrados
y no vacios de un espacio X es el conjunto 2% con la topologia
de Vietoris.

1.27 Notacién. Para un espacio X, la topologia de Vietoris del
hiperespacio 2% es denotada por 7y .

1.28 Observacion. Una base, (3s, para la topologia de Vie-
toris del hiperespacio 2% de un espacio X, se describe como la
coleccién de las intersecciones finitas de elementos de la coleccién
S. Es decir, los elementos de la base s son de la forma

urn---nufnvin--nv; (1.1)

donde n,m € Ny U; y V; son conjuntos abiertos en X para cada
1<i1<nyl<3<m.

A continuacién vemos otra forma de determinar los elementos
basicos de la topologia de Vietoris. Para esto, consideramos la
notacion que sigue.

1.29 Notacion. Para una coleccion finita de subconjuntos de un
espacio X, digamos FEi, ..., E,, denotamos (F1, ..., E,) = {A €

22X AC | E; y ANE; # 0 para todo i € {1,...,n}}.
i=1
También denotemos Gy = {(Wy,...W,) : n € Ny W, es
abierto en X para todo i € {1,...,n}}.

1.30 Teorema. Para un espacio X, la coleccién By es una base
para la topologia de Vietoris del hiperespacio 2%,
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DEMOSTRACION. Probaremos que 3y = 35, donde (35 es la base
de 1y, que se indica en la Observacion 1.28.

Dado (Wy,....,W,) € Py, denotemos W = |J Note-

Wi.
i=1
mos que (Wy,..,W,) = WrnW nWy n---NnW- . Asi,
<W1, ,Wn> € (s. Por lo tanto By C (s.

Ahora, para mostrar que Ss C fy probaremos lo que se in-
dica en (a) y (b):

(a) Se tiene que & C fy: esto resulta porque para cua-
lesquiera conjuntos abiertos, U y V,en X, UT = (U) y V~ =
(V. X).

(b) Se tiene que [y es cerrado bajo intersecciones finitas: para

justificar esto, dados dos elementos de By, digamos (W, ..., W,,)
n

y (O1, ..., Op,) denotemos W = U W,y O=J O,

=1 1=1

Probaremos la siguiente afirmacién:

La intersecciéon (W, ..., W,)N{(Oq, ..., O,,) coincide con el con-
junto

<WﬂO]_,...,WﬂOm,W1ﬂO,...,WnﬂO>. (12)
Para probar esta afirmacion, primero notemos que
(WNOo)U---UWNO,)U(WiNO)U---U((W,NO) =
wnJonulJw)no) =
j=1 i=1
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WNO)uWNO)=Wno. (1.3)

Ahora, dado A € (W, ..., W,) N (O, ...,O,) se tiene que A €
(Wi, ... W) vy A€ (Oy,...,0,,), asi A es un elemento de 2% tal

que A C U W, ANW; # 0, para todo i € {1,....,n}, AC J O;
i=1 j=1

y ANO; # 0, para todo j € {1,...,m}. Se sigue que A € 2%,

AcC(UwW)n(U 0,), AnW; # D paratodoi € {1,...,n} y AN
i=1 j=1

O; # () para todo j € {1,...,m}, es decir, A € 2X, AC WNO,

AN(WNO,)#0paratodo j € {l,...m}y AN(ONW,;) #0

para todo ¢ € {1,....,n}. Con esto, y lo indicado en (1.3), se

sigue que

Ae (WNOy,...WNO,,WinoO,..W,n0O).

Por otro lado, si B € (WNOy, ..., WNO,,, W1NO, ..., W,N0O),
entonces B es un elemento de 2% y, por lo que se indica en (1.3),
B Cc WyB C O. Ademas, BN (W N 0O;) # () para todo
jge{l,...m},y BN(W;NO) # () para todo i € {1,...,n}, asi
BNW; #(, para todo i € {1,...,n} y BN O; # (), para todo
j €{1,...,m}. Esto significa que B € (Wy,..., W,)N(Oq, ..., Op,).

De esta manera, hemos demostrado la afirmacion en (1.2), la
cual demuestra lo indicado en (b).

Finalmente, con (a) y (b), y la definicién de s, se obtiene
que Bs C (y. Con todo, By = fs. ]

1.31 Teorema. El espacio X es compacto si, y sélo si, el hiperes-
pacio 2% es compacto.

22



DEMOSTRACION. Supongamos que X es compacto. Conside-
ramos la subbase S de la topologia de Vietoris en 2%, dada en la
Definicion 1.25. Por el lema de Alexander (Teorema 1.21), basta
mostrar que cualquier cubierta de 2% formada por elementos de
S, tiene una subcubierta finita.

Fijemos una cubierta de 2%, digamos U, formada por ele-
mentos de la subbase S. Podemos denotar i = U UU~, donde
cada elemento de U™ es de la forma U™ para algin conjunto
abierto U en X, y cada elemento de U~ es de la forma V'~ para
algin conjunto abierto V en X. En lo que sigue consideremos
dos casos.

(1) La coleccion {V : V= € U™} es una cubierta de X: en
este caso existe una coleccién finita de conjuntos abiertos en

X, Vi,..,V,, tales que V,” e U™, i € {1,...,n},y X = J V.
i=1

Ahora, notamos que si A € 2%, entonces ANV, # (), para algin
ie{l,..,n}, asi A € V.". Sesigue que la coleccién {V| ", ..., V" }
es una subcubierta finita de U.

(2) La colecciéon {V : V= € U~} no es una cubierta de X:
en este caso, denotamos F'= X — U{V : V= € U~} y notamos
que F € 2%, Ademds, por la definicién de F, si V es un abierto
en X y V- € U™, entonces FNV = 0, asi, F ¢ V. Esto
significa que F' no pertenece a ningun elemento de la coleccién
U~ . Luego, puesto que U cubre a 2% se tiene que F pertenece a
algin elemento de la coleccién U ™. Es decir, existe un conjunto
abierto en X, Ur, tal que F € U € UT. Se tiene que F C Up.
Es decir, X —U{V : V- e U™} C Up. Asi, X = Up U (U{V :
V= eU™}), oseaque la coleccién {V : V- e U=} U{Ur} es una
cubierta abierta de X. Luego, por la compacidad de X, existe
una coleccién finita de conjuntos abiertos en X, Vi, ..., V,,, tales
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que Vo el ,ie{l,.m},y X =UpU (U V).

i=1
Ahora, si A € 2 y A ¢ V,” paracadai € {1,...,m}, entonces
AN (UVi) = 0. Se tiene que A C Up, es decir, A € Uj.
i=1
Esto demuestra que la coleccion {V;7, ...,V } U {UL} es una
subcubierta finita de la cubierta U.

Hemos probado que la compacidad de X implica la compaci-
dad del hiperespacio 2%,

Reciprocamente, supongamos que X es un espacio tal que
su hiperespacio 2% es compacto y consideremos una cubierta
abierta U de X. Denotemos U~ = {U~ : U € U}. Notemos que
U~ es una cubierta abierta de 2%, porque si A € 2% fijando un

punto a € A, determinamos un elemento U de U tal que a € U,
ast ANU # () es decir A € U~.

Ahora, por la compacidad de 2%, existe una coleccién finita

de elementos de U™, digamos Uy, ..., U, , tal que 2% = |J U;".
i=1

Observamos que si z € X, entonces {x} € ¢ 2X. Luego, {z} €
U; para algin j € {1,..,n}. Es decir, {z} NU; # 0. Como
U; es abierto, se sigue que {x} NU; # (), lo cual significa que

x € U;. Esto prueba que X = [J U;. Es decir, la coleccion
i=1

{U1,...,U,} es una subcubierta finita de la cubierta U. Asi, X

es compacto. []

1.32 Teorema. El espacio X es conexo si el hiperespacio 2% es
conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que X no es conexo y considere-
mos conjuntos abiertos, ajenos, y no vacios, U y V', en X tales
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que X =UUYV.

Notemos que, para cada A € 2%, se tiene que A C U o
ANV # 0, es decir, A € U" 0 A € V. Esto significa que
2X = Ut U V~. También se tiene que U y V son cerrados no
vacios en X, es decir, son elementos de 2%; ademéds, U € U™
yV e V=, Ast, U™ # 0y V= # (. También, puesto que
UNV =0, se tiene que, UT NV~ = (). Esto prueba que 2X no
es conexo si X no es conexo. []

1.33 Problema. ;El espacio X es conexo sélo si el hiperespacio
2% es conexo?, es decir, determinar si la conexidad de X implica
o no la conexidad de 2¥.

En lo que sigue mostramos que en los espacios 11, la conexi-
dad del espacio implica la conexidad del hiperespacio. Asi, en
esta clase de espacios, la conexidad de X y de 2% son equiva-
lentes. Con este fin, a continuacién incluimos productos simé-
tricos en hiperespacios.

1.34 Notacién. Para un espacio X y cada n € N, denotamos

F,(X)={ACX: :1<|A|<n} vy

F(X) = Fu(X).
neN
Denotamos por X" al producto II' ; X;, donde X; = X para
cada i € {1,...,n}. Consideramos la funcién f, : X" — F,(X)
definida por f,((z1,...,2,)) = {x1,...,x,} para cada elemento
(x1,...,z,) de X"
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1.35 Observacién. El conjunto F,(X) es referido como el n-
ésimo producto simétrico del espacio X. Notamos que si X es
un espacio 17, es decir, si todos los subconjuntos finitos son ce-
rrados en X, entonces F,,(X) es un subconjunto del hiperespacio
2%, Asi, en este caso, F,(X) tiene la topologia de subespacio
heredada por la topologia de Vietoris en 2%X. A continuacién

veremos que, con esta topologia, f, es un funcién continua del
producto X" sobre F,,(X).

1.36 Lema. Si X es un espacio T} entonces, para cada n € N,
fn es una funciéon continua y suprayectiva del producto X" en
el producto simétrico F,(X).

DEMOSTRACION. Fijemos n € N. Primero demostremos que f,,
es continua. Para esto, considerando la subbase de la topologia
de Vietoris (Definicién 1.25), basta demostrar que para cualquier
conjunto abierto, U, en X se tiene que f, 1 (UT N F,(X)) y
fH U™ N E,(X)) son conjuntos abiertos en el producto X".
Notemos lo que sigue:

(1) Y UTNE(X)) = {(x1,...,xn) € X" : {xq,..,2,} CU} =
{(z1,...,x,) € X" :2; € U para todo i € {1,....,n}} = U".

2) AU NE(X)) = {(z1,...,2n) € X" : {21, ...,z NU #
N =UxX"HUu(X xUxX"2)U---U(X" I xU).
Con (1) y (2) se obtiene que f, es una funcién continua.

Ahora, probaremos que f, es sobreyectiva. Para esto, sea
A € F,(X). Se tiene que A = {y1,...,yr} donde y; € X para
todo i € {1,....k} y k < n. Pongamos z; = y; si 1 < i <k,
yx; = ypsik < i < n. Se tiene que (x1,...,z,) € X"y
fal(z1, ..., x0)) = A. Asi, f, es sobreyectiva. O
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1.37 Lema. Si X es un espacio T} entonces, F'(X) la coleccién
de todos los subconjuntos finitos de X, es un subconjunto denso
del hiperespacio 2¥.

DEMOSTRACION. Considerando la base de la topologia de Vie-
toris (Teorema 1.30), fijemos una coleccién finita de conjun-
tos abiertos no vacios en X, digamos Wh,...,W,,. Para cada
i € {1,...,n}, tomemos un punto x; € W;. Como X es Ty, el
conjunto {x1,...,x,} es un elemento de 2%. Ademds, es claro
que {x1,...,z,} € Wi, .... W) N F(X). Esto prueba que F(X)
es denso en 2%, ]

1.38 Teorema. Sea X un espacio 77. Entonces X es conexo si,
y s6lo si, 2% es conexo.

DEMOSTRACION. Que la condicién es sufiente estd demostrada
en el Teorema 1.32. Para demostrar que la condicién es nece-
saria, supongamos que X es un espacio conexo. Luego, el pro-
ducto X™ es conexo para cada n € N. Ahora, considerando que
X es un espacio 11, sabemos que el producto simétrico F,(X)
es una imagen continua del producto X" (Lema 1.36). Asi, se

tiene que F,(X) es conexo para cada n € N. Luego, puesto
que F1(X) C F,(X) paracadan € Ny F(X) = |J F.(X), se

neN
sigue que F(X) es conexo. Por otro lado, sabemos que F'(X)

es denso en 2% (Lema 1.37). Con esto, se concluye que 2% es
CONEexo. L]

Terminamos esta subsecciéon con dos resultados basicos res-
pecto del producto simétrico F,(X) cuando n = 1. En este
caso, tenemos que F1(X) = {{z} : x € X}, el cual, cuando X
es un espacio 7T}, es un subespacio de 2¥ y es referido como el
hiperespacio de los singulares de X.
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1.39 Proposicién. Si X es un espacio T;, entonces Fi(X) es
una copia topolégica del espacio X dentro del hiperespacio 2¥.

DEMOSTRACION. Como X es T}, para cada x € X se tiene que
el conjunto singular {x} es cerrado en X. Asi, Fi(X) es un
subespacio de 2%. Por otra parte, la funcién f; : X — Fy(X)
definida por fi(z) = {x}, para cada x € X, es una biyeccién
continua (Lema 1.36). Ademads, tenemos que f; es una funcién
abierta, esto se sigue porque para cualquier conjunto abierto, U,
en X se tiene que fi(U) ={{z}: 2 € U} = (U)NFi(X), el cual
es un conjunto abierto en Fi(X). Asi, f; es un homeomorfismo
entre X y F1(X). O

1.40 Proposicion. El espacio X es de Hausdorff si, y solo si, el
hiperespacio de los singulares de X, F1(X), es un subconjunto
cerrado del hiperespacio 2%.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio de Haus-
dorff y fijemos A € 2% — Fy(X). Asi, A tiene por lo menos dos
elementos. Tomamos dos puntos distintos x1,x9 € A. Existen
conjuntos abiertos y ajenos, U y V, en X tales que z; € U,
xo € V. En lo que sigue, consideramos dos casos.

(1) AC UUYV: en este caso (U,V) es un conjunto abierto
en 2% tal que A € (U,V). Como U y V son conjuntos ajenos,
se sigue que (U, V) N F1(X) = 0, ya que si existe © € X tal que
{z} € (U, V), entonces x € U y x € V, en contradiciéon con el
hecho de que U y V son ajenos.

(2) AZ UUYV: en este caso denotamos W = X — {x1,22} v
notamos que (U, V, W) es un conjunto abierto en 2% que contiene

a A. Ademads, como en el caso (1), se verifica que (U, V, W) N
Fi(X)=0.
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Con (1) y (2), se tiene que 2% — F1(X) es un conjunto abierto
en 2. En consecuencia, F(X) es cerrado en 2%,

Reciprocamente, supongamos que X no es de Hausdorff. Fi-
jemos dos puntos distintos x1 y 2 en X que no se pueden separar
con conjuntos abiertos, ajenos en X.

Probaremos que {x1, 25} pertenece a la cerradura de Fi(X)
en 2%, la cual denotamos por F;(X). Para esto consideremos
un conjunto abierto basico en 2% que contiene a {xy, 75}, es
decir, consideremos una coleccion finita de conjuntos abiertos
en X, digamos Uy,...,U,, tales que {z1,22} € (Uy,...,U,).
Denotamos

[1:{i€{1,...,n}2$1EUi} e IQI{iG{l,...,H}ISEQEUi}.

Notemos que {1,...,n} = L Uy, I} # () e Iy # (). Denotemos

Es claro que U y V son abiertos en X, x1 € U y 29 € V. Asi,
{xl,xg} € <U, V>

Veremos que (U, V) C (Uy,...,U,). Para esto, sea A €
(U, V). Se tiene que ACUUV C | U;. Ademas, ANU #0Dy

ANV # 0. Es decir, AﬂUﬁé@si;’éII; yvANU; #0siie L.
Como I U1, = {1,...,n}, se sigue que ANU; # () para cada
ie{l,....,n}. Asi, Ae (Uy,...,Up,).

Por otro lado, por la eleccién de z1 y zo, UNV # (). Fijemos
un punto x € UNV. Se tiene que {z} € (U,V), por lo cual
{z} € (Uy,...,U,). Es decir, (Uy,...,U,) N F1(X) # (. Esto
demuestra que {1, x5} € F1(X).
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Por lo anterior tenemos que F;(X) # F1(X), es decir, F;(X)
no es cerrado en 2%. O

1.2.2 Meétrica de Hausdorff

En esta parte, introducimos la métrica de Hausdorff para el
hiperespacio 2% de un espacio métrico compacto X. Ademsés,
entre otros resultados basicos, probamos que la topologia in-
ducida por esta métrica en el hiperespacio coincide con la topo-
logia de Vietoris (definida en la seccién previa).

1.41 Definicion. Sean X un espacio métrico, con métrica d, A
un subconjunto no vacio de X y € > 0. La e-nube alrededor de
A en X, denotada por N(e, A), se define por

N(e,A) ={z € X : existe a € A tal que d(z,a) < €}.

A continuacion revisamos algunas propiedades de las nubes
de conjuntos cerrados, en espacios métricos compactos.

1.42 Proposicién. Sean X un espacio métrico compacto, con
métrica d, A un subconjunto cerrado, no vacio, de X y ¢ > 0.
Se tiene lo que sigue:

(a) N(e,A) = U Bla,e);

acA

(b) N(6,A) C N(e, A) para cada ¢ € (0, ¢€];
(c) N(e,4) = U N(3,A);

O<d<e

(d) Si U es un conjunto abierto en X y A C U, entonces existe
d >0 tal que N(0,A) C U;y
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(e) Si B es un conjunto cerrado, no vacio, en X y AN B = (),
entonces existe 6 > 0 tal que N (5, A) N N(5, B) = 0.

DEMOSTRACION. (a) y (b) se obtienen directamente de la defini-
cién de nube.

(c) Sea z € N(e,A). Existe a € A tal que d(z,a) < e.
Fijamos un ntumero ¢ tal que d(z,a) < 6 < e. Notamos que
0<d<eyxe N(,A). Porlo tanto N(e,A) C |J N(d,A).

0<d<e
La inclusién contraria se sigue de (b).

(d) Para cada a € A, existe ¢, > 0 tal que B(a,e,) C U.
Notemos que la coleccién {B(a, %) : a € A} es una cubierta
abierta de A y A es compacto. Asi, existe un subconjunto finito,
{ai,...,a,}, de Atal que A C |J B(a;, %) Tomamos § > 0 tal

i=1
que 0 < %, para cada i € {1,...,n}.

Veamos que N(0,A) C U. Sea x € N(§,A). Existe a € A
tal que d(x,a) < §. Existe i € {1,...,n} tal que a € B(a;, %)
Como d(z, a;) < d(z,a)+d(a, a;), se sigue que d(z, a;) < S+,
Asi, z € Bl(aj, &,,), por lo cual z € U. Esto prueba (d).

(e) Puesto que A y B son compactos ajenos en X se tiene que
d(A,B) > 0. Sea § = @. Es claro que 6 > 0. Notemos que
si z € N(0,A) N N (6, B), entonces existen a € Ay b € B tales
que d(a,z) < 0y d(b,z) < d. De lo cual se sigue que d(a,b) <
d(a,z) + d(b,z) < 20 = d(A, B) lo cual es una contradiccién.
Esto demuestra que N (6, A) N N (4, B) = (). ]

1.43 Notacion. Dados A y B subconjuntos cerrados, no vacios
de un espacio métrico X, denotamos

E(A,B)={e>0:ACN(,B)y BC N(cA)}.
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En relacién con esta notaciéon, notemos que si X es com-
pacto, entonces diam(X) es un numero que pertenece al con-
junto E(A, B). Ademas, es claro que este conjunto esta acotado
inferiormente (por el niimero 0). Asi, en este caso, consideramos
la definicién que sigue.

1.44 Definicion. Para un espacio métrico compacto X se define
la funcién H : 2% x 2% — [0, 00) por H(A, B) = inf E(A, B),
para todo par (A,B) en el producto 2% x 2%,

1.45 Nota. En el teorema que sigue demostramos que la funcién
H es una métrica para el hiperespacio 2%, de un espacio métrico
compacto X. Esta es referida como la métrica de Hausdorff.

1.46 Teorema. Para un espacio métrico compacto X, la funcion
H es una métrica para el hiperespacio 2%.

DEMOSTRACION. Sean A, B y C elementos del hiperespacio
2%, Es claro que H(A, B) > 0. También es claro que si A = B
entonces H(A, B) = 0. Veamos que en esto ultimo también
se verifica la implicacion contraria. En efecto, supongamos que
H(A, B) =0 y fijemos un punto b € B. Probaremos que b € A.
Para esto, fijamos § > 0. Por la definicién de H(A, B), existe
e>0tal que A C N(¢,B), B C N(g,A) y e < §. Se sigue,
de la Proposicién 1.42 (b) que B C N(6, A). Asi, existe a € A
tal que d(a,b) < d. Luego, B(b,d) N A # (). Esto prueba que
be A Como A = A, se tiene que b € A. Hemos demostrado
que B C A. Similarmente, A C B. Por lo tanto A = B.

Por otra parte, es obvio que E(A, B) = E(B, A), por lo cual
H tiene la propiedad de simetria. En lo que sigue verificamos
que H satisface la desigualdad del triangulo.
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Para probar esta desigualdad primero notamos que si A C
N(e,C)y C C N(4,B), entonces A C N(e + 9, B). En efecto,
sea a € A C N(g,C), entonces existe ¢ € C tal que d(a,c) < €.
Como ¢ € C C N (9, B), entonces existe b € B tal que d(c,b) <
9. De aqui que d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) < e+4d. De manera que
A C N(e+ 6, B). De esta tltima propiedad se deduce que

{e+d:e€ E(A,C)yde E(C,B)} C E(A,B).

Se sigue que H(A,C)+ H(C,B) = inf E(A,C)+inf E(C,B) =
inffe +6 : ¢ € E(A,C)yd € E(C,B)} > inf E(A,B) =
H(A, B).

Est4 demostrado que H es una métrica para 2. O

1.47 Teorema. Sean A y B elementos del hiperespacio 2% de un
espacio métrico compacto X y € > 0. Se tiene que H(A, B) < ¢
si, y sélo si, € € E(A, B).

DEMOSTRACION. Supongamos que H(A, B) < €. Luego, existe
d € E(A, B) tal que 6 < €. Por la Proposicién 1.42 (b), se tiene
que N(6,A) C N(e,A) y N(§,B) C N(e,B). Asi, e € E(A, B).

Reciprocamente, supongamos que ¢ € FE(A,B). Es decir,
A C N(e,B) y B C N(g,A). Por la Proposicién 1.42 (c), se
tiene que A C |J N(J,B). Dado que A es compacto, exis-

0<d<e

ten n € Ny dy,...,9, € (0,¢) tales que A C | N(6;, B). Sea

=1
a = max{d,...,0,}. Notemos que 0 < a < ey |JN(6,B) C
i=1
N(a,B). Asi A C N(«,B). De manera andloga, existe § €
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(0,¢) tal que B C N((,A). Sea v = max{a, 3}. Se tiene que
AC N(y,B)y B C N(v,A). Asi v € E(A, B). Se sigue que
H(A, B) <. Como 7 < ¢, se concluye que H(A, B) < ¢. O

1.48 Teorema. En el hiperespacio 2% de un espacio métrico
compacto X, la topologia de Vietoris y la topologia generada
por la métrica de Hausdorff coinciden.

DEMOSTRACION. Denotamos por 7y v 7y a la topologia de
Vietoris y la topologia generada por la métrica de Hausdorft,
respectivamente. Primero probemos que 7y C 7y. Basta de-
mostrar que la subbase de la topologia 7, (véase la Definicién
1.25) estd contenida en 7y. Para esto, fijamos un conjunto
abierto, U, de X. Debemos demostrar que U™ y U~ son ele-
mentos de 7g.

Si U = X, entonces UT = U~ = 2% y, si U = (), entonces
Ut =U =0. Asi, UT\ U €1gsiU=XoU=10. Enlo
que sigue, suponemos que U # X y U # (). Fijemos A € U" y
denotemos ¢ = d(A, X —U). Dado que A y X —U son compactos
ajenos se tiene que € > 0. Veremos que

(1) Bu(A,e) C UT. En consecuencia, UT € 7y.

Sea B € By (A, ¢) y supongamos que existe b € BN (X —U).
Por el Teorema 1.47 se tiene que B C N (g, A), lo que implica
que existe a € A tal que d(a,b) < €. Se sigue que d(A, X —U) <
d(a,b) < e = d(A, X —U), lo cual es una contradiccién. Esto
prueba que BN (X — U) = (), es decir, B C U. Por lo tanto
B € U™". Asi, lo indicado en (1) estd demostrado.

Ahora fijemos A € U~ y un punto p € AN U. Pongamos
e =d(p, X — U). Es claro que € > 0. Probaremos que

(2) Bg(A,e) C U™. En consecuencia, U~ € 7.
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En efecto, sea B € By (A, ¢) y supongamos que B C (X —U).
Por el Teorema 1.47 se tiene que A C N(g, B). En consecuencia
existe b € B tal que d(p,b) < €. Se sigue que d(p, X — U) <
d(p,b) < e = d(p,X — U) lo cual es una contradicciéon. Por lo
tanto, B ¢ (X — U), es decir, BNU # (). De esta manera lo
que se indica en (2) estd demostrado.

De (1) y (2) se obtiene que 1y C 7g.

Ahora, vamos a probar que 7y C 7y. Para esto fijamos A €
2X v ¢ > 0. Probaremos que

(3) By(A,¢) € 1y. En consecuencia, 7y C Ty .

Como A es compacto y A C UA By(a,5), existen n € Ny
ac

n
ay,...,a, € A tales que A C |J Bqy(a;,5). Denotamos U; =
=1

By(a;, 5) para cada i € {1, ,n]j Observemos que (Uy, ..., Uy,)
es un elemento de la topologia 7y y A € (Uy,...,U,). Veremos
que

(4) (U1, ... U,) C Bp(A,e).

Tomemos B € (Uy,...,U,). Se tiene que B C |J U;. Asi,
i=1

B c | Ba(a;,5) C N(5,A) C N(e, A).
i=1

Por otra parte, si a € A existe i € {1,...,n} tal que a € U;.
Como B € (Ui, ...,U,), se tiene que BNU; # (). Fijemos b € BN
Ui. Asi, a,b € U;. Luego, d(a,b) < d(a,a;)+d(a;,b) < 5+5 =¢.
Por lo tanto, A C N(e, B).

Hemos demostrado que A C N(¢,B) y B C N(g,A). Del
Teorema 1.47, se obtiene que H(A,B) < e, es decir, B €

35



Bp(A,e). Esto demuestra lo que se indica en (4), lo cual a
su vez demuestra lo que se afirma en (3).

Con todo esto, la prueba de que 7y = 7y esta completa. [

1.2.3 Limites de sucesiones de conjuntos

En esta parte, probamos resultados acerca de limites de suce-
siones de conjuntos en espacios topologicos. En particular, mos-
tramos una alternativa para determinar la convergencia de suce-
siones en hiperespacios con la métrica de Hausdorff.

1.49 Definicién. El limite inferior y el limite superior de
una sucesién de conjuntos, { A, },en, en un espacio X, denotados
por lim inf A,, y lim sup A, respectivamente, se definen como
sigue:

lim inf A, = {z € X : para cada conjunto abierto U en X
que contiene al punto z, existe N € N tal que U N A,, # () para
cadan > N}.

lim sup A, = {x € X : para cada conjunto abierto U en X
que contiene al punto z, existe un subconjunto infinito, J, de N
tal que U N A,, # () para cadan € J}.

1.50 Definicién. Decimos que el limite de una sucesiéon de
conjuntos, {A, }nen, en un espacio X existe y es igual al conjunto

A silim inf A, = A = lim sup A,,. Para indicar esto escribimos
lim A, = A.

1.51 Proposicion. Dada una sucesion, {4, },en, de conjuntos
en un espacio X, se tiene que:

36



a) lim inf A, C lim sup A,;
(a) p
(b) lim inf A, y lim sup A,, son conjuntos cerrados en X y;

(c) Si X es secuencialmente compacto y cada A, es no vacio,
entonces lim sup A,, es no vacio.

DEMOSTRACION. (a) Sean z € lim inf A, y U un conjunto
abierto en X que contiene a x. Luego, existe N € N tal que

UNA, #0, para todon > N. Tomando J ={n € N:n > N},
se justifica que z € lim sup A,.

(b) Veamos que lim sup A, C lim sup A,.

Sea x € lim sup A, y U un conjunto abierto en X que con-
tiene a z. Se sigue que U N (lim sup A,) # 0, de manera que
podemos tomar un punto z € ( lim sup A,,) N U. Luego, existe
J C N infinito tal que U N A,, # (), para todo n € J. Por tanto
x € lim sup A,.

De manera similar se demuestra que lim inf A,, es cerrado.

(c) Para cada n € N fijamos un punto a, € A,. Por la
hipétesis sobre X, existen una subsucesion {a,, }ren de la sucesion
{an}neny vy un punto z € X tales que a,, — x. Ahora, dado un
conjunto abierto, U, en X existe K € N tal que a,, € U para
toda k > K. Considerando el conjunto J = {n; : k > K}, se
justifica que x € lim sup A,,. ]

1.52 Teorema. Sea {A,},en una sucesién de subconjuntos ce-
rrados, no vacios, de un espacio métrico compacto X y x un
punto en X. Se tiene que:

(a) = € lim inf A, si, y s6lo si, existe una sucesién {x, },en en
X tal que z, — x y x, € A,, para todo n € N.
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(b) x € lim sup A, si, y sdlo si, existe una sucesién de niimeros
naturales n; < ng < ... y existen puntos x,, € A,, para
todo k£ € N tales que z,, — =.

DEMOSTRACION. (a) supongamos que x € lim inf A,. Para
cada n € N elegimos un punto z, € A, de tal forma que
d(x,z,) = min{d(z,y) : y € A,}, donde d es la métrica de X, tal
punto x,, existe por la compacidad del conjunto A,,. Veamos que
x, — . Para esto fijemos ¢ > 0. Como z € lim inf A,,, existe
N € N tal que B(z,e) N A, # (), para cada n > N. De modo
que, para cada n > N, existe a,, € A, tal que d(z,a,) < . Note
que d(z,x,) < d(x,a,) < ¢, para cada n > N. Asi, z,, — =.

Reciprocamente, supongamos que {x,},eny €s una sucesiéon
de puntos en X tal que x, — z y x, € A, para cada n € N.
Fijemos ¢ > 0. Existe N € N tal que d(z,,z) < €, para cada
n > N. Se sigue que z,, € A, N B(x,¢) para cada n > N. Asi,
B(x,e)NA, # 0, paratodon > N. Por lo tanto, x € lim inf A,.

(b) Supongamos que z € lim sup A,,. Existe un subconjunto
infinito, Ji, de N tal que para todo n € Ji, B(xz,1) N A, # 0.
Fijemos n; € J; y un punto x,,, € B(z,1)NA,,. También, existe
un subconjunto infinito, Js, de N tal que, para todo n € Js,
Bz, %) N A, # 0. Fijamos ny € Jo tal que ny > n; y tomamos
un punto z,, € B(z,3) N A,,.

De esta manera, inductivamente, se determina una sucesion
de nimeros naturales {ny}reny tal que ny < ng < mz < -+, y
para cada k € N, un punto z,, € B(z, %) N A, . Se tiene que
d(x,z,,) < %, para cada k € N. Asi, z, — x.

Reciprocamente, supongamos que existen una sucesion de
numeros naturales n; < ny < --- y puntos z,, € A, para
todo k € N, tales que x,, — x. Ahora, dado ¢ > 0, existe
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K € N tal que d(z,z,,) < € para todo & > K. Denotamos
J ={ny : k > K}. Notamos que J es infinito y B(x,e)NA, # ()
para todon € J. Asi, z € lim sup A,. H

1.53 Nota. Las pruebas de los reciprocos en (a) y (b) del Teo-
rema 1.52 no requieren que el espacio sea métrico compacto, ni
que los conjuntos de la sucesion sean cerrados. Es decir, en gene-
ral, la existencia de sucesiones de puntos con las propiedades in-
dicadas en ese teorema implica que los puntos limite pertenecen
al limite inferior y limite superior, respectivamente.

1.54 Teorema. Sean {A,},en v {Bn}nen sucesiones de con-
juntos en un espacio X y A y B subconjuntos de X, tales que
lim A, = Ay lim B, = B. se tiene que

(a) lim (A, U B,) = AU B;

(b) Si existe un subconjunto infinito J de N tal que A, C By,
para todo n € J, entonces A C B;

(c) Si X es secuencialmente compacto y existe un subconjunto
infinito J de N tal que A, N B, # () para todo n € J,
entonces AN B # ().

DEMOSTRACION. (a) Por la Proposicién 1.51 (a), basta de-
mostrar que lim sup (4, U B,) C AU B C lim inf (4, U B,,).

Sea x € X — (AU B). Se tiene que = ¢ lim sup A, y = ¢
lim sup B,. Asi, existen conjuntos abiertos, U y V', en X que
contienen al punto x y existen enteros positivos, N1 y N, tales
que UN A, =0, para cadan > Ny, y VN B, = ), para cada
n > Ny. Denotemos W = UNV y N = max{Ny, No}. Es
claro que W es un conjunto abierto en X que contiene a x y
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Wn(A,UB,) = 0, para cada n > N. Asi, x ¢ lim sup
(A, U B,,). Esto demuestra que lim sup (A, U B,) C AU B.

Ahora, fijemos un punto z € AU B y un conjunto abierto U
en X que contiene a x. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que x € A. Se tiene que x € lim inf A,,, asi existe N € N tal
que U N A, # 0, para todo n > N. Luego U N (A, U B,) # 0,
para todo n > N. Esto prueba que z € lim inf (A, U B,,), con
lo cual (a) estd demostrado.

(b) Sean € A y U un conjunto abierto en X que contiene
a r. Se tiene que x € lim inf A,. Asi, existe N € N tal que
UnNA, # () para todo n > N. Denotemos J' = JN{n € N :
n > N}. Claro que si n € J', entonces U N A, # (). Dado que
A, C B, para todo n € J, se sigue que U N B,, # () para todo
n € J'. Como J’ es infinito, se obtiene que x € lim sup B,,. Asi,
x € B. Por lo tanto A C B.

(c) Para cada n € J, fijamos un punto z,, € A, N B,. Dado
que X es secuencialmente compacto, la sucesion {z,},c; tiene
una subsucesién, {z,, }ren, que converge a un punto r € X.
Luego, por el Teorema 1.52 (b), z € lim sup A, = Ay = € lim
sup B, = B (véase también la Nota 1.53). Asi, x € ANB. O

1.55 Teorema. Si {A,},en es una sucesién creciente de con-
juntos en un espacio X, entonces lim A, = |J A,.

neN
DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.51 (a), basta probar que
lim sup 4, C |J A4, C lim inf A,,.

neN
Sea x € lim sup A, y fijemos un conjunto abierto U en X

que contiene a x. Existe un subconjunto infinito J de N tal que
UNA, #0, paratodon € J. Asi, z € |J A,.

neN
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Ahora, dados = € |J A, y U un conjunto abierto en X que
neN
contiene a x, se tiene que UN( |J A,) # 0. Luego, existe N € N
neN

tal que U N Ay # 0. Dado que Ay C A, para todon > N, se
tiene que UNA,, # () paratodon > N. Asi, z € lim inf A,,. [

1.56 Teorema. Si {A,},cn es una sucesién decreciente de con-

juntos en un espacio X, entonces lim A, = () A,.
neN

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.51 (a), basta probar que
lim sup A, C () 4, C lim inf A,,.

neN

Sea x € lim sup A, y y fijemos un conjunto abierto U en
X que contiene a z. Existe un subconjunto infinito J de N tal
que UN A, # 0, para todo m € J. Fijemos un niimero natural
arbitrario n € N. Como J es infinito, existe m € J tal que
m > n. Por hipdtesis A,, C A,. Puesto que U N A,, # 0, se
sigue que U N A, # (. Esto demuestra que x € A, para todo
n € N, es decir, x € (] A,.

neN

Ahora, dados z € (] A, y U un conjunto abierto en X que
neN
contiene a x, se tiene que U N A,, # (), para todo n € N. Asi,

x € lim inf A,,. O

1.57 Teorema. Sean {A,},cn una sucesién de elementos del
hiperespacio 2% de un espacio métrico compacto X y A un sub-
conjunto de X. Se tiene que lim A, = A si, y sélo si, A es un
elemento de 2% y la sucesion {A, },en converge a A en 2%,

DEMOSTRACION. Como X es métrico compacto, por el Teorema

1.48, en el hiperespacio 2% podemos considerar la métrica de
Hausdorff H.
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Supongamos que lim A, = A. Por (b) y (c¢) de la Proposicién
1.51, se tiene que A es un elemento del hiperespacio 2%. Sea
e > 0. Vamos a probar lo que sigue.

(i) Existe My € N tal que A C N(e, A,), para cadan > My;y

(ii) Existe My € N tal que A, C N(e, A), para cada n > M.

(i) Dado que la familia {B(a,5) : a € A} es una cubierta
abierta del compacto A, existen m € N y puntos aq,...,a,, € A
tales que A C B(a1,5)U--- U B(an, 5).

Como A = lim inf A,,, cada a; es un elemento del lim inf
A,,. De manera que, para cada ¢ € {1,...,m}, existe N; € N
tal que si n > N;, entonces A, N B(a;,5) # 0. Definamos M,
= max{Ny, ..., N, }. Afirmamos que A C N(g, 4,), para cada
n > M,. En efecto, sean n > M; y a € A, entonces existe
j € {1,...,m} tal que a € B(a;,5). Dado que n > M;, existe
r € B(aj,5) N Ay,. Notamos que d(a,r) < d(a,a;) + d(a;,x) <
+ 5 = €. Por lo tanto a € N(e, 4,). De manera que A C
(e, A,), para todo n > M;. Asi, (i) estd demostrado.

Zwm

(ii) Supongamos que lo indicado en (ii) es falso. Existe n; > 1
tal que A,, no esta contenido en N (e, A). También existe ny >
ny tal que A,, no esta contenido en N(g, A). Continuando este
procedimiento, se determina una sucesién de ntimeros naturales
ny < ng < ng--- tales que A,, no esta contenido en N (e, A),
para todo k € N.

Para cada k € N elegimos un punto z,, € A, — N(g, A).
Como X es compacto, existen una subsucesiéon {xnkl}leN de la
sucesion {x,, }ren, ¥ un punto zy € X, tales que zy, — .
Dado que z,, € X — N(g, A), para cada | € N y este conjunto
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es cerrado (es el complemento de un abierto) tenemos que xy €
X — N(g, A). Se sigue que g ¢ A. Por otra parte, puesto que
Tny, — To Y {Ankl}leN es una subsucesion de {A;}nen, por el
Teorema 1.52 (b), se tiene que zy € limsup A, = A. Asi, zp € A
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto (ii) estd demostrado.

Ahora, tomemos N = max{M;, M>}. Sin > N, tenemos que
ACN(e, A,y A, C N(e, A). Porel Teorema 1.47, H(A, A,,) <
¢ para cada n > N. Esto muestra que A, — A con la métrica
de Hausdorff.

Reciprocamente supongamos que A € 2% y que la sucesién
{A, }nen converge a A en el hiperespacio 2%. Veamos que lim
inf A, = A = lim sup A,,. Por la Proposiciéon 1.51 (a), basta
mostrar que lim sup A4, C A C lim inf A,.

Supongamos que existe un punto x € (lim sup A,,) — A. Dado
que A es cerrado, existe ¢ > 0 tal que B(z,e) N A = . Como
x € lim sup A, existe un conjunto infinito, J, de N tal que
B(z,5) N A, # 0 para todo n € J. Dado que A, — A existe
N € Ntal que H(A,, A) < 5, para cadan > N. Por el Teorema
1.47, se tiene que A, C N(5,A), para todo n > N. Fijemos
m > N tal que m € J y un punto z € B(z,5) N A,. Notemos
que z € A, C N(5,A). Luego, existe a € A tal que d(z,a) <
5. Se sigue que d(z,a) < d(x,z) + d(z,a) < . Por lo tanto
B(z,e) N A # 0. Esto contradice la condicién sobre ¢ y prueba

que lim sup A, C A.

Ahora, veamos que A C lim inf A,. Para esto fijamos un
punto a € A y un ntimero € > 0. Dado que la sucesion {A,, }nen
converge a A, existe N € N tal que H(A, A,) < &, para todo
n > N. Por el Teorema 1.47, se tiene que A C N(g, A,,), para
todon > N. Asi, a € N(e, A,), para todo n > N. Ahora, para

43



cada n > N, tomemos un punto z, € A, tal que d(a,x,) < €.
Se sigue que A, N B(a,e) # () para todo n > N. Esto muestra
que a € lim inf A,. []

1.58 Definicién. El hiperespacio de los subcontinuos de un
espacio X, denotado por C(X), es el subespacio del hiperespacio
2% que consiste de los subconjuntos de X que son cerrados, no
vacios y conexos.

1.59 Nota. Remarcamos, el hiperespacio de los subcontinuos
de un espacio X es

C(X)={A € 2¥: A es un subconjunto conexo de X},

con la topologia de subespacio inducida por la topologia de Vie-
toris del hiperespacio 2%.

A continuacién, como una aplicacién del Teorema 1.57, mos-
tramos que para cada espacio métrico compacto, el hiperespacio
de los subcontinuos también es compacto, compare esto con el
Teorema 1.31. Con este objetivo incluimos el lema que sigue.

1.60 Lema. Si {A, }en es una sucesién en el hiperespacio C'(X)
de un espacio métrico compacto X, tal que lim inf A,, es no vacio,
entonces lim sup A,, es conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que lim sup A,, no es conexo. Por
la Proposicién 1.51 (b) tenemos que lim sup A, es cerrado en
X. Luego, existen subconjuntos cerrados, disjuntos, no vacios,
Ay B de X tales que lim sup A, = AU B. Por normalidad,
existen conjuntos abiertos, ajenos, U y V', en X tales que A C U
yBCV.
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Por la Proposicién 1.51 (a), tenemos que lim inf A, C UUV..
Sea x € lim inf A,. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que z € U. Luego, existe N € N tal que U N A,, # 0, para todo
n > N.

Por otro lado, tomemos un punto y € B. Tenemos que y €
lim sup A, y y € V. Luego, existe un conjunto infinito, J, de N
tal que VN A, # 0, para todo n € J.

Denotamos J' = JN{n € N: n > N}. Notemos que J'
es un subconjunto infinito de N. Ademds, para todo n € J',
UNA, #0yVnNA,# (. Dado que A, es conexo, entonces
A, ¢ UUV (st A, CUUV entonces A, NU y A, NV son una
disconexion de A,).

Ahora, para cada n € J' tomemos un punto x, € A, — (U U
V). Por compacidad, existen una subsucesién, {z,, }ren, de la
sucesion {x,tney, v un punto zg € X, tales que x, — .
Notemos que cada z,, pertenece al conjunto X — U UV y este
conjunto es cerrado, asi xg € X — U U V. Por otra parte, por
el Teorema 1.52 (b), tenemos que xy € lim sup A, por lo que
xg € UUYV. Esto es una contradiccion. Por lo tanto lim sup A,
€s conexo. []

1.61 Teorema. El hiperespacio de los subcontinuos, C'(X), de
un espacio métrico compacto X, es un subconjunto compacto
del hiperespacio 2.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.31, se tiene que el hiperes-
pacio 2% es compacto. Asf, basta mostrar que C(X) es cerrado
en 2%, Para esto fijamos un elemento en la cerradura de C(X)
en 2%, digamos A € C(X). Como X es métrico compacto,
por el Teorema 1.48, el hiperespacio 2% es metrizable (con la
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métrica de Hausdorff). Luego, existe una sucesién {A, },en de
elementos de C(X) tal que A, — A. Por el Teorema 1.57, se
tiene que lim inf A, = A = lim sup A,,. Ademas, puesto que
A € 2% se tiene que A # ) y, en consecuencia, lim inf A, # 0 .
Luego, del Teorema 1.60, se obtiene que A es conexo. Es decir,
A € C(X). Esto prueba que C'(X) es un subconjunto cerrado,
y asi compacto, de 2%. ]

Para finalizar este apartado, como otra aplicacion del Teo-
rema 1.57, incluimos dos resultados relacionados con uniones de
elementos de subconjuntos de hiperespacios.

1.62 Teorema. Si A es un subconjunto cerrado, no vacio, del
hiperespacio 2% de un espacio métrico compacto X, entonces
J A es un elemento de 2.

DEMOSTRACION. Denotemos Ay = | J.A. Debemos probar que
Ap es un subconjunto cerrado y no vacio de X. Como cada
elemento de A es un subconjunto de X, se tiene que Aj es un
subconjunto de X. Dado que A # (), podemos considerar un
elemento A de A. Notemos que A € 2%, asi A # (. Como
A C Ay, se sigue que Ay # 0.

Resta verificar que Ag es cerrado en X. Para esto, tomamos
un punto en la cerradura en X de Ay, digamos = € Ay, y con-
sideremos una sucesién {x, },ende puntos en Ay, convergente al
punto x. Ahora, para cada n € N, fijamos un elemento A,, de
A tal que x, € A,. Se tiene que {A,},en €s una sucesién en el
espacio métrico compacto 2%, por lo cual tiene una subsucesién,
{A,, }ren, que converge a algtin elemento A’ de 2%. Como A es
un cerrado en 2%, se tiene que A’ € A. Notemos que, para cada
keN, z, €A,, ademds x, — z. Luego, por el Teorema 1.52
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Y n- * Y
(a), se tiene que = € lim inf A,. Por el Teorema 1.57, se sigue
que x € A’. Por lo tanto x € A,. O

1.63 Teorema. Si A es un subconjunto cerrado, conexo y no

vacio, del hiperespacio 2%, de un espacio métrico compacto X,
tal que AN C(X) # ), entonces | JA es un elemento de C(X).

DEMOSTRACION. Denotemos Ay = |J.A. Por el Teorema 1.62,
Ag es un elemento del hiperespacio 2%. Resta probar que A es
un subconjunto conexo de X.

Supongamos que Ag no es conexo. Como Aj es cerrado en
X, existen B y C', conjuntos cerrados, ajenos y no vacios, en X
tales que Ag = B U C. Fijemos un elemento £ € ANC(X). Se
tiene que £ C Ay y E es conexo. Se sigue que F C Bo F C C.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que £ C B.

Sean B={AceA: ACB}yC={Ac A: AnC #(}. Es
claro que A= BUC y, como BNC = () , también es claro que
BNC = 0. Ademés, considerando la notacién de los abiertos
subbasicos de la topologia de Vietoris en 2% (vea la Definicién
1.25), notamos que 2¥ —B= (X —B)"y2¥ - C= (X - O)".
Asi, puesto que X — B y X — C son abiertos en X, se sigue
que 2¥ — By 2X — C son abiertos en el hiperespacio 2%, por
lo cual B v C son cerrados en 2¥. Finalmente, como £ C By
C' # (), observamos que By C son no vacios. Esto significa que
B y C constituyen una separacion de A, en contradicicon con la
hipétesis. Esto demuestra que Aj es conexo. ]

1.2.4 Arcos ordenados en hiperespacios

En esta parte mostramos la existencia de arcos ordenados, en
el hiperespacio de los subcontinuos de un continuo. A partir
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de este momento, y hasta el final de este trabajo, los espacios
considerados son continuos. A continuacion la definiciéon formal
de este concepto.

1.64 Definicién. Un continuo es un espacio métrico, com-
pacto, conexo y no vacio. Un continuo es no degenerado si
contiene mas de un punto.

1.65 Nota. Para cada continuo X, existe una funcion continua,
po: 2% — [0,00), tal que si A & B, entonces u(A) < u(B).
Diversas demostraciones de este hecho pueden consultarse en
[5, Capitulo 5], [6, Capitulo VII], [12, (0.50)] y [13, p. 67].

1.66 Definicién. Un arco ordenado en el hiperespacio 2% de
un continuo X es una funcién continua, « : [0, 1] — 2%, tal que
si s <t entonces a(s) & a(t).

1.67 Nota. Si a : [0,1] — 2% es un arco ordenado y denotamos
a(0) = Ay a(l) = B, decimos que « es un arco ordenado desde

A hasta B en 2%. Si a(t) € C(X) para cada t € [0,1], decimos
que « es un arco ordenado en C'(X).

1.68 Lema. Para un subconjunto A del hiperespacio 2% de un
continuo X, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A es una cadena y un continuo no degenerado.
(b) A es la imagen de un arco ordenado en 2.

DEMOSTRACION. Para ver que (a) implica (b) consideremos una
funcién continua, g : 2% — [0,00) tal que si A & B, entonces
u(A) < p(B) (vea la Nota 1.65). Denotemos a = min u(A)
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y b = max u(A). Por la compacidad de A, a y b estdn bien
determinados y, como A es cadena, a < b. Ademads, por la
conexidad de A, se tiene que pu(A) = [a, b].

Notamos que p|p : A — [a,b] es una funcién inyectiva. En
efecto, si L, M € A con L # M, entonces L & M o M & L (ya
que A es una cadena), lo que implica que ulx(L) < plp(M) o
pla(M) < ulp(L). Asi, pla(L) # pla(M). Luego, se tiene que
pla : A — [a,b] es una biyeccién continua y, como también es
una funcion cerrada, es un homeomorfismo.

Consideramos un homeomorfismo, A : [0,1] — |a, b, tal que
h(0) = ay h(1) = b, y denotamos v = (ufp) 'y 3 =~oh. Es
claro que 3 es un arco ordenado en 2% tal que 5([0,1]) = A.

Para ver (b) implica (a), consideramos un arco ordenado « :
[0,1] — 2%, tal que «([0,1]) = A. Claramente se tiene que A
es un continuo no degenerado. Ahora, dados M, N € A, existen
s,t € [0,1] tales que a(s) = M y a(t) = N. Como s <tot<s
y « es un arco ordenado se tiene que M C N o N C M. ]

1.69 Definicién. Sean X un espacio métrico, con métrica d,
y € > 0. Una (d,e)-cadena en X es un subconjunto finito,
{x1,...,2,}, de X tal que d(x;,z;11) < esii € {1,...,n— 1}
Decimos que una (d, €)-cadena, {x1,...,x,}, conzy = py x, = ¢,
une apy qen X. Unsubconjunto Z de X estd (d, ¢)-encadenado
si cada par de elementos de Z se pueden unir por una (d,e)-
cadena en Z.

1.70 Lema. Sean X un espacio métrico compacto, con métrica
d, {A,}nen una sucesion en 2% que converge a un elemento A
de 2%, y £, una sucesién de nimeros positivos que converge a, 0.
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Si cada A, estéd (d,e,)-encadenado, entonces A es un elemento
del hiperespacio C(X).

DEMOSTRACION. Basta probar que A es conexo. Para esto,
suponemos que no es asi y consideramos conjuntos cerrados,
ajenos, no vacios, K y L, en X tales que A = K U L. Por
normalidad, existen conjuntos abiertos, U y V', en X tales que
KcU,LcVyUNnV ={. Denotemos § = inf{d(z,y) : 2 € U
y y € V}. Observemos que § > 0 ya que U y V son compactos
ajenos.

Dado que A, — Ay (U, V) es un conjunto abierto en 2* que
tiene a A, existe N € N tal que A, € (U, V) para todo n > N.
Por otro lado, como ¢, — 0, existe k > N tal que ¢, < 9.

Se tiene que Ay € (U, V), es decir, Ay, CUUV, A, NU # 10
y A, NV # (). Tomemos puntos a € A, NU y b € AN
V. Como Ay esta (d,ey)-encadenado existe un conjunto finito
{z1,...,2m} C Ag tal que z1 = a, x,, = by d(x;, x41) < € para
todoi € {1,...,m — 1}.

Sea j = max{i € {l,....m — 1} : z; € U}. Notemos que
zjy1 €V yd(z,zis1) < ep <9, lo cual contradice la propiedad
de 6. Por lo tanto A es conexo. []

1.71 Teorema. Si A es un subcontinuo propio de un continuo
X, entonces existe un arco ordenado desde A hasta X en C(X).

DEMOSTRACION. Primero probamos lo que se indica a conti-
nuacién en (a), (b) y (c).

(a) Si 0 < e < H(A, X), entonces existe un elemento A. en
C(X)talque AC A.y H(A,A,) =«.
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(b) Si0 < e < H(A, X), entonces existe una (H, ¢)-cadena, C.,
que une a Ay X en C(X) la cual también es una cadena,
en el sentido de la Definicién 1.16.

(¢) Existe un subcontinuo £ de C'(X) que contiene a A y X el
cual también es una cadena, en el sentido de la Definicion
1.16.

Prueba de (a): dado que 0 < ¢ < H(A, X), por el Teorema
1.47, se tiene que X ¢ N(e, A). Notemos que N (g, A) es un sub-
conjunto abierto, propio y no vacio de X. Sea A. la componente
de N (e, A) que contiene a A. Es claro que A; € C(X).

Probaremos que H(A, A.) = . Para esto, primero demostra-
mos lo que sigue:

(1) Fr(N(e,A)) C{r € X : d(z,A) = ¢}.

Para probar (1) fijamos un punto x € Fr(N(e, A)) y, para
cada n € N, consideramos puntos ¥, € B(:z:,%) NN, A) y
a, € Atales que d(y,, a,) < €. Se sigue que d(z, a,) < d(z,y,)+
d(yn, an) < +e. Con esto hemos mostrado que d(z, A) < < +¢,
para cada n € N. Asi, d(x, A) < e.

Por otra parte, afirmamos que si x € Fr(N(e, A)), entonces
e < d(x,A). En efecto, si d(x,A) < ¢ existe a € A tal que
d(xz,a) < e. Veamos que B(x,d) C N(g,A) donde § = E_d(x’a).
Sea y € B(z,0), se tiene que d(a,y) < d(a,z) + d(z, y) <
d(z,a) + 6 = d(z,a) + = d;a = E+d( 9 < £ = e Porlo
tanto © ¢ Fr(N(e, A)). Asi, la aﬁrma01on con que inicia este

parrafo esta mostrada.

Lo anterior justifica lo que se indica en (1).
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Ahora estamos en condiciones para demostrar que H(A, A;) =
e. Debemos justificar que € = inf E(A, A.), vea la Notacién 1.43.
Por el primer teorema de golpes en la frontera, vea el Teorema
1.10, podemos tomar un punto x € A. N Fr(N(e, A)). Ahora,
fijamos un numero r € E(A, A.). En particular, se tiene que
A. C N(r,A), asi, existe a € A tal que d(z,a) < r. Por (1) se
tiene que d(z, A) = €. Se sigue que ¢ < d(x,a) < r. Hemos
demostrado que € es una cota inferior del conjunto E(A, A.).

Por otro lado, fijemos un nimero ¢ > <. Consideramos un
numero r tal que € < r < t. Veremos que r € E(A, A.). Por la
definicién de A., es claro que A C N(r, A.). Para justificar que
A, C N(r, A), fijemos un punto x € A. y denotemos s =1 — €.
Claro que s > 0. Considerando nuevamente la definiciéon de
Az, notamos que x € N(g, A). Asi, podemos tomar un punto
y € B(x,s)NN(e, A). Sesigue que d(z,y) < sy existe un punto
a € A tal que d(y,a) < e. Luego, d(x,a) < d(z,y) + d(y,a) <
s+e=r—c+e=r. Asi,z € N(r,A). Esto demuestra que
re FE(A A).

Con los argumentos de los dos tultimos parrafos, se tiene
que H(A, A.) = €. De esta forma, lo indicado en (a) estd de-
mostrado.

Prueba de (b): sea A; = A. Apliquemos (a) para obtener
un elemento As en C(X) tal que Ay C Ay y H(Ay, Ay) =
5. Supongamos que hemos determinado k£ subcontinuos de X,
Ay, ., A, talesque Ay C Ay C - C Apy H(Aj, Ajyq) = § para
todo j € {1,...,k—1}. Para determinar A1, consideramos dos
casos:

(i) H(Ax, X) < 5; en este caso hacemos Ay = X.

o2



(ii) H(Ag, X) > §5; en este caso, aplicamos (a) para obtener un
subcontinuo Ay,1 de X tal que Ay C Ap1y H(Ak, Aps1) =

g

5.
De este modo, inductivamente, se determina una sucesion de

subcontinuos de X, {A,}.en, tal que para cada n € N, A, C
A, 11 vy satisface una de las siguientes condiciones:

(1) Existe N € N tal que A, = X, para todon > N y
H(A,, A1) < 5 paracadan e {l,..,N—1};0

(2) Para todon € N, H(A,, A1) =5y A # X.

Notemos que si {A, },en satisface la condicién (2), entonces
ésta no es una sucesion de Cauchy, en consecuencia, en este caso
{A,}nen no es convergente. Por otro lado, como {A,},en es

creciente, sabemos que converge, de hecho lim A, = |J A,, vea
neN
el Teorema 1.55. Esta contradiccién muestra que { A, }nen €s una

sucesion que satisface la condicién (1). Finalmente, denotamos
C. ={A;,..., Ax}, para tener lo que se indica en (b).

Prueba de (c): fijamos m € N tal que - < H(A, X). Us-
ando (b) para todo n > m, podemos tomar una (H, %)—cadena,
Cn, que une a A y a X en C(X) tal que C, es también una
cadena en el sentido de la Definicion 1.16. Es decir, para todo
n > m, C, es un subconjunto finito de C'(X), digamos C, =
{Al,na ey Akn,n}; donde Al,n = A, Akn,n = X, H(Ai,m Ai-f—l,n) < %
y Ain C Aip1n para todo i € {1,...,k,}.

Notemos que cada C,, es un subconjunto cerrado, no vacio de
C(X), asi {Cp}n>m es una sucesién de elementos de 2¢X), Dado
que C'(X) es un espacio métrico compacto (vea el Teorema 1.61),
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(X) también es un espacio métrico compacto, asi

la sucesion {C, },,>m tiene una subsucesion que converge a un ele-
mento £ en 2¢(X) . Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que C,, — L. Dado que cada C, esté (H, %)—encadenado y % — 0,
aplicando el Teorema 1.70 con C'(X) en lugar de X, se tiene que
L e C(C(X)), es decir, L es un subcontinuo de C(X).

Por otra parte, como A € C,, y X € C,, para todo n > m, se
obtiene que A€ Ly X € L.

se tiene que 2¢

Veamos que L es una cadena. Fijemos E'y F' en L. Por el
Teorema 1.52 (a) existen sucesiones {A;, n}nsm ¥V {Bj,.ntn>m €l
C(X) tales que Ain,n c Cny Bjn,n S Cm Ain,n — E y B'n,n — I

Dado que cada C,, es una cadena y A; ., B; » € C, se tiene
que A;, , C Bj, 0 Bj, , C A, ». Sesigue que existe un conjunto
infinito de niimeros enteros positivos, J, tal que para todon € J,
A n C Bj n; 0, para todon € J, B , C A; ,. Asi, por el
Teorema 1.54 (b), se obtiene que £ C F' o F' C E. Esto prueba
que L es una cadena.

Finalmente, por el Lema 1.68, £ es la imagen de un arco
ordenado, con lo cual el Teorema 1.71 esta demostrado. ]

1.72 Corolario. Para cualesquiera elementos A y B del hiperes-

pacio C(X) de un continuo X tales que A & B, existe un arco
ordenado desde A hasta B en C'(X).

DEMOSTRACION. Se tiene que A € C(B) y A # B. Por el

Teorema 1.71, existe un arco ordenado desde A hasta B, en
C(B). Como C(B) C C(X) se tiene la conclusion. O
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Capitulo 2

Semi fronteras en hiperespacios

En este capitulo presentamos nuestro estudio de semi fronteras
en hiperespacios de continuos. Empezamos con resultados que
proporcionan condiciones para localizar elementos en la semi
frontera de hiperespacios. Luego, usando las semi fronteras, ex-
ponemos caracterizaciones del arco, los continuos que contienen
n-odos, los continuos que no contienen triodos, los continuos
localmente conexos y los hereditariamente indescomponibles.
También notamos que la cerradura de la semi frontera del hiper-
espacio de cada subcontinuo propio de un continuo, X, es un
subcontinuo de C'(X). Esto nos permite considerar la semi fron-
tera en hiperespacios como una funcién definida en C'(X)—{X}
con rango en C'(C'(X)). Demostramos que la continuidad de esta
funcién implica que cada subcontinuo propio es unicoherente.
Ademas, probamos que esta funcién no es continua para los
continuos llamados dendroides. Terminamos esta tesis caracteri-
zando a la circunferencia, como el inico continuo arco conexo
para el cual la funcion semi frontera es continua.
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2.1 Resultados generales

En esta parte introducimos la nocién central de esta tesis: la
semi frontera en hiperespacios de continuos y demostramos re-
sultados basicos que mas adelante son herramientas importantes.
Por simplicidad consideramos la siguiente notacion.

2.1 Notacion. Para un continuo X denotamos,

CX)={AcC(X): A#X}.

2.2 Definicion. Sean X un continuo y A un elemento de C*(X).
La semi frontera de C'(A), en el hiperespacio C'(X), denotada
por SB(A), es definida por

SB(A) = {B € C(A) : existe una funcién continua « :
0,1] — C(X) tal que a(0) = B y «a(t) no esta contenido en
A, para todo t € (0, 1]}.

2.3 Nota. Para cualquier continuo X y cualquier elemento A
de C*(X), se tiene que:

(a) A € SB(A): para esto, basta considerar un arco ordenado
desde A hasta X en C(X).

(b) SB(A) es un subconjunto de Fr(C(A)), la frontera de C'(A)
en C(X): si B € SB(A) y U es un conjunto abierto en
C'(X) que contiene a B, considerando una funcién o como
en la Definicion 2.2, por continuidad existe un nimero ¢t > 0
tal que a(t) € U. Se sigue que U N (C(X) — C(A)) # 0.
Asi, B € Fr(C(A)).
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(¢c) Si B € SB(A), entonces B N Fr(A) # (: con la no-
tacion de los abiertos basicos en el hiperespacio, notamos
que (int(A)) N C(X) C int(C(A)). Ahora, si B € SB(A),
por (b), B € Fr(C(A)). Luego, B ¢ int(C(A)), asi B ¢
(int(A)), es decir, B no esta contenido en int(A), por lo
cual BN Fr(A) # 0.

2.4 Ejemplo. En relacién con (b) y (c) de la nota previa, aqui
mostraremos un continuo X que tiene un subcontinuo propio
A tal que SB(A) no es un conjunto cerrado en C'(X), de este
modo, no coincide con Fr(C(A)). Ademads, notaremos que A
tiene un subcontinuo B tal que BN Fr(A) #0y B ¢ SB(A).

Determinamos el continuo X como sigue: para cada n € N,
denotamos por L, al segmento del plano euclidiano con puntos
extremos (0,2) y (1,1). Ademds, denotamos por Ly al segmento
con puntos extremos (0,0) y (1,0); y por L al segmento con
puntos extremos (0,0) y (0,1). Consideremos el continuo

X=(JL)uLuL.
neN

Ahora, para cada n > 2, denotemos por A, el segmento con

puntos extremos (0,2) y (1 — £, 1), Consideremos el elemento

A € C*(X) dado por
A=(JA)ULUL.

n>2

Para cada n € N, denotemos p, = (1 — 1,2) y p = (1,0).
Notemos que {p,} — {p}. Mostraremos que para cada n € N,
{pn} € SB(A) y {p} ¢ SB(A). De esta manera el conjunto
SB(A) no es cerrado en C(X).
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Dado n € N, definimos «, : [0,1] — C(X) por a,(t) = Ly,(t)
donde, para cada t > 0, L,(t) es el subsegmento del segmento
L,, que tiene puntos extremos p, y (1 —%+ %, %) Es claro que «,,

es una funcién continua, a,(0) = {p,} y a,(t) no esta contenido
en A para todo t > 0. Asi, {p,} € SB(A) para cada n € N.

Ahora, denotemos U = B(p, %) y sea D la componente de U
que contiene al punto p. Notemos que D C A, de hecho D C L.
Consideremos una funcién continua « : [0,1] — C(X) tal que
a(0) = {p}. Dado que (U) es un abierto en 2% que contiene al
elemento {p} y « es continua, existe € > 0 tal que, para todo
t € (0,e), a(t) € (U), es decir, a(t) C U. Fijemos ty € (0,¢)
y denotemos E = U{a(t) : t € [0,1]}. Por el Teorema 1.63, se
tiene que E es un subcontinuo de X. Ademés, como «(t) C U,
para cada t € [0,ty] se tiene que p € E C U. Se sigue que
E C D. Como a(t)) C E'y D C A, se obtiene que a(ty) C A.
En consecuencia, {p} ¢ SB(A).

Lo anterior prueba que SB(A) no es cerrado en C(A). Asi,
puesto que Fr(C(A)) es un conjunto cerrado en C(A), con-
cluimos que SB(A) # Fr(C(A)), compare con (b) de la Nota
2.3. Por otra parte, pongamos B = {p} y notemos que B N
Fr(A)#£0y B ¢ SB(A), compare con (c¢) de la Nota 2.3.

2.5 Teorema. Para cualquier continuo X, cualquier elemento
A de C*(X) y cualquier elemento B de C(A), las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) B € SB(A):;

(b) existe una funcién continua a : [0,1] — C(X) tal que
a(0) = B, at) ¢ A para todo t € (0,1] y, si s < t en-
tonces a(s) C a(t); y
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(¢) existe un arco ordenado (3 : [0,1] — C'(X) tal que 5(0) = B
y B(t) ¢ A para todo t € (0,1].

DEMOSTRACION. (a) implica (b): supongamos que B € SB(A)
y consideremos una funcién continua 3 : [0, 1] — C(X) tal que
B(0) = By 3(t) ¢ A para todo t > 0, vea la Definicién 2.2.

Definamos « : [0,1] — C'(X) como a(t) = U{B(s) : 0 < s < t}
para cada t € [0,1]. Observe que si t € [0, 1] entonces 3(]0,t])
es un subcontinuo de C'(X), asi, por el Teorema 1.63, la funcién
« esta bien definida. Ademas, no es dificil justificar que « es
continua. Es claro que la funcién « satisface las condiciones que
se indican en (b).

(b) implica (c): denotemos A = «([0,1]). Es claro que A
es una cadena y un continuo no degenerado de 2%. Luego por
el Lema 1.68, existe un arco ordenado 3 : [0,1] — 2% tal que
ﬁ([ov 1]) = A

Como B([0,1]) = «([0,1]), existen nidmeros r y s en el in-
tervalo [0, 1] tales que F(0) = a(r) y B(s) = a(0). Como
a(0) C a(r), se tiene que ((s) C B(0). Se sigue que s = 0, ya
que [ es un arco ordenado. Asi, 5(0) = «(0). Luego, 5(0) = B.
Ademas, dado t > 0 existe r > 0 tal que §5(t) = a(r), de donde
B(t) ¢ A. Esto demuestra lo indicado en (c).

(c) implica (a): esto es claro. O
2.6 Teorema. Sean X un continuo, A € C*(X)y B, D € C(A).
Si Be SB(A)y B C D, entonces D € SB(A).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.5, podemos considerar un
arco ordenado « : [0,1] — C(X) tal que a(0) = By aft) ¢ A,
para todo ¢t > 0. Definamos § : [0,1] — C(X) como ((t) =
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a(t) U D, para todo t € [0,1]. Observemos que (3 estd bien
definida y es continua (vea el Teorema 1.54 (a)). Ademas 3(0) =
a(0)UD =BUD =Dy, dado que a(t) ¢ A, para todo t > 0,
se tiene que ((t) ¢ A para todo t > 0. Asi, D € SB(A). O

2.7 Nota. Recordamos que un arco es un espacio homeomorfo
al intervalo [0,1]. Un subconjunto, A, de un espacio X, es
un conjunto arco conexo si cualesquiera dos puntos de A
pertenecen a un arco contenido en A.

2.8 Corolario. Si X es un continuo y A € C*(X), entonces
SB(A) es un subconjunto arco conexo de C(A).

DEMOSTRACION. Dado B € SB(A) — {A}, por el Corolario
1.72, podemos considerar un arco ordenado, 3 : [0,1] — C(X),
desde B hasta A. Se tiene que B C ((t) C A para todo t €
[0,1]. Luego, por el Teorema 2.6, 3(t) € SB(A), para todo
t € 0,1]. Es decir, 8([0,1]) es un arco en SB(A) que contiene
a los elementos B y A. ]

2.9 Teorema. Sean X un continuo y B, D € C*(X) tales que
BND +#(),B¢ Dy D ¢ B. Si E es una componente de BND,
entonces £ € SB(B) N SB(D).

DEMOSTRACION. Consideremos un arco ordenado en C'(X) des-
de F hasta B, a : [0,1] — C(X). Notemos que si a(t) C D,
entonces a(t) C BN D vy, puesto que £ C «(t) y F es una
componente de BN D, se sigue que E = a(t), por lo cual ¢t = 0.
Esto prueba que «(t) ¢ D paratodot € (0,1]. Asi, E € SB(D).
Anélogamente se tiene que E € SB(B). O
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Notamos que si B € Fr(C(A)), donde A es un subcontinuo
propio de un continuo X, entonces, por definiciéon de frontera,
existe una sucesién { By, }neny en C(X) —C(A) (i.e., B, ¢ A) que
converge a B. El resultado que sigue indica que si tal sucesion
se puede elegir decreciente (i.e., B,11 C B,), entonces B, més
que a la frontera, pertenece a la semi frontera de C'(A).

2.10 Teorema. Sean X un continuo, A € C*(X) y B € C(A).
Si { B, }nen es una sucesion decreciente en C'(X) que converge a
By B, ¢ A paratodon € N, entonces B € SB(A).

DEMOSTRACION. Como B € Ay B, ¢ A, podemos suponer
que B,, # B,, si n # m. Ahora, para cada n € N, consideramos
un arco ordenado, a,, desde B,.; hasta B, en C(X), véase
el Corolario 1.72. Por un homeomorfismo entre los intervalos

[, 1] v [0, 1], podemos suponer que el dominio de definicién de

oniasnel intervalo [#1, %] Asi, oy, : n+r17 %] — C(X), O‘n(#l) =
B,y an(%) = B,,.

Definamos « : [0, 1] — C(X) por a(0) = By a(t) = ay,(t) si
t e[, 1] Es claro que a estd bien definida y que a(t) ¢ A
si t > 0. Resta justificar que « es continua. Para esto, sean
t € [0,1] y {t, }nen una sucesién en [0, 1] tales que t,, — ¢. En lo

que sigue consideramos dos casos.
(1) t # 0: en este caso existe n € N tal que 5 <t < 1.
Subcaso (i) n = 1; es decir, % <t < 1. En este subcaso, el
intervalo (3, 1] es un conjunto abierto en [0,1] tal que ¢ € (3, 1],

por lo que existe N € N tal que t, € (%, 1] para todo n > N.
Definimos g : [3,1] — C(X) como

g(x) = { oale), o

al(’r)7 S1

Dol
VANRVA
— D=

8 8
IA A
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Es claro que ¢ es una funcién continua, asi, g(t,) — g(t).
Ademas, ¢(t) = a(t) y g(t,) = a(t,) si n > N. Se sigue que
at,) — at).

Subcaso (ii) 7 > 2; en este subcaso se tiene que (-3, —7)
es un conjunto abierto en [0, 1] tal que ¢t € (#2, ﬁ), por lo

que existe M € N tal que t, € (= %1) para todo n > M.

Definimos h : [—5, -] — C(X) como
a1 (), sl s <@ < oy
h(z) = an(x), si 5 <a <
an-1(x), si % <z< %

Claramente h es una funcién continua, por lo cual h(t,) — h(t).
Ademds, h(t) = a(t) y h(t,) = a(t,) si n > M. Se sigue que
a(t,) — alt).

(2) t = 0: en este caso podemos suponer que 0 < t,11 < t,.
Asi, para cada n € N existe k, € N tal que ﬁ <t, < é Se
tiene que, para todo n € N, a(t,) = ax,(t,), en consecuencia
By,., C a(t,) C By, para todo n € N. Como By, ., — By
Bi, — B, se sigue que a(t,) — B. Finalmente, puesto que
B = a(0), se concluye que «a(t,) — a(0).

Los argumentos dados en los casos (1) y (2) demuestran que
a es una funcién continua. ]

Como una aplicacién del teorema previo, a continuacién pre-
sentamos otro resultado que es 1til para determinar elementos
en la semi frontera con sucesiones de continuos.

2.11 Teorema. Sean X un continuo, A € C*(X) y B € C(A).
Si { B, }nen es una sucesion en C(X) que converge a B, B, ¢ A
y B, N B # (), para todo n € N, entonces B € SB(A).
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DEMOSTRACION. Para cada m € N, definimos
Cm=BU(U{B,:n>m}).

Como B, N B # (), se tiene que C,, es conexo. Por otro lado,
notemos que si C,,, = {B}U{B, : n > m}, entonces C,, = | JC,..
Ahora, puesto que B, — B, se tiene que C,, es un conjunto ce-
rrado en 2% (C,, es una subsecesién de la sucesion { B, }pen junto
con su limite). Luego, por el Teorema 1.62, se obtiene que C,,
es un conjunto cerrado en X. Asi, cada (), es un subcontinuo

de X.

En lo que sigue verificamos que la sucesion {C, }men cumple
las hipotesis del Teorema 2.10.

(i) La sucesion {C),}men converge a B: dado € > 0 existe
N € N tal que H(B,,, B) < ¢ para todon > N, ya que B,, — B.
Luego, por el Teorema 1.47, se tiene que B C N(g,B,) v B, C
N(e, B), para todo n > N. Por esto, y por la definicién de C,,,
se sigue que, sim > N, entonces B C N(e,C,,)y C,, C N(g, B).
Luego, por el Teorema 1.47, C,,, — B.

(ii) {Ch}men es un sucesién decreciente: esto es claro por la
definicién de C,,.

(iii) C), ¢ A, para todo m € N: esto resulta porque B, C Cy,
y B, ¢ A para todo m € N.

Con lo anterior, aplicando el Teorema 2.10, se concluye que
B e SB(A). O

En el continuo del Ejemplo 2.4, vimos que el limite de una
sucesion de elementos en la semi frontera de un hiperespacio no
necesariamente pertenece a tal semi frontera. El teorema que
sigue indica que con una condiciéon adicional el limite se queda
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en la semi frontera. La prueba de éste es una aplicacién del
Teorema 2.11.

2.12 Teorema. Sean X un continuo, A € C*(X) y B € C(A).
Si { By, }nen es una sucesion en SB(A) que converge a By, para
cadan € N, B, N B # (), entonces B € SB(A).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.5, para cada elemento B,
existe una funcién continua a,, : [0,1] — C'(X) tal que a,(0) =
B, an(t) ¢ A para todo t > 0y, si s < t, entonces a,(s) C
a,(t). Para cada n € N fijamos t,, > 0 tal que H (B, a,(t,))
1. Notemos que, dado e > 0, existe N' € N tal que H(B,, B) <

1

para todo n > N. Claro que podemos suponer que % <

Como H(an(tn), B) < H(an(ta), Ba) + H(By, B), se sigue que
para todo n > N, H(a,(t,),B) < §+ § = €. Esto demuestra
que ay,(t,) — B.

LRI AN

Notemos que, dado n € N, a,,(t,,) ¢ A ya que t,, > 0, ademas
a,(t,) N B # (), esto porque B,, C a,(t,) y B,N B # (). Se sigue
que {ay,(t,) bnen es una sucesion en C'(X) que cumple con las
hipétesis del Teorema 2.11, por lo cual B € SB(A). ]

2.2 Caracterizaciones de continuos

En esta seccion, como su titulo lo indica, exponemos caracteri-
zaciones de algunas clases de continuos, mediante las semi fron-
teras en hiperespacios. Especificamente, probamos teoremas de
caracterizacién para el arco, los continuos que contienen, o no,
n-odos, en particular los continuos atridédicos, los continuos lo-
calmente conexos y los hereditariamente indescomponibles.
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2.2.1 El arco

Aqui presentamos una caracterizacion del arco, en términos de
las semi fronteras. Primero mostramos que la semi frontera
de cualquier subcontinuo propio no degenerado de un arco es
también un arco.

Usamos la notacion que sigue: para un punto p y un subcon-
tinuo A de un continuo X, denotamos

C(p,A)={BeC(A):pe B}.

2.13 Ejemplo. Si A es un subcontinuo propio, no degenerado,
del intervalo [0, 1], entonces la semi frontera de C'(A) en C([0, 1])
es un arco. Mas preciso, se tiene lo que sigue:

(1) Si A=1a,1], con 0 < a < 1, entonces SB(A) = C(a, A);
(2) Si A=[0,b], con 0 < b < 1, entonces SB(A) = C(b, A); y

(3) Si A = [a,b], con 0 < a < b < 1, entonces SB(A) =
Ca, A)UC(b, A).

A continuacion justificamos el caso (3). En este caso, nota-
mos que F'r(A) = {a, b}, por lo cual SB(A) C C(a, A)UC(b, A),
véase la Nota 2.3. Por otra parte, si B € C(a, A), entonces B =
la, c] para algin ¢ € [a,b]. Luego, definimos « : [0,1] — C(X)
por a(t) = [a — at, ¢] para todo t € [0, 1]. Es claro que a es una
funcién continua tal que «(0) = B y «(t) no esta contenido en
Assit > 0. Esto prueba que C'(a, A) C SB(A). Similarmente se
demuestra que C(b, A) C SB(A).

2.14 Teorema. Un continuo no degenerado X es un arco si,
y s6lo si, X es homeomorfo a SB(A), para cada subcontinuo
propio no degenerado, A, de X.
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DEMOSTRACION. La necesidad est4 probada en el Ejemplo 2.13.

Reciprocamente, supongamos que X =~ SB(A), para cada
A e C*(X)— Fi(X). Por el Corolario 2.8, sabemos que las semi
fronteras son conjuntos arco conexos. Se sigue que X es arco
conexo. Consideremos puntos, p y ¢, y un arco, L, en X, con
puntos extremos p y ¢q. Notemos que SB(L) C C(L) = [0,1] x
[0, 1], lo que nos dice que X es homeomorfo a un subcontinuo
del plano.

Afirmamos que SB(L) C C(p, L) UC(q, L).

Para mostrar esto, supongamos que lo afirmado es falso y
fijemos un elemento E en SB(L) tal que EN{p,q} = 0. De-
notemos D = {B € C(L) : E C B}. No es dificil verificar que
D es una 2-celda, es decir, D = [0,1] x [0,1]. Ademas, por el
Teorema 2.6, se tiene que D C SB(L). Dado que SB(L) =~ X,
existe un subconjunto D de X tal que D = [0, 1] x [0, 1].

Ahora, consideramos un subcontinuo 7" de D homeomorfo al
continuo del plano determinado por ([—1, 1] x{0})U({0} x [0, 1]),
el continuo T es llamado un triodo simple en D. Notamos que
dado B € C(T) podemos determinar un subcontinuo By de D,
que contiene propiamente a B y tal que By NT = B. Ahora,
si a:[0,1] — C(X) es un arco ordenado desde B hasta B
se tiene que «a(t) ¢ T para todo t > 0 (ya que si at) C T,
entonces a(t) C T'N By = B, por lo cual t = 0). Lo anterior
prueba que SB(T) = C(T). Por otro lado, como T es un triodo
simple, sabemos que C(T) contiene una 3-celda, digamos Y,
es decir Y € C(T) y Y = [0,1] x [0,1] x [0,1]. Luego, dado
que SB(T) = C(T) y SB(T) ~ X, se obtiene que X contiene
un subespacio Yy homeomorfo a una 3-celda, contradiciendo el
hecho de que X es homeomorfo a un subcontinuo del plano.
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Esta contradiccion demuestra nuestra afirmacion.

Finalmente, no es dificil verificar que C'(p, L) UC(q, L) es un
arco en C'(L). Se concluye que SB(L), y asi X, es un arco. [

2.2.2 Continuos con n-odos

Es esta parte caracterizamos a los continuos que contienen n-
odos, en términos de la cardinalidad del conjunto de los ele-
mentos minimales en las semi fronteras. En este mismo sentido,
también exponemos un ejemplo y un teorema respecto de con-
tinuos que contienen oco-odos.

Primero anotamos formalmente los términos involucrados y
acordamos alguna notacién.

2.15 Definicién. Sea n un entero positivo. Un n-odo en un
continuo X es un elemento B de C'(X) para el cual existe un
elemento A de C'(B) tal que B— A tiene al menos n componentes.

2.16 Definicién. Un oco-odo en un continuo X es un elemento
B de C(X) para el cual existe un elemento A de C(B) tal que
B — A tiene un numero infinito de componentes.

2.17 Lema. Sean € N. Si A y B son subcontinuos de un
continuo X tales que A N B tiene al menos n componentes,
entonces X contiene un n-odo.

DEMOSTRACION. Consideremos n componentes diferentes de
AN B, digamos C4,...,C,. Por normalidad, para cada i €
{1,...,n} existe un conjunto abierto, U;, en B tal que C; C U,
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y UiNU; = 0 sii# j. Por el Teorema 1.11, podemos considerar
un subcontinuo, D;, de B tal que C; & D; C U;. Denotemos
D=AuUD;U---UD,. Es claro que D es un subcontinuo de
X. Se tieneque D — A= (D; —A)U---U(D, —A). Ademés,
D; — A # 0 (porque si D; — A = (), entonces D; C A, asi
D; C AN B, de donde D; = C;, una contradiccién). También
se tiene que D; — Ay D; — A son conjuntos separados, ya que
estan contenidos en los conjuntos abiertos y ajenos U; y Uj, res-
pectivamente. Esto significa que D es un n-odo en X. ]

2.18 Definicién. Sean X un continuo, A € C*(X) y B €
SB(A). Un elemento minimal en SB(A) respecto de B es
un elemento C' de SB(A) tal que C C By si D € SB(A) con

D C C, entonces D = C'. Si B = A omitimos la frase respecto
de A.

El lema que sigue garantiza la existencia de elementos mini-
males en semi fronteras.

2.19 Lema. Si X es un continuo, A € C*(X) y B € SB(A),
entonces existe un elemento minimal en SB(A) respecto de B.

DEMOSTRACION. Sea C = {C € C(B) : C € SB(A)}. Notamos
que B € C. Consideramos una sucesién decreciente, {C),},en,

en C y denotamos E = (| C,. Por el Teorema 1.19, se tiene que
neN

E € C(B), y, por el Teorema 1.56, se tiene que C,, — FE. Luego,
por el Teorema 2.12, se obtiene que F € SB(A). Asi, F € C.
Ahora, por el Teorema de reduccién de Brouwer (Teorema 1.22),
se deduce que existe un elemento minimal en la coleccién C. Esto
prueba el lema. []
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2.20 Notacién. Dados un continuo X y A € C*(X), el conjunto
de todos los elementos minimales de SB(A) se denota por m(A).
Notamos que, por el Lema 2.19, m(A) no es vacio.

2.21 Teorema. Sean € N. Un continuo X contiene un n-odo si,
y sélo si, existe E € C*(X) tal que el conjunto de los elementos
minimales m(FE) tiene al menos n elementos.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un continuo que con-
tiene un n-odo. Si n = 1, la conclusién se tiene trivialmente
va que m(FE) # () para todo elemento E € C*(X) (Lema 2.19).
Asi, en lo que sigue suponemos que n > 2.

Consideremos un n-odo contenido en X, digamos B. Asi,
existe un subcontinuo A de B, tal que B — A tiene al menos n
componentes. Consideremos n componentes de B—A, Dy, ..., D,.

Para cada ¢ € {1,...,n}, consideremos un punto z; € D;.
Luego, por la normalidad de X, existe un conjunto abierto, U, en
XtalqueACcUCUC X —{x1,...,7,}. Setiene que D; ¢ U,
para todo i € {1,...,n}. Denotemos por E a la componente de
U que contiene a A. Se tiene que D; ¢ E vy, asi, D; ¢ E, para
cada i € {1,...,n}.

Por otra parte, notemos que para cada i € {1,...,n}, AU
D; es un continuo en X (Corolario 1.15). Ahora, para cada
i € {1,...,n} consideremos un arco ordenado, «;, desde A hasta
AU D, (Corolario 1.72). Dado que «; es continua y A € (U)
existe £; > 0 tal que si t < ¢;, entonces «;(t) € (U). Fijemos
un nimero t; € (0,g;) y denotemos B; = «a;(t;). Notemos que
A C B; C U, por lo cual B; C E. Ademas, como A # B; y
B; € AUD;, se sigue que B;ND; # ), por lo cual END; # (), para
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cada i € {1,...,n}. Por esto, y considerando que D; N D; =0si
i#j, E¢ D; para cadai € {1,...,n}.

Notemos que B — A es un conjunto abierto, propio y no vacio
de B, asi por el Teorema 1.13, D; N A # () en consecuencia
D,NE # (). Consideremos una componente F; de D;NE. Por el
Teorema 2.9, se tiene que F; € SB(FE). Ahora, por el Teorema
2.19, podemos considerar un elemento minimal en SB(FE) con
respecto de Fj, el cual denotamos por E;.

Afirmamos que Fj, ..., £, son n elementos diferentes en m(F).

Para probar esta afirmacion, primero mostremos que F; ¢ A.
Supongamos que F; C A y consideremos un arco ordenado, (3,
en C(X) tal que 5(0) = E;. Dado que U es un conjunto abierto
en X que contiene a FE; se tiene que F; € (U). Luego por la
continuidad de [, existe t > 0 tal que §(t) € (U), es decir,
B(t) Cc U. Es claro que AUB(t) e C(X)y AC AUp(t) CU C
U, por lo cual AUSB(t) C E. En particular 3(t) C E donde t > 0
lo cual contradice el hecho de que E; € SB(E). Asi E; ¢ A.

Ahora, veamos que E; N D; # (). Para esto, supongamos que
E;ND;=10. Dadoque £, ¢ Ay E; C F; C END; C B se
tiene que E; N (B — A) # (. Se sigue que existe j € {1,...,n}
con j # i tal que E; N D; # () lo que implica que D; N D; # 0 lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, E; N D; # (.

Fijamos ¢ # j y un punto z; € £;ND;. Como EﬁDj = (), se
sigue que x; ¢ D;, v asi x; & E;. Luego, E; # E;. Asi, Fy, ..., E,
son n elementos diferentes en m(FE). Hemos demostrado la
primera parte del teorema.

Reciprocamente, fijemos un elemento £ € C*(X) tal que
m(FE) tiene al menos n elementos y fijemos n de esos elementos,
digamos Ey, ..., I, tales que E; # I}, sit # j. Ahora, para cada
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j € {1,...,n}, consideremos un arco ordenado, «;, en C'(X) tal
que ;(0) = E; y a(t) ¢ E paratodo t > 0, vea el Teorema 2.5.
Por la minimalidad de los £}, E; ¢ E; para i # j. Luego, para
cada j € {1,...,n}, existe un conjunto abierto, U;, en X tal que
E; CU;y E; ¢ U; para todo i € {1,....,n} — {j}. Dado que «;
es continua, existe ¢t; > 0 tal que «;(¢;) C U; y, en consecuencia:

E; ¢ aj(t;), para cadai e {1,...,n} —{j}. (2.1)

Afirmacién 1. Para cada i,j € {1,...,n} con i # j existe s > 0
tal que a;(s) Naj(t;) C E.

Para probar esta afirmacién fijemos i, j € {1,...,n} con i # j.
Si ocurre que E;Na;(t;) = 0, entonces, por la continuidad de «;,
existe s > 0 tal que a;(s) Na;(t;) = 0, asi tal ndmero s cumple
lo requerido en la afirmacion. Luego, en lo que sigue suponemos
que E; N aj(t;) # 0. Ahora, notamos que si E; N «;(t;) tiene
al menos n componentes, entonces la conclusion del teorema se
sigue por el Lema 2.17. Asi, en lo que sigue denotamos por
C1, ..., C; alas componentes de E;Na;(t;) y notamos que r < n.

Ahora, supongamos que no existe s > 0 que cumple con lo
indicado en la Afirmacién 1. Dado k > 1, a;(3) No;(t;) ¢ E.
Podemos suponer que o;(7) N a;(t;) tiene menos de n compo-
nentes, pues en otro caso la conclusién del teorema se sigue por el
Lema 2.17. Sea C'la unién de las componentes de o;(3) Na;(t;)
que no intersectan a FE;. Es claro que C' es un conjunto com-
pacto, posiblemente vacio, ajeno de FE;.

Ahora, dado k € N, por la continuidad de «;, podemos tomar
un nimero zj, € (0, 1) tal que a;(z;) NC = 0. Fijemos un punto
z € ([ai(z)Naj(t;)]—E). Sea Dy la componente de a;(+)Na;(t;)
que contiene a x. Dado que = € «;(zk), se tiene que = ¢ C, asi
DN E; # (. Fijemos un punto y € Dy N E;. Como Dy, C a;(t;)
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se obtiene que y € E; N «;(t;), luego existe [} € {1 LT} tal
que y € Cj,. Notemos que Cj, C E; N ay(t;) C ay(3) N aj(t]) y
(TRS Clk N Dy. Asi Clk C Dy..

Con lo anterior hemos mostrado que para cualquier £ € N
existe una componente Dy, de a;(7)Ney;(t;) y existe [ € {1,...,7}
tales que (), C Dy,.

Dadol € {1,...,r}, denotamos J; = {k € N: [ = [;;}. Esclaro
que N=J; U JpbU---UJ,.. Asi, existe [y € {1,...,7} tal que J,
es un conjunto infinito. Denotemos J;, = {k,, : m € N} donde
kn < kmi1, para todo m € N. Notemos que para cualquier
m € N, ka c C(X), ka ¢ FEy Clo C Dkzm (]Cm c Jlo lo
que implica que ly = lk asi Cj, C Dy, ), ademds puesto que
o (—— —) Nay(t;) C (- —) N ay(t;) se obtiene que Dy, ., C Dy,
(ya que estas son componentes respectivas y Cy, C Dy, NDy ).

Denotemos D = N{Dy,, : m € N}. Observemos que D €
C(X), ademds por el Teorema 1.56, Dy — D. Por otra parte,
notemos que Dy, C (= —)y (- —) — Ej. Se sigue, por el
Teorema 1.54 que D C EZ, asi D C . Luego { Dy, }men €s una
sucesion en C'(X) que converge a D tal que para cada m € N,
Dy, ¢ Ey Dy,,,, C Dy, porlocual D € SB(E), vea el Teorema
2.10. Ademés, D C E;Na;j(t;). Como E; € m(E)y D € SB(E)
se tiene que D = E;. Luego E; C E; Naj(t;) C E;, asi E; =
E; N aj(t;) lo que implica que E; C «;(t;) lo cual contradice la
condicién sobre ¢; indicada en (2.1). Asf la Afirmacién 1 estd
mostrada.

m—+1

m—+1

Ahora, considerando la Afirmacién 1, para cadai € {1,...,n}
fijamos s; € (0,¢;) tal que «a;(s;) N «;(t;) C E, para todo j €
{1,...,n}—{i}. Denotemos B = FUay(s1)Uas(s2)U- - -Ua,(Sy).
Es claro que B es un subcontinuo de X.
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Afirmacién 2. El continuo B es un n-odo en X.

Notemos que B — E = (ai(s1) — E)U--- U (an(sy) — E) vy
(a(s;) — E) # 0. Asi, resta mostrar que a;(s;) — E'y a;(s;) —
E son conjuntos separados. Para probar esto supongamos que
existe un punto x € (a;(s;) — E) N (oj(s;) — E). Se tiene que
r € a;(s;) y v € aj(s;). Luego, puesto que s; y s; cumplen
lo indicado en la Afirmacion 1, se obetiene que x € F, lo cual

es una contradiccion. Asi B — E es la uniéon de n conjuntos
separados dos a dos, es decir, B es un n-odo en X. [

2.22 Nota. Parece natural conjeturar un resultado similar al
Teorema 2.21 con la nocién de oo-odo. Sin embargo, como
probamos a continuacién, un resultado asi sélo es valido en una
direcciéon. Concretamente, el teorema que sigue prueba que si
existe un subcontinuo propio de un continuo que tiene un con-
junto infinito de elementos minimales, entonces el continuo debe
contener un oo-odo; y finalizamos esta subseccién con el Ejem-
plo 2.25, donde mostramos un continuo que es un oo-odo y para
el cual todo subcontinuo propio tiene un conjunto finito de ele-
mentos minimales.

2.23 Teorema. Sea X un continuo. Siexiste £ € C*(X) tal que
el conjunto de elementos minimales m(FE) es infinito, entonces
X contiene un co-odo.

DEMOSTRACION. Sea E € C*(X) tal que m(FE) es infinito. Con-
sideremos un sucesion en m(E), de elementos diferentes dos a
dos, {F,}nen. Por la compacidad del hiperespacios, podemos
suponer que existe £y € C'(X) tal que E, — Ej. Notamos que
Ey € C(F). Si existe un subconjunto infinito J de N infinito
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tal que Ey C Ej para todo k € J, se obtiene que Ey € SB(F),
véase el Teorema 2.12. Dado que cada E} es un elemento mini-
mal en SB(F), se sigue que Fy = Ej, para todo k € J, lo cual
contradice el hecho de que F; # E; para todo ¢ # j.

Por lo anterior, podemos suponer que Fy ¢ FE, para todo

n € N. Para cada n € N consideremos una funciéon continua,
n[0,1] — C(X) tal que «,(0) = E,, a,(t) ¢ E para todo
t >0y, sis <t entonces a,(s) C a,(t), véase el Teorema 2.5

(b).

Fijemos n € N y un punto zy € Ey — E,. Se tiene que
E, € (X —{x0}). Luego, por la continuidad de «,, existe t > 0
tal que o, (t) € (X —{x0}), lo que implica que o, (t) C X —{zo},
y asi Ey ¢ «a,(t). Considerando el Teorema 1.54 (b), se justifica
que existe M € N tal que FE,, ¢ «,(t), para todo m > M.
Ahora, para cadam € {1,..., M — 1} — {n}, tomamos un punto
Tm € (B — Ey). Se tiene que FE, € (X — {x,}) para cada
m € {1,....M — 1} — {n}. Se sigue que existe t,, > 0 tal que
En & an(tn). Denotemos t, = inf{ty, ts,...,t3_1,t}. Se obtiene
que E,, ¢ a,(t,) para todo m # n.

Hemos demostrado que, para cada n € N existe ¢, > 0 tal
que E,, ¢ a,(t,) para todo m # n. Podemos suponer que la
interseccion de cualesquiera dos subcontinuos de X tiene sélo
un numero finito de componentes, pues en otro caso, usando
el Teorema 14 de [11], es posible demostrar que X contiene un
oo-odo, con lo cual se concluye la prueba. Considerando esto
ultimo, la afirmacién que sigue se demuestra de manera similar
a la Afirmacion 1 de la demostracion del Teorema 2.21.

Afirmacién 1. Para cada n € N existe s, € (0,¢,) tal que
Oén(Sn) M (Oél(tl) U Oéz(tg) U--- U Oén_l(tn_l)) C F.
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Por la continuidad de «,,, el ntimero s,, de esta afirmacion se
puede elegir de modo que H(E,, a,(s,)) < +. Denotamos

e.¢]

B =EU (| an(sn)

n=1

Afirmacién 2. El conjunto B es un subcontinuo de X.

Primero notemos que B es conexo, ya que E, C a,(s,) N E.
En lo que sigue probamos que B es un conjunto cerrado en X.
Fijemos un punto b € B y una sucesion, {b, },en, en B tales que
b, — b. Consideramos los siguientes casos:

Caso 1. Existe un subconjunto infinito J de N tal que, para
todon € J, b, € E o, para todo n € J, b, € «a;(s;) para
algin j € N. En este caso, se obtiene que b € E 0 b € «;(s;),
respectivamente, y asi b € B.

Caso 2. Existe una subsucesién, {b,, }ren, de la sucesién
{bn }nen tal que b, € ay,, (s,,) paratodo k € N. En este caso, va-
mos a demostrar que b € Ej, demostrando que, para todo € > 0,
d(b, Ey) < €. Paraesto fijemos e > 0, y N; € N tales que N% <z
Dado que E,, — Ej, existe Ny € N tal que H(E,,, Ey) < ¢, para
todo k > Ns. Denotemos N3 = max{Ny, No}.

Como H(E,,, an (Sn,)) < nik, para todo k > Nj existen pun-
t0S Y, € En, ¥ 2n, € Ep tales que d(yn,, bn,) < § Y d(Yny» 2n,) <
¢- Por la desigualdad triangular, se sigue que d(by,, zn,) < 5.

Por otro lado, por compacidad, podemos suponer que existe
un punto zy € Ejy tal que z,, — 2zp. Asi, existe Ny > N3 tal que
d(zn,, 20) < 5, para todo k > Ny. Ademds, puesto que b,, — b,
existe N5 > Ny tal que d(by,,b) < 5, para todo k > N5. Se
sigue que, si k > N5 entonces d(b, zg) < d(b,by,) + d(by,, 2, ) +
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d(zp,,,20) < . Con lo anterior se obtiene que d(b, Fy) < €, por
loquebe EyC E.

Hemos demostrado que B es un subcontinuo de X.
Afirmacién 3. El continuo B es un oo-odo en X.

Es claro que E es un subcontinuo de B. Ademas,

B—E = (an(sn) - E).
neN
También, puesto que E, € SB(F), y por la eleccién de las
funciones «,, se tiene que «,(s,) — E # 0. Resta ver que los
conjuntos en esta unién son conjuntos separados. Para esto,
sean n,m € N, con m < n y supongamos que existe un pnto
yE (O‘n(sn) - E) N (C“m(sm) _ E) Se Sigue que y € an(sn) y
Y € (apm(sm)—F), lo que implica que y € (v, (s,) N (sm)) — F,
lo cual contradice la propiedad de s, indicada en la Afirmacién
1. Esto demuestra que B es un oo-odo en X. ]

2.24 Definicion. Un continuo es indescomponible si no se
puede representar como la unién de dos de sus subcontinuos
propios; y es hereditariamente indescomponible si todos
sus subcontinuos son indescomponibles.

2.25 Ejemplo. Presentamos un continuo X tal que X es un
oo-odo y, para todo E € C*(X), el conjunto de los elementos
minimales m(F) es finito.

Este continuo X se determina como sigue: consideremos un
continuo hereditariamente indescomponible, Z, en el plano R?
tal que (0,0) € Z. Para cada n € N, sea

7, = {(%, % ”(fz’—rf)“) ceR®: (x,y) € 7).
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Notemos que cada Z, es un subcontinuo del espacio euclidiano
R3, v Z, es homeomorfo a Z. Ademés, si n # m, entonces
Zn N Zy = {(0,0,0)}. También, notamos que Z,, — {(0,0,0)},
en la topologia de Vietoris del hiperespacio de R3. Denotamos

X:U%

neN
Es claro que X es un continuo y X —{(0,0,0)} tiene un nimero
infinito de componentes. Asi X es un oo-odo. En lo que sigue
demostraremos que:

Para cada F € C*(X), el conjunto m(E) es finito.  (2.2)

Para demostrar esto, fijamos un elemento £ € C*(X), y con-
sideramos dos casos:

Caso 1. (0,0,0) ¢ E: en este caso, existe n € N tal que
E C Z,. Dado que Z,, es hereditariamente indescomponible, se
tiene que SB(FE) = {E}, esto quedara justificado més adelante,
con el Teorema 2.32. Asi, en este caso, m(F) = {E}.

Caso 2. (0,0,0) € E: en este caso, primero demostramos dos
afirmaciones que hacemos a continuacion:

Afirmacién 1. Si K € C(X)y (0,0,0) € K, entonces KNZ, €
C(X), para todo n € N.

Para esto fijemos n € N y consideremos conjuntos abiertos,
UyV,en KNZ, talesque KNZ, =UUV yUnV = (.
Supongamos que (0,0,0) € U. Notemos que U y V son cerrados
en el conjunto K N Z,, y este conjunto es cerrado en X. Asi, U
y V son cerrados en X. También, puesto que Z, — {(0,0,0)},
notamos que |J Z,, es cerrado en X. Ademads, notamos que

m#n
K=(KNZ)U(EN(J Zn)=VUlUuEn (] 2Z))

m#n m#£n
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Observemos que V y UU (KN ( |J %)) son conjuntos ajenos
m#n
y cerrados en X. Luego, puesto que K es conexo, se tiene que

V = (. Esto demuestra la afirmacién 1.
Afirmacién 2. Si A € m(F), entonces (0,0,0) € A.

Para probar esta afirmacién supongamos que (0,0,0) ¢ A.
Asi, existe n € N tal que A C Z,,. Consideramos un arco orde-
nado, a, en C(X) tal que (0) = A. Notemos que Z,—{(0,0,0)}
es un conjunto abierto en X (ya que su complemento es cerrado)
que contiene a A, asi A € (Z,, — {(0,0,0)}). Luego, por la con-
tinuidad de «, existe t > 0 tal que a(t) € (Z, —{(0,0,0)}), es
decir, a(t) C Z, —{(0,0,0)}. Ahora, notemos que £ N Z, es un
subcontinuo de Z,, (por la Afirmacién 1) y (ENZ,) Na(t) # 0.
Ast, (ENZ,) Ua(t) € C(Z,). Como Z, es hereditariamente
indescomponible, se sigue que EN Z, C «a(t) o a(t) C EN Z,.
Como (0,0,0) € E'y (0,0,0) ¢ «(t), se tiene que ENZ,, ¢ «(t).
Luego, se obtiene que «a(t) C EN Z,, v asi a(t) C E. Hemos
demostrado que, para cualquier arco ordenado «, en C(X), tal
que a(0) = A, existe t > 0, tal que a(t) C E. Esto significa
que A ¢ SB(F), véase el Teorema 2.5. Esto demuestra la Afir-
macion 2.

Ahora, continuamos con la prueba de lo indicado en (2.2),
en el Caso 2, donde suponemos que (0,0,0) € E. Para eso
consideramos dos subcasos:

Subcaso 2.1. Existe una sucesién, {n;}ren, en N tal que
Zn, ¢ E para todo k € N.

Por el Teorema 2.19 podemos considerar un elemento A €
m(E). Por la afirmacion 2, (0,0,0) € Ay, puesto que Z,,, ¢ E
Y Zn, — {(0,0,0)}, por el Teorema 2.11, {(0,0,0)} € SB(F).
Luego, como A es minimal en SB(F) se tiene que A = {(0,0,0)}.
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Asi, en este subcaso, m(FE) tiene a {(0,0,0)} como tnico ele-
mento.

Subcaso 2.2. El conjunto {n € N: Z,, ¢ E} es finito.

En este subcaso, como E es un subcontinuo propio de X,
notamos que el conjunto {n € N : Z, ¢ E} no es vacio, y
lo denotamos por {ni,...,n,.}. Ahora probaremos la siguiente
afirmacion.

Afirmacién 3. EN Z,, € SB(E), para cada i € {1,...,r}.

Para mostrar esta afirmacién, fijamos i € {1,...,r}. Por la
Afirmacion 1, se tiene que E N Z,. es un subcontinuo de Z,,.
Como Z,, ¢ E, también se tiene que £ N Z,, # Z,,. Conside-
ramos un arco ordenado, a, en C(X) desde E N Z,, hasta Z,,.
Notamos que, si t € [0,1] y a(t) C E, entonces «(t) C EN Z,,,
por lo cual t = 0. Es decir, a(t) ¢ E'si 0 <t < 1. Por lo tanto,
EnNnZ, € SB(FE). Asi, la Afirmacion 3 estda demostrada.

Afirmacién 4. m(E) C{ENZ,,,...ENZ, }.

Para mostrar esto, fijamos un elemento A € m(F) y supone-
mos que F N Z, ¢ A para todo i € {1,...,r}. Consideremos
un arco ordenado a, en C'(X), tal que a(0) = Ay a(t) ¢ E,
si 0 <t <1, vease el Teorema 2.5. Por la continuidad de «,
existe t > 0 tal que £ N Z,, ¢ «(t), para todo ¢ € {1,...,r}.
Por la Afirmacién 1, notamos que E N Z,. y a(t) N Z,,, son
subcontinuos de Z,, y, como ambos contienen al continuo A, se
tiene que £ N Z,. U «a(t) N Z,, es un subcontinuo de Z,,. Como
Z,, es hereditariamente indescomponible, se tiene que ENZ,, C
at)NZ, oa(t)NZ, C ENZ,,. Como ENZ, ¢ a(t), se sigue
que a(t) N Z,, C EN Z,,. Esto, para todo i € {1,...,r}.

Ahora, veremos que «a(t) C E: fijamos z € «a(t). Six € Z,,
para algin ¢ € {1,...,r}, entonces z € a(t) N Z,, C EN Z,,, por
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lo que x € E. Por otro lado, si x ¢ Z,,. para todo i € {1,...,r},
entonces * € Z,, para algin m ¢ {ni,...,n,}. Notamos que
Zm C E, asi x € E. Esto demuestra que a(t) C FE, lo cual
contradice el hecho de que «(t) ¢ E'si 0 <t <1.

Con lo anterior hemos demostrado que existe i € {1,...,r} tal
que ENZ, C A. Por la Afirmaciéon 3, EN Z,. € SB(F), luego
la minimalidad de A implica que £ N Z,, = A. Esto prueba la
Afirmacién 4.

Con todo, en cualquiera de los casos, hemos demostrado que
el conjunto de los elementos minimales, m(FE), es finito para
todo E € C*(X). Con esto finalizamos el Ejemplo 2.25.

2.2.3 Continuos atridédicos

En esta parte, mostramos dos condiciones equivalentes a la pro-
piedad de ser un continuo atriddico, en términos de semi fron-
teras. Recordamos que un 3-odo, también llamado triodo, en un
continuo X es un subcontinuo B de X que contiene un subcon-
tinuo A tal que B — A tiene al menos tres componentes, véase
la Definicion 2.15.

2.26 Definicion. Un continuo X es atriodico si no contiene
triodos.

Usaremos el lema que sigue, el cual es un resultado obtenido
por Sorgenfrey en 1944, en [15]. Una prueba detallada de éste
se encuentra en el teorema final de la tesis de licenciatura de
Alberto Mercado [9, Teorema 13.1].
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2.27 Lema. Si A;, Ay y A3 son subcontinuos de un continuo X
tales que Ay NAsNAs #0y A ¢ A;j U A, donde {i,j,k} =

{1,2,3}, entonces X contiene un triodo.

2.28 Teorema. Para cualquier continuo X, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) El continuo X es atriédico;
(b) Para cada A € C*(X) se tiene que |m(A)| <2;y
(c) Para cada A € C*(X), SB(A) es un punto o un arco.

DEMOSTRACION. (a) implica (b): esta parte es inmediata por
el Teorema 2.21.

(b) implica (c): fijemos un elemento A € C*(X) y supon-
gamos que SB(A) no es un punto, es decir, SB(A) # {A}.
Supongamos que m(A) = {B1, By} donde By # B, (la prueba
del caso en que m(A) tiene un tnico elemento es andloga). Con-
sideremos arcos ordenados desde By hasta A y desde B, hasta A
en C(X), digamos 3 y B2 respectivamente. Por el Teorema 2.5,
podemos considerar arcos ordenados, o y as, en C'(X) tales que
a1(0) = By, a1(t) ¢ A paratodot >0, as(0) = Boy as(t) ¢ A
para todo t > 0.

Afirmacién 1. Si B € C(X) y By C B C A, entonces B €
Imﬁl.

Para mostrar esta afirmacién supongamos que B ¢ Impf;.
Denotemos ty = max{t € [0,1] : Gi(t) C B} (es claro 0 €
{t € [0,1] : B1(t) C B} y que este conjunto es cerrado). Se
tiene que (i(ty) € By B # Bi(ty). Fijemos un punto p €
B — B1(tg). Notemos que (X — {p}) es un conjunto abierto en
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2% que tiene a Bi(tg). Como 3, es continua existe ¢ > 0 tal
que si t € (tg — e,t9 + ¢€), entonces [1(t) C X — {p}. Fijamos
t1 € (to,to + €). Se tiene que t; >ty y p ¢ (1(t1). Luego, por la
definicién de ¢y, se tiene que f1(t1) no esta contenido en B.

Fijemos un punto ¢ € p;(t1) — B. Notemos que p,q ¢ By,
asi, (X — {p, q}) es un conjunto abierto en el hiperespacio que
contiene al elemento By. Luego, por la continuidad de a; existe
to > 0 tal que ai(ts) C X — {p,q}, es decir, p,q & ai(ts).
Notemos lo que sigue:

(i) By € BN Bi(t1) Nau(ts);

)
(ii) p € B — (Bi(t1) U ai(t2));

(iii) ¢ € Bi(t1) — (BU aq(ty)); y

(IV) Ozl(tg) gZ B U Bl(tl) (ya que B U ﬁl(tl) C A y Ckl(tg) gZ A)

Se tiene que B, (i(t1) v a1(t2) son tres subcontinuos de X
con interseccion no vacia y ninguno de ellos esta contenido en
la unién de los otros dos. Por el Lema 2.27 se tiene que X
contiene un triodo. Luego, por el Teorema 2.21, X contiene un
subcontinuo que tiene al menos tres elementos minimales en su
semi frontera, en contradiccion con la hipdtesis en (b). Esto
demuestra la afirmacion 1.

De manera andloga se muestra que si B € C(X)y By C B C
A, entonces B € Im[,.

Notamos que si B € SB(A), entonces B contiene a B; o a
B> ya que todo elemento en la semi frontera contiene elemen-
tos minimales (vea el Lema 2.19) y, por hipétesis, estos son los
tunicos elementos minimales. Se sigue que SB(A) C Img;UIm/fs.
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Por otra parte, considerando el Teorema 2.6, se obtiene que
SB(A) = Imﬁl U Imﬁg

Afirmacién 2. ImfB; NImpBy = {A}.

Para probar esta afirmaciéon supongamos que existe un ele-
mento £/ € ImfB; NImf; con E # A. Considerando la hipétesis
en (2), el Teorema 2.21 y el Lema 2.17, notamos que la in-
terseccion de cualesquiera dos subcontinuos tiene a lo mas dos
componentes. Usando esto, de manera similar a la demostracion
de la Afirmacién 1 en la prueba del Teorema 2.21, se verifica que
existen t; > 0y to > 0 tales que a1(t;) Nas(tz) C E.

Ahora fijemos un punto zy € A — E. Considerando que By U
By C E, y la continuidad de los arcos ordenados oy y o, existen
nimeros s; y so tales que 0 < 51 < t1, 0 < s9 < to y xy ¢
a1(s1) U as(se). Se tiene que aj(sy) Nas(se) C E. Notamos lo
que sigue:

(1) By C AN (E U Q1(81)> N (E U OQ(SQ));

Y

(i) A ¢ FUai(s1) Uas(ss) (el punto zy estd en la diferencia

)

(iii) FUaq(s1) € AUEUas(s2): yaquesi ag(s1) C AUEUas(s2),

entonces aq(s1) = (a1(s1) NA) U (aq(s1) N E) U (aq(s1) N
as(s2)) C AU E = A, una contradiccién; y, similarmente,

(IV) EU 062(82) gZ AUFEU ozl(sl).

Luego A, EU(s1) y EFUag(sz) son tres subcontinuos de X
con interseccion no vacia, tal que ninguno de ellos esta contenido
en la unién de los otros dos. Por el Lema 2.27 se tiene que X
contiene un triodo. Luego, por el Teorema 2.21, X contiene un
subcontinuo que tiene al menos tres elementos minimales en su
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semi frontera, en contradiccién con la hipdtesis en (b). Asi, la
Afirmacién 2 estd mostrada.

Se concluye que SB(A) es la unién de dos arcos con tinicamente
un punto extremo en comun, y asi, SB(A) es un arco. Hemos
demostrado que (b) implica (c).

(c) implica (a): supongamos que X no es atriddico. Por el
Teorema 2.21 existe £ € C*(X) tal que m(F) tiene al menos tres
elementos. Consideremos tres elementos diferentes, By, Bo y Bs,
en m(F). Para cada i € {1,2,3}, tomemos un arco ordenado,

vi, en C(X) desde B; hasta E. Observe que Im~y; C SB(FE).

Notemos que si B; € Im,; para algin j # i coni,j € {1,2,3},
entonces B; C B; lo cual contradice la minimalidad de B;.

De acuerdo con lo ultimo, se tiene que para cualesquiera ¢, j €
{1,2,3} con i # j, B; ¢ Imy;.

Para cada i € {1,2,3}, tomamos un conjunto abierto, Uj;,
en C(X), de modo que B; € U;, U;NU; = 0 para i # j, y
U; N (Imy; U Imry,) = 0 donde {3, j, k} = {1, 2, 3}.

Ahora, para cada i € {1,2,3} sea r; > 0 tal que ;([0,7;]) C
U;. Denotemos 7 = Imvy; Ulmvy Ulmys y A = y([r,1]) U
2([r2,1]) U s(rs, 1))

Notemos que 7 y A son continuos tales que A C 7 C SB(F).
Ademss, T — A = v1([0,71)) U2([0, r2)) U~3([0, r3)). Por lo que
T — A tiene al menos tres componentes. Esto significa que 7
es un triodo en SB(F). Asi, SB(F) no es un punto ni un arco.
Esto demuestra que (c) implica (a). O
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2.2.4 Continuos localmente conexos

En esta parte, dentro de la clase de los continuos localmente
conexos, caracterizamos al arco y a la curva cerrada simple en
términos de la semi frontera. También mostramos que la cone-
xidad local es una condicién necesaria y suficiente para que la
semi frontera y la frontera coincidan.

2.29 Teorema. Si X es un continuo localmente conexo, en-
tonces X es un arco o una curva cerrada simple si, y solo si,

SB(A) es un arco, para todo subcontinuo propio no degenerado
Ade X.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un arco y consideramos
un elemento A € C*(X). Asi, por el Teorema 2.14, SB(A) es un
arco. Ahora, supongamos que X es una curva cerrada simple.
Consideramos un elemento A € C*(X). Notemos que A es un
arco. Siguiendo las mismas ideas que en el Ejemplo 2.13, se
prueba que SB(A) es un arco.

Reciprocamente, por el Teorema 2.28 se tiene que X es un
continuo atriédico. Por hipodtesis, X es localmente conexo. Asi,
de acuerdo con [13, 8.40 (b)] o [3, Proposicién 2.10] se obtiene
que X es un arco o una curva cerrada simple. ]

2.30 Teorema. Para cualquier continuo X, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) X es localmente conexo;
(b) Si Ae C*(X) ype Fr(A), entonces {p} € SB(A); y
(¢) SB(A) = Fr(C(A)), para cada A € C*(X).
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DEMOSTRACION. (a) implica (b): sean A € C*(X) y un punto
p € Fr(A). Dado que X es localmente conexo, existe un con-
junto abierto y conexo, Uy, en X, tal que p € U; C B(p,1).
Luego, existe dy > 0 tal que B(p, dy) C U;. Sea g9 = min{%, 0o}
Se sigue que existe un conjunto abierto y conexo, Uy, en X tal
que p € Uy C B(p,e2) C U;. Continuando este procedimiento se
determina una sucesiéon decreciente, {U, }nen, en C(X) tal que
U, — {p} y U, ¢ A, para todo n € N. Asi, por el Teorema 2.10
se obtiene que {p} € SB(A).

(b) implica (c): sea A € C*(X). Notemos que Fr(C(A)) C
C'(A). Dado que SB(A) C Fr(C(A)), vease la Nota 2.3 (b),
basta mostrar que Fr(C(A)) C SB(A). Para esto primero
mostramos la afirmacién que sigue:

Afirmacién. Si B € Fr(C(A)), entonces BN Fr(A) # ().

Para mostrar esta afirmacién supongamos que BNEr(A) = ().
Se tiene que B C int(A) o B C int(X — A). Sin pérdida
de generalidad, supongamos que B C int(A). Luego, B €
(int(A)) NC(X) C C(A). Notemos que (int(A)) es un conjunto
abierto en 2%. Asi, (int(A)) N C(X) es un conjunto abierto en
C(X), contenido en C'(A) que contiene al elemento B. Se sigue
que B ¢ Fr(C(A)). Asi, la afirmacién estd demostrada.

Ahora, consideremos un punto p € BN Fr(A). Por hipétesis,
{p} € SB(A). Dado que p € B € C(A) se tiene, por el Teorema
2.6 que B € SB(A). Por lo tanto, SB(A) = Fr(C(A)).

(c) implica (a): supongamos que X no es localmente conexo.
Asi, existe un conjunto abierto, U, de X y una componente, D,
de U tal que D no es un conjunto abierto en X. Sean p € D —
int(D) y V un conjunto abierto en X tal quep e V Cc V C U.
Denotemos por E la componente de V que contiene al punto
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p. Es claro que £ € C(X), p € E C D. Notemos que para
todo conjunto abierto, W, de X que tiene a p se cumple que
WN(X—=D)#0,asi WN(X —E) # 0. Porlo tanto, p € Fr(E)
lo que implica que {p} € Fr(C(F)).

Por otro lado, consideremos un arco ordenado, «, en C(X)
tal que a(0) = {p}. Como {p} € (V), existe ¢ > 0 tal que
a(t) € (V), para todo t € [0,¢), es decir, a(t) C V C V, para
todo t € [0,e). De aqui se sigue que «(t) C E, para todo t €
[0,¢). Por lo tanto, {p} ¢ SB(F), asi SB(F) # Fr(C(F)). O

2.2.5 Continuos hereditariamente
indescomponibles

Aqui caracterizamos los continuos hereditariamente indescom-
ponibles, como aquéllos en los cuales todo subcontinuo propio
tiene un Unico elemento en la semi frontera. Para esto primero
demostramos el siguiente lema.

2.31 Lema. Un continuo X es hereditariamente indescompo-
nible si, y sélo si, para cualesquiera A, B € C(X) tales que
AN B # () se tiene que AC Bo B C A.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen A, B € C(X) tales
que ANB # (), A¢ By B ¢ A. Denotemos C' = AUB. Es claro
que C' € C(X). Notemos que A y B son subcontinuos propios
de C. Con esto se tiene que C' es un continuo descomponible.

Reciprocamente, supongamos que X no es hereditariamen-
te indescomponible. Asi, podemos considerar un subcontinuo
descomponible de X, digamos C. Denotemos C = AU B donde
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Ay B son subcontinuos propios de C'. Notemos que B ¢ Ay
A ¢ B. Esclaro que A,Be C(X)y AN B #10. ]

2.32 Teorema. Un continuo X es hereditariamente indescom-
ponible si, y sélo si, SB(A) = {A} para todo A € C*(X).

DEMOSTRACION. Supongamos que X es hereditariamente indes-
componible. Sean A € C*(X) y B € SB(A). Por el Teorema
2.5, podemos considerar un arco ordenado, a, en C(X), tal que
a(0) = By a(t) ¢ A, para todo t > 0. Luego, por el Teorema
2.31, A C «(t) para todo t > 0. En particular, si {t,},en es
una sucesion decreciente en [0, 1] tal que ¢, — 0, obtenemos que
a(t,+1) C a(t,) vy a(t,) — a(0) = B. Asi, por el Teorema 1.56,
() a(t,) = B. Notemos que B C A C () a(t,). Se sigue que
neN neN

A = B. Por lo tanto SB(A) = {A}.

Reciprocamente, supongamos que X no es hereditariamente
indescomponible. Asi, existe un subcontinuo, C, de X tal que
C = AUB, donde A y B son subcontinuos propios de C'. Sea E
una componente de A N B. Notemos que E es un subcontinuo
propio de A, pues de lo contrario, si A = FE, entonces A =
E c ANB C A lo que implica que AN B = A. Se sigue que
A C B de donde se obtiene que AU B = B, asi B = C lo cual
es una contradicciéon. Ahora, por el Teorema 2.9 se tiene que

E € SB(A). Por lo tanto SB(A) # {A}. N

2.3 La semi frontera como funcion

Notamos que, para cada subcontinuo propio, A, de un continuo
X, la semi frontera, SB(A), del hiperespacio C'(A), es un con-
junto conexo (de hecho, arco conexo) no vacio de C'(X), vea
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el Corolario 2.8, asi su cerradura, SB(A), es un subcontinuo
de C'(X), es decir, es un elemento de C(C(X)). Esto permite
definir, de manera natural, la funciéon semi frontera

S:C"X) — C(C(X))
A +— SB(A)

En esta parte, incluimos algunos resultados respecto de la
funcién semi frontera. Especificamente, probamos que la con-
tinuidad de esta funcién implica la unicoherencia de los subcon-
tinuos propios de un continuo; demostramos que esta funcién
no es continua en los continuos llamados dendroides; y caracte-
rizamos a la circunferencia como el nico continuo arco conexo
para el cual la funcién semi frontera es continua.

2.3.1 Continuidad implica unicoherencia

Aqui demostramos que si A es un subcontinuo propio de un
continuo X y la funcién semi frontera restringida a C(A) es
continua, entonces A es hereditariamente unicoherente. Primero
recordamos el concepto de unicoherencia.

2.33 Definicion. Un continuo X es unicoherente si para cua-
lesquiera subcontinuos, A y B, de X tales que X = AU B se
tiene que A N B es conexo. Un continuo es hereditariamente
unicoherente si cada uno de sus subcontinuos es unicoherente.

2.34 Teorema. Sean X un continuo y A € C*(X). Si la res-
triccién de la funcién semi frontera al hiperespacio C(A), S|o(a),
es continua, entonces A es hereditariamente unicoherente.
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DEMOSTRACION. Supongamos que A no es hereditariamente
unicoherente, esto es, A contiene un subcontinuo, digamos B,
que no es unicoherente. Asi, existen subcontinuos propios, H y
K, de B tales que B=H UK y HN K no es conexo. Conside-
remos conjuntos cerrados, ajenos y no vacios, Py (), en X tales
que HNK =PUQ.

Fijemos un punto p € P y consideremos un arco ordenado,
a:[0,1] — C(H), tal que a(0) = {p} y a(l) = H. Denotemos
to = min{t € [0,1] : a(t) NQ # 0} (ty esta bien determinado, ya
que 1 € {t € [0,1] : a(t) N Q # D} y este conjunto es cerrado).
Observemos que a(ty) N Q # 0, asi ty > 0. Consideremos una
sucesién creciente, {t, }nen, en [0,%y) tal que ¢, — tyo. Notemos
que a(t,) NQ =0y alt,) C altys1) C a(ty) para todo n € N.

Denotemos By = a(ty) U Ky B, = a(t,) U K, para cada
n € N. Es claro By y B,, son subcontinuos de A (ya que af(t),
a(t,) y K son subcontinuos de A que contienen al punto p).
Ademds, B,, converge a By en C'(X).

Afirmacion 1. a(ty) € S(By) = SB(By).

Para probar esta afirmacién, para cada n € N, denotemos
por C,, a la componente de B,, N a(ty) que contiene a «(t,).

Notemos que B, Na(ty) = (a(t,) UK)Na(ty) = at,) U(KN
a(to)) = a(t,) U (alte) N P) U (a(to) N Q).

Se sigue que B, Na(to) = [a(tn) U (afto) N P)] U [a(to) N Q]-

También notemos que [a(t,) U (a(ty) N P)] N [al(ty) N Q] =
ya que Py @ son ajenos y a(t,) N Q = (. Ademds, [a(t, )
(alto) N P)] # Dy alto) NQ # 0.

De todo lo anterior se tiene que B, N «a(ty) no es conexo. Se
sigue que B,Na(ty) # B,y BaNa(ty) # a(ty) ya que B, y a(ty)
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son conexos. Se tiene que B, ¢ «a(ty) v a(ty) ¢ B,. Luego, por
el Teorema 2.9, C,, € SB(B,,), para cada n € N.

Ahora, como By y B, son subcontinuos de A tales que B, —
By, y Slc(a) es continua, se tiene que S(B,,) — S(By).

Por otra parte, notemos que «(t,) C C, C a(ty) de donde
Cn — «(tp). Ademads, puesto que C, € S(B,) se tiene que
a(ty) € S(By), vease el Teorema 1.52 (a). Asi la afirmacion 1
estd demostrada.

Ahora, consideremos conjuntos abiertos y ajenos, U y V', en
X tales que P C U, Q Cc VyUNV = (. Notemos que
a(ty) —(UUV)y K —(UUV) son conjuntos cerrados en X. En
seguida veamos que son no vacios y ajenos.

Supongamos que «(tg) — (UUV') = (), es decir, a(ty) C UUV,
se sigue que a(ty) = (a(to)NU)U(a(to)NV). Ademas, p € a(ty)N
Uy #alt) NQ C a(ty) NV lo cual contradice la conexidad
de a(tp). De manera andloga se muestra que K — (U U V') # ().
Ahora, como «a(ty) C H se sigue que a(ty)) N K ¢ HNK =
PuUu@ c UUV. Luego, [a(t)) —(UUV)|N[K - (UUV)] =
(a(t)) NK) - (UUV)=10.

Ahora, consideremos conjuntos abiertos y ajenos, Wy Z, en
X tales que [a(t)) —(UUV)|C Wy [K—-(UUV)] C Z. Dado
que a(ty) € S(By) = SB(By), existe una sucesion {C, },en en
SB(By) que converge a a(ty). Se tiene que a(ty) ¢ K ya que de
lo contrario a(ty) — (UUV) C K — (UUV) lo que contradice el
hecho de que estos conjuntos son ajenos.

Afirmacion 2. Existe N € N tal que

CN¢K, CycUuVuw, CNQU#@ y CNﬂV?é@
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Para esto notemos que existe N7 € N tal que C,, ¢ K para
todo n > Ni: ya que de lo contrario, dado m € N, existe n; > m
tal que C),, C K. Existe ny > n; tal que C,,, C K. Siguiendo de
esta manera se tiene una subsucesion, {Cy, }ren, de la sucesién
{C) }nen tal que para cada k € N, C,,, C Ky C,,, — a(ty). Por
el Teorema 1.54 (b), a(ty) C K, lo cual es una contradiccién.

Ahora, dado que a(ty) CUUV UW y C, — alty), existe
Ns; € N tal que C,, CUUV UW para todo n > Ns.

Por otro lado, como p € PNa(ty) C Uy C, — a(ty), por el
Teorema 1.52 (a), existe una sucesién {c, ey con ¢, € C,,, para
cadan € N, tal que ¢,, — p. Luego existe N3 € N tal que ¢, € U
para todo n > N3, esto es, C,, N U # () para todo n > N3. De
igual forma se muestra que existe Ny € N tal que C, NV # ()
para todo n > Ny.

Sea N = max{Ni, Ny, N3, Ny}. Se tiene que N satisface la
Afirmacion 2.

Consideramos un entero positivo N como en la Afirmacién
2. Como Cy C By = a(ty) U K, se obtiene que Cy N a(tg) # 0.
Elijamos un punto q € a(ty) N Q y sea L; la componente de
a(tg)NQ que contiene al punto q. Notemos que L1 C a(ty)NQ C
QCV.

Consideremos un arco ordenado, 3, en C'(X) desde L; hasta
K. Existe Le C(X) talque Ly CLC K, L # Ly L CV;
para esto basta tomar ¢ > 0 tal que 3(t) C V' y denotar L = (3(t).

Supongamos que L C af(tg) C H, entonces L C HN K =
PUQ. Puestoqueqe L1 C L, g€ @, Py ( son ajenos se
tiene que L C a(ty) NQ y q € L. Se sigue que L = Ly, lo cual
es una contradicciéon. Esto demuestra que LN (V — a(ty)) # 0.
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Definamos M = Cy U a(tg) U L. Es claro que M es cerrado
en By. Ademds, puesto que Cy Na(ty) # 0y q € a(ty) N
Ly C a(ty) N L, se tiene que M es conexo y, en consecuencia,
M e C(By).

Como Cy € SB(By) y Cy € M C By, considerando el
Teorema 2.6, se tiene que M € SB(By). Se sigue que M €

SB(By) = S(By). Luego, puesto que S(By) = lim §(B,,) = lim
SB(B,), se obtiene que M €lim SB(B,).

Ahora, por el Teorema 1.52 (a), existe una sucesion { M, },en
en C'(X) tal que M,, € SB(B,,), para cadan € N,y M,, — M.
Notemos que M,, C a(t,) UK y M ¢ afty).

De manera analoga a la Afirmacion 2 se prueba la siguiente
afirmacion.

Afirmacion 3. Existe r € N tal que

M, C UUVUW, M.NU # 0, M.nV # 0y M,N(V—a(ty)) # 0.

Ahora, probaremos las siguientes afirmaciones sobre los con-
juntos KNV y a(t,) UU.

Afirmacién 4. M, Cc (KNV) U (a(t,) UD)

Para probar esta afirmacién, supongamos lo contrario y con-
sideremos un punto x € M, — [(K NV) U (a(t,) UU)]. Se sigue
que v € M,, v ¢ KNV, x ¢ aft,) y z ¢ U. Dado que
r € M, C B =a(t,) UK y x ¢ a(t,) se tiene que z € K.
Luego, v € M,, x ¢ Vyax ¢ U. Asi, z€ [M, —(UUV)]C Zy
en consecuencia x € 4. Por otro lado, z e M, CUUV UW vy
x ¢ UUV lo que implica que x € W. De esta manera se tiene
que x € W N Z, una contradiccién ya que W y Z son ajenos.
Asi, la afirmacién 4 esta demostrada.
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Afirmacién 5. M, N (KNV) # 0y M, N (at,)UU) # 0.

Por la Afirmacién 3, M, N (V — a(ty)) # 0. Ahora, con-
siderando que M, C a(t,) UK, a(t,) C alty), UNV =0y
también considerando la Afirmacién 4, se tiene que [M, N (V —
Oz(to))] CKNV.

Por otra parte, por la Afirmacion 3, M,
Afirmacién 4 se tiene que M, NU C a(t,)

U
Afirmacién 6. (KNV) N (at,)uU) =0
(

NU # () y por la
U.

Para probar esto se tiene que (KNV)N(a(t,)UU) = [(KNV)
a(t,)|U [(KQV)HU] = (KNV)Na(t,) = (VNK)N(HNa(t,)) =
(HNK)N(VNa(t,)) = (Pu)n(VNa(t)) = [(PUQ)NV]N
a(t:) = [(PNV)U(@NV)]Na(t,) = @NVNa(t:) C QNaf(t,) =0

Esto demuestra lo indicado en la Afirmacion 6.

D)

Con todo lo anterior, hemos demostrado que M, no es conexo.
Esta contradicciéon demuestra que A es un continuo hereditaria-
mente unicoherente. ]

2.35 Corolario. Sea X un continuo. Sila funciéon S es continua,
entonces cada subcontinuo propio de X es unicoherente.

2.3.2 No continuidad en dendroides

Como ya comentamos al inicio de esta seccién, en esta parte
vamos a demostrar que la funciéon semi frontera no es continua
en los dendroides. Para esto iniciamos atendiendo un par de
propiedades sobre dendroides.

2.36 Definicién. Un continuo X es un dendroide si es arco
conexo y hereditariamente unicoherente.
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2.37 Notacion. Sean p y ¢ puntos en un continuo X. Sipy ¢
son puntos diferentes, denotamos por pq al arco en X con puntos
extremos p y ¢q. Si p = ¢, entonces pq denota el conjunto {p}.

2.38 Lema. Si X es un dendroide y a, by, bo, ..., son puntos en
X tales que ab;y C aby C ..., entonces existe x € X tal que
ab, C ax, para todo n € N.

DEMOSTRACION. Primero vamos a probar la siguiente afirmacion.
Afirmacion 1. Sim < n < r, entonces b,,b, C b,,b;..

Para esto consideremos una parametrizacion del arco ab,., di-
gamos « : [0, 1] — ab, tal que a(0) = a y a(1) = b,. Dado que
ab,, C ab, C ab, se tiene que b, b, € ab,. Sean s,t € [0, 1] tal
que a(s) = by, vy a(t) = b,. Notemos que s < ¢t < 1. Se sigue
que [s,t] C [s,1] lo que implica que «([s,t]) = byub, C byb, =
a([s, 1]). Asi, la afirmacién 1 estd mostrada.

Ahora, para cada m € N, denotemos Y, = ( |J b,,b,). Note-

n>m
mos que Y, es un subcontinuo de X. No es dificil probar que los

subcontinuos de los dendroides son dendroides, y que los den-
droides son descomponibles, véase por ejemplo [8, p. 11]. De
este modo, se tiene que Y,, es descomponible. Consideremos
subcontinuos propios, A,, y By, de Y,, tales que Y,, = A,,UB,,.
Como la familia {b, : n > m} estd contenida en A,, U B,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el conjunto
{n>m:b, € B,} es infinito.

Afirmaciéon 2. Dado m € N existe N,, € N tal que b, € B,
para todo n > N,,.

Para probar esta afirmacion fijemos m € N. Existe N,, € N
tal que by, € B,,. Ahora, dado n > N,, existe r > n tal que

95



b, € By,. Se sigue de la Afirmacién 1 que by, b, C by, b, C By,
y, por lo tanto, b, € B,,. Asi, la afirmacién 2 estd demostrada.

Afirmacién 3. Para cada m € N, b,, € A,,, — B,,.

Supongamos que existe m € N tal que b,, € B,,,. Dado n >
m, existe r > n tal que b, € B,,. Como B,, es un subcontinuo
de Y, se tiene que B,, es un dendroide y, en particular, es un
conjunto arco conexo por lo cual b,,b, C B,,. Luego, por la
Afirmacién 1 se tiene que b,,b, C b,b, C B,,. De aqui que,

para todo n > m, byb, C B,,. Asi, Y, = (U bwbn) C Bn
n>m
y por tanto, Y,, = B,,, lo cual contradice la elecciéon de B,,.

En consecuencia b,, ¢ B,,, es decir, b,, € A,, — B,, para cada
m € N.

Afirmacién 4. La familia {B,, : m € N} tiene la propiedad de
la interseccion finita.

Para probar esta afirmacién, sean mq,...,m; € N. Ahora,
para cada ¢ € {1,...,k}, consideramos un nimero positivo N,
como en la Afirmacién 2. Consideremos n > N,,., para todo

k
i € {l,...,k}. Se tiene que b, € (| By,- Esto demuestra la
i=1
Afirmacién 4.
Finalmente, por la Afirmacion 4 y la compacidad de X, pode-

mos considerar un punto x € (] B,,. Probaremos que b, € az,
meN
para todo m € N.

Sean m € N y r > m tales que b, € B,,. Por hipdtesis,
sabemos que ab,, C ab,; ademas, como ax U B,, es un conjunto
arco conexo que tiene a a y a b,, tenemos que ab, C ax U B,,.
Luego, ab,, C ab, C ax U By, y asi, b,, € ax U B,,. Dado que
by, ¢ By, (Afirmacién 3), se tiene que b, € azx. Se concluye que
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ab,, C ax, para todo m € N. ]

2.39 Teorema. Si X es un dendroide entonces, para cualesquiera
puntos a y b en X, existe un arco maximal que los contiene.

DEMOSTRACION. Consideremos la familia B = {cd : ¢,d €
X y ab C cd}. Veamos que B tiene un elemento maximal, usan-
do el Teorema de Reduccién de Brouwer (Teorema 1.22). Sea
{cndy, : n € N} una subfamilia de B tal que ¢,d, C ¢pi1dni1,
para todo n € N y elijamos ag € ab — {a,b}. Luego, para cada
n €N, b€ apc, ob € apd,. Consideremos que los puntos ex-
tremos, ¢, vy d,, del arco c,d, se han indexado de tal forma que,
para cada n € N, a € c,ag y (en consecuencia) b € ayd,.

Se sigue que agd; C agds C ... v agcp C apcs C ... Luego,
por el Lema 2.38, existen puntos ¢y d en X tales que agc, C agc
y aod, C apd, para todo n € N. De aqui que agc, U apd,, C
aoc U apd, para todo n € N, y por tanto, c¢,d,, C cd, para todo
n € N. Se tiene, por el Teorema de Reduccién de Brouwer, que
B tiene un elemento maximal; o sea, un arco maximal. [

2.40 Teorema. Si X es un dendroide, entonces la funcién S no
es continua.

DEMOSTRACION. Consideremos un arco maximal en X (Teo-
rema 2.39), digamos wgzp. Supongamos que X # wpzg. En caso
de que X es un arco, no es dificil probar que la funcién semi
frontera no es continua. Sea U un conjunto abierto en X tal que
wozo C Uy U # X. Denotemos por A a la componente de U que
contiene al arco wyzp. Ahora fijemos € > 0 tal que zy ¢ B(wo, €).
Denotemos por A, ala componente de A—B(wy, =) que contiene
al punto zy, para cada n € N.
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Observemos que A, A, € C(X)y zy € A, C A,+1. Definamos
Ay = U A,,. Por el Teorema 1.55, A,, — Aj.

neN

Afirmacién. Se tiene que A = A.

Para probar esta afirmacién, notemos que A4, C A C U, de
aqui se sigue que Ay C A. Asi, basta probar que A C Ay. Para
esto, sea x € A—{wp, 29}. Se sigue que existe un punto y € wyz
tal que zy Nwoyy = {y}. Dada la maximalidad del arco wyzy se
tiene que y ¢ {wo, 20}. Asi wy ¢ xy Uyzp. Luego, existe n € N
tal que B(wy, £)Nazg = 0, es decir, x29 C A—B(wo, =). Se sigue
que zzyg C A, de donde =z € A,,. Asi x € Ay. Con lo anterior
hemos mostrado que A — {wy, 20} C Ay, por lo cual A C Ay. Se
concluye que A = Aj.

Consideremos una parametrizacion del arco maximal, diga-
mos « : [0, 1] — wpzy tal que a(0) = wy y a(l) = 2p. Para cada
n € N tomemos ¢, > 0 tal que a([0,t,]) C B(wp, <) N (X —
A,). Denotemos w, = a(t,) y notemos que a([0,t,]) = wowy,
d(wg, wy) < %, se sigue que w,, — wy y wow,NA, = 0. Sea B, =
A, Uw,zy. Luego B,, es un subcontinuo de X tal que B, — A.
Se tiene que {w,} € SB(B,) (para esto basta considerar una
parametrizacién del arco w,wy, digamos 3 : [0,1] — w,w, tal
que B(0) = w, y B(1) = wy, y definir v : [0,1] — C(X) por
v(t) = 5(]0,t]) para todo t € [0, 1]).

Ahora, si suponemos que S es continua, entonces {wy} €

S(A) = SB(A), vea el Teorema 1.52 (a). Se sigue que (U) N
SB(A) # (). En consecuencia, existe B € SB(A) tal que B C U.
Tomemos un arco ordenado, (3, en C'(X) tal que 5(0) = By
B(t) ¢ A para todo t € (0,1]. Luego, existe t, > 0 tal que
B(ty) C U. Se tiene que ((ty) es un subcontinuo de X tal que
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Blte) N A # 0y B(ty) € U, de donde S(tg) € A (A es una
componente de U). Esto contradice la eleccién de B. Asi, S no
es continua. [

2.3.3 Continuidad en la circunferencia

Finalizamos nuestro trabajo de tesis mostrando, dentro de los
continuos arco conexos, una caracterizacion de la curva cerrada
simple en términos de la semi frontera de hiperespacios y la con-
tinuidad de la funcién semi frontera. Para esto necesitamos el
concepto de circulo de Varsovia y algunos resultados relaciona-
dos con éstos.

2.41 Definicién. Un continuo X es un circulo de Varsovia si,
y solo si, existe una funcién biyectiva y continua, f : [0,00) —
X, tal que f([0,1]) = f([t,00)) — f([t,0)), para todo t > 1.

2.42 Teorema. Si X es un circulo de Varsovia y f es una
funcién continua como en la Definicién 2.41, entonces C'(X) =

{f(la,0]) : 0 <a <0} U{f([0,b]) U f([a,00)) : a = 0,0 > 1}.

DEMOSTRACION. Es claro que { f([a,b]) : 0 < a < b}U{f([0, b])U
f(la,0)):a>0,b>1} C C(X).

Por otro lado, sea A € C(X). Consideremos dos casos:

Caso 1. ffl(A) es un conjunto acotado, en este caso note-
mos que f1(A) es un conjunto cerrado y no vacio de [0, c0).
Denotemos a = inf f~1(A) y b = sup f~1(A). Observemos que
a,be fYA) y fY(A) C [a,b]. Luego, A C f([a,b]). Suponga-
mos que existe ty € [a, b] tal que f(ty) ¢ A. Dado que f es con-
tinua en gy f(ty) € X — A, donde X — A es un conjunto abierto
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en X, existee > 0talquesia <ty—e <t < ty+e < b, entonces
f(t) € X—A. Luego f71(A) C [a,to—¢]U[to+e€, b], 1o que implica
que A C f(la,to—€])U f([to+¢€,b]), donde AN f([a,to—¢]) # 0,
AN f([to+¢e,b]) # Dy, f(la,to—e]) y f([to+¢€,b]) son continuos
ajenos en X. Esta contradiccién muestra que f([a,b]) C A. Por
lo tanto, A = f([a,b]) donde 0 < a <b.

Caso 2. f~}(A) no es un conjunto acotado, en este caso
supongamos que existe ty € [0,00) tal que f(ty) ¢ A ya que
de lo contrario A = X. Dado que f~!(A) es un conjunto no
acotado existe r € f1(A) tal que r > 1y r > t,.

Afirmacién. Se tiene que f([r,o0)) C A.

Para probar esta afirmaciéon supongamos que existe s € (r, 00)
tal que f(s) ¢ A. Como f es continua y X — A es un conjunto
abierto en X, existe ¢ > 0 tal que f(t) € X — A para todo
t € (to —e,to+e)U(s—eg,5+¢). Sesigue que f~1(A) C
0,tg —e]U[to+e,5s —€|U[s+¢e,00). Luego, A C f([0,ty—¢])U
f([s+e,00))Uf([to+¢,s—¢]), donde f([0,to—c])U f([s+¢,0))
y f([to + €, s — €]) son continuos ajenos. Asi, la afirmacién estd
mostrada.

Por otro lado, denotemos b = sup{t € [0,%] : f(t) € A} ya =
inf{t € (ty,00) : f(t) € A}. Dado que f([0,1]) C f([r,00)) C
A = A se tiene que 1 < b < t;, ademds notemos que b < a.
Luego, f~1(A) C [0,b] U [a,00) se sigue que A C f([0,b]) U
f(la, 00)).

Finalmente, de manera analoga a la Afirmacion se demuestra
que f([0,b]) U f(la,00)) C A. Por lo tanto, A = f([0,b]) U
f([a,00)), cona >0y b>1. O
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2.43 Lema. Si X es un circulo de Varsovia y J = f([0,1]),
donde f es como en la Definicién 2.41, entonces SB(J) = {A €
C(X):f(l)e AcC J}.

DEMOSTRACION. Sean f y J como en el enunciado. Sea A €
C(X) tal que f(1) e Ay AC J.

Afirmacién 1. Se tiene que A € SB(J).

Para probar esta afirmacion definamos « : [0,1] — C(X) por
a(t) = AUf([1,1+t]) paratodo t € [0,1]. Es claro que a(0) = A
v a(t) ¢ A para todo t > 0. Probemos que « es continua. Para
esto sean un punto ¢y € [0, 1] v {t, }nen una sucesion en [0, 1] tal
que t, — tg. Se sigue que [1,1 +¢,] — [1,1 4 #,]. Dado que f
es continua se puede probar que f([1,1+t,]) — f([1,1+ to]).
Luego a(t,) = AU f([1,141t,]) — a(ty) = AU f([1,1+1t]). Asi
a es continua. Con todo esto, la Afirmacién 1 estd demostrada.

Ahora, probaremos quesi A € SB(J), entonces A € C(X) tal
que f(1) € A C J. Para esto, sea A € C(X) tal que f(1) ¢ A
y A C J. Consideremos un conjunto abierto U en X tal que

AcUy f(1)¢U.

Denotemos por K a la componente de U que contiene a A.
Vamos a probar la siguiente afirmacion.

Afirmacién 2. Se tiene que K C J.

Para probar esta afirmacion supongamos que K ¢ J, es decir,
existe t > 1 tal que f(¢) € K. Notemos que K € C(X). Por el
Teorema 2.42 tenemos dos casos:

Caso (i). K = f([a,b]), donde 0 <a<1<by;
Caso (ii). K = f([0,0]) U f([a,o0)), donde b > 1y 0 < a.
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Observemos que en cualquiera de los casos, f(1) € K. Note-
mos que K C U lo cual contradice la eleccién de U. Por lo tanto
la Afirmacion 2 estd mostrada.

Ahora consideremos un arco ordenado « : [0,1] — C(X) tal
que a(0) = A. Como A € (U) y « es continua existe ¢ > 0
tal que si t € (0,¢), entonces a(t) C U C U. Luego, para todo
t € (0,¢) se tiene que a(t) C U y A C a(t)N K. De esto dltimo
y la Afirmacién 2 tenemos que a(t) C K C J. Por lo tanto
A¢ SB(J). ]

2.44 Lema. Si X es un continuo arco conexo que contiene un
triodo, entonces existen C' € C'(X) y arcos 71,72 ¥ 3 en X tales
que 1 — C, 75 — C' vy 3 — C son conjuntos ajenos en X y v, NC
es un punto extremo de ;, para cada ¢ € {1,2,3}.

DEMOSTRACION. Es claro que si X contiene un triodo simple,
entonces se cumple la conclusion del lema.

En lo que sigue supongamos que
X no contiene un triodo simple. (2.3)

Por otro lado, dado que X contiene un triodo tenemos que X
no es una curva cerrada simple. Ahora, si X contiene una curva
cerrada simple, digamos S, considerando un punto x € X — .5
se determina un triodo simple en X contradiciendo (2.3). Asi,
obtenemos que

X no contiene curvas cerradas simples. (2.4)

Se sigue que X es unicamente arco conexo. Sea Z un triodo
en X y consideremos un subcontinuo Y de Z tal que Z — Y =
Hy U Hy U H3, donde H; y H; son conjuntos separados en X
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para cualesquiera i,j € {1,2,3}. Tomemos puntos z; € H;,
y € Y y consideremos los arcos x;y en X, para cada i € {1,2,3}.
Denotemos A = x1yUxsyUxsy. Es claro que A es un subcontinuo
de X. Ademas, A es localmente conexo (un arco es localmente
conexo y la union finita de localmente conexos es localmente
COnexo).

Por otra parte, por la suposicion en (2.3), A no contiene
triodos simples. Luego, por la Proposicién 2.10 de [3] y el
supuesto en (2.4) se tiene que A es un arco en X. Tomemos
una parametrizaciéon del arco A, digamos « : [0,1] — Ay, para
cada i € {1,2,3}, denotemos t; = {t € [0,1] : a(t) = z;}.
Ahora, consideremos tres casos:

Caso 1. A C Z y y es un punto extremo de A.

En este caso, sin pérdida de generalidad, supongamos que
a(0) =y yt; <ty <ts. Sear; =sup{t € [0,t;) : at) € YU
H;UH}} donde {4, j, k} = {1,2,3}. Notemos que a((r;,t;]) C H;
y a(r;) € H;.

Probemos que C' =Yy, paracadai € {1,2,3}, v, = a([r;, ti])
satisfacen la conclusion del lema. Para esto basta mostrar que
para cada i € {1,2,3}, a(r;) € Y. Fijemos i € {1,2,3} y
tomemos una sucesion creciente, {t, },en, en [0, 1] tal que ¢, —
r;. Paracadan € N, a(t,) € YUH;UH}, donde j, k € {1,2,3}—
{i}. Supongamos que {n € N : a(t,) € Y} es finito. Luego para
algin j € {1,2,3}—{i} el conjunto J ={n € N: a(t,) € H;} es
infinito. Se sigue que {t,, }res es una subsucesion de {¢, },en tal
que o(ty,,) € H; paratodo k € J. Como « es continua y t,, — 7
se tiene que a(t,,) — a(r;), asi, a(r;) € H;. Luego, dado que H;
y H; son conjuntos separados para cualesquiera ¢,7 € {1,2,3}
se tiene que a(r;) ¢ H, para cada s € {1,2,3}. Se sigue que
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a(r;) € Y. Por otro lado, si el conjunto {n € N: a(t,) € Y} es
infinito es claro que a(r;) € Y.

Asi, en el caso 1 se obtiene la conclusién del lema.
Caso 2. A C Z y y no es punto extremo de A.

En este caso, sin pérdida de generalidad, supongamos que
a(0) = z1. Sean r = inf{t € [0,1] : a(t) € Y} y r; = sup{t €
0,¢;) : a(t) € Y U Hy U Hy} con {j,k} = {2,3}. De manera
analoga al Caso 1 se demuestra que C =Y, vy = «([0,71]),
Y2 = a([ra, ta]) v 3([rs, t3]) satisfacen la conclusién del lema.

Caso 3. A¢ Z.

En este caso, sin pérdida de generalidad supongamos que
a(0) = z1, a(1) = x3 y consideremos r; = inf{t € [0,1] : a(t) ¢
Z} yry = inf{t € (r,1] : a(t) € Z}. Luego tenemos dos
subcasos:

Subcaso (i). Para todo t € (rq, 1], a(t) € Z.

En este subcaso notemos que a(ri),a(r:) € Z y ri < .
Se sigue que «a([r1,7s]) es un arco que intersecta a lo mas dos
elementos de {Hi, Hy, H3}, (a([r1,79]) N Z = {a(ry),a(r:)}).
Sin pérdida de generalidad supongamos que «a([ry,r2]) N Hy =
(. Denotemos r3 = sup{t € [0,t3) : a(t) € Y U H; U Hy}.
Consideremos t1,ty € (r1,r2) con t; < ty. Se sigue que C' =
Y UHUH, 71 = olr,t1]), 72 = a[ta, r2]) v 13 = al[rs, ts])
satisfacen la conclusién del lema.

Subcaso (ii) Existe ty € (19, 1) tal que a(ty) ¢ Z.

En este subcaso denotamos r3 = inf{t € (ro, 1] : a(t) ¢ Z} y
ry = inf{t € (r3,1] : a(t) € Z}. Sea s € (r3,r4). Luego C = Z,
7 = a([r, t1]), 2 = a([te,r2]) v 13 = a([rs, s]) satisfacen la
conclusion del lema. ]
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Para demostar nuestro ultimo teorema, vamos a usar un re-
sultado de Nadler y Quinn [14, Teorema 2].

2.45 Teorema. Si X es un continuo, entonces X es un conjunto
arco conexo y atriodico si, y sélo si, X es una curva cerrada
simple, un arco o un circulo de Varsovia.

2.46 Teorema. Si X es un continuo arco conexo, entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es una curva cerrada simple;
(b) La funcién S es continua;

(c) SB(A) —{A} no es conexo para cada subcontinuo, propio,
no degenerado, A, de X; y

(d) SB(A)NFi(X) tiene exactamente dos elementos para cada
subcontinuo, propio, no degenerado, A, de X.

DEMOSTRACION. (a) implica (b): sean Ay € C*(X) v {A,}nen
una sucesién en C*(X) tal que A, — Ay. Denotemos A,, = a,b,,
para cada n € N U {0}, donde a, — ag y b, — by. De-
mostraremos que lim S(A4,) = S(Ap). Por el Teorema 1.57

y por la Proposicion 1.51 basta mostrar que lim sup S(A,) C
S(Ap) C lim inf S(A,).

Primero demostremos que lim sup S(A,,) C S(Ap). Sea B €
lim sup S(A,,). Luego, por el Teorema 1.52 (b), existen una
sucesion creciente, {ny }ren, en Ny elementos B, € S(A,, ) tales
que B,, — B. Por el Teorema 2.30, SB(A,,) = Fr(C(A,,)).
Se sigue que, SB(A,,) = {Bn, € C(A,,) : By, N{an,, by, } # 0}.
Dado que B,,, C A,,, B, — By A,, — Apsetiene que B C Ay,
vea el Teorema 1.54. Asi B € C(Ay). Por otro lado, existe un
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conjunto infinito, J, en N tal que para cada j € J, a,, € By, o
bn; € B,,. Sin pérdida de generalidad supongamos que a,, € By,
para todo j € J. Como a,, — ag se tiene que ag € B, vedse el
Teorema 1.52 (b). Asi B € Fr(C(Ay)), luego por el Teorema

Ahora, veamos que S(Ap) C lim inf S(A,). Nuevamente,
por el Teorema 2.30 basta probar que SB(Ap) C lim inf S(A,).
Para esto, fijemos un elemento B en SB(A;). Sin pérdida de
generalidad, supongamos que ay € B. Denotemos B = aycy.
Dado que A,, — Ay y ¢y € Ay se tiene, por el Teorema 1.52 (a),
que existe una sucesion {c, }nen tal que ¢, — ¢y y para cada
n €N, ¢, € A,. Notemos que a,¢, — apcy y anc, € SB(A,) =
S(A,). Por lo tanto B € lim inf S(A4,,).

Por lo tanto lim S(A,,) = S(Ay), asi S es continua.

(a) implica (c): para esto, consideremos un elemento A €
C*(X) — F1(X). Denotemos A = ab. Por hipdtesis, X es local-
mente conexo, luego por el Teorema 2.30, SB(A) = Fr(C(A)).
Ademds, sabemos que Fr(C(A)) ={B € C(A):a€ Bobe€ B}
y que este es un arco con puntos extremos {a} y {b}. Se sigue
que A es un elemento del arco SB(A) y A no es un punto ex-
tremo de este arco, en consecuencia se tiene que SB(A) — {A}
no es un conjunto conexo.

(a) implica (d): fijemos un elemento A € C*(X)—Fi(X). De-
notamos A = ab. Por el Teorema 2.30, es claro que {{a},{b}} C
SB(A). Ademds, si B € SB(A) — {{a}, {b}}, entonces {a} C
B # {a} o {b} C B # {b}. Se sigue que B ¢ Fi(X), es decir,
SB(A) N R(X) = {{a}, {b}).

(b) implica (a): por el Corolario 2.35, cada subcontinuo pro-
pio de X es unicoherente. Supongamos que X no contiene curvas
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cerradas simples, pues de lo contrario, si X contiene una curva
cerrada simple, digamos S, como S no es unicoherente se tiene
que X = S. Asi, se tiene la conclusion. Ahora, se sigue que
para cada x,y € X existe un unico arco que une a z con y el
cual denotaremos por zy (de lo contrario podriamos construir
una curva cerrada simple en X).

Afirmacion 1. X es hereditariamente arco conexo.

Para probar esta afirmacion supongamos que existen A €
C*(X) y puntos zg,yo € A tales que xoyo N A = {0, yo}-
Notemos que A — {xo, %} v Toyo — {x0, Yo} son conjuntos se-
parados. Ademads, A U zpyp es un subcontinuo de X el cual
no es unicoherente. Asi X = A U zgyy. Elijamos un punto
P € xoyo — {x0,%}. Dado a € A, gy € ap o yy € ap. Definamos
H={aecA:zp€apty K ={a € A:vyy € ap}. Luego
A=HUK.

Afirmacién 2. Se tiene que los conjuntos H y K son ajenos
y arco conexos.

Para probar esta afirmacién, primero veamos que HNK = ():
supongamos que existe a € A con a € H N K. Se sigue que
xo,Yo € ap. Tomemos « : [0,1] — X una parametrizacién del
arco ap tal que a(0) = a y a(l) = p. Denotemos por s,t los
elementos en [0, 1] tal que a(s) = xg y a(t) = yo. Sin pérdida
de generalidad supongamos que s < t. Luego «([0, s]) U xop es
un arco de a a p diferente del arco ap ya que yo ¢ ([0, s]) U zgp
contradiciendo el hecho de que X es tinicamente arco conexo.

Dado que A es conexo podemos suponer que HNK # (). Dado
be H, bxy— {xo} es un subconjunto conexo de (A — {xo,yo}) U
(xoyo — {To,y0}) lo que implica que bryg C A. Ademads, dado
c € bxg, se tiene que cxy U xgp es el arco de ¢ a p, de donde

107



c € H Asibrg C H (xg € H). Por lo tanto, para cualquier
b € H el arco que une a b con x( se queda contenido en H. Con
lo cual se concluye que H es arco conexo. De manera analoga se
obtiene que K es arco conexo. Asila Afirmacion 2 estd probada.

Por otro lado, elijamos un punto z; € H N K y supongamos
que 190 N H = {z;}. Notemos que x1 # 7o ya que 7; € K y
xo € H. Se sigue que yg € x1p, de donde x1x9 = x1y0 U Yoo,
asi p € z179 — {21, 70}, Ademds, como ziyy N H = {x1} y
zoyo N A = {x0,70}, se tiene que x1279 N H = {x1,20}. En
consecuencia H U x;zy es un subcontinuo de X el cual no es
unicoherente, por lo cual X = HUx . Ahora, vamos a probar
la siguiente afirmacion.

Afirmacién 3. Se tiene que H N K = {x1}.

Para probar esta afirmaciéon supongamos que existe xs €
(HN K) — {x;}. Entonces x5 ¢ z17¢ ya que de lo contrario
Top = Toxo U xop, es decir, xro € H N K lo cual es una con-
tradiccién. Se sigue que zo € int(H), asi {z2} ¢ SB(H).
Dado que X es segundo numerable podemos considerar un sub-
conjunto denso numerable de H, digamos {aj,as,...}. Dado
n € N, sea B,, = xpa; U --- U xpa,. Observemos que B, C H
y zo & B, (2 ¢ H). Seam, € N tal que d(z2,a,,) < %
y am, ¢ B,. Es claro que m, > n ya que a, € B,. Eli-
jamos un punto ¢, € xoan,, — {an,} tal que c,a,, N B, = ()
y d(am,,cn) < % Definimos C,, = B, U xyc,. Notemos que
C,€eC(H)CC(H)y cham, NC, = {c,}. Veamos que C,, — H.
Sea € > 0, basta probar que existe N € N tal que H C N(e,C,)
para todo n > N. Como H es un conjunto compacto, existe

k
{21,...,2x} C H tal que H C UB(ZZE) Luego, para cada
i=1

108



i € {l,...,k} existe n; € N tal que a, € B(z,5). Dado
que para cada i € {1,...,k}, B(z;,5) C B(an,,¢€) se tiene que
k
H C UB(ani,e). Si tomamos N = max{n; : i € {1,...,k}},
i=1
entonces {an,,...,an.} C {a1,...,an} C By C B, C C, para
k

todo n > N. Se sigue que H C UB(ani,s) C N(g,C,) para
i=1

todo n > N. Por lo tanto C,, — H.

Notemos que {c,} € SB(C,) v {c,} — {x2} (para cada
n € N, tomemos «,, : [0,1] — c,a,,, C X una parametrizacion
del arco ¢,a,,, tal que a,(0) = ¢, y definamos 3, : [0, 1] — C(X)
por 3,(t) = a,([0,]) para todo t € [0,1]). Luego, por hipdtesis
S(C,) — S(H). Asi, por el Teorema 1.52 (a), {x3} € S(H) =

SB(H). Esta contradiccién prueba la Afirmacién 3.

Ahora, dado que H es un conjunto arco conexo se tiene que
H es conexo y, por tanto H es conexo. Consideremos un arco
ordenado, a, en C(X) desde {x;} hasta H. Para cada nimero
n € N denotemos ¢, = % y elijamos un punto p, € a(t,) —
(a(tns1) Uxgry). Como p, € HC A, HNK = {x1}, pu # 71
y A= H U K se tiene que p, € H. Luego o € p,p y p € pn1
(pn € H'y ppr1 = ppp U pxy). Notemos que «(t,) N p,z1 no es
conexo ya que a(t,)Np,z1 C (pop—{p})U(pr1—{p}) donde estos
son conjuntos separados, p, € a(t,) N (p,p—{p}) v 1 € a(t,) N
(pr1 —{p}) (pn € H C A, p & Ayaque ANxoyo = {zo, %0} ¥
P € zoyo—{wo,yo}). Porotrolado z1 € a(t,)Np,x1 y tanto a(t,)
como p,x1 son subcontinuos de X, en consecuencia a(t,) U p,z1
es un subcontinuo de X el cual no es unicoherente. Se sigue que
X = a(t,) U pyry. Luego, para cada n € N, p, € (ppr171 —
{pn+1}) ya que X = a(tp1) Upn121 y pn & a(tnr1). Se sigue
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que (pn+1pn - pn) NP1 = (Z) lo que implica que pp1pn C a(tn)'
Asi pupns1 — {x1}. Denotemos S = z1p; U pipo U ---. Dado
que p, € py+121 para cada n € Ny p,p,1 — {x1} se tiene
que S es una curva cerrada simple. Esta contradiccion prueba
la Afirmacion 1.

Afirmacién 4. X es hereditariamente unicoherente.

Para probar esta afirmacion, se tiene que X es un continuo
hereditariamente arco conexo (Afirmacién 1) y no contiene cur-
vas cerradas simples. Supongamos que existen Y,Z € C(X)
tales que Y N Z tiene al menos dos componentes. Sean D y
D5 componentes distintas de Y N Z. Consideremos y € D; y
2z € Dy. Sean L1y Lo arcos de y a z talesque L1 CY y Ly C Z.
Se sigue que LU Ly es un subcontinuo de X el cual contiene una

curva cerrada simple. Esta contradiccion prueba la Afirmacion
4.

Finalmente, se sigue de las afirmaciones 1 y 4 que X es un
dendroide. Luego, por el Lema 2.40, S no es continua. Esta
contradiccién demuestra que X es una curva cerrada simple.

(c) implica (a): primero probemos las siguientes dos afirma-
clones:

Afirmacién 1. El continuo X es atriédico.

Para probar esta afirmacion, supongamos por el contrario,
esto es, supongamos que X contiene un triodo. Luego por el
Lema 2.44 existen C' € C'(X) y arcos 71, 72, ¥y 73 en X tales que
v1—C, 79— C vy 3 — C son conjuntos ajenos de X y v, N C
es un punto extremo, digamos a;, de ~;, para cada i € {1,2,3}.
Por otro lado, para cada ¢ € {1, 2,3} denotemos por b; el punto
extremo de 7; con b; # a;. Sean ¢; € v; — {a;, b;} v B; el subarco
de ~; que une a a; con ¢;.
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Definamos A = CU By U By U Bs. Es claro que A € C(X). A
continuacién probaremos que {{c1}, {c2},{c3}} C SB(A). Para
esto observemos que {¢;} € C(A) para cada i € {1,2,3}. Dado
i € {1,2,3}, consideremos una parametrizacién, «;, del arco
i. Sea {tj(n)}nen una sucesién en [0,1] tal que 0 < a; '(¢;) <
titne1) < tign) ¥ tign) — a;(c;). Notemos lo siguiente:

() ai([tinr1y ;' ()]) C @il[timy, o5 ' ()],

(i) ai([tin), a; ' (i)]) = {eit v,
(i) a([timy, a; '(ci)]) & A.

Luego, por el Teorema 2.10 se tiene que {¢;} € SB(A).

Afirmacién 2. El conjunto SB(A) — {A} es arco conexo en
SB(A).

Para probar esta afirmacién, sea C la arco componente de
{c1} en el espacio SB(A)—{A}. Considerando un arco ordenado
desde {c1} hasta By U By U C se tiene que BiU B, UC € Cy
tomando un arco ordenado desde {cs} hasta B;UByUC se tiene
que {c2} € C. Similarmente {c3} € C.

Sea D € SB(A) — {A}. Si ¢; € D, entonces tomando un
arco ordenado desde {c;} hasta D se tiene que D € C. Ahora,
si 1 ¢ D, entonces existe d; € By — {c1,a1} tal que el subarco
de Bi, o, que une a ¢; con d; cumple que aN D = (). Definamos
Dy = (A—a)U{d;}. Notemos que D; es un subcontinuo propio
de A tal que ¢1,c0 € Dy y D C D;. Luego, por el Teorema 2.6
se tiene que Dy € SB(A). Asi, tomando arcos ordenados, uno
desde {co} hasta D; y otro desde D hasta D; se concluye que
Dy, D € C. En consecuencia, la Afirmacion 2 esta probada.
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Ahora, SB(A) — {A} es un conjunto arco conexo de SB(A)
y, por tanto conexo. Esto contradice la hipdtesis, con lo cual se
muestra la Afirmacién 1.

Finalmente, por la hipétesis y la Afirmacion 1, X es un con-
tinuo arco conexo y atriddico, luego, por el Teorema 2.45 X
es un arco, una curva cerrada simple o un circulo de Varsovia.
Ahora, si X es un arco, entonces X no satisface lo indicado en
(c) (véase Ejemplo 2.13 (1) o (2)). Por otro lado, si X es un
circulo de Varsovia, entonces considerando A = f([0, 1]), donde
f es como en la Definicién 2.41, se tiene por el Lema 2.43 que
SB(A) = {f(la,1]) : a € [0,1]}. Luego, SB(A) — {A} es un
intervalo semi-abierto el cual es un conjunto conexo y asi no
satisface lo indicado en (c). Por lo tanto, X es una curva ce-
rrada simple.

(d) implica (a): notemos que X es atriddico, pues de lo con-
trario, si X contiene un triodo siguiendo las ideas probadas en
(c) implica (a), obtenemos un elemento A € C*(X) tal que
SB(A) N F1(X) tiene al menos tres elementos esto contradice
nuestra hipdtesis en (d). Ahora, como X es un continuo arco
conexo y atriédico, por el Teorema 2.45 se tiene que X es un
arco, una curva cerrada simple o un circulo de Varsovia. Si X es
un arco, entonces X no satisface lo indicado en (d) (véase Ejem-
plo 2.13 (1) o (2)). Ahora, supongamos que X es un circulo de
Varsovia. Consideremos A = f([0,1]) donde f es como en la
Definicién 2.41. Se sigue del Lema 2.43 que SB(A) = {B €
C(A): f(1) € B}. Asi, SB(A)NF1(X) ={f(1)} con lo cual no
se satisface lo indicado en (d).

Por lo tanto X es una curva cerrada simple. ]
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