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Resumen

.Cual es la mejor manera de imprimir una pieza tridimensionalmente, tal que ésta
no pierda su forma original pero con un ahorro considerado de material? Una
buena ayuda para resolver esta situacién se halla en los diagramas de Voronoi,
que son las regiones en que se divide el plano (espacio), una especie de mosaico
con una propiedad muy particular: si en el plano (espacio) se eligen un conjunto
de puntos, el diagrama de Voronoi asigna una regién a cada punto, de tal modo
que todo lo que esta contenido en esa region estd mas cerca de ese punto que de

cualquier otro.

El concepto de diagrama de Voronoi es tan basto como antiguo, por ejemplo
Descartes lo consideraba en 1644 e incluso se utiliz6 para evitar un mayor nimero
de muertes durante el brote de célera en Londres, en 1854. Tan basto dado que
sus aplicaciones pueden darse en Ciencias Sociales, Arquitectura, Cristalografia,

Biologia, Quimica o incluso Astronomia.

En la presente tesis se muestran conceptos de la Teoria de Grafos, debido a que el
diagrama de Voronoi es una construccién derivada de aquélla, asi como también
los algoritmos méas importantes para generar un diagrama de Voronoi y la trian-

gulacién de Delaunay.

Al final se describe un método para, lo que nosotros llamamos, Voronizar algunas
piezas que se imprimen en el Laboratorio de Sistemas Dinamicos Controlables de la
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP, a cargo del Dr. Wuiyebaldo
Fermin Guerrero Sanchez. Para ello, se emple6 el Software Libre MeshLab, el cual
exhibe la superficie del modelo tridimensional a través de mallas, obteniendo muy

buenos resultados.

También se exhibe la importancia que ha sabido ganarse esta teoria, bésica en
problemas de optimizacién y diseno computacional. Recordar que “En el espacio

de Voronoi, quien mucho abarca tiene los amigos muy lejos”.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 (Geometria Computacional

La Geometria Computacional es una rama de las ciencias computacionales que
se encarga del diseno y analisis sistematico de algoritmos y estructuras de datos
necesarios para la solucion eficiente de problemas que implican como entrada y
salida objetos geométricos. Sus origenes nos pueden remontar en siglos (hay quien
dice que el primer algoritmo de Geometria Computacional nace cuando una serie
de pasos correctos no ambiguos y con un final resuelven un problema geométrico,
el precursor: Euclides), pero es sélo a principios de 1970 que Michael Shamos
comienza un estudio sistematizado de problemas, obsesionado con la idea de crear
una nueva disciplina de las ciencias de computacion, a la cual llamé Geometria

Computacional [1].

La investigacién en esta area ha encontrado muchas aplicaciones en la vida real:
roboética, reconocimiento de voz y de patrones, diseno gréfico, sistemas de infor-

macién geografica, etc.

La principal razén que motivo la elaboracion de la presente tesis fue el problema
de optimizar material para impresoras 3D, especificamente modelos de fisioterapia,
como férulas y de ortopedia, como protesis de dedos, munieca o brazo. Es decir,
de qué forma podria disenarse una pieza a imprimir, tal que mantenga el mismo

1



Introduccion 2

perfil o figura. Se hall6 que una manera podria ser voronizando tales piezas, en
otras palabras, generar una modelo 3D del cual s6lo se observan las aristas de
la malla que constituye al objeto, usando como base un diagrama de Voronoi

tridimensional, o teselaciéon de Voronoi, como se vera méas adelante.

El estudio del diagrama de Voronoi, asi como de su dual, la triangulacién de

Delaunay, forma parte de la Geometria Computacional.

1.2 Planteamiento del Problema

Uno de los impedimentos fundamentales para la impresion 3D es la falta de ma-
terial para efectuarla, debido a su alto costo. Cuando se comenz6 a analizar la
posibilidad de imprimir partes del cuerpo humano previamente escaneadas, este
problema debia solucionarse a la brevedad. Después de sugerirse la aplicacin del
diagrama de Voronoi a los modelos 3D, se buscé un procedimiento para modificar

los disenos originales.

En esta tesis se pretende describir un método éptimo y sencillo para modifiacr
modelos 3D, basado en algoritmos de construccion para diagramas de Voronoi,

mediante el uso del Software Libre MeshLab.

1.3 Objetivo

Esta investigacion busca contribuir al mejoramiento de disenos tridimensionales y
asi optimizar el uso de material para la impresion 3D. Esto a través del uso de

CADs que:

1. Permitan un manejo sencillo del modelo a Voronizar.
2. Consideren la aplicacion de los algoritmos maés eficientes.

3. Sean aplicables a cualquier tipo de modelos o disenos.
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1.4 Estructura de la Tesis

En el primer capitulo se puede observar una vision general de la importancia
historica del diagrama de Voronoi y de la triangulaciéon de Delaunay, ambas es-
tructuras estudiadas dentro de la Geometria Computacional. Se hace énfasis en
las aplicaciones que han tenido a lo largo de la historia, principalmente en el area

de la salud y ciencias sociales.

En el segundo capitulo se ofrece un panorama tedrico preliminar, mediante la
introducciéon de los conceptos basicos de la teoria de grafos, necesarios para la

comprension del concepto de diagrama de Voronoi y triangulaciéon de Delaunay.

En el tercer capitulo pueden hallarse los conceptos béasicos de diagrama de Voronoi
y triangulacién de Delaunay, asi como algunas de sus principales propiedades,

algoritmos de construccion y la complejidad durante su implementacion.

En el cuarto capitulo se brinda un marco general de la optimizacion basada en
diagramas de Voronoi utilizando sus centroides como puntos generadores, a la vez

que se muestran algunos algoritmos clasicos.

En el quinto capitulo se muestra un método para la voronizacién de modelos
tridimensionales mediante el uso del Software Libre MeshLab, dicho método es

una serie de pasos sencillos a través de los cuales es redisenado cualquier modelo

3D.

Finalmente, en el capitulo seis se presentan los resultados de aplicar el método en
una pieza escaneada tridimensionalmente en el Laboratorio de Sistemas Dinamicos
Controlables, asi como las conclusiones de la investigacion y adicionalmente una
discusion de los desafios futuros relacionados con la reconstruccion 3D, basada en

diagramas de Voronoi.
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1.5 Estado del Arte

Hay muchas formas de dividir el mundo. Las mas habituales son las reales, o
las que, al menos, asumimos como tales: las que el curso de la historia ha ido
marcando en forma de fronteras. Son asumidas por el conjunto de personas, paises
y organizaciones que habitamos el planeta; hasta que un conflicto pone a esas
fronteras en disputa, tal es el caso reciente de Ucrania y Rusia y sus intereses

cruzados en Crimea o en el este del pais, en febrero-marzo de 2014.

Pero hay formas mucho mas perfectas de dividir el mundo, formas matematicas.
Una de ellas ha sido explorada por el especialista en visualizacion de datos Jason
Davies, radicado en Londres. El ha aplicado la matemaética al reparto politico del
territorio, mediante diagramas de Voronoi. Asi, divide el planeta en regiones que
orbitan sobre el punto en el que estd la capital o ciudad mas cercana (ver Figura

1.1) [2].

Entonces, segiin el mapa de Davies, Campeche, Yucatdan y Quintana Roo quedarian
bajo la influencia de Belice, Chiapas de Guatemala y varios estados de la Unién

Americana volverian a formar parte del territorio mexicano.

Los Diagramas de Voronoi se utilizan en todos aquellos estudios en los que hay
que determinar areas de influencia, como por ejemplo, en la cobertura hospitalaria,
cercania de estaciones de bomberos o del metro, centros comerciales, control del
trafico aéreo o telefonia mévil. Aunque el campo de aplicacion es mas basto de lo

que puede imaginarse, por ejemplo, en palabras de José Ramén Gomez:

Las aplicaciones en el area de astronomia, mediante la particion
basada en el andlisis de métodos del modelo de puntos para la inves-
tigacion de la estructura espacial de varias poblaciones estelares, o en
el area médica podemos hallar la reconstruccion tridimensional com-
putarizada y analisis cuantitativo de neuronas y de haces dendriticos

en la corteza cerebral [3].
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Jason Davies — Maps — Spherieal Voronoi Diagrams

World Capitals Voronoi

FicuraA 1.1: El mundo dividido en dreas de Voronoi, en funcién de las capitales.

1.5.1 Historia

Los diagramas de Voronoi son estructuras geométricas que aparecen con frecuen-
cia en la naturaleza, por esta razon se han redescubierto varias veces a lo largo de
la historia: reciben el nombre del matemético ruso Georgy Voronoi, también son

conocidos como Poligonos de Thiessen (por el meteordlogo estadounidense Alfred
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Thiessen), Teselacion' de Dirichlet (en honor al mateméatico aleman Peter Gustav
Lejeune Dirchlet), Celdas de Wigner-Seitz (por el fisico matematico hungaro Eu-
gene Wigner y el fisico estadounidense Frederick Seitz) o Zonas de Brillouin (por

el fisico francés Leén Nicolas Brillouin).

Cronologia

e 1664: Descartes afirma que el sistema solar se compone de wvortices. Sus
ilustraciones muestran una descomposicién del espacio en regiones convexas,
cada una compuesta de la materia que gira alrededor de una de las estrellas

fijas (ver Figura 1.2) [4].

e 1850: Dirichlet formaliza el estudio de formas cuadraticas definidas positivas

(forma especial de un Diagrama de Voronoi) en R? y R3 [5].

e 1854: Andlisis de John Snow (padre de la epidemiologia moderna) del brote
de célera que azotd Londres ese ano, mediante el uso del método geografico

(ver Figura 1.3 ) [6].

e 1908: Voronoi formaliza el estudio de formas cuadraticas definidas positivas

en R™.

e 1909: Boldyrev (Anatoly Kapitonovich) estima las reservas de minerales
en un depdsito usando la informacion obtenida de taladros, las regiones de

Voronoi son denominadas dreas de poligonos de influencia.

e 1911: Thiessen calcula y analiza datos meteorolégicos en las estaciones plu-

viométricas.
e 1927: Paul Niggli desarrolla la teoria en Cristalografia [7].

e 1929: Boris Deloné (Delaunay) es el primero en acunar el término Dominio

de Dirichlet y Region de Voronoi.

'El término teselado hace referencia a una regularidad o patrén de figuras que recubren o
pavimentan completamente una superficie plana que cumple con dos requisitos: que no queden
huecos y que no se superpongan las figuras.
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FiGurA 1.2: El concepto de Universo por Descartes.

e 1929: Whitney acuna el término Poligono de Thiessen.

e 1933: Wigner y Seitz describen las regiones de Voronoi para los puntos

dispuestos en una reticula en el espacio tridimensional [§].
e 1949: Bogue, estudios de mercado.
e 1958: Frank y Kasper, estructuras del atomo [9].

e 1965: Brown estima la intensidad de poblacion de los arboles en un bosque,
definiendo una regién de Voronoi para un arbol individual, llamandola el

drea potencialmente disponible (APA) de un arbol [10].

e 1985: Hoofd et al. Definio las regiones de Voronoi con respecto a los centros

de los capilares en secciones de tejido [11].
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FigurA 1.3: Analisis del brote de célera en Londres por John Snow, 1854.

e 1987: Icke y van de Weygaert, particion del espacio por medio de un proceso

de mosaico de Voronoi [12].

1.5.2 Aplicaciones Historicas

A pesar de que gran parte del desarrollo y muchas de las aplicaciones iniciales
ocurrieron en el campo de las Ciencias Naturales, segin Okabe et al. [8], la primera
aplicacion conocida del concepto de Diagrama de Voronoi aparece en un mapa
incluido en el Reporte sobre el brote de Célera de St. James, Westminster, durante
el otono de 1854. Este mapa muestra una linea discontinua, descrita como Frontera
con igual distancia entre la Bomba de la Calle Broad y otras Bombas, la cual
encierra un area alrededor de la Bomba de la Calle Broad (ver Figura 1.3). Aunque
no hay alguna atribucién asociada a este mapa, es mas probable que esta obra de
John Snow, donde se muestra la distribuciéon de muertes alrededor de la Bomba
de la Calle Broad en 1854, se haya convertido en el mapa mds famoso de alguna
enfermedad del siglo XIX que se reproduce en gran variedad de textos, tanto en
epidemiologia como en cartografia. Hay que notar que la distancia en el mapa

no es medida en términos de Distancia Euclidiana, sino en términos de distancia
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a lo largo de la red de calles de Westminster, logrando una red de Diagrama de

drea-Voronoi, este concepto apareceria ciento cincuenta anos después [13].

Otra aplicacién aparece en el area de Ciencias Sociales, en el trabajo del ger-
manista Carl Hagg, que utilizé los Diagramas de Voronoi como un medio para
visualizar la variacién dialectal y asi mismo la identificacién de Isoglosas (barreras
lingiifsticas). En su estudio de dialectos al sureste de Alemania (1898) él defini6
el equivalente a un Diagrama de Voronoi de un conjunto de localidades en las
que se habian recogido datos de su dialecto. Posteriormente pinté los bordes de
Voronoi compartidos por dos localidades si diferian en términos de caracteristicas
de dialecto, asi, bordes muy remarcados indicaban la presencia de Isoglosas (ver

Figura 1.4) [14].

Ademas de estos trabajos, solo se han venido desarrollando otras aplicaciones en
las Ciencias Sociales durante los tltimos cincuenta anos, uno de los primero fue
el desarrollado por Donald Bogue en 1949, quien usé los poligonos de Voronoi
definidos alrededor de centros metropolitanos en Estados Unidos (representados
como puntos en el mapa) como sustitutos de sus areas de mercado (ver Figura 1.5)
[15]. Apoyado por otros estudios, como los de Snyder (1962) y Dacey (1965) ésta
ha seguido siendo la principal area de aplicacién con el trabajo que se extiende
hasta niveles de tiendas minoristas. Aunque también gedgrafos, antropélogos y ar-
quedlogos han usado el concepto para modelar otros tipos de sistemas territoriales
humanos. Otros antecedentes relacionados se encuentran en la economia espacial,
con la Ley de las Areas de Mercado, la cual considera la forma de la frontera en-
tre las areas de mercado de dos centros que compiten en diversas condiciones de
precios de mercado y costos de transporte. Argumentos similares pueden hallarse

definiendo varios tipos de Diagramas de Voronoi Ponderados (balanceados) [16].

Las aplicaciones empiricas permanecieron limitadas debido a la falta de un medio
sencillo y eficaz de construccion de Diagramas de Voronoi, dependiendo de métodos
que implicaban el uso de regla y compas, asi como lleno de ambigiiedades. Aunque
se trataron de mostrar métodos alternativos para su creacién, tal es el caso de

Richard Kopec (1963), quien propuso un método alternativo para la construccién
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FIGURA 1.4: Geografia de los dialectos de Suabia.

de poligonos de Thiessen [17]. Esto provocé la bisqueda de soluciones desde el area
en desarrollo de la informética y en los 70’s ya se habian desarrollado una serie de
algoritmos para construir Diagramas de Voronoi en dos y tres dimensiones, que a
su vez motivé otros desarrollos en Ciencias de la Computacién que contribuyeron
al campo de la naciente Geometria Computacional. Este esfuerzo se ve unificado
por la obra pionera de Michael Shamos y Dan Hoey (1975) Closest-point Problems
(Problemas de punto mds cercano), donde no sélo presentan un algoritmo para
la construccién del Diagrama de Voronoi, sino que también muestran la forma
en la que éste se podria utilizar para resolver lo que entonces eran una serie de
problemas relativos a un conjunto finito de puntos distintos en el espacio euclideo,
como hallar el arbol de expansién minimo, identificar el vecino més cercano de cada
punto y encontrar el circulo méas grande que contiene a los puntos de un conjunto,
cuyo centro esta en el interior de la envolvente convexa de ese conjunto de puntos
(ver Figura 1.6). También propusieron formas de generalizar los Diagramas de
Voronoi, considerando las regiones de Voronoi asociadas con subconjuntos de &
puntos de todo el conjunto de puntos en lugar de puntos individuales [18]. Como
consecuencia de ésta y otras iniciativas de aquella época, el concepto basico se ha

extendido en los ultimos afios en una gran variedad de formas.

Su concepto dual, la Teselacion de Delaunay también tiene una historia marcada
por redescubrimientos, aunque no tan frecuentes como el caso de los Diagramas

de Voronoi. La idea se originé con Voronoi en 1908, que la define por medio de
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FicUura 1.5: Estudio de areas de mercado por Bogue. Copyright: Universidad
de Florida.

relaciones entre vecinos, refiriéndose a la estructura resultante como lensamble de
simplexes. Sin embargo, fue Deloné quien definié la Teselacién (mosaico) usando
el método de la esfera vacia [19]. Una de las propiedades de la Teselacién de
Delaunay en dos dimensiones es que los triangulos individuales son tan equilateros

como sea posible.



Introduccion

12

FiGuraA 1.6:
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Figure 18. A farthest-point Voronei diagraw.

Circulo mas grande que contiene a los puntos de un conjunto,
Shamos y Hoey.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Conceptos basicos de la teoria de grafos

La teoria de grafos es una disciplina antigua con muchas aplicaciones modernas.
Las ideas béasicas fueron introducidas por el matematico suizo Leonhard Euler en
el siglo XVIII. Euler utilizé los grafos para resolver el famoso problema de los

puentes de Kdnigsberg [20].

Los grafos son estructuras discretas que constan de vértices y de aristas que

conectan entre si a los vértices.

Definicion 2.1 (Grafo). Un grafo G es un par G = (V, E), donde V es un
conjunto finito (vértices, nodos) y E es un multiconjunto de pares no ordenados

de vértices, denotados por {z,y}, que se denominan aristas (lados).

Definicion 2.2 (Subgrafo). SeaG = (V, E) un grafo, si H = (W, F') es un grafo
tal que W C V y F' C E decimos que H es un subgrafo de G.

En este caso decimos que z y y son extremos de {x,y}. Denotamos V(G) por
el conjunto de vértices del grafo G y por E(G) el conjunto de lados del grafo G.
Ademsds v(G) y €(G) denotan el numero de vértices y el nimero de aristas de G
respectivamente. Puesto que E' es un multiconjunto es posible que existan pares

repetidos y se dice que G tiene lados multiples. También es posible que algiun par

13
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no ordenado de E tenga el mismo vértice repetido, en este caso decimos que el
lado es un bucle (loop). Cuando existen lados multiples y/o lazos decimos que G
es un multigrafo. Si no hay lados multiples ni lazos decimos que es un grafo simple.
Un digrafo G es un par G = (V, E) donde V es un conjunto de vértices y E es
un multiconjunto de pares ordenados. Los lados se denotan por pares ordenados,
(u,v) denota el lado dirigido que tiene como vértice inicial a u y como vértice

terminal a v.

A continuacién se presentan unas definiciones, extraidas del libro Matemdticas
discretas y sus aplicaciones, de Rosen [21].

Definicion 2.3 (Grafo Simple). Un grafo simple G = (V, E) consta de V, un
conjunto no vacio de wvértices, y de E, un conjunto de pares no ordenados de

elementos distintos de V', a esos pares se les llama aristas o lados (Figura 2.1).

En algunos casos lo grafos simples no bastan para modelar ciertas situaciones en
las cuales se requiere de la existencia de multiples aristas entre par de vértices.
En este caso no es suficiente definir las aristas como par de vértices; en su lugar
se utilizan los multigrafos, que constan de vértices y de aristas no dirigidas entre

ellos, pero admiten la existencia de aristas miultiples entre pares de vértices.

Definicion 2.4 (Multigrafo). Un multigrafo G(V, E) consta de un conjunto V' de
vértices, un conjunto E de aristas y una funcién f de E en {{u,v}|u,v € V,u # v}.
Se dice que las aristas el, e2 son aristas maltiples o paralelas si f(el) = f(e2)

(Figura 2.2).

Los multigrafos definidos no admiten bucles o lazos (aristas que conectan un vértice
consigo mismo). Usamos en este caso, pseudografos que son mas generales que los

multigrafos.

Figura 2.1: Grafo simple.
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Ficura 2.2: Multigrafo.

Definicion 2.5 (Pseudografo). Un pseudografo G = (V, E) consta de un con-
junto V' de vértices, un conjunto F de aristas y una funcién f de E en {{u, v}|u,v €
V,u # v}. Se dice que una arista e es un bucle o lazo si f(e) = {u,u} = {u} para

algin u € V (Figura 2.3).

La diferencia entre grafo y digrafo es que el tltimo tiene los lados dirigidos y se
entiende como un grafo dirigido.

Definicion 2.6 (Digrafo). Un grafo dirigido o digrafo G = (V, E) consta de un
conjunto V' de vértices y un conjunto E de aristas que son pares ordenados de

elementos de V' (Figura 2.4).

Cuando no se consideran las direcciones de las aristas en G, el grafo que se obtiene

se llama grafo subyacente de G.

Finalmente, pueden existir multigrafos que pueden tener aristas dirigidas multiples
desde un vértice a un segundo vértice (que, ocasionalmente, puede coincidir con
el primero).

Definicion 2.7 (Multigrafo dirigido). Un multigrafo dirigido G(V, E) consta
de un conjunto V' de vértices, un conjunto E de aristas y una funcién f de E en
{{u,v}u,v € V,u # v}. Se dice que las aristas el, e2 son aristas miltiples o

paralelas si f(el) = f(e2) (ver Figura 2.5).

Fiaura 2.3: Pseudografo.
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F1auraA 2.4: Grafo dirigido (digrafo).

Se resume la terminologia que se emplea para los diferentes tipos de grafos en la

Tabla 2.1.

2.2 Adyacencia de vértices, incidencia de aristas

y grado de vértices

Veamos en primer lugar la terminologia que describe los vértices y las aristas de

los grafos no dirigidos.

Definicion 2.8. Dos vértices u, v de un grafo no dirigido G = (V, E) son adya-
centes (vecinos) en G si {u,v} es una arista de G. Si e = {u,v}, se dice que la
arista e es incidente con los vértices u y v (la arista e conecta u y v). Los vértices

u 'y v son extremos de la arista e.

Para saber cuantas aristas son incidentes con un vértice, se introduce la siguiente

definicién.

Definicion 2.9. El grado de un vértice de un grafo no dirigido es el nimero de
aristas incidentes con él (exceptuando los bucles). El grado de un vértice u se

denota o(u).

FiGuraA 2.5: Multigrafo dirigido.
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Tipos Aristas ¢Admite aristas maltiples?  ;Admiten bucles?
Grafo simple  No dirigidas No No
Multigrafo ~ No dirigidas Si No
Pseudografo  No dirigidas Si Si
Grafo dirigido  Dirigidas No Si
Multigrafo Dirigidas Si Si

TABLA 2.1: Terminologia en teoria de grafos.

Los vértices de grado uno son vértices aislados, puede verse que un vértice aislado
no es adyacente a ningun otro vértice. Se dice que un vértice es colgante (hoja) si

y sélo si tiene grado uno, entonces una hoja es adyacente a un solo vértice distinto

de ella.

Cuando se suman los grados de todos los vértices de un grafo G cada arista con-
tribuye con dos unidades a la suma, ya que cada una de ellas es incidente con dos

vértices.

Teorema 2.1 (Teorema del apretén de manos). Sea G = (V, E) un grafo no

dirigido con e aristas. Entonces,

2e =Y o(V) (2.1)

veV

Es decir, la suma de los grados de los vértices es el doble que el nimero de aristas
(notar que esto es cierto incluso cuando existen aristas multiples y bucles en el
grafo). También se sigue que la suma de los grados de los vértices de un grafo no

dirigido es un ntimero par.

Teorema 2.2. Todo grafo no dirigido tiene un ntimero par de vértices de grado

impar.

La terminologia para grafos dirigidos evidencia que a las aristas de un grafo dirigido
se les asigna una direccién o sentido.
Definicion 2.10. Si {u,v} es una arista del grafo dirigido G = (V, E); se dice

que u, conocido como wvértice inicial es adyacente a v, vértice final o terminal, o
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también que v es adyacente desde u. En un bucle el vértice inicial siempre coincide

con el final.

Como las aristas de un grafo dirigido son pares ordenados, se puede mejorar la
definicién de grado de un vértice, con el fin de reflejar el nimero de aristas que

tienen a ese vértice como inicial o final.

Definicion 2.11. En un grafo dirigido, el grado de entrada de un vértice v, de-
notado por o~ (v), es el nimero de aristas que tienen a v como vértice final. El
grado de salida de un vértice v, denotado por o*(v), es el nimero de aristas que
tienen a v como vértice inicial. Un bucle contribuye en una unidad tanto al grado

de entrada como al grado de salida del vértice correspondiente.

Teorema 2.3. Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Entonces,

d o)+ ) ot (v) =|E| (2.2)

veV veV

Los teoremas anteriores han sido demostrados por Rosen en [21].

2.3 Representaciones de los grafos

Sea G = (V, E) un grafo con v(G) vértices y ¢(G) aristas, entonces, le corresponde
una matriz v X € denominada matriz de incidencia de GG. Denotamos los vértices
de G por vy,...,v, y las aristas por ey,...,e.. Entonces la matriz de incidencia
de G es la matriz M(G) = [m;;] (ver Figura 2.6), donde m;; es el nimero de veces

que la arista e; incide en el vértice v;, dada por

1 sie; es incidente con v;
0 en caso contrario.

Otra matriz asociada a G es la matriz de adyacencia, la cual es una matriz v x v
A(G) = |a] (ver Figura 2.6), donde a;; es el nimero de aristas que van de v;

hasta v;, dada por
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€1 e ez e4 €5 eg e

vl U2 V3 U4

=-I

vw] 1 1 0 0 1 0 1 vi| o 11
w| 1 1 1 0 0 0 0 vl 2 0 1 0
v3l 000 1 1 0 0 1 val 1 1 0 1
val 00 0 1 1 2 0 val 1 0 1 1
M(G) A(G)

FicUurA 2.6: Matriz de incidencia y de adyacencia de G.

1 si{v;,v;} es arista de G

0 en caso contrario.

La matriz de adyacencia de un grafo depende del orden elegido para los vértices.
Por lo tanto hay v! para un grafo de v vértices, puesto que hay v! ordenaciones

distintas de los v vértices.

2.4 Isomorfismo de grafos

A menudo se requiere conocer si es posible representar dos grafos de la misma
forma. Por ejemplo, en Quimica, se utilizan los grafos para representar com-
puestos. Diferentes compuestos pueden tener la misma férmula molecular, pero

distinta estructura.

Definicion 2.12 (Isomorfismo de grafos). Los grafos simples G; = (V1, E) y
Go = (Vi, E) son isomorfos si existe una funcién biyectiva f de V; en V5 con la
propiedad de que, para cada par de vértices u,v € Vi, u y v son adyacentes en
Gy siy sélosi f(u) y f(v) son adyacentes en Go. Se dice que la funcién f es un

isomorfismo (Figura 2.7).

Es decir, cuando dos grafos simples son isomorfos, hay una relacion biyectiva entre

los vértices de los grafos que preserva la relacin de adyacencia.

Con frecuencia es dificil determinar si dos grafos simples son isomorfos, puesto

que existen v! posibles biyecciones entre los conjuntos de vértices de dos grafos
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V1 V2

G H

FiGurA 2.7: Grafos simples isomorfos.

simples de v vértices. No obstante, se puede demostrar que dos grafos no son
isomorfos si no comparten alguna propiedad que dos grafos isomorfos deberian
tener en comun. A tales propiedades se les llama invariantes bajo isomorfismo de
grafos simples, por ejemplo, dos grafos isomorfos deberian tener el mismo ntimero
de vértices (puesto que hay una biyeccién entre los conjuntos de vértices de los
grafos), asi mismo dos grafos isomorfos deberfan tener el mismo ntimero de aristas
(ya que la biyeccién entre los vértices establece una biyeccién entre las aristas).

Ademas, los grados de los vértices de dos grafos simples isomorfos deben coincidir.

Los mejores algoritmos conocidos para determinar si dos grafos son o no isomorfos
tienen complejidad exponencial, aunque se conocen algoritmos de complejidad
polinémica en el caso promedio que resuelven el problema. El mejor algoritmo en
la practica, conocido como NAUTY, puede usarse para determinar, en menos de

un segundo, si dos grafos con menos de cien vértices son isomorfos [22].

2.5 Caminos y ciclos

Hay muchos problemas que se pueden representar por medio de caminos que se
forman al ir recorriendo las aristas de un grafo. Por ejemplo, el problema de
determinar si se puede enviar un mensaje entre dos ordenadores usando enlaces
intermedios puede estudiarse utilizando un modelo de grafos. En algunos textos,

por ejemplo Brualdi [23], se distingue entre cadenas (chains) y caminos (paths),
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usando el primer término para grafos y el segundo para digrafos. Aqui usaremos

el concepto de camino.

Definicion 2.13. Sea n un entero no negativo y sea G' un grafo no dirigido. Un
camino de longitud n de u a v en GG es una secuencia de n aristas eq,...,e, de G
tal que f(e1) = {vo,v1},..., f(en) = {Vn_1,vs}, donde vy = u y v, = v. Si el grafo
es simple, se denota este camino por su secuencia de vértices vy, ..., v,. El camino
es un circuito si comienza y termina en el mismo vértice, es decir, si u = v y tiene
longitud mayor que cero. Se dice que el camino o circuito pasa por los vértices
v1,...,Un_1, 0 también, que recorre las aristas eq,...,e,. Un camino o circuito es

simple si no contiene la misma arista mas de una vez.

Definicion 2.14. Un camino de v a v en el grafo dirigido G es una sucesion de
aristas {vg,v1},...,{vn_1,v,} de G, con n entero no negativo, vp = v y v, = v.
Este camino se denota como vg,...,v, y tiene longitud n. El camino vacio, sin
alguna arista, se considera como un camino de u a u. Un camino de longitud

n > 1, que comienza y termina en el mismo vértice, se llama circuito.

Definicion 2.15. Sea n un entero no negativo y sea G un multigrafo dirigido. Un
camino de longitud n de u a v en G es una secuencia de n aristas eq,...,e, de G
tal que f(e1) = {vo, 1}, ..., f(en) = {vn_1,v,}, donde vg = v y v, = v. Si no hay
aristas multiples en el grafo dirigido, denotamos este camino por su secuencia de
vértices vy, . .., v,. Un camino de longitud mayor que cero que comienza y termina
en el mismo vértice es un circuito. Se dice que un camino o circuito es simple si

no contiene la misma arista mas de una vez.

En las tres definiciones notamos que el vértice final de una arista de un camino es

el vértice inicial de la siguiente arista del camino.

Definicion 2.16 (Longitud). La longitud de un camino es el nimero de lados

que hay en él.

Definicion 2.17 (Distancia). La distancia, conocida como geodésica, entre dos
vértices distintos, es igual a la longitud de la cadena méds corta entre ellos; si no
hay camino entre ellos la distancia no esta definida y la distancia es cero si los

vértices son iguales.
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Definicion 2.18 (Didmetro). El didmetro de un grafo es el méximo de las dis-
tancias entre cualquier par de vértices. Un camino a = (v, ..., v,) es cerrado si

Vo = Up.

En el grafo simple que se muestra en la Figura 2.8, a, d, ¢, f, e es un camino simple
de longitud 4, ya que {a, d}, {d, c},{c, f} vy {f, e} son aristas. Sin embargo, d, e, c,a
no lo es, ya que {e,c} no es una arista. Notar que b,c, f,e,b es un circuito de
longitud 4, ya que {b,c},{c, f},{f,e} y {e,b} son aristas, ademds este camino
comienza y termina en b. El camino a,b, e, d,a,b, que tiene longitud 5, no es

simple, ya que contiene dos veces la arista {a, b}.

2.6 Conexidad

Un grafo G es conexo si existe un camino entre cualquier par de vértices. Veremos

primero la conexidad en grafos no dirigidos.

Definicion 2.19. Un grafo no dirigido G es conezo si hay un camino entre cada

par de vértices distintos de G.

El grafo G de la Figura 2.9 es conexo, ya que para cada para de vértices distintos
hay un camino entre ellos. Sin embargo, el grafo G2 no lo es, por ejemplo, no hay

algiin camino entre a y d.

FicUura 2.8: Caminos en un grafo simple.
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F1aura 2.9: El grafo (G1 es conexo y el grafo G2 no lo es.

Un grafo que no es conexo es la uniéon de dos o mas subgrafos conexos que dos a
dos no tienen ningun vértice comin. A estos subgrafos conexos disjuntos se les

llama componentes conexas del grafo (ver Figura 2.10)

Hay dos ideas de conexion en grafos dirigidos, depende si se considera o no la

direccion de las aristas.

Definicion 2.20. Se dice que un grafo dirigido G es fuertemente conexo si hay

un camino de v a v y un camino de v a u para cualesquiera dos vértices u, v de G.

Para que un grafo dirigido sea fuertemente conexo tiene que haber una secuencia
de aristas dirigidas desde cualquier vértice del grafo a cualquier otro vértice. Un
grafo dirigido puede no ser fuertemente conexo, pero estar formado de una sola

pieza.

Definicion 2.21. Se dice que un grafo dirigido G es débilmente conezo si hay un

camino entre cada dos vértices del grafo dirigido subyacente a G.

Es decir, un grafo no dirigido es débilmente conexo si y sélo si hay siempre un
camino entre dos vértices cuando se ignoran las direcciones de las aristas. Notar

que cualquier grafo dirigido fuertemente conexo también es débilmente conexo.

El grafo dirigido G de la Figura 2.11 es fuertemente conexo porque hay un camino
entre cualesquiera dos vértices (por lo que es débilmente conexo). Mientras, el

grafo dirigido H no es fuertemente conexo, ya que no hay algin camino de a a
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Ficura 2.10: El grafo H y sus componentes conexas Hy, Ho y Hs.

b; no obstante es débilmente conexo, puesto que hay un camino entre cada dos

vértices en el grafo dirigido subyacente a H.

A aquellos subgrafos de un grafo dirigido G que son fuertemente conexos, pero
que no estan contenidos en algin subgrafo fuertemente conexo mayor, se les llama

componentes fuertemente conexas o componentes fuertes de G.

2.7 Grafos planos

Decimos que un grafo G es plano si se puede dibujar en el plano sin que los lados

se crucen fuera de sus extremos.

Definicion 2.22 (Grafo plano). Se dice que un grafo G es plano (o planar)
si puede dibujarse en el plano de manera que ningin par de sus aristas se corte
(por corte de aristas entendemos la interseccion de las lineas que representan a las
aristas en un punto distinto de sus extremos). Al dibujo final se le conoce como

representacion plana del grafo.

FiGurA 2.11: El grafo G es fuertemente conexo, el grafo H es débilmente
conexo.
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En la Figura 2.12, el grafo H es plano, dado que se puede hallar una representacién

sin cortes en sus aristas.

Un grafo puede ser plano aunque regularmente se dibuje con cortes de aristas, ya

que se puede dibujar de manera diferente sin algin corte.

2.8 Formula de Euler

Una representacion plana de un grafo divide el plano en regiones, incluyendo una
region no acotada. Por ejemplo, la representacion plana del grafo G' que se muestra
en la Figura 2.13 divide el plano en seis regiones, que estan etiquetadas. Euler
demostro [24] que todas las representaciones planas de un mismo grafo dividen al
plano en igual niimero de regiones. Para lo cual hall6 una relacién entre el niimero
de regiones, el nimero de vértices y el numero de aristas de un grafo plano. A

continuacion se presenta este resultado.

Teorema 2.4 (Férmula de Euler). Sea G un grafo simple conexo con e aristas
y v vértices. Sea r el nimero de regiones de una representacién plana de G.
Entonces,

r=e—v+2 (2.5)

Por ejemplo, supongamos que un grafo simple conexo tiene 20 vértices, cada uno
de los cuales tiene grado 3. Veamos en cuantas regiones divide al plano una

representacion plana de ese grafo.

(a) (b)

FIGURA 2.12: (a) El Grafo H, con dos cortes de aristas. (b) El grafo H, sin
cortes de aristas.
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FiGurA 2.13: Regiones de la representacién plana del grafo G.

El grafo tiene 20 vértices, cada uno de grado 3, es decir, v = 20. Como la suma
de los grados de los vértices, 3v = 3 - 20 = 60, es igual al doble 2e del nimero
de aristas, se tiene que 2e = 60, o que e = 30. Por tanto, el nimero de regiones,

segin la formula de Fuler, esr =e—v+2=30—-20+2 = 12.

Colorario 2.1. Sea GG un grafo simple y conexo con e aristas y v > 3 vértices.

Entonces,

e<3v—06 (2.6)
Colorario 2.2. Sea G un grafo simple y conexo. Entonces G tiene un vértice de
grado menor o igual que cinco.

Colorario 2.3. Sea G un grafo simple y conexo con e aristas y v > 3 vértices y

que no tiene circuitos de longitud 3. Entonces,

e<2v—4 (2.7)

Los corolarios han sido demostrados en [25].

A continuaciéon demostraremos, usando el Corolario 2.1 y el Corolario 2.3, dos
resultados que seran de utilidad mas adelante. El grafo K5 mostrado en la Figura

2.14(a) no es plano, asi como el grafo K33 presentado en la Figura 2.14(b).

Primero, para comprobar que K5 no es plano, notemos que tiene 5 vértices y 10
aristas. La desigualdad 2.6 no se cumple para K5 yaquee =10y 3v—6 = 15—6 =

9. Por lo tanto, K5 no es plano.
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FIGURA 2.14: (a) Grafo K5. (b) Grafo K3 3.

Segundo, para comprobar que K33 no es plano, notar que es conexo y no contiene
circuitos de longitud 3 (puesto que es bipartito), entonces se puede utilizar el
Corolario 2.3. El grafo K33 tiene 6 vértices y 9 aristas. Como e =9y 2v —4 =

12 — 4 = 8, no cumple la desigualdad 2.7, por lo que K33 no es plano.

2.9 Teorema de Kuratowski

Determinar cuando un grafo es plano no siempre es tan inmediato porque, por
ejemplo, puede contener muchos vértices y aristas. Lo que asegura el teorema de
Kuratowski, establecido por el matematico polaco Kazimierz Kuratowski en 1930
[26], es que los grafos planos son aquellos que no contienen ni al grafo Kj3 ni
al grafo K5 (ver Figura 2.14), los cuales no son planos. Es decir, caracteriza los

grafos utilizando el concepto de homeomorfismo de grafos.

Si un grafo es plano, también lo sera cualquier grafo que se obtenga de €l eliminando
una arista {u,v} y anadiendo un vértice w junto con las aristas {u,w} y {w,v}.
Se dice que esta operacion es una subdivision elemental. También que los grafos
G1 = (Vi, Ey) y Gy = (Vs, Es) son homeomorfos si se pueden obtener a partir de

un mismo grafo por medio de una secuencia de subdivisiones elementales.

Teorema 2.5 (Teorema de Kuratowski). Un grafo es plano si y sélo si no

contiene ningin subgrafo homeomorfo a K5 o a K3 33.

West realiza una prueba a este teorema en [26].
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2.10 Grafos duales

Hasta ahora se sabe que todo grafo plano G divide al plano en regiones acotadas
y una que no lo es. Las clausuras de las regiones acotadas se llaman caras de G.
La Figura 2.15 muestra un grafo plano G con 6 caras fi,..., fs.

Definicion 2.23 (Grado de una cara). El grado de una cara f es el nimero de

aristas que hay en el borde (en las que la cara incide) de f, denotada como o(f).

Si una arista aparece dos veces en el borde (se pasa dos veces por encima de
la arista cuando se dibuja el borde), contribuye al grado con dos unidades. Por

ejemplo, en la Figura 2.15 o(f5) = 6.

Dado un grafo plano G, se puede construir otro grafo llamado dual de G de la

siguiente manera.

Definicion 2.24. Dado un grafo plano G, se puede generar otro grafo G* como
sigue: sea un vértice f* de G* correspondiendo a cada cara f de G y sea e* una
arista de G* correspondiendo a cada arista ¢ de G; dos vértices f* y ¢* estan
unidos por la arista e* en G* si y s6lo si sus correspondientes caras f y g estan

separadas por la arista e en GG. Se dice que G* es el grafo dual de G (Figura 2.16).

Se debe observar que dos grafos planos isomorfos pueden tener duales no isomorfos,
la nocién de dualidad sélo tiene significado para grafos planos. A partir de la

Definicién 2.24 se siguen, de manera trivial, las siguientes propiedades:
Propiedad 2.1. El conjunto de vértices de G* es el conjunto de caras de G.

Propiedad 2.2. El conjunto de aristas de G* coincide con el conjunto de aristas

de G.

h

G

FigurA 2.15: Ejemplo de caras de un grafo G.
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FIGURA 2.16: Grafo G y su dual G*.
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Capitulo 3

Diagramas de Voronoi

3.1 Conceptos Basicos

En esta seccién denotaremos como P al conjunto de n > 2 puntos py, ..., p, en el
plano Euclidiano, etiquetados mediante las coordenadas (x11, Z12), . . ., (Tp1, Tn2) O
vectores de posicion zq,...,x,. Los n puntos son distintos en el sentido de que
x; #xjparat # j,i,j € I, =1,...,n.

Definicion 3.1 (Distancia euclidiana). Sea p un punto arbitrario en el plano
Euclidiano con coordenadas (x1,23) o un vector de posicién z. Entonces, la dis-

tancia Euclidiana entre p y p; esta dada por

d(p,pi) = |z — @] = V(21 — 201)? + (32 — 312)? (3.1)

Si p; es el punto mas cercano a p o uno de los mas cercanos, se tiene la relacion
|z —z;|| < ||z — ;|| para i # j,i,j € I,. En este caso, se dice que p estd asignado

a ;.

Nota: Se considerara a partir de ahora que se trabaja en el espacio Euclidiano

con la métrica Euclidiana.

Definicion 3.2 (Diagrama de Voronoi ordinario planar). Sea el conjunto

P={p,...,pn} CR? con2 <n<ooyuw #ux; parai # j,i,j € I,. Llamamos
30
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la region dada por
Vip:) = A{zlllz — will < [lo—=5ll,0 # 4,45 € In} (3.2)

como el Poligono de Voronoi Ordinario Planar asociado a p; (o el Poligono de

Voronoi de p;) y al conjunto dado por

V= {V(pl)> R V(pn)} (3'3)

el Diagrama de Voronoi Ordinario Planar generado por P (o el Diagrama de
Voronoi de P). Llamamos a p; de V(p;) como el Punto Generador o Generador
del i—ésimo Poligono de Voronoi y al conjunto P = {py,...,p,} C R? como el

Congunto Generador del Diagrama de Voronoi V.

En la Definiciéon 3.2 notamos que la relaciéon en la ecuacién 3.2 esta definida en
términos de < pero no de <. Un poligono de Voronoi por lo tanto es un conjunto

cerrado. Alternativamente, podemos definir un poligono de Voronoi como

Vopi) = {zllle = will < llw — a5l i # 5,0, 5 € In} (3-4)

el cual es un conjunto abierto. Ambas definiciones se aceptan, pero en este estudio

definiremos un poligono de Voronoi como un conjunto cerrado.

Definicion 3.3 (Arista). Puesto que un poligono de Voronoi es un conjunto
cerrado, contiene a su frontera, que serd denotada como OV (p;). Esta puede
consistir en segmentos de recta, semirrectas o rectas infinitas, las cuales llamamos

Aristas de Voronoi. Denotamos una arista de Voronoi como e;.

Notar que un diagrama de Voronoi a veces es definido por la unién de aristas de
Voronoi, es decir, |J;—, OV (p;) en lugar del conjunto {V(p1),...,V(p,)}. Puesto
que la unién de aristas de Voronoi puede ser considerada como una red (malla), a

veces es llamada Red de Voronos.
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Al percatarnos que = es incluido en la relacion de la ecuacion 3.2, podemos definir,
alternativamente, una arista de Voronoi como un segmento de recta, semirrecta, o
recta infinita compartida por dos poligonos de Voronoi con sus puntos extremos.
Mateméticamente, si V(p;) (\V(p;) # 0, el conjunto V(p;)(\V(p;) genera una
arista de Voronoi (que puede degenerar en un punto). Usamos e(p;, p;) para deno-
tar la interseccién V' (p;) () V(p;), la arista de Voronoi generado por p; y p;. Notar
que e(p;, p;) puede ser vacio. Si e(p;, pj) no es vacio ni un punto, decimos que los

poligonos de Voronoi V(p;) y V(p;) son contiguos o adyacentes.

Definicion 3.4 (Vértice de Voronoi). Un punto extremo de una arista de
Voronoi se conoce como Vértice de Voronoi. También un vértice de Voronoi puede
definirse como un punto compartido por tres o més poligonos de Voronoi. Deno-

tamos un vértice de Voronoi como g¢;.

Cuando existe al menos un vértice de Voronoi en el que cuatro o mas aristas de
Voronoi se encuentran en el diagrama de Voronoi V (los circulos sin rellenar en la
Figura 3.1(a)), decimos que V es degenerado; de otra manera decimos que V es no

degenerado.

En algunos resultados, un diagrama de Voronoi degenerado necesita tratamien-
tos especiales prolongados que no siempre son indispensables. Para evitar esta

dificultad, a menudo se hace la siguiente hipotesis.

Hipdtesis 3.1 (No degeneracion). Cada vértice de Voronoi en un diagrama de

Voronoi tiene exactamente tres aristas de Voronoi.

En la Definicién 3.2 definimos un diagrama de Voronoi en un plano abierto. En
aplicaciones practicas, frecuentemente se trata con una regién acotada S donde se
encuentran los puntos generadores (las lineas mas gruesas en la Figura 3.2). En

este caso, consideramos el conjunto Vg, dado por

Vos ={V(p)NS,....,V(p,) NS} (3.5)

Lo llamamos Diagrama de Voronoi Acotado o el Diagrama de Voronoi Acotado

por S. Si un poligono de Voronoi V(p;) comparte la frontera de S, llamamos a la
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FIGURA 3.1: (a) Diagrama de Voronoi degenerado. (b) Diagrama de Voronoi
no degenerado.

region V(p;) NS frontera del poligono de Voronoi o regidn (el término regidn se
usa cuando 0S es curva o cuando V(p;) NS es no conexa [27]). En la préctica,
generalmente se tratan diagramas de Voronoi acotados bien definidos, como en la
Figura 3.2(b), cuya frontera del poligono de Voronoi tiene forma de estrella (star-
shaped polygon'). Una regién de frontera de Voronoi inconexa se muestra en la
Figura 3.2(a) (zona sombreada) y la frontera del poligono de Voronoi sin forma de

estrella (non-star-shaped polygon) con respecto a su generador (linea punteada).

Como puede observarse en la Figura 3.2, el diagrama de Voronoi ordinario se
compone de poligonos. Recordando que un poligono estd definido en términos
de semiplanos, se puede presentar una definicién alternativa de un diagrama de
Voronoi, en términos de semiplanos. Para ello primero debemos considerar la recta
perpendicular que biseca al segmento p;p; que une dos puntos generadores p; y p;
(Figura 3.3). Llamamos a esta linea la bisectriz entre p; y p; y se denota como
b(pi,p;). Como un punto en la bisectriz b(p;, p;) es equidistante de los puntos

generadores p; y p;, entonces podemos escribirla como

b(pi, ;) = {zlll = @il = [l — ]l 0 # j} (3.6)

La bisectriz divide el plano en dos semiplanos y genera

IStar-shaped polygon: Un poligono que contiene un punto desde el cual toda la frontera del
poligono es visible.
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FicUuraA 3.2: Diagramas de Voronoi Acotados.

H(pi,pj) = @lllz = @l < flo =i #J (3.7)

Llamamos a H(p;,p;) como region dominio de p; sobre p;. En la Figura 3.3
se indican las regiones dominio de p; sobre py,p3 v ps por las regiones rayadas
horizontal, diagonal y vertical, respectivamente. Notar que en la regién de dominio
H(pi,pj) la distancia al punto generador p; es menor o igual que la distancia
al punto generador p;. Por lo tanto, la distancia de cualquier punto p en la
interseccion de la Figura 3.3 al punto generador p; es menor o igual que la distancia
de p al punto generador p;,i = 2,3,4. Esta relacion es equivalente a la ecuacién
3.2 y asi la interseccion H(p1,p2) () H (p1,ps3) () H(p1,ps) genera el poligono de
Voronoi asociado a p;. De este ejemplo, se entiende que la siguiente definicion es

alternativa a la Definicién 3.2.

Definicion 3.5 (Diagrama de Voronoi ordinario planar definido con semi-
planos). Sea P = {p1,...,p,} C R? donde 2 < n < ooy x; # z; para

1# j,1,j € I,. Llamamos a la region

Vipi) = ﬂ H(p;,pj) (3.8)

JE€In{i}

como el Poligono de Voronoi Ordinario asociado a p; y al conjunto V(P) =
{V(p1),...,V(pn)} como el Diagrama de Voronoi Ordinario Planar generado por
P.
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FiguraA 3.3: Un poligon