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Introduccion

En una regiéon conductora, la tomografia eléctrica permite, la visualiza-
cion de medios conductores utilizando mediciones parciales de potencial y
corriente en una parte asequible de la frontera de la regién. Con ello surge,
por ejemplo, el problema de determinar la frontera de un aislante ideal
inmerso en dicha region. Este problema puede formularse en el marco de
la teoria general de problemas inversos, mediante un modelo simplificado,
como un problema de tipo Cauchy para la ecuacién de Laplace, donde la
region conductora es homogénea. Los datos de Cauchy son los pares (¢, 1)
que representan el potencial y corriente en una parte de la frontera de la
region de interés.

En el presente trabajo de tesis se plantea este problema de Cauchy pa-
ra el caso bidimensional donde la regién conductora es un rectangulo (ver
Figura , para el cual se supone que existe una altura A donde la regién
se comporta como un aislante ideal. El problema de interés es (bajo la
suposicién de ciertas condiciones de periodicidad) determinar dicha altura
a partir de los datos (¢,1) en la base del rectangulo.

Se demuestra que este problema es “mal planteado”(en el sentido de
Hadamard), por lo cual no podemos asegurar la existencia y unicidad de

tapa C

Regidn
h conductora
homogénea

base

Figura 1: Regién sobre la cual se define el problema de Cauchy.



2 Introduccion

la soluciéon para cualesquiera pares de Cauchy. Ademaés, la solucién del
problema es muy sensible a los errores en la mediciéon de dichos datos de
Cauchy; por eso, la importancia de este trabajo. En consecuencia el obje-
tivo es determinar las condiciones que deben satisfacer las mediciones del
potencial y la corriente en la base de la regién para que exista la frontera
con la propiedad deseada. Estas condiciones determinan a qué altura se
encuentra dicha frontera aislante ideal.

En el Capitulo 1 se presentan conceptos y resultados importantes que
seran utilizados en toda la tesis y que permiten contextualizar el desarrollo
de la misma.

En el Capitulo 2 se plantea el problema de Cauchy y se demuestra que
es “ mal planteado”. Este problema se reduce a un planteamiento operacio-
nal equivalente, que caracteriza los pares de Cauchy para los que es posible
determinar la altura a la que se encuentra una frontera aislante ideal.

Se comenzara definiendo un problema auxiliar y se demostrard la existen-
cia y unicidad de su solucion débil. Esta solucion débil permitira formular
la ecuacion operacional que da respuesta al problema inverso y con ello se
describiran las condiciones que deben satisfacer los pares de Cauchy para
que dicho problema inverso tenga solucién tunica.

El planteamiento operacional del problema antes mencionado, caracteri-
zarda las clases de lo que llamaremos “datos exactos”, que representan los
pares de Cauchy. Los datos de Cauchy exactos estan relacionados a través
de un operador compacto y determinan cuando existe una seccion trans-
versal que se comporta como un aislante ideal.

En el Capitulo 3 bajo la suposiciéon de que existe la seccién transversal
a altura h que se comporta como un aislante, se da una representaciéon
explicita del operador compacto antes mencionado en términos de una se-
rie; con ello se determinan las condiciones sobre los coeficientes de Fourier
que representan a cada dato de Cauchy exacto. Por ultimo, se demuestra
que a partir de los datos exactos la altura A es tnica.

Pretendemos que los resultados obtenidos permitan resolver el problema
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Figura 2: Sinopsis de las transformaciones requeridas para llevar una region rectangular de altura h, a

una region circular que contiene en su interior una region conductora ideal con una frontera irregular.

inverso mas general, de determinar la frontera interna aislante o conduc-
tora ideal, dentro de un medio conductor plano, a partir de mediciones de
potencial y corriente en la frontera externa. En la Figura |2 se ejemplifica
el sentido en que este trabajo puede ser utilizado con este objetivo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan definiciones y resultados que seran utiliza-
dos en el desarrollo de este trabajo, cabe mencionar que todos son conocidos
en la Teoria de Problemas Inversos y Anélisis Funcional.

En todo el trabajo se denotara por OI' a la frontera de I' ¢ RY un
dominio acotado,es decir, un conjunto abierto, conexo y acotado.

Definicién 1.1. ([9/, KIRSCH, pdg. 10) Sean X y 'Y espacios normados
y A X = Y un operador (lineal o no lineal), se dice que el problema
Ar =y es bien planteado en el sentido de Hadamard st A si se cumple:

» Para cada y € Y existe x € X tal que Ax = y (existencia de la
solucion).

» Para cada y € Y existe un unico x € X tal que Ax =y (unicidad de
la solucion).

» La solucion x depende continuamente de y es decir para cada sucesion
{z,} en X, si Az, — Ax cuando n — oo, entonces x, — = cuando
n — oo (estabilidad de la solucion).

Si alguna de las condiciones no se satisface entonces se dice que el problema
Axr = y es mal planteado.

Sea o = (ay,...,ay), donde « es un entero no negativo para cada
k=1,...,N. Se define [a| = 321, ar y
olely
D% (x) (z) para cada v € Cl°(I).

- ai aN
0x" ... 0z}



6 Preliminares

Se denota con C3°(I') al conjunto de funciones infinitamente diferencia-

bles y de soporte compacto en I', esto es, funciones que se anulan en una
vecindad de la OT.

Definicion 1.2. Una funcion v de cuadrado integrable en I', se llama de-
rivada generalizada de orden |a| (derivada en el sentido de Sobolev)
de la funcion de cuadrado integrable u en el dominio I', si para cualquier
funcion ¢ € C°(I") se satisface

/r uD“pdr = (—1) /F vodr

donde C§°(I') denomina la clase de las funciones de prueba.

Durante este trabajo se considerara el espacio Ly(I") de las funciones de
cuadrado integrable en I" y el espacio H(T') de las funciones en Ly(T") que
tienen derivada generalizada en Ly(T"). Se define en Lo(T") y H(T") respec-
tivamente las normas:

o 2= / o(@) P dr y (1.1)

P =l v [P+ 1 v 1%, (1.2)

donde Vv = (g—;l, e 7%) es el gradiente de v en el sentido generalizado
y

=N 8
losi= [wrovr= [T 15Ep
i=1 !

Es conocido que los espacios Lo(I") y HY(T) provistos de las normas (1.1,
(1.2)) son espacios de Hilbert y ademds H'(T') est4 compactamente sumer-

gido en Ly(I") (Teorema |A.3)).

Definicién 1.3. ([2], BREZIS, pdg.217) El espacio H}(T) es el completa-
miento de C3°(T), en la norma de H*(T).

Teorema 1.1. ([2], BREZIS, pdg.217) Sea u € H}(T) si y sélo si u €
Hi(T) y u=0 en 0T

Teorema 1.2. ([2], BREZIS, pdg.109) C§°(I') es denso en Lo(T).
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Consideraremos ademsés el espacio H?(I') como el conjunto de los ele-
mentos en Ly(I') para los cuales existe en Lo(I') la derivada generalizada
D de orden «, para |a| < 2.

Teorema 1.3. ([12], MIJAILOV pdg. 86) Teorema de Riesz. Para toda
funcional lineal acotada ¢ definida en el espacio de Hilbert H, existe un solo
elemento h € H, tal que para todos los f € H se cumple

Uf)=<f,h>.

Definicién 1.4. Sea A : H*(T') N H(T') — Lo(T") el operador de Laplace,
dado por

0u 0u

Au:=—=4+- 4+ —.
YT B i ox3,

Definicién 1.5. Sea v € H*(T') N HY(T) no nula, v es funcion propia del
operador de Laplace si existe X tal que

Av = v,
donde \ es el valor propio de /\ asociado a v.

Observacion 1.1. La funcion propia v del operador /\ para el valor propio
A también es solucion del problema

Av =\
U‘ap = 0.

Definicién 1.6. Se dice que v € H}(T) es una funcién generalizada propia
del problema de Dirichlet homogéneo para el operador de Laplace, si existe
A tal que

/Vu Vg = —)\/u g para cada g € Hy(T).
r r

Definiciéon 1.7. ([10/, KOLMOGOROV, padg.250) Un operador T de un
espacto de Banach E en si mismo se llama totalmente continuo, cuando
trasnforma cada conjunto acotado en uno relativamente compacto.

Definiciéon 1.8. ([10/, KOLMOGOROYV, pdg.247) Un operador lineal y
acotado que actua de un espacio normado E se llama autoconjugado st

< A(x),y >=<z,A(y) > para cada z,y € E.
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Teorema 1.4. ([10/, KOLMOGOROV, pdg.260) Representacion de
Hilbert Schmadt. Para cualquier operador lineal T autoadjunto y total-
mente continuo en un espacio de Hilbert H existe un sistema ortonormal
{vi} de wvectores propios, correspondientes a los valores propios {\;} tal
que todo x € H se puede escribir de forma unica

o0
T = g cyur + 2’ donde o verifica Tx' = 0,
k=1

Tx = Z Aecrvr Yy lim, A, = 0.
k=1

Nota 1.1. En este trabajo los resultados anteriores seran utilizados para
N = 2, donde la primera variable se denotard por x y la sequnda vartable

por .



Capitulo 2

Planteamiento Operacional

En una regién conductora homogénea €2 := (0,1) x (0, h), para la cual
se conocen los datos de potencial y corriente en la base A = {(x,y) :
0 <z < 1,y = 0} y que cumple con ciertas condiciones de periodici-
dad en los costados, denotados por B := {(z,y) : = 0,0 <y < h} y
D:={(z,y): v =1,0 <y < h}, se busca determinar una altura h, tal que
la seccion transversal C := {(x,y) : 0 < x < 1,y = h} a la que llamaremos
tapa, se comporte como un conductor ideal.

En este capitulo primero se planteara el problema de determinacién de
la altura a la que se encuentra una tapa aislante, a partir de los datos
de potencial y corriente en la base, como un problema de Cauchy para la
ecuacién de Laplace sobre el rectangulo 2 con condiciones de periodicidad
en las paredes laterales B y D, con datos de Neumann y Dirichlet en la
base A, esto es:

Au = 0 en €, (2.1)
u(0,y) = u(l,y) en BUD, (2.2)
u(0,y) = wuy(l,y) en BUD, (2.3)
u(z,0) = o¢(x) en A, (2.4)
uy(z,0) = P(x) en A, (2.5)

ademads se desea que u(z, h) = 0. Las condiciones ({2.2))-(2.5) son condicio-
nes en el sentido de la traza a 02, en adelante se entendera esta notacion

como la traza de la funcién u en la base, tapa o costados segtin correspon-
da. Las condiciones (2.2)) y (2.3)) son las condiciones de periodicidad antes

9



10 CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO OPERACIONAL

mencionadas. Veamos que el problema de encontrar una solucién u en €2
que satisfaga las condiciones anteriores es un problema mal planteado en
el sentido de Hadamard, ya que no es estable con respecto a cualquier par
de Cauchy. En efecto,

sea (#sen(Qnmz) 27§ sen(2nmx)),en una sucesion de pares de Cauchy para
los cuales existe la solucién del problema (2.1)-(2.5]) respecto a cada n la
solucién estd dada por u,(z,y) = 2" sen(2nmz). Pues se verifica que u,,
es armonica (| . cumple las condiciones de periodicidad en los costados
2.2) , (2.3). Ademds se cumple que (Xsen(2n7z), Zsen(2nmz)) — (0,0)
cuando n — oo en la normas correspondientes, E debido a que la funcion

seno es acotada y {%} — 0 cuando n — oo, sin embargo, tenemos que:

1 1
| wn ||g2> |l wn [|=]) ﬁe%wysen(gnﬂx) = 8n_77T(e4mrh _),

4nmh

pero o (e*"™ — 1) > S
4nﬂh . .
{&s — 1} diverge cuando n — oo, no es posible acotar || u, ||g2, por
lo tanto {u,} no converge a 0, esto es, el problema (2.1)-(2.5) no es bien

planteado pues no depende continuamente de los datos.

— 1, paracadan € N y como la sucesién

Como el problema - - no es estable para los datos de Cauchy,
si existe una solucién @ del problema para datos (¢, 1) cercanos de (¢, 1),
dicha @ podria ser muy lejana a la solucién para (¢, ). Por ello, para me-
diciones de potencial y corriente dadas con error, no podriamos asegurar
que su solucion del problema — represente lo que sucede en (),
y aunado a ello no podriamos determinar que la tapa se comporte como
una aislante ideal incluso cuando los datos con error lo indiquen. Es de in-
terés, buscar las condiciones que deben cumplir los datos de Cauchy para
que exista una unica solucion u del problema — tal que u|q4 = 0.
Posteriormente se reducira este problema a un planteamiento operacional
equivalente, que caracterice los pares de Cauchy (correspondientes a medi-
ciones de potencial y de corriente), para los cuales existe la solucién u del
problema — tal que u se anule en la tapa u|4 = 0. Dicha caracte-
rizacion se dara en terminos de una relacion operacional en un espacio de
Hilbert conveniente.

Los datos de Cauchy (¢,) en la base, pertenecen a la traza en A de la solucién del problema y de
su derivada normal, por lo tanto esta convergencia es en la norma || - ||gs/2 ¥ || - || z1/2 respectivamente.
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Con base en la teoria desarrollada en Ecuaciones diferenciales en De-
riwwadas Parciales E y siguiendo la idea presentada en Regularizacion del
problema de Cauchy para la ecuacion de Laplace en un cz’lmdmﬂ se plan-
teara un problema auxiliar para el cual se demostrard la existencia y
unicidad de la solucién débil y a partir de ella se definird una ecuacién
operacional que caracterice las condiciones que deben de cumplir los da-
tos de Cauchy. Este planteamiento operacional del problema inverso se
utilizard para caracterizar la clase de los que llamaremos “datos exac-
tos” (mediciones de potencial y corriente de la base), a través de un ope-
rador compacto que determine cuando se puede hablar de la existencia de
una altura h donde la solucién del problema — se anule, es decir,
que la tapa del rectangulo se comporte como un aislante.

2.1. Subespacios de Hilbert y normas equivalentes

A lo largo de este trabajo consideraremos el subespacio cerrado de
H1(€2), definido por

H*(Q) = {v e HY(Q) : v(0,y) = v(1,y),v(z, h) = 0},

el hecho de que H*(2) sea cerrado en H'(Q)) es una consecuencia de la
continuidad del operador traza de H*(§2) en Lo(052).

Lema 2.1. En H*(Q)) la dnica funcion constante es la identicamente nula

DEMOSTRACION Veamos que f =1 en Q no es elemento de H*(),
en efecto, sea f =1 € H'(Q), y supongamos que existe f* extensién con-
tinua f a Q, tal que f* estd en H*(Q), notemos que f*|g = f*|p = 1 pero
f*|lc =0, asi que para w en la base de €, existe una vecindad U de w, tal
que | f* < % para cualquier valor en U, asi que hay elementos en U N (2, tal
que en su imagen bajo f es estrictamente menor que %, lo cual claramente
no puede suceder. Por lo tanto, como no existe extensién de f en H*((2),
f = 1 no pertenece a H*(2), andlogamente para cualquier constante no

1MIJAILOV,V.P.; FOMIN,S.V.; Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales;(URSS, 1978). Edit.
Mir.

QHERNANDEZ, MONTERO EDUARDO;(Puebla, 2014). Regulacion del problema de Cauchy para la
ecuacion de Laplace en un cilindro; Tesis de Maestria, Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, B.U.A.P.
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cero.m

Se puede ver que

< u,v > _/vuvv_i/ﬁuﬁv (2.6)
’ = 9} N P 8@8% '

define un producto interior en H*(2). En efecto de la relacién [, g;‘l 5;’, =<

Ju v

v, 9, > La» S€ tiene que para que (2.6]) defina un producto interior solo hace
falta demostrar que < u,u >= 0si u = 0, ya que las demas propiedades se
verifican por la definicién de producto interior en L(2).

Sea < u,u >p+)= 0, entonces

Z/ oz, de—/z 8% de

= /Vu-Vu:/|Vu\2,

y como el integrando es no negativo, | Vu |>= 0 si y sélo si Vu = 0, enton-
ces u = Cte y, por el Lema2.1]u = 0.

Asi tenemos que < -, - >p+(q) es un producto interior en H*(2); en ade-
lante denotaremos por || f ||+ a la norma inducida por ([2.6)).

Se sabe que H*(f)) estd inmerso compactamente en Lo(£2), pues la in-
mersion de H*(Q) en H'(Q) es continuaP}, entonces por el Lema se
cumple la desigualdad de Poincaré, esto es, existe K > 0 tal que para todo
f € H*(Q) se verifica:

0 <|| f 7y (K =) 19 II%,
1 F 1o < F ey < K20 e (2.7)

asi podemos concluir que en H*(2) las normas || f HHI(Q) v || f |z son

equivalentes (ver |A.1)).

Veamos que || f ||g+@)=|| Vf ||; en adelante utilizaremos indistintamen-
te cualquiera de estas notaciones.

2ya que H* es subespacio de H'!
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Consideraremos también Hj(2) = {v € H*(Q) : v(0,y) = 0,v(1,y) =
0}, donde H} ¢ H;(Q) C Ly(€).

2.2. Planteamiento del problema auxiliar

Consideremos en {2 el siguiente problema de contorno:

Au = 0 en €, (2.8)
u(0,y) = u(l,y) en BUD, (2.9)
uz(0,y) = wuy(l,y) en BUD, (2.10)
uy(x,0) = (x) en A, (2.11)
u(z,h) = Oen C, (2.12)

para el cual daremos la siguente definicion.

Definicién 2.1. Sea u € H*(Q2), se dice que u es solucion débil del proble-

ma auziliar (2.8)-(2.12)), si cumple
1
/ VuVudrdy = —/ Y(z)v(x,0)dr  para cada v € H*(2).  (2.13)
Q 0

Observacion 2.1. La definicion anterior se deriva de suponer que existe u,
solucion cldsica del problema auziliar (2.8))-(2.12)) e integrando la ecuacion

Au =0 tenemos que para todo v € C1(f2), se cumple

O:/Auv,
Q

usando la Formula de Integracion por partes (Teorema

Oz/Au:/dz’v(vVU)—/VuVU
0 0 0

y usando la Formula de Green de la divergencia sobre () tenemos:

ou
YuVou = v—ds. 2.14
/Q /aQ n ( )

donde 1 denota la normal exterior unitaria a OI" y g—:; = Vu-n es la deri-
vada normal. Desarrollando la integral sobre la frontera como una integral
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sobre la longitud de arco para o una parametrizacion de OS2, recorrida en
el sentido de las manecillas del reloj E, definida como sigue:

a: (0,2 +2h) — 002

op = (1—75,0), t e [O 1]'
_Jas=(0t-1), € [1,1+h];
alt) = ac=({t—14+h,0), te[l+h,2+h] (2.15)
ap = (1,2h+h —1t), t €[2+h,2+ 2h].

tenemos

/69 vl ds = /011 v(z,0)u,(z,0)dr — /():U(an)ux(o,y)dy
+ /0 v(x,h)uy(:zs,h)dx+/() (1, 9)ua(1, y)da

y como u cumple la condiciones de periodicidad (2.9)- (2.10) en los costa-

dos de Q y la condicion de Neumann en la base (2.11)), tenemos que para
todo v € C1(Q) (2.14) queda dada por:

//QVquvdxdy =— /Olzp(x)v(x 0)dx

" A?wmwXMLm—vme@ (2.16)

+ /0 v(x, h)uy(z, h)de

como C1(Q) es denso en HY(Q) la ecuacion (2.16) se cumple para todo v €
HY(Q). Debido a que deseamos eliminar las ultimas dos integrales podemos
construir un espacio de prueba al que llamaremos H*(S2) ya definido en la

seccion anterior, y si tomamos v € H*(QQ) en tenemos ([2.15).

Proposicién 2.1. Seau € H*(Q) tal que cumple la Definicién 2.1 entonces
u es solucion cldsica del problema auxiliar denotado por (2.8))-(2.12)).

lsegiin la regla de la mano derecha al recorrer las curvas en este sentido el pulgar apunta hacia la
direccion de la normal exterior a la frontera de 2
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DEMOSTRACION Como u es solucién débil del problema auxiliar, cumple
la condicién de periodicidad (2.9) y se anula en la tapa (2.12)), ademds por
la Definicion u cumple

/ VuVudxdy = 0 para cada v € C{° (2.17)
0

y por la densidad de C§°(2) en Lo(2) (2.17)) se cumple para todo v € Lo(£2),
asi que Au es ortogonal a todo v € Ly(£2), y por tanto Au = 0.

Enseguida se demuestra

" 1/)(37) - uy(:z:,())
u uw(Ly) - uw(07y)

Ahora como u cumple entonces

1
/Vquda:dy+/ Y(z)v(x,0)dz = 0. (2.18)
0 0

Aplicando la Férmula de integracién por partes, (Teorema|A.1)) al produc-
to vVu con v € H*(Q2), se verifica

/Vu Vv—/ v—dS
o

/QVu - Vodzdy + /01 Y(x)v(z,0)dr = v—dS + / P(x

o 0N
y por [2.1§ tenemos:

0= v—dS +/ Y(x)v(x,0)dx para cada u € H*(Q). (2.19)
oo On

a) Descomponiendo en (2.19) la integral sobre la frontera, tenemos
para todo v € H*(2)
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1
0=— /v(x,O)uy(x,O)dx
0
h

+ /O u(1,y)v(1,y)dy

+ /Ohuy(x,h)v(:c, h)dx (2.20)
- /Oum(l,y)v(lay)dy
+ /Ow(:r:)v(x,())dx

y si tomamos v € H*(2) se cumple

ou

0= / o(a,0) (G 2. 0) + 0(@)) + / o(1L,y) (a1, ) — us(L,y)dy,

(2.21)
por lo tanto

0= /0 v(z,0)(¢(z) — uy(z,0)dz) para cadav e Hj(2) (2.22)

ahora, notemos que v(x,0) € C§°(A), es la traza de v - f € Hj(Q2) en
A, donde f € CY(Q) es tal que cumple f(z,h) = f(1,y) = f(0,y) =0,
entonces se cumple para todo v(z,0) € C§°(A), como C§°(A)
es denso en Ls(A), la integral se cumple para todo v € Ly(A).
Por lo tanto, ¢ (x) — u,(x,0) es ortogonal a todos los v en Ly(A)
ast ¥(x) = u,(z,0) para todo z € (0,1).

b) De a) tenemos que para todo v € H*(2) (2.21)) queda

0= / o1,y (a1, ) — us(1, )y, (2.23)

notemos que para v € H*(Q), v(0,y) = v(0,y) € C5°(0,h) estdn
contenidos en las trazas de H*(£2), es decir v(0,y) es la traza de la
funcion v - f € H*(2) en B, y v(1,y) es la traza de la funcién v - f €

H*(Q) en D donde f € CY(Q) cumple f(z,h) =0, f(1,y) = f(0,y) =
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1, como C§°(0,h) es denso en Ly(0,h), la integral (2.23)) se cumple
para todo v(1,y) € Ly(0, h), esto es, u,(0,y) — u,(1,y) es ortogonal a
todos los elementos en Lo(0, k), por lo tanto u,|p — u.|p = 0, luego

uth) — uw‘IEB-

Finalmente si u € H(Q2) cumple la Definicién [2.1], entonces u cumple
las condiciones de contorno del problema auxiliar (2.8))-(2.12).m

El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de la solucién

débil para el problema (2.8))-(2.12)).

Teorema 2.1. Para ¢ € Ls[0,1], existe en H*()) una inica solucion débil

del problema (2.8)-(2.12)).

DEMOSTRACION Sea 1) € Ls[0,1] llamaremos £,(v) al funcional lineal
de H*(2) a R definido por:

/ Y(x)v(z,0)dr =< p(x),v(x,0) >0,

veamos que es acotado en H*(2), en efecto, usando la desigualdad de
Holder, el Teorema y la Desigualdad de Poincaré (2.7)), tenemos que:

[ey()] = |l —/ d(x)o(z, 0)dz|| <[[ 9 |0l v llz.0.1)

| ||L2 (0,1) H v HHl
| ||L2(0,1) K| v ||H*(Q)

IA A

luego
1y ()] < K || ¥ || zo0,0) (2.24)

donde K es la constante en (2.7)), por lo tanto ¢, (v) es un funcional lineal
y continuo. Ahora, aplicando el Teorema de Riez, este funcional se repre-
senta de forma tinica en H*(£2), es decir, existe un tnico u € H*(Q2), tal que:

< u,v >pge)= Ly(v) para cada v € H*(12) (2.25)
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de (2.25)) es inmediato que u es solucién débil del problema auxiliar (2.8))-
E1D)n

Corolario 2.1. Dadas ¢ € Ls[0, 1] y u solucion débil del problema auziliar

(2.8)-(2.12) entonces se cumple
@< K [ 9 [0, - (2.26)
Este resultado se obtiene directamente de (2.25)) y (2.24)).

I |

Observacion 2.2. El Corolario nos dice que u, solucion del problema
(2.8))-(2.12), depende continuamente de 1.

Lema 2.2. §i A : Ly]0,1] — H*(2) es decir, a cada ¥ € L0, 1] le hace
corresponder la solucion débil del problema (2.8)-(2.12)), A = u, entonces

A es lineal y continuo.

DEMOSTRACION Para 9 € L»[0,1], por el Teorema [2.1| tenemos que
existe un unico u € H*(Q2) tal que

< U,V Zgc)= — < v, v > L,[0,1] (227)
y A estd bien definido; de se verifica que A es lineal; ahora veamos que
A es un operador acotado de Ly[0,1] en H*(2), en efecto, por el Corolario
2.1 tenemos que

AV =] u @< K 1Y 5,00
donde K es la constante de la Desigualdad de Pioncaré (2.7)) por lo tanto
A es continuo de L»[0,1] en H*(Q2) y (2.27) queda dado por:

<A, v >pe)=— <Y, 0 >0 m
Observacién 2.3. Debido a que la inmersion de H*(Q)) en Ly(S2) es com-
pacta, A es un operador compacto de Ly[0,1] en Ly(£2).

Finalmente, la solucién del problema auxiliar esta dada por la ecuacion
operacional

Ay = u, (2.28)

donde A es el operador compacto que a cada 1 € L»[0,1] lo envia a la

solucion del problema ((2.8))-(2.12)).
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2.3. Solucién del problema principal y los Datos Exac-
tos

Recordemos que el objetivo de este trabajo es determinar los pares de
Cauchy para los cuales el problema ([2.1)-(2.5]) tiene solucién en €2, asi que,

de existir u, solucién de (2.1)-(2.5) que ademés se anule en la tapa (2.12)),
u deberd ser solucién débil del problema auxiliar (2.8)-(2.12)) y ademés su

traza en A sea el dato ¢ € Ly([0, 1]), esto es:

Ay = o.
Denotemos T el operador traza en A, tal que a cada elemento de H*({2)
le hace corresponder su traza en A; definimos el operador T}, de L»[0, 1] a
L2 [07 1] por,
Ty :=ToA, (2.29)
tal que a cada ¥ € L5]0, 1], le hace corresponder la traza en A de la solucién

débil del problema auxiliar ([2.8))-(2.12)).

Lema 2.3. T}, es un operador lineal y compacto de Ly[0,1] en Ls[0, 1].

DEMOSTRACION Se sabe que Y operador de traza es compacto y co-
mo la composicién de un operador continuo con un operador compacto es
compacta T es compacto; por la linealidad de A y del operador traza se
tiene el resultado.g

Lema 2.4. T}, es un operador inyectivo y autoadjunto.

DEMOSTRACION Por la definicién de solucién débil se cumple (2.13).
Entonces

1
| vu |?= - / ST ().

Ahora si Ty()) = 0, entonces || Vu [|?=| VA |§I*(Q): 0, por lo tanto
uyla = 0, luego ¢ = 0y el Ker(1},) = 0y T}, es inyectivo.

Como Ty, esta definido de Ls[0, 1] en L]0, 1] para verificar que es auto-
adjunto bastara con demostrar que es simétrico, en efecto, para 11 y ¥ en
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L»[0,1], existen uy, y us en H*[0,1] tal que Ay = uy v Ahy = us, luego
por la Definicién se tienen las siguientes identidades:

1 1
/ VuiVug = —/ ¢1U2‘A Y / VurVug = —/ @/Jgul‘A
Q 0 Q 0

veamos que Tj, (1) = uy|a v Th(w2) = us|a entonces

/Ol%Th(%) = /Ol%Th(%)

por lo tanto T}, es autoadjunto.g

Teorema 2.2. Dadas ¢ y ¢ de cuadrado integrable, existe solucion u del

problema principal (2.1))-(2.5)), donde uly = ¢ y uy|a = si y sdlo si (¢, 1)

estan relacionados a través de la ecuacion operacional
Ty = ¢ (2.30)

donde u es A, solucion del problema (2.8)-(2.12)).

DEMOSTRACION Para una condicién sabemos que para ¥ € Ls[0,1],
u corresponde a la solucién del problema auxiliar (2.8)-(2.12) y cumple
AY = u luego como u|y = ¢ entonces por definicién de T, se tiene ([2.30)).

Ahora para (v, ¢) tales que se cumple (2.30)), se satisface:

/ Og = / Tipg para cada g € Lo(A)
A Q

luego recurriendo a la Férmula de integracion por partes

/ Og = / VAYVg para cada g € Lo(A)
A Q

por la definicién de solucién débil (Definicién [2.1]), tenemos

/ VAYVg = / u|ag para cada g € Ly(A)
Q A

por lo tanto podemos concluir que

(/WM—¢w=0pmaw®yeLxm,
Q
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Esto es,

ula = ¢,
es decir u es solucién de (2.1)-(2.5)).m

Observacion 2.4. Del Teorema |2.2 se concluye que en una region rectan-
gular conductora homogéna, existe una seccion transversal a altura h que
es un aislante ideal, si y solo si los datos de Cauchy cumplen la ecuacion
operacional Th) = ¢.

Definicién 2.2. Sean T}, definido en (2.30)) y

My, = {(¢, ) € L2[0,1] x Lo[0,1] - Tip = o},

My, se dira el conjunto de “datos exactos”, es decir todos los pares de
Cauchy para los cuales existe la solucion w del problema principal (2.1])-
(2.5)), donde u estard dada por A = u y es tal que

u(z,h) = 0.

Observacion 2.5. Los pares de Cauchy (¢, 1) € M, corresponden a me-
diciones de potencial y corriente en una region conductora homogénea de
forma rectangular en la que a una altura h cumple u(x, h) =0, es decir, la
seccton transversal C se comporta como un aislante ideal.
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Capitulo 3

Representacion de Hilbert Schmidt

Dado el problema inverso planteado en el capitulo anterior, se desea
caracterizar, en términos funcionales los pares de Cauchy que satisfacen la
ecuacion operacional Ty = ¢, es decir, que pertenezcan a Mp; recordemos
que M, representa los datos exactos para los cuales el problema —
tiene solucién u tal que en alguna altura h, u(x, h) = 0. En este capitulo se
expresara en términos de la representacion de Hilbert Schmidt el operador
T}, esto es, se dara, en forma de igualdad de Series de Fourier la relacion
que permitira hacer explicitas las condiciones que los pares (¢, )
deben cumplir para pertencer a Mj,.

Las propiedades sobre los pares de Cauchy se daran bajo relaciones que
deben guardar sus coeficientes de Fourier en funcién de A y finalmente se
demostrara que dicha altura es tnica.

Comenzaremos con algunos resultados que nos permitan llegar a la re-
presentaciéon de Ty, y Mjy,.

Lema 3.1. El problema de Dirichlet para el operador de Laplace /\ define
un operador tnyectivo.

DEM. Sea v € H}(Q), u € H*(Q) N H}(Q) tal que Au = 0, integrando por
partes tenemos

/Vu-Vv: v%—/vAu: v%:()
Q a0 On Q a0 On

< Vv, Vu >= 0 para todo v € H}(Q),

por lo tanto

23
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luego por el Teorema de Representacion de Riez u = 0.g

Con el resultado anterior podemos definir el operador A~ : Im(A) —
H*(Q) N H} ().

Lema 3.2. El operador A=t es acotado y compacto de Im(A) en H*(2)N
Hi(S2).

DEM. Integrando por partes a Au 'y v € H}(Q),

/QVU-Vu:—/QUAu (3.1)

para u = v y por la desigualdad de Holder
Ivu [P<] w P[] Au |

multiplicando por ﬁ, u # 0, y ya que en Hj(Q) verifica la Desigualdad
de Poincaré (Teorema ), se tiene

E* || Au =] vu [ =] w ],

luego se deduce que A~ es acotado. Ademés, por el Lema [A.1, A™! es
compacto.ll

Observacion 3.1. En ([12], MIJAILOV) se prueba que el operador de
Laplace es autoadjunto, por lo tanto su inverso también lo es; luego, por
Lema[A.3, todos sus valores propios son reales.

Observacion 3.2. Por la observacion anterior y se puede ver que
el operador —A~! tiene valores propios positivos; ahora, se sabe que un
operador compacto tiene a lo mds un numéro numerable de valores propios
y ademas los valores propios de —/\ serdan los inversos multiplicativos de los
valores propios de —/\™1, luego, si {%i} son los valores propios de —/\™1
y se pueden ordenar Ai% > %3 > Ai%, entonces {)\,%} cumplen 0 < A3 <
A< M < ..,y M\ — oo cuando k — oco. Ademds se sabe por el Lema
A.4 que para /\2,)\? para k # j las funciones propias correspondientes
son ortogonales, y cada valor propio genera a lo mds una funcion propia,
entonces por el Teorema de Representacion de Hilbert Schmidt (Teorema
[1.4), existe un sistema {vy} ortonormal de Ls(Q2) donde cada vy es una

funcion propia de —/\.
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Observacion 3.3. Las funciones propias {vy} mencionadas también for-
man un subconjunto ortogonal de Hy (). En efecto, sean vj, v; en el sistema
{vr}. Tenemos que

/ijVvi:—/vjAvi:)\%/vj,vi
Q Q Q

)\,jZi
<V, >= . . 3.2
bt {O,J#Z (3.2)

Definimos A, := {(z,y) : © € [0,1]} para cada y € (0,h). Vemos que si
tomamos u € H'(€2), entonces ula, es una funcién en Ly(A,), por lo tanto
para {v;} un sistema ortonormal de Ly(A,) existen {w,(y)} coeficientes de
Fourier tales que:

00 1
o, = Dol o) = [ s, e (33)
k=1

Lema 3.3. Siu € HY(Q), entonces los wy, definidos en (3.3)) pertenecen a
Ly(0, h).

DEM. Sea u € C5°(2), u? verifica el Teorema de Fubini ([12], MIJAILOV,
pag.66) entonces:

h 1 ©© h 1 N
//UQdiUdy = / /(Zwkvk)QZ/ / th%ooZkavk)z
Q
= th_m/ / wwk dxdy—th%OO/ / wkvk (wjv;
0 0

— limN_mZ/ (wkwj)dy/o (vkvj)dx:limN_)OOZ/o (wj)2d
k=1
— / ij dy>/ (w;)*dy

0 k=1

por lo tanto para u € H'(Q), [, u* existe, luego wy, € Ly(0,h), y por la
densidad de C§°(2) en Lo(€2) se tiene el resultado.m



26 CAPITULO 3. REPRESENTACION DE HILBERT SCHMIDT

Lema 3.4. Si u € H?*(Q) N H*(), entonces los wy definidos en ([3.3)
pertenecen a H(0, h),

du dwy.

Ty = 2k

dy dy
DEM. Si u € H?*(Q) entonces Z—“ € HYQ) y, por el Lema 3.3 existen
Cn € Lo[0, h] tales que

du -
d—y|Ay = kz:; CrUk-

Sabemos por el Teorema de la Divergencia que para v € H*N{v : v|y, = 0}

se cumple
dv / du
-/Q dy — Jody

luego, si tomamos v = (v; para j € N, ¢ € C;°(0,h), y u e H,

= /uvdxdy:/h/()lf:(wkvk)gvjda:dy— / / —Cv]dxdy
= / /O wkvk )Cvjdady = — / /01 3 Ckvk Cv;

= /0 wj@y / (j¢ para cada ¢ € C5°(0, h)

por lo tanto

en el sentido generalizado, luego wy, € H'(0,h).m

Lema 3.5. Toda funcion generalizada propia del operador de Laplace en
algin intervalo (0,h) es una funcidn propia en el sentido cldsico.

DEM. Sea w € H'(0, h) una funcién propia generalizada del operador j—;

para A, luego

dw dv h
——dy = —A/ wv, para cada v € HX 0, h
/ dy dy 0 o(0: )

veamos que w € H?(0,h), como la integral anterior se cumple para los
elementos de Hj (0, k) en particular para las funciones de soporte compacto
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en (0,h) luego para [y, y1] se cumple

Yo dw du Yo
——dy = —>\/ wv, para cada v € HYO0, h
/y' dy dy " 0( )

por lo tanto tenemos que

1

dwd
d_q”;édy = —A\wv, para cada v € Hj(0,h).

Sea v tal que Z—Z = v y derivando con respecto a y la ultima igualdad

tenemos

[d%s)  dw | dwdv (3.4
dy  dy?  dydy '
B d>w dw dv
N dyzv dy dy
d2
= d—lsv — \wvdy
Yy
d>w
= (— — \w)v
(dyz )
dwv dw dv
—A— = —A— — 3.5
= MGl (35
dw dv
— A=
(dy a0 + wv)
= —A—=Awv + wv)
= (A%w — \w)v
por lo tanto de (3.4) y (3.5) tenemos
d*w 5
— —Aw)v = (AN w — Aw)v
(G = Ao = (= )
entonces P
d—wv = Nwv
Yy

y para que v cumpla la condicion mencionada debe ser multiplo de funcio-
nes exponenciales, entonces v no es cero, por lo tanto

d*w

— =\
dy?
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y como w esta en H?(0,h), w es una funcién propia en el sentido clésico
2
del operador dd—yg..

Lema 3.6. El conjunto
{V2cos(2nmz), V2sen(2nmx)}  para cada n € N (3.6)

es una sistema ortonormal de L9[0,1] formada con funciones propias del
operador —% para un problema de contorno sobre la region [0, 1] que cum-
ple condiciones de simetria.

DEM Veamos que (3.6 esta formado por funciones propias del operador
—-L para el problema de contorno, con condiciones simétricas sobre [(0, 1)]
esto es, si wy, es funcion propia de — d:c? debe cumplir
d2
da?
Es conocido que las soluciones de esta ecuacion diferencial son combinacio-

+ Aw =0 para A > 0.

nes de funciones senos y funciones cosenos. Asi como funciéon de su primera
variable tenemos:

w(x,y) = Acos(A\x) + Bsen(Ax) para y € [0, h].

Ademéas como es de interés que se cumplan las condiciones de periodici-
dad; (para cumplir (2.2)) y (2.3)) basta resolver un sistema de ecuaciones

para verificar que para A, = 2n7 el problema tiene soluciones no triviales;
2

entonces (3.6 esta formado por funciones propias del operador —%.

Ahora, partiendo de las siguientes identidades

sen(mz)sen(nz) = %(cos(m —n)x — cos(m +n)x)

cos(mzx)cos(nx) = %(cos(m —n)x + cos(m + n)x)

sen(mx)cos(nx) = §(sen(m —n)x — sen(m + n)x)
se verifica que (3.6]) es un sistema ortonormal para Ls[(0,1)].

Teorema 3.1. Dado el dato de Cauchy ¢ € Lo(A), siu € H*(Q) es la
solucion débil del problema auxiliar, u serd de la forma

i(ansenh@nﬂ(h —9)) b,senh(2nm(h — y))
V2nmcosh(h2n) V2nmcosh(2nth)

donde {a,,b,} son los coeficientes de Fourier de 1 en el sistema ({3.6))

cos(2nmx)

u(z,y) = sen(2nmx)+
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DEM. Si u es solucién débil del problema auxiliar entonces estd en H!((2),
por el Lema se tiene que

=3 ey

n=1

y ademds cumple (2.13) para cada v € C§°(£2), asi

/ icn x))Vou(z,y) =0,

n=1

en particular v = wv; para w € C§°(Q2)

/ Z CpUn)V(woj) =0

entonces

Oz/V(chvn)V(wvj) :/Z(anvn)vaj
Q n=1 anl
/Z (cnvn) V(wvy)) /Z Ve Vw(vgvj) + (cpw) Vo, Vo)

como C§°(€2) es denso en H'(§) por
h h
decj dw
0= —L— 4 )\2-/ c;jw
o dy dy "o

Asi ¢, es valor propio generalizado del operador de segunda derivada y, por
el Lema [3.5] ¢, cumple

d2
dy

Por lo tanto ¢, para cada n es de la forma

= A2c,, A2 > 0.

¢, = A, e + B e Y
y, por el Lema [3.6, u queda dada por
u(z,y) = \/52 e (asen(Anx) +yncos(Anz))+e Y (B,sen( Az )nucos(Apz))

n=1

(3.7)
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luego, como ¥ € Ly[(0, 1)]

= \/§Z ansen(A,z) + bpcosA,x

como u € H?(2), entonces u,(z,0) = ; luego

d(eMYay,) 8(6_)‘”3/5”)
AV (e~ *"n,)
Ay, = oy |y=0 + oy ly=0 = AV — 1) (3.9)

esto es, el coeficiente de Fourier de 1) con respecto a (3.6) debe correspon-
der con el coeficiente de Fourier de uy]|,—o.

Por otro lado, u(x, h) = 0, entonces

0 =eMta, +e Mg, (3.10)
0=eM 'yn+e Anfigy (3.11)
resolviendo el sistema de ecuaciones (3.8))-(3.11]), tenemos
ane_A“h —aneA"h
Qp = Bn =
Ancosh(A,h) Ancosh(A,h)
—b, e bpe M
=N coshOuh) ™ = Acosh(Duh)
asi
Anh hp _ nsenh(An(y — h)) Anh ek, basenh(An(y — h))
e W N S W A BRI A T I Wy sy
sustituyendo en (3.7
ansenh(A,(h —y)) bnsenh(A,(h —y))
An An
\/_Z M cosh )\ AR we s wa LAY
(3.12)

y el resultado se obtiene del Lema ya que \, = 2nm para que u cumpla
las condiciones de periodicidad (2.2) y (2.3) .m
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Teorema 3.2. Si ¢ € Ls[0, 1], entonces T, definido en (2.29)) cumple

Z a, senh(2nmh) b, senh(2nmh)
“ \/2nm cosh(2nmh) V2nm cosh(2nmh)

donde {an, bn} son los Coeficientes de Fourier de 1) en el sistema (3.6]).

DEM. Sea v € L0, 1] talque ¢ (z) = Y0 | anv/2sen(A\z) + byv/2cos)\,z.
Por el Lema y el Lema se cumplen las hipétesis de Teorema |1.4}
por lo tanto

sen(2nmwx) +

cos(2nmx)

= i fin(anV25en (M) + buV/2c0s(Ap:)) (3.13)

luego, por el Teorema |3.1, u solucién del problema auxiliar estara dada por

(3.12)), y por la definicién de T}, ([2.29)

. a, senh(2nmh) b, senh(2nmh)

T = 0) = 2 2
h(¥) = u(z,0) nz:; V2nm cosh(2nmh) sen( mm:)—l—\/ﬁmr cosh(2nmh) cos(2nma)
(3.14)
Asi que de (3.13)) y (3.14) podemos concluir que
senh(2nmh)
n — 1i n —
a 2nmcosh(2nmh) Yot .

por lo tanto

Z a, senh(2nmh) b, senh(2nmh)
* \/2nm cosh(2nth) V2nm cosh(2nmh)

Corolario 3.1. Sean ¢ € L»[0,1] y v € Ls[0, 1] tales que

sen(2nmx)+ cos(2nmz).m

= Z ansen()\nx) + anOS)\Hx Y

n=1

oo

() = Z spsen(Apx) + tycosh,,

n=1

entonces (¢,1) € My, si y sdlo si

a, senh(v/2nth)
V2nrw cosh(2nmh)

b, senh(2nmh)
~ 2nw cosh(2nTh)
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DEM. =] Para (¢,v¢) € My, se cumple (2.30) Ty = ¢, asi que por el
Teorema [B.2] tenemos el resultado.

<] Sabemos que para 1) € Ls[0, 1] existe solucién u del problema auxiliar
y podemos ver que

— 2 . 2
u(z,0) = Z an_ senh( nﬂh)sen(er:L‘) bo_ senh(2nmh) cos(2nmx)
n=1

V2nr cosh(2nmh) i V2nr cosh(2nmh)

luego, por hipdtesis se tiene que u(x,0) = ¢(x). Por lo tanto se cumple
Th¢ - QS) esto €8, (¢7 10) € Mh-l

Observacién 3.4. El Teorema nos permite caracterizar en funcion
de h los "datos exactos”, que corresponden a mediciones de potencial y co-
rriente en la base de €, para los cuales se cumple que la seccion transversal
a la altura h se comporta como un aislante ideal.

Lema 3.7. Sean los datos exactos (¢,1) € My, tales que que pertenecen a
M, entonces (¢,1) = (0,0) o hy = ha.

DEM. Como (¢,v) € My, y (¢,1) € My, entonces

Th1¢ - Qb y frhzw - ¢
luego
Ty = Ty
esto es

- ay senh(2nmhy) by, senh(2nmhy)

nm cosh(2nmwhy)

sen(2nmx) + cos(2nmx)

“— nm cosh(2nmhy)

=\ a, senh(2nmhy)
-\ I 2
“— nm cosh(2nmhy) sen(Znmz) +

by, senh(2nhs)
nm cosh(2nmhs)

cos(2nmx)

por lo tanto

an senh(2nwhy) — a, senh(2nthy)

nm cosh(2nthy)  nm cosh(2nthy)’

entonces
a, senh(2nmhy)  a, senh(2nmhy)

nm cosh(2nwhy)  nw cosh(2nmhs)
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luego si a, = 0, entonces ¥ = 0y Tpyp = ¢ = 0, entonces (¢, 1) = (0,0),
pero, si

senh(2nmhy)  senh(2nmhs)
cosh(2nmwhy)  cosh(2nwhy)

entonces
€2nﬂ'h1 . €2n7rh1 eZnﬂ'hg . 62n7rh2

6277/1Th1 + 627’L7Th1 o 62”7Th2 + e?mrhg
de donde se puede concluir

627171’(}12—]11) —27’L7T(h2—h1) — O

— €

Anélogamente para

b, senh(2nmhy) b, senh(2nmhy)
nm cosh(2nmhy)  nw cosh(2nmhs)

se puede concluir que hy = ho.m

Finalmente, ahora conocemos las relaciéon que deben cumplir los datos
de Cauchy para resolver el Problema (2.1)-(2.5) se podrd determinar de
forma tnica el valor de h para los datos en los que sabemos que existe una

solucién u del Problema (2.1))-(2.5)) tal que u(z, h) = 0, es decir, a la altura
h el rectangulo conductor se comporta como un aislante.
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Conclusion

En una regién rectangular conductora homogénea existe una secciéon
transversal que se comporta como un conductor ideal, si las mediciones de
potencial y corriente en la base (¢, 1) pertenecen a algun M),. Los pares
(p,1) € My, estan relacionados a través de

Thp = ¢

y h es la altura a la que se encuentra dicha seccion transversal.

Los pares (¢,1) que pertenecen a M), para alguna h, donde {a,,b,} v
{sn,t,} son respectivamente los coeficientes de Fourier en el sistema de fun-
ciones propias del operador de segunda derivada (v/2sen(2n7), v/2cos(2n)),
cumplen

_a, senh(2nmh)
T onr cosh(2nmh)’
; b, senh(2nmh)
" onr cosh(2nmh)

Para (¢,1) € M}, mediciones exactas de potencial y corriente en la base
del rectangulo, la altura a la que se encuentra la seccién transversal que se
comporta como un aislante es tinica.

Como trabajo a futuro se pretende que a partir de las caracteristicas
de los datos exactos determinar dicha altura, a la que se encuentra la sec-
cion transversal que se comporta como un aislante ideal, en funcién de las
propiedades de los datos exactos y con ello aproximar dicha altura para
mediciones de potencial y corriente dados con error.

Una vez resuelto este problema, para esta region rectangular se pretende,
mediante trasformaciones conformes, obtener un resultado equivalente para
una region circular que en su interior contiene una regién conductora ideal
con frontera irregular.
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Apéndice A
A

En esta seccién se dan algunos resultados que fueron utilizados en esta
tesis para construir las demostraciones presentadas. Es importante decir
que se presentan de forma méds general a la que son utilizados nos centra-
mosenp=2y N =2,

Teorema A.l. Férmula de Integracion por Partes. ([12] MIJAI-
LOV pdg. 156) Sea T' una regién acotada en RN tal que OT' es de clase C*
mientras que fy g son elementos de HY(I'), entonces para todoi =1,... N
es valida la formula de integracion por partes

0 0
@fg: fgmdS—/fag_g
r O%; ar r 0T

donde n; = cos(n, x;) el coseno del dngulo entre la normal n exterior a O y
el eje x;. Se deduce que para g € HY(T) y las componentes fi, ... fn_1yfn

en HY(T), tales que f = (f1,... fn)

/ﬁwﬁ: mfwMS—/fw;
r or T

donde n denota la normal exterior unitaria a O y g—z = Vu-n es la derivada
normal.

Teorema A.2. ([2/, BREZIS, pdg. 90) Teorema de la convergencia
Dominada. Sea {u, : T' — R} una sucesion de funciones integrables que
converge casi en cualquier punto a una funcion f. Si existe una funcion v
tal que |u,| < v para todo natural n, entonces f es integrable y se cumple

[r=tim [ 4,
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Lema A.l. Sea I' una regién acotada en RY tal que O es regular, si
ki > ko > 0, entonces la inmersion H* — H* es compacta.

Teorema A.3. ([12] MIJAILOV pdg. 160) Todo conjunto acotado en
H,(T') es compacto en Lo(T).

Teorema A.4. ([12] MIJAILOV pdg. 153) Sea I' un domino acotado en
RY y S una superficie de dimension N — 1 y de clase C* en T', entonces
para toda f en H' existe la traza de f en S y se verifica la relacion

| fls 2. <Il f ey -

Definicién A.1. ([10], KOLMOGOROV, pdg. 152) Dos normas || - |1, ||
- |l2 en un espacio vectorial V' son equivalentes, si existen ki, ko positivas
tales que

kil |h<||z|o< ko ||z |1 para cada x € V.

Definicién A.2. ([1]|], TARTAR, pdg.50) Desigualdad de Poincaré.
Si1<p<ooyl esun subconjunto abierto no vacio de RN se dice que se
verifica la desigualdad de Poincaré en V subespacio de H', si existe una
constante K tal que || u |[,< K || Vu ||, -

Lema A.2. ([1]], TARTAR, pdg.50) Sean 1 < p < 0o, V subespacio de H'
y I' subconjunto abierto no vacio de RY, si es compacta la inmersién de V
en LP(T"), entonces la desigualdad de Poincaré se verifica en el subespacio
V' sty solo si la constante 1 no es elemento de V.

Lema A.3. ([10/, KOLMOGOROYV, padg. 260) Sea T un operador autoad-
Junto entonces todos sus valores propios son reales.

Lema A.4. ([10/, KOLMOGOROYV, pdg. 260) Las funciones propias que
corresponden a valores propios distintos son ortogonales.

Definicién A.3. ([12], MIJAILOV pdg. 254) u es una funciéon armdoéni-
ca en el dominio I' de RV, si cumple cualquiera de las siguientes condicio-
nes:

1. u dos veces continuamente diferenciable en I' y en todo x € ' satisface
la Ecuacion de Laplace

Au = 0.
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2. u € H. (), T dominio de RY y si satisface la identidad integral

/Vqud:c =0 para cada v € H(T),
r

terminales en I (es decir son iguales a cero casi siempre en T'\I'"" para
todo I" C T).

Teorema A.5. ([12], MIJAILOV pag. 237) Supongamos f € Ls(I') y
u € HYT) que satisface para toda v € HY(T') la identidad integral

/Vqudx: —/fvd:t;
r

entonces u satisface en I' la ecuacion

Au = 0.
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