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Introduccion

La teoria métrica del punto fijo es una rama de la teoria del punto fijo la
cual encuentra sus principales aplicaciones en el andlisis funcional. En las 1lti-
mas dos décadas el desarrollo de la teoria de punto fijo en espacios métricos
ha atraido considerable atencién debido a numerosas aplicaciones en areas
como optimizacién, modelacién matematica y teoria de aproximacion. Los
espacios métricos desempenan un papel cada vez mayor en las matematicas
y las ciencias aplicadas. Diferentes generalizaciones de la nocién usual de un
espacio métrico han sido propuestas por varios matematicos tales como Gah-
ler [1] y[2] (llamados espacios 2-métricos) y Dhage (3], [4] (lamados espacios
D-métricos). Sin embargo, K.S.Ha, J. Cho y A. White en [5] han senalado
que los resultados citados por Gdaler son independientes, en lugar de genera-
lizaciones, de los resultados correspondientes en espacios métricos. Por otra
parte, se demostro en [6] que la nocién de espacio D-métrico de Dhage adole-
ce de errores y la mayoria de los resultados establecidos por él y otros autores
no son validos. Estos hechos motivaron a Mustafa y Sims [7] a introducir un
nuevo concepto en el area, llamado espacio G-métrico. Un espacio G-métrico
es un par (X,G), donde X es un conjunto no vacio y GG es una funcién de
X x X x X aR*TU{0} tal que para todo z,y, z,a € X:

GM1) G(z,y,2) =0sixz =y = z,

GM3

(

(GM2) 0 < G(z,x,y); siempre que = # ¥,

( (z,2,y) < G(v,y,z) siempre que z # y,
(

)
)
) G
GM4) G(z,y,z) = G(p{z,y,z}), donde p es una permutacién de z,y, z
(simetria en las tres variables), y

(GM5) G(z,y,2) < G(z,a,a) + G(a,y, z) (desigualdad rectangular).

Recientemente, Z. Mustafa, B. Sims, H. Obiedat, F. Awawdeh, W. Shatana-
wi, M. Bataineh, R. Karapynar y R. Agarwal han estudiado varios teoremas
de punto fijo para funciones en los espacios G-métricos completos (ver [8]-
[11]). El objetivo de este trabajo es presentar condiciones tipo contractivas en
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espacios G-métricos que aseguren la G-convergencia de la iteracion de Picard
a un punto fijo de una funcién.

La estructura de esta tesis es la siguiente:

En el primer capitulo se presentan los resultados necesarios para desarrollar
este trabajo.

En el capitulo 2 se introduce el concepto de espacio G-métrico y se estudian
algunas de sus propiedades mas importantes.

En el dltimo capitulo se enuncian y demuestran algunos teoremas de punto
fijo en espacios G-métricos, donde la iteraciéon de Picard es G-convergente
a un punto fijo de una funcion. Estos resultados de punto fijo no se pueden
deducir a otros ya conocidos en el contexto de espacios métricos.
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Capitulo 1

Preliminares

El propdsito de este capitulo es exponer los conceptos basicos de la teoria
de punto fijo. Se enuncian sin pruebas, algunos resultados que son necesarios
para el desarrollo de esta tesis.

1.1. Antecedentes de la Teoria Métrica del
Punto Fijo

Sean X un conjunto no vacio y 7' : X — X una funcién. Decimos que
x € X es un punto fijo de 7T si y sélo si,

T(x)=x
y denotamos por Fr el conjunto de todos los puntos fijos de T.
Ejemplo 1.1. 1) i X =R y T(z) = 2 + x — 1, entonces Fr = {1, —1};
2) i X =[0,1] y T(z) = 22, entonces Fr = {0,1};
3) Si X =R yT(x)=x+2, entonces Fr = ;
4) Si X =R yT(z) ==z, entonces Fr =R;

Sean X cualquier conjunto no vacio y 7" : X — X una funcién. Para
cualquier 7y € X dado, definimos T"(z) inductivamente por T%(z) = z y
T (x) = T(T™(x)); llamamos a T"(x) la n-ésima iteracién de x bajo T

1
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Para simplificar las notaciones, usaremos Tz en lugar de T'(z).

La funcién 7™ (n > 1) es llamada la n-ésima iteracién de T'. Para cualquier
z € X, la sucesién {z,}5°, C X dada por

Ty =TT 1=T"29, n=1,2,.. (1.1)

es llamada la sucesion de aproximaciones sucesivas con el valor inicial z.
También se conoce como la iteracion de Picard a partir de xg.
Sea T : X — X una funcién. Las siguientes propiedades se cumplen:

1) Fr C Frn, para cada n € N;
2) si Frn = {x}, para algin n € N = Fr = {z};

El reciproco de 2) no se cumple, en general, como se muestra por el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.2. Sea T : {1,2,3} — {1,2,3} una funcion tal que T'(1) = 3,
T(2) =2 yT(3) =1. Entonces Firn = {1,2,3} pero Fr = {2}.

La teoria del punto fijo se ocupa de encontrar condiciones sobre la es-
tructura que debe tener el conjunto X, asi como propiedades de la funcion
T : X — X con el fin de obtener resultados principalmente sobre:

a) la existencia y unicidad de puntos fijos;
b) la aproximacién de puntos fijos;
¢) la construccién de puntos fijos.

Los teoremas de punto fijo se han estudiado en una variedad de espa-
cios: reticulo, espacio métrico, espacio lineal normado, espacio métrico gene-
ralizado, espacio uniforme, espacio topoldgico lineal, etc., mientras que las
condiciones impuestas sobre la funcién son generalmete tipo métricas o de
compacidad. En esta tesis, se estudian puntos fijos de funciones tipo contrac-
tivas en un espacio métrico generalizado, llamado espacio G-métrico.

Espacio Métrico
Un espacio métrico es un conjunto en donde se introduce la nociéon de

distancia entre sus elementos. Para abstraer el concepto de distancia, hay que
captar lo esencial de dicha nocién, lo que da lugar a la siguiente definicion:
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Definicion 1.3. Sean X un conjunto y d una funcion real definida sobre el
producto cartesiano X X X. Entonces d es llamada una métrica sobre X si,
y solo si, para cada a,b,c € X

(MS1) (Positividad) d(a,b) > 0;

(MS2) (Idéntica) d(a,b) =0 < a =b;

(MS3) (Simetria) d(a,b) = d(b,a); y

(MS/}) (Desigualdad Triangular) d(a,b) < d(a,c) + d(c,b).

Un conjunto X equipado con una métrica d es llamado espacio métrico y se
denota por (X, d).

Para cada a,b € X, llamamos al nimero d(a,b) la distancia entre a y b
con respecto a la métrica d.

Ejemplo 1.4 (El espacio discreto). Sea X un conjunto no vacio. La métrica
d sobre X dada por, x,y,€ X,

1 siz#y
d(fv,y)Z{O siz—y

es llamada la métrica discreta en X. Esta métrica se puede definir en cual-
quier conjunto no vacio.

Ejemplo 1.5 (La recta real). Sean X = R yd : X x X — R tal que
d(xz,y) = |z — y|. Entonces d es una métrica sobre X, llamada la métrica
Fuclidiana en R y se denota por | - |.

Sea n un entero positivo, la métrica Euclidiana en R se extiende de varias
maneras naturales para el espacio vectorial R", que consiste de todas las n-
tuplas de niimeros reales. Tal vez la mejor manera es la extension que da a
los espacios Euclideanos RY}. Para estos espacios la distancia dy(z,y) entre
dos puntos x = (z1,%2,...,2,) Y ¥ = (Y1,Y2, -, Yn) en R" se define como

(i i —wil?)®.
Ejemplo 1.6 (RY). La pareja (X, d) es un espacio métrico, donde X es

el espacio vectorial R" y para cada x = (21, T2, ..., Tn) Y Y = (Y1, Y2, -y Yn) €N
X, la métrica do se define como

Jun

doo(ajay) = méX{‘xl - yl’a |£L’2 - y2‘7 ceey ‘an - yn|}
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Ejemplo 1.7 (R}, 1 < p < 00). Sea X el espacio vectorial R". La funcién
d, definida como

dy(,y) = (Z |z — yi|p> )
=1

para cada v = (T1,To, ... Tpn) Y Y = (Y1,Y2, -, Yn) en X, es una métrica en
R™. La métrica d; se conoce como la métrica del taxista en R™.

Ejemplo 1.8 (El espacio ly,). La pareja (X, dw) es un espacio métrico, donde
X = {{zn}22, C R| {z,}52 es acotada} y la funcion do - X x X — R es
definida como

oo ({xn} 521, {Untnz1) = sup{len — yall n € N}

Ejemplo 1.9 (Elespacio [,,1 <p < 00). Sea X = {{z,}72, CR| > 77 |za|P <
oo}, donde p € R, p > 1fijo. Entonces la funcion d, : X x X — R dada por

dp({@n oy, {untry) = <Z 2 — ynlp) v

es una métrica sobre X.

Ejemplo 1.10 (El espacio B(A,R)). Sean A es un conjunto no vacio y
X =BAR)={f:A—=R| f esuna funcion acotada en A}. La funcion
dso : X X X = R definida por

doo(f,g) = sup{|f(z) — g(x)| | © € A}

es una métrica sobre X, conocida como la métrica uniforme en B(A,R).

Ejemplo 1.11. Sea X = Cla,b] = {f : [a,b] — R | es continua en [a,b]}.
Entonces la funcion ds : X x X — R dada por

do(f,9) = sup{ |f(z) — g(z)| | = € [a,b]}
es una métrica sobre X.

Dada una métrica d sobre X, podemos costruir una nueva métrica sobre
X, como veremos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.12. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces dy y dy son también
métricas sobre X, donde,

(1) dl(‘rvy> = min{d(m,y), 1}7 Y

(2) do(z,y) = 115136(’;”2), para todo z,y € X.

Ejemplo 1.13. Sean (X;,d;) espacios métricos y n € N, para cada i €
{1,2,...,n}. Sea X =[], X;. Entonces las funciones

(1) d,(l',y) = Z?:l dz(xwyz)7 Y
(2) d'(z,y) = méx{d;(z;,y)| i € {1,2,...,n}}.
son métricas sobre X, donde x = (x1, T2, ..., xpn),y = (Y1, Y2, -, Yn) € X.

Ahora que ya hemos definido los espacios métricos, ;qué significa que dos
espacios métricos son iguales? Como la idea fundamental es la distancia, tie-
ne sentido decir que dos espacios métricos son iguales si hay una una funcion
(necesariamente uno-a-uno) que preserve la distancia de uno “sobre” el otro.
Tales funciones son llamadas isometrias.

Definicién 1.14. Sean (X, dx), (Y,dy) dos espacios métricos. Una funcion
T : X — Y se llama isometria si dy(T(x),T(y)) = dx(x,y) para cada
x,y € X. SiT es sobreyectiva, entonces decimos que X yY son isométricos.
Una isometria sobreyectiva T : X — X es llamada una mocion de X.

La relacion ser “isométrico” es una relacion de equivalencia sobre la fa-
milia de espacios métricos. Asi, podemos hablar sencillamente de espacios
métricos isométricos. Dos espacios métricos isométricos pueden diferir en la
naturaleza especifica de sus puntos, pero son indistinguibles en cuanto a su
comportamiento como espacios métricos.

Ahora veremos que la coleccién de subconjuntos abiertos de un espacio
métrico es tan importante que se le da un nombre especial: la topologia del
espacio métrico.

Definicién 1.15. Una topologia sobre un conjunto X es cualquier familia §
de subconjuntos de X que satisface los siguientes axiomas:

(1) ), X € §.
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(2) La union de cualquier coleccion de § es un miembro de §.
(3) La interseccion de cualquier coleccion finita de § es un miembro de §.
El par (X,3§) es llamado un espacio topoldgico.

Un subconjunto U se denomina conjunto abierto si U € §. Un conjunto
cerrado en X es un conjunto cuyo complemento es abierto. Asi B C X es
cerrado si y sélo si X\ B € §, donde

X\B={reX:z¢B}.

Si (X, §) es un espacio topoldgico, entonces es claro a partir de la defini-
cion, que:

(1) 0, X son conjuntos cerrados.

(2’) La interseccién de cualquier coleccién de subconjuntos cerrados de X es
un conjunto cerrado.

(3’) La unién de cualquier coleccién finita de subconjuntos cerrados de X es
un conjunto cerrado.

La mayoria de los espacios topoldgicos, satisfacen una propiedad adicio-
nal. Un espacio topoldgico (X,F) se llama Hausdorff si dados cualesquiera
dos puntos z,y € X, con x # y, existen conjuntos abiertos U y V en X
tales que x € U,y € V y UNV = (. Una sucesién {z,}°°, de elemen-
tos de un espacio topoldgico X se denomina convergente a x € X (escrito
lim,, o x, = x) si dado cualquier conjunto abierto U que contiene a z existe
N € N tal que para todo n > N, x,, € U. La suposicion de que el espacio
X es Hausdorff asegura que los limites de sucesiones convergentes en X son
siempre Unicos.

Hay dos maneras naturales de introducir la topologia métrica en un espacio
métrico (X, d). Para zg € X y r > 0 sea

B(xzg,r) ={z € X|d(xp,z) <71}

B(xg,r) es llamada la bola abierta con centro en x( y radio r. La topologia
métrica sobre un espacio métrico (X, d) es la topologia obtenida tomando
como conjuntos abiertos § todos los conjuntos S en X que tienen la propiedad
S € § siempre que cada punto z € S es el centro de alguna bola abierta
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B(z,r) tal que B(z,r) € S. En [18, Proposiciéon 1.4, pdg. 47] se encuentra
una prueba de que § es una topologia Hausdorff.

Esto da lugar a una caracterizacién importante de los conjuntos cerrados en
un espacio métrico.

Teorema 1.16. Un subconjunto B de un espacio métrico (X,d) es cerrado
sty solo si
{z,}32y C By limax,=2=x€B.
n—oo

Una prueba del Teorema 1.16 se encuetra en [15, Teorema 2.1, pdg. 16].

Otra manera eficiente de introducir la topologia métrica en un espacio
métrico es definir primero “conjuntos cerrados”.

Definicién 1.17. Sea (X, d) un espacio métrico. Llamamos a un punto x €
X un punto limite de S C X, si eziste una sucesion {x,}5°, en S tal que
lim,, oo = x.

Ahora definimos los conjuntos cerrados en X como aquellos conjuntos que
contienen todos sus puntos limites, y definimos los conjuntos abiertos como
aquellos conjuntos cuyos complementos son cerrados. En vista del Teorema
1.16 la topologia obtenida de esta forma es de hecho la topologia métrica.

Definicién 1.18. Dos métricas dy y ds sobre X se llaman topologicamente
equivalentes, si inducen la misma topologia sobre X, y en tal caso se dice que
(X, dq1) y (X, dy) son espacios métricos topoldgicamente equivalentes.

No es complicado ver que la relacién “topoldgicamente equivalentes” es
una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las métricas sobre X.

Si S es un subconjunto de un espacio topolégico X entonces la clausura
S de S se define como la interseccién de todos los subconjuntos cerrados de
X que contienen a S. Un conjunto S en un espacio topolédgico es cerrado si
ysélosi S =5,

Definicion 1.19. Un subespacio S de un espacio métrico (X,d) es denso en
XsiS=X.
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Otra consecuencia del Teorema 1.16 es el siguiente resultado cuya demos-
tracién se puede encontrar en [15, Teorema 2.2, pag. 16].

Teorema 1.20. Sea B un subconjunto de un espacio métrico (X, d), entonces
x € B si y solo si eziste una sucesion {x,}>°, C B tal que lim, o T, = T.

Para sucesiones de nimeros reales se tiene un criterio de convergencia
que depende tnicamente de la sucesiéon misma: si una sucesién de ntmeros
reales es de Cauchy entonces converge. La nocién de sucesién de Cauchy se
extiende de manera natural a espacios métricos. Sin embargo, no es cierto en
general que cualquier sucesion de Cauchy en un espacio métrico converge. A
los espacios métricos en los que cualquier sucesiéon de Cauchy converge se les
llama completos. La completitud es una propiedad muy importante. Permi-
te, por ejemplo, obtener soluciones de sistemas de ecuaciones numéricas, de
ecuaciones diferenciales y de ecuaciones integrales mediante un proceso de
iteracion.

Definicién 1.21. Una sucesion {x,}>2, en un espacio métrico (X,d) se
denomina una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que si
m,n > N, entonces d(x,,x,,) < €.

Proposicién 1.22. Toda sucesion convergente en un espacio métrico (X, d)
es de Cauchy.

En [19, Proposicién 2.3.6, pdg. 44] se encuentra una prueba de la Pro-
posicion 1.22 y se muestra que el reciproco, en general, no es cierto.

Definicién 1.23. Un espacio métrico (X,d) es completo si cada sucesion de
Cauchy {x,}>2, € X es convergente en X.

Es importante hacer notar que en un espacio métrico completo, no hay
puntos “desaparecidos” y cualquier sucesion divergente es ”verdaderamen-
te” divergente, en el sentido de que no hay otro espacio métrico mas grande
en donde sea convergente.

Ejemplo 1.24. a) El espacio R con la métrica usual (d(x,y) = |x —y|) es
un espacio métrico completo;

b) El espacio Euclideano R™ es un espacio métrico completo,
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c) X =B(A,R) con la mélrica uniforme es un espacio métrico completo,

d) X = Q con la métrica Euclideana, (X,|-|), no es un espacio métrico
completo.

Definicién 1.25. Un subconjunto S de un espacio métrico (X, d) es acotado
si S esta contenido en alguna bola B(x,r) de X.

Teorema 1.26. Una sucesion de Cauchy en un espacio métrico (X, d) siem-
pre es acotada.

Teorema 1.27. Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion de Cauchy
{z,}52, converge a x € X si y sdlo si tiene una subsucesion {x,, }32, que
converge a .

En [19, Proposiciéon 2.3.6, pag. 44] se encuentra una prueba de los
teoremas (1.26) y (1.27).
El siguiente resultado sobre completitud es bastante tutil.

Teorema 1.28. Sean (X,dx) un espacio métrico completo y S C X. El
subespacio métrico (S,dx) es completo si y sdlo si, S cerrado en X.

Demostracién. Sea S un subconjunto cerrado en X y sea {z,}>°, C S
una sucesién de Cauchy. Como (X, dx) es completo, existe un punto x € X
tal que lim,, o 2, = x. Entonces por el Teorema (1.19), x € S. Por lo tanto,
(S, d,) es completo. Ahora, sea (S, dx) completo y {x,}22; C S una sucesién
convergente en S. Entonces {z,}22; es una sucesién de Cauchy convergente
en S. Del Teorema (1.16) se sigue que S es cerrado.

Como hemos visto, no todo espacio métrico es completo, la pregunta
es ;todo espacio métrico puede completarse? Es decir, ;siempre pueden ser
rellenados los “agujeros” en un espacio métrico incompleto? La respuesta es
si.

Definicién 1.29. Sea (X, dx) un espacio métrico. Un espacio métrico (Y, dy )
es una completacion de (X, dx) si

(1.) (Y,dy) es completo, y

(2.) existe una isometria ¢ de X sobre Y tal que ¢(X) es denso en'Y.
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Teorema 1.30. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces existe una comple-
tacion de (X, d).

Todas las completaciones de un espacio métrico son iguales en el sentido
de que existe una isometria entre ellas.

Definicién 1.31. Sea (X,d) un espacio métrico. Una funcion T : X — X
es llamada

(C1) Lipschitziana (o L-Lipschitziana) si existe L > 0 tal que

d(Tz,Ty) < L d(z,y), para todo z,y € X;

(C2) contraccion (o a-contraccion) si T es a-Lipschitziana, con a € [0,1);
(C3) no expansiva si T es 1-Lipschitziana;
(C4) contractiva si d(Tx,Ty) < d(z,y), para todo x,y € X, con x #y.

Ejemplo 1.32. a) La funcion T : R — R definida por T(x) = x/2 + 3, es
una contraccion y Fr = {6};

b) la funcion T : [1/2,2] — [1/2,2] dada por T'(x) = 1/x es 4-Lipschitziana
con Fr ={1};

c¢) la funcion T : [1,4+00] — [1,4+00] definida por T(x) = x+1/x es contrac-
tiva y Fr =0;

d) la funcion T : R — R dada por T(z) = 0 es no expansiva y Fr = {0}.

El Teorema de Punto Fijo de Banach (también conocido como el Princi-
pio de Contraccién de Banach) es una herramienta importante en la teoria
de espacios métricos. Garantiza la existencia y unicidad de puntos fijos de
ciertos mapeos de espacios métricos, y proporciona un método constructi-
vo para encontrar esos puntos fijos. Aunque la idea béasica era conocida por
otros anteriormente, el principio aparecio por primera vez en forma explicita
en 1922 en la tesis de Stefan Banach (1892-1945), en la que se utilizé para
establecer la existencia de una solucién a una ecuacion integral.
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Teorema 1.33 (Principio de Contraccién de Banach). Sean (X, d) un espa-
cto métrico completo y T : X — X wuna contraccion. Entonces T tiene un
unico punto fijo xg, y para cada v € X, tenemos

lim T"(z) = xo.
n—oo
Hay varias generalizaciones del Teorema 1.33, obtenidas de dos maneras:
1. debilitando las propiedades de contraccién de la funcion 1"y, posiblemente,
al mismo tiempo dando al espacio X una estructura suficientemente rica, con
el fin de compensar la relajacion de los supuestos de contractividad;
2. ampliando la estructura del espacio X.

Varios teoremas de punto fijo se han obtenido mediante la combinacién de
las dos formas descritas anteriormente o mediante la adicién de condiciones
suplementarias.

Uno de la maneras més importantes en la extensién de Teorema 1.33
consiste en reemplazar la condicién estricta de contracciéon (C2) por una
condicién similar pero mas débil:

d(Tx,Ty) < p(d(z,y)), paratodo =,y€ X, (1.2)
donde ¢ : R, — R, es una funcién de comparacién que preserva algunas
propiedades esenciales de la condicién que aparece en (C2), ¢(t) = at, 0 <
a < 1.

Una alternativa es extender (C2) a la siguiente condicién més general:

d(Tz,Ty) < (d(z,y),d(Tz,z),d(Ty,y),d(x, Ty), d(y, Tr)), (1.3)

para todo z,y € X, donde ¢ : R} — Ry se generaliza a una funcién de
comparacion de 5 dimensiones.

1.2. Meétodo Iterativo de Picard

Sean (X, d) un espacio métrico, D un subconjunto cerrado de X (a me-
nudo tenemos D = X) y T : X — X una funcién con al menos un punto fijo
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p. Para cualquier zy € X consideramos la sucesién de iteraciones {z,}°
determinado por el método de iteracion sucesiva

2o = T(xnr) = T"(w), ne{l,2,..}. (1.4)

Estamos interesados en obtener condiciones (adicionales) en T, D y X, lo
més generales posibles, para poder garantizar la (fuerte) convergencia de la
sucesién de iteraciones {x,}>2, a un punto fijo de 7" en D.

Como ya hemos mencionado, la sucesion definida por 1.4 se conoce como
la sucesion de aproximaciones sucesivas o, simplemente, iteracion de Picard
asociada a T

Por otra parte, si la iteraciéon de Picard converge a un punto fijo de T,
nos interesa estimar el error del método y obtener un criterio para detener
la sucesion de aproximaciones sucesivas.

El Principio de Contraccién de Banach, cuya versién breve fue dada en la
Seccién 1.1 (Teorema 1.33) y por lo general llamado Teorema de Contraccién
de Banach o Teorema de Picard-Banach Caccioppoli, se reformula aqui en
su forma completa.

Teorema 1.34. Sean (X,d) un espacio métrico completo y T : X — X una
a-contraccion. Entonces

(1) existe x* € X tal que Fr = {z*};

(2) la iteracion de Picard asociada a T converge a x*, para cualquier valor
mictal xg € X;

(3) las siquientes estimaciones de error a priori y a posteriori, respectiva-
mente, se cumplen:

a d(ZE(),l’l), n e {0, ]., 2, } (15)

- d(zp_1,2,), ne{0,1,2,..}. (1.6)
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(4) la velocidad de convergencia estd dada por

d(xp, %) < ad(rp_q,2%) <a” d(xg,z"), ne{l,2, ..} (1.7)

Una prueba del Teorema 1.34 se encuentra en [17, Teorema 2.1, pag. 31]
Observaciones.

1) La estimacion de error apriori 1.5 muestra que, a partir de una estimacién
(valor) inicial zy € X, el error de aproximacién de la n-ésima iteracion
estd completamente determinado por el coeficiente de contraccion a y el
desplazamiento inicial d(x1, z).

2) La estimacién de error a posteriori muestra que, para obtener la aproxi-
macién de error deseada del punto fijo por medio de la iteracién de Picard,
es decir, para tener d(z,, z*) < €, tenemos que detener el proceso iterativo
en el primer n paso para el cual el desplazamiento entre dos iteraciones
consecutivas es como maximo es a lo mas (1 — a)e/a.

Por lo tanto, la estimacion de error a posteriori ofrece un criterio de fina-
lizacién directo para la aproximacion iterativa de puntos fijos usando la
iteracion de Picard.

3) Es fécil ver que una estimacién de error a posteriori es mejor que la
estimacion a priori, en el sentido de que a partir de 1.6 podemos obtener
1.5.

4) Cada una de las tres estimaciones dadas en el Teorema 1.33 demuestra
que la convergencia de la iteracion de Picard es al menos tan rapida como

o0
la de la serie geométrica Y a”.
n=0

Ejemplo 1.35. Consideremos la ecuacion polinomica

2 —-1=0 (1.8)
que se puede escribir en la forma Tx = x de varias maneras. Aqui hay tres
de ellas:

425 + 1
Srd —1°

(@)z=2"-1, b)rz=vVr+1l, (c)x=
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Es facil ver que (1.8) tiene solucion inica en el intervalo [1,00).
Denotemos:
42° 4+ 1
Ti(z)=2"-1, Th(z)=Vo+1 y Ty(x)= A Y€ 1, 00).
x —

Entonces la iteracion de Picard asociada a Ty no converge, cualquiera que
sea la aproximacion inicial o € [1,00), mientras que en el caso de Ty o T3,
si lo hace. De hecho, Ty es una %—contmccio’n. La funcion de iteracion Ts se
obtuvo por el algoritmo de Newton. La siguiente tabla muestra las primeras
iteraciones para los tres procesos iterativos definidos por las funciones Ty, Th

y T3, respectivamente, y para ciertos valores iniciales x.

Tn41 = Tlxn Tp41 = T2-Tn Tp4+1 = Tan
o = 1 o = 1 o = 1
[L’l—O $1:1149 271:125
To = —1 To = 1.165 x9 = 1.178
Ty = —2 x5 = 1.167 75 = 1.168
Ty = —33 x4 = 1.167 x4 = 1.168
r5 = —39135394 x5 = 1.167 T5 = 1.168
o — 1,167 o — 10 g — 10
T = 1.164 Ty = 1,6].5 Ty =
To = 1.141 To = 1.212 9 = 6.401
73 = 0.936 x5 = 1.172 75 = 5.121
ry = —0.282 ry = 1.168 xq = 4.098
x5 = —1.002 x5 = 1.167 T5 = 3.282
r5 = 2.632
192 = 1.168
T12 = 1.167

En el Ejemplo 1.35 el proceso iterativo definido por de la funcién de
iteracion Ty (es decir, la iteracién de Picard) es répido (més répido que la
iteracién de Newton). Sin embargo, como se muestra en (1.7), la velocidad
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de convergencia de la iteracién de Picard para cualquier contraccion es lineal.

En la mayoria de los casos, la condicién de contraccién (C1) no se cumple
en todo el espacio X, sélo localmente. En este contexto, una version local del
Principio de Contracciéon de Banach es muy 1til para ciertos fines practicos.

Corolario 1.36. Sea (X, d) un espacio métrico completo yT : B(yo, R) = X
una a-contraccion, tal que

d(Tyo, y0) < (1 — a)R. (1.9)

Entonces T tiene un punto fijo que se puede obtener utilizando el método
iterativo de Picard, a partir de cualquier zo € B(yo, R).

Una demostracién del Corolario 1.36 se encuentra en [17, Corolario 2.1,
pag. 33

Definicién 1.37. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Una funcion T :
X — X es llamada un operador de Picard (estricto) si existe x* tal que

Fr=A{a"}y
T"(xg) — x* (uniformemente) para todo xo € X.

Ejemplo 1.38. Si (X, d) es un espacio métrico completo, entonces cualquier
contraccion T : X — X es un operador de Picard.

Al debilitar la condicién de contraccién de una funcién T, las conclusiones
del Teorema 1.34 ya no son vélidas, como se muestra en siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.39. Si X = [1,00) y T : X — X es definida por T(z) =z + 1,
entonces:

(1) T no es una contraccion;
(2) T es contractiva;
(3) Fr = (Z);

(4) la iteracion de Picard asociada a T no converge, para cualquier valor
micial xg € X.
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Sin embargo, es posible imponer algunas condiciones adicionales al espacio
)
X, para garantizar que una funciéon contraccién sea un operador de Picard.

Definicién 1.40. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que X es compacto
si para toda sucesion {x,}:, € X, existe una subsucesion {x,, }32, € X
convergente en X. Un subconjunto A de X se dice compacto si (A,da) es un
espacio compacto.

Una prueba del siguiente resultado se encuentra en [17, Teorema 2.2,
pég. 34]

Teorema 1.41 (Teorema de Nemytzki-Edelstein). Sean (X, d) un espacio
métrico compacto y T : X — X una funcion contractiva. Entonces T es un
operador de Picard estricto.

Corolario 1.42. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X — X una
funcion contractiva. Si existe xg € X tal que la iteracion de Picard {T"x¢}2
tiene una subsucesion convergente a v € X, entonces Fr = {z*} y x = x*.

Observaciéon. Para una funcién contractiva, por lo general, no tenemos
informacion sobre la velocidad de convergencia de la iteracion de Picard.

Teorema 1.43. Sean (X,d) un espacio métrico completo y T : X — X una
funcién para la cual existe a € [0, %) tal que

d(Tz,Ty) < ald(x,Tz) + d(y,Ty)], para cada z,y € X. (1.10)
Entonces T es un operador de Picard.
Una pruba del Teorema 1.43 se encuentra en [17, Teorema 2.3, pag. 36].
Ejemplo 1.44. Sean X =R y T : X — X dada por

0 si x€(—o0,2
I(x) =

1 si x€[2,400).

Entonces (i) T no es continua; (i) T satisface (1.10) (con a = £) y por el
Teorema 1.43, T es un operador de Picard.
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Corolario 1.45. Sean los supuestos del Teorema 1.43. Entonces, las estima-
ctones de error de la iteracion de Picard estin dadas por

n

dau;Ty)glf” d(zg,11), ne€{0,1,2,..}, (1.11)

d(Txz,Ty) < % d(xp, xn—1), ne€{0,1,2,..}, (1.12)

donde o = .
—a

La clase de operadores contractivos estan incluidos en la clase de funciones
no expansivas. Para una funcién no expansiva 7', sin embargo, la conclusion
Fr # () generalmente no es cierto. Una generalizacién de una funcién no ex-
pansiva, con al menos un punto fijo, es la de las funciones cuasi no expansivas.

Una funcién T : X — X es cuasi no expansiva si T tiene al menos un
punto fijo en X y, para cada punto fijo py x € X, se cumple

d(Tx,p) < d(x,p), VzeX.

Una definicién contractiva que se incluye en la clase de funciones cuasi no
expansivas fue obtenida por Zamfirescu en 1972. El Teorema de Zamfirescu
es una generalizacion de los teoremas de punto fijjo de Banach, Kannan y
Chatterjea.

Teorema 1.46 (Teorema de Zamfirescu). Sean (X, d) un espacio métrico
completo y T : X — X una funcion para la cual existen los numeros reales
a, B, satisfaciendo 0 < a < 1,0 < < % y0<y< %, tal que, para cada
x,y € X, al menos una de las siguientes condiciones se cumple:

(Z1) d(Tz,Ty) < ad(zx,y);

(22) d(Tx,Ty) < Bld(z, Tx) + d(y, Ty)];
(23) d(Tx,Ty) <A[d(z,Ty) + d(y, Tx)].
Entonces T' es un operador de Picard.

Una demostracion del Teorema de Zamfirescu se encuentra en [17, Teo-
rema 2.4, pag. 37).

Una funcion T' que satisface el Teorema de Zamfirescu se denomina ope-
rador de Zamfirescu.
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La estimacion de error de la iteracion de Picard asociado a un operador de
Zamfirescu estd dada por las mismas estimaciones (1.11) y (1.12), pero con

a reemplazado por
5 — B Y
=maxqa, ——,—— ¢.
1—-06"1—x

Ejemplo 1.47. Si T es un operador de Kannan (es decir, T cumple la con-
dicion (1.10)), entonces T' es una funcion cuasi no expansiva.

Definicién 1.48. Sea X un conjunto no vacio. Una funcion T : X — X es
un operador de Bessaga si existe x* € X tal que

Frn ={2*}, para todo n € N.

Ejemplo 1.49. Si T es un operador de Picard, entonces T es un operador
de Bessaga.

Si T es un operador de Bessaga sobre el conjunto X, entonces X puede
ser organizado como un espacio métrico completo, tal que T debe ser una
contraccion en X.

Una prueba del siguiente resultado se encuentra en [17, Teorema 2.5,
pag. 40].

Teorema 1.50. Sean X un conjunto no vacio, T un operador de Bessaga vy
a € (0,1) un nimero dado. Entonces existe una métrica d sobre X tal que

(a) (X,d) es un espacio métrico completo;

(b) T es una contraccion con respecto a d.

Por el Teorema 1.50 y el Ejemplo 1.49 tenemos que, para cualquier funcién
T que satisfaga una de las condiciones contractivas del Teorema de Zamfires-
cu, es posible encontrar otro métrica d’ sobre X tal que (X, d’) es un espacio
métrico completo y T" es una contraccién con respecto a d'.

Ejemplo 1.51. La funcion lineal

8 8
T:R?> - R?  dado por T(x,y):(x+ Y :C+y)

10 7 10

no es una contraccion con respecto a la métrica Fuclideana, pero es una

%—contmccidn con respecto a la métrica del Ejemplo 1.7 con p = 1.
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Sin embargo, para un determinado operador de Bessaga, practicamente
no es una tarea facil construir la métrica d con la cual (X, d) es un espacio
métrico completo. Una alternativa a este intento es transferir una parte de
las hipotesis de la métrica d a una segunda métrica p, como se muestra en el
Teorema del Punto Fijo de Maia. Una demostracién del siguiente teorema se
encuentra en [17, Teorema 2.6, pag. 52

Teorema 1.52 (Teorema del Punto Fijo de Maia). Sean X un conjunto no
vacio, d y p dos métricas sobre X y'T : X — X una funcion tales que,

(1) d(z,y) < p(x,y), para todo z,y € X;

(i1) (X, d) es un espacio métrico completo;

(1) T : (X,d) = (X, d) es continua;

(iv) T : (X, p) = (X, p) es una a-contraccion con a € [0,1).

Entonces T' es un operador de Picard.

Definicién 1.53. Una funcion ¢ : Ry — Ry es una funcion comparacion si

(i) ¢ es mondtona creciente, y

(11) {o™ ()}, converge a 0 para todo t > 0.

Ejemplo 1.54. (1) ¢(t) = at, t € Ry, a € [0,1), es una funcidn compara-
cion;

(2) o(t) = 75, t € Ry, es una funcion comparacion.

Definicién 1.55. Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcion T : X — X

es una p-contracion si existe una funcion comparacion ¢ tal que

d(Tz, Ty) < p(d(z,y)), para todo z,y € X.

Una prueba del siguiente resultado se encuentra en [17, Teorema 2.7,
pag. 42]

Teorema 1.56. Sean (X,d) un espacio métrico completo y T : X — X una
p-contracion. Entonces T es un operador de Picard.

Corolario 1.57. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X — X una
funcién con la propiedad de que existe k € N* tal que T* es una p-contracion.
Entonces eziste v* € X tal que Fr = {x*}.
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La teoria métrica del punto fijo es muy rica en teoremas de punto fijo
para diversas clases de ¢-contracciones, que se obtienen combinando diferen-
tes propiedades de la funcién de comparacién ¢. Como se ilustra el Teorema
1.56, casi todos ellos demuestran solamente la convergencia de la iteracion de
Picard al inico punto fijo de T'. Sélo unos pocos de estos teoremas de punto
fijo son capaces de proporcionar informacién sobre la velocidad de conver-
gencia de la iteracién de Picard.

El siguiente teorema, transpone todas las conclusiones, en el Teorema de
Punto Fijo de Banach (1.34) a una clase de yp-contracciones.

Teorema 1.58. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X — X una
[e.e]
p-contraccion tal que Z ©"(t) converge para todo t > 0. Entonces

n=0
(1) existe * € X tal que Fr = {z*};
(1) la iteracion de Picard {x,}52, = {T"x0}2, converge a x*, para cada
xo € X,
(111) la siguiente estimacion se cumple
d(z,, 7*) <Y O"(d(vn, Tns1)), n€10,1,2,..}. (1.13)
k=0

Una demostracién del Teorema 1.58 [17, Teorema 2.8, pag. 43]

Note que con ¢(t) = at, t € Ry, a € [0,1) en el Teorema 1.58, obtenemos
el Teorema 1.34.

1.2.1. T-Estabilidad

Intuitivamente, un procedimiento iterativo de punto fijo es numéricamen-
te estable si, modificaciones pequenas en los datos iniciales o en los datos
que estan involucrados en el proceso de célculo, produciran una influencia
pequena en el valor calculado del punto fijo.

La forma general para un procedimiento iterativo de punto fijo es:

Tpy1 = f(T,2,) ne{0,1,2,...}, (1.14)

donde T": X — X es una funcion y zo € X es dado. Observe que el lado
derecho de (1.14) contiene todos los parametros que definen el proceso itera-
tivo. En la iteracién de Picard, f(T,x,) = Txz,.
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Sean (X,d) un espacio métrico, T : X — X una funcién con Fr # ()
v {z,}5°, una sucesién obtenida por un proceso iterativo de punto fijo que
asegura su convergencia a un punto fijo p de 7.

En aplicaciones concretas, cuando calculamos {x,, }°° , usualmente segui-
mos los siguientes pasos:

1. Elegimos la aproximacién inicial xq € X.

2. Calculamos z; = Txq pero, debido a varios errores que se producen du-
rante los célculos (errores de redondeo, aproximaciones numéricas de fun-
ciones, derivadas o integrales), no obtenemos el valor exacto de x;, pero
uno diferente, digamos y;, que sin embargo esta lo suficientemente cerca
de 1, es decir, 1 ~ y;.

3. En consecuencia, cuando se calcula xo = T'z; calculamos realmente zo =
Ty, y asi, en lugar del valor tedrico xy, obtendremos, de hecho, otro va-
lor lo suficientemente cercano, ¥, es decir, xo & 19, ..., y asi sucesivamente.

De esta manera, en lugar de la sucesién tedrica {x,}2°, definida por el
método iterativo dado, practicamente vamos a obtener una sucesién aproxi-
mada {y,}52,. Vamos a decir que el método iterativo de punto fijo dado es
numéricamente estable si y sélo si, para y, lo suficientemente cerca (en algtin
sentido) a x, en cada etapa, la sucesiéon aproximada {y,}>%, aun converge
al punto fijo de T'.

Siguiendo basicamente esta idea, se introdujo el siguiente concepto de esta-
bilidad.

Definicién 1.59. Sean (X, d) un espacio métrico, T : X — X una funcion
y o € X. Supongamos que el procedimiento de iteracion (1.14) converge a

un punto fijo p de T. Sean {y,}>>, una sucesion arbitraria en X y
€n = A(Yns1, [(T,yn)) ne{l,2,...}. (1.15)

Diremos que el proceso iterativo de punto fijo (1.14) es T-estable o estable
con respecto a T’ si y solo si

lim ¢, =0 < lim y, = p. (1.16)
n—oo

n—oo
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Si las condiciones de la Definiciéon 1.59 se cumplen para z,,1 = Tx,,
entonces diremos que la iteracién de Picard es T-estable.

En [17, Teorema 7.1, pag. 159] se prueba que la iteracién de Picard es
T-estable con respecto a cualquier a-contraccién y también con respecto a
cualquier operador de Zamfirescu 7.



Capitulo 2

Espacios (z-Métricos

El concepto de espacio G-métrico fue introducido por Zead Mustafa y
Brailey Sims en [7] con el fin de generalizar la nocién de espacio métrico.

Definicién 2.1. Sea X un conjunto no vacio y sea G : X x X x X — RTU{0}
una funcion que satisface, para todo z,y,z,a € X,

(GM1) G(z,y,2) =0 six =y =z,
(GM2) 0 < G(z,x,y); siempre que x # vy,
(GM3) G(x,2,y) < G(x,y,2) siempre que z # v,

(GM4) G(z,y,2) = G(p{x,y,z}), donde p es una permutacion de z,y,z
(simetria en las tres variables), y

(GM5) G(x,y,2) < G(z,a,a) + G(a,y, z) (desigualdad rectangular),

entonces la funcion G es llamada una métrica generalizada, o, mas especifi-
camente una G-métrica en X, y el par (X, G) es un espacio G-métrico.

Claramente estas propiedades se cumplen cuando G(z, vy, z) es el perime-
tro del tridngulo con vértices en z,y, 2 € R3, tomando ademés a en el interior
del tridngulo se visualiza (GM5) lo mejor posible. De hecho, la naturaleza de
un espacio G-métrico es entender la geometria de tres puntos en lugar de dos
puntos a través de perimetro de un triangulo.

23
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2.1. Ejemplos y Propiedades

Ejemplo 2.2. Sea X el conjunto de niimero reales. La funcion G : X x X X
X — R dada por

G(r,y,2) = v —y| + |y — 2| + |2 — 2|, para todo x,y,z € X
es una G-métrica sobre X.

Ejemplo 2.3. Sea X un conjunto no vacio. La funcion G : X x X x X — R*
definida como

Six =Y =2
SITFY Yy Y+Fz Yy 2#x
de otra manera

G(z,y,2) =

N~ = O

es una G-métrica sobre X. FEsta G-métrica se puede definir en cualquier
conjunto no vacio.

El siguiente ejemplo es importante porque nos dice como construir una
G-métrica a partir de una métrica dada.

Ejemplo 2.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Si las funciones Gg, Gy, X X
X x X — R se definen como

Gs(z,y,2) = d(z,y) + d(y, z) + d(z, 2),

Gm(z,y,z) = max{d(z,y),d(y, z),d(x, z)}, para todo z,y,z € X.

Entonces (X, Gs) y (X, Gp) son espacios G-métricos.

Definicién 2.5. Un espacio G-métrico (X, G) es simétrico si
G(z,y,y) = G(z,z,y),Vz,y € X.
De otra manera, (X,G) es no simétrico.

Note que (X, Gs) v (X, G,,,) son simétricos, esto se sigue directamente de
la propiedad simétrica de la métrica d.

Hasta ahora sélo hemos visto ejemplos de espacios G-métricos simétricos.
A continuacion se presenta un ejemplo de un espacio G-métrico no simétrico,
que ademds no surge a través de G5 o G, [7, Ejemplo 1, pag. 3 ].
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Ejemplo 2.6. Si X = {a,b} y se define

G(a,a,a) = G(b,b,b) =0

G(a,a,b) =1, G(a,b,b) =2

y se extiende G a todos los elemntos de X x X x X por la propiedad (GMA4).
Entonces (X, G) es un espacio G-métrico no simétrico, ya que G(a,a,b) #

G(a,b,b).

Proposicién 2.7. Sea (X,G) un espacio G-métrico, entonces para cuales-
quiera x,y, z,a € X las siguientes propiedades se cumplen:

(1) si G(x,y,z) =0, entonces x =y = z,
(2) G(z,y,2) < G(z,z,y) + G(z,z,2),
(3) G(z,y,y) <2G(y, z, z),

(4) G(x,y,2) < G(x,a,z2) + G(a,y, 2).

Demostracién. Sean z,y, z,a € X. (1) Suponga que G(x,y,2) =0, x # y
y z # y. Entonces por (GM2) y (GM3), tenemos 0 < G(z,z,y) < 0. Asi,
r=y=z.
(2) Sia=1yen (GM5), entonces tenemos

G(r,y,2) < G(z,y,y) + Gy, y, 2).
Luego, intercambiando = y y, tenemos

G(y,z,2) < Gly,x,z) + Gz, z, 2).
Usando (GM4), obtenemos

G(z,y,2) < G(z,z,y) + G(z, z, 2).
(3)Sia=yyz=xen (GM5), tenemos

G(z,y,2) < Gz, y,y) + Gy, y,2).
Intercambiando x y y, obtenemos

Gy, z,y) < Gy, z,2) + Gz, z,y).
Usando (GM4), obtenemos

G(z,y,y) < 2G(y,z,x).

(4) De (GM5) y (GM3), tenemos

G(z,y,2) < G(z,a,z)+ G(a,y, 2).



26 Espacios G-Métricos

Proposicién 2.8. Sea (X, G) un espacio G-métrico y k > 0, entonces Gy y
G5 son también G-métricas sobre X, donde, para todo x,y,z € X,

(1) Gi(z,y,z) = min{k,G(x,y,2)}, vy

G(z,y,z
(2) Go(z,y,2) = Wﬁiyl), para todo x,y,z € X.

Demostracion. (1) Sean z,y, z,a € X.
(i) Como k > 0, entonces

Gl(x7y7 Z) = min{ka G(fL’, Y, Z)} = min{ka O} =0

siz=y = z.
(i) Si x # y, entonces 0 < G(z,x,y). Ademds, como k > 0, tenemos que

0 < min{k, G(z,z,y)} = Gi(x,x,y).

(iii) Si z # y, entonces G(z, z,y) < G(z,vy, z). Se sigue que
Gi(z,z,y) = min{k, G(z, z,y)} < min{k,G(z,y,2)} = Gi(z,y, 2).

(iv) La propiedad (GM4) se sigue directamente de la simetria en todas las
variables de G.

(v) Dado que G(z,y, z) < G(x,a,a) + G(a,y, z), tenemos que

Gi(z,y,z) = min{k, G(z,y,2)} < min{k, G(z,a,a) + G(a,y,2)}
< min{k, G(z,a,a)} + min{k, G(a,y, 2)}
- Gl(xa a, CL) + Gl(a’a Y, Z)

Por lo tanto, GG; satisface los 5 axiomas de G-métrica.
(2) Sean z,y,z,a € X. (i) Como k > 0, entonces
G(z,y,2) 0
2(%,9,2) k+G(x,y,2) k
siz=y = z.
(i) Si x # y, entonces 0 < G(z,x,y). Ademds, como k > 0, tenemos que

G(z,z,y)

0< k+G(x,z,y)

= GQ(xvxay)'



2.1 Ejemplos y Propiedades 27

(iii) Si z # y, entonces G(z, z,y) < G(z,y,z). Como k > 0, tenemos que
kG(x,2,y) < kG(z,y, 2).

Luego, sumando en ambos lados de la desigualdad G(x,y, 2)G(x, z,y) y fac-
torizando obtenemos

Gz, z,y)(k+ G(x,y,2)) < G(z,y,2)(k + G(z,x,y)).

Asi,
G(z,z,y) G(z,y,2)
G = < =G :
D G ey S R Gy )

(iv) La propiedad (GM4) se sigue directamente de la simetria en todas las
variables de G.
(v) Con el fin de reducir notacién, sean a = G(z,y,z2), b = G(x,a,a) y
c=G(a,y,z). Dado que a < b+ cy k > 0, tenemos que

ak?® < bk* + ck®. (2.1)
Sumando abk en ambos lado de (2.1) obtenemos
ak® + abk < bk* + ck* + abk. (2.2)

Ademas,
ak < ak + ab + 2bk. (2.3)

Multiplicando por ¢ en ambos lados de (2.3) obtenemos
cak < cak + cab + c2bk. (2.4)
Ahora, sumando (2.2) y (2.4) tenemos
ak® + abk + cak < bk* + ck® + abk + ack + abc + 2bck. (2.5)
Sumando abc en ambos lados de 2.5 nos queda
abc + ak® + abk + cak < bk* + ck® + abk + ack + 2abc + 2bck.
Luego, factorizando obtenemos

c(ab + ak) + k(ak + ab) < a(2bc + bk + ck) + k(bk + ck + 2bc)
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= (ab+ ak)(c+ k) < (bk + ck + 2bc)(a + k)
= a(b+k)(c+ k) < (bk + ck + 2bc)(a + k).

Pero (bk + ck + 2bc) = bk + ck + bc+ bc = b(c + k) + ¢(b+ k). Asi

alb+k)(c+k) < (blc+k)+cb+Ek))(a+ k)
=alb+k)(c+k)<(blc+k)+cb+k))(a+k)
a <b(c+l<:)+c(b+k) b c

G kS O Rtk bik etk

Por lo tanto, (X, G3) es un espacio G-métrico.

Proposicién 2.9. Sea (X, G) un espacio G-métrico, entonces las siguientes
propiedades son equivalentes.

(a) (X,G) es simétrico.
(b) G(z,y,y) < G(z,y,a), Vx,y,a € X.
(c) G(x,y,2) < G(x,y,a) + G(z,y,b), Vx,y,2,a,b € X.
Demostracién. (a) = (b) De (GM3) tenemos
G(z,z,y) < G(x,y,2),Vr,y,z € X con y # z.
Como (X, G) es simétrico,
Gy,y,z) < G(z,y,2),Yx,y,z € X con x # z.

Poniendo z = a, G(y,y,2) < G(x,y,a),Vz,y,a € X con z # a.
(b) = (a) Sia =z en (b) entonces (X, G) es simétrico.
(b) = (c) De (2) de la Proposicién 2.7,

G(z,y,2) < G(z,y,y) + G(2,9,9).
De (b) tenemos,
G(z,y,2) < G(z,y,a) + G(z,y,b)Vx,y, z,a,b € X.
(¢c)=(a)Sia=xzyb=yen (c)

G(z,y,2) < Gz, y, )+ G(2,9,9).
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2.2. La topologia G-métrica

Hemos visto que para cualquier conjunto no vacio X, podemos construir
una G-métrica sobre X a partir de cualquier métrica sobre X (por Gy y
Gnm), la siguiente proposiciéon nos dice que inversamente también es posible,
es decir, se puede obtener una métrica sobre X a partir de una G-métrica
dada.

Proposicion 2.10. Sea G una G-métrica sobre X . Entonces para todo x,y €
X, las funciones dg,d,, - X x X — R definidas por,

(1) ds(z,y) = G(z,y,y) + Gy, z,x), y
(2) dp(z,y) = méx{G(z,y,y),G(y,x,x)}

son métricas sobre X.
Demostracion. Para cualesquiera z,y, z € X se cumple lo siguiente.
(1) ds(z,y) = G(z,y,y) + Gy, z,2) = 0,
ds(z,y) =0< G(x,y,y) + Gy, z,z) =0
& G(z,y,y) =Gx,z,y) =0z =1y.
ds(z,y) = Gz, y,y) + Gy, z,x) = G(y,y,2) + G(z,2,y) = ds(y, ).
ds(2,y) = G(z,y,y) + G(y, =, 2)
G(z,y,y) + G(z,2,2) + G(z,z,2) + G(y, 2, 2)
= (G(z,z,2) + G(x,2,2)) + (G(z,y,9) + Gy, z,2))
ds(z, ) + ds(2, y).

Por lo tanto, (X, ds) es un espacio métrico.

IN

(2) dn(z,y) = mdx{G(z,y,y),G(y,z, )} =0,
dp(z,y) =0 méx{G(z,y,y), Gy, z,z)} =0
< G(r,y,y) =Gy, z,2) =0 x=y.
m(7,y) = méx{G(z,y,9), G(y,z,2)} = méx{G(y,z,x), G(z,y,y)} = dn(y, 7).
m(@,y) = méx{G(z,y,y), G(y, v, 2)}
<max{G(x,z 2) + G(z,v,v9),G(y, z,2) + G(z,x,x)}
<max{G(x, z,2) + G(z,x,2)} + méx{G(z,vy,v), Gy, z, 2)}
=ds(z,2) + ds(z,9).

d
d
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Por lo anterior, (X, d,,) es un espacio métrico.

Definicién 2.11. Sea (X, G) un espacio G-métrico, entonces para xo € X,
r >0, la G-bola con centro xq y radio r es

Bg(zg,r) ={y € X : G(xo,y,y) <1}

Proposicién 2.12. Sea (X, G) un espacio G-métrico, entonces para cuales-
quiera xo € X yr >0, tenemos

(a) si G(xg,x,y) <1 entonces x,y € Bg(zo, 1),
(b) siy € Bg(xg, 1) entonces existe un 6 > 0 tal que Bg(y,d) C Bg(xg, ).

Demostracién. (a) De (GM3) tenemos que G(zg,z,z) < G(zg,z,y) < r
con Ty # vy, esto implica que x € Bg(zg, 7). Similarmente, G(zg,y,y) <
G(zo,y,x) < 1 con xy # x, implica que y € Bg(xg,r). Por lo tanto, si
G(zo,x,y) <, entonces z,y € Bg(zo,7).

(b) Sea 0 =r — G(zo,y,y). Luego, si z € Bg(y, ) entonces G(y, z,2) < § =
r — G(zo,y,y), lo cual implica que G(y, z, z) + G(xq,y,y) < r. Por (GM5),
tenemos que G(xg, 2, 2) < 1, estoes, z € Bg(xo,7). Asi, Bg(y,0) C Bg(xo, 7).

Se sigue del inciso (b) de la Proposicién 2.12 que la familia de G-bolas,
B = {Bg(z,r): x € X,r >0} es la base de una topologia 7(G) sobre X, la
topologia G-métrica.

Proposicién 2.13. Sea (X,G) un espacio G-métrico, entonces para todo
g€ X yr >0, tenemos

(1) Ba(wo,3) € Ba,(20,7) S Ba(xo, 7).
(2) Ba(wo,5) € Ba, (70,7) € Ba(zo, 7).
Demostracion. (1) Si z € Bg(xo, 5) entonces G(xg, 2, 2) < 5. Luego,

ds(an Z) = G<m0a 2 Z) + G(Za Zo, IL‘())
< G(Io, Z7Z> + 2G(I07Z,Z)

= 3G (2o, 2, 2) < (3)% =r.
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Asi, z € By, (xo,7). Ahora, si z € By, (xg,r) entonces

ds(xo, 2) = G(xo, 2,2) + G(z,2,m9) < T
= G(xg, 2,2) <T.

Asi, z € Bg(xo,7). Por lo tanto Bg (o, 5

) € By, (z0,7) € Ba(zo,7).
(2) Si z € Be(wo, 5) entonces G(xo, 2, z) <

5. Luego,
A (0, 2) = max{G(zo, 2, 2), G(z, xg, o) }
< méx{G(xg, z, 2), 2G (9, 2, 2) }

=2G(xg, 2,2) < (2)% =r.

Asi, z € By, (xg,r). Ahora, si z € By, (zo,7) entonces

dm (20, 2) = max{G(xg, z,2),G(z, z,20) } <7
= G(xg,2,2) <.

Asi, z € Bg(xo,7). Por lo tanto Bg(wo, 5) € By, (z0,7) € Ba(wo,7).1
Note que si (X, G) es simétrico, entonces By, (xo,r) = Bg(xo, 7).

En consecuencia, la topologia G-métrica 7(G) coincide con la topologia
métrica derivada de ds y d,,. Asi, mientras isométricamente son distintos
en general, todo espacio G-métrico es topologicamente equivalente a un es-
pacio métrico. Esto nos permite transportar facilmente muchos conceptos y
resultados de los espacios métricos en el contexto de un espacio G-métrico.

2.3. Convergencia y Continuidad

Definicién 2.14. Sean (X, G) un espacio G-métrico y {x, }5°, una sucesion

de puntos de X . Decimos que {x,}:2, es G-convergete a x silim,, ;o0 G(T, Tp, Trm) =
0, es decir, para cualquier € > 0, existe N € N tal que G(x, x,,x,,) < € para

todo n,m > N. Llamamos a x el limite de la sucesion y escribimos x, — x

o lim,,_yoo T, = .

Proposicién 2.15. Sea (X,G) un espacio G-mélrico, entonces para una
sucesion {x,}>>, € X y un punto x € X las siguientes condiciones son
equivalentes.
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(a) {zn}22, es G-convergente a .

(b) ds(x,,z) — 0, cuando n — oo.

(¢) dpm(xpn,x) = 0, cuando n — oo.

(d) G(xp,x,,x) — 0, cuando n — oo.
(e) G(xp,z,x) = 0, cuando n — oo.

(f) G(xm,xn,x) = 0, cuando m,n — oo.

Demostracién. La equivalencia de (1) y (2) se sigue de (1) de la Propisicién
2.13. La equivalencia de (1) y (3) se sigue de (2) de la Propisicién 2.13.
(b) = (d) y (b) = (e) Se sigue de,

ds(z,y) = Gz, y,y) + Gy, z, x),
ya que si dg(z,, ) = 0 cuando n — oo,
= G(xn, Tp,x) = 0 cuando n — oo y G(xy,, z,x) — 0 cuando n — oo.

(d) = (e) se sigue de
G(z,y,y) <2G(y, =, z),

porque si G(zp,z,,x) — 0 cuando n — oo = G(x,,z,2) — 0 cuando
n — o0. (e) = (f) De (2) de la Proposicién 2.7, tenemos que

G(Tp, Tm, ) < G(xh, Tn, ) + G(Tp, Tny Trn)-
Pero de (GM5) tenemos
G(xp, Tny Tm) < G(Tp, Tp, ) + (2,2, T0).
Entonces G(x,, Ty, ) < 2G(2y, T, x) + (2,2, 2,,). Asi,
G(zy, Ty, ) — 0 cuando n — oo y G(x,, z,x) — 0 cuando n — oo

= G(zp, Tm,x) — 0 cuando n — oc.

(f) = (b) De la definicién dy tenemos

ds(Tn,x) = G(zp, 2, 2) + G(x, 20, ) < 3G(Ty, T, T).
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Luego, por (GM5)
3G(zn, x,x) < 3G(xp, , ) + 3G(Xp, Ty, ).
Por lo tanto, si
G(zp, x, ;) — 0 cuando n — oo y G(xp,, T, ) — 0 cuando n — 0o

= ds(2n,x) — 0 cuando n — oo.t

Definicién 2.16. Sean (X,G), (X', G") espacios G-métricos. Una funcion
f:X — X' es G-continua en un punto xq € X si y solo si dado € > 0 ezxiste
0 > 0 tal que

siz,y € X yGxg,x,y) <= G (f(x0), f(x), fy)) <e

Una funcion es G-continua en X si y solo si es G-continua en todo punto
a€X.

Dado que las topologias G-métricas son topologias métricas, de mane-
ra similar que en espacios métricos, tenemos un criterio muy importante
equivalente a la G-continuidad de una funciéon en un punto, el criterio de
G-secuencialmente continua.

Definicién 2.17. Sean (X,G), (X', G") espacios G-métricos y ro € X. La
funcion f es G-secuencialmente continua en el punto xy si {x,}oe, C X
G-convergente a x implica que {f(x,)}2, es G-convergente a f(x)

Proposicién 2.18. Sean (X, G), (X', G") espacios G-métricos, entonces una
funcion f : X — X' es G-continua en un punto xq € X si y solo si es G-
secuencialmente continua en X.

Proposicién 2.19. Sea (X, G) un espacio G-métrico, entonces la funcion
G(z,y,z) es conjuntamente continua en sus tres variables.

Demostracion. Sean {zx }52 1, {ym }oo_; v {2, } 22, sucesiones G-convergentes
ax,yy z respectivamente. Entonces por (GM5) tenemos,

G(z,y,2) < G, Ym, Ym) + G(Ym, T, 2)

G(%%?Jm) S G(.’L',Jfk,l’k) + G(mkaymv Z)
G(z, Tk, Ym) < G(z, 20, 2n) + G(2ny Y, Tk)
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Asi, sumando de estas tres condiciones, obtenemos
G(z,y,2) — G(zn, Ym, Tk) < G(Yy Ym, Ym) + G(z, 2k, k) + G(2, 20, 2) (2.6)
Similarmente,

G(xk,ym, Zn) § G(xkaxw]:) + G(-Iayma Zn)
G(z,Yms ) < G(Ym,y,y) + Gy, 7, 2)
G(z, 2n, Ym) < G(2, 21, 20) + G(2, Y, )

Sunmando las anteriores desigualdades, obtenemos
Gk, Yms 2n) = G(2,y,2) < Gy, 4, ym) + G2, 2, 20) + G(2,2,20)  (2.7)
Combinando (2.6) y (2.7), y usando (3) de la Proposicién 2.7
|G (@, Y, 2n) = Gl2,y, 2)| < 2(G(, 2k, ) + G, Y Ym) + G(2, 20, 20))-

Por lo tanto, G(zg, Ym, 2n) = G(z,y, 2) cuando k,m,n — oo.

2.4. Completitud

Definicién 2.20. Sea (X, G) un espacio G-métrico. Una sucesion {x,}22, €
X es G-Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que G(y, T, 1) < €
para todo n,m,l > N.

La siguiente proposicion se sigue directamente de las definiciones y de la
Proposiciéon 2.15.

Proposicién 2.21. En un espacio G-métrico (X, G) las siguientes condicio-
nes son equivalentes.

(a) {zn}2, es G-Cauchy.

(b) G(xp, T, Tp) — 00 cuando m,n — 0o.

(c) {x,}22, es de Cauchy en el espacio métrico (X, ds).
(d) {x,}5°, es de Cauchy en el espacio métrico (X, d,,).

El siguiente corolario se sigue directamente de las proposiciones 1.22 y
2.21.
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Corolario 2.22. Toda sucesion G-convergente en un espacio G-métrico es

G-Cauchy.

Corolario 2.23. Si {x,}>2, es una sucesion G-Cauchy en un espacio G-
métrico (X, G) y contiene una subsucesion G-convergente, entonces {x, 2,
es G-convergente.

Definicién 2.24. Un espacio G-métrico (X, G) es G-completo si toda suce-
sion G-Cauchy en (X, G) es G-convergente en (X, Q).

Proposicién 2.25. Sea (X, G) un espacio G-métrico. Entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes.

(1) (X,G) es G-completo.
(2) El espacio métrico (X,ds) es completo.
(8) El espacio métrico (X, d,,) es completo.

Demostracién. (1) < (2) Sea (X, G) G-completo. Una sucesién {z,}>
es de Cauchy en (X, dy) siy sélo si {z,}72; es G-Cauchy en (X,G). Asi,
{z,}52, es G-convergente en (X, G), lo cual es equivalente a que {z,}>°, es
convergente en (X, d). Por lo tanto (X, ds) es completo. De manera similar
se tiene la equivalencia de (1) y (3).

Si un espacio G-métrico (X,G) es G-completo, lo llamaremos espacio
G-métrico completo.

La propiedad de completez (o G-completez) de un espacio G-métrico es
importante para la teoria G-métrica de punto fijo, sin embargo, no todo
espacio G-métrico es completo (o G-completo). La pregunta es ;Se puede
completar un espacio G-métrico no completo? Para contestar esta pregunta,
primero hay que definir lo que entendemos por G-completacién de un espacio
G-métrico. Antes de continuar veamos el siguiente resultado.

Corolario 2.26. Para toda métrica d sobre X existe una G-métrica G tal
que d = d,,.

Demostracién. Sea G(zx,y,z) = max{d(z,y),d(y, z),d(z,x)}. Ahora, te-
nemos

dp(z,y) = méx{G(z,y,y), Gy, z,z)}.

Como (X, G) es simétrico,

dp(z,y) = G(2,y,y) = méx{d(z,y),0,d(y,x)} = d(x,y).T
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Note que si (X, G) es un espacio G-métrico simétrico, entonces d(zx,y) =
G(z,z,y) define una métrica sobre X. Si (X, G) no es simétrico, entonces
pi(x,y) = G(x,z,y) y p2(x,y) = G(x,y,y) son cuasi-métricas sobre X.

Ahora, tenemos que (X, G) un espacio G-métrico no completo si y sélo
si (X, dm) (0 (X,ds)) es un espacio métrico no completo. Sea (Y, dy) la com-
pletacion de (X, d,,). Entonces, por el Corolario 2.28, existe una G-métrica
G(dy) sobre Y tal que (Y, G(dy)) es un espacio G-métrico completo.



Capitulo 3

Teoremas de Punto Fijo en
Espacios (G-métricos

Ademas de introducir una nueva estructura de espacios métricos genera-
lizados, Mustafa y Sims introdujeron y desarrollaron una teoria de punto fijo
para varias funciones en esta nueva estructura.

3.1. Puntos fijos de funciones tipo contracti-
vas

Definicién 3.1. Sea (X, G) un espacio G-métrico. Una funcion T : X — X
es una G-contraccion si existe una constante o, con 0 < o < 1, tal que

G(Tx,Ty,Tz) < aG(x,y,z) para todo z,y,z € X. (3.1)

Mustafa extendié el bien conocido Teorema de Punto Fijo de Banach
(Teorema 1.33) en el contexto de los espacios G-métricos de la siguiente
manera.

Teorema 3.2. Sean (X,G) un espacio G-métrico completo y T : X — X
una G-contraccion. Entonces T tiene un unico punto fijo xg € X.

Demostracién. De (3.1), tenemos
G(Tz, Ty, Ty) < aG(z,y,y) y G(Ty, Tz, Tz) < aG(y, v, x).

37
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Asi, para todo z,y € X, tenemos

ds(Tz, Ty) = G(Tz, Ty, Ty) + G(Ty, Tz, Tx)
< a(G(z,y,y) + Gy, z,x))
== ads(x7 y)

Esto es, T' es una contraccion en el espacio métrico completo (X, dy). Por lo
tanto, la existencia y unicidad del punto fijo esta garantizada por el Teorema
1.33. t

Note que, por la Proposicion 2.21, la iteracién de Picard en G-convergente
al punto fijo de 7. Obviamente, las estimaciones de error (1.5) y (1.6) se
cumplen para 7', con respecto a la métrica d,. Ahora, calcularemos éstas es-
timaciones en el contexto de la G-métrica G.

Por (3.1), tenemos que
G(x3, 9, 21) = G(Tx, Ty, Txy) < aG (29,21, T0),
y por induccion
G(Txpi2, Trpi1, Txy) < a"G(2,21,79) n€{0,1,2,...}. (3.2)
Asi, para cualesquiera nimeros n,p,q € N, p > 0,¢ > 0, tenemos

G(Tny Tip, Trrg) < G(Tpy Ty Tigp) + G(Tp, Ty Tigg)

n+p—1 n+qg—1
< Z G(Tk, T, Thg1) + Z G(g, Thy Tht1)
k=n k=n
n+p—1 n+q—1
< Z oF G (19, 1, 70) + Z ¥ G (29, 71, 20)
k=n k=n
a” "
< - aG(xg,:cl,xo) + T aG(xzafﬂhl‘o)
aTL
- 1_ QQG(*%Q"TI;:UO)'

Por lo tanto, como

n

G($n7 Tntp, :UnJrq) S 2G(x27 xy, :UO) para todo D,q € N*a

11—«
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y por la continuidad de la G-métrica, y tomando el limite cuando p — oo y
q — 00, encontramos que

n

G(zp,z", ") < 2G(x9,x1,20), n>0. (3.3)

La estimacién a priori (3.3) de la iteracién de Picard de una funcién que
satisface el Teorema (3.2) muestra que, para cualquier valor inicial o € X,
el error aproximado de la n-ésima iterada esta completamente determinado
por el coeficiente de G-contraccion a 'y el desplazamiento inicial G (o, 1, o).
Para obtener la estimacion a posteriori de la iteracion de Picard, observamos
que por (3.1) tenemos

G(Tpi1, Tny Tn1) < aG(Xpy, Ty1, Tn_2),
y, por induccion,
G(Tntk, Tnik—1, Tnik—2) < "G (2, Tp_1, Tn_s) k€ N, (3.4)
asi,

< G(Xp, Ty Tgp) + G( T, Ty Tipg)

< (a+a®+ -+ )G (T, Ty, Tn2)+

(a+a*+-- 4+ )G (2, Tp1, Tp_s)
a

11—«
a

= 1— a2G<xn> Tn—1, xan)-

G(l‘n, anrpa anrq)

(0%
G(xn7 Tn-1, xan) + EG(xnu Tn-1, xn72>

Ahora, por la continuidad de la G-métrica, y tomando el limite cuando p —
00y g — 00, entonces tenemos

«
Gz, 2%, 2%) <
(@, x x)_l_a

2G(xp, Tp_1,Tp—2), n>0. (3.5)

En la demostraciéon del Teorema 3.2, mostramos que si 7" es una G-contraccién
en (X,G), entonces T' es una contaccion en (X, d;). Inversamente también
se cumple, es decir, si 7' es una contraccién en (X, d), entonces T es una
G-contraccién en (X, Gy).
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Ejemplo 3.3. Sea Ty(x) del Ejemplo 1.35. Entonces el nimero mdzimo de
iteraciones para alcanzar un nivel de precision € = 0.001, tomando xq = 1,
es n = 3. Mientras que, si consideramos las G-métrica G, tenemos que el
numero mdzrimo de iteraciones es n = 5. Ahora, la estimacion a posteriori,
para n = 3, con respecto a la métrica euclideana es 0.0005, mientras que para
la G-métrica Gy es de 0.018 (aprozimadamente).

Por argumentos similares a los de la prueba del Teorema 3.2 se puede de-
mostrar que muchas condiciones tipo contractivas sobre espacios G-métricos
se reducen a condiciones contractivas ya conocidas sobre espacios métricos
(ver [13]). Recientemente, Erdal Karapinar, M. Asadi y P. Salimi obtuvie-
ron condiciones tipo contractivas en espacios G-métricos que no pueden ser
expresadas en dos variables. A continuacién presentamos algunos de éstos
resultados.

Teorema 3.4. Sean (X,G) un espacio G-métrico completo y T : X — X
una funcion tal que

G(Tz, Ty, Ty) < kG(z, Tz, y) (3.6)
para todo x,y € X, donde k € [0,1). Entonces
(1) existe x* € X tal que Fr = {z*};

(2) la iteracion de Picard asociada a T" G-converge a x*, para cualquier valor
xo € X;
(3) las siguientes estimaciones de error a priori y a posteriori se cumplen;,

n

1—k

G(zy, 2", 2") < G(zo,x1,21) m€{0,1,2,...} (3.7)

G, 2, 2*) < mG(xn,g,xn,l,xn) ne{0,1,2,..} (3.8)

(4) La velocidad de convergencia esta dada por

G(zp, 2", 2%) < kG(xp_1, Ty, 2") < K"G(z0,21,2%) n € {1,2,..} (3.9)
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Demostracion. Sea o € X un punto arbitrario, y definimos la sucesién
{z,}52, por x,, = T"(x). Por (3.6), tenemos

G(xnv Tn+1, xn—s—l) S kG(xn—la Ly xn)
Continuando con el mismo argumento, obtenemos
G(In7 Tn+1, xn—l—l) S kG(J;O, X1, xl)'

Por otra parte, para todo n,m € N, tenemos por la desigualdad rectangular
que

< G(Tp, Toa1, Tot1) + G(Tpat, Tnao, Tnio)
+ G(Tpio Tnts, Tnas) + -+ + G(Tpy1, Tpny Ty
< (K" + BT B 4 BTG, 1, 1)
k,n
1—-k

G(Tn, T, T

G(an X1, ml)?

y asi, im G(z,,, T, ) = 0, cuando n,m — oo. Asi, {z,}7°, es G-Cauchy.
Debido a la completez de (X,G), existe v € X tal que {z,}5°, es G-
convergente a u.

Suponga que T'u # u, entonces

G(zn, Tu, Tu) < kG(xp_1, Tp, )

tomando cuando el limite cuando n — oo, y usando el hecho de que la funcién
G es continua, entonces

G(u, Tu,Tu) < kG(u,u,u) = 0.

Esta contradiccién implica que Tu = u.
Para probar la unicidad, suponga que existe v # u tal que Tv = v, entonces

G(u,u,v) = G(Tu,Tu, Tv) < kG(u, Tu,v) = k(u,u,v),

lo cual implica que uv = v.
Para probar (3.7) usamos,

n

G<xnaxmaxm) < G<x07x17$1)

11—k
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y la continuidad de la G-métrica y asi, haciendo que p — oo , encontramos

k:n
G ny *7 ) = 1/ G ny Ymy¥m S
(T, ™, ") lim (T, Tony Ton) T %

G(zg,x1,21), n>0

asi (3.7) se prueba.
Para obtener la estimacién a posteriori (3.8) usamos,

G(Tp, Tpi1, Tnr1) < kG(Tp_1,Tp, Ty),
y, por induccion
G(Tpir—1, Tonars Tnir) < K"G(2p_1, Tp, x,), 7€ N7,
asi, si p € N*, entonces

G(2*, Ty, ) = Um G(Tpip, Tny ) < (K + K+ + )G (201, T, T0)

pP—o0

IN

mG(.ﬁEn_l,ZEn,ZEn), n Z 0.

Ahora, para obtener (3.9), note que

G(xna 'T*7 I*) S kG(xn—la T, JJ*)
< k(kG(xp—2,Tp-1,2%)) < - < Ek"G(x9,21,2"), n> 0.}

Ejemplo 3.5. Sean X =[0,00) y

0, stx =y =2z,

G(z,y,2) = {

max{z,y,z}, c. o.c.

una G-métrica sobre X. Definimos T : X — X por T(z) = %x Note

que (X,G) es G-completo ya que (X,d,,) es completo, donde d(x,y) =
max{z,y}. Luego

1
G(Tx7 TZ/, Ty) = 5 méx{x, y}

G(z,Tx,y) = max{x,y}.

Ast, G(Tx, Ty, Ty) < %LG(x, Tx,y). Por lo tanto, las condiciones del Teorema
3.4 se cumplen para este ejemplo.
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Corolario 3.6. Sea (X, G) un espacio G-métrico completo yT : X — X una
funcion tal que satisface la siguiente condicion, para cualesquiera x,y,z € X

G(Tx, Ty, Tz) < aG(z,Tx,z) + bG(x, Tz, y),
donde 0 < a+b < 1. Entonces T tiene un unico punto fijo.

La prueba del Corolario 3.6 se sigue inmediatamente del Teorema 3.4
tomando y = z, ademads las estimaciones (3.7), (3.8) y (3.9) se cumplen to-
mando k = a + b.

Teorema 3.7. Sean (X,G) un espacio G-métrico completo y T : X — X
una funcion tal que satisface la siguiente condicion, para todo x,y € X,

G(Tz, Ty, T%y) <aG(z,Tx,T°x) + bG(y, Ty, T?y)+ (3.10)
¢G(x, Tz, Ty) + dG(y, Ty, T°x), '

donde a + b+ c+ d < 1. Entonces

(1) existe x* € X tal que Fr = {x*};

(2) la iteracion de Picard asociada a T" G-converge a x*, para cualquier valor
xo € X.

Demostracién. Sea zo € X. Se construye la sucesién {z,}22, de puntos
en X de la siguiente forma:

Tpy1 = Tx,, para todon € NU{0}

Note que si x,, = x,/41 para algin n’ € N, entonces es evidente que T tiene
un punto fijo. Asi, suponemos que z, # x,.1 para todo n € N. Es decir,
tenemos G(Zy, Tpi1, Tnio) > 0.

De (3.17) con x = x,,_1 y y = x,, obtenemos

G(Txp_1, Tn, T?1,) <aG(2p_1, TTp_1, T?Tp_1) + bG(zn, T2y, T 2,)
+cG(wp1, Ty, Tay) + dG(zy, Ty, T1,_1)

lo cual implica que

G(l‘na Tn+1, xn—&—?) SCLG(ZL‘n_l, Ty xn—&—l) + b(mna Tn+1, xn—l—?)
+ G (Tn-1,Tn, Tny1) + d(Tn, Tpi1, Tnyo)
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y asi,
G(xny Tn+1, J7n+2) S kG(CL’n_l, Ly In-‘,—l)a

donde k = #T_Cd < 1. Entonces
G(Tn, Tpi1, Tna2) < K"G(xg, 21, T2), (3.11)
para todo n € N. Note que de (GM3), sabemos que
G(Tp, Tny Tpi1) < G(Tp, Tpat, Toio)
con T, # T,y y se sabe que
G(Tpi1, Tot1, Tn) < 2G(Tp, Tpy Tpir)-
Entonces por (3.11), obtenemos

G(Tpit1, Tnit, Tn) < 2K"G(xo, 1, 2).

Ademas, para cualesquiera n,m € N, n < m, tenemos por la desigualdad
rectangular que

G(xnm Ly .an> = G(xna Tn+1, anrl) + G(anrlv Tn+2, xn+2)
+ G(xn+27 Tn+3, xn+3) +---+ G(l‘m_l, L, wm)
— 2(/6” + kn—H 4 kn+2 I +km_1)G(x0,x1,l’2)
2k™
<
—1-—k

G(%, xy, 952),

y asi, im G(z,, T, T) = 0, cuando n,m — oo. Asi, {x,} es una sucesién
de Cauchy, debido a que (X, G) es G-completo, existe un z € X tal que z,
es G-convergente a z. De (3,17), con z = z,, y y = z, se sigue que
G(Tx,, Tz, T?2) <aG(z,, Tx,, T?x,) + bG (2, T2, T?2)
+ Gz, Ty, T2) + dG(2, Tz, T?x,,).

Entonces

G(@ny1, T2, T?2) <aG(Tp, Ty, Tnya) + bG (2, Tz, T?2)

3.12
+ cG(Tp, Tpy1, T2) +dG(2, Tz, xpy3). (3.12)

Luego, tomando limites cuando n — oo en la desigualdad (3.12), obtenemos

G(2,Tz,T?%z2) < (iL_(Z)G(z,z,Tz)
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lo cual implica que G(z,Tz,T%z) = 0, es decir, z = Tz = T?z.

Antes de presentar el siguiente resultado, recordemos que una funcién
f X — R es semicontinua inferiormente si y sélo si para todo a € R
el conjunto {z € X : f(x) > a} es abierto. Consideremos los siguientes
conjuntos.

U = {1 :[0,00) = [0,00) tal que ¥ es no decreciente y continua}

® ={¢:[0,00) — [0,00) tal que ¢ es semicontinua inferiormente},
donde ¥ (t) = ¢(t) =0 siy sélosit=0.

Teorema 3.8. Sean (X,G) un espacio G-métrico completo yT : X — X
una funcion tal que para todo x,y € X, cumplen que

(G(Tw, T2, Ty)) < P(G(x, Ta,y)) — (G2, Tz, y)), (3.13)
donde v € U y ¢ € . Entonces
(1) existe z* € X tal que Fr = {x*};

(2) laiteracion de Picard asociada a T" G-converge a x*, para cualquier valor
Xo € X.

Demostracién. Témese xy € X. Construimos la sucesién {x,,}>° , de pun-
tos en X de la siguiente manera

Zpi1 = Tz, para todo n € NU{0}.

Note que si z,; = z,»11 para algin n’ € N, entonces es evidente que T tiene
un punto fijo. Por esta razén, suponemos que x,s # x, 1 para todo n € N.
Por (GM?2), obtenemos que:

G(ZEn, Tn41, xn—i—l) > 0.
De (3.30), con & = x,_1 y y = x,, obtenemos

V(G(Tzy1, T?2p_1, Txn)) < V(G(@p-1, TTp_1,7,)) — ¢(G(Tp_1, TTrn_1,7,))
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lo cual implica que

w(G(xna Tn+1, xn+1>) S ¢(G($n71, Ly an)) - ¢<G(l‘nfl7 L, wn))

< Y(G(Tp_r, Ty 7)), (3.14)

entonces, como 1 es no decreciente, G(Z,, Tpi1, Tni1) < G(Tp_1, T, Ty).
Asi la sucesion {G(x,,, Tpi1,Tnr1)} s una sucesion decreciente en R™, y por
lo tanto, es convergente, llamemos ¢t € RT a su limite. Veamos que ¢t = 0.
Para esto supongamos, que ¢t > 0. Tomando limites cuando n — oo en (3.14),
obtenemos que

b(t) < p(t) — o),

lo cual implica que ¢(t) = 0. Es decir, t = 0, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto t = 0, es decir,

lim G(zp, Tpa1, Tpe1) = 0. (3.15)

n—oo

Ahora probaremos que {z, }°°, es una sucesion G-Cauchy. Suponga que exis-
ten € > 0 y una subsucesion {z,x)}32, de {z,}22, tal que

con n(k) > m(k) > k. Ademds, correspondiente a m(k), podemos elegir
n(k) de tal forma que este sea el entero mas pequetio con n(k) > m(k) que
satisface (3.16). Por lo tanto

G(:L‘m(k), Txm(k), Q?n(k)—l) <e€ (3.17)

Por (GM5), obtenemos que

& < G(@mepy TTmry, Tngr) = G(Tnrys Tmik), TCmr))

< G(:L'n(k —15 Tn(k)— ) + G(:L‘n(k 17T5(7m(k) Tn(k ))

< Gz Txm (K)> Tn(k)—1) + 28n(k)-1

<e+ 28n(k)71> (3.18)

donde s,(1)y—1 = G(Tn(k)—1; Tn(k), Tn(k))- Dejando que k — oo en (3.18), dedu-
cimos que
lim G(l’m(k) T.Cljm( k) :L’n(k)) = £. (319)

k—00
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Otra vez, por (GM5), obtenemos las siguientes desigualdades:

G (@), TTm(k), Tnik) < G(Tmk)s Tmi)—15 Tme)-1) + G(@mk)—1, TTm(), (k)
= G(@mk), Tm(k)—15 Tmk)-1) + G(Tn(k), Tme) -1, TTrm(k))
< G(@m(kys Tm()-15 Tm(k)-1) + G(@nr), Tn)—1, Tn(k)-1)

+ G(Tnw), Tm(k)—1, TTm(r))
< 28mk)=1 + 2800 —1 + G(Tn)—1 Tm)—1, T Tm) ),
(3.20)
y
G(Tnk)—1, Tmk) -1 TTm(r)) < G(Tn)—1, Tngk) Tnk)) T G(@nm)s Tme)—1, T (k)
= G(wnw) 1 Z(k)s Tnk)) T G (@m) -1, Tm(k)s Tn(r))
< G(@n(k)-1, Tnk), Tuk)) + G(@me) -1, Tm(ky Tm(k))
+ G (@), TTmk): Tn(k))
= Sn(k)—1 T 28m)-1 + G(@mk), TTm(k), Tn(r) ),
(3.21)
Dejando que & — oo en (3.21) y aplicando (3.19), encontramos que

m G(Znk)—15 Tmk)—1, T Tmk)) = €. (3.22)

k—o0

Una vez mas, por (GM5), tenemos

G(Znky—1, Tm(k)—1, TTm(ry) = G(TTrm(k)s Trm(ky -1, Tn(k)-1)
= G(@m)+1, Tm(k)-15 Tnk)-1)
< G(@m)+1, Tmk)s Tm(k)) + G(Tmk)s Tm(k)—1, Tn(k)—1)
= G(Tm(k)+1; Tm(k)s Tm(k)) + G(Tm()—1, Tm(k)s Tn()-1)
< 28mk) + G(@mm) 1, TTm) 15 Tary 1) (3.23)

y
G(Zmk)—1: TTm(k)—15 Tnk)—1) = G(Zmk) =1, Tm(k) Tnk)—1)

(k) =1, Tm(k)+15 Tmk)+1) + G (Tim)+15 Tm(k)> Tn(k)—1)

G
G

IAINA

(@)1, Tk Tmk)) + G(Tmky Tme)+1, Tm(k)+1)
+ G(Tm(k)+1, Tm(k)> Tn(k)—1)
Sm(k)—1 T Sm(k) + G(a:m k)+1s Tm(k) l'n(k)—l)

= Sm(k)—1 T Sm(k) + G(l‘m TIm( k) :L’n(k),l)

< Smk)—1 + Sm(k) T €. (3.24)
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Tomando limites cuando k — oo en (3.23) y (3.24) y aplicando (3.22), obte-
nemos
lim G(:Cm (k)— 1,T$m(k) 1,xn(k) ) = £. (3.25)

k—o0

Por (3.30), con & = Zpyky—1 Y Y = Tn(r), tenemos que

V(G (@mk), TTimk), Tu(i))) = (G<Txm =1, T )1, T (1)-1))
V(G (Tim()—1, T (k) -1, Tngk)—-1))
- ¢(G(l‘m( =1 T Tk —1, Tn@ky—1))- (3.26)

| /\

Tomando limite cuando k — oo en las desigualdades (3.24) y (3.26), y apli-
cando (3,25), obtenemos

U(e) < ¥(e) — ole),
Lo que implica que € = 0, lo cual es una contradiccién. Entonces:

lim G(zp, Trm, x,) = lim G(xm, Tmy1, Tn) =0
m,—00 m,— 00
Es decir, {z,}2%, es una sucesion G-Cauchy. Como (X, G) es G-completo,
entonces existe z € X tal que x,, — 2z cuando n — oo. De (3.30), con = = z,,
y y = z, obtenemos

¢(G(xn+17$n+27TZ)) ¢(G(Txn’T xn’TZ))
V(G (2, Tap, 2)) — O(G(2, Ti1y, 2))
(0

(G2, Tnt1,2)) = H(G (20, Tnsa, 7).

IN

Tomando limite cuando n — oo, tenemos

(G2, 2,Tz)) < ¢(0) = ¢(0) = 0.

Entonces G(z, z,Tz) = 0, es decir z = T'z. Para probar la unicidad, suponga
que z # u, es tal que T'u = u. Ahora, por (3.30), obtenemos

V(G(Tz, T?*2,Tu)) < Y(2,Tz,u)) — ¢(G(z, Tz, u)), (3.27)

lo cual implica que ¢(G(z, Tz, u)) = 0, es decir, z = u.}
Si tomamos ¥ (t) =ty ¢(t) = (1 — r)t en el Teorema 3.8, donde 0 < r < 1,
entonces deducimos el siguiente corolario.
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Corolario 3.9. Sea (X, G) un espacio G-métrico completo. Si T : X — X
una funcion tal que para cualesquiera x,y € X,

G(Tz,T?x,Ty) < rG(z,Tx,y),
donde 0 < r < 1, entonces T tiene un unico punto fijo.

Ejemplo 3.10. Sean X = [0,00) y

0, sir =1y =2z,

G,y,2) = {

méax{z,y} + méx{z,y} + max{z,z}, ¢ o. [
una G-métrica sobre X. Definimos T : X — X por T(z) = fz. Entonces

(X, G) es G-completo. Luego

1 1 1 1
G(Tx, T?z,Ty) = ~x + -~ max{-z,y} + - max{x, y}
4 4 4 4
ool .
Gz, Tx,y) =x + max{zx, y} + méx{z,y}.

Ast, G(Tx, T?z, Ty) < 3G(x, Tx,y). Por lo tanto, las condiciones del Coro-
lario 3.9 se cumplen para este ejemplo.

Corolario 3.11. Sea (X, G) un espacio G-métrico completo. Si T : X — X
es una funcion tal que para todo x,y,z € X, donde 0 < a + b < 2, cumple
que

G(Tx,T*x,Ty) + G(Tx, T?*x,Tz) < aG(x, Tx,y) + bG(z, Tz, 2),
entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracion. Tomando y = z, obtenemos que

a+b

G(Tx, T?x, Ty) < G(z,Tx,y),

donde 0 < “T“’ < 1. Es decir, se cumplen las condiciones del Teorema 3.17 y
asi, T" tiene un tnico punto fijo.

Los siguientes teoremas no requiere la condicién de G-completez para
garantizar la existencia de un punto fijo.
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Teorema 3.12. Sea (X,G) un espacio G-métrico. Sea T : X — X una
funcion tal que para todo x,y,z € X, cumplen que

G(Tz, Ty, Tz) < kM(x,y, z), (3.28)
donde k € [0,3) y

M(z,y,z) < max{G(z,y, 2), Gy, T°x, Ty),G(x, T*x, Ty), Gy, Ty, Ty),

G(z,T*x,Tz),G(Tz, T%z,Tz),G(z, Tz, Ty),
Gy, Tz, Ty),G(x, Tz, 2),G(zx, Tx,y),G(x, Tz, Tx),
G(2,T2,T2),G(z,Tx,Tx),G(z, Ty, Ty),G(y, Tz,Tz)}. (3.29)

Entonces

(1) existe x* € X tal que Fr = {z*};

(2) la iteracion de Picard asociada a T" G-converge a x*, para cualquier valor

xo € X.

Una prueba del Teorema 3.12 se encuentra en [12, Teorema 3.1, pag. 5].
En el Teorema 3.12, el intervalo de la constante de contraccion se puede
extender al intervalo [0, 1) eliminando algunos términos de 3.29.

Teorema 3.13. Sea (X,G) un espacio G-métrico. Sea T : X — X una
funcion tal que para todo x,y,z € X, cumplen que

G(Tz, Ty, Tz) < kM(z,y, z), (3.30)
donde k € [0,1) y

M(z,y,2) < méx{G(z,y,2), Gy, T*x, Ty), G(x, T2, Ty), G(y, Ty, Ty),
G(z,T?x,T2),G(Tz, T?2,Tz),G(x, T, 2), G(x, Tx,y),
G(2,Tz,Tz),G(2,Tz,Tx),G(x, Tz, Tx),G(y,T2,Tz)}. (3.31)

Entonces
(1) existe x* € X tal que Fr = {z*};

(2) la iteracion de Picard asociada a T G-converge a x*, para cualquier valor
To € X.

Una prueba del Teorema 3.13 se encuentra en [12, Teorema 3.2, pag. 9].
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Conclusion

Un espacio G-métrico es una generalizacion de un espacio métrico, en el
sentido de que ahora se considera la distancia entre tres puntos de un con-
junto. La nocién de espacio G-métrico es abstraer las propiedaes geométricas
de tres puntos en lugar de dos puntos a través del perimetro de un triangulo.
Una G-métrica G sobre un conjunto no vacio X, induce dos métricas sobre X,
ds(z,y) = G(z,y,y) + G(y,z,2) y dn(z,y) = méx{G(z,y,y),G(y,z,x)}. A
través de la métrica d,,, se demuestra que varias condiciones tipo contractivas
para funciones sobre el espacio G-métrico (X, G) se reducen a condiciones
contractivas sobre el espacio métrico (X, d,,). Existen condiciones tipo con-
tractivas en espacios G-métricos que garantizan que la iteracién de Picard de
una funcion 7' : X — X converge a un tnico punto fijo de 7. En algunos de
estos resultados es posible calcular estimaciones de error a priori y a posteo-
ri, pero en otros, la complejidad de las condiciones contractivas no permite
aproximar con claridad estas estimaciones.
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