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Introduccion

En el estudio y uso de las ecuaciones diferenciales parciales de pri-
mer orden existe un concepto llamado solucion completa, que por
si solo tiene interpretaciones importantes en ramas de la fisica como
la éptica y la mecanica, aunque también este tipo de solucién es usa-
do para hallar la solucion general o singular de la ecuacién diferencial
parcial en cuestién, que en ciertas aplicaciones no es tan importante
como lo es una solucién completa. Sin embargo para cada ecuacién
diferencial parcial existe una infinidad de soluciones de este tipo que
pueden representar diferentes familias de superficies o hipersuperfi-
cies, dependiendo de la dimension en la que se trabaje; y el hallarlas
de forma explicita y no mediante aproximaciones numéricas, suele

ser complicado usando los métodos conocidos .

En esta tesis se trataran inicamente las ecuaciones diferenciales par-
ciales de primer orden y se estudiaran los métodos para obtener
de forma explicita sus soluciones, haciendo a un lado los métodos
numéricos que las pueden aproximar. Se comenzard con una breve
recapitulacién del surgimiento de las ecuaciones diferenciales parcia-
les a través de la historia y la importancia que representé su desa-
rrollo e interpretacién geométrica de las soluciones. Enseguida, en el
Capitulo [I| se mencionardn los métodos desarrollados por Cauchy,
Charpit y Jacobi que permiten hallar soluciones completas de las
ecuaciones y, por lo tanto, también su solucién general. Ademads en
el desarrollo del método de Jacobi se mencionara una dificultad, po-
co detallada en las referencias bibliograficas, que puede presentarse

al momento de hallar una solucién completa por este método.

A pesar de que los métodos del Capitulo [I| son muy conocidos y 1ti-
les, pueden resultar ser complicados al hallar mas de una solucién

completa, por lo que podria llegar a pensarse que las familias de su-
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INTRODUCCION VII

perficies o hipersuperficies ya encontradas son las tnicas soluciones
de la ecuacidn, lo cual es completamente erréneo; por lo que surge el
interés de encontrar métodos que faciliten el hallazgo de otras solu-
ciones completas. Ademads este resultado trae beneficios en el estudio
de algunos fenémenos fisicos, en especial en otica geométrica don-
de frecuentemente es importante conocer dos soluciones completas
diferentes.[10]

Uno de los métodos cominmente usados para hallar otra solucién
completa a partir de una conocida sera expuesto al inicio del Capitulo
2 mismo que llevard al planteamiento y desarrollo del tema de tesis
que retomara el método de Jacobi, que a pesar de ser poco mencio-
nado en libros referentes al tema, facilitara el manejo de las ecua-
ciones diferenciales parciales permitiendo observar la existencia de
funciones que relacionan diferentes soluciones completas de la misma
ecuacion; lo cual dard pauta para establecer una forma alternativa
de hallar nuevas soluciones completas a partir de una conocida, sin

necesidad de retomar los métodos usuales para hallarlas.

Aunque los métodos desarrollados en la tesis facilitan los procesos
de hallar la relacion entre soluciones completas y de hallar nuevas
soluciones a partir de una, cabe recalcar que en el Capitulo [2| se mos-
traran ejemplos donde se senalan dificultades o errores que pueden
llegar a cometerse al tratar de hallar la funciéon que relaciona dos
soluciones completas. Ademéds es importante mencionar que los pro-
cesos operacionales pueden ser tediosos y en cierta medida dificiles
ya que implican la resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales,
lo cual aumenta la dificultad en el momento que se trabaja con mas

de dos variables independientes.

Finalmente, en el Capitulo |3| se hace una breve mencién a la ecua-
cién diferencial parcial de primer orden mas importante en la fisica-
matematica, la ecuacion de Hamilton-Jacobi, estudiando su origen a

partir del punto de vista del calculo variacional.
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Capitulo 1

Ecuaciones Diferenciales

Parciales

1.1. Introduccidon

Las Ecuaciones Diferenciales Parciales es un area de las matemati-
cas bastante amplia, cuyo inicio data de la cuarta década del siglo
XVIII con trabajos de Euler, a los que llega gracias a sus investi-
gaciones dentro de la geometria pero no adquieren interpretacion en
otra area de estudio independiente. De forma paralela Clairaut y
D “Alembert hicieron aportaciones al comienzo de esta nueva rama,
por una parte, Clairaut estudié las ecuaciones de primer orden tra-
bajando con lo que ahora se conoce como ecuacion diferencial total,
déandole una interpretacion dentro de la mecanica de fluidos; y por
otro lado D “Alembert planted ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden con aplicaciones en la fisica y desarrolld un méto-
do de solucién de las mismas, que aunque carecia de interpretacién
geométrica, dié lugar al desarrollo de métodos de solucién basados
en la reduccién de una ecuacion diferencial parcial en ecuaciones

diferenciales ordinarias. [4][7]

Con estos resultados se da inicio a una nueva etapa del anélisis, en-
focando las investigaciones a las ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden debido a sus aplicaciones en la mecanica, que era la

ciencia dominante del siglo XVIII. Sin embargo no es hasta finales
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Capitulo 1. 2

de ese siglo y principios del siglo XIX que se profundiza en el estudio
de las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden, gracias a
los trabajos de Lagrange, quien logré plantear la definicion conocida
de solucion completa de una ecuacién diferencial parcial y ademas,
demostré que a partir de ella es posible obtener su solucién general
y singular. Siguiendo los pasos de Lagrange, Charpit desarrollé otro
método para resolver este tipo de ecuaciones con dos variables in-
dependientes, el cual consiste en la introduccién de otra ecuacién
diferencial parcial. Ademas, otro resultado importante de esa época
fue el desarrollo de las interpretaciones geométricas de las ecuaciones
diferenciales parciales gracias a los trabajos de Monge, Pfaff, Cauchy
y Jacobi.[4]

Hasta ese momento, todos esos avances se habian estudiado tnica-
mente para ecuaciones diferenciales parciales de primer orden con
dos variables independientes pero existia el problema de ampliar esa
teoria para ecuaciones con un numero arbitrario de variables, el cual
persistié por décadas hasta 1838 cuando Jacobi pudo generalizar los
métodos de Lagrange y de Charpit; sin embargo su trabajo fue ha-

llado después de su muerte y no fue publicado hasta 1862.[4]

Estas investigaciones forman parte de la teoria conocida de las ecua-
ciones diferenciales parciales de primer orden, misma que en este

capitulo se expone.

1.2. Ecuaciones Diferenciales Parciales

de primer orden

Una ecuacién en derivadas parciales (EDP) para la funcién descono-
cida u(xy, s, ..., z,) es una relacién entre u, las variables indepen-

dientes x1, xo, .., T, y sus derivadas parciales

ou ou  O%*u 0%*u
oxy 7 O0x, O0r10xy " 0x10x%,
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escrita de la forma

ou ou  O%*u d%u
= 1.2.1
Oxy ' Oz, O0x,10x, O0x10T9 ) 0 )

F (xl, N T

El orden de una EDP es definido en analogia con el de una ecuacién
diferencial ordinaria (EDO), como el mayor orden de la derivada que
aparece en y determina el nimero de funciones arbitrarias que

debe contener la solucién general de la ecuacion.

Una solucién de la EDP es una funcién u = u(xy, x, ...x,) defi-
nida en un subconjunto D C R™ abierto y conexo llamado dominzio,
donde u es continuamente diferenciable tal que todas sus derivadas
parciales involucradas en la EDP existen y estan bien definidas, tales

que satisfacen la ecuacién idénticamente.

Partiendo del aspecto geométrico tridimensional, considerando una

familia de superficies en el espacio XY U, llamese
f(z,y,u,a,0) =0 (1.2.2)

donde a y b son parametros arbitrarios, es posible llegar a una EDP
de primer orden de la forma

—0 (1.2.3)

7 (m,y,u ou 8u>

a%aa_y

mediante la resolucion de un sistema de ecuaciones para los parame-
tros arbitrarios. El sistema de ecuaciones a resolver esta formado por
la ecuacion de la familia de superficies y por las siguientes ecuaciones
que resultan al diferenciarla con respecto de las variables indepen-

dientes x y y

0 of Ou 0 of Ou

oy =0 (1.2.9)
De esta forma se ve que una EDP de primer orden con dos variables
independientes surge a partir de una familia de superficies de la
forma pero, si se considerara un mayor nimero de variables, se
llegaria a un resultado analogo en un espacio de mayor dimension.

En este trabajo se estudian las ecuaciones diferenciales parciales de
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primer orden para el caso tridimensional, llamando a sus soluciones
superficies integrales en el espacio XY U. Ademas el trabajar con dos
variables independientes permite introducir una notacién estandar

para las derivadas parciales, donde

ou ou

= s = 5 qi=1Uy = — (1.2.5)

Asi, la forma mas general para una EDP de primer orden con dos

variables independientes x, y puede ser escrita como:
F(z,y,u,p,q) =0 (1.2.6)

y al resolverla, se busca hallar una funciéon continuamente diferen-

ciable en D tal que relacione x,y y u.

1.3. Ecuaciones Diferenciales Parciales

cuasilineales de primer orden

Las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden se pueden cla-
sificar en cuasilineales o no lineales de acuerdo a las caracteristicas
de los coeficientes, tanto de la funcién desconocida como de sus de-
rivadas parciales. Asi, la forma mas general para expresar una EDP
de primer orden cuasilineal con variables independientes x, y es me-

diante la ecuacion conocida como la ecuacion de Lagrange:
Pp+Qq=R (1.3.1)

donde la cuasilinealidad se refiere a que los términos p y ¢ son de
primer grado, por lo que P, Q y R son funciones continuas de clase C*
en una vecindad del punto donde se estudia la ecuacion y dependen

Unicamente de x,y y u.

Debido a que en la ecuacion [1.3.1] no se exige la linealidad para el
término u dentro de las funciones P, () v R entonces, podemos es-
pecificar una clasificacién méas minuciosa dentro de las consideradas

ecuaciones cuasilineales de primer orden con variables independien-
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tes x, y.

a) EDP cuasilineal: Es lineal en p y ¢, dando la libertad de que
las funciones P, ) y R dependan de x,y y u

P(z,y,u)p+ Q(z,y,u)q = R(z,y, u)
b) EDP semilineal: Si P, @) son funciones que no dependen de u.
P(z,y)p + Q(z,y)q = R(z,y, u)

c) EDP lineal: Si es lineal en las variables u, p y ¢ y ademds sus
coeficientes son funciones tinicamente de las variables indepen-

dientes x,y.
P(z,y)p + Q(z,y)q + R(x,y)u = S(z,y)

Si S =0o0ensucaso R =0, se dice que la ecuacién es homogénea,

de lo contrario es llamada inhomogénea.

Ejemplos de ecuaciones diferenciales parciales lineales, indicando la

clasificacién a la que pertenecen son

wp+uyq = u®+ 2 b)
?*p+yie = (z+yu ¢) homogénea
urp — zyq = y° —a’ a)
(y +uz)p — (z+yu)g = 2° -y’ a)
(y* — uP)u, — zyu, = zu a)

Al generalizar esta notacion de la ecuacién de Lagrange, se tiene que
una EDP cuasilineal de primer orden con n variables independientes
es de la forma

Xipr+Xopo+ ...+ Xyup =Y

donde X7y, ..., X, son funciones de la variable dependiente u y de las

variables independientes i, zo, ..., x,, tal que para toda + = 1,...n,

— Ou

pl_@xi'
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1.3.1. Solucién general de una EDP cuasilineal

Al resolver una ecuacion cuasilineal de primer orden se busca hallar
directamente su solucion general, ya que el hallarla no representa
gran dificultad como lo es para el caso no lineal. Cabe recordar que
por tratarse de una ecuaciéon de primer orden, su solucién general

debe tener sélo una funcién arbitraria.

En primer lugar se vera cémo hallar la solucién general de una ecua-
ciéon homogénea con tres variables independientes x,y, z dada de la
forma

8u ou

— — 1.3.2
8+Q +8z0 (1.3.2)

y para ello se supondréa que u(z,y, z) = 0 es una solucién de la EDP

cuyo diferencial total es

ou ou ou
d d —dy+ —dz=0 1.3.3
YT T e T e (1.3.3)
Con esto se puede ver que las ecuaciones y son propor-

cionales, esto es que existe una funcion p tal que
dx = Pdpu, dy = Qdy, dz=Tdy  (1.3.4)

de lo cual se obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias, cono-

cidas como ecuaciones caracteristicas
— == — (1.3.5)

Generalmente el nimero de ecuaciones caracteristicas es uno menos
que el numero de variables independientes en la EDP, cuyas solucio-
nes son funcionalmente independientes entre si, es decir que no existe
una funcién que las relacione; y son llamadas funciones o curvas ca-
racteristicas o simplemente caracteristicas. De esta forma, como la
relacion que debe existir entre las variables independientes de la so-
lucién de la EDP estd dada por las soluciones de las ecuaciones[1.3.5]
entonces la solucién general de la ecuacién debe ser una funcién

arbitraria de esas dos caracteristicas.

Ahora, para el caso de una EDP inhomogénea con variables inde-
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pendientes x,y, z de la forma

8u ou
— —+T—=R 1.3.6
— Q o (1.3.6)
se supondra que ¥(u,x,y,2z) = ¢ es solucién de la EDP dada de

forma implicita, donde ¢ es una constante y sus derivadas parciales

son
oy OYou oy OYou oy Opou
8x+8u8x 0 8y+8uay 0 8z+8uaz 0
de lo cual podemos deducir que

ou_ 0vjov ou_ dvgoe u_ 0vgou
or  ox! ou’ dy Oyl ou’ 9z 92! ou

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacion [1.3.6] notamos que el
problema se reduce a resolver la siguiente ecuacién homogénea de

cuatro variables independientes:

¢ oY 7# oY
+Q T+ Ry =0 (1.3.7)

donde ahora las ecuaciones caracteristicas son:

de d dz du

@ i (1.3.8)

P Q T R
De esta forma se puede ver que este método puede generalizarse a
ecuaciones que involucran cualquier ntmero de variables indepen-
dientes no importando si son homogéneas o inhomogénas. Este re-

sultado es conocido como el método de solucién de Lagrange y se

establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.1. La solucion general de la EDP
Pp+Qq=R (1.3.9)

es

flv,w) =0 (1.3.10)

donde f: D — R es una funcién arbitraria continua y de clase C*

de las caracteristicas v(zx,y,u) = c¢; y w(z,y,u) = co; las cuales son
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curvas solucion de las ecuaciones caracteristicas

de dy du

== =— 1.3.11
P-0 R ( )
Cabe recalcar que la solucion general [1.3.10| también puede expre-
sarse como la variable dependiente u igualada a una funcion de las

variables independientes x, y

u=u(z,y)

A este método de solucion se le da la siguiente interpretacion geométri-
ca que viene de considerar a la solucién u = u(x,y) o dada de forma
implicita por f(z,y,u) = u(z,y) —u = 0, como una superficie solu-
cion en el espacio XY U. Esta consideracion permite ver a la EDP
como un producto escalar entre el vector gradiente, que es nor-

mal a la superficie en cada punto (z,y, u) de la misma, definido como

V= fao, [y fu) = (U, uy, —1) = (p,q,—1) y el vector (P,Q, R)

Lo anterior indica que el vector (P, Q, R) es tangente a la superficie
integral f en el punto (z,y,u) y por lo tanto debe pertenecer a un
plano tangente a la superficie f. De esta forma, (P,Q, R) determi-
na un campo direccional llamado direccion caracteristica o eje de

Monge, que para las ecuaciones lineales es tinico en cada punto .

Por lo anterior, se concluye que f(z,y,u) = u(z,y) —u = 0 es
una solucion de si y solo si el campo vectorial de direcciones
(P,Q, R) se encuentra en los planos tangentes de la superficie in-
tegral f(x,y,u) = 0 para cada punto (z,y,u), donde Vf # 0 (ver
Figura . Esto se logra haciendo a f una funcién de curvas en el
espacio XY U cuya tangente en cada punto coincida con el campo de
direcciones (P, @, R), lo cual conlleva al establecimiento de las ecua-
ciones caracteristicas [1.3.11] ya que si se supone que las ecuaciones

paramétricas de una de estas curvas son
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dr dy du

@t ), lo cual origina el sistema

entonces su vector tangente es (

de ecuaciones diferenciales ordinarias

dx dy du
-~ _p —Z=0Q — =R 1.3.12
dt (x7 y’u)7 dt (:B7 y?“)? dt (‘T7y7 u) ( 3 )

que a su vez permite llegar a las ecuaciones caracteristicas [1.3.11]
Por lo tanto la solucién general f debe ser funcion de las curvas

caracteristicas.

uj (P.Q.R)

(x,y,u)

X

Figura 1.1: Campo vectorial normal y tangente de una superficie
solucién en el punto (z,y, u)

En resumen, el método de Lagrange establece que todas las super-
ficies integrales de son generadas por las curvas integrales de
las ecuaciones y de igual forma, todas las superficies genera-
das por las curvas integrales de las ecuaciones [1.3.11| son superficies

integrales de la ecuacién |1.3.9]

Ejemplo 1. Hallar la integral general de la EDP lineal

pr(z+y) =qy(z +y) — (x —y) (22 + 2y + u)

Solucion: Las ecuaciones caracteristicas para esta EDP son

dx dy du

z(z+y) —yle+y) (y—2)2z+2y+u)
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Se puede ver que de la ecuacion x(gfry) = —y(cfg—l-y) se obtiene que
Ty =1 (1.3.13)
Por otro lado se tiene
dx dy _dr+dy

wx+y) —yle+y) -y
lo cual implica que

dr+dy du
22—y (y—2)(2z 42y + u)

que es equivalente a

d(z+y) du

(x+vy) 2 +y)+u

Como se trata de una EDO homogénea, su solucion es

u
ey ——+1)=c
( y) (x+y ) 2

que es equivalente a

(@+y)lutz+y)=c (1.3.14)

Por lo tanto de las ecuaciones|1.5.15 y|1.53.14) se tiene que

fzy,(z+y)(z+y+u)=0

es la integral general de la EDP, o de forma equivalente g(xy) =

(x 4+ y)(x+y+u) con g una funcion arbitraria.

La generalizacion del Teorema para el caso de una EDP cua-
silineal de primer orden con n variables independientes, se enuncia

de la siguiente manera.

Teorema 1.3.2. Si para toda i € {1,2,....n}, (1, T, ..., Ty, u) =
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c; son soluciones independientes de las ecuaciones

d.%’l d.ﬁlfg . dwn

B B du
P, N

P, P, R

Entonces la relacion ®(uy, us, ...,u,) =0, donde ® : D — R es una
funcién arbitraria continua y de clase C' con D un dominio, es una

solucion general de la EDP lineal

ou ou ou
P—+P—+---+P,—=R
18:61 + 28:52 Tt ox,,

donde para toda i € {1,2,...,n} P; es una funcion de xq,xs, ..., Ty, u.

Ahora, si se tuviera el problema de hallar una superficie integral par-
ticular que pase sobre alguna curva C, con ecuaciones paramétricas
r=z(t), y = y(t), v = u(t), donde ¢t es un pardmetro, entonces se
buscaria una solucién de las ecuaciones tal que satisfaga

v(a(t),y(t), ut)) = & w(z(t), y(t), u(t)) = ¢

lo cual, permitiria eliminar el parametro ¢ y llegar a una relacién

f(e1,e2) = 0, que seria la solucién deseada.

Este problema puede ser formulado en términos de un problema de

Cauchy o problema de valor inicial:

Teorema 1.3.3 (Problema de Cauchy para una ecuacién cuasi li-
neal). Sea la EDP Pp+ Qq = R tal que P,Q, R tienen primeras de-
rivadas parciales continuas con respecto a sus argumentos en algun
dominio D del espacio XY U y sea la curva I en el espacio XY U con
ecuaciones paramétricas r = x(t), y = y(t), u = u(t) con parametro
t, tal que

Py, — Qx, #0 (1.3.15)

Entonces, eriste una unica solucion v = u(z,y) de la ecuacion que

pasa por I', es decir,
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Si se tuviera que Py; —Qz; = 0 entonces la curva inicial I' coincidiria
con una curva caracteristica y por lo tanto, existiria una infinidad

de soluciones del problema de valor inicial.

1.4. Ecuaciones Diferenciales Parciales

no lineales de primer orden

Las ecuaciones diferenciales parciales no lineales surgen de varias
areas de la fisica como la éptica geométrica, la dinamica de fluidos y
la dinamica analitica; sin embargo uno de los principales problemas
que impulsaron su desarrollo es el de propagacion de onda no lineal,
por ejemplo, las ondas de choque, ondas de agua, solitones y ondas

solitarias.

Este tipo de ecuaciones a resolver en esta seccién se suelen represen-
tar como
F(z,y,u,p,q) =0 (1.4.1)

donde la funcién F' no necesariamente es cuasilineal en p y ¢, aunque
de serlo nos lleva a considerar a las ecuaciones cuasilineales como un

caso particular de las ecuaciones no lineales.

Cauchy, uno de los contribuyentes al desarrollo de la interpretacion
geométrica de la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales de
primer orden, desarroll6 una forma de resolverlas, dando lugar al
planteamiento de los problema de Cauchy, que ya han sido mencio-

nados para el caso de una ecuacion cuasi lineal en la seccion anterior.

El método de Cauchy parte de considerar a un punto (x, y, u, p, q) del
dominio D C XYUPQ de la EDP que la satisface, como un plano
tangente a la solucién que pasa por el punto (z,y,u) con normal
(p,q,—1), al cual Cauchy le llamé elemento integral de la ecuacién
1.4.1] en el punto (z,y,u). Dado ese punto y asegurando que en la
EDP aparecen las derivadas parciales p y ¢, se puede afirmar que la
ecuacion puede resolverse en alguna vecindad del mismo punto
para p o ¢ en términos de las cuatro variables restantes, por ejemplo

q = G(x,y,u,p), donde al variar p y dejar fijos z, y y u, se obtiene un
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conjunto de planos que dependen unicamente del parametro p, que
pasan por el punto (x,y,u) con normales (p,q, —1). Ese conjunto de
planos se encuentra envuelto por un cono con vértice en el punto
(x,y,u), llamado cono de Monge en el punto (x,y,u). De esta forma
se concluye que cualquier superficie solucion que pasa a través de
un punto en el espacio, debe ser tangente al correspondiente cono
de Monge en ese punto, como se muestra en la Figura [I.2] Cabe
mencionar que para el caso lineal, el cono de Monge se degenera,

convirtiéndose en el vector (P, Q, R).

Figura 1.2: Cono de Monge.

Con base en lo anterior, un generador del cono de Monge se encuentra
en el plano tangente a cada punto de la soluciéon u = u(z, y) de

define una tunica direccién en la superficie u. Este campo direccional
comprende las tangentes de una familia uniparamétrica de curvas
que recorren la solucion, a las cuales nuevamente se les denomina
caracteristicas de la EDP; sin embargo, dado que la ecuacién es no
lineal, entonces muchas curvas caracteristicas pueden pasar a través

de un mismo punto en el espacio, cada una surgiendo de una solucién

diferente de [L4.1]

Al igual que para el caso cuasilineal, es posible encontrar un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias para obtener las curvas carac-
teristicas, las cuales ahora seran descritas como bandas, ya que junto
con las variables x, y y u se debe incluir a p y ¢ como variables depen-
dientes sobre cada una de ellas. Para hallarlas es necesario retormar

el concepto de envolvente de una familia de curvas.

Definicién 1.4.1. La envolvente a una familia de curvas F(z,y, a) =

0 es una curva que en cada punto es tangente a algiin miembro de
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la familia.

La envolvente de una familia de curvas F'(x,y, «) = 0 se halla elimi-

nando « del sistema de ecuaciones

F(z,y,a) = 0
F(z,y,a) = 0

Ahora, considérese el cono de Monge correspondiente al punto (g, 3o, o)
que satisface la EDP, el cual es la envolvente de la familia unipa-
ramétrica de planos tangentes al punto (zg,yo,up) con pardmetro

a:

u—uy = (z —z)po(c) + (y — yo)qo() (1.4.2)

por lo tanto, dicho cono de Monge se halla eliminando el parametro

« de las ecuaciones simultaneas:

(x —z0)po(@) + (¥ — yo)@o(a) = u—1ug
(2 — m0)pp(@) + (¥ — Yo)go(@) = 0

donde para cada « fijo, estas ecuaciones describen una recta que es

generadora del cono de Monge para cada (x,y, u).

Si por otro lado se toma en cuenta la diferenciacion con respecto de

a de F(zo, Yo, uo, po(e), go(a)) =0
Eyph(@) + Fygh(a) =0 (1.4.3)

entonces se evita mencionar pj(«) y ¢y(«), permitiendo llegar a la

relacién
T — X _ Y=Y
F F,

p q

(1.4.4)

lo cual implica que esta caracteristica debe satisfacer la ecuacién

diferencial ordinaria

dz _ dy
F, F

p q

(1.4.5)

Por otro lado, también se necesita obtener una ecuacion diferencial
similar para u, p y ¢, ya que las cinco cantidades aparecen como

argumentos de [, y F,. Estas ecuaciones surgen al considerar la
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diferencial total de la funcion u
du = pdx + qdy

y la igualdad [1.4.5] obteniendo

du _ pdr+qdy dr dy (1.4.6)
pE, +qF, pl,+qly F, F, o

Ahora, para hallar expresiones para dp y dgq, se diferencia la ecuacién
original con respecto de x y y, obteniendo

Fz+Fup+Fppm+Fqu =0
Fy+ Fuq+ Fppy + Foqy = 0

luego entonces considerando la ecuacién y COMO Py = ¢y, S

deduce que p p p p
Fa:"'pFu ppr+pqu Fp
y analogamente
d 2d. d d

Fy+qF,  4:F, +q,F, F,

Entonces las ecuaciones [1.4.5] [1.4.7]y [1.4.8| se resumen en el sistema

de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias

d_:v _dy du dp dgq
F

p

- " _ = _ 1.4.9
F, pl,+qfy EF, +pFE, F,+qF, ( )

para determinar z,y,u,p y q a lo largo de una banda caracteristica.

Se puede ver que introduciendo un parametro apropiado s, el sistema
de ecuaciones se expresa como

dx dy du

ds P ds Q> ds p P+q q
dp dgq
X _ _F _pF —~=_F —gqgF, 1.4.1
dS x PLy, ds ) qrly ( 0)

Estas ecuaciones son las ecuaciones caracteristicas de [L.4.1]y si las
funciones que aparecen en ellas son de Lipschitz, entonces existe

una unica solucién de las ecuaciones para cada conjunto de valores
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iniciales de las variables establecido. Por lo tanto la banda carac-
teristica es determinada de forma unica por algin elemento inicial

(0, Yo, o, Po, Go) y un valor inicial sy de s.

Asi, las condiciones de existencia de una soluciéon para una EDP de
primer orden, se establecen a partir del problema clésico de Cauchy,

enunciado en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Si las funciones xo(p), yo(p), uo(p) son de clase
C en un intervalo M = (uy, u2) y si Fx,y,u,p,q) es una funcién
continua en una region S del espacio XY U PQ, entonces existe una

funcion ¢(x,y) tal que

1. o, % Yy g—i son funciones continuas en R C R?

2. Vl’,y € R? (xay7¢(may)7¢w(x7y)agby(x»y)) eU Y
F(%?Jﬁ(%y),%(ﬂ%y)’¢y($,y)) =0

3. Vue M, (xo(p), yo(p)) € Ry ¢(xo(), yo(p)) = uo

La interpretacién geométrica del teorema anterior es que se busca
probar la existencia de una superficie u = ¢(x,y) que pasa sobre

una curva [' cuyas ecuaciones paramétricas son:

x = xo(p), y = yo(p), u = uo(p)

y que en cada punto de ésta, la direccién de la normal (p, g, —1) sea
tal que F(z,y,u,p,q) = 0; para lo cual, se hace uso del siguiente

teorema

Teorema 1.4.2. A lo largo de cualquier banda caracteristica de la
ecuacion F(xz,y,u,p,q) = 0, la funcion F(x,y,u,p,q) es una cons-

tante.

De esta forma, los valores iniciales de p, ¢ son determinados por las

relaciones

X' (v) = pob (v) + qod' (v)
F(‘g(U)? ¢(U>7 X(U)7p07 QO> =0



Capitulo 1. 17

Luego, si se sustituyen xg, yo, to, Po, o v €l valor apropiado de ¢y en
la solucion de las caracteristicas, se obtiene que x,y,u pueden ser

expresadas en términos de v,t como
r = X1(v,t), y = Yi(v,t), z = Zy(v,t)

pero si se eliminan v y ¢ de estas ecuaciones se llega a una relacién
W(z,y,u) = 0, que es la ecuacién de la superficie integral buscada

que pasa por la curva I'.

Ejemplo 2. Hallar la solucion de la ecuacion

Z=%@”+f%+@—xﬂm—w

que pasa a través del eje X

Solucion: Unas ecuaciones paramétricas del eje X son

Asi los valores iniciales son xo(v) = v, yo(v) = 0, 20(v) = 0 y para

Do Y qo se debe notar que
(26, Yo 20) - (Po, g0, —1) =0
por lo que se tiene
(1,0,0) - (po; qo, —1) = 0

lo cual tmplica que py = 0. Luego entonces sustituyendo estos valores

iniciales en la EDP, se tiene que

1
0= 545 — vao

lo cual implica que

2v £ V4v
Qo= —"F7 —
2
y como p y q no pueden ser 0 al mismo tiempo, entonces se concluye
que qo = 2v.

Por otro lado se tiene que las ecuaciones caracteristicas de esta EDP
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son
dx ,
_— = t = —
7 =2 pta—y
dy
22— () = _
o =y ¢+p—u
dz ,
=2 = pota-y)+alp+q-2)
dp
—_— t p— _—
o = P(t) q—y+p
dg _
_— = t — —
o =4 p—z+g
de donde por la ecuacion Z—f = % se tiene que * = p + ¢ donde c es

una constante que por los valores iniciales resulta ser ¢ = xog—pg = v.
Por lo tanto x = p +v.

Por otro lado de la ecuacion ‘;—?t’ = % se tiene que y = q+a donde a es
una constante que por los valores iniciales resulta ser a = yg — qo =
—2v. Por lo tanto y = q — 2v.

Se puede ver que

Cpa-)=p+a-
dtpqx_pqx

de donde se tiene que log(p+q—1x) = t+b con b una constante, lo cual
es equivalente a p+q—x = ke' con k una constante arbitraria, la cual
por los valores iniciales resulta ser k = v. Por lo tanto p+q—x = ve!

También se puede ver

d

E@+q—w=p+q—y

de donde se tiene que log(p+q—y) = t+a con a una constante, lo cual
es equivalente a p+q—y = ke' con k una constante arbitraria, que por
los valores iniciales resulta ser k = 2v. Por lo tanto p+q—1vy = 2ve'.
Ahora, como x = p+wv, y = q—2v entonces p = x—v, ¢ = y+2v; por
lo que de la ecuacion p+ q — x = ve' se concluye que y = v(e — 1).
Y andlogamente de la ecuacion p + q —y = 2ve' se concluye que
r=uv(2e" — 1)
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Luego

p = v(2e—1)—0v=2v(—-1)
q = v —1)+2v=uv(e"+1)

Ast, sustituyendo estos valores en la ecuacion caracteristica de 2’ se

tiene

dz

o = plp+q—y)+qlp+q—1)

= 5ve? — 3ve

de lo cual se deduce que

5
z= 52]26% -3l +c (1.4.11)
donde “c” es una constante que por los valores iniciales resulta ser
k=—2v? + 302
Por lo tanto se tiene que z = 2v*(e* — 1) — 3v*(e" — 1), pero es
necesario eliminar e de esta expresion, para lo cual se retomardn
las ecuaciones x = v(2e' — 1), y = v(e' — 1), de donde se tiene que

x — 2y = v y por otro lado también se tiene y—x = —vet, por lo que

surge la ecuacion
P_Yy—T _ y—u
—v 20 —x
Ast, sustituyendo este resultado en la ecuacion se tiene que

la solucion de la EDP que pasa a través del eje X es

e

1
z = §y(4x —3y)

1.4.1. Tipos de soluciones de una EDP no lineal

de primer orden

Toda EDP de primer orden de la forma posee una solucién
dependiente de una funcién arbitraria, que es la solucion general,

sin embargo, en muchas aplicaciones fisicas, esta soluciéon es menos
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importante que las llamadas soluciones completas, que son del tipo

f<x7y7u7a’b) :0

con a, b constantes arbitrarias denominadas pardmetros. Estas fami-
lias de soluciones son soluciones particulares de la EDP que contienen
tantas constantes arbitrarias como variables independientes que in-
tervienen en la ecuacion. Cabe resaltar que la familia de soluciones
biparamétricas no es unica, es decir que es posible tener dos solu-
ciones completas particulares que no pertenezcan a la misma familia

biparamétrica f.

Por otro lado, si nos fijamos en la envolvente del sistema biparamétri-
co f(z,y,u,a,b) =0 notamos que ésta es tocada en cada uno de sus
puntos por algin miembro del sistema; por lo que posee el mismo
conjunto de valores (z,y,u,p,q) de la superficie particular y por lo

tanto, también debe ser solucion de la ecuacion diferencial.

De esta forma, se tienen los siguientes tres tipos de integrales o so-
luciones de una EDP del tipo

a) Una familia de superficies biparamétrica f(z,y,u,a,b) = 0 lla-
mada integral o solucion completa.

b) La envolvente de un subsistema arbitrario uniparamétrico

f(x,y,u,a,6(a)) =0

de la familia de superficies biparamétrica, llamada integral o
solucion general. Cabe recalcar que toda EDP posee este tipo
de soluciones y que si ¢ es fija, obtenemos un caso particular

de la integral general de la ecuacion.

c) En caso de existir la envolvente del sistema biparamétrico

f(w7y7u7a7b) :0

ésta es llamada integral o solucion singular de la EDP. Para
una EDP de primer orden invariablemente existe este tipo de

solucidn.
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Por lo tanto podemos decir que el hallar soluciones de una EDP no
lineal, se reduce a encontrar soluciones completas y al calculo de

envolventes de familias de superficies.

Teéricamente siempre es posible obtener integrales completas dife-
rentes no equivalentes a otras, es decir, soluciones que no pueden
obtenerse de otra al cambiar la eleccién de la constante arbitraria.
Sin embargo cuando se ha obtenido una integral completa, cualquier
otra solucién correspondiente a esta, es del tipo b) o ¢) (Ver Sec[LF)).

Ejemplo 3. Se hallaran los tres tipos de solucion para la EDP
w(1+pP+ ) =1
Solucion: Para comenzar resulta sencillo ver que la ecuacion
(z—a)+(@y—0+u*=1

con a y b constantes arbitrarias, es solucion completa de la EDP, ya
que al diferenciar con respecto de x se tiene 2(x — a) + 2up = 0 que
es equivalente a

u*p? = (a — 1)*

y al diferenciar con respecto de y se tiene 2(y — b) + 2uq = 0 que es

equivalente a
u’q® = (b—y)?

Lo cual implica
w’p? g = (a— ) + (b~ y)?
y st se considera la igualdad tnicial se tiene
WP 2P =1 —
que es equivalente a la EDP v*(p* +¢* +1) =1
Por lo tanto (v—a)?+(y—b)*+u® = 1 es solucién completa de la EDP.

Ahora si en la solucion completa se considera b = a, se obtiene el
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subsistema uniparamétrico
2 2 2
(r—af+(y—a+ud =1
cuya envolvente se obtiene eliminando “a” del sistema de ecuaciones

(r— a2+ (y—a)? +u? =
r4+y—2a = 0

de lo cual se tiene

() (52)

que es equivalente a

(x—y)* +2u* =2

Por lo tanto (x —y)? 4+ 2u? = 2 es un caso particular de la integral
general de la EDP.
Por otro lado, al diferenciar (x —a)*+ (y —b)* +u? = 1 con respecto

de los pardametros a,b, se tiene el sistema de ecuaciones

(r—a)*+(y—0b)?+u®> =
r—a

y—b = 0

de donde se tiene que u> = 1 y por lo tanto, la envolvente del sistema

biparamétrico o integral singular es el par de planos u = %1.

A continuacién se estudiaran métodos para hallar soluciones com-

pletas de una EDP no lineal de primer orden.

1.4.2. Método de separacién de variables

Este método consiste en reducir una EDP con n variables indepen-
dientes a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, buscando
expresar la solucién de la EDP como una funcién formada al operar
n funciones que dependen de una variable diferente cada una. Sin

embargo, esto mismo, conlleva al problema de que este método no
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es aplicable a cualquier EDP, ya que existen ecuaciones diferencia-
les parciales que no poseen soluciones completas expresadas de esta

forma.

Aunque este método es muy usado para resolver ecuaciones diferen-
ciales parciales de segundo orden, en especial para resolver proble-
mas que involucran condiciones iniciales y/o de frontera, es posible
aplicarlo a algunas ecuaciones diferenciales parciales de primer or-
den, buscando expresar su solucién como una suma de funciones de
una variable. Dada la EDP de la forma F(x,y,u,p,q) = 0, se busca
una solucion u(x,y) = f(x) + g(y) que serd solucion completa de la
EDP, ya que incluird dos constantes arbitrarias, por el nimero de

integrales que involucra.

Ejemplo 4. Sea la siguiente EDP aplicable en dptica geométrica
pP+¢=1 (1.4.12)
Se buscan soluciones de la forma
u= f(x)+g(y) (1.4.13)
las cuales al sustituirse en la EDP[1.4.13 resultan ser
(f'(@)* +(d'(y)* =1

por lo que para tener la igualdad se concluye que f'(x) y ¢'(y) son
constantes. Por otro lado, si se retoma la identidad trigonométrica

sin?(x) + cos?(z) = 1 para todo valor de x, se concluye que
f'(x) = cos(a), g'(y) = sin(a)
lo cual implica que
f(&) = wcos(a) + 1, 9(y) = ysin(a) + o

Por lo tanto se tiene que una familia de soluciones completas de la
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EDP[1.].19 es de la forma

u=xcos(a) + ysin(a) + b

1.4.3. Método de Charpit

Este método para hallar soluciones completas de la EDP F'(z,y,u,p, q) =
0, se basa en introducir una segunda EDP de primer orden G(x,y, u,p, q) =

0 tal que

a) Las ecuaciones sean funcionalmente independientes, permitiendo
que el sistema de ecuaciones formado por ambas pueda resol-
verse para p y ¢, describiéndolas como funciones de x,y y u.

Para esto es necesario que

O(F,Q)
J = 0 1.4.14
(p,q) 4 ( )
AFG) ._ 9F 3G _ 9F 9G
donde o(p.g) *~ Op Bq  Bq Op

b) Ambas ecuaciones sean compatibles, es decir, que toda solucién

de la primer ecuacion sea solucion de la segunda y viceversa.

Estas dos condiciones que deben cumplir las ecuaciones se satisfacen

simultaneamente al pedir que

IF.G)  OFG) OFG  IFQG)

= 5w TP own T owa T owa)

=0 (1.4.15)

lo cual a su vez permite resolver el problema de hallar la segunda
EDP mediante la resolucion de la siguiente EDP lineal que surge al

expandir la ecuacién [1.4.15

oG oG oG oG oG
Fp% +an—y + (prﬂLqu)% —(F +pF“)8_p - (Fy+un)a—q =0
(1.4.16)

que de acuerdo al Teorema [1.3.2] su solucion se halla mediante las
siguientes ecuaciones auxiliares conocidas ahora como ecuaciones de

Charpit, que son equivalentes a las ecuaciones caracteristicas [1.4.10
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del método de Cauchyl[§]:

dy  _dw __ dp _ dq (1.4.17)
F, pF,+qF, —(F,+pF,) —(F,+qF.)

dx
Fy

A pesar de que mediante estas ecuaciones auxiliares es posible hallar
la solucién general de la EDP que viene siendo la segunda
EDP G = 0, se sabe que por la forma en que fue construida, las
expresiones para p y ¢ también deben satisfacer la EDP F' = 0, por
lo tanto basta hallar estas funciones a partir de las ecuaciones

y sustituirlas en el diferencial total de la funcién u

du = —xdx + —dy
= pdx + qdy (1.4.18)

para que asi, mediante la integracién de esta ultima ecuacién, se
obtenga una expresién de la solucién completa f(z,y,u,a,b) = 0 de
la EDP original.

Ejemplo 5. Se hallard una integral completa de la siguiente ecua-

cion por el método de Charpit
(P* +¢*)y = qu

Solucién: Se tiene que f(x,y,u,p,q) = (p* + ¢*)y — qu
Las ecuaciones de Charpit para esta EDP son:

de.  dy du _dp  dg
2py  2qy—u  2p*y+2¢°y —qu pg  —p?

d d -
P — L9 se tiene que

Se puede ver que de la ecuacion e = 2

p2 = —q2 +c con ¢ una constante.

Entonces se busca resolver el siguiente sistema de ecuaciones para p

ya-

P*+)y—qu = 0
PH+e = ¢



Capitulo 1. 26

de donde se tiene que cy — qu =0 y ast
Luego entonces se tiene

que es equivalente a

Asi la ecuacion resulta

(c— (%)2)2 dr + %dy =du

que es equivalente a

=

1
udu — cydy = (cu2 - chQ) 2 dx

de donde se tiene
udu — cydy — Jedn

u? — cy?

0 escrito de otra manera

d(v/u?2 — cy?) = /cdz

Por lo tanto, la integral completa es \/u? — cy? = \/cx +d con ¢, d

constantes.

A pesar de que en 1784 Charpit logré establecer un método para
la resolucion de las ecuaciones no lineales de primer orden con dos
variables independientes, este no fue posible generalizarlo para resol-
ver ecuaciones con n > 2 variables independientes, ya que presenta
el problema de asegurar la independencia funcional entre ecuaciones
que dependen de n > 2 variables, para lo cual es necesario tener el
mismo numero de ecuaciones que de variables. Este problema per-

sistié durante mas de medio siglo hasta la publicacién en 1862 de
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uno de los articulos péstumos de Jacobi escrito en 1838, donde logra
generalizar los métodos de Lagrange y de Charpit para la resolucién
de una EDP con un nimero arbitrario de variables independientes,

mismo que sera expuesto en la siguiente seccién. [4]

1.4.4. Método de Jacobi

Este método desarrollado por Jacobi para hallar una solucién com-
pleta de la EDP
F(z,y,u,p,q) =0 (1.4.19)

extiende los métodos de Lagrange y de Charpit, con la ventaja de po-
der generalizarlo directamente para una EDP no lineal con un ntime-
ro arbitrario de variables independientes, a diferencia del método de

Charpit.

Para la explicacién de este método, se modificard la notacién con la
que se ha estado trabajando para facilitar su escritura, denotando
a la variable dependiente o funciéon buscada como z y por v a la

funcién que lleva implicita la solucion de la EDP.

Este método consiste en expresar una EDP de una forma equivalente
donde la variable dependiente aparezca unicamente mediante sus
derivadas, para lo cual se parte de suponer que una solucién de la
EDP original esta dada de forma implicita por v(x,y,2) = 0 y por
lo tanto, suponiendo que en una vecindad del punto (x,y, z) donde

se satisfacen las condiciones del Teorema de la funcién implicita se

llega a que
0z % 0z 3—;
=—=-2 = — = —== 1.4.20

por lo que si se define a v; := % parai= 1,23y xy =z, T3 1=y,

T3 := 2, entonces se tiene

p=-=1 g= -2 (1.4.21)
U3 U3

Mediante la sustituciéon de esta redefinicién de términos en la EDP
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original, se genera una EDP auxiliar equivalente donde la variable
dependiente aparece inicamente mediante sus derivadas y donde el
numero de variables independientes es igual al de la EDP original
mas uno, es decir, se incrementa la dimension del espacio donde se
trabaja, ya que ahora consideraremos a z como variable indepen-
diente y como variable dependiente o solucién buscada a v. De esta
forma, una soluciéon completa de la EDP original es una solucién

completa particular de la EDP auxiliar dada de la forma

F(x,y,2,v1,v2,v3) = 0 (1.4.22)

Basdandose en el método de Charpit, Jacobi plantea su método de
solucién introduciendo dos ecuaciones diferenciales parciales mas de

primer orden

G(»”U,?J,Z,Ul,vz,vg) =0 vy H(:B,y, Z,Ul,Uz,Ug) =0 (1.4.23)

tales que las ecuaciones|1.4.22|y|1.4.23| puedan resolverse para alguna

expresion de vi, v, v vs3. Estas nuevas ecuaciones G y H se hallan
al satisfacer la condicién de compatibilidad con la ecuacion F', dada
mediante las siguientes ecuaciones

J(F,G) O(F,G) OJ(F,QG)

+ +

O(z,v1)  O(y,v)  O(z,v3) =0

O(F,H) O(F,H) O(F H)
O(z,v1) + 0y, va) * J(z,v3)

que al extender se pueden ver como las siguientes ecuaciones dife-

=0

renciales parciales lineales

oG oG oG oG oG oG

JOas AR oA AN i SR O NA N s Y Pt A
'Oz + o oy + 0z Ovy Y Ovs Ovs
OH 0H OH OH OH OH
g2 pot 0 p 20
'Oz + o oy + 0z vy Y Ovs Ovs

las cuales por el Teorema [1.3.2] originan las ecuaciones auxiliares

- _ % - - (1.4.24)
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Aunque mediante estas ecuaciones es posible hallar las ecuaciones G
y H, no es necesario conocerlas explicitamente, ya que basta usar las
ecuaciones [1.4.24| para hallar expresiones de vy, v9 v v3 en funcién de
x, Yy z, que por construccién también satisfacen a la EDP original
F.

Una vez teniendo las expresiones para las v; es posible sustituirlas

en el diferencial total de v

ov ov ov
dv = %dl' + a—ydy + &dz

= vidx 4 vody + v3dz

y asi, mediante la integracion de esta ecuacion, se halla la expre-
sién v(z,y, z,a,b, ¢) para la solucién de la EDP [1.4.22] que por el
numero de integrales involucradas posee tres contantes. Sin embar-
go, si la EDP esta dada en la forma [1.4.19, inicamente se necesitan
dos constantes arbitrarias en la solucién, para lo cual se opta por
dar un valor especifico a alguna de las tres constantes arbitrarias de

v(x,y, z,a,b,c).

Ejemplo 6. Se hallard la integral completa de la siguiente EDP por

el método de Jacobs.

PHqy—2=0 (1.4.25)

Solucion: Como p = —z—;, q = —Z—i entonces la EDP se reescribe
como

V2 — vv3y — v3z =0 (1.4.26)

Las ecuaciones auziliares que nos permiten hallar una solucion com-
pleta de esta EDP son

d_:v dy dz dvy ﬂ _ dus

201 —wv3y n —Vgl — 2032 0 VoUs vg
De lo cual se concluye que

©w. »

V1 =a con “a” una constante
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Ademds de la ecuacion 24— = L2 e obtiene que
—v3y V2V3

= con ‘b” una constante

< | o

Luego, sustituyendo vy y vy en la EDP[1.4.24 se tiene que

b
a? — —vgy —viz =0
Yy

lo cual implica que

 —b= V0% + 4za?

2z

U3

Ast se tiene que

dv = adz + —dy +
)

b (—bi\/b2+4za2> ;
YA
2z

Por lo tanto v = ax +blny + Vb + 4az? — bln (\/b2 + 4az? + b) +c
es solucion completa de la EDP|1.4.26]y st ¢ = 0 entonces se tiene

que una familia de soluciones completas de la ecuacion |1.4.25 es

v=ar+blny+Vb>+4az? —bln <\/b2 + 4az? —|—b)

Al generalizar este resultado para una EDP con n — 1 variables in-
dependientes, se tiene que si su solucién esta dada de forma implici-

ta por v(xy,...x,_1,2) y si se define a v; como % para toda i €

{1,2,....n—1} y a v, como %, entonces la EDP a resolver es de la

forma
F(x1,29, ..., Tp, U1, ..., ) = 0 (1.4.27)

Asi las ecuaciones auxiliares quedan expresadas como

dr;  dxo dz, dvy dvs dvy,
pu— e e« T p— p— —— e e« T 1.4.2
Fv1 Fv Fvn _Fx1 _sz _Fxn ( 8)

2

y al resolver estas ecuaciones para vy, vs, ..., U,, €s posible determinar

v integrando la siguiente ecuacion, cuya solucion contiene n constan-
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tes arbitrarias
n

dv =" wvdz; (1.4.29)

=1

En este método se tiene que recalcar que el hecho de hallar expre-
siones para las v; a partir de las ecuaciones auxiliares, no garantiza
llegar a un diferencial [1.4.29| exacto, es decir, donde las parciales
cruzadas sean iguales

Gvi . 8Uj . .
dz, o, con i # j

lo cual conlleva al problema de no hallar una solucién completa de
la EDP, por lo que sera necesario hallar otras expresiones para las

v; e integrar la nueva diferencial que se origine.

Ejemplo 7. Sea la EDP
2(z +ap+yq) = yp?
que por el método de Jacobi es equivalente a
2(zv; — 2V103 — Yvau3) — Yvi =0

Y sus ecuaciones auxiliares son

dx dy dz dvy
—2xv3 — 2y —2yvs dzv3 — 2201 — 2yve 20103
. dUg . dUg
- 2 2
2003 + v} —2v3
Se puede ver que de la ecuacion 7’2151)3 = _d% se concluye que
3
V3 = ay con a una constante
y de la ecuacion dvi _ dvs o tiepe que
2v1v3 —2v3
c c
Ul = — = — =
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Ademds la ecuacion — dI_Q = _;ly es equivalente a
wv3—2yu1 yos
dx xd xdy — ydz 1 x
y = MW _ TV g (T (1.4.30)
—2yxvsz — 29201 —2xYU3 Y2y v\
y por otro lado la ecuacion 2‘5;’;2 = 2v2‘f}z2+vf es equivalente a
vodv vidv v1dvy — vodv 1 v
201 2 T T (2 (1.4.31)
201U9V3 201v9v3 + V] vy U1 U1

De esta forma usando las ecuaciones|1.4.30 y|1.4.51] resulta

1))
qORE

que equivale a

lo cual implica que

y por lo tanto se tiene que

Luego entonces

dv = vidr + vody + v3dz

b b
= —dx — —fdy + aydz
Yy Yy

que no es una diferencial exacta, ya que

dvs _, g _
oy 0z

Método de Jacobi para ecuaciones cuasilineales

Como se mencion6 con anterioridad, las ecuaciones cuasilineales pue-
den considerarse como una forma particular de una ecuaciéon no li-
neal, por lo que en este caso, el método de Jacobi se reduce al método

de Lagrange. A continuacién se mostrara que las ecuaciones auxilia-
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res del método de Jacobi aplicado a una EDP lineal se reducen a las

ecuaciones caracteristicas [1.3.11| del método de Lagrange.

Sea la EDP cuasilineal inhomogénea de dos variables independientes

Pp+Qq=R

Se puede ver que aplicando el cambio de variables requerido para el
método de Jacobi, esta ecuacion se transforma en la EDP cuasilineal

homogénea con tres varibles independientes
Pv1 —|— QUQ —|— R’U3 = 0 (1432)

cuyas ecuaciones auxiliares del método de Jacobi resultan ser

de  dy dz dv,
P Q_E_apv+aulp+aQU+av2Q+aRv+aU3R
. dUQ
o ov 8'0 61}
v + 1P—|— 2@—1— + 9L R
dUg

v1+8vlp+ U2+8v2Q+ U3+6v3R

Sin embargo estas cinco ecuaciones se reducen a

dr dy dz

ya que como vq, vy v v3 son funciones de x, y, z sélamente entonces

% vy dx L on vy dy Lo vy dz
du Oz du dy d,u 0z d,u

@ vy dx Lo Ovs dy ] vy dz
du Oz du dy d,u 0z du

dus 3113 dx L Ovs Ovs dy L 9us vz dz
du Oz du dy d,u 0z du

y si se retoman las ecuaciones se puede ver que

v _ 3@1 Q% R

du 52’
d’UQ 8?]2 81)2 (91)2
o2 p_ Z2 z2
du Q A 0z
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d’U3 (%3 81)3 81)3
—— =P — 4+ R—=
du Ox +Q dy * 0z

ademas suponiendo que las parciales cruzadas son iguales entonces
se llega a que

@:pavl +Q%+R%
ox

du Oz ox
dUg 6@1 81)2 a'US
22 pZtt s i
du dy e dy + dy

dUg (%1 81}2 81)3
28 _ pZt Z2 Z73
du 0z e 0z TR 0z

que es equivalente a

dvy 0 oP oQ OR
W = %(Pvl + QUQ + Rvg) — 01% — ’02% — UgR%
dvy 0 oP Q) OR
— =—(P Rvs) —v1— — v9— — v3R—
d,u ay( v + QUQ + Ug) U1 ay (%) 8y U3 ay
dv 0 oP 0 OR
d—: = &(P’Ul + Q’UQ + RUg) — ’l)la — 1)28—8 — UgRa
y por la ecuacién se tiene que

dv __ 0P _ 0@ _ OR

dp oz 2 Ox o

du oy oy oy

du 10z >0z >0z

de donde se concluye que

d'Ul dUQ

du = _=
_p, 0P, 09, 0R 0P , 0Q , OR
U1 ox U2 ox U3 ox U1 dy U2 Jy U3 dy
d'U3

_ 1.4.33)
5 (
—uge — vt — vt

pero las ecuaciones también satisfacen esta condiciéon de ser
idénticas a du, por lo que las ecuaciones|1.4.33|resultan ser redundan-
tes a ellas y por lo tanto no es necesario considerarlas para resolver

una EDP lineal por el método de Jacobi.
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1.5. Soluciones que satisfacen condicio-

nes dadas

En esta seccion se determinaran superficies solucién de la EDP
F(ifay»%p»@ =0 (151)

que satisfacen alguna otra condicién, como lo son el pasar a través
de una curva dada o circunscribir una superficie dada. Ademas se

mostrard una forma de hallar una integral completa a partir de otra.

1.5.1. Soluciones que pasan por una curva dada

Sea una curva C' con ecuaciones paramétricas
r=2x(t),y =y(t),u=wu(t) con t parametro.

Si existe una superficie integral de la ecuacién [I.5.1] a través de la

curva (', entonces ésta puede ser de tres tipos

a) Un caso particular de la integral completa
f(@,y,u,a,0) =0 (1.5.2)

obtenida al dar valores particulares de a y b.

b) Un caso particular de la integral general correspondiente a|l1.5.2
es decir, la envolvente de un subsistema uniparamétrico de
1.0.2

f(x,y,u,a, ¢(a>> =0

c) La envolvente del sistema biparamétrico [1.5.2]

Sin embargo, es poco probable que la solucién sea del tipo a) o ¢),

por lo que tratard inicamente el caso b).

Se busca una superficie solucién E que sea envolvente del subsistema

uniparamétrico [1.5.2] cuyos miembros también toquen la curva C.
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Por esta razon, para determinar E se debe considerar el subsistema
de los miembros de la familia|[1.5.2| que tocan la curva C'. Los puntos
de interseccién de la familia [1.5.2] y la curva C' estan determinados

por la siguiente ecuacién en términos del parametro ¢

f(z(t),y(t),z(t),a,b) =0 (1.5.3)

y la condicién de que la curva C' debe tocar la superficie [1.5.2] se
satisface al pedir que la ecuacion tenga dos raices iguales, ya
que la curva C' también toca a la envolvente de esas superficies en ese
mismo punto. De forma equivalente, para satisfacer esta condicién

se pide que la ecuacion y la ecuacion

0

57 (D), y(8),u(t), a,b) = 0

deben tener una raiz en comun.

Ejemplo 8. Se hallard una integral completa de la siguiente EDP y

se deducird la solucidn que pasa a través de la curva x = 0, u? = 4y
(»* +¢*) = pu

Solucién: Se tiene que f(x,y,u,p,q) = (P> + ¢*)x — pu.

Por el método de Charpit, las ecuaciones auziliares son

dx dy du dp @

2ep—u  2xq  2ap? —up+22¢°  —@  pq

de donde la ecuacion % = ;l—g implica que

p2 +q =a con a una constante

Asi se tiene el sistema de ecuaciones

®*+¢*)r = pu
P+ = a

de donde se obtiene que
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luego entonces

2,2\ 3
du:a—jd:v—i—(a—ax) dy

que es equivalente a
udu — axdr = (au® — a2x2)%dy

o visto de otra forma como

2d(u? — ax?)

2

= Vady

u? — ax?

que equivale a

d(Vu? — ax?) = ady

lo cual implica que

u? — ar® = (Vay + b)?

Ahora, como las ecuaciones paramétricas de la curva dada son xz = 0,
y = t2, u = 2t entonces la interseccion de la integral completa[1.5.4)

con esta curva es

a®t* + (2ab — )2 + > =0

2

la cual tiene raices iguales si (ab — 2)* = a*b? o equivalentemente si

ab = 1. Por esto, el sistema uniparamétrico apropiado es
2 2,2 L
u® =a’x® + (ay + a)

o visto de forma equivalente a*(2* + y?) + a*(2y — u?) + 1 = 0; cuya

envolvente se obtiene al eliminar el parameto “a” del sistema

0 = 4a3(2? +y?) + 2a(2y — u?)
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lo cual implica que a® = —2(252;% Luego se tiene
2y — u? 2(x? + y?)
2 2, 2
u = |————| (z 2y — —=
s e
que es equivalente a
A2 + y?)?

2a® +y" )’ =~y +y7) Fot (@4 y7) H Ay ) - =

Por lo tanto 4(2* + y?) = 2y — 2? es la solucién del problema. Ver

Figura[1.3

Superficie
A +y' ) =2y 2
( :] Superficie que
contiene a la curva

Figura 1.3: Superficie soluciéon que pasa por la curva dada

1.5.2. Soluciéon completa a partir de otra solu-

cién completa usando curvas

El resultado de hallar una soluciéon de una EDP que pase por una
curva es usado para hallar una soluciéon completa de una EDP a

partir de otra solucion completa.

Se supondrd que dada una EDP de la forma F(x,y,u,p,q) = 0 se
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conoce una de sus soluciones completas de la forma
f(@,y,u,a,0) =0 (1.5.4)

y se busca hallar otra solucién completa g(x,y,u, h,k) =0 con h, k

constantes.

Para esto se requiere dar una curva I' en forma paramétrica por
la que se quiere que pase la solucién, tal que en ella aparezcan las
dos constantes arbitrarias h, k como parametros independientes; y
después se halla la ecuacién de la envolvente del subsistema unipa-

ramétrico de [[L5.4] donde cada miembro toca esta curva L.

Ejemplo 9. Dada la EDP zpq + yq* = 1 y una de sus integrales
completas (z+b)* = 4(ax+y), se deducird otra integral completa que
pase por la curva con ecuaciones paramétricas y = 0, x = k(z + h).
Solucion: Se puede notar que la interseccion de la integral completa

ya dada y la curva es
(2 +b)* — dak(z + b) + 4dak(b— h) = 0
la cual es una ecuacion cuadrdtica que tiene raices iguales si
16a?k? — 16ak(b —h) =0

esto es, siak =0 o b= h+ ak.
Si se considerase ak = 0 entonces se tendria (z + b)*> = 0 y su
envolvente no dependeria de h y k. Por lo tanto se puede hacer b =

h + ak, con lo que se obtiene
(u+ h+ ak)? = 4(ax +y)

cuya envolvente es (k(u+ h) —22)%* = ((u + h)? — 4y)k?
Por lo tanto kx(u + h) = k®y + 2 es una solucién completa de la

EDP que pasa por la curva dada.
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Soluciones Completas

En el capitulo anterior se mencionaron métodos para hallar solu-
ciones completas de una EDP de primer orden, sin embargo, estos
procesos pueden tornarse dificiles al momento de combinar las ecua-
ciones auxiliares; por lo que podria pensarse que todas las soluciones
completas de la EDP pertenecen a las familias de superficies encon-
tradas, lo cual es erréneo. Es posible hallar una infinidad de solucio-
nes completas de una EDP que pertenezcan a distintas familias de

superficies.

En la seccién [1.5.2] se introdujo una forma de hallar una solucién
completa de una EDP a partir de otra ya conocida, sin embargo,
este método no se puede aplicar considerando cualquier curva, ya
que se puede llegar a proponer curvas que no intersecten a ninguna

superficie solucién de la EDP en ningtin punto.

Debido a las dificultades que presentan estos métodos para hallar
otras soluciones completas de las EDP, surge la necesidad de esta-

blecer otras formas de abordar este problema.

Un método para hallar otra solucién completa a partir de una cono-
cida f(z,y,u,a,b), donde a y b son constantes arbitrarias, es consi-
derar a b como una funcién de a donde se involucre también otras
dos constantes arbitrarias, digamos c y d; tal que ahora se tenga una

expresion de la forma f(x,y,u,a,b(a,c,d)).

Con esta redefinicién de b, la solucion f ya no es una soluciéon com-

40
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pleta de la EDP en cuestion, ya que involucra tres parametros ar-
bitrarios, por lo que es necesario eliminar un parametro, digamos
a. Esto se logra mediante la obtenciéon de una expresién para este
parametro en funcién de z, y, ¢ y d, a partir de la derivada parcial
de f(z,y,u,a,b(a,c,d)) con respecto de a; y posteriormente susti-

tuyéndola en f(z,y,u,a,b(a,c,d)).

Ejemplo 10. Retomando la EDP del ejemplo @ pP+qy—2=0y

una de sus soluciones completas

Inz 2022 b
v(x,y,a,b,2) = ar+lny———++V1 + 4za®+In +=
(.9 ) 5 (\/1+4za2+1> 2

se hallard otra solucion completa para esta EDP definiendose b =
ac —d.

Solucion: Con base en los requisitos se tiene la expresion

1
f(x,y,2,a,¢,d) = ax+In(y) — n;z)+\/1+4za2

2a+/z ac —d
+ In + 2.0.1
(\/1+4za2+1) 2 ( )

De donde se obtiene que

0z n 4za n 1 4za n c
- = I - @@ - —
da V1+4za2  a (V14 4za?)(V1+4za2+1) 2

Ast, % =0 si y solo si

4za 1 1 c
S (R . R
14 4za? < 1—1—4za2+1> a 2

o de forma equivalente

4za n 1 ( n c>
—_ = — x -
V14+4za2+1 a

de donde se tiene

2 1
(x +¢/2)? — 4z
Luego, sustituyendo a = ————=—— en la ecuacion |2.0.1 y ha-
(z+c/2)2—4z

ciendo la simplificacion, se tiene que otra solucion completa de la
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EDP es

e [ NE _
= log(y) - — “g( g;+c/2+\/(x+c/2)2—42>

|

Cabe mencionar que para obtener otra solucién completa de la EDP
no importa el parametro que se elija a eliminar, sin embargo, si se
desea que la nueva solucién pertenezca a otra familia de superficies
es necesario eliminar el “viejo” pardmetro, es decir, el que aparece

en la soluciéon completa original.

2.1. Relacién entre soluciones comple-

tas de una EDP

El método de la seccién anterior hace ver que existe una relacién
entre las soluciones completas de una EDP, la cual parece depender
de los parametros arbitrarios de las soluciones. Este es precisamente
el trabajo desarrollado en esta tesis, basado en el articulo [10], don-
de se retomara el método de Jacobi, expuesto en la seccién [1.4.4]
mediante el cual una EDP con n variables independientes se expresa

de forma equivalente como
F(x1, .o, Tp, 2,01, ey Upy Upy1) = 0 (2.1.1)

donde v es considerada una solucion completa de la EDP original
dada de forma implicita, v; = Ov/dx; parai € {1,...,n} y vp41 = %.
Cabe recordar que una solucién completa de esta EDP es una funcién
de 2n + 2 variables, por lo que una soluciéon completa de la EDP
original es una funcién de 2n + 1 variables v(z1, ..., Ty, Pi, ..., Py, 2),

donde P; son las constantes arbitrarias y z la variable dependiente.

Para el desarrollo de este trabajo es importante suponer que se co-

noce una solucién completa de la EDP original, dada de la forma

(X1, ey Ty Pry ey Py 2)
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tal que cumpla con la condiciéon de que

0%v
det (axiapj) £0 (2.1.2)

ya que esto permite garantizar poder expresar a las constantes ar-
bitrarias P; unicamente en funciéon de las variables z; v z, o a la

variables x; en funcién de z y las constantes P;.

Ahora, si en la EDP se despeja la variable v,41 = 0v/0z,

entonces ésta se puede expresar como
G(Z1y ooy Ty U1y eey Uy 2) + Upgp = 0 (2.1.3)

lo cual permite escribir el diferencial de la soluciéon completa v como

n

dv = Z (pi(xj, Py, z)dx; + Qi(x4, Py, 2)dP;)—G (x4, pi(x;, Py, 2), 2)dz

i=1
(2.1.4)
donde p; y @); son funciones de x;, P; y z definidas como
ov ov
;= ;= 2.1.
p’L axz bl QZ 8PZ ( 5)

De forma andloga, si se supone que v(xy, ..., Ty, 151, e lgn, z) es otra
solucion completa de la EDP tal que se satisface la ecuaciéon
2.1.2, entonces el diferencial total de v es expresado como

n

dv = Z (ﬁi(:ﬁj, P, 2)dz; + Qy(x;, P, z)d]gi) —G(z, pi(xj, Py, 2), 2)dz

i=1
(2.1.6)
donde p; y sz son funciones de x;, lgz y z definidas como
v ~ v
Ni == 5 i = = 217
Pi= g @i=- i (2.1.7)

Luego, como v y v son soluciones completas de la EDP [2.1.1} entonces

v; es equivalente a v; para toda i € {1,...,n+1}; por lo que al restar
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las ecuaciones N se tiene que

A7) = 3 GdP — 3" Qulp, 2.18)
i=1 =1

Por otro lado, si se toma en cuenta a la funcién v — v que depende

de z;, P, f’z y z, se tiene que su diferencial total es

dv—v) = Xn: {Md@ + Mda + ydé}

1 8%2 aPZ i
o(v —v)
——d
0z -
" T ov ov ov ov o~ ov ~
= —dv; — ——dv; + -—=dP; — —=dP;, + —=dP;, — —=dP;
;[axidx 52401+ gpdPi = gpd +8R-d wd]
ov ov
+ g de = oda (2.1.9)

donde 9v/0P; = 0, 81}/8é = 0 ya que v no depende de P; y v no
depende de é

De esta forma, como las ecuaciones y deben ser iguales

entonces se tiene que satisfacer que

v v v ov

lo cual es equivalente a

d(v — U)dxi N o(v —v)

ox; 0z dz=0

pero como v; es equivalente a v; para toda i € {1,...,n} entonces se

debe cumplir que

ov—wv)
o =0 (2.1.10)
ov—v)
S =0 (2.1.11)

La ecuacién se satisface automaticamente ya que v y v son
soluciones de la EDP, pero por otro lado, las ecuaciones de [2.1.10]
constituyen un sistema de n ecuaciones que, bajo la condicién de que
v y v satisfacen determinan a las x; como funciones de P;, 131
y z para toda i € {1,...,n}.
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Ahora, si se retoma la ecuacion [2.1.8|se tiene que al integrarla resulta
la ecuacion
—v=F(x;,P,P,2) (2.1.12)

pero si en la funcion F' se sustituyen las expresiones para x; pro-
venientes del sistema [2.1.10] se puede notar que ésta unicamente
depende de los parametros P; y é ya que la variable z desaparece
automaticamente por pertenecer a las soluciones v, v. Cabe recalcar
que los parametros P; y 151 deben ser funcionalmente independientes
entre si para poder hallar la funcién F(P;, f’,) que relaciona a las dos
soluciones completas v y v; de lo contrario, se estaria tratando con

soluciones equivalentes.

Ejemplo 11. Sea la EDP
2 _
prraqy—2=0

misma que se trabajo en el Ejemplo |6 donde por el método de Jacobi

se hallo que una de sus soluciones completas es
v=ar+blny+ vb? +4az? —bln <\/1)2 + 4az? + b) (2.1.13)

Si nuevamente se consideran las ecuaciones auxiliares para hallar

otra solucion completa tenemos que de la ecuacion %Zy = % se
3
tiene que
. c
V3 = — con ¢ una constante
(Y

Por otro lado, se tiene de forma directa que v; = k con k una cons-
tante arbitraria.
Asi al sustituir v1 y U3 en la ecuacion resulta

_ [c 2z
()5 -0

lo cual implica que
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Luego entonces se tiene

]{?2

— kdr + (——%) dy + “dz
C Y Yy
2

k
= kdx + —dy+ cd(-)
C

z
Yy
con lo que se implica que

- k?
T=kr+ -2+ 544
¢ Y

Por lo tanto si d = 0, entonces otra solucion completa de la EDP

1773 o
_ k2

R A (2.1.14)
¢y

Ahora, como las soluciones|2.1.15 y[2.1.1J] son completas en el sen-
tido de que satisfacen entonces es posible hallar la funcion
dependiente de los parametros a,b,k y ¢ que las relaciona.

Sea

k2
v—v = kx—i——y%—%—ax—bln(y)—\/ b? + 4az?+bln (\/ b2 + 4az? + b)
¢ Y
(2.1.15)

de donde el sistema de ecuaciones a resolver para x,y en funcion de

z,a,b,c k
ow—v) 0
Ox -
{a(a—y) - (2.1.16)
9y
resulta ser
k—a = 0
{E_z_é _ 0 (2.1.17)
c y? oy

De aqui se obtiene que k = a y al sustituir esto en la sequnda ecua-

cion del sistema se llega a que

_ be+ Vb - 4a?z

2a2

Y
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Con lo que al sustituir estos valores en la ecuacion se tiene

vV—v = = —

+ _
2 2 b+ Vb2 +4a2z
4 bln (b VT 4za2)

- -in(5)

Por lo tanto la funcion que relaciona a las soluciones completas v y

2a

~ b Vb + 4a’z 2a°z bl (c(b + Vb2 +4za?)
n

UV €S

F(a,b,c,k) = —bln (i)

pero como a = k, por la primer ecuacion del sistema la fun-

cion es equivalente a

Fla,b,e,k) = —bln (aik)

En este ejemplo cabe mencionar que la primer funcién obtenida F
unicamente depende de tres parametros ya que a y k no son fun-

cionalmente independientes, como lo muestra la primer ecuacion del

sistema 21171

Ejemplo 12.

Este es un ejemplo que permite ver que si los pardmetros de dos
soluciones completas no son funcionalmente independientes, no es
posible hallar una funcion F que las relacione. La dependencia fun-
ctonal de los parametros se dard mediante la obtencion de la otra
solucion completa por medio del método de la seccion anterior de

este capitulo.

Sea la EDP
2pq =p+q (2.1.18)

que por el método de Jacobi es equivalente a

ZV1V9 + V3V1 + V3VUy = 0

)
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y las ecuaciones auziliares son

dz dy dz dvy  dvy  dus

ZUg + VU3 ZU1 + U3 V1 + Vg 0 0 V1V

de donde se obtiene que vy = a y vo = b donde a y b son constantes

arbitrarias.
- 2 dz v :
Luego, de la ecuacion 5~ = 2= se tiene que
abz
Va = 2.1.19
ST a+b ( )
Asi

dv = vidr + vody 4 v3dz

b
= adx + bdy + ¢ Zbdz

a—+

Lo cual implica que

abz?
v:aa:+by—|—2 )+c

(a+b
Por lo tanto, si ¢ = 0 entonces una solucion completa de la EDP

2.1.15 es

abz?
= b —_— 2.1.2
v=axr+ y+2<a+b) ( 0)

Ahora, para hallar otra solucion completa de la EDP[2.1.18, definase
b = ac — d donde c y d son otras constantes arbitrarias, con lo que

se tiene )

alac — d)z
2(a+ ac —d)
que no es una solucion completa de la EDP|2.1.18, ya que posee tres

constantes arbitrarias.

U =azx+ (ac —d)y — (2.1.21)

Luego, partiendo de la ecuacion % =0 se busca expresar a la cons-

tante “a” en funcion de x,y, z,c y d para asi poder eliminarla de la

ecuacion anterior.

ov 2(22%ac — 2%d)(a + ac — d) — 2(1 + ¢)(z%a(ac — d))

da ~ TTYT Ha(l+¢) —d)?
2%(a’c + a*c? — 2acd + d?)
2(a(l+4c¢) — d?)

= v+cy—
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Luego entonces g—z =0 si y solo si
ey 2(a*c+ac® — 2acd + d?) _ 0
2(a(14¢) — d?)
es decir
d zd

“Tiie (1+¢)\/2(1 + o) (x + cy) — cz?

Ast, sustituyendo “a” en la ecuacion|2.1.21 se tiene que otra solucion

completa de la EDP es

- (r—y)d zd 5 2(c—1)
i P TETsE (\/2(1+c)(:x+cy)—cz +—2(2 1)22)

Podria pensarse que como las soluciones|2.1.200y|2.1.21 son comple-
tas en el sentido de que satisfacen[2.1.9, entonces podria hallarse una

funcion dependiente de los pardmetros arbitrarios que las relacione,
sin embargo, el sistema de ecuaciones|2.1.1() correspondiente a estas
soluciones completas es indeterminado para x,y, por la forma como

se contruyo la sequnda solucion completa.

2.2. Obtencién de otra solucién comple-

ta

Retomando la ecuacién [2.1.12] de la seccién anterior, se puede ver

que mediante un despeje se obtiene la ecuacion

O(zs, B, 2) = v(xy, By, 2) + F(P, B) (2.2.1)

lo cual parece indicar otra forma de hallar una nueva solucién com-
pleta de la EDP, sin embargo en esta expresién v también depende
de P;, es decir, posee més de n constantes arbitrarias, lo cual no la
hace una solucién completa. Pero se puede notar que al diferenciar

esta ecuacion, del lado izquierdo de la igualdad resulta

. [0 ov  ~ v



Capitulo 2. 50

y del lado derecho de la igualdad

n ov oF ov oF ov  ~ oOF ~
d F = —dx; + —dzx; dP; + —dP; —dP; + —dP;
(w+F) ; (3$i mt Ox; nt oP; + oP; + oP; + OP; )
ov oF
—d —d
Tt e
n
v v+ F) OF ~) v
= dxz; dP; —dP; —d 2.2.3
z_:(ami Tt op; +8PZ- T ( )

por lo tanto, para tener la igualdar de las ecuaciones y

es necesario que

d(v+ F)

5p =0 Vie{l..n (2.2.4)

ya que los otros términos mantienen la relaciéon autométicamente por

ser v y v soluciones completas de la misma EDP y por la definicién

de ¥ en la ecuacién 2211

De esta forma, para que v, definida como en [2.2.1] sea solucién com-
pleta de la EDP es necesario resolver el sistema de n ecuaciones
para P; en funcién de x;, f’i, z y sustituir estas expresiones en
la ecuacién 2.2.1]

Cabe recalcar que por el sistema de ecuaciones o(x;, 151'7 2)=0
es la envolvente de la familia de superficies v(x;, P;, z)+F(P;, J?’Z) =0,
parametrizada por las P;. Ademas otro detalle importante que es
necesario remarcar es que si el nimero de parametros P, contenidos
en F' es menor que n, entonces la funciéon v obtenida en términos
de las ecuaciones y [2.2.4] no serd una solucién completa pero
s una solucién de la EDP, ya que se puede pensar que las constantes

arbitrarias faltantes han tomado ciertos valores fijos.[10]

Ejemplo 13. Considerando la EDP[1.4.25 del ejemplo[q y su solu-
cion obtenida por el método de Jacobi, se buscard hallar otra solucion
completa v para la EDP mediante la suma de una funcion F a la pri-
mer solucion.

Sea

;[}/('x? y?’ii?’l;? Z) = U(x7 y’ a’? C? Z) + F(a’ c? a/?’v)
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tal que F(a,c,a,b) = In(ad) + ¢2b, entonces

N |=

2az
V1+4za? +1

5 ~7 1
o(z,y,a,b,z) = a:c+lny—%+\/1+4za2+ln<
c ~ -
+ §+ln(aa)—|-cb

[

Luego, se busca resolver el siguiente sistema de ecuaciones para “a

w.,n

Yy c

ov v
— =0, — =0
oa oc
1/2 2 _ 1/2 daz
@ L daz N T %5 +1 2zY2(V1+4a?z 4+ 1) — 2az ( %14_4&22) 1
da V1+ 4a2z 2a21/2 (V1 + 4a2z +1)2 a
2 _ 40>z
I (R G v/ e
B V1+ 4a2z a(v1+4a?2z + 1) a
- z4 daz + 1 +l
- V1+4a?z  av1+4a?z  a
2
- gg Yitdez 1
a a
Entonces % =0 sty sdlo si
a
VvV1+4a?z 1
T+-—— T4 ==0
a a
es decir
2x
4z — 2
Por otro lado g—z =0 si y sdlo si
v 1 ~
— =—-+42c
dc 2
lo cual implica que ¢ = —4%. Por lo tanto
- 212 . In z N V(42 — 22)2 — 16222
v = —— +Iny—
4z — 22 4 2 4z — 12

L Agz1/? . ( 2xa ) 1
n n S ——
V(42 — 22)2 — 16222 + 42 — 22 4z — 22 160

es otra solucidn completa de la EDP[1.4.25,
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Ejemplo 14. Sea la EDP
pg— 2 =0 (2.2.5)
que por el método de Jacobi resulta ser equivalente a la EDP
vivy — V327 =0 (2.2.6)

Las ecuaciones auxiliares que permiten hallar soluciones completas
de esta EDP son

d_x B @ _dz dvy  dug dvs

vy v —2v322 0 0 2022

De donde se puede concluir que
v =a con a una constante arbitraria

v =0 con b una constante arbitraria

Ast, al sustituir estos valores en la ecuacion se tiene que

Vab

ab— 022t =0s vy = —
3 z

y por lo tanto

dv = adx + bdy + @dz

lo cual implica que v = ax 4+ by + Vabln z + ¢ es solucion completa
de la EDP|2.2.6,. Pero si se considera ¢ = 0, entonces una solucion

completa para la EDP|(2.2.5 es
U:ax—irby—l—\/%lnz

Ahora se hallard otra solucion completa para la EDP|2.2.5 mediante

la ecuacion

o(x, y,’d,g, z) =v(z,y,a,b,z) + F(a, b,5,~)
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donde F(a, b,ﬁ,g) =a\/a + bVb, entonces
5(x,y,5,g, z) = ax + by + M1n2+5ﬁ+5¢5 (2.2.7)

lo cual implica que

v Vblnz @ v Valnz b
— =z+ + —, =Y+ +
da 2v/a | 2/a ob 20 2vb

Entonces se busca resolver el siguiente sistema de ecuaciones para a

yb

Se puede ver que

\/25—1\/22__<x+zi)=>\/5=—2\/6<x+%>

Ast ~
(In 2)? bln z

1(o+55)  ava(o+55)

lo cual implica que

y_

In2)? + b1
y Va(lnz)? +blnz _0

4/a (:U—l— %)

que a su vez implica que
va ((Inz)* — 4yz) = 2ya —blnz
de donde se concluye que
o~ 2
2ya — bln z
a=|—F—"—
(Inz)? — dyx
Por otro lado la ecuacion

Vbin z N a
2\/a 2\/a

T+ =0
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implica que N
N 2zb1n z + a(In 2)?
©In(2) [(In 2)2 + 4yz]

- 2
b 2¢b —aln z
-\ (In2)? — dyx

De esta forma, al sustituir a y b en la ecuacidn y simplificar,

se tiene que otra solucion completa para la EDP|2.2.5 es

y por lo tanto

2b? + ya® — abln 2
(Inz)? — 4zy

'ﬁ(x,y,&',g, z) =

Un aspecto importante que se debe recalcar es que, para obtener otra
solucion completa a partir de la suma de una funcién dependiente
de los parametros y de una solucién completa conocida, es necesario
que ésta satisfaga la ecuacion ya que de no hacerlo la expresiéon
que se obtenga sera solucién de la EDP pero no sera una solucién

completa. Un ejemplo de esto es desarrollado a continuacion.

Ejemplo 15. Sea la EDP

PP =3¢ —2=0 (2.2.8)
que por el método de Jacobi resulta ser equivalente a la EDP

v? —3v) —viz =0 (2.2.9)

Las ecuaciones auxiliares que permiten hallar una solucion completa
de esta EDP son

d_x dy dz dv;  dvy  dus

20, —6vy  —2u3z 0 0 vl

De donde se concluye que

v =a con a una constante arbitraria

vy =2b con b una constante arbitraria



Capitulo 2. 55

Ast, al sustituir estas expresiones en la ecuacion[2.2.9 se tiene
a® —3b* —viz =0

de donde se obtiene vz = 1/@ y por lo tanto

2 b2
dv = ade + bdy + 1/ = a
z

lo cual implica que
v=az+by+2Va?—3b*/z +c (2.2.10)

Esta dltima es una solucion completa de la EDP[2.2.9y si, por ejem-

plo, b =1 entonces se tiene que
v=ar+y+2yz(a®>-3)+c

es una solucion completa de la EDP[2.2.8, sin embargo no es com-
pleta en el sentido de satisfacer [2.1.5
Ahora, omitiendo que la solucidn no satisface[2.1.3 se buscard hallar

otra solucion mediante la expresion
o(x, y,a,b, z) =v(z,y,a,¢,z) + F(a, 0,6,~)
donde F(a, c,’d,g) =ac+ 55, entonces
O(x,y,@,b,2) = ax +y +2y/2(a® — 3) + ¢+ ac+ ab

Ahora 2 =0 si y sélo si

da
2za
T+ —————+c=0
z(a? — 3)
Por otro lado g—z =0 si y solo st a = —1, y por lo tanto
2z
c= —x
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w. [

Asi sustituyendo “a” y “c” se tiene que
o(z, y,E,g, 2)=—x4+y+2vV-22+ ab

es otra solucidn de la EDP|[2.2.8, sin embargo ésta no es una solucidn
completa ya que aunque parece depender de dos constantes arbitrarias
a y b, estas aparecen solamente en la combinacion “ab”, y no de

forma separada.

De esta forma los resultados de este capitulo se pueden resumir de

la siguiente manera.

» Sea una EDP F(zy,...,2p,2,p1,...,pn) = 0 tal que dos de sus

soluciones completas v(z;, P;, z) y v(z;, P;, z) son conocidas y

. 2 . .
satisfacen det ( 83 B”P,) # 0. Entonces el sistema de n ecuacio-
107

nes

d(v —v)
al’i

tiene solucién y existe F' : R?™ — R tal que

=0

v—v=F(F,F)

» Sea una EDP F(z1,...,2p,2,p1,...,pn) = 0 cuya solucién com-

pleta v(x;, P;, z) es conocida tal que det (8328”]3,) # 0. Dada

cualquier funcién F : R*® — R, el sistema de n ecuaciones

v+ F)

aP; =0

tiene solucion y

@/(xia PZ'7Z) = 'U(I'Z',R,Z) + F(B,é)

es soluciéon completa de la EDP.
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Ecuacion de

Hamilton-Jacobi

La ecuacion de Hamilton-Jacobi es una EDP de primer orden que
puede considerarse como la ecuacién de esta clase mas importante
de la fisica-matematica, debido a que permiten simplificar las ecua-
ciones de Euler-Lagrange y de Hamilton para hallar las ecuaciones
de movimiento de un sistema mecanico, entre otras aplicaciones en

la fisica. [§]

Esta EDP se obtiene usualmente mediante transformaciones canéni-
cas y tiene sus origenes en el calculo variacional, que es un area de
las matematicas que permite estudiar métodos para hallar valores
maximos y minimos de funcionales, que en términos generales son
funciones cuyo dominio es un conjunto de funciones y su codominio

el conjunto de los niimeros reales

v:A—=R

Ejemplos de funcionales son la longitud de arco de una cruva plana

y los momentos de inercia.

Para comenzar con el estudio de los funcionales, es necesario intro-
ducir una definicién basica dentro del calculo variacional que es la

de incremento o variacién del argumento y(z) de un funcional v,

o7
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definido como la diferencia entre dos funciones y es denotado por
oy:
oy = y(x) — yi(z) con y(z), () € A

De esta forma se define el incremento de un funcional como

Av = v[y(x) + dy] — v[y(x)]

y por consiguiente la variaciéon del funcional v es la derivada con

respecto de a del funcional v[y(z) + ady] evaluada en a = 0.[5]

Para el desarrollo de esta seccion se trabajarda con funcionales de la

forma

olyte) = [ " Fle.y,y)de

T
donde xg, x1 son los extremos de las curva y y se supondra que en
la curva y* = y*(x), que es dos veces derivable, se tiene un extremo;
ademds se considerard una cierta curva y = y(x) € A cercana a y*,

es decir, tal que la norma entre y y y* es menor que un ¢ > 0 dado.[5]

Como la variacién dy = y(z) — y*(z) es una funcién de x entonces es
posible derivarla obteniendo que (§y) =7 — y* (x) = 6y, es decir,
la derivada de la variaciéon es igual a la variacién de la derivada; y

andlogamente para derivadas de mayor orden.[5]

De este modo si se considera tinicamente a la familia de curvas y =
y(x,a) = y(x) + ady, que para a = 0 contiene a la curva en la
cual se alcanza el extremo del funcional y para a = 1 se alcanza la
curva cercana y, llamada curva de comparacion; entonces la funcional

v[y(x)] = f;}o F(z,y,y )dz se transforma en una funcién de «

la cual tiene un extremo en o = 0, por lo que también se necesita

que en este valor se anule su derivada donde

1
¢'(a) = /wo {Fy%y(x, o) + Fy/%y’(x, a) | dx para todo o € R

con

0 0
Syl,0) = 5-[y(x) + ady] = dy
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0 0 /

Y (r,a) = a—a[y (z) + ady'] = oy

Entonces la condiciéon necesaria para que la funcional tenga un ex-

tremo es la anulacion de su variacién, esto es

/ [F,0y + Fy0y']lde =0

Zo

De aqui se nota que integrando por partes el segundo sumando y

tomando en cuenta que dy’ = (dy)’, se obtiene

/ Fydyda:—l—/ Fyoy'de =0

o Zo

que es equivalente a

x1 xr1
/ Foydr + Fyoy|p — / 5y%Fy/dx =0

o o

y a su vez es equivalente a

T d
Fy’5y|i(1) +/ <Fy — %Fy/) 5yd(lf =0

Pero
53/‘:6:900 == @(-’Eo) - y(xl)) =0 5y|:r::x1 = @(951) - y(xl) =0

Por lo tanto se tiene que dv = f;}l (Fy — LF,) dydx

De este modo, la condicion necesaria de extremo toma la forma

1 d
/mo (Fy - %Fy/) dydx =0 (3.0.1)

pero a esta ecuacién es posible aplicarle el siguiente lema. [5]
Lema fundamental del cdlculo variacional. Si para cada fun-

cion continua n(x) tal que n(xg) = 0 =n(z1), se tiene que

/ " o@)(@)de = 0

Zo

siendo ®(z) una funcion continua en el segmento [ro,x1], entonces
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en dicho segmento

De esta forma, sabiendo que se cumplen las condiciones del lema
para la ecuacion [3.0.1], se tiene que la condicién para que haya un

extremo en la curva y es que se satisfaga la ecuaciéon

d
Fy— —Fy =0

que de forma desarrollada es vista como
Fy = Foy — Fyyy/ — Fyyy" =0

la cual es conocida como la ecuacion de FEuler-Lagrange. En resumen,
la condicién necesaria para que la funcional v tenga un extremo,

consiste en la anulacién de la variacién: dv = 0. [5]

Estos resultados son aplicados a sistemas mecanicos conservativos
con n grados de libertad, cuyo movimiento puede ser descrito por ex-
presiones conocidas para ciertas coordenadas generalizadas x4, ..., x,
y sus derivadas generalizadas i, ..., 7, como funciones del tiempo
t, que representan posibles estados del sistema. Estas expresiones
estan dadas por la diferencia entre la energia cinética T' y la energia

potencial V' del sistema, llamadas Lagrangianas del sistema
L(t7 'CE]J ceey xn, af]_, ey xn) = T J— V

donde t es un parametro. [0]

De esta forma, la accion fisica del sistema se define como una integral
de linea sobre las trayectorias de movimiento v, cuyos extremos son
to v t1; v se busca hallar la trayectoria real del sistema a partir de

extremar el funcional

1
S(v):/ L(t,xy, .., Tp; X1, ..oy X )dE
t0

lo cual se logra anulando su variacién 4.5 mediante la resolucién de
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las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange

oL d 0L

0 Vie{l,..,n} (3.0.2)

Estas ecuaciones forman un sistema de n ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden conocidas como ecuaciones de mouvi-
miento, las cuales mediante una transformacion de Legendre del La-
grangiano se transforman en un sistema equivalente de 2n ecuaciones

de primer orden, llamado sistema hamiltoniano de ecuaciones.[6][5]

En el sistema hamiltoniano, las ecuaciones de movimiento estan da-
das por una funcién H, llamada hamiltoniano, que en ciertos casos

puede representar la energia total del sistema

H(.’L‘l, vy Ty P15 7pn7t) = lepl - L(.Tl, "'7xn7xz17 7xn7t)
i=1

(3.0.3)
donde p; = g—i, lo cual nos implica que
- oL oL oL
dH = sdp; + pidt; — —dx; — —dx; | — —dt
Zzl(x Pi t piax Ox; ’ 0%, I) ot
. oL oL
> (n — grae) = 30
oL

donde a las p; = usualmente se les conoce como momentos con-

9z;
jugados. Por otro lado el diferencial total de H es

" (OH OH OH
dH = Zdx; + ——dp; + ——dt 0.
S (ot ot Gat)  05)

Y entonces partiendo de las ecuaciones y y haciendo uso
de las ecuaciones de FEuler-Lagrange se tiene

o _ . OH _ oH oL
o, P ap, ot ot

Vie{l,...,n}
(3.0.6)
donde a las primeras 2n ecuaciones diferenciales parciales de primer

orden se les conoce como ecuaciones de Hamilton.[1]

A pesar de que esta transformacién permite trabajar con ecuaciones

de primer orden, la resolucién del sistema puede seguir siendo com-
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plicada por el nimero de ecuaciones involucradas, sin embargo, estas
ecuaciones pueden verse como ecuaciones caracteristicas de una EDP
no lineal de primer orden, donde la variable dependiete esté ausente,
es decir, una EDP de la forma [1.4.27 A esta EDP, correspondiente
al Hamiltoniano H(x1, ..., Tp, P1, ..., Pn, t), se le conoce como ecuacion

de Hamilton-Jacobi y esta dada de la forma

0 (3.0.7)

f{(xhuwxn,as ) ) 5 -

o o) T T

donde la funcién desconocida es S(z1, ..., x,,t) que depende de n+ 1
variables independientes, llamada funcion principal de Hamilton, la

cual contiene la solucién de las ecuaciones de Hamilton. [6] [5]
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se expusieron métodos desarrollados por
Cauchy, Charpit y Jacobi para hallar soluciones completas de una
EDP de primer orden y ademés, métodos conocidos para hallar otras
soluciones completas a partir de una conocida; sin embargo, se pro-
pusieron métodos méas convenientes, desde el punto de vista opera-
cional, basados en el articulo [10] que gracias al método de Jacobi
se pudieron trasladar a cualquier EDP de primer orden, ya que per-
mite trabajar con ecuaciones donde la variable dependiente aparece

Unicamente a través de sus derivadas.

Cabe recalcar que si se buscara aplicar los resultados del Capitulo 2
a una EDP con n variables independientes, sin transformarla a una
equivalente por el método de Jacobi, se deben considerar inicamente
n — 1 variables como independientes y la restante tomar el lugar de

parametro o de la variable z.

La ventaja de los métodos propuestos en este trabajo de tesis para
hallar una nueva solucién completa a partir de una conocida y estar
seguro de que representara otra familia de superficies, es el poder
proponer cualquier funcién dependiente de los parametros arbitra-

rios sin restriccion, siempre y cuando la solucién inicial satisfaga la

0%v
det ( 50 ) £0. (3.0.8)

ecuacion

Ademas, otro resultado importante de este trabajo es el asegurar que
existe una funcién que depende tinicamente de los parametros arbi-
trarios, que relaciona cualesquiera dos soluciones completas de una

EDP tales que sean funcionalmente independientes y que satisfagan
la ecuacién B.0.8l

Dado que la dificultad de los métodos propuestos recae en los calculos
algebraicos, podria llegar a pensarse que el uso de algiin software
facilitaria o resolveria este problema, sin embargo frecuentemente los
softwares no muestran una simplificacién éptima para nuestro uso
y/o necesidad y a veces, las expresiones que se introducen resultan

ser dificiles de operar para el programa; por lo que se recomienda
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hacer estos calculos manualmente aunque aparenten gran dificultad
o se necesite invertir mucho tiempo, ya que se sabe con certeza que

a pesar de ello se llegara a un buen resultado.
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