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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales han sido una herramienta matematica funda-
mental para modelar sistemas fisicos. Las leyes fisicas que gobiernan un sis-
tema determinan las ecuaciones correspondientes. Muchos fenémenos natu-
rales pueden ser modelados por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias
de la forma

dx(t) = f(z(t)), =(0) = .

Dinamicas poblacionales, econémicas y epidemiologicas son algunos de los
innumerables ejemplos en los que las ecuaciones diferenciales ordinarias son
utilizadas, aunque en algunos casos parece razonable modificar el modelo da-
do por la ecuacién diferencial ordinaria incluyendo un factor aleatorio que
perturbe al sistema en cada instante con el fin de darle un sentido mas rea-
lista ya que experimentalmente se tienen esas perturbaciones.

La Farmacocinética es la rama de la farmacologia (estudia como interactia el
farmaco con el organismo, sus acciones y propiedades) que estudia los proce-
sos fisico-quimicos que sufre un farmaco cuando se administra o incorpora a
un organismo. Estos procesos son liberacion, absorcion, distribucion y elimi-
nacion. De acuerdo a [13], generalmente los modelos propuestos en esta area
de estudio son deterministas ya que la cinética es controlada exclusivamente
por mecanismos internos no aleatorios. Sin embargo, los procesos farmacologi-
cos reales siempre estan expuestos a influencias que no son del todo factibles
para modelar explicitamente. Al ignorar estos fenémenos puede afectar en la
estimacion de los parametros en los modelos y en sus conclusiones. Por lo
tanto, existe una necesidad de extender los modelos deterministas a modelos
donde se incluya un componente estocéstico.

El propédsito de esta tesis es mostrar las extensiones de dos modelos deter-
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ministas en farmacocinética a modelos estocasticos, estos modelos son muy
conocidos y usados en finanzas: modelo de Black-Scholes y modelo de Vasicek.

La presente tesis se estructura de cuatro capitulos. En el primer capitulo se
define el Movimiento Browniano, se hace una construccion de este proceso
estocastico a través de una caminata aleatoria simétrica siguiendo a [14] y
posteriormente se presentan algunas propiedades.

En el capitulo [2| se define un concepto clave para el cdlculo estocastico: la in-
tegral estocdstica de Ité. H. H. Kuo menciona en [8] que la motivacién original
de K. Ito para desarrollar la teoria de la integracién estocastica fue construir
procesos de difusion para la resolucion de ecuaciones diferenciales estocasti-
cas dX; = o(t, X¢)dB(t) + f(t, X), se interpreta en el sentido de la siguiente
ecuacion integral estocdstica X; = X, + f(: o(s, Xs)dB(s) + fj f(s, Xs)ds.

El hecho de que las trayectorias del movimiento Browniano no sean diferen-
ciables ni de variacién acotada impide integrar respecto a este movimiento
en el sentido de Riemann- Stieltjes, por lo tanto surge la necesidad de crear
una nueva integral, ésta es llamada integral de Ito.

Se presentan algunas propiedades de esta integral y se enuncia otro resulta-
do importante: la formula de Ito. Esta férmula permite tener un resultado
andlogo a la regla de la cadena en el calculo de Leibniz-Newton y ayuda a
resolver las ecuaciones diferenciales estocasticas de los dos modelos que se
proponen en el capitulo [4]

En el capitulo (3| se presentan algunas definiciones y teoremas que nos sirven
para demostrar el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferen-
ciales estocasticas, y se enuncia una propiedad que cumplen las soluciones de
dichas ecuaciones: la propiedad de Markov, que de acuerdo con [I3] permite
obtener explicitamente la funcion de verosimilitud para estimar los paramet-
ros de las ecuaciones de Black-Scholes y Vasicek.

El capitulo 4| corresponde a la aplicacion de las ecuaciones diferenciales es-
tocéasticas a modelos de farmacocinética. Se presentan los modelos determi-
nistas a los cuales se hace su extension a modelos estocésticos, se resuelven
las ecuaciones diferenciales estocasticas de los modelos de Black-Scholes y
Vasicek.
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En [8] se muestra que las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocasti-
cas cumplen la propiedad de Markov, esto nos permite calcular la funcién de
transicién para los procesos estocasticos: Movimiento Browniano Geométrico
y Proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Estos procesos estocasticos son las solu-
ciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas propuestas en los dos mod-
elos.

Al conocer las funciones de transicién podemos calcular explicitamente la
funcién de verosimilitud ([I3]) y con ella calcular las estimaciones de los
parametros de las ecuaciones difereciales estocasticas de los modelos de Black-
Scholes y Vasicek.

Finalmente, se realiza una simulacion de las soluciones de las ecuaciones difer-
enciales estocédsticas para generar un conjunto de observaciones suponiendo
conocido el valor de los parametros. Dichos pardmetros se estiman de acuer-
do a las secciones y posteriormente se comparan con los parametros
originales.
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Capitulo 1

Movimiento Browniano

Se da el nombre de movimiento Browniano al comportamiento que muestran
las particulas de masa pequena cuando se encuentran suspendidas al interior
de un fluido.

El boténico inglés Robert Brown publicé en 1828 los resultados de sus obser-
vaciones acerca de la fertilizacion de algunas plantas originarias de Australia,
durante el curso de las cuales examiné al microscopio granos de polen sus-
pendidos en agua, noté que éstos se desplazaban dentro del liquido en forma
caodtica. Aunque Brown no fue el primero en registrar un movimiento de este
tipo, sus investigaciones tuvieron gran resonancia en su tiempo y es en aten-
cion a ello que se asocia su nombre con dicho fenémeno.

El primero en anunciar una teoria no vitalista para explicar este fenémeno
fue Delsaux, en 1877, segun la cual el movimiento observado es una conse-
cuencia de la interaccion entre dos fuerzas, ambas originadas por la accién
de las moléculas que la particula tiene a su alrededor.

Einstein dio, en 1905, una teoria cuantitativa de este este fendmeno. Poste-
riormente, esto permitié a Perrin desarrollar métodos experimentales para
determinar el coeficiente de difusion para una sustancia dada.

El modelo de Einstein fue formalizado en 1923 por Norbert Wiener, y desde
entonces la teoria matematica de este fendénemo comienza a desarrollarse
sobre bases firmes.



2 Movimiento Browniano

1.1. Definicion del Movimiento Browniano

Iniciaremos esta seccién con la definicion del concepto que da titulo al capitu-
lo. Este es utilizado en el Capitulo [2 al realizar la construccion de la integral
de 1t6.

Consideremos (€2, F), P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocdstico
es una funcién real medible X (t,w) definida en el espacio | 0,00) x . En
particular,

(1) Para cada t, X(t,-) es una variable aleatoria.

(2) Para cada w, X(-,w) es una funcién medible.

Para simplificar la notacién, denotaremos a la variable aleatoria X (¢,-) por
X(t) o bien con X;. De esta manera, un proceso estocastico X (t) o X; puede
ser expresado como X (t)(w) o simplemente X (t) o X;.

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico B(t,w) es llamado un movimiento
Browniano si cumple:

(1) P{w: B(0,w) =0} = L.

(2) Para cualesquiera 0 < s < t, la variable aleatoria B(t) — B(s) se dis-
tribuye como una normal con media O y varianza t — s, es decir, para
cualesquiera a < b

P{a < B(t) - B(s) < b} ~#/2(-9) gy,

(3) B(t,w) tiene incrementos independientes, es decir, para cualesquiera
0<ti <ty < -+ <tp,

B(t1), B(t2) = B(t1), ..., B(tn) = B(ta-1),
son independientes
(4) Casi todas las trayectorias de B(t,w) son funciones continuas, es decir,

P{w: B(-,w) es continua} = 1.
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1.2. Construccion del Movimiento Browniano

En esta seccién se hace la construccion del movimiento Browniano dada en
[14]. Es importante mencionar que existen otras construcciones, tres de ellas
se pueden consultar en [§].

La construccién se hace a través de una caminata aleatoria simétrica (ver

figurall.l)), para ello consideremos la siguiente caminata aleatoria simétrica
simple:

Ry =0,

R,=6+&+. .6 =) & n>1L
=1

donde &; son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con P=—-1)=P(=1)=0.5,asi E({) =0y Var(¢) = 1.

Consideremos el tiempo n en minutos y R, representa la posicién de una
particula al tiempo n moviéndose sobre R, cada minuto da un paso de tamano
1, con la misma probabilidad de ir hacia adelante o hacia atrés.

0.5 0.5

VAR

—@ L L L L @
-3 -2 -1 0 +1 42

Figura 1.1: Caminata aleatoria simétrica.

Elijamos un niimero natural £ > 1. Si en lugar de que la particula dé un paso
cada % minutos hacemos el tamano del paso \/LE’ después de un tiempo t la
particula habra dado n = tk pasos y su posicion sera

n=tk

Bk<t) = % Z &i-

Por convencion, si tk no es un entero entonces usaremos la parte entera
de tk. Esto nos lleva a que la particula toma muchos pasos independientes e
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idénticamente distribuidos, pero cada uno de magnitud pequena en cualquier
intervalo de tiempo dado. Por lo tanto, esperamos que cuando k — 0o, By(t)
converja a un proceso { B(t) : t > 0} con caminatas continuas al que llamare-
mos movimiento Browniano.

Ahora, para cada k fijo notemos que cualquier incremento

By(t)— B wa 0<s<t,

tiene una distribucion que solo depende de la longitud ¢t — s del intervalo de
tiempo (s,t], ya que dicho incremento sélo depende del nimero k(t — s) de
las & que son independientes e idénticamente distribuidas. Asi, deducimos
que al limite del proceso cuando k& — oo se tendran incrementos estacionarios.

Notemos que si 0 < t; < ty < t3 < ty4, los correspondientes incrementos

n=tak

By(ts) — B(ts) = Z&,
i—=tsk
n=tok

By(t2) = Bi(th) = \FZ@,

i=t1k

son independientes porque son construidos de diferentes &;’s. Por lo anterior,
en el limite del proceso cuando k£ — oo también se tendran incrementos inde-
pendientes. Por lo tanto, para cualesquiera intervalos de tiempo ajenos (¢, ts]
y (t3,t4] los incrementos B(ty) — By(t1) y B(t4) — B(t3) son independientes.

Observemos que

tk
E(By () Z@ IRZE@:O y
=1

-~
=

Var( 23" 6) = Zm &) =

Notemos que Var(Bg(t)) = [tk] tiende a t cuando k — oo.
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Asi podemos inferir que al limite del proceso cumplird que F(B(t)) = 0y
Var(B(t)) =t justo como la caminata aleatoria {R,} al tiempo discreto.

Finalmente, al aplicar directamente el Teorema Central del Limite nos lleva
a

By(t) = (\/_Z£Z>—>N0t) k — oo

en distribucién y concluimos que para cada ¢ > 0 fijo, B(t) tiene una dis-
tribuciéon normal con media 0 y varianza ¢.

Al usar las propiedades de incrementos estacionarios e independientes con-
cluimos que B(t) — B(s) tiene una distribucién normal con media 0 y varianza
t—s.

1.3. Propiedades del Movimiento Browniano

A partir de la definicion de movimiento Browniano obtenemos las siguientes
propiedades, donde las demostraciones las puede consultar en el 2.2 Simple
Properties of Brownian Motion de [§].

En adelante, B(t) denotard un movimiento Browniano fijo.

Proposicién 1.2. Para cualquiert > 0, B(t) tiene una distribucion normal

con esperanza 0 y varianza t. Ademds para cualquiera s,t > 0, tenemos
E[B(s)B(t)] = min{s,t}.

Notemos que E[B(s)B(t)] = min{s,t} implica que los incrementos de B(t)
son independientes.

Proposicién 1.3. Para ty > 0 fijo, el proceso estocdstico B(t) = B(t+to) —
B(tog) también es un movimiento Browniano.

Proposicion 1.4. Para cualquier nimero real X > 0, el proceso estocdstico
B(t) = B\ /VA es un movimiento Browniano.
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Capitulo 2

Integrales Estocasticas

En este capitulo se estudia la integral estocastica de [t0 y se da una construc-
cion siguiendo las ideas originales de K. Ito, ademas, se mencionan algunas
de sus propiedades.

Por otra parte, el concepto de integral estocéstica lleva a definir la férmula de
It0, la cual es una identidad que ayuda a resolver las ecuaciones diferenciales
estocasticas propuestas en los modelos del capitulo

2.1. Construccion de la Integral Estocastica
de 1t6

La teoria de la integracion estocéstica de Itd6 fue motivada originalmente
en la construccién de procesos de difusién (una subclase de los procesos de
Markov) como soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas.

Para esta seccion es necesario considerar los siguientes supuestos:

Fijaremos un movimiento Browniano B(t) y una filtracién {F; : a <t < b},
a,b € R que satisfacen las siguientes condiciones:

a) Para cada t, B(t) es F;— medible;

b) Para cada s < ¢, la variable aleatoria B(t) — B(s) es independiente de
la o—algebra Fj.
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Notacién 2.1. Usaremos L?,([a, b] x .) para denotar el espacio de todos los
procesos estocasticos f(t,w), t € la,b], w € Q que satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) f(t,w) es adaptada a la filtracion Fy;
) JL B(£(#) Pt < 0.

Para definir la integral estocdstica f;f(t)dB(t) para f € LZ,([a,b] x Q.)
seguiremos las ideas originales de Ito, por ello la construccion se divide en
tres pasos. En el Paso 1 definimos la integral estocdstica para procesos es-
tocdsticos escalén en L2,([a,b] x €.). En el Paso 2 se hace uso de un lema
de aproximaciéon fundamental. En el Paso 3 se define la integral estocastica
para procesos estocdsticos generales en L2,([a, b] x ).

Paso 1. f es un proceso estocdstico escalén en L?,([a,b] x Q).
Supongamos que f es un proceso estocdstico escalon dado por:

Z@ W)Lt (B),
donde &;_; es Fj, | -medible y E( 2 1) < oo. En este caso definimos
= Z@—l(B(ti) — B(ti-1)). (2.1)
i=1

Lema 2.2. Sea I(f) definida como en la ecuacion (2.1). Entonces
EI(f)=0y

B(INP) = [ E(f0P) 22)

Demostracién. Para cada 1 < i < n en la ecuacién (2.1)),

E{&_1(B(t;) — B(ti—1))} = E{E[&-1(B(t:) — B( - )| Fy )}
= E{&1E[B(t;) — B(ti1)|Fy,_,]}
= FE{{& . E(B(t;) — B
=0.
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Por lo tanto, EI(f) = 0.

Por otra parte, tenemos

Zﬁz 1§5-1( B(ti-1))(B(t;) — B(tj-1))-

i,7=1

Notemos que para ¢ # j, digamos i < j

E{&i-1&-1(B(t:) — B(ti-1))(B(t;) — B(tj-1))}
= B{Bl& 1&(B(1) - Bl 1) (B;) - Bt )IF, ]}
= B{&-1&-1(B(t:) — B(ti-1))E[B(t;) — B(tj-1)|Fi;_,])}
=0. (2.3)

Ahora, para i = j tenemos

E{&} |(B(t;) — B(ti-1))*} = E{E[&_,(B(t:) — B(t;-1))*| Fy,_,]}
= E{& | E[(B(t;) — B(ti-1))*]}
= E{& (i —ti1)}
= (ti —ti) E(EL)). (2.4)

Por lo tanto, se sigue de las ecuaciones (2.3) y (2.4) que E(|I(f)|?) =
J2 E(f @)t
U

Paso 2. Lema de Aproximacion.
El siguiente resultado es necesario para dar la definicién de integral es-
tocdstica en el caso de procesos estocdsticos arbitrarios f € L2,([a, b] X

Q).

Lema 2.3. Supongamos que f € L2,([a,b] x Q). Entonces existe una
sucesion { f,(t);n > 1} de procesos estocdsticos escalén en L2 ,([a, b] x
Q) tal que
b
tin [ E(| £(t) - fult) Pt = 0. (25)

n—o0 a
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Demostracion. Dividiremos la demostracién en casos especiales y el
caso general.

Caso 1: E(f(t)f(s)) es una funcién continua de (¢, s) € [a, b]*.

Sea A, = {to,t1,...,tn_1,t,} una particién de [a,b] y definimos un
proceso estocéstico f,(t,w) como:

fo=[ftis,w), tig<t<t, neN, well

Entonces {f,(t,w)} es una sucesién de procesos estocasticos escalén
adaptados.

Por la continuidad de E(f(t)f(s)) en [a,b]* tenemos que

lim (| () ~ f(s)} = 0.

lo cual implica que para cada t € [a, b

lim E{|f(t) = fa(t)]} = 0. (2.6)

Ademds, al usar la desigualdad |a — 8|> < 2(]a|? + |3]?) obtenemos

[F(t) = fa()FF < 20£OF + [ fa(O).

Por lo tanto, para cada t € [a, b],

B{I1() = 1)} <2 (B{S@OP) + B4 (%))
<d(sup E{|f(s)]*). (2.7

A partir de las ecuaciones (2.6)) y (2.7)), podemos aplicar el Teorema de
Convergencia Dominada de Lebesgue para concluir que

n—o0

b
im [ B{If(t) — f(s)P}dt = 0.
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Caso 2: f es acotada.

En este caso, definamos un proceso estocéstico g, como

n(t—a)
gn(t,w) = / e Tf(t —n Tt w)dr
0

Notemos que g,, es adaptada a F; y f;E(]gn(t)P)dt < 0.

(a) Para cada n, E(g,(t)g.(s)) es una funcién continua de (t, s).
Para probar (a), sea u =t — n~'7. Reescribimos ¢, (t,w) como

b
gn(t,w) :/ ne ™ f (u, w)du.
A partir de lo anterior se obtiene que
’ - 2 —
i B9 (6) = .(5)[) = 0.

(b) [ E(f(t) — gu(t)|?)dt — 0 cuando n — oo.

notemos que

Ft) - gult) = / T e — f(t—n'r))dr,

donde f(t) = 0 para t < a. Como h(t) = e ' para t > 0 es una
densidad e induce una medida de probabilidad en [0, c0), podemos
aplicar la desigualdad de Schwarz para obtener

() — ga(D)? < / T — (- )P,

Ademas
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b b 00
/ E(| () </ 0 eTE(If(t) — f(t —n7 ) [})drdt

- [T (/ B(f(t) - <t—n17>r>dt)d7
:/ —E</ F(6) = f(t—n~ T)|2dt)d7'.

(2.8)

Como se supone que f es acotada, tenemos que
/ | f (¢, ft —n~tr )2dt — 0, casi seguramente, (2.9)

cuando n — oco. Entonces (b) se sigue de las ecuaciones ([2.8) y

29).

Ahora, por (a) podemos aplicar el Caso 1 a g, para cada n y asi obtener
un proceso estocastico escalén adaptado f,(t,w) tal que

b
1
/ E(lgn(t) = fa(®)]*)dt < —. (2.10)
Por (b) y la ecuacién ([2.10) tenemos que

b
T [ B(f(t) ~ a0t =0,

lo cual completa la demostracion del caso 2.

Caso 3: El caso general para f € L2 ([a,b] x Q).
Sea f € L2,([a,b] x ©) un proceso estocdstico arbitrario. Para cada n,
definimos el siguiente proceso truncado

_ fw), st |f(bw)] <y
gn(t,w) = { 0, si|f(t,w)] > n.

Entonces, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue,
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/b E(|f(t) — gn(t)]*)dt — 0, cuando n — oo. (2.11)

Ahora, para cada n aplicamos el Caso 2 a g, para obtener un proceso
estocastico escalén adaptado f,(t,w) tal que

[ Ellontt) = fu0)Pyie < (2.12)

Por lo tanto, la ecuacién ([2.5)) se sigue de las ecuaciones (2.11]) y (2.12)).
U

Esto prueba el lema.

Paso 3. La integral estocéstica fab f(t)dB(t) para f € L?,([a,b] x Q).

Ahora podemos usar los Pasos 1 y 2 para definir la integral estocastica

b
/fﬁﬂﬂﬂ,fGQAMMxQ)

Usamos el Lema [2.3| para obtener una sucesion de procesos estocasticos
escalén adaptados { f,(t,w);n > n} tal que la ecuacién se satisfa-
ga. Para cada n, I(f,) es definida como en el Paso 1. Ahora, por el
Lema [2.2) tenemos que

E(I(f)—I(fm))?) = / E(I(f)=I(fwm))?)dt = 0, cuando n,m — oo.

Por lo tanto, la sucesién {I(f,)} es una sucesién de Cauchy en L?(2).
Definimos

I(f) = lim I(f,), en L*(). (2.13)

n—oo

Definicién 2.4. El limite I(f) definido en la ecuacion (2.13)) es la integral
estocastica de [ y se denota por I(f) = fabf(t)dB(t).
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Ejemplo 2.5.

B()dB(t) = {BOY ~ Ba) — (b~ a)}

—~

Notemos que E[B(t)B(s)] = min{t, s} es una funcién continua de t y s. Sea
A, = {to,t1,...,t,} una particién del intervalo [a,b] y definamos el proceso
estocastico f,(t,w), de la siguiente forma:

fot,w) = B(ti-1,w), tiog <t <t
Como f, — B en L? por el Lema de Aproximacién

/ " B()AB() = lm I(f,). en IX(Q)

n—00

Por definicién de la integral estocastica

I(f,) = Z B(ti1)(B(t;) — B(ti1))-

Ahora, consideremos

L, = ZB(ti—l)(B(tz‘) — B(ti-1)),

R, = ZB(ti)<B(ti) — B(ti—1))

donde los puntos de evaluacion para L, y R, son los extremos izquierdo y
derecho del intervalo [t;_1,t;], respectivamente.

Notemos que:

— S (B(1) — B
— B(t,)* - B(ty)?
= B(b)* — B(a).?
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En la ecuacién R, — L,, despejamos R,, y sustituimos en R, + L,, = B(b)? —
B(a)?* para obtener:

Entonces

Por lo tanto

Al tomar el limite, obtenemos

| BB = S{BOF - By - (- )

donde Y"1 | (B(t;)—B(ti—1))* — b—aen L*(2) cuando || A ||= mdxi<i<n(t;i—
ti—1) tiende a cero. Observemos que la existencia del limite de la suma es en
realidad la variacion cuadrética del Movimiento Browniano B(t).

2.2. Propiedades de la Integral Estocastica
de It6

A continuacién, se enuncian algunas propiedades de la integral estocastica,
donde las demostraciones se encuentran en las paginas 53-55 de [§].

En particular, se usa la propiedad de Isometria en demostraciones de
algunos resultados que se enuncian en capitulos posteriores.

Teorema 2.6. (Propiedad de Isometria) Si f € L?,([a,b] X ), entonces la

integral de Ito 1(f) = f: f(t)dB(t) es una variable aleatoria con E{I(f)} =
0y
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b
E(I()P) = / E(f(1)) d.

Lo anterior significa que la integral de Ité considerada como una funcion I :
L2,([a,b] x Q) — L*(Q) es una isometria con respecto a la métrica inducida
por la norma.

Teorema 2.7. (Propiedad de Martingala). St f € L?,(]a,b] X Q), entonces
el proceso estocdstico

X, = /tf(s)dB(s), 0 <t<b,

es una martingala con respecto a la filtracion {F, : a <t < b}.

Teorema 2.8. (Propiedad de Continuidad) Si f € L?,([a,b] x Q), entonces
el proceso estocdstico

X, = /tf(s)dB(s), a<t<hb,

es continua, es decir, casi todas sus trayectorias son funciones continuas en
el intervalo [a,b).

Observacién 2.9. La integral de 1t6 I(f) se extiende para procesos es-
tocdsticos f(t) que satisfacen la siguiente condicién [! | f(t)? | dt < oo casi
seguramente. En este caso, la integral de It6 I(f) es una variable aleatoria
que en general no es integrable. La falta de integrabilidad en un proceso
estocéastico nos lleva al concepto de martingala local.

2.3. La Formula de Ito

La regla de la cadena de Leibniz-Newton nos dice % = f'(g(t))¢'(t) para
f, g funciones diferenciables. Esta puede reescribirse en forma integral como:

00~ ftota) = [ Pl )i

El Célculo de 1t6 trata con funciones aleatorias, es decir, procesos estocasti-
cos, al querer obtener un resultado andlogo al de Leibniz-Newton vamos a
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considerar B(t) un movimiento Browniano y f una funcién diferenciable, al
hacer la composicién f(B(t)), obtenemos la siguiente igualdad

YBO) _ o
T rm)p )

que no tiene sentido, ya que casi todas las caminatas de B(t) no son diferen-
ciables.

Por ello, a continuacién presentamos algunos resultados que permitiran con-
siderar a la Férmula de It6 como una regla de la cadena en el Célculo de Ito.

Teorema 2.10. Si B(t) es un movimiento Browniano en [0,T] y f(z) es
una funcion de tipo C? en R, entonces para cualquier t <T

FBW) =100+ [ FBEaBE 5 [ rEEe @)

donde la primera integral es una integral de Ito y la sequnda integral es una
integral de Riemann para cada caminata de B(s).

Demostracién. Notemos primero que ambas integrales en (2.14]) estan bien
definidas. Ahora, si {t!'} es una particién del intervalo [0,7] y vemos que

FBU) = F0) + Y_((B(E)) — F(BED),

Al aplicar la Férmula de Taylor a f(B(t},,)) — f(B(t}')) obtenemos

fB(t)) = f(B(E) = f/(B(t?))(B(tﬁl)—B(t?))ﬂL%f”(@?)(B(t?+1)—B(t?))27

donde 07 € (B(t}), B(t?,)). Asi,

FB() =£(0) + 3 F(BED)(B(E,) — BE)
LY OB - B 2.15)
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Al considerar los limites cuando 6,, — 0, la primera suma en ([2.15)) converge
a la integral de Ito [° f'(B(s))dB(s). Por el Teorema la segunda suma

en (2.15)) converge a fot f"(B(s))ds. Esto demuestra el teorema. O
Teorema 2.11. Si g es una funcidn continua y acotada y {t'} es una par-

ticion del intervalo [0,T], entonces para cualquier 07 € (B(t}), B(t},)),el
limite en probabilidad es

t
it ") — B(th))? = B : 2.1
i, Zg B = B = [ aBe)as. 10
Demostracién. Tomemos primero ¢;' como el extremo izquierdo del inter-

valo (B(t2), B(t#,)).
Mostraremos que las sumas convergen en probabilidad

Zg B - B2 - [ g(B(s))ds. (2.17)

Por la continuldad de g(B(t)) y la definicién de la integral, se sigue que

S aBENE— )~ [ oBs)as (.18)

A continuacién mostraremos que la diferencia entre las sumas converge a cero
en L2, es decir,

Zg (07 (B(t7,,) — Zg ) (tr, —t7) — 0. (2.19)

Con81deremos AB; = B(t},) — B(t?) y At; =t — t7 y mediante el uso de
condicionar observamos que el término cruzado en la siguiente expresion se
anula

E(&(B(t?»«wm Ezg (AB) ~ A1)

2E > " g*(B(t]))(At;) < 62E2g )AL — 0
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cuando & — 0. De lo anterior se sigue que

n—1

ZQ(B(t?))((ABi)Q — At;) =0,

1=0

en la media cuadrdtica en L2 lo que implica (2.19) y que ambas sumas en

las ecuaciones (2.18)) y (2.17)) tienen el mismo limite y por lo tanto (2.17)) se

satisface. Ahora para cualquier 0, tenemos que cuando 9, — 0,

S (0(61) ~ g(BENIBE) - B
wis(o(05) — o(BU7)) S (BtL) ~ BUD? 0. (220

)

Il
o

%

El primer término converge a cero casi seguramente por la continuidad de ¢
y B, el segundo término converge en probabilidad a la variacién cuadratica
del Movimiento Browniano ¢, lo cual implica la convergencia en probabilidad

Por lo tanto, ambas sumas 1 g(07)(AB;)? v 1) g(B(t}))(AB;)? tienen
el mismo limite en probabilidad y el resultado se sigue por (2.17))
O

2.4. Férmula de It6 Ligeramente Generalizada

Sea f(x,t) una funcién de ¢t y z. Sea x = B(t) para tener un proceso es-
tocastico f(t, B(t)). Note que t aparece en dos lugares, una como variable de
f v por otra parte en el Movimiento Browniano B(t) que aparece en el lugar
de la x. Para la primera t podemos aplicar el calculo de Leibniz-Newton, pero
para la segunda ¢ en B(t), es necesario usar el célculo de Ito.

Para este tipo de funciones, tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 2.12. Sea f(t,x) una funcion continua con derivadas parciales g—{,
2 .
% Y gTJ; continuas. Entonces

650 = f(o. B + [ LT g

a

P [ (2leBn, 1PSB0DY

ot 2 0x?

2.5. Formula de Ito en la Forma General

Observemos que la Férmula de It6 en los teoremas y f(B(t) y
f(t, B(t)) tienen dos integrales, es decir, una integral de It6 y una de Rie-
mann. Esto nos lleva a definir una clase de procesos estocésticos.

Notacién 2.13. Usaremos L,q(Q2, L'[a,b]) para denotar el espacio de to-
dos los procesos estocésticos f(t) adaptados a la filtracion {F;} tal que
fab | f(t)|dt < oo casi seguramente.

Notacién 2.14. Usaremos L,4(Q, L*[a, b]) para denotar el espacio de todos
los procesos estocésticos f(t) que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) f(t) es adaptada a la filtracion {F;};
(2) ff |f(t)|?dt < oo casi seguramente.

Definicién 2.15. Un proceso de Ito es un proceso estocdstico de la forma

Xt:Xa—i—/tf(s)dB(s)—i—/tg(s)ds, a<t<hb,

donde X, es F,-medible, f € L,q4(Q, L*[a,b]), y g € Laa(Q, L'[a,b]).

Una forma maés ttil y conveniente para la escritura de la ecuacién de la
definicion anterior es el siguiente diferencial estocdstico:

dX; = f(t)dB(t) + g(t)dt.

Cabe senalar que el diferencial estocastico no tiene significado por si mismo
ya que las caminatas del Movimiento Browniano no son diferenciables.

El siguiente teorema da la forma general de la férmula de It6.
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Teorema 2.16. Sea X; un proceso de Ito dado por

Xt:Xa—I—/tf(s)dB(s)—i—/tg(s)ds, a<t<hbh.

Suponga que 6(t,x) es una funcion continua con derivadas parciales %, g—i
Yy g—ii continuas. Entonces 0(t, X;) también es un proceso de Ité y
L00(s, X
9<t7Xt> - ‘9(@7 Xa) + / %JC(S)CLB(S)
LT00(s, Xs)  00(s, Xy) 10%0(s, Xs) 5
—— — i 2 ds. (2.21
+/a{ 5 T g, I8t f(s)ds. (221)

Otra forma de obtener ([2.21)) es a través de una derivacién simbdlica mediante
el uso de expansion de Taylor y usando la Tabla mnemotécnica:

X dB(t) dt
dB(t) | dt 0
dt 0 0

Tabla 2.1: Tabla de Ito

Primero apliquemos la expansion de Taylor a df(t, X;) para obtener la si-
guiente expresion

20(t, X;) 90(t, X;) 10%0(t, X;)
dt dXi+ ———————

ot - Ox et 2 022

Si suistituimos dX; = f(t)dB(t) + g(t)dt y usamos la tabla obtenemos

que (dX,)? = f(t)*dt. De esta manera

do(t, X,) = (dX,)?.

2
an(e, x0) =22 gy OCX) iy 4 gyany + L 7AKD
20(t, Xy) o0(t, X¢)  00(t, Xy) 19%0(t, Xy)

:Tf(t)dB(t) + < ot + O g(t) + 28.%'2f(t)2> dt.
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Finalmente, si integramos sobre el intervalo [a,t] obtenemos la ecuacién
@-21).

Recordemos que este calculo sélo es simbdlico, no es una desmostracién de
la féormula de Ito.



Capitulo 3

Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas

En esta seccion definimos algunas propiedades y resultados que nos ayudan
a demostrar el teorema de existencia y unicidad en la seccién [3.1] Las de-
mostraciones del lema de B-G y el lema se pueden consultar en [§].

Lema 3.1. (Desigualdad de Bellman-Gronwall (B-G)) Supongamos que ¢ €
LY[a,b] satisface

o)< 50+ 5 [ s(s)ds, Vi€ [a,b).

Entonces

t
o0 < 1) +5 [ e s
En particular, cuando f(t) es una constante a tenemos
o(t) < a9 Vit € [a,b).

Definicién 3.2. Una funcion medible g(t,z) en [a,b] x R satisface la condi-
cién de Lipschitz en x si existe una constante K > 0, tal que

’g(t,l’) _g(tvy>| S K‘l’—y‘, Vt € [CL?b]? T,y € R.

23
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Definicién 3.3. Una funcion medible g(t,x) en [a,b] xR se dice que satisface
la condicién de crecimiento lineal en x, si existe una constante K > 0, tal
que

lg(t,z)| < K(1+|z|), Ya<t<b, zeR. (3.1)

Observacion 3.4. Si tomamos en cuenta las siguientes desigualdades para
toda z > 0;
14+22 < (1+2)? <2(1 +2%).

Notamos que la condicién en la ecuacion (3.1)) es equivalente a la existencia
de una constante C' > 0 tal que

lg(t,z)]> < C(1+2?), Vtelab], zeR (3.2)

Lema 3.5. Sea {0,} -, una sucesion de funciones en L'[a,b] que satisfacen
la siguiente desigualdad

@H@Sf@+ﬁfkﬁm& vt € [a,b].

donde f € L'[a,b] y B es una constante positiva.
Entonces la desigualdad

Pt —u)nt

=1 01(u)du

bura(t) < F(1) + 5 / F () du + 7 /

se satisface para cualquier n > 1. En particular, cuando f(t) = a y 61 = ¢
son constantes, entonces la siguiente desigualdad se satisface para cualquier
n>1:

gt —a)"

Oni1(t) < a9 4 ¢ '
n!

3.1. Teorema de existencia y unicidad

Definicién 3.6. Un proceso estocdstico conjuntamente medible X;, con res-
pecto a la o-dlgebra producto de [a,b] y R, t € [a,b], es una solucion de la
ecuacion integral estocastica

m_gﬁfa@&mmg+ff@&m&tem% (3.3)

st satisface las siguientes condiciones:
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(1) El proceso estocdstico o (t, X;) pertenece a Laq (2, L*[a,b]),
fat o (s, Xs)dB(s) es una integral de Ité para cualquier t € [a,b].

(2) Casi todas las caminatas del proceso estocdstico f(t,X;) pertenecen a
L'a,b].

(3) Para cada t € [a,b], la ecuacion (3.3) se satisface casi sequramente.

Lema 3.7. Sean o(t,x) y f(t, ) funciones medibles en [a,b] x R que satisfa-
cen la condicion de Lipschitz en x. Supongamos que £ es una variable aleato-
ria F,—medible con E(£*) < oo. Entonces la ecuacidn integral estocdstica
tiene a lo mas una solucion continua.

Demostracion. Sean X; y Y; dos soluciones continuas de la ecuacion inte-

gral (3.3).

Consideremos Z; = X; — Y}, entonces Z; es un proceso estocastico continuo
y

7, - / (0(5, X.) — o(s, Y2)) dB(s) + / (f(5, X.) — f(5,Y2)) ds.

Haremos uso de la desigualdad (a + b)? < 2(a* + b?) para obtener

72 <2

([ (ot = ots.72) dB<s>)2

i ( / (5, X — F(5,72) ds)2 (3.4)

Por la condicién de Lipschitz de la funcién o (¢, z) y el Teorema [2.6] tenemos

ay (005, %) — o5, ) dB<s>)2 = [ Eliots. X0~ ot ds
< K? /:E(Zf) ds. (3.5)

Por otra parte, por la condicién de Lipschitz de la funcién f(¢,x) y la de-
sigualdad de Jensen,
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2

(/;(f(s,Xs)—f(s,m))ds> S(t—a)/at (F(s,X.) — f(s,Y2) ds

<(b—a)K? /t Z2ds. (3.6)

a

Si sumamos las desigualdades (3.5)) y (3.6)) en la desigualdad ([3.4]) vemos que

E(Z?) <2K*(1+b—a) /t E(Z%)ds.

Por la desigualdad de B-G Lema tenemos que E(Z?) = 0 para todo
t € [a,b]. De esta manera Z; = 0 casi seguramente para cualquier ¢t € [a, b].

Sea {ri,rs,...} una enumeracién de los nimeros racionales en el intervalo
[a, b], entonces para cada 7, existe €2, de modo que P(Q,) =1y Z, (w) =0
para todo w € €,,.

Ahora consideremos Q' = N ,Q,,, entonces P(Q') = 1 y para cada w €
tenemos Z,. (w) = 0 para todo n; como Z; es un proceso estocdstico continuo,
entonces existe 2’ de modo que P(Q2”) = 1 y para cada w € Q" la funcién
Z(w) es una funcién continua de t.

Finalmente, sea {2y = ' N Q" entonces P(€)y) = 1 y para cada w € €,
la funcién Z;(w) es una funcién continua que se anula en todos los nimeros
racionales en [a,b], es decir, para cada w €  la funciéon Z;(w) es cero
para todo t € [a,b] y por lo tanto X; y ¥; son el mismo proceso estocdstico
continuo. U

Teorema 3.8. (Existencia y Unicidad) Sean o(t,z) y f(t,z) funciones me-
dibles en [a,b] x R que satisfacen la condicion de Lipschitz y la condicion de
crecimiento lineal en x. Suponga que & es una variable aleatoria F, medible
con E[£%] < oco. Entonces la ecuacidn integral

Xi=¢ —i—/ o(s, Xs)dB(s) —i—/ f(s, Xs)ds  t € la,b

tiene una unica solucion continua.

Demostracién. La unicidad de una solucién continua se da por el Lema[3.7}
por lo que procedemos a probar la existencia de una solucién.
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Como las funciones o y f satisfacen la condicién de Lipschitz, existen constan-
tes C1 y Cs tal que cumplen , ademas, como o y f satisfacen la condicién
de crecimiento lineal, existen constantes K; y K, tal que cumplen , si
C' = max {Cy, Cy, K1, Ky}, entonces se satisfacen las siguientes desigualdades
para cualesquiera t € [a,b] y x,y € R :

o(t,2) —o(t,y) < Clz—yl, [f(t,2) = fty)| < Cle =yl (3.7)
lo(t,2)|* < C(1 +2%), [f(t.2)* < C(1+27). (3.8)

Utilizaremos un procedimiento de iteracion similar para las ecuaciones dife-
renciales ordinarias para construir una solucién de la ecuacion integral es-

tocdstica X; = & + fja(s,Xs)dB(s) + f; f(s,Xs)ds, t € a,b

Definamos inductivamente una sucesmn {X;" (m) } , de procesos estocdsticos

continuos con la condicion de que X =¢yparan>1,

X+t =§+/t (s, X")dB(s / f(s, X"Md (3.9)

Notemos que X, ) = ¢ pertenece a L2 ([a, b] x ) y por la definicién del X
pertenece a de([a b x Q).

Por la condicién de crecimiento lineal (3.8) tenemos que

o(t, X)) < C1L+ X72),
/atX <C(b—a+C/X
b
E/atX”) C(b—a)+OE/ x™at.
Como X\ € L2,([a,b] x Q), fa 1 X™|2dt < oo, por lo tanto

b b
E / o(t, X2 < C(b— a) + CE / X0 < 00r (3.10)

ademas

t 1/2
/ 1£(s, X(™)|ds < \/C(b—a) </b(1 + |Xt(")|2)dt) <oo,cs. (3.11)
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Asi, la primera integral en es una integral de It6, mientras que la segunda
integral es una integral de Lebesgue en t para casi todo w € §2. De esta forma,
Xt(") es un proceso estocastico continuo y adaptado a la filtracién {F;}. Méas
ain, como |a + b+ c|*> < 3(a® + b? + ¢?), tenemos que

£”+(lﬁwaxﬁ»ﬂ%@)2+([jﬂaxﬁww)j.

(3.12)
Por las condiciones de crecimiento lineal en (3.10) y (3.11) y la desigualdad

(3.12) se obtiene lo siguiente

|Xt(n+1)|2 S 3

b
E/ X" 2dt < .

Esto muestra que el proceso estocdstico X,S("H) pertenece a L?,([a,b] x Q).

De este modo, hemos construido por inducciéon una sucesion de procesos es-
oo

tocésticos continuos {Xlt("ﬂ)}n:1 en el espacio L?,([a, b] x Q).

Estimaremos E(| X" — X™2), para ello definimos

t t
v = [ats Xaes), 20 = [ s x s

De esta manera, Xt("ﬂ) =+ y;(”+1) + Zt(n+1).
Como (a + b)? < 2(a® + b?) para cualesquiera niimeros reales a y b, tenemos

que

t t
E[|Xt("+1)—Xt(")|2]:E({ / o(s, XIM)ds — / o(s, XD ds

t t 2
+/ f(s,Xé”))ds—/ f(s,Xs("_l))ds} )

Por la condicién de Lipschitz (3.7) y el Teorema [2.6]
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t
B (W =) = [ B (s, X1 = o5, X0 D)) ds

S
S

t
gCQ/ E (XM — X012 ds. (3.14)

Similarmente, hacemos uso de la condicién de Lipschitz (3.7)) y la desigualdad
de Jensen para obtener

9 t
740 =20 < o-wer [ e —xp e )

Entonces, al tomar la esperanza y usar el teorema [2.6

2

t
Bz — 7z < - a)Cz/ E (X! - X0 ds. (3.16)

s

Las desigualdades (3.13)),(3.14) y (3.16)) implican que para cualquier n > 2,

t
Yerfor [ (- xep) a
t
+(b— a)OZ/ E (\XS(") - X§"—1>\2) ds}
t
=2 {02/ E (|X§”> — X§"—1>|2) ds(1+b— a)}

t
=2C%*(1+b— a)/ E (|X§”> — X§"-1>|2) ds.

E (‘Xt(n-H) _ Xt(n)

Por lo tanto

2 t
E (‘Xﬁ‘*” —x™ ) <2C2(1+b— a)/ E (|x{ - X0 as.

Por otra parte, por la condicién de crecimiento lineal (3.8]),

E (’Xf) —xW 2) <2C%(1+b—a) /: (14 E(€?)) ds.
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Ahora, por el Lema

E <‘Xt(n+1) _ Xt(n)

donde p=1+ FE(&%)y =2C*(1+b—a).

2) <P a” (3.17)

n!

Ahora notemos que para cualquier ¢ € [a, b],

‘Xt(n-i-l) _ Xt(n) < Yt(n+1) _ Yt(n) i )Zt(nﬂ) — 7.
De esta forma, tenemos que
Sup Xt(n-‘rl) _ Xt(n) < sup Y;(n-‘rl) _ Y;(n) Zt(n-‘rl) . Zt(n) 7
a<t<b a<t<b a<t<b

lo cual implica que

Xt(n—i—l) n)

{ sup
a<t<b

- { sup
a<t<b

Por lo tanto,

n+1 n n+1 n
Y;(JF) Y() Zt(+)_Zt()

1 >1
2n2 on? |-’

} { sup
a<t<b

P{sup Xt(H)—Xt() 2}gP{sup Y;(H)—Y() 2}
a<t<b n a<t<b 2n
1
+P { sup Zt(nH) — Zt(n) > —2} .
a<t<b 2n

(3.18)
Al aplicar la desigualdad de Doob para submartingalas y las desigualdades

(3-14) y (8.17) tenemos que
1 n) n—1) 2
>2—n2}§4n4E (‘Y,f — Y ‘)

P { sup
a<t<b
b 2
< 4n402/ E (‘Xt(") - X§”‘1>‘ ) dt

n—1 _ n
< 4n4C2pw. (3.19)

Y;;(n‘f‘l) _ Yt(n)
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Por otra parte, de la desigualdad (3.15]), tenemos que

) t
Zt(n—l—l) . Zt(n) < (b - a)c«2/ }Xén) . Xs(nfl)|2ds’

lo cual implica

2
sup |2 — Z{" XM = x"V) ds

a<t<b

2g02(b—a)/:

De esta desigualdad y la desigualdad (3.17)), vemos que

Zt(n—i-l) . Zt(n) Zt(n—l-l) . Zt(n)

1 4

]

(3.20)

sup
a<t<b

< 4n4C’2(b —a)p

P { sup
a<t<b
B(n—l) (b _ a)n
n! '

Se sigue de las desigualdades (3.18]), (3.19) y (3.20)),

P < sup Xzf(n+1) _Xt( ) > — < 4n402pﬁ"’1ﬂ +4n4C’2(b— a)pﬁ”’l( a)
a<t<b n? nl YR
b _ n
= <4n402p5n_1—( 'a) ) (1+b—a)
n!
b _ n
= 2n4pﬁn—( @) ;
n!
por lo tanto,
1 4 on b _ n
a<t<b n n!

n4,6’"(b—a)"

Observamos que la serie ) ~——3

es convergente, ademas por el Lema
de Borel -Cantelli, tenemos

1
P{sup > — i.o}:().
a<t<b n

Esto implica que la serie £+ <Xt(n+1) - Xt(")> converge uniformemente

Xt(n+1) . Xt(n)

en [a,b] a X; con probabilidad 1. Notemos que la n—ésima suma parcial de
esta serie es Xt(n). De esta forma, con probabilidad 1
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lim Xt(”) = X;, uniformemente para t € [a,b].
n—0o0

Por lo anterior, el proceso estocastico X; es continuo y adaptado a la filtracion
{F; : a <t < b} por construccién, ademas, la desigualdad (3.17)) implica que

6n/2(b _ a)n/Q
\/a )

donde || - || es la norma en L?(2). De esta desigualdad implica que para cada
t, las series  + > 7 (Xt(nﬂ) — Xlt(n)) converge en L?(Q) y

n+1 n
XY - x| < /p

n/2(p n/2
wm<m+2¢ﬁ<ff-

De esta desigualdad se sigue F fab |X,5|2 dt < oo. Por lo tanto, el proceso es-
tocdstico X; pertenece al espacio L2, ([a,b] x Q) C Laq (Q, L*[a, b)) .

Podemos verificar que X satisface las condiciones (1) y (2) de la definicién
3.6l Por otra parte, vemos que cuando n — oo los signos se pueden eliminar

dentro de la integral en ({3.9)) para obtener

—e+ [otsxgaBe) + [ 150 ds

Por lo tanto, X; es una solucién de la ecuacién (3.3). Esto termina la de-
mostracion. O

3.2. Propiedad de Markov

En esta seccién enunciamos una propiedad que cumplen las soluciones de las
ecuaciones diferenciales estocdsticas bajo ciertas condiciones, es la propiedad
de Markov, la demostracién se puede consultar en [§]. Esta propiedad permite
calcular explicitamente la funcién de verosimilitud para estimar los paramet-
ros de las ecuaciones diferenciales estocésticas propuestas en los modelos del
siguiente capitulo.
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Teorema 3.9. Sean o(t,x) y f(t,x) funciones medibles en [a,b] x R que
satisfacen las condiciones de Lipschitz y de crecimiento lineal en x. Supon-
gamos que & es una variable aleatoria F,—medible con E(£?) < oo.
Entonces la solucion de la ecuacion integral estocastica

X, :g—l—/ta(s,Xs)dB(s) +/tf(s,Xs)ds 0 <t<b,

es un proceso de Markov.
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Capitulo 4
Aplicacion

Los modelos de ecuaciones diferenciales estocasticas juegan un papel rele-
vante en muchas areas de aplicacién como en biologia, epidemiologia, mo-
delos de poblacién, finanzas, farmacologia, entre otras més; su estudio recae
principalmente en que proporcionan un grado adicional de realismo si se com-
para con sus contrapartes deterministas.

En este capitulo se consideran las extensiones estocdasticas de dos modelos
deterministas en farmacocinética, donde uno de los principales problemas es
el desconocer los parametros que se ven involucrados en los modelos, por
ello, ademas de plantear el modelo y calcular su solucién, bajo ciertas condi-
ciones, se estiman los parametros de las ecuaciones diferenciales estocasticas
resultantes en los dos modelos.

4.1. Conceptos basicos de farmacocinética

Los propositos de la farmacocinética ademas de estudiar las velocidades de
cambio de concentraciones de farmacos es construir modelos adecuados para
la interpretacién de datos que se obtengan experimentalmente al monitorear
las concentraciones de ciertos farmacos en organismos.

Una de las ventajas que se tiene al construir los modelos es el usar el razona-
miento matematico, este nos permite conocer la manera en que se compor-
tara determinado farmaco conociendo algunas de sus caracteristicas basicas.

35
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4.2. Analisis compartimental

De acuerdo a [4], los modelos en farmacocinética suponen al organismo divi-
dido en diferentes regiones en los cuales el farmaco se distribuye después de
su entrada al torrente circulatorio. Si consideramos que cada érgano, tejido,
célula o grupo de células poseen diferentes caracteristicas fisico-quimicas y
distintos grados de afinidad por los farmacos, podemos suponer que el or-
ganismo humano o animal estd conformado por multiples compartimientos,
donde por compartimiento se entendera como una fracciéon de material bi-
olégico en el que el farmaco se distribuye uniformemente y representa las
mismas propiedades cinéticas.

El modelo mas simple es el llamado modelo abierto de un compartimiento.
El término abierto se refiere al hecho de que existe un sentido unidireccional
de entrada y salida (absorcién y eliminacion).

Bolo intravenoso

ﬁ Compartimiento 1

Figura 4.1: Modelo de un compartimiento

El modelo abierto de un compartimiento supone al organismo como un to-
do homogéneo en el cual se distribuye el farmaco en forma semejante y casi
instantanea cuando entra ya sea por un proceso de absorcién o bien directa-
mente por medio de una inyeccién intravenosa. Este tipo de compartimiento
estaria formado principalmente por el volumen sanguineo y los tejidos alta-
mente irrigados, tales como el higado, los pulmones, los rinones, etc. Este
modelo supone también que las velocidades de intercambio entre las diferen-
tes partes del mismo compartimiento, por ejemplo, desde la sangre hacia el
higado, asi como el proceso inverso, serian idénticas.

Es posible visualizar también modelos de dos o méas compartimientos, repre-
sentados por tejidos u érganos en los cuales el intercambio es més lento.
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A pesar de que este modelo es limitado en cuanto al ntimero de farmacos
que puede representar adecuadamente, constituye el modelo mas simple en
farmacocinética y posee la ventaja de que sus principios pueden ser aplicados
a esquemas mas complejos.

El modelo abierto de un compartimiento puede variar respecto al compar-
timiento cinético, al tipo de administraciéon y al mecanismo de eliminacion,
por lo cual se consideran por separado los casos en los que la entrada del
farmaco al torrente circulatorio se realiza mediante una inyeccién intravenosa
rapida, una infusién intravenosa a velocidad constante o a una administracion
que implique una absorcién de primer orden (oral, rectal, intramuscular, etc.).

4.3. Primer modelo: Black-Scholes

Consideremos un modelo de farmacocinética de un compartimiento de acuer-
do a [4] que presenta una eliminacién conforme a una cinética de primer orden
K. luego de una inyeccién intravenosa con dosis del farmaco D. La cinética
de primer orden implica que la velocidad a la cual se produce un proceso es
proporcional a la cantidad o concentracion de medicamento existente en el
compartimiento .

La ecuacion que describe el proceso de cambio de la cantidad de farmaco en
el compartimiento en funcién del tiempo es

dC, D
—t = _K.Cy; == 4.1
dt L o= (41)

donde dd—ctf es la velocidad de cambio de la cantidad de farmaco en el organis-
mo, V' es el volumen del compartimiento y el signo negativo en el segundo
miembro de la ecuacién (4.1)) indica que la cantidad decrece con el tiempo.

La solucién de la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden (4.1)) es

Cy = Coe %' Wt e[0,T], TEN,

C) representa la cantidad inicial de farmaco en el organismo equivalente a la
dosis administrada y C; es la cantidad de farmaco a un tiempo ¢.
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Ahora, consideremos la contraparte estoastica de acuerdo a [12], supongamos
que K, no es una constante en el tiempo pero su valor oscila aleatoriamente
alrededor de un valor medio como K, +~W (t) donde W(t) es un ruido blanco
y 7 es una constante. Al incorporar este ruido dentro del modelo determinista
(4.1]), tenemos la siguiente ecuacién diferencial estocastica

dCt = — (Ke + ’}/W(t>>dt
= — KBC’t + ’)/CtW(t)dt,

si reemplazamos el ruido blanco W (t) por dﬁit) como en [10], la ecuacién

diferencial estocastica queda expresada de la siguiente forma

D
dCt = —KeC'tdt + ’}/CtdB<t), CO = V (42)

Esta ecuacién diferencial estocastica es conocida como Ecuacion de Black-
Scholes, que en finanzas es generalmente utilizado para describir el compor-
tamiento temporal del precio de un activo riesgoso (ver [9]).

En la siguiente seccion procedemos a resolverla para posteriormente estimar
los parametros de dicha ecuacién.

4.4. Solucion de la ecuacion de Black-Scholes

Consideremos la ecuacién de Black-Scholes en su forma general

dXt = /I/Xtdt + O'XtdB<t), X() = T, (43)

donde ¢ y p son constantes.

Notemos que la ecuacion (4.3)) la podemos escribir de la siguiente manera

dX;
e B
X pudt + odB(t),

y al integrar sobre el intervalo [0, ¢], obtenemos la siguiente expresién

LaX,

X, /Otudt+/0tadB(t) = ut + oB(t). (4.4)
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Para resolver la ecuacién diferencial estocéstica (4.3) usaremos la férmula

de Ito, para ello, consideremos la funcién 0(¢,z) = In(x) con x > 0, cuyas
20 1, 0% _ 1

. . 00 __ @ _ 1 020 1
derivadas parciales son 5: =0, 22 =+ vy 55 = — 5.

Por la férmula de 10 tenemos

1 1 1
d(In X;) :det +5 (— 2) (dX,)?
t

ax, 1 5,

= XZ2dt
X, 2x3
ax, 1,

= — okt
X, 2

Al integrar sobre el intervalo [0,t] y usar la ecuacién (4.4]), obtenemos las
siguientes expresiones

t t X t 1
/ d(ln X;) = X _ / <—02dt) ,
0 0o X¢ 0o \2
asi
1,
In(X;) — In(Xo) =ut + oB(t) — o4 t,
de esta manera

In (%) = (u — %a2> t+oB(t). (4.5)

Al aplicar la funcién exponencial en la ecuacién (4.5) tenemos la solucién de
la ecuacién de Black-Scholes (4.3).

X, = Xpexp ((u — %ﬁ) t+ aB(t)) : (4.6)

Si regresamos a nuestro primer modelo (4.2)), la solucién queda expresada de
la forma siguiente
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Cy = %-Ket exp ((—7;) t+ VB(t)) : (4.7)

La solucién de la ecuacion diferencial estocastica es un Movimiento Brownia-
no Geométrico. Este proceso estocastico es log-normal por lo que sélo toma
valores positivos, esta propiedad es relevante al modelar concentraciones.

4.5. Segundo modelo: Vasicek

En la formulacion determinista, un modelo de compartimento puede ser
definido de acuerdo a [5] como una variable C; (por lo general una con-
centracién) cuya cinética se rige por la ecuacién diferencial

dc, D
—L= K.+ (1), Co=1T (4.8)

donde K. > 0 es la constante de eliminacion desde el compartimiento y f(t)
es la funcién de entrada, esta funcion es proporcional a la velocidad de en-
trada en el compartimiento.

En algunos estudios farmacocinéticos, con medicamentos de inhalacién o in-
fusién intravenosa, la administracion se produce a una velocidad esencial-
mente constante, K, > 0, para un intervalo de tiempo [0, 7T]. Por lo tanto,
C} representa la concentracion del medicamento en el compartimiento y la
funcién de entrada es f(t) = &2, donde V es el volumen de distribucién
aparente del farmaco.

En el periodo de tiempo 7', la funcién f(t) puede ser sometido a fluctuaciones
imprevisibles de muchas fuentes (variabilidad en la absorcién pulmonar, va-
riabilidad de las condiciones fisiopatologicas cuando la infusion del farmaco
se alarga en el tiempo) y en consecuencia, se anade un proceso aleatorio para
la funcién de entrada f(t). Esta aleatoriedad afecta al modelo compartimen-
tal determinista.

Para proponer nuestro segundo modelo vamos a suponer que una cantidad
de farmaco D, se distribuye a una velocidad K, por un periodo de tiempo T
en un sistema de un solo compartimento lineal con velocidad de transferencia
(o constante de velocidad de eliminacién) K.. De esta manera, el sistema se
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describe por la ecuacion diferencial (4.8)).

Como nuestro objetivo es describir las variaciones aleatorias de la velocidad
de infusion, consideramos que la razon de entrada en el compartimiento varia
con el tiempo de acuerdo a

f@) =r+W(t), (4.9)

donde r = 3 es el valor medio constante de f(t), v > 0 es el coeficiente

de difusién constante y W(t) es un ruido blanco. Al tomar en cuenta la
hipétesis (4.9)), el modelo (4.8)) se convierte en la siguiente ecuacién diferencial
estocéstica

D
dOt = [T — KeC't]dt + '7dB(t)7 C() = V, (410)

donde la variable C; es la concentracion del medicamento en el compartimien-
to y B(t) es un movimiento Browniano.

Esta ecuacion diferencial estocastica es conocida como FEcuacion de Vasicek,
que en finanzas describe la evolucién de las tasas de interés (ver [9]).

En la siguiente seccion procedemos a resolverla para posteriormente también
estimar los parametros.

4.6. Solucién de la ecuacion de Vasicek
Consideremos el modelo de Vasicek en su forma general

dXi = a(p— Xy)dt + 0dB(t), Xy = . (4.11)

A continuacién, utilizando el cédlculo de 1t6, resolveremos la ecuacion dife-

rencial estocastica (4.11)).

Para poder resolverla, primero vamos a reformular dicha ecuacion haciendo
el siguiente cambio de variable

R =X, —p, (4.12)

de esta manera, tenemos que
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Xe=Ri+p y

Al sustituir (4.13)) en (4.11)) obtenemos

dR, = —aRdt + odB(t), (4.14)

de esta manera, la condicion inicial ahora queda representada como

Ry = Xo—pp =m0 — p.

Ahora aplicaremos la férmula de It6 para calcular la solucién de la ecuacién
diferencial estocéstica (4.14)). Para ello, consideremos la siguiente funcién
O(t,r) = e*r.

Para aplicar la formula de It6, es necesario calcular las siguientes derivadas
parciales:
96

[o/7— at
at—oze r

00 __

20 at %0 _
y Gy = 0.

e o2 —

Por lo tanto, al aplicar la férmula de 1t6 se obtiene

d (eath) =ae® R,dt + e*'dR,
=ae Rydt + e*'d (—aRdt + odB(t))
=ce™dB(t).

Al integrar sobre el intervalo [0, ¢] tenemos

/0 AR, = /0 ' oessdB(s)

de donde

t
e Ry — Ry :/ oe**dB(s). (4.15)
0
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Al despejar R; de la ecuacién (4.15)), se tiene que

t
Ry =e ™ (7”0 + U/ eanB(s)> .
0

Como nuestro interés es calcular X; de la ecuacién (4.11) deshacemos el

cambio de variable propuesto en (4.12)) y (4.13)

t
X, — p=e (xo — o+ a/ e‘“dB(s))
0

por lo cual

t
X, =p+e ™ <:1:0 — -+ 0’/ eo‘sdB(s)) :
0

Al simplificar la ultima expresion obtenemos,

¢
Xy =zoe ™+ p(1—e)+ 0/ e dB(s). (4.16)
0

De esta manera, hemos calculado la soluciéon del modelo de Vasicek, donde la
solucion es un proceso estocastico llamado Proceso de Ornstein- Uhlenbeck.

4.7. Estimacion de parametros en ecuaciones
diferenciales estocasticas

En esta seccién vamos a calcular los parametros de las dos ecuaciones dife-
renciales estocésticas propuestas en los dos modelos de farmacocinética, para
ello, usaremos el método de mdzima verosimilitud. Este método consiste en
encontrar los valores de los parametros que hacen que la funciéon de verosi-
militud del proceso se maximice.

Para llevar a cabo la estimacién de los pardmetros consideremos que (X¢)¢>o
es observada directamente en tiempos discretos tq,...,t, y denotaremos por
x; a la observacion al tiempo t; vy A; =t;, — t;_1.

Ademas, denotaremos a p, como la funcién de densidad de (21, ..., x,) dado
0, donde 6 es el vector de parametros a estimar. Por la propiedad de Markov
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, p. es el producto de las n — 1 funciones de transicién. De esta manera,
la funcién de verosimilitud L(@|zo, ..., z,) es

L(0|'I07 ce axn> = prl (mi|xi—1)7
=1

en donde la distribucion inicial es degenerada en x.

4.8. Estimacion de parametros: Modelo Black-
Scholes

Para calcular la funciéon de verosimilitud, necesitamos la funcién de transi-
cién del movimiento Browniano geométrico (ver [I1]) que tiene la siguiente
distribucién

> 2
p(z|rimg) = m exp - <1H($i> - [(M ;U?A)tAt + ln(xi—l)D

Es una distribucién log-normal con pardmetros <<u — %2> At + In(z;_1), O'QAt) :
De esta manera, la funcién de verosimilitud para el modelo de Black-Scholes

(4.3) queda de la siguiente forma, donde los parametros a estimar son =
(k,0)

n 1 - <ln(9:i) — [(/,L — %2> At + ln(:v,-_l)} )2

L@|xg,...,x,) = — X
(Blzo ) gxia\/ZwAt P 202At

que al desarrollar el cuadrado y agrupando los términos similares, obtenemos
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1 1 —1 2
L8|zo,...,z,) = W E x—iexp {m [(In(z;) — In(z;_1)) }}

—1 o2 52 9 2
X exp 252\t —2At m— ? (hl(fl?l) — hl(xifl)) + — ? At

B (aml)" Mo " {%_—lm 2_ [(n(z) ~Inzi0))’] }

n

—1
X
-n o 2 n
eXP{—gm (ﬂ— 7) At } { ~1 ) }
= exp

(ov2rAt) Ty 27 2 () = Inai)]
X exp { 20_21At Zn: [—2At (u — %2) (In(z;) — ln(xi_l))} } .

i=1

}

YN <u - ";) (In(z;) — In(z,_1)) + (M - %)2 NG

}

Si usamos la funcién log-verosimilitud

In (L(B|z, . .., 1,)) = - gln (2w Ato?)

n 2 n

gy 2 | o) = o )? = 28¢ (= 5 ) ) = o)) - 3 e

i=1

Para obtener el primer pardmetro, derivemos la funcién log-verosimilitud
(4.17) con respecto a u e igualemos a cero,

O (L(O|xo, ..., x,)) 27 </~L— %) At 9ar & B
oy B 2072 T o07A 2 (In(z) ~In(zi-)) = 0,

i=

por lo cual
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nlp—2)A
; (IH(CIZ',L) — ln(xl-,1)) = (lu 0_22 > t)
(In(z,) — In(xo)) o?
nAt —HT

de esta manera, al despejar pu, obtenemos el primer parametro

i = (m(x")n;tln(mo)) + % (4.18)

Para calcular el segundo parametro, ahora derivemos la funcion log-verosimilitud
([4.17) con respecto a o2 e igualemos a cero también,

Ol (L@|zo, ..., zn)) —2n <,u - 072> At (F)20% + 2n ('“ - 0_22) At

do? B 4ot 202
Y (in@) = In(@ia))” ()0 = (n=5)) (o) —n(o)) ;
2Ato? ot -

al realizar la suma fraccionaria, tenemos

o2 2 2 o2 2 3 2 n 2
2n (,u - 7) Ato® 4 2n (u - 7) At” —2nAto® + 2 (In(z;) — In(x;_1))

4Ato4
AAE () o (In() = In(zo)) — 44t (5 = 5 ) (In(z) = In(z0))
* 4Ato? =0,

al simplificar, tenemos

2 2\ 2 n
2n (u - %) At*o® +2n (,u — %) At* — 2nAto* + 2 Z (In(z;) — In(z;_1))?
i=1
2

— 2Ato? (In(z,) — In(zg)) — 4At (u — %) (In(z,) — In(x)) = 0. (4.19)
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— In(zn)—In(zo) | o2 ¢? _ In@n)-In(zo)
Ahora, como p = - A —|— 5, entonces p — & = (2 de esta
manera, al sustituirlo en ) tenemos la sngulente expresion

2
on (ln(xn) — ln(%)) AL202 1 on <ln(a:n) ;tln(%)) A2 — 9nAto?
n

+ 22 (In(z;) — In(a;_ 1))2 —2Ato? (In(z,) — In(xo))

YN (1 B(n) — In W) (In(2) — In(a)) = 0.

nAt
Asi
2Ato? (In() — In(ag)) + 21 ) ;1“(5”0))2 — 2nAto?
22 In(z;) — In(z; 1 ))2 —2Ato? (In(z,) — In(zg)) — 4 (In(zn) ; ln(%))Q =0,

al simplificar los términos, tenemos la siguente ecuacion

2 Z (In(z;) — In(z;_1))* — 2 (In(ey) — In{zo)) = 2nAto?,

n

que al despejar 02, obtenemos el segundo pardmetro de la ecuacién de Black-

Scholes (|4.3))

5 o (In(@) —In(zi1))*  (In(en) — In())?
T nAi - SN (420)

4.9. Estimacién de parametros: Modelo Va-
sicek

Para el modelo de Vasicek (4.11]), la funcién de transicién del proceso Ornstein-
Uhlenbeck (ver [11]) tiene la siguiente distribucién

2

1 1|z — (u(1 — el=e ) 4 gty
p(xi|xi—1) _ exp{ —= (:u( ) 1)

202 (1—e—20At) 2 02(1—e—20At)
2a 2
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Sigue una distribucion normal con parametros
2 —2aAt
—aAt —alt,.. g (1_e )
(u (1 —em@Bt) ey, ———2).
Los parametros a estimar para este modelo son «, pu y o.

Antes de calcular la funcién de verosimilitud, consideremos el siguiente cam-
bio

1 — 672aAt
re = 02¥,
2cv
de esta manera, la funcién de verosimiltud queda expresada de la siguiente

manera, donde 8 = (a, u,7),

n

1
L(0|$0,...,I‘n) = H \/—QQXP - 92

paie} 2rr

—n n . p—alt __—aAt)]2
_ (27T7”2)T€Xp {_21—1 [xz Li—1€ H (1 € )} }

Si usamos la funcion log-verosimilitud

I (L(Bzo, ., @) = = 5 In(2m) = = In(r?)

n

—# [ml — xRty (1 — e’o‘m)f. (4.21)
i=1

Para obtener el primer parametros, derivemos la funcién log-verosimilitud
(4.21)) con respecto a p e igualemos a cero

Oln (L(0|xg,...,z,)) _ 2 _ [x Y.V
Qu 27"2 - 7 i—1

<[ (-] =0,

—p (=]

por lo cual

[«/Ei - xi_lefocAt — (1 o efaAt)] — 07
=1

K3
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n

Z (xz — xi_le_aAt) — N (1 — e_o‘At) = 0.

=1

Y finalmente, despejamos p

_ i (@ — wigem )

e s vy (4.22)

Ahora, derivemos la duncién log-verosimilitud (4.21]) con respecto al segundo
parametro, «

O (LO@lzo, 7)) 2 N~p e
90 =52 2 [m, T;_1€ " (1 e )}
X [:ci,lAte_aAt — At,ue_am}
— _% [:Ez . xiilefaAt m (1 efaAt)]
=1
X [Ate_aAt(l'i_l — [L)}
Ate_aAt n

i=1
Al igualar esta ultima expresién a 0, tenemos

n n

Z (2 — ) (i — p)] — e 2 Z(%’fl —pu)? =0,

i=1 i=1

de esta manera,

Conr [ = (@i — )]
Yoy (@i —p)?

al tomar el logaritmo en ambos lados de la ecuacion para despejar «, tenemos
finalmente que

e

o — _L In [(xz - M)('xi—l - :UJ)] . (423)

At Z?:l(xi—l - M)2
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Para calcular el tercer parametro, derivemos la funcién log-verosimilitud
([4.21)) con respecto a r? e igualemos a 0

Oln (L(0|xg,...,z,)) no 1< N A 12
o2 = —W—Fﬁ ' [Iz — Ti—1€ b % (1 —€ t)} =0,

=1

por lo cual

1 - —aAt 2 n
ﬁizl[(%—ﬂ)—e (l‘i—l—/i)} = 902
al despejar 72, tenemos

n

r? = %Z (s = ) = e (wia = )]

=1

2

(4.24)

Tenemos un sistema sistema de ecuaciones, pero notemos que « y p son inde-
pendientes de o, conociendo el valor ya sea de o 0 p tendremos directamente
el valor del otro parametro, de este manera, el valor de o se puede calcular
una vez que « y p se determinan.

Para resolver este sistema de ecuaciones sera suficiente encontrar el valor de
(1, para ello, consideremos la siguiente notacion

n
Sy = E Ti—1
i=1

Sm,y = Z Ti—17; (425)
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Al hacer el respectivo cambio de notacién para p (4.22)) y o (4.23)) tenemos
las siguientes ecuaciones

S, —eAls, o 1 n Sy — 1Sy — 1Sy + nu?
= (1 — e—aht)’ At Spe — 2SS, + np? '

Al sustituir a en p tenemos

Sy — exp [—At [—A% In [Szyf"sr”sﬁn“q” Sy

Smx_2ﬂsx+n,u2
n =
: 1 —exp |—At |—-L In | Sey=pSy—pSatnp?
p At Szx—21Sg+nu?
_ | Say—nSy—pSetnp®
Sy |: Sac:c_Q/Jva‘Fn/Jzz Sx

1— Sy —p1Sy—pSz+nu?
Szx *Zﬂsz +TLH«2

_ Sy(Suz = 218y +np®) — (Suy — Sy — pSy + i) S,

 (See — 208 + np?) — (Szy — pSy — pSa + np?)

(Sysxx - S:cyS:c) + N(Sa:2 - SySm) + nMQ(Sy - Sm)
(Szz — Syy) + 1(Sy — S)

De esta manera,

NSz — Syy) +”M2(Sy —8z) = SySue — SuySa "‘M(SxZ - Sysw) +”M2(Sy —Sz),

por lo cual

np(Szze — Syy) — M(SxQ — SySz) = SySaz — SaySu,
asi
I [n(SM — Syy) - S, + Sysx] = SySzz — S2ySa,

al despejar p obtenemos el valor del primer pardmetro

SySzz — SzySz
n(Spe — Say) — (S22 — S, S:)
Al tener el parametro i, el parametro a queda expresado de la siguiente
manera

i = (4.26)
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1. [y — AiS, — iSe + nfi2

a=——1 - — 4.27
“ At t Spz — 210S, + nji? ( )
Al pasar r% a la notacién (4.25]), tenemos
1
r? - [Syy — 208y + np? — 2e (S, — uSy — Sy + np?)]
1
+ﬁ [(272‘“&(5m —2uS, + nuz)}
De esta manera
o 1 —~ ~ _a —~ —~ ~
7 = [Syy — 211S, + nii® — 2e%2(S,, — 1Sy — [iS, + nii®)]
1 a —~ .
—1—5 [e’Q‘J‘At(Sm —21S, + nuz)] )
Recordemos que
—2aA
r2:02(1_6 )
200 ’
al despejar o2 obtenemos el tltimo pardmetro
202
~2 ~2

4.10. Ejemplos numéricos

En esta seccién vamos a hacer una simulacion con el programa MATLAB
para poder estimar los pardmetros de un conjunto de observaciones, poste-
riormente podremos hacer la comparacion con los parametros originales.

4.11. Simulacion: Modelo Black-Scholes

Para el modelo de Black-Scholes recordemos que la solucion de esta ecuacion
diferencial estocéstica es un movimiento Browniano Geométrico (4.6)), para
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hacer la simulacién primero vamos a suponer que conocemos los pardme-
tros de la ecuacion y vamos a generar un conjunto de observaciones a través
de una realizacién del movimiento Browniano Geométrico, después, con este
conjunto de observaciones se van a calcular los pardmetros de acuerdo a las
ecuaciones y que son las estimaciones de los parametros calcu-
lados con el método de maxima verosimilitud en la seccién [4.8

0.09

Realizaciéon 1 MBG
0.08 | h Realizacion 2 MBG I

‘ Realizacién 3 MBG
0.07F k \ Realizacion 4 MBG |

M ‘ ﬂ Realizacién 5 MBG

A ‘ [ \H‘I Promedio de 30 realizaciones MBG
0.06 ’I W "‘ Determinista i
0.05 1
0.04 ,
0.03 ,
0.02 4
0.01 4
0 L L

15 2 2.5 3

Figura 4.2: Realizaciones del movimiento Browniano Geométrico (MBG),
solucién del modelo determinista y promedio de 30 realizaciones del MBG.

En la figura[4.2]las lineas azules representan distintas realizaciones del MBG
con parametros = —3 y ¢ = 1, la linea verde corresponde a la solucién
del modelo determinista con constante de eliminaciéon K, = 3 y la linea roja
representa el promedio de 30 realizaciones del MBG.
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0.06

MBG
Determinista
MBG-Estimacion

15 2

Figura 4.3: Realizacion del MBG, solucién del modelo determinista y real-
izacion del MBG con parametros estimados.

En la figura se observa la realizaciéon de una realizacién del MBG (linea
azul) con pardmetros u = —3 y o = 1, la linea verde corresponde a la solu-
cion del modelo determinista con constante de eliminacién K, = 3 y la linea
magenta representa la realizacién del MBG con los pardmetros respectiva-

mente estimados.

Parametro estimado

Parametro
w=—3
oc=1
pw=—3
c=1

7= —3.2358
o =0.9751
prom de 1 = —2.9802
prom de o = 1.0014

Tabla 4.1: Modelo 1: Parametros reales vs parametros estimados

En la tabla anterior se muestran los valores de los parametros estimados,
donde las tltimas dos filas corresponden a la estimacion de los parametros del
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promedio de 30 realizaciones del MBG. Podemos observar que al considerar
el promedio se tiene una mejor aproximacion a los valores reales.

4.12. Simulacion: Modelo Vasicek

Para el modelo de Vasicek, la solucion de esta ecuacion diferencial estocéstica
es el proceso de Ornstein-Uhlenbeck , andlogo como en el modelo de
Black-Scholes, se van a generar un conjunto de observaciones a través de una
realizacién del proceso Ornstein-Uhlenbeck (OU) con los pardmetros conoci-
dos y después, con ese conjunto de observaciones se calcularan los parametros
de acuerdo a (4.26)), (4.27)) y (4.28]) que son los parametros estimados de este
modelo.

0.025
Realizacion 1 OU
Realizacion 2 OU
Realizacién 3 OU
0.02f Realizacién 4 OU n
. Realizacién 5 OU
N
AN Promedio de 30 realizaciones OU
\ L
\ Determinista
0.015
0.01
0.005
0 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 4.4: Realizaciones del proceso OU, solucién del modelo determinista
y promedio de 30 realizaciones del proceso OU.

En la figura anterior [£.4 podemos observar distintas realizaciones del proceso
OU con parametros a = 2, = 0.002 y ¢ = 0.0007 (lineas azules), la linea
rosa corresponde al modelo determinista con constante de eliminacion K, = 2
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y constante de absorcion K, = 20 y la linea verde representa el promedio de
30 realizaciones del proceso OU.

0.02

0.018 A

Proceso Ornstein-Uhlenbeck (OU)
Determinista b
OU-Estimacion

0.016

0.014

0.012

0.008

0.006

0.004 -

0.002 -

Figura 4.5: Realizacion del proceso OU, soluciéon del modelo determinista y
realizacion del OU con parametros estimados.

En la figura se observa una realizacion del proceso OU con parametros
a =241 =0.002y 0 =0.0007 (Iinea azul). La linea roja representa el modelo
determinista con constante de eliminacion K, = 2 y constante de absorcién
K, = 20 y la linea verde representa una realizacién del proceso OU con los
parametros estimados.
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Parametro Parametro estimado
1 =0.002 i = 0.002
oa=2 a = 1.8964
o = 0.0007 o = 0.0009
1= 0.002 prom de & = 0.0019
o =2 a = 1.9709
o = 0.0007 | prom de ¢ = 0.0009730

Tabla 4.2: Modelo 2: Parametros reales vs parametros estimados

En la tabla anterior [4.2| se muestran los valores de los parametros estimados
comparando con los valores reales; las tultimas tres filas corresponden a los
parametros estimados del promedio de 30 realizaciones del proceso OU.

Finalmente, al observar las comparaciones realizadas entre los parametros
originales y los estimados notamos que no existe una diferencia significativa
entre ellos, por lo cual concluimos que las estimaciones son buenas.
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Conclusiones

En el presente trabajo se han revisado algunos resultados de la teoria del
Calculo Estocastico con la finalidad de mostrar la extension de dos modelos
deterministas de farmacocinética a modelos estocasticos. Una vez planteados
los modelos, se procedié a calcular su solucién y conociendo la funcion de
transicion de las soluciones nos llevé a calcular explicitamente las estima-
ciones de los parametros por el método de maxima verosimilitud.

El tener explicitamente las estimaciones de los parametros y la distribucion de
las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas nos permitié realizar
simulaciones computacionales para ilustrar la eficiencia de los estimadores
asi como para comparar los modelos deterministas con algunas realizaciones
de los modelos estocasticos.

En la simulacién se observo lo siguiente:

» [as soluciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas consideradas
tienen como media al modelo determinista.

= En el modelo de Black-Scholes , 1 depende de manera importante
del conjunto de observaciones para obtener un mejor estimador, esto se
debe a que la estimacion de este parametro solo depende esencialmente
de la primera y tultima observacién para determinar la tendencia de
eliminacién del farmaco.

= Aunque en la practica resulta incomodo para el paciente y cansado para
el investigador monitorear las concentraciones de un farmaco durante
periodos largos, al tomar el promedio de los parametros estimados con
distintos conjunto de observaciones se obtiene una mejor aproximacion
de los parametros y éste sigue un comportamiento mejor parecido al
modelo determinista.

Si bien los modelos considerados para la estimacién de los parametros en
ecuaciones diferenciales estocasticas se obtiene de manera directa debido a
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que se conocen las funciones de transicion de las soluciones, éste nos permite
mostrar el procedimiento de maxima verosimilitud para calcular las estima-
ciones de los parametros y reconocer las extensiones que se deben llevar a
cabo para plantear un modelo estocastico de un modelo determinista.

Para muchas de las ecuaciones diferenciales estocasticas no se conocen sus
funciones de transicién, entonces, plantear este método como el tinico para
estimar los parametros resulta limitante, por lo que cabe resaltar que existen
métodos alternativos para aproximar numéricamente su solucion, por ejemplo
la aproximacién de Hermite de la funcién de transicién y la aproximacién de
Gauss de Euler-Maruyama.
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Apéndice A
Programas en Matlab

Programa para calcular el conjunto de observaciones del movimiento Brow-
niano Geométrico y cdlculo de las estimaciones de los parametros.

clear all
N=1200;

mu=-3;
sigma=1;
T=3;
C0=.05;
ss=[ 1;
MM=[ T;
XX=[1;
for j=1:30
clear W
t = (0:1:N)’/N;

W = [0; cumsum(randn(N,1))]/sqrt(N);
t = t*T;

W = Wxsqrt(T);

Y = (mu-(sigma”2)/2)*t + sigma * W;
X = COxexp(Y);

XX=[XX;X’];

if j<6

plot(t,X, ’Color’,[0,0.7,0.9]) ¥% grafica de las caminatas del MBG
end
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hold on
## ESTIMACION DE PARAMETROS POR MAXIMA VEROSIMILITUD ##

L=1log(X);

LL=[1og(CO);L];

LL(end)=[ ];

LLL=L-LL;

sum( (LLL-mean(LLL))."2)/T

sigmaest=sqrt ((sum((L-LL) . 2)-(L(end)-1og(C0))~2/N)/T);
muest=(L(end)-1og(C0))/T+sigmaest~2/2;

SS=[SS sigmaest];
MM=[MM muest];
end

mean (MM) ;
mean(SS) ;

plot(t,mean(XX),’r’, ’linewidth’,1.3)

hgrafica promedio de los parametros
plot(t,CO*xexp(mu*t),’g’, ’linewidth’,1.3)

% grafica modelo determinista

mu=muest;

sigma=sigmaest;

T=3;

C0=.05;

ss=[ 1;

MM=[ 1;

XX=[J;

Y = (mu-(sigma~2)/2)*t + sigma * W;

X = COxexp(Y);

plot(t,X,’m’); Y%grafica modelo con parametros estimados
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Programa para calcular el conjunto de observaciones del proceso Ornstein-
Uhlenbeck y calculo de las estimaciones de los parametros.

ka=20;
ke=2;
gama=.0007;
D=100;
V=5000;

alpha=ke;
mu=ka/ (Vxke) ;
sigma=gama;

NN=30;
dt = le-2;
t = 0:dt:2;

N=max (length(t));

¢ = mu*(1l-exp(-alphaxdt));

b = exp(-alphaxdt);

delta = sigma*sqrt((l-exp(-2*alphax*dt))/(2*alpha));

<

X
D
B
S
for j=1:NN

o

o
]
[ N B
L
-

n

x = zeros(1l,length(t));
x(1)=D/V; Y%icondicion inicial
for i = 1:length(t)-1
x(i+1) = ¢ + b*x(i) + delta*randn;
end
XX=[XX;x];
if j<6
plot(t,x, ’Color’,[0,0.7,0.9]) %grafica las caminatas de QU
hold on
end
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#### ESTIMACION DE PARAMETROS POR MAXIMA VEROSIMILITUD ####
x1=x;

x1(end)=[ 1;

SX=sum(x1) ;

SXX=sum(x1."2);

X2=X;

x2(D=[ 1;
SY=sum(x2) ;
SYY=sum(x2."2);

SXY=sum(x1.*x2);
muest=(SY*SXX-SXY*SX) / (N* (SXX-SXY)-(SX"2-SY*SX)) ;

alphaest=-(1/dt)*log((SXY-muest*SY-muest*SX+N*muest~2)
/ (SXX-2*muest*SX+N*muest~2)) ;

RC=(1/N)*(SYY-2*muest*SY+N*muest~2-2*exp (-alphaest*dt)
* (SXY-muest*SY-muest*SX+N*muest~2))
+(1/N) * (exp(-2*alphaest*dt) * (SXX-2*muest*SX+N*muest~2)) ;

sigmaest=sqrt ((2*xalphaest~2)/(1-exp(-2*alphaest*dt))*RC) ;

DD=[DD muest];
BB=[BB alphaest];
SS=[SS sigmaest];
end

[mean(DD) mu]
[mean(BB) alphal
[mean(SS) sigmal

plot(t,mean(XX),’g’,’linewidth’,1.5)
hgrafica promedio de parametros
plot(t,x(1)*exp(-alpha*t)+ mu*(l-exp(-alphax*t)),
’Color’,[1,0.4,0.6],’linewidth’,1.5)
hgrafica modelo determinista
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alpha=alphaest;
mu=muest;
sigma=sigmaest;

dt = 1le-2;
t = 0:dt:2;
N=max (length(t));

¢ = mux(1l-exp(-alphaxdt));
b = exp(-alphaxdt);
delta = sigma*sqrt((l-exp(-2*alphaxdt))/(2*alpha));

>

X
D
B
S
for j=1:NN

o e

=)

[s2]
L B B B
L
-

n

x = zeros(1l,length(t));

x(1)=D/V;

for i = 1:length(t)-1

x(i+1) = ¢c +
end
XX=[XX;x];
plot(t,x, ’g’);
hold on
end

b*x(i) + delta*randn;

%grafica modelo con parametros estimados
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