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Introducción

El Álgebra Lineal es una rama de las Matemáticas de mucha utilidad tanto
en la teoŕıa como en la práctica. En otras disciplinas como el Análisis Fun-
cional, Análisis Numérico y Optimización se encuentran muchas aplicaciones
del Álgebra Lineal. En cuanto a la Modelación Matemática, los operadores
de diferenciación y de integración son dos de los ejemplos más importantes
de transformaciones lineales. Uno de los problemas importantes del Álgebra
Lineal es la búsqueda de los valores propios de los operadores lineales. Los
valores propios describen parte importante del accionar de los operadores
lineales sobre los espacios vectoriales en que estén definidos. En la práctica
una de las razones para encontrar los valores propios de una matriz es que
éstos facilitan la búsqueda de la solución de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales. En este trabajo se tratará el problema del cálculo de valores propios
en espacios vectoriales de dimensión finita.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este trabajo se tratará con espacios vectoriales y transformaciones
lineales.

Denotaremos con 0̄ al neutro aditivo del espacio vectorial que estemos
tratando y denotaremos con 0 al neutro aditivo del campo F sobre el que
esté definido el espacio vectorial. A los elementos del campo F les llamaremos
escalares y a los elementos del espacio vectorial les llamaremos vectores.

Definición 1.1 Una matriz de m × n con entradas en un campo F es un
arreglo rectagunlar de la forma

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 ,
donde aij ∈ F para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} y cada j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Al conjunto de todas las matrices de m×n con entradas en un campo F lo
denotaremos como Fm×n, si A ∈ F n×m entonces a la entrada correspondiente
a la i-ésima fila y la j-ésima columna la denotaremos como Aij o aij. A la
i-ésima columna de A la denotaremos ai.

Dada una matriz A ∈ F n×n la matriz transpuesta de A, denotada como
At, es la matriz obtenida a partir de A intercambiando las filas de A por las
columnas de A, es decir, (At)ij = Aji.

Diremos que A ∈ F n×n es una matriz diagonal si Aij = 0 si i 6= j. Si A
es una matriz diagonal la denotaremos como A = diag

[
a11 a22 · · · ann

]
.
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4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.2 Sea V un espacio vectorial y S un subconjunto no vaćıo
de V . Un vector v ∈ V es una combinación lineal de vectores de S si
existen un número finito de vectores u1, u2, . . . , un ∈ S y un número finito de
escalares a1, a2, . . . , an ∈ F tales que v = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun.

Definición 1.3 Sea S un subconjunto no vaćıo del espacio vectorial V . El
generado de S, denotado por gen(S), es el conjunto que consiste de todas las
combinaciones lineales de vectores de S. Por conveniencia definimos gen(∅) =
{0̄}.

Definición 1.4 Dado un subconjunto W de V , diremos W es un subespa-
cio vectorial de V si cumple las propiedades de espacio vectorial con la
operación suma, definida en V ×V , restringida a W ×W y con la operación
producto escalar, definida en F × V , restringida a F ×W .

En particular el generado de cualquier conjunto es un subespacio vecto-
rial.

Definición 1.5 Un subconjunto S de un espacio vectorial V es linealmente
dependiente si existe un número finito de vectores distintos u1, u2, . . . , un
en S y escalares a1, a2, . . . , an, no todos cero, tales que a1u1 + a2u2 + . . . +
anun = 0̄. En este caso también se dice que los vectores de S son linealmente
dependientes.

Definición 1.6 Un subconjunto S de un espacio vectorial que no es lineal-
mente dependiente es linealmente independiente. Como antes, decimos
que los vectores de S son linealmente independientes.

Definición 1.7 Una base β para un espacio vectorial V es un subconjunto
linealmente independiente de V que genera a V .

Ejemplo: En F n sea et1 =
[
1 0 · · · 0

]
, et2 =

[
0 1 0 · · · 0

]
, . . . , etn

=
[
0 0 · · · 1

]
, el conjunto β = {e1, e2, . . . , en} es una base para F n. Esta

base será llamada base canónica para F n y sus elementos serán llamados
vectores canónicos.

Definición 1.8 El número de elementos (único) de cada base para V es
llamado la dimensión de V y es denotado por dim(V ). Un espacio vectorial
es llamado de dimensión finita si tiene una base que consiste de un número
finito de elementos. Un espacio vectorial que no es de dimensión finita es
llamado de dimensión infinita. Si V = {0̄} entonces dim(V ) = 0.
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Teorema 1.9 Dado un subconjunto de V linealmente independiente de m
vectores, donde m < dim(V ), entonces este se puede extender a una base de
V .

Definición 1.10 Sean V y W espacios vectoriales. Llamamos a una función
T : V → W una transformación lineal de V a W si para cada x, y ∈ V
y para cada a ∈ F se tiene:

T (x+ y) = T (x) + T (y)

T (ax) = aT (x)

En particular dada A ∈ F n×m se tiene que A es una transformación lineal
entre Fm y F n, definida como A(x) = Ax para cada x ∈ Fm.

Sean V y W espacios vectoriales y sea T : V → W lineal. Definimos el
espacio nulo de T , denotado como N(T ), como el conjunto de todos los
vectores x ∈ V tales que T (x) = 0̄. Definimos la imagen de T , denotada
como R(T ), como el subconjunto de W que consiste de todas las imágenes,
bajo T , de vectores de V .

Si N(T ) y R(T ) son de dimensión finita entonces la nulidad de T deno-
tada por nul(T ), y el rango de T , denotado por ran(T ), son las dimensiones
de N(T ) y R(T ) respectivaente.

Teorema 1.11 Teorema de dimensión. Sean V y W espacios vecto-
riales, y sea T : V → W lineal. Si V es de dimensión finita entonces
nul(T ) + ran(T ) = dim(V ).

Teorema 1.12 Sean V , W espacios vectoriales y T : V → W lineal. En-
tonces T es inyectiva si y sólo si N(T ) = {0̄}.

Las demostraciones de estos y otros teoremas cuya demostración no se
presente se puede consultar en [2].

Teorema 1.13 Sean V y W espacios vectoriales de dimensión finita tales
que dim(V ) = dim(W ) y sea T : V → W lineal. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

1. T es inyectiva.

2. ran(T ) = dim(V ).



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

3. T es sobreyectiva.

Dada una transformación lineal T : V → W entre espacios vectoriales de
dimensiónes n y m, respectivamente, y dadas β y γ bases de V y W respecti-
vamente podemos definir la representación matricial, ver [2], denotada como
A = [T ]γβ ∈ F n×m, la cual entre otras propiedades cumple con lo siguiente:

ran(A) = ran(T ).

null(A) = null(T ).

A−1 = [T−1]βγ , si T es invertible.

A través de la representación matricial de una transformación lineal se
puede probar que el conjunto de todas las transformaciones lineales que
actúan entre dos espacios vectoriales de dimensión finita es isomorfo a un
espacio de matrices.

Teorema 1.14 Dada una matriz, el rango de la transformación lineal asocia-
da es igual al número de columnas linealmente independientes de la matriz,
es decir, a la dimensión del subespacio generado por sus columnas.



Caṕıtulo 2

Diagonalización

En este caṕıtulo abordaremos el problema de la diagonalización de la
representación matricial de los operadores lineales. Si la representación ma-
tricial de un operador lineal es una matriz diagonal entonces esto facilita
los cómputos que se hagan con la matriz y por ende con el operador lineal.
La solución del problema de diagonalización nos conduce naturalmente al
concepto de valores y vectores propios de un operador lineal. Estos últimos
aparecen en muchas aplicaciones que se pueden contextualizar en el ámbito
del Álgebra Lineal.
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8 CAPÍTULO 2. DIAGONALIZACIÓN

2.1. Valores y Vectores Propios

Consideraremos transformaciones lineales que van de un espacio vectorial
V en śı mismo. Los llamaremos operadores lineales en V .

Definición 2.1 Un operador lineal T en un espacio vectorial de dimensión
finita V es diagonalizable si existe una base ordenada β para V tal que
[T ]β es una matriz diagonal. Una matriz cuadrada A es diagonalizable si
es similar a una matriz diagonal.

Buscamos determinar si un operador lineal T es diagonalizable y si lo es,
obtener la base ordenada β = {v1, v2, . . . , vn} para V tal que [T ]β es una
matriz diagonal. Nótese que si D = [T ]β es una matriz diagonal, entonces
para cada vector vj ∈ β tenemos

T (vj) =
n∑
i=1

Dijvi = Djjvj = λjvj,

donde λj = Djj.
Rećıprocamente si β = {v1, v2, . . . , vn} es una base ordenada para V tal

que T (vj) = λjvj para algunos escalares λ1, λ2, . . . , λn, entonces

[T ]β =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .
Esto motiva la siguiente definición:

Definición 2.2 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V . Un vec-
tor v ∈ V distinto de cero es llamado vector propio de T si existe un escalar
λ tal que T (v) = λv. El escalar λ es llamado valor propio correspondiente
al vector propio v.

Retomando la discusión anterior podemos ver que un operador lineal T
en un espacio vectorial V de dimensión finita es diagonalizable si y sólo si
existe una base ordenada β para V que consiste de vectores propios de T .
Además si T es diagonalizable, β = {v1, v2, . . . , vn} es una base ordenada de



2.1. VALORES Y VECTORES PROPIOS 9

vectores propios de T y D = [T ]β entonces D es una matriz diagonal y Djj

es el valor propio correspondiente a vj para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Si A ∈ F n×n es una matriz invertible entonces inmediatamente podemos

obtener los valores propios de A−1 como podemos ver a continuación. Sean
A ∈ F n×n invertible, λ valor propio de A (y por lo tanto distinto de cero) y
v un vector propio de A correspondiente a λ, entonces Av = λv, de donde
obtenemos v = A−1λv. Aśı, dado que A−1 es lineal, se tiene λ−1v = A−1v.
Por lo tanto λ−1 es valor propio de A−1. Por otro lado dado ρ ∈ F se tiene
(A−ρI)v = λv−ρv = (λ−ρ)v, por lo tanto λ−ρ es valor propio de A−ρI.

Teorema 2.3 Sea A ∈ F n×n, entonces λ ∈ F es valor propio de A si y
sólo si det(A− λI) = 0, donde det(A− λIn) es el determinante de la matriz
A− λI.

Para consultar las propiedades del determiante de una matriz vease [2].

Definición 2.4 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V de di-
mensión finita. Al conjunto que consiste de los valores propios de T lo lla-
maremos espectro de T y lo denotaremos λ(T ). Si A es una matriz de n×n
al espectro de su transformación lineal asociada lo denotaremos como λ(A).

Sean A ∈ F n×n, B ∈ F k×k y X ∈ F n×k tales que AX = XB, donde
ran(X) = k. Si λ ∈ λ(B) y v es un vector propio de B asociado a λ entonces
se tiene Bv = λv, luego XBv = A(Xv) = λ(Xv) donde Xv 6= 0̄ ya que
ran(X) = k. Aśı λ(B) ⊆ λ(A). Si k = n, y por ende X es invertible,
entonces dado λ ∈ λ(A) y v vector propio de A asociado a λ se tiene Av =
AXX−1v = XB(X−1v) = λv, luego B(X−1v) = λ(X−1v). Aśı λ(A) = λ(B).

Definición 2.5 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V de di-
mensión finita n y sea β una base ordenada. Sea A = [T ]β, definimos el
polinomio caracteŕıstico f(t) de T como f(t) = det(A− tIn).

Si T es un operador lineal en un espacio vectorial V n-dimensional y β
es una base ordenada de V entonces λ ∈ F es valor propio de T si y sólo
si λ es valor propio de [T ]β. Aśı , por el Teorema 2.3, los valores propios
de T son las ráıces de su polinomio caracteŕıstico. Por otro lado la anterior
definición es independiente de la elección de la base ordenada β ya que si
tomamos otra base ordenada γ entonces existe una matriz invertible Q tal
que [T ]β = Q−1[T ]γQ y en consecuencia se tiene λ([T ]β) = λ([T ]γ).
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Teorema 2.6 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V y sean
λ1, λ2, . . . , λk distintos valores propios de T . Si v1, v2, . . . , vk son los vectores
propios de T tal que λi corresponde a vi, entonces {v1, v2, . . . , vk} es lineal-
mente independiente.

Demostración:

La demostración se hará por inducción matemática sobre k. Supongamos
k = 1, entonces existe v1 6= 0̄ tal que v1 es vector propio de T , luego {v1} es
linealmente independiente. Supongamos que el teorema es cierto para k−1 y
que T tiene k valores propios distintos. Sean v1, v2, . . . , vk vectores propios dis-
tintos correspondientes a los valores propios distintos λ1, λ2, . . . , λk, respec-
tivamente. Sean a1, a2, . . . , ak escalares tales que a1v1 +a2v2 + · · ·+akvk = 0̄.
Aplicando la transformación T −λkI se tiene a1(λ1−λk)v1 +a2(λ2−λk)v1 +
· · ·+ ak−1(λk−1− λk)v1 = 0̄, luego dado que {v1, v2, . . . , vk−1} es linealmente
independiente se tiene a1(λ1−λk) = a2(λ2−λk)v1 = · · · = ak−1(λk−1−λk)v1 =
0. Dado que λi 6= λk para 1 ≤ i ≤ k− 1, se tiene a1 = a2 = · · · = ak = 0. Por
lo tanto akvk = 0̄ y dado que vk 6= 0̄ se tiene ak = 0. Aśı {v1, v2, · · · , vk} es
linealmente independiente. �.

2.2. Diagonalización

Supongamos que x1 y x2 son funciones de R en R derivables y denotemos
con x′1 y x′2 a las derivadas de x1 y x2 respectivamente. Dado el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

x′1 = −x1 − 3x2

x′2 = 2x2

veamos que encontrar la solución de este sistema se reduce a diagonalizar la
matriz que describe el sistema.

El sistema de ecuaciones se puede presentar de la forma:[
x′1
x′2

]
=

[
−1 −3
0 2

] [
x1

x2

]
= A

[
x1

x2

]
,

donde la matriz A que describe este sistema es similar a una matriz diagonal
cuyos elementos en la diagonal son los valores propios de A, es decir, existe
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P una matriz invertible y D una matriz diagonal tales que D = P−1AP .
Aśı tenemos

P−1AP =

[
1 1
0 1

] [
−1 −3
0 2

] [
1 −1
0 1

]
=

[
−1 0
0 2

]
.

Por otro lado para matrices similares a una matŕız diagonal se puede eva-
luar su exponencial, la cual nos da una matriz con funciones en sus entradas.
En este caso se tiene

eA = P

[
e−t 0
0 e2t

]
P−1.

La solución del sistema es[
x1(t)
x2(t)

]
=

[
c1e
−t + c2(e−t − e2t)

c2e
2t

]
= eA

[
c1

c2

]
.

Por lo tanto encontrar la solución del sistema se simplifica a encontrar
una matriz diagonal similar a la matriz A.

Veamos algunas condiciones para que un operador lineal sea diagonali-
zable.

Definición 2.7 Un polinomio f(t) en P(F ) se divide sobre F si existen
escalares c, a1, a2, . . . , an ( no necesariamente distintos ) en F tales que:
f(t) = c(t− a1)(t− a2) · · · (t− an).

Dado T un operador lineal, si el polinomio caracteŕıstico de T se divide
sobre F entonces el grado del polinomio caracteŕıstico es n.

Definición 2.8 Sea λ valor propio del operador lineal T y sea f(t) el poli-
nomio caracteŕıstico de T . La multiplicidad ( algebraica ) de λ es el mayor
entero positivo k para el cual (t− λ)k es un factor de f(t).

Sea λ un valor propio del operador T definimos al subespacio propio
de T correspondente al valor propio λ como Eλ = {x ∈ V : T (x) = λx}.

Teorema 2.9 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V de di-
mensión n y sea λ un valor propio de T con multiplicidad m. Entonces
1 ≤ dim(Eλ) ≤ m.
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Teorema 2.10 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional
V tal que el polinomio caracteŕıstico de T se divide sobre F . Sean λ1, λ2, . . . , λk
los distintos valores propios de T . Entonces

1. T es diagonalizable si y sólo si la multiplicidad de λi es igual a dim(Eλi)
para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}

2. Si T es diagonalizable y βi es base de Eλi para cada i ∈ {1, 2, . . . , k},
entonces β = βi∪β2∪ . . .∪βk es una base de V que consiste de vectores
propios de T .

En particular dada matriz A ∈ Fn×n si existe una base β que consiste
de vectores propios de A y una matriz Q invertible cuyas columnas son los
vectores propios de A de la base β tales que D = Q−1AQ, donde D es una
matriz diagonal con los valores propios de A en su diagonal principal.



Caṕıtulo 3

Descomposiciones Matriciales

Cuando se presentan distintos problemas que involucran a matrices en
su planteamiento usualmente se busca descomponer a la matriz con que se
está tratando en matrices más simples que faciliten la búsqueda de la solu-
ción del problema. En este caṕıtulo se abordarán algunas descomposiciones
matriciales.

13
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Dado un espacio vectorial V de dimensión finita n con base ordenada
β y un operador lineal T a este operador lo podemos identificar con una
matrix A ∈ F n×n, luego la matriz A tiene los mismos valores propios que
T y los vectores propios de A, elementos de F n, los podemos identificar con
los vectores propios de T , elementos de V . Es por esto que restringiremos
nuestro estudio sólo a los elementos de F n×n. Por otro lado dada una matriz
A ∈ Rn×n puede que esta no tenga valores propios, como podemos ver en el
siguiente ejemplo:

Dada A =

[
0 1
−1 0

]
, det(A − λI) = λ2 + 1 luego A no tiene valores

propios en R.
Es por esto que trataremos con matrices en Cn×n donde se tiene, por el

Teorema Fundamental del Álgebra en [5], que la ecuación det(A − λI) = 0
siempre tiene solución para λ, es decir, la matriz A tiene valores propios.

3.1. Factorización LU

Sean A ∈ Cn×n y b ∈ Cn. Supongamos que queremos resolver la ecuación

Ax = b

en caso de que A sea invertible simplemente podemos tomar su inversa y con
ella obtener x = A−1b. En caso de que A no sea invertible puede que el sistema
Ax = b tenga o no solución. Si A es una matriz triangular, superior o inferior,
fácilmente se puede determinar si el sistema tiene solución o no y mas aún
encontrar la solución. Si A no es una matriz triangular podemos factorizar a
la matriz A en matrices que facilitan resolver el sistema de ecuaciones. Esto
lo haremos a través de la factorización LU. Para esto necesitamos la siguiente
definición.

Definición 3.1 Sea P ∈ Cn×n tal que P 6= I y sea pi la i-ésima columna
de P . La matriz P es una matriz de permutación si pi ∈ {e1, e2, . . . , en}, los
vectores canónicos, y pi 6= pj para i 6= j.

Las matrices de permutación son utilizadas para intercambiar las colum-
nas o las filas de una matriz, según sea el orden en que se mupltiplique.
Nótese que si A es matriz de permutación entonces At es una matriz de per-
mutación, y más aún P tP = PP t = I. Si B es una matriz de permutación
entonces AB y BA son matrices de permutación.
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Teorema 3.2 Sea A ∈ Cm×n una matriz distinta de la matriz nula, entonces
existen un número natural k ≤ mı́n{m,n} y matrices de permutación P ∈
Cm×m y Q ∈ Cn×n tales que

P tAQ = LU,

donde L ∈ Cm×k es una matriz tal que lij = 0 para i > j y U ∈ Ck×n es una
matriz tal que uij = 0 para i < j.

Demostración:

La prueba se hará por inducción sobre m. Para m = 1 tomamos P = 1 y
sea Q la matriz de permutación tal que (AQ)11 6= 0. Sea L = 1 y U = P tAQ,
luego PAQ = LU y obtenemos el resultado deseado. Supongamos que el
teorema se cumple para m − 1. Sea A ∈ Cm×n y sean P̂ y Q̂ matrices de
permutación tales que (P̂ tAQ̂)11 6= 0. Particionemos a la matriz P̂ tAQ̂ de la
siguiente forma:

P̂ tAQ̂ =

[
α dt

c B

]
,

donde c, d ∈ Cn−1, α ∈ C y B ∈ Cn−1×n−1. Sean

l =

[
1

α−1c

]
y ut =

[
α dt

]
,

luego se tiene

P̂ tAQ̂− lut =

[
α dt

c B

]
−
[
α dt

c α−1cdt

]
=

[
0 0̄t

0̄ B − α−1cdt

]
.

Si B − α−1cdt es la matriz nula entonces se tiene el resultado deseado. Si
B − α−1cdt es una matriz no nula por hipótesis de inducción se tiene

P̌ t(B − α−1cdt)Q̌ = ĽǓ ,

donde las matrices P̌ , Q̌, Ľ y Ǔ cumplen con las propiedades enunciadas en
el teorema. Sean

L =

[
1 0̄t

α−1P̌ tc Ľ

]
y U =

[
α dtQ̌
0̄ Ǔ

]
,
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luego se tiene

LU =

[
1 0̄t

α−1P̌ tc Ľ

] [
α dtQ̌
0̄ Ǔ

]
=

[
α dtQ̌
P̌ tc P̌ tα−1cdtQ̌+ ĽǓ

]
=

[
α dtQ̌
P̌ tc P̌ tBQ̌

]
=

[
1 0̄t

0̄ P̌ t

] [
α dt

c B

] [
1 0̄t

0̄ Q̌

]
.

Aśı tomando

P = P̂

[
1 0̄t

0̄ P̌

]
y Q = Q̂

[
1 0̄t

0̄ Q̌

]
se tiene PAQ = LU y el teorema queda demostrado. �

Tomando la factorización LU de la matriz A, A = PLUQt, obtenemos
que el sistema Ax = b se puede reescribir como LUx′ = b′, donde x′ = Qtx
y b′ = P tb. La solución puede encontrarse resolviendo el sistema Ly = b′ y
posteriormente el sistema Ux′ = y, los cuales son sistemas fáciles de resolver
dado que las matrices L y U son triangulares.

3.2. El Producto Interno

El concepto de longitud o medida está involucrado en muchas aplicaciones
de las matemáticas. En está sección se introducirá la idea de distancia o
longitud en espacios vectoriales v́ıa el llamado producto interno, el cual
dota de una esctuctura más rica al espacio vectorial donde esté definido.

Definición 3.3 Sea V un subespacio vectorial sobre F . Un producto in-
terno en V es una función 〈, 〉 : V × V → F tal que para cualesquiera
x, y, z ∈ V y α ∈ F se tiene:

1. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉.

2. 〈αx, y〉 = α〈x, y〉.

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

4. Si x 6= 0̄ entonces 〈x, x〉 > 0.
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Las propiedades 1) y 2) hacen notar que el producto interno es lineal
en la primera componente. Un espacio vectorial V dotado con un producto
interno será llamado espacio con producto interno. Si el campo sobre el
que está definido son los números reales (o complejos) diremos que V es un
espacio con producto interno real (o complejo).

Teorema 3.4 Sea V un espacio con producto interno, entonces para cua-
lesquiera x, y, z ∈ V y α ∈ F se tiene:

1. 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉.

2. 〈x, αy〉 = ᾱ〈x, y〉.

3. 〈x, 0̄〉 = 〈0̄, x〉 = 0.

4. 〈x, x〉 = 0 si y sólo si x = 0̄.

5. Si 〈x, y〉 = 〈x, z〉 para cada x ∈ V entonces y = z.

La demostración de este y otros teoremas cuya demostración no se pre-
sente se puede consultar en [2].

Definición 3.5 Sea V un espacio con producto escalar. Para cada x ∈ V
definimos la norma de x como ‖x‖ =

√
〈x, x〉

Teorema 3.6 Sea V un espacio con producto interno complejo. Entonces
para cada x, y ∈ V y α ∈ C se tiene:

1. ‖αx‖ = |α|‖x‖.

2. ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0̄.

3. |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

4. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ Desigualdad triangular.

En general si tenemos una función f : X → R+ ∪{0} que cumpla con las
tres primeras propiedades del teorema anterior entonces f es una norma en
X. La función ‖ ‖∞ : Cn → R+ ∪ {0}, definida como

‖x‖∞ = máx
1≤i≤n

|xi|
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es una norma en Cn, llamada la norma infinito. En adelante se tratará con el
espacio vectorial Cn dotado con el producto interno definido como 〈v, u〉 =
u∗v para cada v, u ∈ Cn, donde v∗ = vt. También se tratará con la norma
inducida por el producto interno antes definido.

Dado x ∈ Cn, sea xi la i-ésima coordenada del vector x, 1 ≤ i ≤ n.
Entonces se tiene

x2
i ≤ x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n,

de donde obtenemos |xi| ≤ ‖x‖. Por otra parte utilizando la desigualdad
triangular podemos ver que

‖x‖ ≤ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|.

Definición 3.7 Sea A ∈ Cn×n. Definimos ‖A‖ como ‖A‖ = supx 6=0̄
‖Ax‖
‖x‖ .

Veamos que para cada A ∈ Cn×n el valor ‖A‖ es acotado. Sea D1 = {x ∈
Cn : ‖x‖ = 1}, luego

‖A‖ = sup
x 6=0̄

‖Ax‖
‖x‖

= sup
x 6=0̄

‖A x

‖x‖
‖ = sup

u∈D1

‖Au‖.

Sea a = máx{|aij| : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}. Dado u ∈ D1 se tiene que
|ui| ≤ ‖u‖ = 1, donde ui es la i-ésima coordenada del vector u, aśı

|(Au)i| = |
n∑
j=1

aijuj| ≤ na

donde (Au)i es la i-ésima coordenada del vector Au, luego obtenemos

‖Au‖ ≤
m∑
i=1

|(Au)i| ≤ mna

para cada u ∈ D1. Por lo tanto ‖A‖ ≤ mna.
Veamos que f : Cn×n → R+ ∪ {0} definida como f(A) = ‖A‖ es una

norma en Cn×n.
Dada A ∈ Cn×n distinta de la matriz nula, podemos tomar un vector

z ∈ Cn tal que Az 6= 0̄, luego

‖A‖ = sup
x 6=0̄

‖Ax‖
‖x‖

≥ ‖Az‖
‖z‖

> 0.



3.3. FACTORIZACIÓN QR 19

Sea α ∈ C, luego

‖αA‖ = sup
x 6=0̄

‖αAx‖
‖x‖

= sup
x6=0̄

|α|‖Ax‖
‖x‖

= |α| sup
x 6=0̄

‖Ax‖
‖x‖

= |α|‖A‖.

Sea B ∈ Cn×n, luego

‖A+B‖ = sup
x 6=0̄

‖(A+B)x‖
‖x‖

= sup
x 6=0̄

‖Ax+Bx‖
‖x‖

≤ sup
x 6=0̄

‖Ax‖+ ‖Bx‖
‖x‖

≤ sup
x 6=0̄

‖Ax‖
‖x‖

+ sup
x 6=0̄

‖Bx‖
‖x‖

= ‖A‖+ ‖B‖.

Por lo tanto f es una norma en Cn×n. Dadas A,B ∈ Cn×n y dado x ∈ Cn

distinto de cero tenemos que ‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖Bx‖ y ‖Bx‖ ≤ ‖B‖‖x‖, luego
‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖ de donde obtenemos

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Definición 3.8 Sean x, y ∈ Cn. Los vectores x y y son ortogonales si
〈x, y〉 = 0. Un subconjunto S de Cn es ortogonal si para cualesquiera dos
vectores distintos en S se tiene que son ortogonales entre śı. Un vector x ∈ Cn

se dice que es unitario śı ‖x‖ = 1. Finalmente, un subconjunto S de Cn es
ortonormal si S es ortogonal y todos sus vectores son unitarios.

Nótese que si S ⊆ Cn es ortogonal y α ∈ C entonces si tomamos x ∈
S y lo sustituimos por αx el nuevo conjunto sigue siendo ortogonal. Por
otro lado para cualquier x ∈ Cn distinto de 0̄ se tiene que x

‖x‖ es un vector
unitario. El proceso de multiplicar x por el rećıproco de su norma se llama
normalización.

3.3. Factorización QR

Definición 3.9 Un subconjunto de Cn es una base ortonormal para Cn

si es una base y es ortonormal.



20 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIONES MATRICIALES

Teorema 3.10 Sea S = {v1, v2, . . . , vk} un subconjunto ortogonal de Cn

cuyos elementos son distintos de cero. Si y ∈ gen(S) entonces

y =
k∑
i=1

〈y, vi〉
‖vi‖2

vi.

Demostración:
Dado y ∈ S existen escalares a1, a2, . . . , ak tales que

y =
k∑
i=1

aivi.

Sea j ∈ {1, 2, . . . , k}, luego

〈y, vj〉 =

〈
k∑
i=1

aivi, vj

〉
=

k∑
i=1

ai〈vi, vj〉 = aj〈vj, vj〉 = aj‖vj‖2,

de donde obtenemos

aj =
〈y, vj〉
‖vj‖2

.

�

Corolario 3.11 Sea S un subconjunto ortogonal de Cn cuyos elementos son
distintos de cero. Entonces S es linealmente independiente.

Demostración:
Sean v1, v2, . . . , vk ∈ S y sean escalares a1, a2, . . . , ak tales que

k∑
i=1

aivi = 0̄.

Sea j ∈ {1, 2, . . . , k}. Análogamente a la demostración del Teorema 3.10
tenemos

aj =
〈0̄, vj〉
‖vj‖2

= 0.

Aśı S es linealmente independiente. �
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El siguiente teorema muestra que es posible obtener una base ortonor-
mal en espacios con producto escalar de dimensión finita. La prueba de este
teorema usa el método de Gram-Schmidt el cual obtiene, de un conjunto
linealmente independiente, un conjunto ortonormal con la caracteŕıstica de
generar el mismo subespacio que el conjunto original.

Teorema 3.12 Sea S = {w1, w2, . . . , wn} un subconjunto de Cn linealmente
independiente. Definimos S ′ = {v1, v2, . . . , vn} donde v1 = w1 y

vk = wk −
k−1∑
i=1

〈wk, vj〉
‖vj‖2

vj

para 2 ≤ k ≤ n. Entonces S ′ es un subconjunto ortogonal de Cn cuyos
elementos son distintos de cero y es tal que gen(S) = gen(S ′).

Demostración:
La prueba se hará por inducción matemática sobre los elementos de S.

Si S = {v1} entonces S ′ = {w1} cumple con el resultado deseado. Dado
Sk−1 = {w1, w2, . . . , wk−1} supongamos que S ′k−1 = {v1, v2, . . . , vk−1} cumple
con las caracteŕısticas antes mencionadas. Sea Sk−1 = {w1, w2, . . . , wk−1, wk}
linealmente independiente y sea

vk = wk −
k−1∑
j=1

〈wk, vj〉
‖vj‖2

vj.

Si vk = 0̄ entonces se tiene que wk ∈ gen(S ′k−1) = gen(Sk−1), luego S es
linealmente dependiente, lo cual es una contradicción. Para 1 ≤ i ≤ k − 1 se
tiene

〈vk, vi〉 = 〈wk, vi〉 −
k−1∑
j=1

〈wk, vj〉
‖vj‖2

〈vj, vi〉 = 〈wk, vi〉 −
〈wk, vj〉
‖vi‖2

‖vi‖2 = 0

dado que 〈vj, vi〉 = 0 si i 6= j por hipótesis de inducción, aśı S ′ = {v1, v2, . . . ,
vk} es ortogonal y 0̄ /∈ S ′. Además se tiene que gen(S ′) ⊆ gen(S). Por
otro lado S ′ es linealmente independiente, dado que S ′ es ortogonal, luego
dim(gen(S ′)) = dim(gen(S)) = k de donde se obtiene gen(S ′) = gen(S). �

Dada una matriz A ∈ Cn×n. A través del método de Gram-Schmidt pode-
mos obtener una factorización de la matriz A la cual permite resolver el
problema de mı́nimos cuadrados, entre otros, de una forma eficiente. Antes
veamos algunos conceptos previos.
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Definición 3.13 Dada una matriz A ∈ Cn×n diremos que es unitaria si
A∗A = AA∗ = In, donde A∗ = At. Si A ∈ Rn×n y AtA = AAt = In entonces
diremos que A es ortogonal.

Inmediatamente de la definición podemos ver que si U es unitaria entonces
U∗ es unitaria y U−1 = U∗. Por otro lado, dada una matriz unitaria entonces
la imagen de cualquier vector bajo la matriz unitaria conserva la norma.

Lema 3.14 Sean Q ∈ Cn×n unitaria y x, y ∈ Cn, entonces se tiene 〈Qx,Qy〉
= 〈x, y〉.

Demostración:
Sean x, y ∈ Cn, luego 〈Qx,Qy〉 = (Qy)∗Qx = y∗Q∗Qx = y∗x = 〈x, y〉. �

Del lema anterior podemos inmediatame concluir, tomando x = y, que
para cualquier x ∈ Cn se tiene ‖Qx‖ = ‖x‖.

Teorema 3.15 Sean U, V ∈ Cn×n una matriz unitaria, entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

‖U‖ = 1.

Si B = UAV entonces ‖B‖ = ‖A‖.

Demostración:
1) Sea D1 el disco unitario, luego aplicando el lema anterior obtenemos

‖U‖ = sup
x∈D1

‖Ux‖ = sup
x∈D1

‖x‖ = 1.

2) Utilizando 1) obtenemos ‖B‖ = ‖UAV ‖ ≤ ‖U‖‖A‖‖V ‖ = ‖A‖ y, dado
que A = U∗BV ∗, análogamente obtenemos ‖A‖ ≤ ‖B‖. Aśı ‖A‖ = ‖B‖. �

Teorema 3.16 Sea U ∈ Cn×n, entonces U es unitaria si y sólo si las colum-
nas de U forman un conjunto ortonormal.

Demostración:
Sea U =

[
u1 u2 · · · un

]
. Si U es unitaria entonces se tiene U∗U =

I lo cual implica que u∗iuj = 0 si i 6= j y u∗iui = 1, 1 ≤ i, j ≤ n.
Aśı {u1, u2, . . . , un} es un conjunto ortonormal. Análogamente si {u1, u2, . . . ,
un} entonces se tiene U∗U = I y por lo tanto U es unitaria. �

Estas y otras propiedades de las matrices unitarias se pueden encontrar
en [3] y [6].
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Teorema 3.17 Factorización QR. Sea A ∈ Cn×n. Supongamos que ran(A)
= n, entonces existe una matriz Q ∈ Cn×n unitaria y una matriz R ∈ Cn×n

triangular superior, con rii ∈ R y rii > 0 para 1 ≤ i ≤ n, tales que A = QR.

Demostración:
Sea A = [a1, a2, . . . , an], donde ai ∈ Cn son las columnas de A. Sean

v1 = a1 y

vk = ak −
j=1∑
k−1

xi
〈ak, vj〉
‖vj‖2

vj

para 2 ≤ k ≤ n, los vectores obtenidos a través del método de Gram-
Schmidt. Sean qi = vi

‖vi‖ para 1 ≤ i ≤ n, luego a1 = q1‖v1‖ y

ak = qk‖vk‖+
k−1∑
j=1

〈ak, qj〉qj

para 2 ≤ k ≤ n.

Sea rik = 〈qi, ak〉. Si i = k entonces

rkk = 〈qk, ak〉 = ‖vk‖〈qk, qk〉+
k−1∑
j=1

〈ak, qj〉〈qk, qj〉 = ‖vk‖ > 0

Si i < k entonces

rik = 〈qi, ak〉 = ‖vk‖〈qi, qk〉+
k−1∑
j=1

〈ak, qj〉〈qi, qj〉 = 〈ak, qi〉

Si i > k entonces

rik = 〈qi, ak〉 = ‖vk‖〈qi, qk〉+
k−1∑
j=1

〈ak, qj〉〈qi, qj〉 = 0

De donde obtenemos

ak = ‖vk‖qk +
k−1∑
j=1

〈ak, qj〉qj =
k∑
j=1

rjkqj =
n∑
j=1

rjkqj
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luego

aik =
n∑
j=1

qijrjk.

Nótese que R = (rij) es una matriz triangular superior tal que rii ∈ R
y rii > 0. Sea Q =

[
q1 q2 · · · qn

]
donde qi es la i-ésima columna de Q,

luego Q es tal que ran(Q) = n y es tal que QQ∗ = Q∗Q = In, es decir, Q es
unitaria. Aśı A = QR. �

Se mostrará que la descomposicón QR también es única, antes veamos
otros conceptos útiles para mostrar la unicidad de la descomposición QR.

Definición 3.18 Diremos que una matriz A ∈ Cn×n es hermitiana si A =
At. A la matriz At la denotaremos como A∗.

Dadas A,B ∈ Cn×n se tiene (AB)∗ = B∗A∗ y (A + B)∗ = A∗ + B∗. Si
A ∈ Cn×n es hermitiana entonces dado x ∈ Cn se tiene x∗Ax = α ∈ C luego,
visto como una matriz de 1 × 1, α = α∗ = (x∗Ax)∗ = x∗A∗x = x∗Ax = α,
aśı α es un real. Si A es invertible se tiene(A−1)∗ = (A∗)−1 y si además A es
hermitiana se tiene (A∗)−1 = A−1, es decir, A−1 también es hermitiana.

Definición 3.19 Sea A ∈ Cn×n. Diremos que es definida positiva si
cumple:

A es hermitiana y,

Para cada x ∈ Cn distinto de cero se tiene x∗Ax > 0.

Dada A ∈ Cn×n definida positiva y ei ∈ Cn se tiene e∗iAei = aii > 0.
Ahora consideremos que A está particionda de la siguiente forma:

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
donde A11 ∈ Cm×m y A22 ∈ Cn−m×n−m. Sea yt =

[
xt 0̄tn−m

]
donde x ∈ Cm,

aśı y∗Ay = x∗A11x > 0. Por lo tanto obtenemos que A11 es definida positiva,
análogamente se tiene que A22 es definida positiva. Por otro lado si λ es un
valor propio de A y u es un vector propio de A unitario asociado a λ, entonces
se tiene λ = u∗Au > 0, de donde obtenemos que los valores propios de A son
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reales y positivos, aśı 0 no es vector propio de A, luego det(A) 6= 0. Aśı si
A es definida positiva entonces A es invertible. Veamos que A−1 también es
definida positiva.

Teorema 3.20 Sean A,X ∈ Cn×n tales que A es definida positiva y X es
invertible, entonces la matriz B = X∗AX es definida positiva.

Demostración:
Sea y ∈ Cn distinto de cero, entonces Xy 6= 0̄, luego y∗X∗AXy =

(Xy)∗A(Xy) > 0. Por otro lado (X∗AX)∗ = X∗A∗X = X∗AX. Aśı X∗AX
es definida positiva. �

Si A ∈ Cn×n es invertible y tomamos X = A−1 entonces se tiene (A−1)∗

es definida positiva, luego dado x ∈ Cn distinto de cero se tiene x∗(A−1)∗x =
(x∗(A−1)∗x)∗ dado que es un real, luego (x∗(A−1)∗)∗ = x∗A−1x > 0. Aśı A−1

es definida postiva.
El siguiente lema nos servirá para mostrar el Teorema de la Descomposi-

ción de Cholesky, el cual a su vez nos servirá para mostrar la unicidad de la
descomposición QR.

Lema 3.21 Sea A ∈ Cn×n definida positiva particionada de la forma

A =

[
A11 A12

A∗12 A22

]
donde A11 ∈ Cm×m y A22 ∈ Cn−m×n−m, entonces la matriz A22−A12A

−1
11 A

∗
12

es definida positiva.

Demostración:
Sea x ∈ Cn−m distinto de cero y sea y ∈ Cn tal que yt =

[
(A−1

11 A12x)t −xt
]
,

luego se tiene

0 < y∗Ay =
[
x∗A∗12A

−1
11 −x∗

] [ A11 A12

A∗12 A22

] [
A−1

11 A12x
−x

]
=

[
x∗A∗12A

−1
11 −x∗

] [ 0
(A∗12A

−1
11 A12 − A22)x

]
= x∗(A22 − A∗12A

−1
11 A12)x.
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Por otro lado (A22−A∗12A
−1
11 A12)∗ = A∗22−A∗12(A−1

11 )∗A12 = A22−A∗12A
−1
11 A12,

dado que A22 y A−1
11 son hermitianas. Por lo tanto A22−A∗12A

−1
11 A12 es definida

postiva. �

Teorema 3.22 Descomposición de Cholesky. Dada A ∈ Cn×n definida
positiva existe una matriz R ∈ Cn×n triangular superior, cuyos elementos en
la diagonal son positivos, tal que A = R∗R.

Demostración:
Probaremos el teorema por inducción sobre n. Para n = 1 tomamos

R =
√
a11 y se tiene el resultado. Supongamos que el teorema se cumple

para n− 1. Sea A ∈ Cn×n, particionemos la matriz A de la siguiente forma

A =

[
B a1n

a∗1n ann

]
,

donde B ∈ Cn−1×n−1. Usando la hipótesis de inducción existe una única
matriz R1 ∈ Cn−1×n−1 triangular superior tal que B = R∗1R1. Nótese que R1

al tener entradas positivas en su diagonal y ser triangular superior entonces
es invertible, análogamente se puede ver que R∗1 es invertible. Sea r1n =
(R∗1)−1a1n = (R−1

1 )∗a1n, luego r1n está únicamente determinado. Observemos
que

ann − r∗1nr1n = ann − a∗1nR−1
1 (R∗1)−1a1n

= ann − a∗1n(R∗1R1)−1a1n

= ann − a∗1nB−1a1n.

Aśı, por el lema anterior, ann−a∗1nB−1a1n > 0. Sea rnn =
√
ann − a∗1nB−1a1n,

luego rnn está únicamente determinado. Aśı se tiene

A =

[
B a1n

a∗1n ann

]
=

[
R∗1 0
r∗1n rnn

] [
R1 r1n

0 rnn

]
= R∗R.

�

A la matriz R (única) del teorema anterior le llamaremos el factor de
Cholesky de la matriz A. Veamos que la descomposición QR de una matriz
A ∈ Cm×n tal que ran(A) = n es única.
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Supongamos A = Q1R1 = Q2R2 donde R1, R2 ∈ Cn×n son matrices tri-
angulares superiores cuyos elementos en la diagonal son positivos y Q1, Q2 ∈
Cn×n son matrices unitarias. Nótese que la matriz A∗A es definida positiva
y A∗A = R∗1R1, dado que Q∗1Q1 = In. Análogamente se tiene A∗A = R∗2R2,
luego R1 y R2 son factores de Cholesky para la matriz A, de donde obte-
nemos que R1 = R2. Por otro lado Q1 = AR−1

1 = AR−1
2 = Q2. Por lo tanto

la descomposición QR de la matriz A es única.

3.4. El Problema de Mı́nimos Cuadrados

Consideremos la ecuación

Ax = b

donde A ∈ Cm×n, b ∈ Cm y m ≥ n. Nuestra intención es encontrar el
vector x ∈ Cn tal que minimice la norma del vector r = b− Ax, es decir

mı́n
x∈Cn
‖b− Ax‖.

Veremos que este problema de optimización tiene solución. Nótese que
esta solución es única si y sólo si ran(A) = n. Sea Q ∈ Cn×n una matriz
unitaria, consideremos la ecuación Q∗Ax = Q∗b. Sea s = Q∗b − Q∗Ax =
Q∗(b − Ax) = Q∗r. Dado que Q es unitaria se tiene ‖s‖ = ‖r‖. Aśı parece
razonable tratar de encontrar una matriz unitaria que simplifique el sistema
original. Si A es una matriz cuadrada entonces utilizando la factorización QR
de A se tiene Q∗Ax = Rx = Q∗b, luego dado que R es una matriz triangular
superior entonces la solución de la ecuación es más fácil de encontrar. La
factorizaciónQR también se puede obtener en matrices que no son cuadradas.

Teorema 3.23 Sea A ∈ Cm×n, donde m > n, tal que ran(A) = n. Entonces
existen una matriz Q ∈ Cm×m unitaria y una matriz R ∈ Cn×n tales que
A = QR y la matriz R tiene la forma

R =

[
Rn

0

]
donde Rn ∈ Cn×n y es una matriz triangular superior cuyas entradas en la
diagonal son reales y positivas.
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Demostración:
Sean a1, a2, . . . , an ∈ Cm las columnas de la matrizA, luego {a1, a2, . . . , an}

es linealmente independiente, dado que ran(A) = n. Por el Teorema 1.9,
se tiene que existen an+1, an+2, . . . , am ∈ Cm tales que {a1, a2, . . . , am} es
linealmente independiente. Sea A′ ∈ Cm×m tal que A′ =

[
A B

]
, donde

B ∈ Cm×n−m es la matriz cuya i-ésima columna es el vector an+i, luego
ran(A′) = m. De donde, tomando la factorización QR de la matriz A′, exis-
ten matrices Q′, R′ ∈ Cm×m tales que A′ = Q′R′, donde Q′ es unitaria y R′

es triangular superior con entradas en la diagonal reales y positivas. Además
para cada columna de A′ se tiene

ai =
n∑
j=1

qjrji,

donde qj es la j-ésima columna de Q. Sea R ∈ Cm×n tal que

R =
[
r1 r2 · · · rn

]
,

donde ri es la i-ésima columna de R′. Si particionamos a R de la forma

R =

[
Rn

0

]
, donde Rn ∈ Cn×n, entonces se tiene que Rn es una matriz tri-

angular superior con entradas reales positivas en la diagonal. Por otro lado
A = QR y obtenemos el resultado deseado. �

Utilizando la factorización QR para la matriz A ∈ Cm×n se tiene que el
sistema Ax = b lo podemos transformar en el sistema Q∗Ax = Q∗b, luego

Rx = Q∗b. Sea c′ = Q∗b =

[
c
d

]
, donde c ∈ Cn. De ah́ı que el vector

s = c′ −Rx se pueda expresar de la forma

s =

[
c
d

]
−
[
Rn

0

]
x =

[
c−Rnx

d

]
.

Aśı se tiene que

‖s‖2 =
n∑
i=1

|si|2 = ‖c−Rnx‖2 + ‖d‖2.

Dado que d es independiente de x se tiene que la norma ‖s‖ es mı́nima
cuando la norma ‖c−Rnx‖ es mı́nima. Por otro lado dado que ran(Rn) = n
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entonces la ecuación Rnx = c tiene solución única, la cual es la que minimiza
la norma del vector s.

Si bien ya vimos que la solución es única, también se puede caracteri-
zar. Esto lo haremos utilizando el llamado complemento ortogonal de un
subconjunto de un espacio vectorial.

Definición 3.24 Dado S ⊆ Cn el complemento ortogonal de S, denotado
como S⊥, es el conjunto {x ∈ Cn | 〈x, y〉 = 0 para cada y ∈ S}.

El conjunto S⊥ es no vaćıo, ya que al menos contiene a 0̄, y es un subespa-
cio vectorial de Cn. Dado un subespacio S de Cn se probará que Cn = S⊕S⊥.
Antes veamos el siguiente lema.

Lema 3.25 Sea {q1, q2, . . . , qn} una base ortonogonal de Cn y sea S = gen({q1,
q2, . . . , qk}), donde 1 ≤ k ≤ n− 1, entonces S⊥ = gen({qk+1, qk+2, . . . , qn}).

Demostración:
Sean t ∈ S⊥ y qj ∈ {q1, q2, . . . , qk}. Existen escalares a1, a2, . . . , an tales

que t = a1q1 + a2q2 + · · ·+ anqn, luego

0 = 〈t, qj〉 =
n∑
i=1

ai〈qi, qj〉 = aj‖qj‖.

De donde obtemos que bj = 0, dado que ‖qj‖ > 0, aśı t ∈ gen({qk+1, qk+2, . . .
, qn}). Por lo tanto S⊥ ⊆ gen({qk+1, qk+2, . . . , qn}).

Sean t ∈ gen({qk+1, qk+2, . . . , qn}) y s ∈ S. Existen escalares ak+1, ak+2, . . .
, an tales que t = ak+1qk+1+ak+2qk+2+· · ·+anqn y existen escalares b1, b2, . . . , bk
tales que s = b1q1 + b2q2 + · · ·+ bkqk, luego

〈s, t〉 =
i=k∑
i=1

bi〈qi, t〉 =
i=k∑
i=1

bi

j=n∑
j=k+1

āi〈qi, qj〉 = 0.

Aśı t ∈ S⊥ y por lo tanto S⊥ ⊆ gen({qk+1, qk+2, . . . , qn}). �

Teorema 3.26 Sea S un subespacio propio de Cn, entonces Cn = S ⊕ S⊥.

Demostración:
Sea {v1, v2, . . . , vk} una base de S. Por el Teorema 1.9 se tiene que e-

xisten vectores vk+1, vk+2, . . . , vn ∈ Cn tales que {v1, v2, . . . , vn} es base de
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Cn. Aplicando el método de Gram-Shmidt podemos obtener a partir de
{v1, v2, . . . , vn} una base ortogonal {q1, q2, . . . , qn}. Por otro lado, dada la for-
ma en que se obtiene la base ortogonal, se tiene S = gen({v1, v2, . . . , vk}) =
gen({q1, q2, . . . , qk}). De donde obtenemos, por el lema anterior, que S⊥ =
gen({qk+1, qk+2, . . . , qn}). Dado x ∈ Cn existen escalares a1, a2, . . . , an tales
que x = a1q1 + a2q2 + · · ·+ anqn, tomando s = a1q1 + a2q2 + · · ·+ akqk ∈ S y
s⊥ = ak+1qk+1+ak+2qk+2+· · ·+anqn ∈ S⊥ se tiene x = s+s⊥, aśı Cn = S+S⊥.
Sea x ∈ S ∩S⊥, luego 〈x, x〉 = 0 de donde obtenemos x = 0̄. Aśı S ∩S⊥ = 0̄.
Por lo tanto Cn = S ⊕ S⊥. �

A los elementos (únicos) s y s⊥ tales que x = s + s⊥ les llamaremos la
proyección ortogonal de x en S y S⊥, respectivamente. Evidentemente
para cualquier subespacio S de Cn se tiene S ⊆ (S⊥)⊥, veamos que S =
(S⊥)⊥. Dado x ∈ (S⊥)⊥ existen vectores s ∈ S y s⊥ ∈ S⊥ tales que x = s+s⊥,
luego 0 = 〈s + s⊥, s⊥〉 = 〈s, s⊥〉 + 〈s⊥, s⊥〉 = 〈s⊥, s⊥〉, de donde obtenemos
que s⊥ = 0̄. Aśı (S⊥)⊥ ⊆ S y por lo tanto (S⊥)⊥ = S.

Existe una importante relación entre el complemento ortogonal de R(A)
y N(A∗). Antes veamos el siguiente lema.

Lema 3.27 Sea A ∈ Cm×n. Entonces para cada x ∈ Cn y cada y ∈ Cm se
tiene

〈Ax, y〉m = 〈x,A∗y〉n
donde 〈, 〉m es el producto escalar en Cm y 〈, 〉n es el producto escalar en Cn.

Demostración:
Dado x ∈ Cn y y ∈ Cm se tiene 〈Ax, y〉m = (y)∗Ax = (A∗y)∗x =

〈x,A∗y〉n. �

Teorema 3.28 Sea A ∈ Cm×n, entonces R(A)⊥ = N(A∗).

Demostración:
Sea y ∈ R(A)⊥, luego 〈Ax, y〉m = 0 para cada x ∈ Cn y por el lema

anterior obtenemos 〈x,A∗y〉n = 0. En particular si tomamos x = A∗y obte-
nemos 〈A∗y, A∗y〉m = 0, luego A∗y = 0̄n. Aśı y ∈ N(A∗) y se obtiene
R(A)⊥ ⊆ N(A∗). Sean y ∈ N(A∗) y x ∈ Cn, por el lema anterior se
tiene 〈Ax, y〉m = 〈x,A∗y〉n = 〈x, 0̄n〉n = 0. Aśı y ∈ R(A)⊥ y se obtiene
N(A∗) ⊆ R(A)⊥. Por lo tanto R(A)⊥ = N(A∗). �
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Del teorema anterior podemos obtener inmediatamente, sustituyendo A
por A∗, que N(A)⊥ = R(A∗). Dado que R(A) y N(A) son subespacios de Cm

y Cn entonces se tienen las siguiente igualdades

Cm = R(A)⊕N(A∗),

Cn = N(A)⊕R(A∗).

Sea A ∈ Cm×n, donde m ≥ n, y sea b ∈ Cm. Consideremos de nuevo el
problema de mı́nimos cuadrados, es decir, encontrar x ∈ Cn tal que

‖b− Ax‖ = mı́n
z∈Cn
‖b− Az‖.

Este problema es equivalente a encontar y ∈ R(A) tal que

‖b− y‖ = mı́n
s∈R(A)

‖b− s‖.

En los resultados siguientes daremos una caracterización de la solución
del problema de mı́nimos cuadrados.

Lema 3.29 Sean x, y ∈ Cn vectores ortogonales, entonces

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Demostración:
‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉, luego dado que

〈x, y〉 = 〈y, x〉 = 0 se tiene ‖x+ y‖2 = 〈x, x〉+ 〈y, y〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2. �

Teorema 3.30 Sea S un subespacio de Cn y sea b ∈ Cn, entonces existe un
único elemento y ∈ S tal que

‖b− y‖ = mı́n
s∈S
‖b− s‖

y es el único vector en S tal que b− y ∈ S⊥.

Demostración:
Por el Teorema 3.26 existen únicos elementos y ∈ S y z⊥ ∈ S⊥ tales que

b = y + z. Sea s ∈ S, luego b − s = (b − y) + (y − s) donde b − y ∈ S⊥ y
y − s ∈ S. Aśı, por lema anterior, ‖b− s‖2 = ‖b− y‖2 + ‖y − s‖2, de donde
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obtenemos que la norma alcanza el mı́nimo si s = y. �

Veamos la relación del teorema anterior con el problema de mı́nimos
cuadrados. Tomando S = R(A) tenemos que existe un único y ∈ R(A)
tal que

‖b− y‖ = mı́n
s∈R(A)

‖b− s‖ = mı́n
z∈Cn
‖b− Az‖.

Aśı, dado que y ∈ R(A), existe un x ∈ Cn tal que Ax = y y en consecuencia
el problema de mı́nimos cuadrados tiene solución. Si N(A) = {0̄} entonces la
solución es única. Veamos que la segunda parte del teorema también es una
condición suficiente para el problema de mı́nimos cuadrados

Teorema 3.31 Sea A ∈ Cm×n y sean x ∈ Cn y b ∈ Cm. Entonces b− Ax ∈
R(A)⊥ si y sólo si

‖b− Ax‖ = mı́n
z∈Cn
‖b− Az‖.

Demostración:

Supongamos que b − Ax ∈ R(A)⊥, entonces existe s⊥ ∈ R(A)⊥ tal que
b − Ax = s⊥, luego b = Ax + s⊥, nótese que por el Teorema 3.26 esta des-
composición es única. Sea z ∈ Cn, aplicando el lema previo al Teorema 3.30
obtenemos ‖b−Az‖2 = ‖Ax−Az‖2 + ‖s⊥‖2, aśı la norma alcanza el mı́nimo
si Az = Ax. Por lo tanto ‖b− Ax‖ = mı́nz∈Cn ‖b− Az‖.

Supongamos ahora que ‖b − Ax‖ = mı́nz∈Cn ‖b − Az‖, luego por el Teo-
rema 3.30 se tiene que b− Ax ∈ R(A)⊥. �

Por el Teorema 3.28 tenemos que R(A)⊥ = N(A∗). Si b − Ax ∈ R(A)⊥

entonces A∗(b − Ax) = 0̄, luego A∗Ax = A∗b. Esto nos lleva al siguiente
corolario.

Corolario 3.32 Sea A ∈ Cm×n y sean x ∈ Cn y b ∈ Cm. Entonces A∗Ax =
A∗b si y sólo si

‖b− Ax‖ = mı́n
z∈Cn
‖b− Az‖.

Dado x ∈ Cn, (Ax)∗Ax = x∗A∗Ax ≥ 0. Si ran(A) = n entonces A∗A es
definida positiva.
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3.5. Matrices Equivalentes

Como hemos visto en caṕıtulos anteriores dada una matriz si esta es equi-
valente a una matriz más simple, entonces podemos estudiar sus propiedades
con mayor facilidad. Veamos que sucede con matrices unitarias y hermitianas
entre otras.

Definición 3.33 Dadas A,B ∈ Cn×n diremos que A es unitariamente equi-
valente a B si existe una matriz unitaria Q ∈ Cn×n tal que B = Q∗AQ.

Teorema 3.34 (de Schur) Sea A ∈ Cn×n, entonces A es unitariamente
equivalente a una matriz triangular superior.

Demostración:

La prueba se hará por inducción sobre n. Para n = 1 el resultado es
evidente. Supongamos que el resultado se cumple para n − 1. A ∈ Cn×n

y sea u ∈ Cn un vector propio de A de asociado al valor propio λ tal que
‖u‖ = 1. Por el Teorema 1.9 podemos obtener vectores v2, v3, . . . , vn tales que
{u, v2, v3, . . . , vn}, luego con el método de Gram-Schmidt podemos obtener
una base ortonormal {u, u2, u3, . . . , un}. Sea W ∈ Cn×n−1 definida como W =[
u2 u3 . . . un

]
. Dado que las columnas de W son ortogonales a u se tiene

W ∗u = 0̄n−1. Sea U1 ∈ Cn×n definida como U1 =
[
u W

]
y sea A1 = U∗1AU1,

luego

A1 =

[
u∗

W ∗

]
A
[
u W

]
=

[
u∗Au u∗AW
W ∗Au W ∗AW

]
.

Dado que Au = λu y ‖u‖ = 1, se tiene que u∗Au = λ y W ∗Au = λW ∗u =
0̄. Sean Â = W ∗AW y x = u∗AW , luego

A1 =

[
λ x

0̄ Â

]
,

donde Â ∈ Cn−1×n−1. Por la hipótesis de inducción existen una matriz uni-
taria Û2 y una matriz triangular superior T̂ tales que T̂ = Û2ÂÛ2. Sea
U2 ∈ Cn×n definida como

U2 =

[
1 0̄t

0̄ Û2

]
,
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entonces U2 es unitaria y se tiene

U∗2A1U2 =

[
1 0̄t

0̄ Û∗2

] [
λ x

0̄ Â

] [
1 0̄t

0̄ Û2

]
=

[
λ x

0̄ Û∗2 Â

] [
1 0̄t

0̄ Û2

]
=

[
λ xÛ2

0̄ Û∗2 ÂÛ2

]
=

[
λ xÛ2

0̄ T̂

]
,

que es una matriz triangular superior. Si tomamos T = U∗2A1U2 y U = U1U2

entonces se tiene T = U∗2A1U2 = U∗2U
∗
1AU1U2 = U∗AU y dado que U1 y U2

son unitarias obtenemos que U es unitaria y se tiene el resultado deseado. �

Definición 3.35 Sea A ∈ Cn×n diremos que A es normal si AA∗ = A∗A.

Teorema 3.36 Si A ∈ Cn×n es normal entonces se cumple:

1. ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ para cada x ∈ Cn.

2. A− cIn es normal para cada c ∈ C.

3. Si v es un vector propio de A entonces v es un vector propio de A∗.

Demostración:
1) Sea x ∈ Cn, por el Lema previo al Teorema 3.28 tenemos que

‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈A∗Ax, x〉 = 〈AA∗x, x〉
= 〈A∗x,A∗x〉 = ‖A∗x‖2.

2) Sea c ∈ C, luego

(A− cIn)∗(A− cIn) = (A∗ − c̄In)(A− cIn) = A∗A− cA∗ − c̄A+ cc̄

= AA∗ − cA∗ − c̄A+ cc̄ = (A− cIn)(A∗ − c̄In)

= (A− cIn)(A− cIn)∗.

3) Supongamos que x es un vector propio de A correspondiente al valor
propio λ. Sea B = A − λIn, luego Bv = 0̄ y por 2) B es normal. Por otro
lado de 1) obtenemos

0 = ‖Bx‖ = ‖B∗x‖ = ‖(A∗ − λ̄In)x‖ = ‖A∗x− λ̄x‖.

Aśı A∗x = λ̄x y por lo tanto x es veector propio de A∗. �



3.5. MATRICES EQUIVALENTES 35

Lema 3.37 Si T ∈ Cn×n es una matriz triangular superior y es normal
entonces es una matriz diagonal.

Demostración:
Haremos la prueba por inducción sobre n. Para n = 1 el resultado es

evidente. Supongamos que el lema se cumple para n− 1. Sea T ∈ Cn×n una
matriz normal y triangular superior. Particionemos a T de la siguiente forma

T =

[
t x∗

0̄ T̂

]
,

donde T̂ ∈ Cn−1×n−1 y x ∈ Cn−1. Aśı

TT ∗ =

[
t x∗

0̄ T̂

] [
t̄ 0̄t

x T̂ ∗

]
=

[
|t|2 + ‖x‖2 x∗T̂ ∗

T̂ x T̂ T̂ ∗

]
y

T ∗T =

[
t̄ 0̄t

x T̂ ∗

] [
t x∗

0̄ T̂

]
=

[
|t|2 t̄x∗

tx xx∗ + T̂ ∗T̂

]
.

Dado que TT ∗ = T ∗T obtenemos que x = 0̄ y en consecuencia T̂ es nor-
mal. Usando la hipótesis de inducción tenemos que T̂ es una matriz diagonal
y por lo tanto T es una matriz diagonal. �

Teorema 3.38 Sea A ∈ Cn×n. A es normal si y sólo si es unitariamente
equivalente a una matriz diagonal.

Demostración:
Por el Teorema de Schur existe una matriz unitaria U y una matriz tri-

angular superior T tales que A = U∗TU . Por otro lado AA∗ = U∗TT ∗U y
A∗A = U∗T ∗TU , luego dado A es normal obtenemos TT ∗ = T ∗T y aśı T es
normal. Finalmente usando el lema anterior obtenemos que T es una matriz
diagonal. �

Del teorema anterior podemos ver que si A es una matriz hermitiana
entonces A es unitariamente equivalente a una matriz diagonal.

Corolario 3.39 Sea A ∈ Cn×n. Si A es normal entonces existe una base
ortonormal Cn que consiste de vectores propios de A.
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Demostración:
Por el Teorema 3.38 existe una matriz U ∈ Cn×n unitaria y una matriz

D ∈ Cn×n tales que A = U∗DU . Para i ∈ {1, 2, . . . , n} sea ui ∈ Cn la i-ésima
columna de U∗, luego

Aui = U∗DUui = U∗D(‖ui‖2ei) = U∗Dei = U∗(diiei) = diiU
∗ei = diiui,

aśı cada ui es un vector propio de A asociado al valor propio dii. Por otro lado
dado que UU∗ = In entonces el conjunto β = {u1, u2, . . . , un} es ortogonal,
luego por el Corolario del Teorema 3.10 β es linealmente independiente y
dado que β consta de n vectores entonces β es base de Cn. �

En el caso de las matrices hermitianas es posible caracterizar fácilmente
su norma. Esto lo haremos a través del cociente de Rayleigh.

Definición 3.40 Sea A ∈ Cn×n una matriz hermitiana. El cociente de
Rayleigh de x 6= 0̄ respecto de A es el escalar

R(x,A) =
〈x,Ax〉
‖x‖2

.

El siguiente teorema caracteriza los valores extremos de el cociente de
Rayleigh.

Teorema 3.41 Sea A ∈ Cn×n hermitiana, entonces el cociente de Rayleigh
respecto de A alcanza su máximo y su mı́nimo.

Demostración:
Por el Corolario anterior podemos tomar una base ortonormal β = {v1, v2,

. . . , vn} que consiste de vectores propios de A. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} sea
Avi = λivi. Dado que A es hermitiana entonces sus valores propios son reales
y no negativos. Sin pérdida generalidad supongamos que λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.
Dado x ∈ Cn existen escalares a1, a2, . . . , an tales que

x =
n∑
i=1

aivi,

luego

R(x,A) =
〈Ax, x〉
‖x‖2

=
〈
∑n

i=1 aiλivi,
∑n

j=1 ajvj〉
‖x‖2

=

∑n
i=1 λi|ai|2

‖x‖2
≤ λ1

∑n
i=1 |ai|2

‖x‖2
=
λ1‖x‖2

‖x‖2
= λ1.
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Si tomamos x = v1 entonces R(x,A) = λ1 y aśı el cociente de Rayleigh
respecto de A alcanza su máximo.

Análogamente obtenemos R(x,A) ≥ λn para cada x ∈ Cn y tomando
x = vn obtenemos R(vn, A) = λn. Aśı el cociente de Rayleigh respecto de A
alcanza su mı́nimo. �

Utilizando el teorema anterior podemos caracterizar la norma de cualquier
matriz cuadrada.

Corolario 3.42 Sea A ∈ Cn×n, entonces ‖A‖ =
√
λ, donde λ es el valor

propio de A∗A de mayor magnitud.

Demostración:
Sea B = A∗A, luego B es hermitiana. Sea λ el valor propio de B de mayor

magnitud, luego

0 ≤ ‖Ax‖
2

‖x‖2
=
〈Ax,Ax〉
‖x‖2

=
〈A∗Ax, x〉
‖x‖2

=
〈Bx, x〉
‖x‖2

= R(x,B).

Luego por el teorema anterior tenemos ‖A‖2 = λ. �

Lema 3.43 Sea A ∈ Cn×n, entonces λ(A∗A) = λ(AA∗).

Demostración:
Si 0 es un valor propio de A∗A entonces A∗A no es invertible y en con-

secuencia A y A∗ tampoco son invertibles, aśı 0 es un valor propio de AA∗.
Análogamente se puede ver que si 0 es valor propio AA∗ entonces 0 es val-
or propio de A∗A. Sea λ valor propio de A∗A distinto de cero, luego existe
x ∈ Cn distinto de cero tal que A∗Ax = λx, luego AA∗(Ax) = λ(Ax) y dado
que Ax 6= 0̄ entonces λ es valor propio de AA∗. Análogamente se puede ver
que si λ es valor propio de AA∗ entonces también es valor ppropio de A∗A.
�

Corolario 3.44 Sea A ∈ Cn×n una matriz invertible, entonces ‖A−1‖ =
(
√
λ)−1, donde λ es el valor propio de menor magnitud de A∗A.

Demostración:
Se tiene que λ es valor propio de una matriz invertible si y sólo si λ−1 es

valor propio de su inversa. Sean λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn los valores propios de
A∗A, luego ‖A−1‖2 es igual al valor propio de mayor magnitud de la matriz
(A−1)∗A−1 = (AA∗)−1 el cual es λ−1

n . �
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3.6. Descomposición en Valores Singulares

La descomposición en valores singulares de una matriz es una de las de-
scomposiciones matriciales con más utilidad en el análisis del comportamiento
de una matriz, aśı como en el cálculo de ángulos entre subespacios.

Teorema 3.45 Sea A ∈ Cn×m una matriz distinta de la matriz nula tal que
ran(A) = r, entonces A puede factorizarse como

A = UΣV ∗,

donde U ∈ Cn×n y V ∈ Cm×m son matrices unitarias y Σ ∈ Cn×m es una
matriz de la forma

Σ =

[
Σ̃ 0
0 0

]
,

con Σ̃ ∈ Cr×r una matriz diagonal, Σ̃ = diag
[
σ1 σ2 · · · σr

]
, tal que

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0.

Demostración

La prueba se hará por inducción sobre r = ran(A). Supongamos ran(A) =
1 y sea u1 ∈ R(A) un vector unitario. Dado que ran(A) = 1 y u1 6=
0̄ existen escalares k1, k2, . . . , km tales que kiu1 = ai, 1 ≤ i ≤ m. Sea
v =t

[
k1 k2 · · · km

]
y sea v1 = σv ∈ Cm, donde σ = ‖v‖. Aśı A =

σu1v
t
1. Por otro lado podemos tomar u2, u3, . . . , un y v2, v3, . . . , vm tales que

{u1, u2, . . . , un} es base ortonormal de Cn y {v1, v2, . . . , vm} es base ortonor-
mal de Cm, luego U =

[
u1 u2 · · · un

]
y V =

[
v1 v2 · · · vm

]
son ma-

trices unitarias. Sea Σ ∈ Cn×m tal que

Σ =

[
σ 0
0 0

]
,

luego UΣV ∗ = σ
[
u1 0 · · · 0

]
V ∗ = σu1v

t
1 = A y se tiene el resultado

deseado.

Supongamos que el teorema se cumple para r− 1. Supongamos r(A) = r
y sea v1 ∈ Cm un vector unitario tal que ‖A‖ = ‖Av1‖. Sea σ = ‖Av1‖ y
sea u1 = σ−1Av1. Análogamente al caso anterior tomamos matrices unitarias
Ũ ∈ Cn×n y Ṽ ∈ Cm×m tales que la primera columna de Ũ sea u1 y la primera
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columna de Ṽ sea v1. Sea Ã = Ũ∗AṼ , luego Ã se puede particionar de la
siguiente forma:

Ũ∗AṼ =


u∗1
u∗2
...
u∗n

 [Av1 Av2 · · · Avm
]

=


u∗1
u∗2
...
u∗n

 [σu1 Av2 · · · Avm
]

=

[
σ z∗

0 Â

]
,

donde Â ∈ Cn−1×m−1 y z ∈ Cm−1. Sea wt =
[
σ zt

]
, luego

‖Ãw‖2 = (σ2 + ‖z‖2)2 + ‖Âz‖2

= ‖w‖4 + ‖Âz‖2 ≥ ‖w‖4

de donde obtenemos

(‖Ãw‖2/‖w‖2) ≥ ‖w‖2 = σ2 + ‖z‖2 ≥ ‖Ã‖2,

dado que ‖A‖ = ‖Ã‖. Aśı z = 0̄ y por lo tanto

Ã =

[
σ 0

0 Â

]
.

Dado que ran(A) = ran(Ã), se tiene ran(Â) = r− 1. Aplicando la hipótesis
de inducción tenemos que Â = ÛΣ̂V̂ ∗, donde Û ∈ C(n−1)×(n−1) y V̂ ∈
C(m−1)×(m−1) son matrices unitarias y Σ̂ ∈ C(n−1)×(m−1) es una matriz de
la forma

Σ̂ =

[
D 0
0 0

]
,

donde D ∈ C(r−1)×(r−1) es una matriz diagonal, D = diag
[
σ2 σ3 · · · σr

]
,

tal que σ2 ≥ σ3 ≥ · · · ≥ σr−1 > 0. Dado que T̂ ∗ es invertible existe x ∈
Cm−1 tal que T̂ ∗x = e1 y dado que T̂ ∗ es unitaria tenemos ‖x‖ = ‖T̂ ∗x‖ =
‖e1‖ = 1. Por otro lado, Âx = σ2Ûe1 de donde obtenemos ‖Âx‖ = σ2. Sea
y =

[
0 xy

]
∈ Cm, luego ‖y‖ = 1 y (Ãy)t =

[
0 (Âx)t

]
, de donde obtenemos

σ2 ≤ ‖Ã‖ = σ1. Sean

U1 =

[
1 0

0 Û

]
, V1 =

[
1 0

0 V̂

]
y Σ =

[
σ1 0

0 Σ̂

]
,
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luego U1 y V1 son matrices unitarias y se tiene

U1ΣV ∗1 =

[
1 0

0 Û

] [
σ1 0

0 Σ̂

] [
1 0

0 V̂ ∗

]
=

[
σ1 0

0 ÛΣ̂

] [
1 0

0 V̂ ∗

]
=

[
σ1 0

0 ÛΣ̂V̂ ∗

]
=

[
σ1 0

0 Â

]
= Ã

y dado que Ã = Ũ∗AṼ , tomando U = ŨU1 y V = Ṽ V1 obtenemos A = UΣV .
Por lo tanto A puede factorizarse de la forma deseada. �

Los valores de la matriz Σ son llamados los valores singulares de A. Es-
tos valores estan relacionados con la matriz A∗A. Dada la descomposición
en sus valores singulares de A = UΣV ∗, se tiene A∗A = V Σ∗U∗UΣV ∗ =
V Σ∗ΣV ∗, donde Σ∗Σ = diag

[
σ2

1 σ2
2 · · · σ2

r

]
. Por lo tanto λ(A∗A) =

{σ2
1, σ

2
2, . . . , σ

2
r}. De donde obtenemos, por el Corolario 3.42 y el Corolario 3.44,

que ‖A‖ = σ1 y ‖A−1‖ = σ−1
r . Como se mencionó anteriormente esta descom-

posición también nos permite calcular el ángulo entre dos subespacios dados
de igual dimensión.

3.6.1. Ángulos Principales

Dados x, y ∈ Rn el ángulo entre ellos está dado por

θ = arc cos

(
〈x, y〉
‖x‖‖y‖

)
.

Consideremos U y V dos subespacios de Cn de dimensión uno. Sean u ∈ U
y v ∈ V , luego se tiene 〈u, v〉 = reiθ, tomando v̂ = eiθv ∈ V tenemos
〈u, v〉 = r ≥ 0, por lo tanto siempre es posible tomar elementos en cada
subespacio tal que el producto interno entre ellos sea no negativo. Aśı pode-
mos definir el ángulo U y V como el ángulo entre dos vectores, u ∈ U y
v ∈ V tales que 〈u, v〉 ≥ 0. Consideremos ahora subespacios vectoriales U ,
V tales que dim(U) = dim(V ) = k. Como hemos visto podemos restringir
nuestra atención a vectores tales que 〈u, v〉 ≥ 0 y aun más a vectores unita-
rios solamente dado que la magnitud de los vectores, mientras sea no nula, no
modifica el ángulo entre ellos. Nótese que aśı el ángulo siempre es agudo. El
ángulo más pequeño entre U y V es aquel más pequeño que se puede tomar
entre vectores de U y V , es decir, aquel entre los vectores u1 ∈ U y v1 ∈ V
tales que

〈u1, v1〉 = máx{〈u, v〉 : u ∈ U, v ∈ V, ‖u‖ = ‖v‖ = 1, 〈u, v〉 ≥ 0},
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estos vectores siempre se pueden tomar, ver [8]. Aśı el ángulo más pequeño
entre U y V es

θ1 = arc cos〈u1, v1〉.

Llamaremos a θ1 el primer ángulo principal entre U y V . Si k > 1 el
segundo ángulo principal está definido como el ángulo más pequeño entre un
vector unitario en U ortogonal a u1 y un vector unitario en V ortogonal a v1,
es decir,

θ2 = arc cos〈u2, v2〉,

donde

〈u2, v2〉 = máx{〈u, v〉 : u ∈ U ∩ gen({u1})⊥, v ∈ V ∩ gen({v1})⊥,
‖u‖ = ‖v‖ = 1, 〈u, v〉 ≥ 0}

y en general el i-ésimo ángulo principal θi es aquel entre los vectores ui y vi
tales que

〈ui, vi〉 = máx{〈u, v〉 : u ∈ U ∩ gen({u1, u2, . . . , ui−1})⊥,
v ∈ V ∩ gen({v1, v2, . . . , vi−1})⊥, ‖u‖ = ‖v‖ = 1, 〈u, v〉 ≥ 0}

Nótese que 0 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤ · · · ≤ θk ≤ 2π. Los vectores ortonormales
u1, u2, . . . , uk ∈ U y v1, v2, . . . , vn son llamados vectores principales de los
subespacios U y V . Los vectores principales no están determinados única-
mente sin embargo los ángulos principales si lo están. Una forma de calcular
los ángulos principales entre dos subespacios es utilizando la descomposión
de una matriz en sus valores singulares. Antes veamos el siguiente teorema

Teorema 3.46 Sean {u1, u2, . . . , uk} y {v1, v2, . . . , vk} bases ortonormales
de U y V , respectivamente y sean

Ũ =
[
u1 u2 · · · uk

]
y Ṽ =

[
v1 v2 · · · vk

]
.

Si Ũ∗Ṽ = C es una matriz diagonal con entradas no negativas, donde C =
diag

[
c1 c2 · · · ck

]
y c1 ≥ c2 ≥ · · · ≥ ck ≥ 0, entonces u1, u2, . . . , uk

y v1, v2, . . . , vk son los vectores principales de los subespacios U y V . Los
ángulos principales son θi = arc cos ci, 1 ≤ i ≤ k.

Demostración
Sean u ∈ U y v ∈ V vectores unitario tales que 〈u, v〉 ≥ 0. Luego existen

vectores únicos x, y ∈ Ck tales que u = Ũx y v = Ṽ y. Extendiento Ũ a
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una matriz unitaria en ∈ Cn×n podemos ver que ‖x‖ = ‖u‖ y análogamente
‖v‖ = ‖y‖. Por otro lado,

0 ≤ 〈u, v〉 = 〈Ũx, Ṽ y〉 = y∗Ṽ ∗Ũx = y∗Ũ∗Ṽ x = y∗Cx

= 〈Cx, y〉 ≤ ‖Cx‖‖y‖ ≤ ‖C‖ = c1,

y dado que 〈ũ1, ṽ1〉 = c1 obtenemos que el primer ángulo principal es θ1 =
arc cos c1, y que ũ1 y ṽ1 son vectores principales. Análogamente se tiene que
θi = arc cos ci con vectores principales asociados ũi y ṽi. �

Sean {p1, p2, . . . , pk} y {q1, q2, . . . , qk} bases ortonormales de U y V res-
pectivamente. Sean P1 =

[
p1 p2 · · · pk

]
y Q1 =

[
q1 q2 · · · qk

]
.

Consideremos la descomposición en valores singulares de P ∗1Q1 = M1ΣN1,
donde Σ = diag

[
σ1 σ2 · · · σk

]
y σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σk ≥ 0. Sea U1 = P1M1

y V1 = Q1N1. Nótese que las columnas de U1 y V1 forman una base ortonormal
de U y V respectivamente. Por otro lado, U∗1V1 = M∗

1P
∗
1Q1N1 = Σ, aśı por

el teorema anterior se tiene que θi = arc cosσi, los ángulos principales entre
U y V , con vectores principales asociados ui, la i-ésima columna de U1, y vi,
la i-ésima columna de V1.



Caṕıtulo 4

Cálculo de Valores y Vectores
Propios

En este caṕıtulo se tratará con métodos iterativos para el cálculo de
valores y vectores propios. Un método iterativo es aquel que produce una
secuencia de aproximaciones que convergen a la solución del problema que
se esté tratando. El método para cuando se tiene una aproximación lo sufi-
cientemente cerca de la solución real.

43
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Dado un espacio vectorial con producto interno inmediatamente se puede
hablar de la norma (o magnitud) de cada vector la cual nos permite hablar
de la distancia o cercańıa entre dos vectores. La cercańıa entre dos vectores
nos permite saber si una sucesión de vectores se aproxima a un vector.

Dada una función F : N → Cn, consideremos el conjunto {F (n) ∈ Cn :
n ∈ N}. Dado n ∈ N, sea xn = F (n). El conjunto {xn}n∈N será llamado suce-
sión en Cn y lo denotaremos sólo como {xj}. Dada una sucesión podemos
definir cuándo converge a un vector y ∈ Cn.

Definición 4.1 Sea {xj} una sucesión en Cn y sea v ∈ Cn. Diremos que la
sucesión {xj} converge a v si y sólo si para cada ε > 0 existe N ∈ N tal
que si j > N entonces ‖xj − y‖ < ε.

Si la sucesión {xj} converge a y sólo escribiremos xj → y. De la definición
podemos ver que xj → y si y sólo si xj − y → 0̄.

Teorema 4.2 Sea {αj} una sucesión en C y sea {xj} una sucesión en Cn.
Sean α ∈ C y x ∈ Cn tales que αj → α y xj → x, entonces:

1. Para cada β ∈ C se tiene βxj → βx.

2. Para cada y ∈ Cn se tiene αjy → αy.

3. La sucesión {αjxj} converge a αx.

4. Si αj 6= 0 para cada j ∈ N y α 6= 0 entonces (αj)
−1 → α−1.

La demostración de este teorema se puede encontrar en [4].

4.1. Método de las Potencias

Supongamos que A ∈ Cn×n es diagonalizable, luego existen vectores pro-
pios v1, v2, . . . , vn linealmente independientes asociados a los valores propios
λ1, λ2, . . . , λn, respectivamente. Supongamos que |λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|.
Bajo estas condiciones es posible encontrar un vector propio dominante uti-
lizando el método de las potencias.

El valor propio λ1 es llamado el valor propio dominante, el cual es dis-
tinto de cero. Si v es un vector propio asociado a λ1 se dirá que v es un vector
propio dominante.
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La idea es tomar un vector q ∈ Cn, generar la sucesión q, Aq,A2q, . . . y
a partir de esta sucesión crear una sucesión convergente a un vector propio
dominante. Dado q ∈ Cn existen escalares a1, a2, . . . , an tales que q = a1v1 +
a2v2 + · · · + anvn. Supongamos a1 6= 0, luego aplicando la transformación
A obtenemos Aq = a1λ1v1 + a2λ2v2 + · · · + anλnvn y en general se tiene
Ajq = a1λ

j
1v1 + a2λ

j
2v2 + · · ·+ anλ

j
nvn, de donde obtenemos

Ajq = λj1(a1v1 + a2(λ2/λ1)jv2 + · · ·+ an(λn/λ1)jvn).

Nótese que si v es un vector propio de A entonces αv es un vector propio de
A para cualquier α ∈ C y aśı la magnitud del vector αv pierde importancia.
Sea qj = Ajq0/λ

j
1, luego se tiene

‖qj − a1v1‖ = ‖a2(λ2/λ1)jv2 + · · ·+ an(λn/λ1)jvn‖
≤ |a2||(λ2/λ1)|j‖v2‖+ · · ·+ |an||(λn/λ1)|j‖vn‖
≤ (|a2|‖v2‖+ · · ·+ |an|‖vn‖)|(λ2/λ1)|j

y dado que |λ2/λ1|j → 0, obtenemos que qj → a1v1. Por lo tanto para j
suficientemente grande se tiene que qj es una buena aproximación del vec-
tor propio dominante a1v1. Nótese que la multiplicidad de λ1 no afecta a la
construcción anterior, si la multiplicidad de λ1 es mayor que uno análoga-
mente se puede construir la sucesión qj.

En la práctica la sucesión {qj} es inaccesible dado que en principio no
conocemos el valor propio λ1. Por otro lado no es conveniente utilizar la
sucesión (Ajq) dado que si |λ1| < 1 entonces Ajq → 0̄, y si |λ1| > 1 entonces
Ajq →∞, sin embargo es posible tomar una sucesión convergente a un vector
propio dominante, para esto utilizaremos la norma infinito. Sea u0 ∈ Cn tal
que ‖u0‖∞ = 1 y

u0 = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn

para a1, a2, . . . , an ∈ C, sin pérdida de generalidad supongamos que ‖vi‖∞ =
1 para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} y que la coordenada de mayor magnitud de v1

es igual a uno.
Supongamos a1 6= 0. Sea w0 = Au0 y sea u1 = w0/c1 donde |x0

k| =
máx{|x0

i | : 1 ≤ i ≤ n}, la coordenada de mayor magnitud que en caso de
empate se toma la de menor ı́ndice, y c1 = x0

k. De este modo se tiene

w0 = Au0 = λ1(a1v1 + a2

(
λ2

λ1

)
v2 + · · ·+ an

(
λn
λ1

)
vn) y
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u1 =

(
λ1

c1

)
(a1v1 + a2

(
λ2

λ1

)
v2 + · · ·+ an

(
λn
λ1

)
vn),

donde ‖u1‖∞ = 1. En general se tiene

wj−1 = Auj−1 =

(
λj1

c1c2 · · · cj−1

)
(a1v1 +a2

(
λ2

λ1

)j
v2 + · · ·+an

(
λn
λ1

)j
vn) y

uj =

(
λj1

c1c2 · · · cj−1cj

)
(a1v1 + a2

(
λ2

λ1

)j
v2 + · · ·+ an

(
λn
λ1

)j
vn),

donde ‖uj‖∞ = 1 y cj = xj−1
k , la coordenada de wj−1 de mayor magni-

tud. Aśı la componente de mayor magnitud de uj es igual a 1. Sea zj =
a2(λ2/λ1)jv2 + · · ·+ an(λn/λ1)jvn, luego zj → 0̄ y se tiene

ĺım
j→∞

uj = ĺım
j→∞

(
λj1

c1c2 · · · cj−1cj

)
(a1v1 + zj) = ĺım

j→∞

(
λj1a1

c1c2 · · · cj−1cj

)
v1.

Dado que las coordenadas de mayor magnitud de uj y v1 son iguales a 1
entonces se tiene

ĺım
j→∞

(
λj1a1

c1c2 · · · cj−1cj

)
= 1

y aśı
ĺım
j→∞

uj = v1.

Por otro lado, dado que (λj1a1)/c1c2 · · · cj 6= 0 para cada j ∈ N entonces
se tiene

1 = ĺım
j→∞

λj1a1/c1c2 · · · cj
λj−1

1 a1/c1c2 · · · cj−1

= ĺım
j→∞

λ1

cj
,

de donde obtenemos que ĺımj→∞ cj = λ1.

4.1.1. Implementación Computacional

A continuación se presenta la implementación en MATLAB del algoritmo
descrito en el método de las potencias.

Como datos de entrada se requiere:
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A una matriz de orden n× n.

U un vector inicial de orden n× 1.

epsilon es la tolerancia.

max1 es el número máximo de iteraciones.

Como resultado devuelve:

lambda, que es una aproximación que dista epsilon del valor propio
dominande de A.

V, que es un vector que dista epsilon de un vector propio dominante
de norma infinito uno.

Implementación en MATLAB:

function [lambda,V]=power1(A,U,epsilon,max1)

% Inicialización de los parámetros

lambda=0;

cnt=0;

err=1;

state=1;

while ((cnt<=max1)&&(state==1))

W=A*U;

% Normalización de W

[m j]=max(abs(W)));

c1=m;

dc=abs(lambda-c1);

if (c1 =max(Y))

c1=-c1;

end

W=(1/c1)*W;

% Actualización de U y de lambda y criterio de convergencia

dv=norm(U-W);

err=max(dc,dv);

U=W;

lambda=c1;

state=0;
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if(err>epsilon)

state=1;

end

cnt=cnt+1;

end

V=U;

La siguiente tabla presenta los resultados de la aplicación del método de
las potencias a la matriz

A =

 0 11 −5
−2 17 −7
−4 26 −10

 ,
donde λ(A) = {4, 2, 1}. El método comienza con el vector u0 =

(
1 1 1

)t
.

Auk = ck+1uk+1

Au0 = 12,0000
(
0,5000 0,6666 1,0000

)t
= c1u1

Au1 = 5,3333
(
0,4375 0,6250 1,0000

)t
= c2u2

Au2 = 4,5000
(
0,4166 0,6111 1,0000

)t
= c3u3

Au3 = 4,2222
(
0,4078 0,6052 1,0000

)t
= c4u4

Au4 = 4,1052
(
0,4038 0,6025 1,0000

)t
= c5u5

Au5 = 4,0512
(
0,4018 0,6012 1,0000

)t
= c6u6

Au6 = 4,0253
(
0,4009 0,6006 1,0000

)t
= c7u7

Au7 = 4,0125
(
0,4004 0,6003 1,0000

)t
= c8u8

Au8 = 4,0062
(
0,4002 0,6001 1,0000

)t
= c9u9

Au9 = 4,0031
(
0,4001 0,6000 1,0000

)t
= c10u10

Au10 = 4,0015
(
0,4000 0,6000 1,0000

)t
= c11u11

Se observa que la sucesión de escalares se aproxima al valor propio domi-
nante λ = 4 y la sucesión de vectores se aproxima al vector propio dominante
v =

(
2/5 3/5 1

)t
.
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4.2. Método de las Potencias Inversas con

Desplazamiento

Continuaremos suponiendo que la matriz A ∈ Cn×n es diagonalizable
con vectores propios v1, v2, . . . , vn linealmente independientes asociados a
los valores propios λ1, λ2, . . . , λn, respectivamente, los cuales cumplen |λ1| >
|λ2| ≥ · · · ≥ |λn|. Si A es invertible, y por lo tanto sus valores propios son
distintos de cero, podemos aplicar el método de las potencias a la matriz
A−1, esto es el método de las potencias inversas.

Dado que λ1, λ2, . . . , λn son valores propios deA se tiene que λ−1
n , λ−1

n−1, . . . ,
λ−1

1 son valores propios de A−1. Si |λ−1
n | > |λ−1

n−1| entonces podemos aplicar
el método de las potencias a A−1 y calcular un vector propio de A asociado
al valor propio λn. Por otro lado, también existe la posibilidad de calcular
vectores propios asociados a los demás valores propios. Dado ρ ∈ C se tiene
que si λ es valor propio de A entonces λ− ρ es valor propio de A− ρI, luego
si tomamos ρ ∈ C tal que |λj − ρ| > |λi − ρ| > 0 para todo j 6= i entonces se
tiene |(λi − ρ)−1| > |(λj − ρ)−1| para todo j 6= i, luego A − ρI es invertible
y podemos aplicar el método de las potencias a (A− ρI)−1 para calcular un
vector propio de A asociado a λi.

El desplazamiento de la matriz A se podŕıa usar en el método de las
potencias para calcular cualquier otro vector propio asociado al valor propio
que deseemos sin embargo no siempre es posible. Si tomamos A ∈ R3×3

diagonalizable tal que λ(A) = {−1, 1, 2}, entonces no nos seŕıa posible tomar
un escalar que esté mas lejano de 1 que de todos los demás valores propios,
sin embargo si nos es posible tomar un escalar que esté más próximo a 1 que
a todos los demás valores propios.

Dado un valor propio λj de A y un escalar ρ ∈ C tal que |λj−ρ| > |λi−ρ|
para cada i 6= j entonces podemos aplicar el método de las potencias a la
matriz (A − ρI)−1 para calcular un vector propio de A asociado al valor
propio λj, esto es el método de las potencias inversas con desplazamiento.

La matriz (A−ρI)−1 no necesariamente necesita ser calculada, como alter-
nativa podemos resolver el sistema (A−ρI)wj = uj utilizando la factorización
LU y posteriormente tomar uj−1 = wj/cj+1 donde cj+1 es la coordenada de
mayor magnitud de wj.

Una variante del método es tomar un desplazamiento diferente de la ma-
triz A en cada iteración, para esto se toma el escalar ρi tal que

‖Aui − ρiui‖ = mı́n
ρ∈C
‖Aui − ρui‖.
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En el caṕıtulo 4 se vió que el valor óptimo cumple la ecuación

q∗qρ = q∗Aq.

Dado que q∗q ∈ C entonces tenemos que el valor óptimo tiene la forma

ρ =
q∗Aq

q∗q
=
q∗Aq

‖q‖2
,

el cual es el cociente de Rayleigh de q respecto a A.
Aśı en el i-ésimo paso de la iteración se toma el escalar

ρj−1 = (u∗j−1Auj−1)/‖uj−1‖2,

se resuelve el sistema (A − ρi)wj = uj−1 y se toma uj = wj/cj donde cj es
la coordenada de wj de mayor magnitud. Esta variante del método de las
potencias inversas con desplazamiento es la llamada iteración del cociente
de Rayleigh. La convergencia al aplicar esta variante no está garantizada
sin embargo cuando se da la convergencia entonces converge con un orden
cuadrático de convergencia, ver [1].

Cuando esta variante converge la sucesión de escalares (ρj) converge el
valor propio desconocido. Aśı el cociente de Rayleigh nos permite tomar una
sucesión de escalares que converge al valor propio que deseemos obtener.

Teorema 4.3 Sean A ∈ Cn×n y v ∈ Cn un vector propio de A asociado al
valor propio λ tal que ‖v‖ = 1. Sea q ∈ Cn tal que ‖q‖ = 1 y sea ρ = q∗Aq,
entonces

|λ− ρ| ≤ 2‖A‖‖v − q‖.

Demostración:
Dado que Av = λv y ‖v‖ = 1, entonces λ = v∗Av. Aśı

λ− ρ = v∗Av − q∗Aq = v∗Av − v∗Aq + v∗Aq − q∗Aq
= v∗A(v − q) + (v − q)∗Aq

y obtenemos
|λ− ρ| ≤ |v∗A(v − q)|+ |(v − q)∗Aq|. (4.1)

Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

|v∗A(v − q)| ≤ ‖v∗‖‖A(v − q)‖ = ‖A(v − q)‖,
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y por la definición de ‖A‖ se tiene

|v∗A(v − q)| ≤ ‖A(v − q)‖ ≤ ‖A‖‖v − q‖.

Análogamente obtenemos que |(v − q)∗Aq| ≤ ‖A‖‖v − q‖, aśı usando las
dos desigualdades anteriores en la ecuación 4.1 obtenemos

|λ− ρ| ≤ 2‖A‖‖v − q‖.

�

El método de la potencias inversas genera una sucesión uj convergente a
un vector propio v donde se tiene que uj 6= 0̄ para cada j ∈ N, aśı por el
Teorema 4.2 tenemos que uj/‖uj‖ → v/‖v‖. Por lo tanto si tomamos ρj =
(u∗jAuj)/‖uj‖2 entonces la sucesión (ρj) converge al valor propio asociado al
vector propio v.

4.2.1. Implementación Computacional

Como datos de entrada se requiere:

A una matriz de orden n× n invertible y diagonalizable.

X un vector inicial de orden n× n.

alfa es el desplazamiento.

epsilon es la tolerancia.

max1 es el número máximo de iteraciones.

Como resultado devuelve:

lambda una aproximación del valor propio más cercano a alfa.

V una aproximación al vector propio asociado del valor propio más
cercano a alfa.

Implementación en MATLAB:

function [lamda,V]=invpow(A,X,alfa,epsilon,max1)

% Valores iniciales de la matriz A - alfa I y de los parámetros
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[n n]=size(A);
A=A-alfa*eye(n);

lambda=0;

cnt=0;

err=1;

state=1;

[L,U,P]=lu(A);
while ((cnt<=max1)&&(state==1))

% Resolución del sistema AY=X

Y=(P*X)/L);

Y=Y/U;

% Normalización de Y

[m j]=max(abs(Y));

c1=m;

dc=abs(lambda-c1);

if (c1 =max(Y))

c1=-c1;

end

Y=(1/c1)*Y;

% Actualización de X y de lambda y criterio de convergencia

dv=norm(X-Y);

err=max(dc,dv);

X=Y;

lambda=c1;

state=0;

if (err>epsilon)

state=1;

end

cnt=cnt+1;

end

lambda=alfa+(1/c1);

V=X;

A continuación se presenta una tabla de los resultados de la aplicación del
método de la potencias inversas con desplazamiento a la matriz A, definida
anteriormente, con desplazamiento α = −2 comenzando con el vector u0 =(
0 1 1

)t
.
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(A+ 2I)−1uk = ck+1uk+1

(A+ 2I)−1u0= 0,6111
(
0,5455 0,4545 1,0000

)t
= c1u1

(A+ 2I)−1u1 = 0,4091
(
0,5185 0,4815 1,0000

)t
= c2u2

(A+ 2I)−1u2 = 0,3642
(
0,5085 0,4915 1,0000

)t
= c3u3

(A+ 2I)−1u3 = 0,3475
(
0,5041 0,4959 1,0000

)t
= c4u4

(A+ 2I)−1u4 = 0,3401
(
0,5020 0,4980 1,0000

)t
= c5u5

(A+ 2I)−1u5 = 0,3367
(
0,5010 0,4990 1,0000

)t
= c6u6

(A+ 2I)−1u6 = 0,3350
(
0,5005 0,4995 1,0000

)t
= c7u7

(A+ 2I)−1u7 = 0,3342
(
0,5002 0,4998 1,0000

)t
= c8u8

(A+ 2I)−1u8 = 0,3337
(
0,5001 0,4999 1,0000

)t
= c9u9

(A+ 2I)−1u9 = 0,3335
(
0,5001 0,4999 1,0000

)t
= c10u10

(A+ 2I)−1u10 = 0,3334
(
0,5000 0,5000 1,0000

)t
= c11u11

Se observa que la sucesión de escalares converge a 1/3 que es valor propio
de (A + 2)−1, aśı 3 es valor propio de A + 2I y en consecuencia 1 es valor

propio de A y
(
1/2 1/2 1

)t
es vector propio de A correspondiente al valor

propio 1.

4.3. Perturbaciones

En la práctica cuando se nos presenta un problema que requiera encon-
trar los valores propios de una matriz usualmente la matriz con la cual se
está tratando viene dada de una medición que nos proporciona datos con
error. Ante esta situación es necesario saber si tiene sentido tratar con una
matriz con errores y qué relación tiene la información que nos dé la matriz
perturbada respecto de la matriz real.

Supongamos que hemos calculado una aproximación al valor propio λ y
un vector propio asociado v y queremos saber qué tan cerca están de los
valores propios y los vectores propios de la matriz original, los siguientes
teoremas nos dan información acerca de ello.

Teorema 4.4 Sean A ∈ Cn×n y v ∈ Cn tal que ‖v‖ = 1. Dado λ ∈ C existe
una matriz Aδ tal que v es vector propio de A+ Aδ asociado al valor propio
λ y ‖Aδ‖ = ‖Av − λv‖.

Demostración:
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Sea Aδ = (λv − Av)v∗, luego

(A+ Aδ)v = Av + (λv − Av)v∗v = λv,

aśı v es valor propio de A+ Aδ. Dado u ∈ Cn tal que ‖u‖ = 1 se tiene

‖(λv − Av)v∗u‖ = |〈u, v〉| ‖λv − Av‖ ≤ ‖u‖‖v‖‖λv − Av‖ = ‖λv − Av‖.

Por otro lado ‖(λv − Av)v∗v‖ = ‖λv − Av‖, aśı ‖Aδ‖ = ‖λv − Av‖. �

Lema 4.5 Sea D ∈ Cn×n una matriz diagonal, entonces

‖D‖ = máx
1≤i≤n

|Dii|.

Demostración:
Tomemos la matriz hermitiana D∗D, luego D∗D es diagonal y (D∗D)ii =

|Dii|2. Sea λ el elemento de mayor magnitud de la matriz D∗D, luego por el
Corolario del Teorema 3.41 obtenemos que

‖D‖ =
√
λ = máx

1≤i≤n
|Dii|.

�

Teorema 4.6 Sean A,Aδ ∈ Cn×n. Supongamos que existen D, V ∈ Cn×n

con V invertible y D diagonal tales que A = V DV −1, es decir, A es diago-
nalizable. Si µ es un valor propio de la matriz A + Aδ entonces A tiene un
valor propio λ tal que

|µ− λ| ≤ ‖V −1‖‖Aδ‖‖V ‖.

Demostración:
Sea Dδ = V −1AδV , luego

‖Dδ‖ ≤ ‖V −1‖‖Aδ‖‖V ‖. (4.2)

Por otro lado V −1(A+Aδ)V = V −1(D+Dδ)V , aśı µ es valor propio de D+Dδ.
Si µ es valor propio de A tenemos evidentemente el resultado. Supongamos
que µ no es valor propio de A. Dado que los valores propios de A son los
elementos de la diagonal principal de la matriz D entonces la matriz µI −D
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es invertible y aśı podemos reescribir la ecuación (D + Dδ)x = µx como
x = (µI −D)−1Dδx, luego ‖x‖ ≤ ‖(µI −D)−1‖‖Dδ‖‖x‖ y obtenemos

‖(µI −D)−1‖−1 ≤ ‖Dδ‖. (4.3)

La matriz (µI − D)−1 es una matriz diagonal con entradas (µ − λi)
−1 en

la diagonal principal, donde λ1, λ2, . . . , λn son los valores propios de A. Por
el Lema anterior tenemos que ‖(µI − D)−1‖ = |µ − λ|−1, donde λ es valor
propio más cercano a µ, nótese que puede no ser único. Aśı obtenemos de las
ecuaciónes 4.2 y 4.3

|µ− λ| ≤ ‖V −1‖‖Aδ‖‖V ‖.

�
Estos y otros teoremas relacionados con la teoŕıa de perturbación se

pueden ver en [1] y [7].

4.4. Iteración Simultánea

Antes de abordar la Iteración Simultánea veamos algunos conceptos pre-
vios.

Definición 4.7 Dado un subespacio S de Cn y dada A ∈ Cn×n se dice que
S es A-invariante si As ∈ S para cada s ∈ S.

En particular dado λ ∈ λ(A) se tiene que Eλ es A-invariante.

Lema 4.8 Sea A ∈ Cn×n y sea S un subespacio de Cn con base {x1, x2, . . .
, xk}. Sea X =

[
x1 x2 · · · xk

]
, entonces S es A-invariante si y sólo si

existe B ∈ Ck×k tal que AX = XB.

Demostración:
Supongamos que existe B ∈ Ck×k tal que AX = XB, luego

Axj =
k∑
i=1

xibij ∈ gen({x1, x2, . . . , xk}) = S.

Dado que Axj ∈ S, 1 ≤ j ≤ k, entonces se tiene Ax ∈ S para cada x ∈ S.
Aśı S es A-invariante.
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Supongamos que S es A-invariante. Para j ∈ {1, 2, . . . , k}, dado que
Axj ∈ S, se tiene que existen escalares b1j, b2j, . . . , bkj tales que Axj =
b1jx1 + b2jx2 + · · · + bkjxk. Sea B ∈ Ck×k definida como Bij = bij, luego
A
[
x1 x2 · · · xk

]
=
[
x1 x2 · · · xk

]
B y se tiene el resultado deseado.

�
Del teorema anterior podemos ver que λ ∈ λ(B) entoces λ ∈ λ(A).

Teorema 4.9 Sea A ∈ Cn×n y sea S un subespacio de Cn. Sea {x1, x2, . . . , xk}
base de S y sean xk+1, xk+2, . . . , xn vectores tales que {x1, x2, . . . , xn} es una
base de Cn. Sean X1 =

[
x1 x2 · · · xk

]
, X2 =

[
xk+1 xk+2 · · · xn

]
y

X =
[
X1 X2

]
, entonces S es A-invariante si y sólo si B = X−1AX tiene

la forma

B =

[
B11 B12

0 B22

]
,

donde B11 ∈ Ck×k, y se tiene AX1 = X1B11.

Demostración:
Supongamos que S es A-invariante. La ecuación B = X−1AX es equiva-

lente a AX = XB, de donde obtenemos

Axj =
n∑
i=1

xibij,

y dado que S es A-invariante se tiene b(k+1)j = b(k+2)j = · · · = bnj = 0, para
cada j ∈ {1, 2, · · · , k}. Aśı tomando (B11)ij = bij, 1 ≤ i, j ≤ k, obtenemos
que B tiene la forma establecida en el teorema y evidentemente se tiene
AX1 = X1B11.

Rećıprocamente si AX1 = X1B11 utilizando el lema anterior obtenemos
que S es A-invariante.�

El teorema anterior nos muestra que si obtenemos subespacios invari-
antes podemos tomar matrices similares para descomponer el problema de la
búsqueda de valores propios en matrices más pequeñas. El teorema de Schur
nos muestra que particionar una matriz de esta forma siempre es posible. Si
la matriz B12 = 0 entonces el problema de buscar los valores propios de A
se reduce a buscar los valores propios de las matrices B11 y B22. El método
QR es una forma de particionar la matriz A de tal forma para simplificar
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la búsqueda de los valores propios de una matriz. Antes veamos la iteración
simultánea, la cual establece las bases para el método QR.

Dada A ∈ Cn×n tal que tiene un valor propio dominante, retomando
el método de las potencias, tenemos que podemos generar una sucesión
de vectores que converja a algún vector propio dominante v1. Los vectores
q, Aq,A2q, . . . pueden verse como representates de los subespacios que gen-
eran, es decir, de gen({Ajq}) respectivamente. La operación de tomar un
múltiplo de Ajq en cada iteración del método de las potencias puede verse
como tomar otro representante del mismo subespacio. Aśı el método de las
potencias puede verse como el proceso de iteración de subespacios, es decir,
comenzar con S = gen({q}) y generar AS,A2S,A3, . . .. Esta sucesión con-
verge a T = gen({v1}) en el sentido de que el ángulo principal de mayor
magnitud entre AjS y T tiende a cero. Este proceso se puede generalizar a
subespacios de dimensión mayor que uno.

Sea A ∈ Cn×n una matriz diagonalizable y sea {v1, v2, . . . , vn} una base
de ∈ Cn que consiste de vectores propios de A asociados a los valores propios
λ1, λ2, . . . , λn, respectivamente. Supongamos que |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|
y que |λk| > |λk+|. Diremos que Sea Vk = gen({v1, v2, . . . , vk}) y Uk =
gen({vk+1, vk+2, . . . , vn}). Diremos que Vk es el subespacio dominante de A
de dimensión k. La condición |λk| > |λk+1| implica N(Am) ⊆ Uk para cada
m ∈ N. Por otro lado, si S es un subespacio de ∈ Cn de dimensión k tal
que Uk ∩ S = {0̄}, entonces N(Am) ∩ S = {0̄} y aśı dim(AmS) = dim(S).
La condición Uk ∩ S = {0} no es una condición dif́ıcil de cumplir dado que
dim(Uk) + dim(S) = n, ver [8].

Dado q ∈ S distinto de cero se tiene que existen escalares c1, c2, . . . , cn
tales que

q = c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk

+ck+1vk+1 + ck+2vk+2 + · · ·+ cnvn.

Dado que Uk ∩S = {0̄} se tiene que ci 6= 0 para algún i ∈ {1, 2, . . . , k}, luego

Amq/(λk)
m = c1(λ1/λk)

mv1 + · · ·+ ck−1(λk−1/λk)
mvk−1 + ckvk

+ck+1(λk+1/λk)
mvk+1 + · · ·+ cn(λn/λk)

mvn,

donde se tiene gen({Amq}) = gen({Amq/(λk)m). Aśı gen({Amq} → G para
algún subespacio G de dimensión uno contenido en Vk.

La idea de la iteración simultánea es tomar una base de S e iterar en
los vectores de la base simultáneamente. Supongamos Uk ∩ S = 0̄ y sea
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{q(0)
1 , q

(0)
2 , . . . , q

(0)
k } una base de S. Dado que Uk∩S = 0̄ se tiene que {Amq(0)

1 ,

Amq
(0)
2 , . . . , Amq

(0)
k } es una base de AmS, análogamente se puede ver que AmS

converge a algún subespacio de Vk, pero dado que dim(AmS) = dim(S) =
dim(Vk) y se tiene que AmS → Vk.

Análogamente al método de las potencias podemos ver que los vectores
Amq

(0)
i pueden crecer en magnitud tal que ‖Amq(0)

i ‖ → ∞, o disminuir su

magnitud de tal forma que ‖Amq(0)
i ‖ → 0. Por lo tanto en la práctica en cada

paso de la iteración es conveniente normalizar los vectores de tal forma que
generen al mismo subespacio. Esto se puede hacer a través del proceso de
ortonormalización de Gram-Scmidt. Aśı podemos tomar vectores unitarios y
ortogonales q

(m)
1 , q

(m)
2 , . . . , q

(m)
k tales que

gen({Amq(0)
1 , Amq

(0)
2 , . . . , Amq

(0)
k }) = gen({q(m)

1 , q
(m)
2 , . . . , q

(m)
k }).

Consideremos que ampliamos el conjunto ortonormal {q(m)
1 , q

(m)
2 , . . . , q

(m)
k }

a una base ortonormal de Cn, {q(m)
1 , q

(m)
2 , . . . , q

(m)
n }. Sea Q̂m ∈ Cn×n tal que

Q̂m =
[
q

(m)
1 q

(m)
2 · · · q

(m)
n

]
, luego Q̂m es una matriz unitaria. Sea

Am = Q̂∗mAQ̂m.

Aśı obtenemos que el generado de las primeras k columnas de Q̂m converge al
subespacio Vk, el cual es A-invaritante. Por lo tanto, utilizando el Teorema4.9,
tenemos que

Am →
[
A11 A12

0 A22

]
Esto lo podemos hacer para cada k ∈ {1, 2, . . . , n−1} tal que |λk| > |λk+1|.

Aśı la matriz Am converge a una matriz triangular por bloques.

4.5. Método QR

El Método QR calcula la matriz Am directamente comenzando con los
vectores canónicos como vectores iniciales. En cada iteración del método se
toman factorizaciones del tipo QR las cuales nos brindan la posibilidad de
calcular una base ortonormal del subespacio {Ame1, A

me2, . . . , A
men}. Antes

de describir el método en general veamos las primeras dos iteraciones.
Supongamos ran(A) = n. Comenzamos con

Q0 =
[
e1 e2 · · · en

]
,
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aśı tomando la factorización QR de la matriz A, A = Q1R1, obtenemos que

gen({Ae1, Ae2, . . . , Aen}) = gen({q(1)
1 , q

(1)
2 , . . . , q(1)

n }),

donde q
(1)
i es la i-ésima columna de Q1.

Sea A1 = Q∗1AQ1, luego A1 es unitariamente equivalente a la matriz A
y A1 = R1Q1. Tomemos la factorización QR de AQ1, AQ1 = Q̃2R2, luego
dado que la factorización QR de cualquier matriz es única obtenemos la
factorización QR de A1, donde A1 = Q∗1Q̃2R2 = Q2R2.

Sea A2 = Q∗2A1Q2 = Q∗2Q
∗
1AQ1Q2, aśı A2 es unitariamente equivalente a

la matriz A y se tiene A2 = R2Q2.
Por otro lado A2 = Q1R1Q1R1 = Q1A1R1 = Q1Q2R2R1 = Q̂2R̂2, donde

Q̂2 = Q1Q2 y R̂2 = R2R1. Nótese que

gen({A2e1, A
2e2, . . . , A

2en}) = gen({q(2)
1 , q

(2)
2 , . . . , q(2)

n }),

donde q
(2)
i es la i-ésima columna de Q̂2.

Este proceso se puede hacer recursivamente para obtener las matrices
Q̂m = Q1Q2 · · ·Qm y R̂m = RmRm−1 · · ·R1, tales que Am = Q̂mR̂m.

Cada iteración del método se aplica de la siguiente forma:

Factorizar Am−1 = QmRm

Q̂m = Q̂m−1Qm

R̂m = RmR̂m−1

Am = RmQm = Q∗mAm−1Qm

Teorema 4.10 Sean Q̂m, R̂m y Am las matrices descritas anteriormente,
entonces:

1. Am = Q̂∗mAQ̂m.

2. Am = Q̂mR̂m.

Demostración:
La prueba se hará por inducción sobre m.
1) Para m = 1 el teorema se cumple evidentemente. Supongamos que el

teorema se cumple para m− 1. Se tiene que Am = Q∗mAm−1Qm y aplicando
la hipótesis de inducción obtenemos Am = Q∗mQ̂

∗
m−1AQ̂m−1Qm = Q̂∗mAQ̂m.
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2) Trivialmente se verifica que el teorema se cumple para m = 1. Supong-
amos que el teorema se cumple param−1. Aplicando la hipótesis de inducción
obtenemos

Am = AAm−1 = AQ̂m−1R̂m−1 = Q̂m−1Q̂
∗
m−1AQ̂m−1R̂m−1

= Q̂m−1Am−1R̂m−1 = Q̂m−1QmRmR̂m−1 = Q̂mR̂m

aśı se tiene el resultado deseado. �
Del teorema anterior podemos ver que en general se tiene

gen({Ame1, A
me2, . . . , A

men}) = gen({q(m)
1 , q

(m)
2 , . . . , q(m)

n }),

donde q
(m)
i es la i-ésima columna de la matriz Q̂m.

Como criterio de convergencia podemos tomar las matrices Q̂m−1 y Q̂m,
y calcular el ángulo principal de mayor magnitud entre los subespacios que
generan.

Comenzar con los vectores canónicos no es una mayor desventaja ya que
si dim(Uk) < n entonces deben existir vectores canónicos tales el subespacio
generado por ellos se intersecte con Uk sólo en el vector nulo, ver [8].



Conclusiones

El estudio de las transformaciones lineales entre espacios vectoriales de
dimensión finita se reduce al estudio de las matrices, buscar los valores pro-
pios de un operador lineal es equivalente a buscar los valores propios de
su representación matricial. Si el espacio vectorial en qué se está tratando
está dotado de un producto interno ó de una norma entonces podemos hablar
de la distancia entre vectores y se pueden plantear problemas de óptimización
dentro del cálculo de valores y vectores propios, además de poder definir la
norma para los operadores matriciales. Tanto los problemas de optimización
como los problemas que necesitan del cálculo de valores propios son de gran
importancia en muchas aplicaciones. Si bien teóricamente es posible encon-
trar los valores propios de una matriz a través de su polinomio caracteŕıstico,
en la práctica, dado que los datos con que se trabaja usualmente se toman
con errores, se opta por trabajar con otras técnicas como los métodos i-
terativos. Por otro lado antes de abordar la búsqueda de valores y vectores
propios a través de métodos iterativos se mostraron distintas factorizaciones
matriciales, las cuales facilitan los cómputos necesarios en los métodos ite-
rativos. En este trabajo se estudió el Método de las Potencias y su variante,
el Método de las Potencias Inversas con desplazamiento. Estos métodos nos
proporcionan sucesiones de vectores y sucesiones de escalares que convergen
a un vector propio y un valor propio respectivamente. En el caso del Método
de las potencias inversas con desplazamiento este nos dá la ventaja de poder
calcular cualquier valor propio aśı como su vector propio asociado, lo cual en
el Método de las potencias no es posible. Por otro lado se presentaron teore-
mas propios de la Teoŕıa de la Perturbación de las matrices, los cuales dan
sentido al hecho de trabajar con datos con errores. Finalmente se abordó el
Método QR el cual es una generalización del Método de las potencias. Este
método lleva la búsqueda de valores propios a matrices de menor tamaño
donde los valores propios son de igual magnitud.
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62 CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE VALORES Y VECTORES PROPIOS



Bibliograf́ıa

[1] Demmel, Applied Linear Algebra, SIAM, 1997.

[2] Friedberg, Linear Algebra, Prentice Hall, 2003.

[3] Golub, Matrix Computations, The Jhons Hopkins University Press, 1996.

[4] Rudin, Principles of Mathematical Analysis, McGraw-Hill, 1976.

[5] Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 1987.

[6] Stewart, Matrix Algorithms Volume I: Basic Decompositions, SIAM,
1998.

[7] Trefethen, Numerical Linear Algebra, SIAM, 1997.

[8] Watkins, The Matrix Eigenvalue Problem, SIAM, 2007.

63


