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Tanta prisa tenemos por hacer, escribir
y dejar oir nuestra voz en el silencio de la eternidad,
que olvidamos lo uinico realmente importante: vivir.
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Introducciéon

Se le llama problema de Weber al problema de hallar la mejor ubicacién de un centro de
servicio de tal forma que la suma de las distancias del centro de servicio a todos sus
clientes sea minima. Este problema lo describiremos con mas detalle mas adelante. En este
apartado deseamos presentar el lugar que ocupa este problema en las matematicas. El
problema de hallar la mejor ubicacién de un centro de servicio pertenece al area de las
matematicas denominada Investigacion de Operaciones, pero para ser mas especificos,
debemos mencionar que dentro de ésta, en particular el de Weber, pertenece a la
optimizacion o programacion no lineal. La Investigaciéon de Operaciones debe su nombre a
las operaciones militares ya que sus inicios han sido atribuidos a ciertos servicios militares
que se prestaron al inicio de la Segunda Guerra Mundial. Debido a los esfuerzos bélicos,
existia la urgente necesidad de asignar recursos escasos a las distintas maniobras militares
y a las actividades que componian cada operaciéon de la manera mas eficaz. Actualmente,
esta disciplina se aplica a la problematica relacionada con la conduccién y la coordinacién
de actividades de una organizacién, siendo irrelevante la naturaleza de la organizacién.
Asi, la investigacién de operaciones ha sido aplicada a una extensa variedad de areas, tales
como la manufactura, el transporte, la planeacién financiera, etc. Una de las empresas que
ha aplicado los modelos matemaéticos de la investigacion de operaciones para optimizar la
distribuciéon de sus productos es Procter and Gamble, obteniendo un ahorro de 200
millones de délares anuales [7]. Esta suma puede ser ponderada dependiendo de la
importancia que se le dé a cada cliente. Si el centro de servicio y los clientes estan dentro
de un mismo pais y las distancias no son tan grandes, medir las distancias como si los
puntos estuvieran sobre un plano resulta una muy buena aproximacién. Sin embargo,

actualmente, existen grandes empresas con la necesidad de ubicar estratégicamente un
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centro de distribucion, para atender clientes localizados alrededor del mundo. El problema
de Weber ha sido ampliamente estudiado considerando las distancias entre los puntos
ubicados en un plano. Se decidi6 estudiar este problema debido a la globalizacién, ya que
consideramos que esta manera de plantear el problema se aproxima mejor a la realidad de

una gran variedad de empresas y organizaciones.

Este trabajo de tesis se divide en tres partes. En la primera parte se revisan algunos
conceptos del andlisis convexo ttiles en la teoria de la programaciéon no lineal y que
requeriremos mas adelante. También se estudia y se demuestran propiedades de la
longitud de arco mas corta sobre la esfera para lo cual se hace una revisién de resultados
de trigonometria esférica. En la segunda parte se describe el problema de Weber sobre el
plano y se plantean algunos métodos para su solucion. En la dltima parte se presenta el
problema de Weber sobre una esfera y un ejemplo que se resuelve utilizando un algoritmo
de la literatura programado en Mathematica. Finalmente, se estudian las condiciones para

la existencia y unicidad del punto 6ptimo del problema.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conjuntos Convexos

Definicion 1.1.1 Un conjunto S en R™ se dice que es convexo si el segmento de linea que une
cualesquiera dos puntos en el conjunto también estd en el conjunto. Esto es, si x ey estin en S,

entonces (1 — A)x + Ay debe estar en S para toda A € [0,1].

El siguiente lema es una consecuencia inmediata de la definicion de convexidad. Establece
que la interseccién de dos conjuntos convexos también es un conjunto convexo y que la

suma algebraica de dos conjuntos convexos también es convexa.
Lema 1.1.2 Sean S; y S, conjuntos convexos en E,. Entonces,

1. §; NS, es convexo.
2. §51®S, ={x1 +x3:x1 €S51,%x, € Sy} es convexo.

3. 508, ={x; —x3:x1 €51,x, €5,} es convexo.

Definicion 1.1.3 Sea S cualquier conjunto en R™. La cerradura convexa de S, denotada por H(S),
es la coleccion de todas las combinaciones convexas de S. En otras palabras, x € H(S) si y solo si x

se puede representar como

1)

j
X = Z /1kxk
k=1
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A =0parak =1,..,j
donde k es un entero positivo y x4, ..., x; € S

Lema 1.1.4 Sea S cualquier conjunto en E,. Entonces, H(S) es el conjunto convexo mds pequerio
que contiene a S. De hecho, H(S) es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a

S.

Definicion 1.1.5 La cerradura convexa de un numero finito de puntos xy, ..., Xp+1 en R™ es

llamado politopo y se denotard por H(xq, ..., Xg+1)-

Por definicién, un punto en la cerradura convexa de un conjunto puede ser representado
como una combinaciéon convexa de un nimero finito de puntos en el conjunto. El siguiente
teorema muestra que cualquier punto x en la cerradura convexa de un conjunto S puede

ser representado como una combinacién convexa de alo mas n + 1 puntosen S.

Teorema 1.1.6 Sea S cualquier conjunto en R™. Si x € H(S), entonces x € H(xy, ..., Xn41), donde

xj € Sparaj =1,..,n+ 1. En otras palabras, x puede ser representado como

n+1 (2)
x = Z Ajx;
j=1
n+1
dy=t
j=1

/1]- =0para j=1,.,n+1

xj ESpara j=1,..,n+1
Demostracion. Dado que x € H(S), entonces x = Z;-‘zlﬂjxj, donde 4; > O paraj =1,...,k,
xj€Sparaj=1,..,k, y¥f,2 =1.Sik<n+1se tiene el resultado deseado. Ahora,
supongamos que k >n+ 1. Notemos que x; — Xx;,X3 — Xq,...,X, — X; son linealmente
independientes. Asi, existen escalares u,,...,H; no todos iguales a cero tales que

Z?:z uj(xj — x1) = 0. Haciendo y; = — Zf:z L), se sigue que Zleujxj =0, Zleyj =0,yno



todos los p;’s son iguales a cero. Notemos que al menos un p; es mayor que cero.

Entonces,

k k k k
j=1 j=1 j=1 j=1

para cualquier nimero real a.

Ahora elijamos a a como sigue:
A Ai 3
a=min{—]:yj>0}=—l ®)

para alguni € {1, ..., k}. Notemos que a > 0. Si Kj < 0, entonces Aj —ap; >0,ysip; >0,
entonces A;/u; = A;/u; = a, y por lo tanto, 4; — au; = 0 para toda j = 1,.., k. En particular,

A -

au; = 0 por definicion de a. Por lo tanto, x = le(/lj — ap;j)x;, donde ay; = 0. En
otras palabras, x es representado como una combinacién convexa de a lo més k — 1 puntos
en S. El proceso se repite hasta que x es representado como una combinacién convexa de a
lomésn + 1 puntos de S. m

Un resultado muy importante se deriva de algunos de los conceptos anteriores. Este
resultado establece la existencia de una soluciéon minima para un problema de
optimizacion. Aqui, decimos que X es una solucién minima del problema min{f(x): x € S},

siempre y cuando X € Sy f(X) < f(x) para toda x €S. En tal caso, decimos que un

minimo existe.

Teorema 1.1.7 Sea S un conjunto compacto diferente de vacio y sea f:S — Ry una funcion
continua en S. Entonces el problema min{f (x): x € S} tiene solucion.

Demostracion. Dado que f es una funcién continua en S y S es cerrado y acotado,
entonces f es acotada. En consecuencia, como S # @, existe @ = inf{f (x): x € S}. Ahora, sea
0 < £ < 1, y consideremos el conjunto S, = {x € S:a < f(x) < a + ¥} paracada k = 1,2, ...
. -Debido a que S es acotado, existe una sub-sucesién convergente {x;}x — X, indexada por
el conjunto K. Dado que S es un conjunto cerrado, tenemos x € S; y por continuidad de f,
dado que a < f(x) < a + ¥ para toda k, tenemos a = limy_,., f(xx) = f(X). Por lo tanto,
se ha mostrado que existe una solucion x € S tal que f(x¥) = a = inf{f(x):x € S}y asi X es

una solucién que minimiza el problema. m



1.2 Funciones Convexas

Definicion 1.2.1 Sea f:S — R, donde S es un conjunto convexo en R™ diferente de vacio. La

funcion f se dice que es convexa en S si

fQx1+ (1= D)xp) S Af (1) + (1 = Df (x2) 4)

para cada x,,x, € S y para cada A € (0,1). La funcion es llamada estrictamente convexa en S si la
desigualdad de arriba se cumple con la desigualdad estricta para cada x1,x, € S y para cada
A€ (0,1). La funcion f:S — R es llamada concava (estrictamente concava) si —f es convexa

(estrictamente convexa) en S.

Consideremos la interpretaciéon geométrica de las funciones convexas y concavas. Sean x;
y x, dos puntos distintos en el dominio de f, y consideremos el punto Ax; + (1 — A)x,, con
A € (0,1). Notemos que Af(x1) + (1 — A)f(x;) es el promedio ponderado de f(x;) y f(x2),
mientras que f[Ax; + (1 — A)x;,] da el valor de f en el punto Ax; + (1 — A)x,. Asi, para la
funcién convexa f, el valor de f en los puntos del segmento de linea Ax; + (1 — A)x; es
menor o igual que la cuerda que une a [xy, f(x1)] y [x2, f(x2)]. Para funciones céncavas la

cuerda esta por debajo de la funcién.

Las funciones convexas cuentan con una serie de propiedades las cuales son muy

utilizadas en la préctica.

1. Sean fi, f5, ..., fr: R®™ = R funciones convexas. Entonces:

(@ f(x) = Z?=1 a;fj(x), donde a; > 0 para j = 1,2, ..., k es una funcién convexa.
(b) f(x) = max{f;(x), fo(x), ..., fr(x)} es una funcién convexa.

2. Supongamos que g:R"™ - R es una funcién céncava. Sea S = {x:g(x) >0}, y
definamos f: S = R como f(x) = 1/g(x). Entonces f es convexa en S.

3. Sea g:R — R una funcién convexa no decreciente, y sea h: R" — R una funcion
convexa. Entonces la funcién compuesta f: R™ — R definida por f(x) = g[h(x)] es
una funcién convexa.

4. Sea g:R™ — R una funcién convexa, y sea h: R* - R™ una funcién afin de la forma

h(x) = Ax + b, donde A es una matriz de tamafio m X n y b es un vector de tamafio



m X 1. Entonces la funcién compuesta f: R"™ — R definida por f(x) = g[h(x)] es

una funcién convexa.

Asociada con la funcién convexa f esta el conjunto S, = {x € S: f(x) < a}, « € R, el cual

usualmente se conoce como el conjunto de nivel.

Lema 1.2.2 Sea S un conjunto convexo en R™ diferente de vacio, y sea f:S - R una funcion
convexa. Entonces el conjunto de nivel S, = {x € S: f(x) < a}, donde a es un niimero real, es un
conjunto convexo.
Demostracion. Sean x;,x, € Sy. Asixy,x, €Sy f(x1) < ay f(x;) < a. Ahora seal € (0,1)
y x = Ax; + (1 — A)x,. Por la convexidad de S, tenemos que x € S. Ademas, por la
convexidad de f,

FOO) < Af () + (1= Df(x,) < Ada+ (1 - Da = a. ()
Por lo tanto, x € S,, y asi S, es un conjunto convexo. m

Una propiedad importante de las funciones céncavas y convexas es que éstas son

continuas en el interior de su dominio.

Teorema 1.2.3 Sea S un conjunto convexo en R™ diferente de vacio, y sea f:S — R una funcion
convexa. Entonces f es continua en el interior de S.
Demostracion. Sea x € int S para probar la continuidad de f en X, debemos mostrar que
para cualquier € > 0, existe un § > 0 tal que si ||x — X|| < § entonces se implica que
|f(x) — f(X)| < &. Dado que X € int S, entonces existe §' > 0 tal que si ||x — X|| < ¢’ implica
que x € S. Construyamos 8 como sigue,

6 = max(max[f (¥ +8'e;) = f(X), (% = 8'e)) = f(D]} ©)
donde e; es un vector de ceros excepto por un 1 en la entrada i-ésima. Notemos que

0<6 < oo,

Sea

5= mn(2.2) ®

n



Elijamos un x tal que |[x — || < 6. Six; —X; =0, sea z; = §'e;, de otro modo, sea z; =

—&'e;. Entonces, x — X = Y1, @;2;, donde a; = 0 para i = 1,2, ...,n. Mds aun,

n 1/2
||x —f” = (5’ (Z ai2> .

i=1
De (7), y dado que [|x — X|| < §, se sigue que a; < %para i=12,..,n

Por lo tanto, por la convexidad de f, y dado que 0<na; <1, obtenemos

n n (8)
fe) =f (x £y aizi) = f EZ(’C + naizi)‘
i=1

i=1

n
1
< sz(i + na;z;)
i=1

n

= %Z fI(1 —nap)x + na; (X — z;)]

i=1

< }l [(1 - na) f(D) + naef (& +2)].
=1

L
Por lo tanto, f(x) — f(X) < XL a;[f (X + z;) — f(X)]. De (6) es evidente que f(x + z;) —
f(X) < 6 para cada i; y dado que a; = 0, se sigue que

d ©
fE-f@<0) a
i=1

Senalando (6) y (7), se sigue que a; < £/n6,y (9) implica que f(x) — f(X) < e. m

Definicion 1.2.4 Sea f:R"™ — R, y consideremos el problema de minimizar f(x) sujeto a x € S.
Un punto x € S es llamado solucion factible del problema. Six € Sy f(x) = f(X) para cada x € S,
entonces se dice que X es una solucion optima, una solucion global, o simplemente una solucion del

problema.

Six €Sy si existe una e-vecindad N, (x) alrededor de x tal que f(x) = f(x) para cada

x € S N N.(X), entonces se dice que X es una soluciéon 6ptima local. Similarmente, si X € S



y si existe una e-vecindad N.(X) alrededor de X tal que f(x) > f(X) para cadax € SN

N, (X), entonces X se dice que es una solucién 6ptima local estricta.

Teorema 1.2.5 Sea S un conjunto convexo en R", y sea f:S — R convexa en S. Consideremos el
problema de minimizar f (x) sujeta a x € S. Supongamos que X € S es una solucion optima local

del problema.

1. Entonces, X es una solucion dptima global.
2. Si X es un minimo local estricto, o si f es estrictamente convexa, entonces X es una solucion
optima global vinica.
Demostraciéon. Dado que X es una soluciéon 6ptima local, entonces existe una e-vecindad
N (%) alrededor de x tal que f(x) = f(x) paracada x € S N N.(X).
Por contradiccion, supongamos que X no es una solucién 6ptima global, esto es, existe
X € Stal que f(X) < f(%). Por la convexidad de f, lo siguiente es verdadero para cada

A€ (0,1):

FOR+A-DD) <A@ + 1A - DFE <A@+ (A - DfE) = f(X) (10)

Pero para A < 0y suficientemente pequefio, AX + (1 —A)x € SN N.(x). Por lo tanto, la

desigualdad anterior contradice el hecho de que X sea una solucién 6ptima local.

Para probar la parte 2, supongamos que ¥ es un minimo local estricto. Por la parte 1, este
punto es un minimo global. Ahora, supongamos que X no es un minimo global tnico,
entonces existe X € S tal que f(X) = f(x), entonces, definiendo x; = A% + (1 — A)X para
0 <1< 1, tenemos por la convexidad de Sy f que f(x;) SAf(X)+ (A - f(x) = f(X), y
x; € S para toda 1 € [0,1]. Tomando A - 0%, dado que podemos hacer que x; € S N N, (X)
para cualquier € > 0, esto contradice la optimalidad local estricta de x. Por lo tanto, X es un

minimo global tnico.

Finalmente, supongamos que X es una solucién 6ptima local y que f es estrictamente
convexa, dado que la convexidad estricta implica convexidad, entonces, por lo parte 1, X es
una solucién 6ptima global. Por contradiccién, supongamos que X no es la tinica solucién

6ptima global, entonces existe x € S, x # X, tal que f(x) = f(x). Por la convexidad estricta,

1 1\ 1 1 ) (11)
f5x+5%) <570 +5 7@ = fG.

7



Por la convexidad de S tenemos que %x +%3? €S, y la desigualdad anterior viola la

optimalidad global de x. Por lo tanto, X es una solucion 6ptima global tnica. m
1.3 Funciones convexas en intervalos

A lo largo de este capitulo el simbolo I indicard un intervalo no degenerado, es decir, I es

un intervalo con una cantidad infinita de elementos.

Definicion 1.3.1 Una funcion f:1 — R es llamada convexa si

fF(A=Dx+2y) < A -Df) +Af ) 12)

Para todo punto x y y en I y toda A € [0,1]. Esta es llamada estrictamente convexa si la

desigualdad anterior es estricta siempre y cuando x y y sean puntos distintos y A € (0,1).5i - f es

convexa, entonces decimos que f es concava. Si f es concava y convexa decimos que es afin.

La convexidad de una funcién f:I - R geométricamente significa que los puntos de la
gréfica f |[u, v] estdan por debajo de la cuerda que une los puntos finales (u, f(u)) y
(v, f(v)), para cualquier u, v € I. Entonces

HORNO! B
—Uu

C (-

fe) < fw+

para toda x € [u,v], y todas u,v €. Esto muestra que las funciones pueden ser

localmente convexas (es decir en cualquier sub-intervalo compacto).

Teorema 1.3.2 Los intervalos son cerrados a las combinaciones convexas arbitrarias, esto es,

= (14)

Zakxk el

k=1

Para todo x4, ..., x, € 1, y todo ay, ..., ay € [0,1] con Y p_; o = 1.

Demostracion. Esto puede ser probado por induccién sobre el ntimero n de puntos
involucrados en la combinacién convexa. El caso cuandon = 1 es trivial, mientras que
paran = 2 el resultado se sigue de la definicién de conjunto convexo. Asumiendo que el

resultado es verdadero para todas las combinaciones convexas con por lo menosn > 2,



pasemos al caso cuando la combinacién convexa tiene n + 1 puntos, x = Zﬁ;’% Axxy. El caso

no trivial es cuando todos los coeficientes 1, estan en (0,1), en este caso,

n
A
x=(1-2-1) Z #xk + An+1¥n+1
=1 n-1

=1 = A1)z + Apy1Xn41 €1
Luego, por hipétesis de induccion la prueba estd completa. m

Lema 1.3.3 Sea f una funcion de valores reales definida en un intervalo I, entonces f es convexa si

y solo si para todo x4, ..., X, € I y todo ay, ..., a, € [0,1] con Yj}—, aj = 1 tenemos

n n (15)
f (Z akxk) = Z arf (i)

k=1 k=1

La desigualdad anterior es estricta si f es estrictamente convexa, todos los puntos xj, son distintos y

todos los escalares ay, son positivos.

Teorema 1.3.4 Sea f una funcion de valores reales definida en un intervalo I. Entonces f es
convexa si y sélo si para cualquier sub-intervalo compacto ] de I, y cualquier funcion afin L, el
supremo de f + L en ] es alcanzado en uno de los extremos del intervalo.

Demostracion. Necesidad. Si f es convexa, también lo es la suma F = f + L. Dado que
cualquier punto en un sub-intervalo J = [x, y] es una combinacién convexa z = (1 — )x +
Ay de x e y, asi tenemos

sup F(z) = sup F((1-D)x+ 1y)
1€[0,1] 2€[0,1]

= Azl[lopl][(l — DF(x) + AF ()] = max{F (x), F (y)}.

Suficiencia. Dado un sub-intervalo compacto J = [x,y] de I, existe una funcién afin

L(x) = mx + n que concuerda con f en los dos puntos finales x e y. Entonces

sup [(F-L)Y((1-MDx+Ay)] =0,
2€[0,1]

con lo cual tenemos

0= f((l - Ax +/1y) —L((1—-Dx+ Ay

9



= f((l —Dx+ Ay) —(1-A)L(x)+AL(Y)
=f(A-Dx+2y) - 1= Df) - 1f )
para cualquier A € [0,1]. m

Una consecuencia evidente del teorema anterior es que una funcién convexa f es acotada
en cualquier sub-intervalo compacto [u, v]. De hecho, f(x) < M = max{f(u), f(v)} en [u, V]
y escribiendo un punto arbitrario x € [u,v] en la forma x = (u + v)/2 + t para algtn t tal
que |t| < (v —u)/2, se infiere que

oo =f (S5 e) 2 2f () - rES -

Teorema 1.3.5 Sea f:1 — R una funcion continua. Entonces f es convexa si y solo si es convexa a

la mitad, esto es, si x,y € I entonces

x+yy _f)+fO) (16)
(7)==
Demostracion. Necesidad. Supongamos que f no es convexa, entonces existe un sub-
intervalo [a, b] tal que la gréfica de f([a, b]) no estd por debajo de la cuerda que une a
(a,f(a)) y (b, f(D)), esto es, la funcion

fb) - f(a@) (17)

() = f(x) —W(x—a) —f(a)

donde x € [a,b], verifica y = sup{p(x):x € [a,b]} > 0. Notemos que ¢ es continua y
p(a) = @(b) = 0. También, un cémputo directo muestra que ¢ es convexa por la mitad.
Sea ¢ = inf{x € [a, b]: p(x) =y}, entonces necesariamente ¢(c) =y y c € (a,b). Por la

definicién de ¢, para cualquier h > 0 tal que ¢ + h € (a, b), tenemos

p(c—h) <p(c)y p(c+h) <), (18)

10



de aqui se sigue que

p(c—h)+e(c+h) (19)
2

p(c) >
lo cual es una contradicciéon ya que ¢ es convexa por la mitad.
Suficiencia. Es inmediata dado que f es una funcién convexa. m
Corolario 1.3.6 Sea f:1 — R una funcion continua. Entonces f es convexa si y solo si
fx+h) +f(x—h)—2f(x)=0 (20)
Paratodax € 1y todah > 0 tal quex + hy x — hestinen I.

El Corolario 1.3.6 nos permite verificar inmediatamente la convexidad estricta de algunas
funciones comunes como es el caso de la funcién exponencial. En particular, junto con el

hecho de que a,b > 0, a # b,implica

a+b

> Vab

tenemos
eXth 4 e¥=h —2e* > 0
para todax € Ry todah > 0.

Una consecuencia inmediata de la convexidad estricta de la funcién exponencial es el

siguiente resultado:

Teorema 1.3.7 Si x4, ..., X, € (0,00) y aq, ..., an € (0,1), Xii—; ax = 1, entonces

n
Z ApXp > X% ox, %0

k=1

(21)

a4 1Menos que X, = -+ = Xp.

11



Reemplazando x; por 1/x; en la tltima desigualdad obtenemos

(22)

n
a a ak
x %1 x > 1 —
Xk

k=1

4 1Menos que X, = *+ = Xp.

Proposicion 1.3.8 (Operaciones con funciones convexas).

i)

ii)

iii)

iv)

v)

Al sumar dos funciones convexas (definidas en el mismo intervalo) obtenemos una
funcion convexa; si una de ellas es estrictamente convexa entonces la suma es también
lo es.

La multiplicacion de una funcion (estrictamente) convexa por un escalar positivo es
una funcion (estrictamente) convexa.

La restriccion de cualquier funcion (estrictamente) convexa a un sub-intervalo de su
dominio es también una funcion (estrictamente) convexa.

Si f:I >R es una funcion convexa (estrictamente convexa respectivamente) y
g:R = Res una funcion convexa no decreciente (creciente respectivamente) entonces
g ° f es convexa (estrictamente convexa respectivamente).

Supongamos que f es una biyeccion entre dos intervalos | e 1. Si f es creciente,
entonces f es (estrictamente) convexa si y sélo si f ~1 es (estrictamente) concava.

Si f es una biyeccion decreciente, entonces f y f =1 son del mismo tipo de convexidad.

1.4 Circulos Méaximos

Si hacemos un corte a través de una esfera usando un plano, la seccion transversal

resultante es siempre un circulo. Por simetria, cualquier plano que corte a través del centro

de la esfera producira una secciéon transversal de un tamafio igual a la del ecuador de la

esfera. Ahora, el radio del ecuador es el mismo radio que el de la esfera, y este es el circulo

mas grande que uno puede tener sobre una esfera.

Definicion 1.4.1 Un circulo en una esfera es llamado “circulo mdximo” si este fue obtenido de la

interseccion de la esfera con un plano que pasa por el centro de la esfera. Cualquier gran circulo

tiene un radio igual al radio de la esfera.
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Intuitivamente, supongamos que tenemos dos puntos sobre la esfera y hacemos pasar por
ellos dos circulos de diametros diferentes sobre estos puntos, el circulo mas pequefio unira
a estos puntos por un arco més pronunciado que el circulo de didmetro mas grande, es
decir, mientras mas grande sea el circulo el arco que une a los puntos tendera a parecerse a

una recta que une a dos puntos en el plano.

Los circulos mas grandes en una esfera son los circulos maximos, por lo tanto, la ruta mas
corta sobre una esfera entre dos puntos es a través del arco de un circulo méximo (esto se
demostraré en la seccién 1.7). Para encontrar el gran circulo que conecta a cualesquiera dos
puntos sobre la esfera, se debe determinar primero cual es el plano determinado por estos
dos puntos y el centro de la esfera. La seccion transversal obtenida cuando este plano
atraviesa a la esfera es el gran circulo conectando a estos puntos. Asi, los circulos méximos
en una esfera juegan el rol de las lineas rectas en el plano, con arcos de los circulos

maximos en lugar de segmentos de recta.

Es importante notar que los meridianos son circulos méximos, mientras que los paralelos

no lo son a excepcion del ecuador.
1.5 La esfera vs el plano Euclidiano

Acabamos de mencionar que en la geometria de una esfera los circulos maximos juegan el
papel que las lineas rectas juegan en la geometria de un plano (geometria Euclidiana). Pero
no hemos mencionado las grandes diferencias entre la geometria de una esfera y la

Euclidiana.

Consideremos dos circulos méximos sobre una esfera. Cada uno estad determinado por un
plano que contiene al centro de la esfera. Asi, estos dos planos se intersectan en una linea
la cual contiene al centro de la esfera. Esta linea punza a la esfera en dos puntos que son
antipodes el uno del otro. Estos puntos estan en la esfera y en ambos planos, asi estos
estdn en ambos grandes circulos. Esto muestra que cualquier par de circulos méximos se

intersectan en un par de puntos que son antipodes el uno del otro.

En el plano, dos lineas rectas o son paralelas y no se intersectan en ningtin punto, o se

intersectan en un solo punto. En contraste, hemos notado que en la esfera no hay “lineas”
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(Grandes circulos) paralelas. El quinto postulado de Euclides dice si tenemos una linea L y
un punto P que no esta en la linea, entonces existe una tinica linea que pasa sobre P y es
paralela a L. Si nosotros tratamos de reescribir este postulado para la esfera obtendriamos
lo siguiente: si tenemos un circulo maximo L en la esfera y un punto P igualmente sobre la
esfera pero no en L, entonces cualquier gran circulo que contenga a P intersecta a L (en dos

puntos).
1.6 Lalongitud de arco mas corta

Nuestra intuiciéon dice que los arcos de los circulos méximos proveen los caminos mas
cortos entre puntos en una esfera. Para probar que esto es cierto, debemos considerar dos
puntos arbitrarios sobre la esfera y mostrar que el camino del gran circulo que los conecta

es el mas corto que cualquier otro camino posible.

Primero, asumamos que la esfera sobre la que estamos trabajando tiene un radio igual a 1
y que el centro de la esfera esta en el origen del sistema de coordenadas. Segundo, por la
simetria de la esfera, asumamos que el polo norte es uno de los dos puntos que deseamos
conectar. El otro punto, cualquiera que sea, puede ser localizado usando latitudes y
longitudes, asi que digamos que su latitud es ¢;, medido en radianes desde el ecuador, y
que su longitud es 6,, midiendo desde el meridiano primo (el cual es el meridiano en el
cual la longitud es de cero grados, es decir, un meridiano de referencia). En este contexto,

la latitud del polo norte es /2 y su longitud no esta realmente definida.

Ahora, el arco del circulo méximo desde el polo norte al otro punto estara sobre el
meridiano en el cual se encuentra contenido el punto. El arco viajard un angulo de
/2 — ¢, a través de este meridiano, asi que el tamafio del arco seré la cantidad n/2 — ¢;.

Recordemos que estamos asumiendo que la esfera tiene un radio igual a 1.

Debemos considerar algtin otro camino arbitrario que conecte a estos dos puntos y mostrar
que su longitud es mayor (o igual) que /2 — ¢;. Para hacer esto, pensemos en un camino
el cual esta caracterizado por las funciones ¢(t) y 6(t) las cuales determinan la latitud y

longitud en cada tiempo t mientras nos movemos del polo norte hacia el otro punto.
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Para calcular la longitud de nuestro camino, debemos integrar nuestra funcién de rapidez
respecto del tiempo sobre el intervalo de tiempo que dura nuestro viaje. Para esto

recordemos la siguiente definicién.

Definicion 1.6.1 Dado un punto P = (x,y, z) en el espacio, las coordenadas esféricas de P es el

conjunto (p, 8, @), definido como sigue
x=psingcosO,y=psingcosf,z=pcos¢p

donde

X

En el tiempo t nuestra latitud es ¢(t) y nuestra longitud es 8(t). En coordenadas esféricas

de tres dimensiones, esto significa que nuestro vector de posiciéon esta dado por
r(t) = (cos ¢(t) cos B(t), cos p(t) sinB(t), sin p(t)). (23)

Usando la regla de la cadena, nuestro vector de velocidad en el tiempo t es la derivada de

cada coordenada del vector de posicién, llamada,

: d¢ : g do (24)
r'(t) = (—sin¢(t) ¢ 08 0(t) — cos ¢p(t) sin6(t) ¢~ sin ¢ (t) S o(t)
0 do do
+ cos ¢(t) cosO(t) 5 €08 o(t) E>'
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Nuestra rapidez al tiempo t es justamente la magnitud de nuestro vector de velocidad,
ésta es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las coordenadas de nuestro vector

de velocidad, que se simplifica en

5 (25)

I @l = j(“;—‘f) +cos? ) (3,)

Para el paso final, asumamos que nuestro camino va del polo norte al otro punto y que

cuando estamos en el polo norte t = 0y el camino termina en t;. Asi, ¢(t;) = ¢4, 6(t;) =

01, y ¢(0) =m/2. }

La distancia que se tiene que recorrer es igual a

tq1 (26)
L= f I (Ol d.
t

=0

Por otro lado, observemos que

dp\*>  |do do 27)
I @Il = /(d—‘f) =192

ty dd)
Lz [ -GRd=6) - 9(t) =1/2- 91

=0

Se sigue que

El lado derecho de esta desigualdad es la longitud de arco del circulo maximo conectando

nuestros dos puntos.
1.7 Calculo de las distancias de arco

Con ayuda de la geometria vectorial, podemos calcular la distancia del circulo méximo

entre cualesquiera dos puntos en la esfera.

Asumamos por simplicidad que la esfera tiene un radio igual a 1 y que el centro de la
esfera estd en el origen del sistema de coordenadas. Consideremos dos puntos P y Q con

latitudes ¢, y ¢, y longitudes 0, y 6,, respectivamente, medido en radianes. Convirtiendo
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a coordenadas cartesianas en tres dimensiones, tenemos que P y Q tienen coordenadas

rectangulares
P = (cos ¢p; cos 81, cos ¢, sin b, ,sin¢;)
Q = (cos ¢, cos B, , cos ¢, sin B, , sin ¢p,).

El centro de la esfera es también el centro del gran circulo que conecta a Py Q. Por lo

tanto, los vectores ﬁyw desde el origen a Py a @, respectivamente, tienen la misma
magnitud que el radio del circulo méximo. El 4ngulo a entre estos dos vectores nos dice la
proporciéon del gran circulo que debemos recorrer para ir de un punto a otro. De la
geometria vectorial, sabemos que el coseno del angulo entre dos vectores esta dado por el
producto punto de los dos vectores dividido por el producto de las longitudes de los
vectores. La longitud de cada uno de los vectores es justamente el radio de la esfera, que es

1 en este caso. El valor del producto punto es
OP-0Q
= oS ¢4 cos 84 cos ¢, cos O, + cos ¢4 sin 6, cos ¢, sin 6, + sin ¢, sin ¢,
= cos ¢; cos ¢, (cos 6, cos B, + sin B sin 6,) + sin ¢4 sin ¢,
= c0s ¢p1 cos ¢, cos(8; — 6,) + sin ¢, sin ¢, .
El angulo a es entonces
a = arccos[cos ¢, cos ¢, cos(; — 0,) + sin ¢4 sin ¢, ]. (28)

En una esfera de radio 1, la distancia entre los puntos Py Q es la misma que el angulo

entre los Vectoresm’)yO_d. En general, para una esfera de radio R > 0 se multiplica el

angulo por el radio de la esfera para obtener la distancia, es decir,

distancia = R arccos(cos ¢, cos ¢, cos(6; — 0,) + sin ¢, sin ¢,). (29)
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Capitulo 2

Los tres problemas de localizacién en el plano

El problema de Weber consiste en ubicar un centro de servicio entre n puntos en un
plano. La optimalidad se logra cuando la suma ponderada de las distancias del centro de
servicio a los puntos de demanda se reduce al minimo. Las ponderaciones por lo general
representan el costo de la entrega por unidad de distancia.

El problema de encontrar la mejor ubicacién para un centro de servicio es a menudo
dominado, en cierto sentido, por las distancias entre el centro de servicio y la localizaciéon
de aquellos puntos a los cuales este sirve. Tales distancias pueden ser medidas en términos
del costo del transporte.

Los tres problemas fundamentales de ubicacién son los siguientes:

i) El problema de Weber (Minisum) consiste en que el centro de servicio debe ser
ubicado de tal forma que la suma de las distancias entre el centro de servicio y
un conjunto de puntos con ubicacién conocida sea minima.

if) El problema de Rawl (Minimax) consiste en ubicar el centro de servicio de tal
manera que la maxima distancia entre él y un conjunto fijo de puntos sea tan
pequena como sea posible.

iif) El problema de Maximin consiste en maximizar la minima distancia entre el
centro de servicio y un conjunto fijo de puntos. Esta aplicacion aparece cuando

el centro de servicio es desagradable o peligroso.
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2.1 El problema de Weber en el plano

El problema de localizaciéon denominado “minisum” (usando la distancia Euclidiana) esta

dado por

" 1 (30)
minf(x,y) = ) wilx - a? + (v = bl
Y i=1

donde (x,y) es la ubicacion de la instalacién, (a;, b;) es la ubicacion del punto fijo con
indice i, y w; es el peso en la distancia al punto fijo i.
Un problema analogo al anterior es en el que se desea ubicar m centros de servicio, el cual

es un caso méas general que los formulados anteriormente.

Este problema puede ser formulado de la siguiente manera

. . (31)
2 1

minZwi mjn[(ai - xj) + (bj — yj)z]z , J=1..,m

XYy — ]

El significado de esta formulacién es que min; selecciona para cada punto de demanda el

centro de servicio mas cercano, },/-; w; suma todos los pesos de las distancias euclidianas,

y la minimizacién es sobre las 2m variables x1, y;, ..., X, Y-

. , . 2 2% L
Aunque nosotros elegimos el min; de los términos [(ai — xj) + (bj — yj)“]2, el indice j se
mantiene ya que nosotros podemos asumir que al menos un punto de demanda se asigna

a cada punto de servicio. Con el fin de reducir posibles confusiones este indice se denotara

por ] después de que min; es evaluado. Asi, la minimizacién es sobre x;,y;,/ = 1,...,m. Los

. 2 1 . . I .
términos r;; = [(a; - xj) + (b; — yj)*]z son positivos excepto para la posible coincidencia
de que (a;, b;) = (x;,y;). Luego, se cumple que para un conjunto de nimeros positivos

Cy, .., Gy, se tiene

m L (32)
min{Cy, ..., Cp,} = Ibl_r)rgo{z Cj_N}_ﬁ.
j=1

Asi, una buena aproximaciéon para la solucién del problema planteado puede ser

encontrada eligiendo un N suficientemente grande y resolviendo

m m ) (33)
feoy) = min > wy m N, J=1,..m
i =1
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Se ha encontrado que haciendo N = 100 se obtiene una muy buena aproximacion.

El problema en 2m variables puede ser resuelto utilizando métodos estindar de la
programacion no-lineal. Debido a que los métodos cuasi-Newton son considerados muy
eficientes uno de estos puede ser elegido para resolver el problema.

Una dificultad puede ocurrir si 7;; es muy pequefia dado que r;;~" puede ser muy grande.
Esta dificultad se puede superar eligiendo una constante 7 tal que sir;; <7, el punto de

demanda (a;, b;) se asignaré a (x;,y;) [2].

2.2 Minimax y Maximin

El problema de localizacién denominado “minimax” es el siguiente

min g (x,) = max(wil(x — a)? + (v = b)) o

Una idea de la naturaleza del problema puede ser adquirida por considerar el siguiente

procedimiento gréfico. Elegir un valor de f(x,y) =X wi[(x—a)*+ (y— bl-)z]%
suficientemente grande de tal manera que los circulos centrados en (a;, b;) con radio f/w;
no sean disjuntos. Luego reducir el valor de f hasta que la intersecciéon sea simplemente
un punto, y f no pueda ser reducida sin que la interseccién sea vacia. Este punto entonces
es la solucién del minimax.

El problema de localizacién en el plano denominado “maximin” se define como sigue

maxh(x,y) = minwi[Cx — ) + & = b1, )

sujeto a (x,y) € C. El conjunto de restricciones C son, por supuesto, necesarias porque de

otro modo el problema podria ser resuelto por el camino probablemente practico de

empujar (x,y) hacia el “infinito” en una direccién.

Diferentes métodos para la solucion de estos problemas son basados en aproximaciones
diferenciables a la funcién objetivo. Dado que el problema original y sus aproximaciones
pueden no ser ni céncavas ni convexas, la solucién alcanzada puede ser s6lo un minimo
local. Curiosamente, para los problemas pequefios de localizacién ya sea de dos o tres
centros de servicio, el minimo global se alcanza incluso cuando la posicién inicial esta lejos

de ser el resultado final.
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Se tomara en cuenta que se desea ubicar m centros de servicio, el cual es un caso mas

general que los formulados anteriormente.

El problema de ubicacién “minimax” puede ser escrito como sigue
1 3
min max w; {mjn[(ai - x]-)z + (b; — y]-)z]z}, J=1,..,m. (36)
xXpyy L J

Aqui, min; selecciona para cada punto de demanda su centro de servicio mas proximo y

las operaciones min, ,,. max;deben ser realizadas. El procedimiento para encontrar el mas

pequeiio de m nimeros positivos, dados por la ecuacién (32), se utilizara aqui. También
necesitaremos expresiones diferenciales para seleccionar la magnitud positiva més grande

de entre n. Una posible aproximacién que se podria utilizar seria

n 1/M (37)
maX{Cl; ey Cn} = I\l/Ilm {Z CLM}

i=1
Con el fin de aproximar la expresién (36) por una funcién diferenciable, tenemos que usar
(37) y (32) junto con dos grandes parametros N y M; para simplicidad tomaremos N = M.

Usando la ecuacion anterior podemos escribir
1/N (38)

m
, 2 2 -
filx,y) =w; mjm[(ai - xj) + (b; — }’j)z]z = w; Z Vyij N/2
=
Ahora estamos interesados en miny ,, max; f;(x,y) el cual puede ser aproximado por

(39)

n

1/N
minmax f;(x,y) = min {Z[fi(x, y)]N} )
X,y 12 X,y

’

i=1
Sustituyendo la expresién (38) en (39) obtenemos la aproximacion diferenciable de (36), a
saber,
—1\ /N (40)
m
2 5N
Wi Z[(ai —x;)" + (b = y))?] 2

n
min
i=1 j=1

X,y
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El cual es equivalente al siguiente problema

n -1 (41)

m N

. 2 2 oz

mip 2wt (=) o)
j=1

i=1
Similar al problema (33), este es un problema de minimizacién sin restricciones de una
funciéon diferenciable no-lineal con 2m variables, x4, ¥4, ..., X;n, Y. De nuevo, la funcién no
es concava ni convexa y por lo tanto los métodos de programaciéon no-lineal darian
minimos locales que dependerdn de la suposicion inicial tomada al partir las iteraciones.

El problema ha sido resuelto usando métodos cuasi-Newton mencionados anteriormente

[2].
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Capitulo 3

El Problema de Weber en la Esfera

Consideramos el problema en el que los puntos, en lugar de estar en un plano estan en una
esfera y el centro de servicio debe ser ubicado en la superficie de la esfera. El problema de
Weber en la esfera es mas complejo que su contraparte en el plano porque la funcion

objetivo no es convexa.

3.1 El problema de Weber en una esfera

Imaginemos un plano que pasa a través del centro de una esfera. El circulo formado donde
el plano corta a la superficie de la esfera es llamado “Circulo maximo”. En la seccién 1.6
hemos demostrado que la distancia mas corta entre dos puntos cualesquiera en la
superficie de la esfera se mide a lo largo del circulo méximo que pasa por estos puntos.
Esta distancia es conocida por varios autores como la linea geodésica, el circulo méximo, o
como la distancia de arco mas corta.

Como la circunferencia de un circulo es 2mR, donde R es el radio de la esfera, se nota
inmediatamente que la distancia mdas grande entre dos puntos de la esfera es mR. Esta
distancia se producira cuando los puntos estdn en los extremos opuestos de una linea que
pasa por el centro de una esfera (Definicién 3.1.1). A partir de ahora consideremos R = 1;
esta suposicion no incurre en pérdida de generalidad, ya que sélo necesitamos multiplicar

nuestras distancias por R para volver a las distancias originales.
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Denotemos la menor longitud de arco entre dos puntos sobre una esfera unitaria por a. A

continuacién, definimos las siguientes tres normas:

Norma 1: a (distancia de arco més corto) (42 A)
Norma 2A: 4 sin?(a/2) (42 B)
Norma 2B: 7 sin?(a/2) 42 C)

Tengamos en cuenta que la tnica diferencia entre las normas 2A y 2B es una constante
multiplicativa (4 6 m). Como se vera, con el fin de optimizar la ubicacién del centro de
servicio en nuestro problema, la constante es irrelevante, es decir, el punto 6ptimo usando

la Norma 2A es siempre el mismo que si usaramos la Norma 2B.

T .
3-_ N -
MNorm 2B

a’ a
2-_ —

- MNorm 24
I_ b

1 | e @ l L L1 -

0 | w2 0 | 2 3w

Figura 1y 2. Norma 2A y Norma 2B

Las normas 2A y 2B son trazadas contra la Norma 1 en las Figuras 1 y 2. Tengamos en
cuenta que cuando la distancia entre los puntos es menos de la mitad de la circunferencia
de la esfera (a < m/2) la Norma 2A es una aproximacion bastante buena al cuadrado
de la distancia mas corta del arco. La norma 2B se puede considerar como una

aproximacion ruda para a y se representa frente a la Norma 1 en la Figura 2.

Notemos que la Norma 2A es casi el cuadrado de la distancia euclidiana a través de la

esfera. Las distancias euclidianas cuadraticas fueron usadas por Katz y Cooper [14].
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Sin embargo, para nuestro problema se sugiere el uso de la Norma 2A sélo en la
semiesfera porque queremos usarlo para un propodsito diferente, a saber, como una

aproximacion para la distancia de arco al cuadrado.
3.2 Formulacién del Problema

Trabajaremos con la “esfera normal” la cual es aquella que tiene radio igual a uno.
Cualquier punto en la esfera es definido por su latitud ¢ y su longitud 8. Dados dos

puntos 11 (¢4, 01), 12($2, 83), la longitud de arco mas corta es definido por a y es tal que
COS @ = €OS ¢, €os ¢, cos(f; — 6,) + sin ¢, sin ¢,. (43)

Supongamos que hay n puntos de demanda r;(¢;,6;)i=1,..,n, asociados a sus
respectivos pesos w;. Debemos encontrar la ubicacién de un centro de servicio (¢, 8) que
minimice la suma de las distancias con peso a los puntos de demanda. Basados en lo
anterior definimos la funcién f como sigue

(44)

f= r(rl‘)lien w;d;,

n

i=1
donde d; es la distancia entre r; y r por una norma dada. Notemos que el ¢ y el 8 que
minimizan la funcién anterior para la Norma 2A deben ser los mismos que minimizan la
funcién para la Norma 2B porque la segunda suma es siempre /4 veces la primera. La
funcién a ser minimizada no es convexa debido a que la suma con pesos es acotada por
arriba y por abajo y por tanto alcanza su maximo y su minimo.

En el problema usual de Weber, se asume que w; > 0. Nosotros omitiremos esta condicion.
3.3 Algunas propiedades del problema

Las siguientes definiciones y propiedades serdn de utilidad para poder concluir resultados
de mayor interés.

Como trabajo de tesis las propiedades siguientes se probaron.
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Definicion 3.3.1 El antipode de un punto dado es el punto en el otro lado de la esfera en la linea

que conecta el punto dado con el centro de la esfera. El antipode de v (¢, 0) es ¥(—¢, 0 + m).

Propiedad 3.3.1 La suma de las distancias de cualquier punto en la esfera a su antipode es una
constante. Esta distancia es igual a m en la Norma 1y 2B y 4 en la Norma 2A.

Demostracion. Sean r(¢,0) y 7(—¢,0 + m) dos puntos sobre la esfera unitaria (7 es el
antipode de r), entonces se cumplen las siguientes equivalencias:

cos a = cos ¢ cos —¢ cos(m) + sin ¢ sin —¢.
cosa = cos ¢ cos —¢ (—1) + sin ¢ sin —¢.
cosa = cos ¢ (—cos p)(—1) + sin ¢ sin ¢.
cosa = cos? ¢ +sin¢p.cosa =1
a =T.

Asi, la distancia entre cualquier punto y su antipode es igual a . La demostracion para las

otras normas se deduce facilmente con este resultado obtenido. m

Propiedad 3.3.2 La suma de la funcién objetivo evaluada en un punto y su antipode es una

constante, y es igual a

n n
nz w; enla Normaly 2B, 42 w; en la norma 2A.

i=1 =1

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la propiedad anterior. m

Propiedad 3.3.3 Un punto es el minimo de un problema si y solo si su antipode es el mdximo.
Demostracion. Sear”*(¢*,0%) el punto minimo de un problema y sea 7*(—¢*,0" + m) su
antipode. Por definicién tenemos
@; = arccos[cos ¢ cos ¢; cos(8* — 0;) + sin ¢* sin ¢;],

que es la distancia del punto r*(¢*,68%) a los puntos de demanda r;(¢;,6;)i=1,...,n,
asociados a sus respectivos pesos w;.
Por otro lado, la distancia del punto 7*(—¢*,6* + m) a los puntos de demanda r;(¢;, 6;) i =
1, ...,n esta definida por

@; = arccos[cos —¢* cos ¢; cos(0* + m — 0;) + sin —¢* sin ¢;].
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Se puede verificar facilmente que

—a; = CYL'.

De la igualdad anterior se obtiene lo siguiente
n n n
—f(¢"0%) = —Z wia; = z wi(—a;) = z wi(@;) = f(=¢" 6" +m).
i=1 i=1 i=1

Ahora bien, dado que el punto r*(¢*, ) es el minimo del problema, entonces

f(@",07) < f(,6)
para cualquier punto r (¢, 8) en la esfera. De aqui se sigue que
_f(¢*'9*) = _f(qb:g)'
utilizando que —f(¢*,0") = f(—¢", 0" + m) y la desigualdad anterior se tiene que
f(=¢",0" +m) = —f(¢,0).
Y por tanto
Dado que la desigualdad anterior se cumple para cualquier ¢ y 6, se sigue que

7"(—=¢", 0" + m) es un punto maximo del problema. m

Propiedad 3.3.4 Un punto y su antipode con pesos iguales pueden ser agregados al problema sin
que haya cambios en la ubicacion optima del centro de servicio.
Demostracién. Supongamos que agregamos los puntos r*(¢.,0.) y 7" (—¢., 0. +m) al
problema, luego la longitud de arco entre el punto r(¢, 8) que minimiza el problema y el
punto r'(¢., 6.) es
cos a, = cos ¢ cos ¢, cos(6 — 0,) + sin¢ sin ¢p,,

donde a, es el dngulo entre los vectores formados por (¢, 8) y r'(¢4,01). Y la longitud de
arco entre r(¢,0) y 7'(—¢., 0, + m) esta dada por

cos a,, = cos ¢ cos —¢, cos(f — (6, + m)) + sin ¢ sin — ¢,
donde a.. es el &ngulo entre los vectores formados por r(¢, ) y 7'(—¢., 6. + m).
Desarrollando algebraicamente estas dos distancias de arco obtenemos que una es el
inverso aditivo de la otra, es decir, a, = —a... Por lo tanto, si agregamos estos dos puntos
en al problema no habra cambios en la solucién de éste dado que al sumarse las distancias

de arco a, y a.. estas se anularan. m
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Propiedad 3.3.5 Un punto con peso w; puede ser remplazado por su antipode con peso —w;, sin
que haya un cambio en la ubicacion optima del centro de servicio.
Demostracién. Supongamos que reemplazamos el punto 7y(¢y,6;) por el punto
Tk (=g, O + m), donde el peso de este punto es —wy. La longitud de arco que va del punto
r(¢, 0) (aquel que minimiza el problema) al punto (¢, 0x) es
€os ay = cos ¢ cos ¢y cos(8 — ;) + sin ¢ sin ¢,

donde ay, es el angulo entre los vectores formados por r(¢, 8) y 1 (¢, 8% ). Por otro lado, la
longitud de arco que va del punto r(¢,0) (aquel que minimiza el problema) al punto
T (=g, Ok + ) es

cos ai = €os ¢ cos —¢ cos(d — (6 + m)) + sin ¢ sin —¢y,
Desarrollando algebraicamente se puede verificar que ay = —ay, de aqui se tiene que el
punto 1y (¢y, %) puede ser reemplazado por su antipode con peso —wj, sin que haya un

cambio en la solucién del problema. m

Definicién 3.3.2 Un problema estd en su “forma normal” si este tiene solo pesos positivos

w;=20,i=1,..,n).

Propiedad 3.3.6 Cualquier problema dado puede ser transformado a uno equivalente el cual es de
forma normal.

Demostracion. Es inmediata de la propiedad 3.3.5. m

3.4 Condiciones para el minimo local en un punto de
demanda (Norma 1)

Las condiciones bajo las cudles el punto de demanda 7, (¢, 6y) es un minimo local en la
Norma 1, son deducidas por Katz y Cooper [14]. En nuestra notacién, con a;;, la distancia

de arco més corta entre los puntos ; y 1, la funcién objetivo en el punto ry, es:

n (45)
Fi(r) = Z Wi,
=1
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donde a;y es tal que
COS Q= cO0S ¢; cos Py, cos(6, — 6;) + sin ¢; sin ¢y,. (46)

Teorema 3.4.1 Existe un minimo local en el punto k si y solo si

(47)
Wy > (Akz + Bk2)1/2'

donde

n

W.
Ay = Z [ sin ¢, cos ¢; cos(8y — 0;) + cos ¢y sin ¢;]
SIn A,

i=1
n
Wi .
By, = _ cos ¢; sin(8; — 6y).
£ sin ay,
izk

La demostracion de este teorema se revis6 pero no se enuncia en este trabajo, esta se puede

encontrar en [14].
3.5 Calculo de puntos Criticos

Consideremos ahora las condiciones para obtener los valores extremos de la funcion

objetivo.

El objetivo es llegar a un procedimiento Weiszfeld [16] el cual es algo diferente de la

propuesta hecha por Katz y Cooper [14]. Sea la funcién objetivo F;[r(¢, 8)] para la Norma
Js

n (49)
Fi(r) = Z w;ia;
i=1

Foa() = 4 ) wysin®(a;/2)
i=1
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n
Fop(r) = nZwisin2 (a;/2)
i=1
y sea
n
R0 = ) wsin®(@;/2),
i=1

donde «; es la longitud de arco entre los puntos r(¢, 8) y r;(¢;, 6;).

Las derivadas para la Norma 1 son:

oF, = w, (50)
%—— smal[ sin ¢ cos ¢; cos(8 — 6;) + cos ¢ sin ¢;]
i=1
apl
= cos ¢Z cos ¢;sin(6 — 6;)
Las derivadas para la Norma 2 son:
OFZ (51)
— = ——ZWl —sin ¢ cos ¢; cos(6 — ;) + cos ¢ sin ¢;]
oF, 1 _
50 = 708 [0} ' w; cos ¢; sin(6 — 6,).
Nota:
i) 0F;/0¢, 0F; /08 no estan definidas en los puntos de demanda ni en sus

antipodes porque sin a; = 0. Para otros puntos sina; > 0.
ii) En los polos, cos¢ = 0y asi 0F; /060 = 0F,/00 = 0. Esto simplemente significa
que un cambio en 6 no cambiard el punto 6ptimo. La solucién de 9F;/0¢ =

0F;/08 = 0 (cuando cos ¢ = 0) se obtiene como sigue:

Supongamos que cos ¢ # 0, asi se cumple que 0F; /08 = 0 siy sélo si

- (52)
Zsm p cos¢;sin(8 —6;,) =0

i=1

30



luego

n

2 i

i=1

smez

-COS ¢; [sinf cos 8; — cos O sinb;] =

cosd)tcose —COSGZ cosgblsme =0

smez - Cos ¢;cosl; = cosez -cos ¢; sin 6.
De aqui se tiene que
[ 1sm -cos ¢; sin 6; (43)
tanf =
“13ma -cos ¢;cosb;
Por otro lado, 0F; /0¢ = 0 siy sélo si
no (54)
l . .
Z : [—sin¢ cos ¢; cos(6 — ;) + cospsing;] =0
e SIN
i=1
luego
n
W.
z sinla- [—sin ¢ cos ¢p; [cos O cos O; + sinB sin6;] + cos P sing;] =0
i=1 l
—smq’)z cos¢l[c059cos¢9 +sm€sm9]+cos¢z sm¢l—0
sm¢z -COS ¢; [cos B cos B; + sin B sin 6;] = cosqbz sin o

n Wi
sing i=15in ¢, S0 @i

cosp >,

sina, COS ¢; [cos 8 cos ; + sin @ sin G; ]
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De aqui se sigue que

n wi sin d)i (35)

1=1gin ay,

; Cos 0; +sin@ )71

i Sin 9

Usando (53) y sustituyendo en la ecuacién anterior obtenemos lo siguiente:

g Sin g, (56)
tan¢) — sin a;
cos @
s@ g . Sna cos ¢;sinf; +sinb )i —cos ¢; sin 6;
n Wi o .
_ i=1 sina-51n¢l
tan¢ = cos? 0
g Zislng - oS ¢;sinf; +sinf YL ; Sin6;
multiplicando por 1/sin 8 en ambos lados obtenemos
n Wi . =
tan ¢ i=1 sinla' sin ¢; (37)
sinf ~ cos26 = sina, COS ¢; sin§; + sin2 § ¥ — sina, 08 ¢;sinf;
Asi obtenemos la solucién
n 58
tan ¢ i=15ing, in¢; (58)
sin@ ?=151 -C0s ¢; sin 6;
Asi las soluciones de dF; /0¢p = dF; /00 = 0 son
nL— oS ¢; sin 6; (59)
sina
tanf = —
i=15in q; €08 ¢; cos 6;
y
Wi 60
tan¢ z:?=1sinlo.'-51n ('bi ( )
sin @ {‘_1 sina, COS ¢;sin@;

siempre y cuando cos ¢ # 0. Esta es una solucién implicita porque ¢ y 8 son usados en el
calculo de los a;’s. La solucién que se obtiene viene en pares, es decir, si obtenemos un

minimo entonces su antipode es un méximo por la propiedad 3.3.3.
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De lo anterior se deriva el siguiente corolario.

Corolario 3.5.1 Un punto r(¢, ) distinto de los puntos de demanda (y los antipodes de estos) y

tal que cos ¢ # 0, es dptimo si y sélo si cumple

Wi .
" —cos¢; sinb;
sinq;
tan 6 = ——; p
. —L_cos ¢; cos8;
i=1 sin a; d)l i
Y
n Wi .
tan¢ _ =1 sina; S ¢i
sin@ Y Y (o5 sin@;
i=1 sin a; ¢L i

Si estamos suficientemente cerca del minimo o méximo local, entonces (59) y (60) pueden
ser usados iterativamente de manera andloga al procedimiento de Weiszfeld [16], para

hallar la solucién con el algoritmo que se plantea en [5]:

1. Elegir un punto inicial $(®, 8(®. Hacer k = 0.

2. Calcular ¢ *+D y g%+ con (59) y (60) usando ¢® y 8™ para calcular sin a;.
3. Si|p®**tD — @] 4 |g*+D) — 90| > gira2.
4

Evaluar [¢**D,9**D] y su antipode para obtener el valor mfnimo y maximo.

Por otro lado, resolviendo dF,/d¢ = dF, /36 = 0 obtenemos las soluciones

g = M w;cos@;sin6; (61)
Y, w; cos ¢; cos b;
y
tang YL w;sing; (62)

sinf Y, w;cos¢;sinb;

Como habiamos mencionado anteriormente, estas soluciones minimizan también a F,, y

Fyp.
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Consideremos el siguiente problema: un producto necesita ser distribuido a 15 ciudades,

como se muestra en la siguiente tabla, donde solo los costos por unidad de distancia son

relevantes.
Proporcion
Ciudad Latitud ~ Longitud de demanda
1 London 51.5 04 0.12
2 Paris 489 23 0.07
3 Zurich 474 8.5 0.08
4 Rome - 419 12.5 0.05
5 Copenhagen 55.7 12.6 0.08
6 Berlin 52.5 134 0.07
7 Stockholm 59.3 18.9 0.06
8 Athens 38.0 23.7 0.07
9 Ankara 39.9 328 0.05
10 Tel-Aviv 32.1 34.8 0.05
11 Moscow 55.7 377 0.05
12 Teheran 354 514 0.07
13 Bombay 18.9 728 0.03
14 Manila 14.6 121.0 0.05
15 Tokyo 35.6 139.7 0.10

Figura 3. 15 ciudades y sus demandas

Deseamos encontrar el punto 6ptimo en el cual se debe instalar el centro de distribucion

para que el costo de entrega sea minimo.

Utilizando el algoritmo planteado anteriormente se realizé6 un programa en Mathematica
7.0, utilizando € = 1/10,000 y se obtuvo una aproximacién del punto minimo el cual fue

r*(51.70,14.95). El programa mencionado se agrega en el anexo.
Por otro lado, utilizando (61) y (62) se obtuvo el punto r**(52.62,35.25).
Luego, se verifica lo siguiente

Fi(r)
Fi(r™)

=.9202,

es decir, el punto 6ptimo obtenido con la norma 2 es una buena aproximacién al punto

6ptimo obtenido con la norma 1.
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London
Paris
Zurich
Rome
Copenhagen
Berlin
Stockholm
Athens
Ahkara
Tel-Aviv
Moscow
Teheran
Bombay
Manila
Tokyo

oOVDNOG PN~

RGN =

Equator * Norm | optimum

¢ Norm 2 opfimum

Figura 4. Las 15 ciudades y el punto optimo con la norma 1y 2

Después de realizar varias pruebas con el algoritmo anterior y revisando [15] se observé lo

siguiente:

i)

ii)

iii)

iv)

El punto inicial no puede ser un punto de demanda ni su antipode dado que
sina; = 0 para cualquier i € {1, ...,n}.

Se puede mejorar el algoritmo evaluando primero si algtin punto de demanda
es 6ptimo utilizando el teorema 3.4.1.

Se puede dar el caso en que el conjunto de puntos generados por la sucesiéon
contenga algtin punto de demanda, es decir, {(¢(’<‘1), G(R‘l))}keN N{ry, ...} #
@, y al evaluar la funcién en este punto el algoritmo no va a converger dado
que la funcién utilizada no estd definida en estos puntos. En este caso se
propone tomar un punto suficientemente cercano a tal punto de demanda (o
antipode) y continuar las iteraciones con este punto inicial como partida.

El punto obtenido con las ecuaciones (61) y (62) es una buena aproximacioén al
punto 6ptimo (pruebas numeéricas), y puede ser un candidato ideal para el

punto inicial en el algoritmo anteriormente mencionado.

Utilizando las precisiones anteriores se propone el siguiente algoritmo:
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1. Siwg = (Ag® + B®)Y? para algtn k € {1, ...,n} entonces el punto k es 6ptimo y
finaliza el programa. Si no ocurre esto se pasa a 2.

2. Elegir un punto inicial $(®, 8 (este punto debe ser distinto de cualquier punto
de demanda). Hacer k = 0. Se puede utilizar como punto inicial el punto obtenido
con la norma 2.

3. Calcular ¢ &+ y &+ con (59) y (60) usando ¢® y 8% para calcular sin a;.

4. Sip®*+D y g*k+D son iguales a la latidud y longitud de algtn punto de demanda (o
su antipode), entonces se toma el punto r®(¢p*+D +§ gk+D 4+ §) (§ > 0) como
nuevo punto inicial y se sigue el paso 3.

5. Si|p®**D — @] 4 |g*+D) — 9| > gira3.

6. Evaluar [¢**D,9**D] y su antipode para obtener el valor mfnimo y maximo.
3.6 Problemas con solucién 6ptima tnica (Norma 1)

Sabemos que si hay puntos de demanda extendidos por toda la esfera, podria haber varios
minimos locales. Por otra parte, es intuitivo pensar que si todos los puntos se concentran
dentro de un circulo muy pequefio en la esfera las distancias tienden a ser casi Euclidianas
y por lo tanto debe haber una solucién tnica. Es interesante determinar cudl es el circulo
mas grande en el que se asegura un minimo local tnico. Aqui, el minimo local es también
global. Intuitivamente, parece que si todos los puntos estan en un hemisferio entonces hay
una solucién tnica, pero esto no es cierto. Como se probard mas adelante, el circulo
maximo en la esfera de radio unitario que nos garantiza un minimo local tnico es el de
radio /4. Antes de probar esto, expondremos algunas definiciones que tienen que ver con
la convexidad en una esfera.

No vamos a desarrollar un conjunto completo de los teoremas de convexidad, pero
presentaremos teoremas pertinentes a la prueba que necesitamos. Algunas definiciones

necesarias son las siguientes:

Definicion 3.6.3 Un circulo esférico con un centro dado y radio R se define sobre una esfera como
el conjunto de puntos cuya distancia de arco mds corta al centro es igual a R. Un circulo se divide la
esfera en dos partes, vamos a definir los puntos para estar dentro un circulo solo si el centro del

circulo estd incluido.
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Definicion 3.6.4 Un conjunto convexo se define en la superficie de una esfera como un conjunto
donde para dos puntos cualesquiera del conjunto el arco mds corto conectando los dos puntos estd

incluido en el conjunto.

Definicion 3.6.5 Sea p(ry, 15, 1) un punto sobre el arco mds corto que conecta a r1y v, tal que la

distancia entre 1 y p es Ad (11, 13).

Definicion 3.6.6 (Funcion convexa) f es una funcion convexa en un conjunto D sobre una

esfera si para cada A € [0,1]

flp(rir, D] < Af (1) + (1 = Df (r2). (63)

Teorema 3.6.2 Sea f una funcion continua sobre un conjunto convexo D en una esfera y sean
1,17, € D. Entonces si fcumple lo siguiente:

Flotr 7, 05)] £ S [£G) + 1)) e
se tiene que fes una funcién convexa.
Nota:
0<4,<10<1,<1y0<A1<1
Para simplificar la notacién se utilizard p(4;) en lugar de p(ry,7,,4;) para denotar un
punto sobre el arco mas corto que une ary y .
[p(11), p(1,)] denotaré el arco més corto que une a p(41) y p(4;).
(p(141),p(13)) se utilizard para denotar al arco mas corto que une a p(4,)y p(4;) pero no
incluye a estos.
Demostraciéon. Supongamos que f:D —» R no es convexa, entonces existe un sub-arco
[p(11),p(A3)], el cual estd contenido en el arco mas corto que une ary y 5, y es tal que la
grafica de f([p(41),p(1;)]) no estda debajo de la cuerda que une (p(4,),f(p(11))) y
(p(12), f (p(A,))), esto es, la funcién

fp(42) — f(p(41)) _ 3 (65)
S Tty ) =P~ F(p())

p(p(D) = flp(D) —
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donde p(2) € [p(Ay), p(A)], verifica que
a = sup{p(p(D)): p(W)elp (1), p(22)]} > 0
ademis ¢(p(1)) cumple que
Pl = 5 [p(p1) + @ (o))

Luego, sea ¢ =inf{p(1) € [p(11),p(12)]: (p(1)) = 0}, asi necesariamente ¢(c) =0 y
¢ € (p(41), p(42)) (dado que @ (p(11)) = 0y p(p(4z)) = 0).

Por definiciéon de ¢, para cualquier h > 0 para el cual ¢ + h € (p(4;),p(4;)) tenemos lo

siguiente

plc—h) <@y plc+h) <o),
de aqui se tiene que

Lol +olet+h

@(c) 5

lo cual es una contradicciéon y por lo tanto f es una funcién convexa. m

Teorema 3.6.3 La distancia de un punto dado es una funcion convexa dentro de un circulo de radio
/2y centroenr.

Demostracion. Elijamos el polo norte como nuestra r. Tomemos dos puntos cualesquiera

71(1,01), 12(d2, 02) con ¢y, ¢, = 0.
d(r,r) =n/2 — ¢,

d(ry,r) =1/2— ¢,
dl[p(ry,12,0.5),r] = /2 — ¢y,

donde ¢ es la latitud del centro del arco mds corto que conecta a r; y r,. Por la férmula de

la mediana [13]

sin g, = sin

(1 + ¢2) (b1 + ¢2) a (66)
> + cos > /cos 5
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Usando la ecuacion (43) para a obtenemos

sin (¢1;¢2) (()7)
sin¢gy = .
sinz(@) coSs ¢4 cos ¢, 1/2
- COSZ(¢1:¢2)
Asi
by > b1 42‘ ¢2_ (68)
Por lo tanto
E_¢0Sﬂ/2—¢1+"/2—¢2 (69)
2 2
y
1 (70)
d[p(rl'TZ: Os)lr] < E [d(rlir) + d(rZPr)]'

Asi, d(x,r) es una funcién convexa al norte del ecuador. m

Propiedad 3.6.7 Los puntos ubicados dentro de un circulo esférico en la esfera unitaria con radio
menor o igual que /2 forman un conjunto convexo.

Demostracion. La prueba es inmediata de la definicion de a. m

De la propiedad y teorema anterior podemos mencionar el siguiente teorema que es
importante para nuestros propositos.

Teorema 3.6.4 Una funcion convexa f(r) en un conjunto convexo D posee un minimo tinico.
Demostraciéon. Supongamos que r; y 1, son diferentes minimos locales. El arco mas corto

que conecta a r; y 1, esta contenido en D. Nosotros sabemos que:

flp(rir, D] < Af () + (1 = Df (r2).

Ahora, supongamos que f (1) < f(r;), entonces

f[p(rler!/‘D] < f(rZ)
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para A > 0 tan pequefio como se desee. Esto contradice el hecho de que r, es un minimo

local. m

Ahora que hemos definido y precisado algunos resultados podemos probar la existencia y
unicidad de un minimo bajo ciertas condiciones, el siguiente teorema nos asegura la

existencia de un minimo tnico dada una funcién convexa sobre un conjunto convexo.

Teorema 3.6.4 Si todos los puntos de un problema en su forma normal estin incluidos en un
circulo de radio w/4, entonces existe un minimo unico.
Demostraciéon. Como las distancias dentro del circulo son menores o iguales am/2, la

funcién objetivo es convexa y asi posee un minimo Gnico. m

El teorema anterior nos garantiza la existencia de un minimo Unico, pero podemos
preguntarnos acerca del circulo de radio maximo que nos garantiza la existencia de un
minimo dnico, el siguiente teorema precisa cudl es el circulo de mayor radio que nos

permite tener certeza acerca de la unicidad del minimo.

Teorema 3.6.5 El valor de mt/4 en el Teorema 3.5.4 es el mdximo valor del radio que asegura un
minimo tnico.

Demostracién. Daremos un ejemplo de puntos en un circulo de radio m/4 + ¢ (para
cualquier € > 0) dentro del cual hay dos minimos locales diferentes. El problema consiste

en tres puntos con pardmetros (¢ > 0).

i w; Pi 0;
1 1+¢° /4 €
2 1 /4 —&
3 g? /4 —¢ s

Por la ecuacién (47) para los puntos 1y 2, obtenemos:

[ZW—kZ]UZ =1+ (V2 —1)e* + 0(¢5) para k = 1,2. (71)
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Lo cual significa que los puntos (¢1,6;1), (¢,,0;) son minimos locales con diferentes
valores de la funcién objetivo. Esto prueba que m/4 es el mayor radio posible en el

Teorema 3.14. m

Teorema 3.6.6 Si ¢; = 0 para i = 0, ..., n entonces para la solucion optima ¢ = 0.

Demostracion. Si r(¢, 8) es un punto 6ptimo y no es un punto de demanda entonces:

n wi .
P SINQ;
tan ¢ _ =1 ginq; i
sinf n L o5 sin @)
=1 gjp a; d)l i

Notemos que sina; > 0 para ¢ # 0. Si Y7, (w;/sina;) sin6; # 0 entonces por () ¢ = 0. Por
otro lado existe una sucesion 8™ tal que limy_,,, 6% =0 y ¥, (w;/sin;) sin Hi(k) + 0.
Sea F®) (1r(¢,0)) la funcién objetivo para 8 en sustitucion de 6. Sea r(¢,8) el punto

optimo para F(r(¢,0)), y es tal que

F(r(@.8)) < min(F((6, )}, 72

asi llegamos a una contradiccion. Dado que F(r(¢, 8)) es continua en ¢ y 6 tenemos que

lim F®(r(¢,6)) = F(r(¢,6)) (73)

y
limy oo Ming—o{F® (r(¢, 6))} = ming_o{F(r (¢, 6))}. (74)
Dado que el punto 6ptimo de F® (r(¢, 8)) esta en el ecuador,

FOr(¢,8)) = ming=o{F™ (¢, 6))} (75)

en contradiccion con la ecuacién (72). m
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudiaron propiedades basicas de los conjuntos y funciones
convexas, principalmente las condiciones bajo las cuales existe un minimo tnico.
Posteriormente se revisé y demostr6 el teorema 1.3.5 el cual fue vital para probar que la
distancia de un punto dado es una funcién convexa dentro de un circulo de radio /2y
centroenr.

En el capitulo referente al problema de Weber en la esfera se estudiaron propiedades que
la esfera hereda al problema, principalmente utilizando los antipodes. Se obtuvieron las
soluciones del problema bajo ciertas condiciones de las cuales se obtuvo un algoritmo para
obtener un punto 6ptimo. Se realizaron varias pruebas computacionales para verificar la
convergencia de dicho algoritmo. Posteriormente se analizaron ciertos problemas de
convergencia referentes a este algoritmo y se dio una propuesta alternativa para evitar
dichos problemas, tales algoritmos se programaron en Mathematica 7.0 y se anexan en este
trabajo.

Ademéds, se revisaron diversas propiedades de convexidad sobre la esfera y se
caracterizaron diversos conjuntos que nos aseguraban dicha propiedad, esto con el fin de
obtener un resultado similar al teorema 1.2.5 y poder asegurar un minimo tnico. Una vez
revisado lo anterior, se prob6 que el radio maximo de un circulo esférico donde se puede
garantizar un minimo tnico es /4.

Por ultimo se demostro el teorema 3.6.6 que basicamente nos dice que si todos los puntos
de demanda estan en el ecuador entonces también el 6ptimo. Estos altimos resultados nos
dan herramientas para poder desarrollar un mejor programa en la biisqueda de un punto
6ptimo y poder aumentar la velocidad de convergencia.
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