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La filosofia estd escrita en ese libro enorme que tenemos continuamente abierto
delante de nuestros ojos (hablo del universo), pero que no puede entenderse sino
aprendemos primero a comprender la lengua y a conocer los caracteres con que se
ha escrito. Estd escrito en lengua matemdtica, y los caracteres son triangulos,
circulos y otras figuras geométricas sin los cuales es humanamente imposible
entender una palabra; sin ellos se deambula en vano por un laberinto obscuro.
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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio del polinomio de independencia reducido de
un grafo mediante el andlisis de su dindmica holomorfa, para asociarle un fractal

llamado independencia fractal del grafo.

Primero se presenta una breve introduccion a los conceptos méas importantes de la
teoria de grafos, polinomios de independencia y posteriormente se hace el anélisis
del sistema dinamico holomorfo asociado al polinomio generado por la operacién

composicion de grafos.

Finalmente se presentan ejemplos de la independencia fractal de grafos con niimero
de independencia 2 y su relacion con el conjunto de Mandelbrot, asi como la
independencia fractal de dos familias de grafos con niimero de independencia alto

y como se relacionan.
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Introduccion

En 1736 Leonhard Euler publicé un articulo relacionado con el Problema de los
puentes de Kénigsberg (como se muestra en la Figura , que planteaba una ruta
a través de 7 puentes pasando por cada uno exactamente una vez, este trabajo
es considerado por muchos como el inicio de la Teoria de Grafos, el matématico
suizo demostrd que una ruta que pasara por cada puente exactamente una vez no

era posible.

FIGURA 1: Puentes de Kénigsberg. Imagen extraida de http://goo.gl/QbDS6x

El problema anterior puede representarse por un grafo (dirigido) con 4 vértices y
7 aristas, los 4 vértices representan las islas y las 7 aristas los puentes que unen a

un par de ellas como se muestra en la Figura 2]

FicUra 2: Grafo asociado al problema de los puentes de Konigsberg
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Este problema inspir6 la definicién de ruta de Euler si dicho camino pasa por cada

vértice solo una vez.

A pesar de la pronta aparicién de este problema no fue hasta el siglo XX cuando
el concepto de grafo surgid, actualmente tiene muchas aplicaciones en areas como

computacién, optimizacion y complejidad de algoritmos [17].

Los polinomios asociados a un grafo han sido un objeto de estudios muy comun
entre los especialista del area [6l, 9l 10 [1T], [12] 2], [16], 22], 23], 24], 27]. Nosotros nos
concentramos en el estudio del polinomio de independencia pero ademas de este se
han estudiado otros polinomios relacionados con grafos como el polinomio carac-
teristico [21], el polinomio de coloracién [11], 21], el polinomio de correspondencia

[11], 21], el polinomio de parcialidad [21], el polinomio de ideales [12], entre otros.

En 1972 Hielmann y Lieb ya habian contado de alguna manera los conjuntos
independientes de un grafo [20], aunque fue en 1983 cuando el polinomio de inde-
pendencia se define por primera vez por Gutman y Harary (cf. [16]). A partir de
ese momento muchos investigadores del area han estudiado las caracteristicas de

este polinomio, en particular la localizacién de sus raices [9) [11], 12} [16, 23].

Otra caracteristica del polinomio de independencia que también ha sido estudiada
es la relacion que tienen sus coeficientes, es decir qué propiedades tiene la su-
cesion de nimero de conjuntos independientes cuando la cardinalidad aumenta;
si es creciente, decreciente o cumple otra relacion. Principalmente el conjunto de
unimodalidad [22], 23], 24] es recurrente pues se relaciona con la localizacién de las

raices.

Ademaés de lo anterior también ha sido importante el estudio de la relacion del
polinomio de independencia con algunas operaciones de grafos [10, 211 27], ya que
para algunas de estas, el polinomio de independencia puede ser calculado mediante

operaciones de los polinomios de independencia de los grafos iniciales.
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Brown, Hickman y Nowakowski presentan en [I0] un resultado que asegura que
el polinomio de independencia de la composicién de dos grafos, se relaciona con
la composicion del polinomio de independencia del primero con el polinomio de
independencia reducido (donde no se considera al conjunto vacio como conjunto
independiente) del segundo. En el mismo articulo se revisa que la operacién com-

posicién de grafos es asociativa.

Ambos resultados nos aseguran que las potencias de un grafo tienen como poli-
nomio de independencia reducido la potencia (de composicién) del polinomio de
independencia reducido del grafo inicial. Sabemos que cuando hablamos de compo-

sicién de un polinomio nos encontramos ante un sistema dindmico [4, [5, [7, 8, (T3], 26].

El estudio de las érbitas y los conjuntos que estas generan como el conjunto de Ju-
lia [2, [, 5] [8, 10, T3], 26] es muy importante debido a que la iteracién de polinomios
genera un sistema dinamico que esta ampliamente relacionado con el concepto de
fractal, precisamente a través del conjunto de Julia [2]. La relacién del conjunto de
Julia de polinomios de grado 2 resulta interesante por su relacién con el conjunto

de Mandelbrot [2, 4, [10, [13], mediante la conexidad del primer conjunto.

Como se menciond en el parrafo anterior el conjunto de Julia de un polinimio es un
fractal (cf. [2]), y ademds tenemos que el polinomio de independencia reducido de
un grafo al ser compuesto coincide con el polinomio de independencia reducido de

las potencias del grafo, de cierta manera se puede asociar un fractal a un grafo [10].

Nuestro objetivo es presentar los resultados obtenidos por Brown et. al. [10], es
decir primero, la definiciéon de independencia fractal de un grafo; posteriormente,
un analisis completo de los grafos con nimero de independencia 2, ya que estos se
relacionan con el conjunto de Mandelbrét; y finalmente, la independencia fractal
de dos familias de grafos con nimero de independencia alto y cémo ambas se re-

lacionan.

Este trabajo pretende ser autocontenido, es decir que el lector no necesite revisar

otras fuentes para poder comprender los temas aqui expuestos, por eso antes de



presentar el concepto que nos interesa, se incluye un capitulo dedicado a los con-
ceptos basicos de la teoria de grafos, centrandonos tinicamente en los que seran

necesarios para el desarrollo del concepto de independencia fractal.

Después dedicamos un espacio al estudio del polinomio de independencia y al poli-
nomio de independencia reducido, donde también presentamos la relacién mencio-
nada entre el segundo y la operacién composicion, recordando que este resultado

serd fundamental para asociar un fractal a un grafo.

Posteriormente el lector podra encontrar los conceptos mas importantes de los sis-
temas dinamicos asociados con la iteracion de polinomios sin olvidar, por supuesto,
el conjunto de Julia que como se vera es precisamente el fractal asociado al grafo,
ademas se expone el concepto de conjugacion a través de las transformaciones de
Mobius, herramienta que nos permitird ver la relacion de estos fractales con el

conjunto de Mandelbrot.

Finalmente, en el tultimo capitulo, se define la independencia fractal y su relacién
con el conjunto de raices del polinomio de independencia reducido, se estudian por
completo los grafos con nimero de independencia 2 y su relaciéon con el conjun-
to de Mandelbrot; ademas se revisa la independencia fractal de dos familias con

niumero de independencia alto y como se relacionan ambas.

Pretendemos que el trabajo aqui presentado sirva de base para el estudio de otras
familias de grafos y su independencia fractal. Nuestro interés consiste en verifi-
car jqué caracteristicas del grafo se reflejan en su independencia fractal?, es decir
qué informacion de un grafo podemos obtener por el simple hecho de conocer su

fractal asociado.

También surgen preguntas sobre otras operaciones de grafos y si estas podrian
generar un sistema dinamico, o cémo se relaciona la independencia fractal de un
par de grafos con la independencia fractal del grafo obtenido al aplicar operaciones
como unién, diferencia, Suma de Zykov o alguna otra operacion. O cuando la

independencia fractal de dos grafos son conjugadas.
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Capitulo 1

Conceptos basicos de teoria de

grafos.

Se hundio en una amable geografia, en un mundo fdcil, ideal; un mundo
como disenado por un nino, sin ecuactones algebraicas, sin despedidas

amorosas y sin fuerzas de gravedad.

Gabriel Garcia Marquez, La otra costilla de la muerte.

En este capitulo presentamos las definiciones mas importantes de la teoria de gra-
fos necesarias para el desarrollo de los conceptos presentados en el Capitulo [2] y
en el Capitulo [4]

En la primera seccién iniciamos con la definicién de grafo y con sus posibles re-
presentaciones, posteriormente se introducen los conceptos principales de la teoria
de grafos que seran de utilidad para presentar la teoria de la indepencia fractal en
capitulos posteriores. También encontraremos una clasificacién de grafos mediante

ciertas carecteristicas especiales.

En la segunda seccion se presentan algunas funciones que toman como argumento

a un grafo, ademas se presenta el concepto de isomorfismo de grafos que resulta

1
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ser muy importante ya que las funciones antes mencionadas son invariantes para

grafos isomorfos.

Finalmente en la tercera seccién se presentan algunas operaciones importantes
con grafos que son de interés en el area, principalmente se presenta el concepto
de composicion de grafos que como se vera mas adelante es necesaria para poder

asociar un fractal con un grafo.

1.1. Introduccion a la teoria de grafos.

Definicién 1.1.1. Un grafo es un par ordenado de conjuntos G = (V| E) tal que
E C [V]? donde [V]? es la clase de conjuntos de dos elementos de V', es decir los

elementos de E son subconjuntos de dos elementos de V.

Los elementos de V' son los vértices o nodos del grafo G, los elementos de F son
sus aristas, a los elementos de una arista regularmente se les llama extremos de
la arista, es decir las aristas no tienen vértice inicial y final, sus extremos solo la
definen pero no se habla de direccién, por ejemplo la arista {vy,vo} = {ve,v1} y
ademéds {v,v1} no puede ser una arista del grafo ya que dicho conjunto consta
unicamente de un elemento. A este tipo de grafos se les llama regularmente grafo

simple.

La forma usual de representar un grafo es dibujar un punto por cada vértice y

unir dos de ellos por una linea si los vértices correspondientes forman una arista.

Los grafos son llamados asi porque pueden ser representados graficamente y es
precisamente esta representacion la que nos ayuda a entender muchas de sus pro-
piedades. No existe una representacion unica para un grafo G dado, pero regu-
larmente nos referimos a la representacion grafica como grafo. La posicion de los
puntos y las lineas no nos dan informacién adicional de un grafo salvo sus inciden-
cias y adyacencias, por ultimo los vértices de un grafo no necesariamente deben
ser representados por puntos (pueden ser pequenos circulos u otras figuras) y las
aristas no deben ser necesariamente lineas rectas, es decir, en un grafo dos vértices

pueden estar unidos por una curva y esta sigue siendo una arista.
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Muchas de las definiciones y conceptos en la teoria de grafos son sugeridos por

esta representacién grafica.

Us

U1

U3

Uy
U2

F1GURrA 1.1: Grafo con conjunto de vértices V' = {v1,v9,v3,v4,v5} y conjunto
de aristas E = {vjvg, v1v3, U303, 0405 }

Un grafo con vértices en un conjunto V' es llamado grafo sobre V. Denotamos por
V(@) al conjunto de vértices del grafo G, y como E(G) a su conjunto de aristas.
A veces no se distingue entre un grafo y su conjunto de vértices o aristas es decir
en lugar de escribir # € V(G) 6 bien zy € E(G) escribimos simplemente = € G
oxy €q.

Un vértice v es incidente con una arista e si v € e. Una arista {z,y} usualmente
es escrita como xy. Dos vértices z, y € GG son adyacentes si xy es una arista de G

y dos aristas e # f son adyacentes si tienen un vértice en comun.

Otras formas de representar un grafo GG es por medio de matrices como se verd a

continuacion.

Definicién 1.1.2. Dado un grafo G = (V,E) con conjunto de vértices V =

{v1, ..., v, } y conjunto de aristas E = {eq, ..., €, }, definimos la matriz de incidencia

de G, B = (bij)nxm , donde,

1 stw€e

bij =
0 d.o.f.
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Ejemplo 1. Matriz de incidencia del grafo G de la Figura [1.1]

V1Vg V1VU3 VU3 VyUs
U1 1 1 0 0

Uy 1 0 1 0
V3 0 1 1 0
(o 0 0 0 1
Vs 0 0 0 1

Definicién 1.1.3. Dado un grafo G = (V,E) con conjunto de vértices V =

{v1, ..., v,}, definimos su matriz de adyacencia de G, A = (a;;)nxn, donde,

aij

- 1 si ViU; ek
0 do.f.

Ejemplo 2. Matriz de adyacencia del grafo G de la Figura[1.1]

(%1 (% U3 V4 Us

U1 0 1 1 0 0
Vg 1 0 1 0 0
U3 1 1 0 0 0
Uy 0 0 0 0 1
Us 0 0 0 1 0

El nimero de vértices de un grafo es su orden y se denota por |G|. Mientras que
el nimero de aristas se denota por ||G||. Un grafo de orden 0 6 1 es llamado grafo

trivial. Para el grafo vacio (0}, 0) escribimos simplemente {).

Dados dos grafos G = (V,E)yG' = (V,E'),G=G'siysolosi V' =V y E' = FE,
G’ es subgrafo de G si V! CV y E' C E y se denota por G' C G. Si G' C G pero
G' # G entonces G’ es subgrafo propio de G y se escribe G' C G. Si G' C G y para
cada arista xy € F con x, y € V' entonces zy € E’. Decimos que G’ es subgrafo
inducido de G.Y escribimos G’ =: G[V].

Es decir si U C V, entonces G[U] es el grafo sobre U cuyas aristas estan precisa-

mente en G con ambos vértices en U.
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Algunos grafos tiene caracteristicas comunes que nos permiten clasificarlos por
tipos especificos, ahora describiremos algunos de estos, ya que el hecho de que
tengan estas caracteristicas nos permite realizar el andlisis de la dindmica de su

polinomio de independencia reducido como se verd en los capitulos posteriores.

Definicién 1.1.4. Un grafo G es completo si para cada par de vértices x, y € G
la arista xy € GG, es decir si todas las parejas de vértices en G son adyacentes. Un

grafo completo de n vértices se denota por K,.

K3 K4

(a) Grafo K3 (b) Grafo K4

F1cura 1.2: Algunos grafos completos

Definicién 1.1.5. Un camino P es un grafo no vacio P = (V,E) en el cual

V ={xo, 21, ..., 21} y E = {xox1, 2122, ..., x_12% } donde cada x; # x; si i # j.

El nimero de aristas de un camino es su longitud y el camino de longitud k se
denota por Pi. Note que Py = K;. A menudo nos referimos a un camino por la
sucesion natural de sus vértices, es decir P = xgx;...7; y llamamos a P un camino

de 2y a z;. Un camino que inicia y termina en el mismo nodo es llamado ciclo.

Definicién 1.1.6. Un grafo no vacio G es llamado conectado si cualquier par de
vértices x, y € G estdn unidos por un camino en G. Si U C V(G) y G[U] es
conectado, decimos que G es conectado en U. LLamamos desconectado a un grafo

que es no conectado.

Un grafo conectado que no tiene ciclos es un drbol

Ejemplo 3. En la siguiente lista se prensenta ejemplos de grafos conectados y

desconectados.

1. Los grafos completos de n > 2 vértices, K,,, son grafos conectados.
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2. Los caminos de longitud k > 2, P, son grafos conectados.
3. El grafo G = (V| E) de la Figura [1.1] es un grafo desconectado.
4. El grafo K; = Py, es un grafo conectado.

Definicién 1.1.7. Sea r > 2 un entero. Un grafo G = (V, E) es llamado r-partito
si V' admite una particion en r clases tales que cada arista tiene vértices en una

clase diferente, es decir dos vértices de la misma no son adyacentes.

A un grafo G que es “2—partito” se le llama usualmente bipartito. Un grafo r-
partito es llamado completo si cada par de vértices en clases diferentes son adya-

centes.

Los grafos r-partitos completos para todo r son los grafos multipartitos completos,
denotados por K, . ., , donde cada n;, ¢ = 1,...,r, es la cardinalidad de la clase
i-ésima; si n; = ... = n, = s, abreviamos la notaciéon anterior como K. Asi K es
el grafo r-partito completo en el cual cada clase de la particiéon tiene exactamente

s vértices.

Ficura 1.3: Grafo bipartito completo
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1.2. Propiedad grafica e isomorfismos.

Ya que tenemos una clasificacién de los grafos por tipos especificos ahora estamos
interesados en saber cuando dos grafos son iguales, ya que esto no sucede unica-
mente cuando tienen los mismos conjuntos de vértices y de aristas, en esta seccién
definimos el concepto de isomorfismo y grafos isomorfos, ademas de propiedades

que se preservan entre dos grafos que son isomorfos.

Definicién 1.2.1. Sean G = (V, E) y G' = (V', E’) dos grafos. Un isomorfismo
¢ : V. = V' es una funcién biyectiva tal que para todo z, y € G si zy € G,
entonces o(x)p(y) € G'.

Ejemplo 4. Sean G = (V(G),E(G)) y H = (V(H),E(H)) con V(G) = {a,b,c},
E(G) ={ab,ac,bc}, V(H) = {zx,y,2} y E(H) = {zy, xz,yz}; es ficil verificar que
v V(G) = V(H) con ¢(a) =z, ¢(b) =y y ¢(c) = z es un isomorfismo de G
sobre H.

Un automorfismo es un isomorfismo que tiene como dominio y codominio al mismo

grafo G.

Ejemplo 5. Para un grafo G = (V, E) es facil verificar que Id : V' — V con
Id(v) = v, para todo v € V es un automorfismo. A este automorfismo le llamamos
la identidad en G.

Dos grafos G'y G’ son isomorfos si y solo si existe un isomorfismo ¢ : V. — V'. Y
se denota por G ~ G’

Usualmente se escribe G = G’ en lugar de G ~ G'.

Del Ejemplo {4] podemos asegurar que G y H son grafos isomorfos y escribimos
G ~ H; ademas del Ejemplo 5| tenemos que todo grafo GG es isomorfo a si mismo,
es decir, G ~ G.

Definicién 1.2.2. Una propiedad grdfica es una clase de grafos que es cerrada
bajo isomorfismos. Es decir que si G y G’ estdn en la clase entonces existe un

isomorfismo ¢ : V — V.

Ejemplo 6. Sea [K3] = {G| G ~ K3} es una propiedad grafica formada por todos

los triangulos, es decir cualquier tridngulo es isomorfo al grafo K3. Los grafos G
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y H del Ejemplo |4] pertenecen a la propiedad grafica [K3] y de hecho cuando nos
referimos a un grafo completo de 3 vértices no distinguimos entre G'y H, es decir,
nos referimos a cualquier grafo que pertenece a [K3]. A cualquier grafo de esta

clase le llamamos triangulo.

Definicién 1.2.3. Una funcién que toma un grafo como argumento es un grafo

imvariante si esta asigna valores iguales a grafos isomorfos.

Ejemplo 7. Las siguientes funciones son grafo invariantes:

L. fl(G) = |G|

2. f2(G) = |||

1.3. Algunas operaciones con grafos.

Definicién 1.3.1. Sean G y H dos grafos, la composicién G[H] es un grafo con
conjunto de vértices V(G) x V(H) y cuyos vértices son pares ordenados de la
forma (v, x) con v € Gy x € H. Dos vértices (v, x), (w,y) € G[H| son adyacentes
siy solosivw € Gobienv=wyaxyec H.

El grafo G[H]| es la composicién (o producto lexicogréfico) de Gy H y puede ser
visto como el grafo que surge de G y H por sustuir cada vértice de G' por una
copia de H, como se muestra en la Figura donde se puede ver la composiciéon

de los grafos K3y P;.

K, K3[P]

P

o ——0

(a) Grafos K3y Pi.  (b) Composicién de los grafos,
K;3[Py).

F1GURA 1.4: Grafos K3y P; y su composicién K3[P]
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Proposiciéon 1.3.1. La operaciéon composicién de grafos es asociativa es decir

para G, H, F grafos se cumple que G[(H[F])] = (G[H])[F].

Demostracion. Sean v = (z,y) y w = (y,2). Para G[(H[F])] tenemos que se

cumple:

donde:
i) V(GI(H[F])]) ={(z,w)| z € G, w e H[F},
it) E(GI(H[F))] = {(zi,wi)(zj,w;)| miz; € G 6 x; =x; yww; € H[F]}.

Mientras que para (G[H])[F] se cumple:

donde:
i) VAGHDIF]) ={(v,2)| veG[H], z € F},
i) E(GH])[F] = {(vi, 2:)(vj, )| viv; € GIH] 6 vy =v; y zi2; € F}].

Sustituyendo w, v y eliminando los paréntesis extra en cada par ordenado para los

conjuntos de vértices podemos escribir:

V(GIHIFY)) = {(z,y,2)| v € G,y € H, z € F} = V((G[H])[F]).

Ahora para los conjuntos de aristas tenemos por un lado usando e; = (x;, w;):
E(G[(H[F)]) = {ei¢j| zix; € G 6 vy =x; y ww; € H[F]}
= {€i€j| Xyl eG o T, =T;y (yzy] €HO Yi =Y; Y 2iZj € F)}
= {eiej\ Tl eG o T =T; Y YiY; eHO§ Vi = V; Y Zizj S F}
= {e;e;] vv; € GIH] 6 v, =v; y zz; € F} = E((G[H])[F]).

Por lo tanto G[(H[F])] = (G[H])[F]
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Definicién 1.3.2. De lo anterior podemos hablar de las potencias del grafo G

definidas de forma inductiva como sigue:

i) G° =10,
ii) G' =G,
iii) GF = G[G* 1.

Definicién 1.3.3. El grafo complemento G de G es el grafo sobre V(G) con
conjunto de aristas [V (G)]? — E(G).

(a) Grafo G (b) Grafo G

FicurA 1.5: Un grafo isomorfo a su complemento

Un grafo G = (V, E) con V # 0 es un grafo con m no-aristas si y solo si G tiene
exactamente m aristas. El grafo anterior es un grafo con 5 no-aristas, el grafo de

la Figura tiene 6 no-aristas y los grafos K, tienen (Z) no-aristas.
Definicién 1.3.4. Sean G = (V, E) y G' = (V' E'), la union y la interseccion de
G y G’ se definen correspondientemente como sigue:

i) GUG = VUV EUE"),

i) GNG' = VNV ENE).

Definicién 1.3.5. Sean G = (V, E) y G' = (V' E'), la union disjunta de G y G’
denotada por GWG’ se define como la unién de G 'y G’ considerando sus conjuntos

de vértices como conjuntos disjuntos es decir V NV’ = (.

Por ejemplo el grafo de la Figura|l.1| es una unién disjunta de los grafos P; y K.
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Definicién 1.3.6. Sean G = (V. E) y G' = (V', E'), la suma de G y G’ se define
como G+ G donde V(G+G') =VWV'y E(G+G') = EUE U{vvs|v; € V,vs €
V'}.

Definicién 1.3.7. Sean G4, ..., GG, una colecciéon de grafos y Ry, ..., R, — 1 una
coleccion de relaciones tales que R; : V(G;) — V(Giy1), i =1, ..., n— 1. Definimos
la suma abierta de Zykov, denotada por G +g, G2+ ... +r,_, G, un nuevo grafo

con conjunto de vértices y aristas dados como sigue:

@) V(Gl +r, Gy + ... +R, Gn)

[
&
=
Q

n n—1

ZZ) E(Gl +r, Gy + ... +Rr, Gn) = ||+ E(GZ) L‘U ( + EZ>
; 1

donde cada E; = {{v,w} C V(G)WV(Giy1)| v € V(G;), w e V(Giq1) con vRw},

parat=1,...n — 1.

Ejemplo 8. Algunos ejemplos de Sumas de Zykov presentados en [3] son:

i) Hipercubos. Si Q) es el grafo formado por un solo vértice digamos v. Enton-
ces los hipercubos (), pueden ser definidos recursivamente por la siguiente
suma de Zykov Q,+1 = @ +14, &@n para n > 0, donde Id,, es la funcién

identidad sobre los vertices de @),,.

i1) Caminos. Sea Py el camino de un solo vértice digamos vg. Sea Id : {v,} —

{v,} la funcién identidad, entonces Po=Py+14 Po+14 - +14 Py, es el ca-

n+1 veces
mino de longitud n donde F, aparece n + 1 veces.

Observe que la Definicién es una suma abierta de Zykov con R = {(v,?’) :
veVyd eV}






Capitulo 2

Polinomio de independencia.

...y el toro que ya estaba a punto de pedir la amnistia miro al senor
con unos 0jos muy pero muy tristes y después se desmayo en mitad de

la cancha sin que nadie le diera la amnistia...

Mario Benedetti, Primavera con una esquina rota.

El polinomio de independecia de un grafo tiene una propiedad muy importante
relacionada con la operacién composicion de grafos, que como se demostrd en el
Capitulo [1] es una operacién asociativa lo que nos asegura que el polinomio de
independencia de la composiciéon de dos grafos puede ser calculado mediante la

composicion de los polinomios de independencia de los grafos compuestos.

Como consecuencia de la relaciéon anterior entre la composicién de grafos y el
polonimio de independencia se obtiene que las potencias de un grafo definidas en
la ultima seccion del capitulo anterior generan un sistema dinamico a través del
polinomio de independencia reducido, en el Capitulo 4] estos conceptos nos serviran

para asociar un fractal a un grafo.

13
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2.1. Polinomio de independencia.

Definicién 2.1.1. Dos vértices z, y € V(G) son llamados independientes si son

no adyacentes.

Por ejemplo en el grafo de la Figura los vértices v; y v4 son independientes ya

que v1vy € E(G), es decir son no adayacentes.

Definicién 2.1.2. Un subconjuto I C V(G) se llama conjunto independiente de
G si para cualquier par de vértices z, y € I la arista zy ¢ G. Es decir si cada par

de vértices de I son independientes.

Para el grafo de la Figura tenemos que sus conjuntos independientes son (),
{U1}7 {U2}7 {U3}7 {U4}7 {US}a {Ulav4}7 {U],’U5}, {U27U4}7 {U27U5}7 {U37U4} y {U37U5}-

Definicién 2.1.3. Sea k; el nimero de vértices de un conjunto independiente

I C G, el numero de independencia de G se define como:

e = max{k;| I es conjunto independiente de G}.

Para un grafo GG y un entero no negativo k. Sea i, el nimero de conjuntos inde-
pendientes de GG de cardinalidad k.

Definicién 2.1.4. El polinomio de independencia de G es el polinomio generado

por:
Ba
k=0

donde g es el nimero de independencia de G.

Un polinomio f(z) = ag + a1 + ... + a,a™ es unimodal si existe k € {0,1,...,n}

tal que ap < a1 < ... <apg < ap > Apgr > 2 Apo1 > Ay

Conjetura 2.1.1. (cf. [24]) El polinomio de independencia de cualquier arbol es

unimodal.

El siguiente resultado muestra que un polinomio con coeficientes no negativos,

cuyas raices son reales es unimodal.
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Teorema 2.1.1 (Newton [23].). Si el polinomio f(z) = ag + a1z + ... + a,z"™ no
tiene coeficientes negativos y tiene solamente raices reales, entonces
t+1 n—i14+1

a; > i1 Qigp s — —, 1 <i<n-—1
i n—i

Aunque este teorema no nos sirve para probar la Conjetura ya que no todos

los arboles tienen solo raices reales.

Retomando el grafo de la Figura y recordando que ya habiamos encontrado
todos sus conjuntos independientes tenemos que g = 2, entonces para este grafo

tenemos que ig = 1, i; = 5y iy = 6, por lo tanto ig(z) = 1+ 5z +62% es unimodal.

Ejemplo 9. Tenemos que el polinomio de independencia de los grafos K, es de

la forma
n n '
o) = 3 (1)
i=0

ya que cada conjunto de i vértices es siempre independiente por que el conjunto

de aristas es vacio y por el Teorema del binomio de Newton

. n i1n—1 n
fez) =) (Z)x 1" = (x4 1),
=0
por lo tanto fz—(v) = (z +1)".

Para algunas cardinalidades el niimero de conjuntos independientes es conocido o

facil de calcular como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.1. Sea G un grafo de orden n y ||G|| = m tenemos:

i) dg =1,
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Demostracién. Para i) tenemos que el grafo vacio, (), es subgrafo de todo grafo

por lo tanto cada grafo tiene un conjunto independiente de cardinalidad 0.

Para ii) tenemos que para todo v € G, {v} es subgrafo de G, en este caso existen n

conjuntos de un solo vértice, es decir, n conjuntos independientes de cardinalidad 1.

Finalmente para iii) tenemos que existe exactamente (g) conjuntos distintos de
dos vértices en G y unicamente m de ellos pertencen a E(G), entonces el resto,

(g) —m, son subgrafos de G con conjunto de aristas vacio es decir, iy = (g) —m. N

Otro concepto importante relacionado con el polinomio de independencia es el
numero de Fibonacci de un grafo G, que se define como el nimero total de con-
juntos independientes del grafo, es decir el niimero de Fibonacci coincide con ig(1).
No es dificil verificar que el nimero de Fibonacci de un camino de longitud n — 1

coincide con F,,, donde F,, es el n-ésimo termino de la sucesién de Fibonacci.

Definicién 2.1.5. El polinomio de independencia reducido de G es el polinomio

generado por:
Ba
fo(z) =ig(x) = 1= ira*
k=1

donde B¢ es el nimero de independencia de G.

2.2. Polinomio de independencia y su relacion

con algunas operaciones de grafos.

El polinomio de independencia se comporta de manera interesante con respecto a

la composicion de grafos, como lo describe el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Sean GG y H grafos entonces, el polinomio de independencia de
G[H] esta dado por:

icim)(7) = ic(fu(x)) (2.1)

Demostracion. Por definicién, el polinomio ig(fy(x)) estd dado por:
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k
Ba Bu '
> i <Z z‘fxﬂ) : (2.2)
k=0 J=1

H
J
G y H respectivamente. De la Ecuacion (2.2)) desarrollando la primera sumatoria

donde i, il son el ntimero de conjuntos independientes de cardinalidad k y j en

obtenemos:

Ba B g B 0 B ! B Po
i (Y it ) =af (> ila ) 4 (D il ) + L+ it
k=0 j=1 j=1 j=1 =1

Ahora un conjunto independiente de cardinalidad [ se obtiene de elegir un conjunto
independiente de cardinalidad k en G y en cada una de esas copias de H, en G[H],
conjuntos de vértices de tal forma que se tenga en total [ vértices, es decir, en la
suma anterior para i{' para cada vértice se tienen tantos conjuntos independientes
como en H ademéds de que son de la misma cardinalidad en G[H| que en H, ahora

G[H]

para ¢; " y para cada conjunto independiente de cardinalidad k en G la potencia

Bu

k a la que se eleva la suma sz 2’ cuenta todos los conjuntos indepedientes
j=1

que tienen exactamente ese conjunto independiente de cardinalidad k£ en G y la

potencia jk de x coincide con la cardinalidad del conjunto independiente, por lo

tanto:

Ba Bu ko Bam
i (M) = X
k=0 7=1 =0

Corolario 2.2.1. Sean GG y H grafos entonces, el polinomio de independencia
reducido de G[H] esta dado por:

faim(z) = fa(fu(z)) (2.3)

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos:

icim () = ic(fu(z)),
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ademas podemos escribir

Beaim BaH

ZG[H Z ZG[H] F=1+4 Z ZG[H ,

despejando obtenemos

BaiH]

icu (@) — 1= iyl

=1

y finalmente

k
g (z) — 1= sz (Zz xj) .
[ |
Los polinomios de independencia de los grafos completos K, son de la forma

ik, (r) = nz + 1, para todo n > 1 y sus polinomios de independencia reducidos

son de la forma fg, (z) = nz.

Para la composicion de los grafos de la Figura , tenemos que ig,(z) = 3z + 1,
frs(x) =3x y fp,(z) = 2z aplicando el Teorema ik, (2) = 624 1y por el
Corolario Jrapy () = 62.

El polinomio de independencia de algunas operaciones de grafos también se rela-
ciona con los polinomios de independencia de los grafos que conforman el grafo

operado como lo indica la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.1. Si G y H son dos grafos entonces
Z) iG&JH(I) = Zg($)ZH($),
ZZ) Z.Gq_H(l’) = ZG(Z‘) + ZH(.%‘) — 1.

Demostracion. Para i) tenemos que el producto de los polinomios de independen-

cia ig(x) y ig(z), tenemos que el polinomio ig(z)igy(z) estd dado por la siguiente
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ecuacion:

k=0

Ba Bu 4
> igat <Z z’fzﬂ) : (2.4)
=0

Donde ¢, sz son el nimero de conjuntos independientes de cardinalidad k y j en

G y H respectivamente. Desarrollando la primera sumatoria de la Ecuacién ([2.4))

tenemos
Ba Bu Br Bu Br
Gk H il _ H_ i, G H_j .G Ba H_j
E (e 5 1T —E 1T —i—zlxg [ PP o 77 S E 1T,
k=0 j=0 §=0 j=0 Jj=0

ahora vemos que los conjuntos idependientes de GW H de cardinalidad [ se forman
por tomar un conjunto independiente en G de cardinalidad k y unirlo con otro
conjunto independiente en H de cardinalidad [ — k, ademas G & H tiene tantos
conjuntos indepedientes de cardinalidad [ como el producto de los conjuntos de
cardinalidad k£ en G multiplicados por los de cardinalidad [ — k en H, es decir

G H
131, por lo tanto

Ba Bu BcwH
Gk H i GwH 1
E iy T E iyl | = E i
Jj=0

k=0 =0

Para ii) tenemos que el polinomio de independencia ig, (), estd dado por la

siguiente ecuacion por definicion:

Ba+u
- _ G+H  k
iG+n () = E iy Tt
k=0

donde los tinicos conjuntos independites son los mismos que ya existian en G y en

H ya que cada vértice de G se une con todos los vértices de H, asi tenemos que
ic+n(z) +1=1ic(z) +in(z),
ya que el vacio se cuenta dos veces, por lo tanto

igrn(z) =ig(x) +ig(x) — 1.
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Apliquemos la proposicién anterior a los grafos Py y K3, sabemos que ip (z) =
2r 4+ 1y ig,(x) = 3z + 1, la unién disjunta de los grafos anteriores coincide con
el grafo de la Figura ahora por la Proposiciéon inciso i), tenemos que
irgwp, (€) = (3z +1)(22 + 1) = 622 + 52 + 1, que coinciden con el calculado en la

seccion anterior.

Ahora la suma de los grafos P, y K3 se muestra en la Figura 2.1(b)|, como se
puede ver K3+ P; es isomorfo a K5, por la Proposicién inciso i), tenemos
que g, p, = (3x+ 1)+ (22 + 1) — 1 = 5z + 1, que coincide con el polinomio de

independencia de K.

K3
Ks+ Py

P

o—O

(a) Grafos K3y P;.  (b) Suma de los grafos, K3+ P;

Ficura 2.1: Grafos K3y P; y su suma K3 + P



Capitulo 3

Conceptos basicos de sistemas

dinamicos holomorfos.

Pero las semillas son invisibles. Duermen en el secreto de la tierra has-

ta que una de ellas despierta.

Antoine de Saint-Exupéry, El principito.

Ahora se presentaran los conceptos relacionados con las funciones analiticas com-
plejas para poder definir el conjunto de Julia de cualquier polinomio, en particular
nos interesa el de los polinomios de independencia reducidos de una familia de gra-
fos generado por la operacion composicion que como ya vimos en el Capitulo

genera un sistema dindmico mediante la composicién de polinomios.

Este capitulo serd divido en tres secciones, en la primera se presenta algunos
conceptos topoldgicos necesarios para poder definir el conjunto de Julia que como
se verd es tipicamente un fractal. En la segunda seccion se define el conjunto
antes mencionado y se demuestran ciertas propiedades en la esfera de Riemann o
plano complejo extendido. Finalmente la tercera seccion presenta el concepto de
transformacién de Mobius y de conjugacién y su relacién con el conjunto de Julia
de un polinomio, resultado que servirda para presentar la relaciéon que tienen las
independencias fractales de algunos grafos con el conjunto de Mandelbrot o entre

ellas.

21
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3.1. Algunos conceptos topolégicos importantes

en los complejos.

Definicién 3.1.1. Sea X un conjunto diferente del vacio y d : X x X — R una
funcién. Decimos que d es una métrica en X, si d cumple las siguientes propiedades
para cualquier z, y, z € X:
i) d(x,y) >0,
i1) d(xz,y) =0siy solosi z =y,
it) d(z,y) = d(y, z),
i) d(z,z) <d(x,y)+ d(y, z). Llamada Desigualdad del Tridngulo

El par ordenado (X, d), donde X es un conjunto diferente del vacio y d una métrica

en X, es llamado espacio métrico.

Regularmente decimos X es un espacio métrico sin hacer explicito respecto a que

métrica.
Ejemplo 10. Los siguientes son ejemplos de espacios métricos
1. El conjuto de los nimeros reales, R, con la métrica inducida por |z| como
d(xz,y) = | —yl|, con x, y € R, es un espacio métrico.

2. El conjunto de las n-adas ordenadas de niimeros reales, R", con la métrica
inducida por ||Z|| como d(Z,y) = ||T — ||, con T, § € R", es un espacio

métrico.

3. Sea X = Cla,b] = {f : [a,b] — R | f es continua en [a,b]} y definimos
d: X xX — R como:

b
d(f.g) = / (@) - g()dz,

entonces X es un espacio métrico.

4. El conjunto de los nimeros complejos, €, con la métrica inducida por |z]

como d(x,y) = |x — y| con z, y € C, es un espacio métrico.
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A partir de este momento todas las deficiones seran para nimeros complejos con

la métrica inducida por el médulo a menos que se especifique lo contrario.

Definicién 3.1.2. La bola abierta de radio r > 0 con centro en zy, denota por
B,.(z0), es el conjunto de los puntos z en los complejos tales que su distancia a 2

es menor que 7, es decir,
B, (20) ={z € C| |z — 2| <7}

Definicién 3.1.3. Sea S C C diferente del vacio, z € C es un punto de acumula-
cion de S si y solo si en la interseccién de cada bola abierta con centro en z y S

existe al menos un punto z # z, es decir, B,(z) — {z} NS # () para todo r > 0.

Definicion 3.1.4. S C C es abierto si para todo x € S, existe un r > 0 tal que

la bola abierta con radio r y centro en z esta totalmente contenida en S.

Definicién 3.1.5. Sea S C C, el interior de S, denotado por Int(S), es la unién

de todos los conjuntos abiertos contenidos en S, es decir:

Int(S) = U A, donde A es abiertoy AC S
Acc

Definicién 3.1.6. S C C es cerrado si cada punto de acumulacién de S pertence

as.

Definicién 3.1.7. Sea S C C, la cerradura de S, denotada por CI(S), es la

interseccién de todos los conjuntos cerrados que contienen a S, es decir:

Cl(S) = ﬂ A, donde A escerradoy SCA
ACC
Definicién 3.1.8. Sea S C C, la frontera de S, denotada por 9(5), es el conjunto

resultado de restar el interior de Int(S) a la cerradura de CI(S5), es decir,

d(S) = CI(S) — Int(S) = CI(S) N (Int(5))*

De lo anterior tenemos que la cerradura de S, CI(S), es el conjunto cerrado més
pequeno, en el sentido de contencién, que contiene a S y el interior de S, es el
conjunto abierto mas grande contenido en S. Es decir, si ('} es un conjunto cerrado

que contiene a S entonces Cl(S) C Cy y si Cy es un conjunto abierto contenido
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en S, entonces Cy C Int(S). Ademads tenemos las siguientes equivalencias, S es
abierto si y solo si S = Int(5), S es cerrado si y solo si S = CI(S), o bien S es
abierto si y solo si S¢ es cerrado y andlogamente S es cerrado si y solo si S¢ es

abierto.
Algunas propiedades importantes de la cerradura y el interior de S y C' subcon-
juntos de C son las siguientes:
i) Int(S) C S C CL(9),
i1) Int(Int(S)) = Int(S),
iii) CI(CI(S)) = CL(S),
iv) Si S C C, entonces Int(S) C Int(C),
v) Si S C C, entonces CI(S) C Cl(C),

Definicién 3.1.9. Sea S C C decimos que S es acotado si existe un nimero real

M, tal que |z| < M para todo z € S.

Definicién 3.1.10. Dado S C C, una coleccién de conjuntos abiertos es una

cubierta abierta de S, si S estd contenida en la unién de estos conjuntos.

Una subcubierta es una subcoleccién de una cubierta abierta, una cubierta finita

es una cubierta abierta con un nimero finito de conjuntos.

Definicién 3.1.11. Dado S C C, decimos que S es totalmente acotado si, para

cada € > 0, S puede ser cubierto por un nimero finito de bolas de radio ¢.

Un conjunto que es totalmente acotado, también es acotado.

Definicién 3.1.12. Una sucesion {a, nen es llamada sucesion de Cauchy si para
todo £ > 0 existe un nimero natural ng tal que |a, — a,,| < €, siempre que n > ng

y m 2> ng.

Definicién 3.1.13. Un espacio métrico, X, es llamado completo si toda sucesién

de Cauchy en X es convergente.

El conjunto de los niimeros complejos es un espacio métrico completo y un subcon-
junto de C es completo si cuando es considerado como un subespacio es completo.

En C los subconjuntos cerrados son completos.
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Definicién 3.1.14. Un conjunto S C C es compacto siy solo si para cada cubierta

abierta de S existe una subcubierta finita de .S.

Teorema 3.1.1. Sea S C C, S es compacto si y solo si es completo y totalmente

acotado.

Demostracion. Primero veremos que cada conjunto compacto es completo, si S es
compacto y sea {a,} una sucesiéon de Cauchy en S, si y € S no es limite de la
sucesién entonces existe € > 0 tal que para todo nq, existe n > n; que cumple
|z, —y| > 2e. Sea ny tal que |z, — x,,| < € para m > ng y n > ny. Elegimos un
n > ng para el cual |z, —y| > 2¢, entonces |, —y| > |, —y| — |Tm — xn| > €
para todo m > ng, de donde concluimos que la B.(y) contiene un nimero finito
de elementos de la sucesién. Consideramos ahora toda la coleccién de conjuntos
abiertos U que solo contienen un numero finito de elementos de la sucesion, ya
que esta no es convergente tenemos que esta coleccion es una cubierta abierta de
S, dicha cubierta contiene una subcubierta formada por Uy, ..., Uy, pero esto cla-
ramente es imposible ya que cada U; contiene un ntimero finito de elementos de la

sucesion, por lo tanto la sucesion tiene limite.

Ahora para demostrar que es totalmente acotado usamos una cubierta de S for-
mado por bolas de radio € y centro en xy y elegimos una subcubierta finita de esta

cubierta, asi S es totalmente acotado.

Para finalizar la prueba supongamos ahora que S es completo y totalmente acotado
y que existe una cubierta de S que no contiene una subcubierta finita de S. Sea
e, = 27", ya que S es totalmente acotado puede ser cubierto por un nimero
finito de bolas B, (x). Si cada una de ellas tiene una subcubierta finita entonces
el mismo resultado se mantiene para S, entonces tendriamos una bola B (z1)
que no tiene ninguna subcubierta finita, ahora B, (z1) es totalmente acotada es
decir tiene una B.,(z2) que no tiene ninguna subcubierta finita. Continuando con
esta construccion obtenemos una sucesién {z,} con la propiedad de que B:, (x,)

no tienen ninguna subcubierta finita y x,,1 € B., (z,). La segunda propiedad
n—+p

implica |z, — z,41| < €, y por lo tanto |z, — Tp1p| < Z g; < 27" es decir {z,}
n

es una sucesion de Cauchy que converge a y € U, donde U es uno de los conjuntos

abiertos de la cubierta dada, ya que U es abierto entonces contiene una bola Bs(y).

Eligiendo n suficientemente grande, |z, —y| < $ y e, < $. Asf B, (2,) C Bs(y),
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de |x — z,| < g, implicamos que |z — y| < | — z,| + |z, — y| < J. Por lo tanto
B.,(z,) tiene una subcubierta finita, formada por el dnico conjunto U, esto es
una contradiccion y entonces dada cualquier cubierta de S existe una subcubierta

finita de S, es decir, S es compacto. [ |
Corolario 3.1.1. Un conjunto S C C es compacto siy solo si es cerrado y acotado.

Definicién 3.1.15. Sea S C C compacto diferente del vacio, definimos la nube

abierta de radio r > 0 centrada en S al conjunto,

N,.(S) ={z € C| existe zp € S tal que |z — 2| <7}

De la definicién anterior podemos notar que la nube N, ({2o}) es el mismo conjunto

que B, (29). Ahora podemos definir la métrica para los conjuntos compactos en C.

Definicién 3.1.16. La métrica de Hausdorff mide la distancia entre dos subcon-

juntos compactos Ay B de (C,| - |) como,

h(A,B) = fnf{e > 0| AC N.(B) y B C N.(A)}

La idea intuitiva de esta métrica es que dos conjuntos estan cercanos si ellos se

empalman uno en el otro. Veamos que efectivamente es una métrica.

Demostracion. Primero probemos que h(A, B) > 0, para cada par de elementos

A, B C C, definimos el conjunto:

E(A,B)={e>0| AC N.(B) y BC N.(A)}.

Por definicién h(A, B) = inf E(A; B). E(A, B) es diferente del vacio ya que 0 <
d(p,q) < oo para cualesquiera p, ¢ € C. Es decir E(A, B) es un conjunto no vacio

acotado inferiormente por el 0, por lo tanto h(A, B) > 0.

Para probar que h(A, B) = 0siysolosi A = B, veamos que h(A, B) = inf E(A, A) =
inf(0,00) = 0. Ahora supongamos que h(A, B) = 0. Sea a € A y un nimero po-
sitivo cualquiera ¢, entonces 0 = inf F(A, B) < ¢, por lo que existe 6 € E(A, B)
tal que § < ey A C Ns(B). Asi que existe b € B tal que d(a,b) < 0 < €, entonces
B.(B) N B # ) para cualquier ¢, entonces a € Cl(B), pero como B es cerrado



Capitulo 3. Conceptos basicos de sistemas dinamicos holomorfos. 27

entonces a € B, es decir A C B, de manera analoga podemos probrar que B C A.
Por lo tanto A = B.

Para probar que h(A, B) = h(B, A) basta hacer notar que E(A, B) = E(B, A).

Finalmente para probar que h(A,C) < h(A, B)+h(B, C), tenemos que demostrar
que inf E(A, C) < inf E(A, B)+inf(B, C). Recordemos que el infimo de una suma
de conjuntos coincide con la suma de los infimos de los conjuntos, por lo que

tenemos que probar que:

inf E(A,C) <if{o+n| 6 € E(A,B) y n€ E(B,C)}.

Sean 0 € E(A,B)yn € E(B,C) dos elementos cualesquiera, por definicién A C
Ns(B) y B C N,(C), dada a € A existe b € B tal que d(a,b) < J, ademds
existe ¢ € C tal que d(b,c) < n. Por la desigualdad del tridangulo tenemos que
d(a,c) < 0+n, entonces A C Ny, (C), siguiendo un razonamiento similar se puede
pobrar que C' C N4,y (A), por lo que 6+n € E(A, C), entonces inf E(A,C) < 6+,
es decir inf F(A, C) es una cota inferior de {0 +n| 6 € E(A,B) y n € E(B,C)}.
Po lo tanto h(A,C) < h(A, B) + h(B,C). |

Definicién 3.1.17. Un subconjuto S de C es conexo si no puede ser representado

como la unién de dos conjuntos abiertos no vacios disjuntos, es decir:
S # AU B, para cualesquiera A y B conjuntos abiertos con AN B = ().

Definicién 3.1.18. Un subconjunto S de C es un dominio si es abierto y conexo.

Definicién 3.1.19. C' C S es componente si y solo si es un conjunto maximal
abierto y conexo, es decir, si existe C; C S abierto y conexo tal que C' N Cy # (),
entonces C; C C.
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3.2. Conceptos basicos de sistemas dinamicos ho-

lomorfos.

El campo del analisis dindmico complejo supone un estudio de funciones racionales
iterativas sobre los complejos extendidos Co, = CU{oo} [4], este nuevo simbolo se
opera de la siguiente manera con a € C,a+0co=00+a=00yb-00=00-b= 0

si b e C— {0}, ademds también tenemos:

i) & =00 para a # 0

o

ii) £ =0 para b # oo

Es importante dar una representacién geométrica asociada a este nuevo sistema pa-
ra esto usamos la esfera unitaria en el plano tridimensional cuya ecuacion esta dada
por 2 + x3 + 22 = 1 denotada por S donde cada punto puede ser asociado a un

nimero complejo excepto por (0,0, 1) por lo que asociamos este punto con co.

Para z € C podemos asociar un unico punto en S por medio de una correspon-

dencia inyectiva llamada proyeccion estereogrifica:

Pe(z>:( 2+ Z z—Z |z|2—1) (3.1)

212+ 17a(lzP + 1) 22 + 1

La esfera de Riemann o plano complejo extendido es la unién del plano complejo
con el conjunto formado por el infinito, C U {oc}, es llamado esfera de Riemann

porque su representacion geométrica es precisamente una esfera.

Definicién 3.2.1. Sean Z, Z’ € C,, definimos la métrica esférica como:

( 21Z2—2'| . '
VAHIZPR)(1+|2'2) St Z # 00,2 # 00

00(Z,2') = f/l% si Z # 00,2/ = 0

si Z=27"=00

e}
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P.() = (0,0,1)

—%_

F1GURA 3.1: Esfera de Riemann

Debido a que nos centraremos tnicamente en la solucion de polinomios usaremos
la métrica del valor absoluto | - |, que mide la distancia entre dos puntos z, w € C

como |z — w|.

De lo anterior nuestro estudio se basa en determinar la dinamica que sigue un
sistema dindmico discreto en la esfera de Riemann C, generada por una transfor-

macién holomorfica:

R:C— C. (3.2)

Es decir, nuestro espacio fase sera unicamente la superfice de Riemann conexa y

cerrada C,, que es homeomorfica a la esfera tridimensional

S = {(x1,79,73) € R* | 27 + 25 + 23 = 1}.
Usualmente utilizamos z y w = % para representar las dos coordenadas estandar

para graficar en C,, determinadas por la proyeccién estereografica. Entonces cual-

quier funcién holomorfica (analitica) de R sobre C., puede ser escrita de la forma:

R(z) === (3.3)

Donde p(z) y ¢q(z) son polinomios con coeficientes complejos y sin factores en

comun. Por lo tanto, existe una correspondencia inyectiva entre la funciéon racional
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dada por la Ecuacién (3.2)) y la funcién holomorfica descrita por la Ecuacion ((3.3)),

la demostracién de la afirmacién anterior puede revisarse en el Apéndice [A]

Definicién 3.2.2. Dado un punto zy € C v f : C — C una funcién analitica, la
sucesién inductivamente definida por z,.1 = f(z,) es llamada drbita positiva de

2o y es denotada por O (z).

Si zg = z, para algun n, entonces zy es un punto periddico y OF(zy) es una drbita
periodica o simplemente un ciclo. Sin es el primer nimero natural tal que zy = z,,

entonces n es llamado el periodo de la orbita.

Usualmente si el periodo de una orbita es uno, se dice que zg es un punto fijo en

lugar de periddico.
Definicién 3.2.3. Para algin polinomio f y un entero positivo k definimos la
potencia de composicion como sigue:
i) O =1,
i) [ =1,
i) 7 = F(FD).

Definicién 3.2.4. Para un polinomio f, su conjunto de Julia completo denotado
por K(f), es el conjunto de todos los puntos z cuya érbita O (z) es acotada en
(C,| - |), mientras que su conjunto de Julia es la frontera, 0K (f), y finalmente
su conjunto de Fatou es el complemento de su conjunto de Julia en C, denotados

respectivamente por J(f) y F(f).
Definicién 3.2.5. Sea z; un punto peridédico de periodo n, entonces el nimero
Ay = f(20) es walor propio o multiplicador del ciclo, y es independiente de la
eleccion de zp en el ciclo. El ciclo es:
i) atractor si 0 < || < 1,
it) repulsor si [A,| > 1,
i1i) racional indiferente si \ es raiz de unidad, y

iv) irracional indiferente si |\,,| = 1 pero \,, no es raiz de unidad.
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Por otro lado un punto fijo zg de un polinomio f es un atractor si existe una
vecindad, V'(zp), alrededor de zy, donde la 6rbita positiva de cualquier punto de
V(20) tiende a zy, es un repulsor si existe una vecindad, V'(z), alrededor de z,
donde la érbita positiva de cualquier punto de V' (zy) sale esta vecindad y es un

neutro si no es ni atractor ni repulsor.
En [I0] se presenta la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.1. Algunos hechos basicos pero no triviales son los siguientes:

i) ciclos atractores permanecen en F(f),
i1) ciclos repulsores permanecen y son densos en J(f),
i11) ciclos racionales indiferentes permanecen en J(f), y
iv) ciclos irracionales indiferentes pueden estar tanto en F'(f) como en J(f).

Definicién 3.2.6. Para 2y € C, su oribita negativa con respecto a f es el conjunto:

O (%) = U £ (20).

Si f es un polinomio, z es un punto excepcional si y solo si su orbita negativa
O~ (2) es finita.

Un punto que no es excepcional es llamado no-ezcepcional. Ademés un punto ex-

cepcional se encuentra en F'(f) y un polinomio tiene a lo mas un punto excepcional.

Teorema 3.2.1. [2] Para un polinomio f de grado al menos 2,

i) si zg es no-excepcional entonces J(f) C ClI(O(2));

i) si zo € J(f) entonces J(f) = Cl(O (z)).

Intuitivamente, como J(f) es un conjunto repulsor para f, es de alguna mane-
ra atractor para f°"Y. En lugar de buscar la inversa de toda la érbita O~ (z)
buscamos cuando f°~%) converge en algiin sentido a .J(f). Para lo que necesita-
mos establecer los siguientes resultados. Ahora como los conjuntos f°(=*)(z,) son

finitos, son necesariamente compactos.
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Teorema 3.2.2 (Hickman [20].). Sea f un polinomio, y sea z; que no esta en
algin ciclo atractor o en el disco de Siegel de f (ver Definicién [3.2.8)). Entonces:

im0 (z9) = J(f),

k—oo

donde el limite es tomado con respecto a la métrica de Hausdorff sobre conjuntos

compactos de (C, | - ).

Antes de realizar la prueba del Teorema daremos a conocer 3 resultados de

la literatura que nos serviran para esto.

Definicién 3.2.7. Sea A C Cy y € > 0, la extension de A por la bola de radio e
es,

A+e={z] d(z,a) < ¢ para algin a € A}.

El grado de una funcién racional se define como su nimero de ceros o de polos, es

decir una funcién racional de orden p tiene exactamente p ceros y p polos.

Lema 3.2.1 (Beardon [2].). Sea f una funcién racional de grado al menos 2, y
E C C compacto, tal que para todo z € F(f), la sucesién { f°*(2)} no tiene limite
en E. Entonces para cualquier U subconjunto abierto de J(f), f*-*(E) C U para

todo k suficientemente grande.

Lema 3.2.2. [2] Sea f una funcién racional de grado al menos 2, W un dominio
que se intersecta con J, y K cualquier conjunto compacto que no contiene puntos

excepcionales de f. Entonces para k suficientemente grande, K C f*(W).

Definicién 3.2.8. Si z; se encuentra en un ciclo irracional indiferente de f de
periodo k, y este ciclo estd en el conjunto de Fatou, F(f), entonces la componente
Fy de F(f) que contiene a z, es positiva inviariante bajo f° y es llamado un disco
de Siegel.

Para cualquier punto z # zy en Fy, la sucesion {f°F, f°®* 1 es densa sobre una

curva contenida en Fj, llamada circulo invariante.

Como los ciclos atractores se encuentran en F(f), del Teorema se sigue que

kh’m fol=k) — J(f) para cualquier punto zg € J(f).
—00

De hecho, una clasificacion completa de las posibles componentes periddicas de

una funcional racional es conocida; y cada componente C' de un conjunto de Fatou
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F(f) es periédica bajo f, es decir, para algunos j > k > 0, f(C) = f*(C).

Estos resultados fueron probados por Sullivan[2] y una consecuencia de esto es:

Lema 3.2.3. Si f es un polinomio, y 2y € F(f), entonces la érbita positiva

OT(20) = {f°*(20)} cumple una de las dos afirmaciones siguientes:

i) converge a un ciclo periédico, o

i1) permanece en un “ciclo periddico” de un disco de Siegel, y es densa sobre un

circulo invariante en el ciclo.

En C, las drbitas positivas no acotadas convergen a el punto infinito con respecto
a la métrica esférica, oy, esto queda cubierto por el inciso i) del Lema ya
que oo es un punto fijo (periddico) de cualquier polinomio. Ahora procederemos a

probar el Teorema (3.2.2

Demostracion. Teorema Sean f v zp que cumplen las hipétesis del teorema,
y dado € > 0. Probar el limite de la conclusion del teorema es equivalente a probar

que para todo k suficientemente grande,

i) [ (z0) S I(f) +e,y

i) J(F) C [ (20) +e,

Donde A + ¢ = {z] 0o(z,a) < € para algin a € A}, es la extensién de A por la

bola de radio € con respecto a la métrica esférica.

Para probar 4), note que si zy € J(f), entonces f°F(z) C J(f) C J(f) + ¢
para todo k por el Teorema [3.2.1] Asumimos entonces que zy € F(f), por la
Proposicién los ciclos periédicos en F'(f) son atractores o irracionales indife-
rentes, los ultimos permanecen en un disco de Siegel. En consecuencia, ya que z
no estd ni en un ciclo atractor ni en un disco de Siegel, el Lema [3.2.3] implica que
ningin punto z € F(f) tiene érbita positiva que se acumule en z. Por lo tanto, el
conjunto F = {z,} satisface las hipdtesis del Lema y podemos concluir que
R (2) € J(f) + € para todo k suficientemente grande.

Para probar ii) primero elegimos 6 < §, y una cubierta finita de bolas abiertas
de radio 0 para J(f) (la cual existe ya que J(f) es compacto). El punto z, es no-

excepcional, ya que los puntos excepcionales son necesariamente puntos periodicos
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en F'(f). Para cada bola W en la cubierta #', el Lema implica que para k
suficientemente grande, {20} C f°®, y por lo tanto f°(=%)(2,) "W # 0. Desde que
solo existe un nimero finito de bolas W, tenemos que, para todo k suficientemente
grande, f°(%) (20)NW # () para cada bola W. Por 1ltimo, ya que € > 2§ concluimos
que para todo k suficientemente grande, J(F) C # C f°0F(z) + ¢, lo que

completa la prueba.

3.3. Conjugacion.

Las transformaciones de Mobius o transformaciones lineales tiene propiedades

geométricas muy importantes como se vera a continuacion.

Definicién 3.3.1. Una transformacion de Mobius es una funciéon de la forma:

az+b

9(2) = ", ad —be £ 0,

Donde a, b, ¢, d son nimeros complejos fijos. La condicién ad — bc # 0 asegura

que ¢ es inyectiva y ademas invertible y su inversa es

dz —b

—cz+a’

61(z) =

entonces la inversa también es una transfoamcion de Mdbius.

Una forma conveniente de expresar una transformacién de Mobius es usando coor-

denadas homogéneas. Si z = 2, w =2 yw = o(2)

wi = azy + bzo,

Wy = €21 + dzg,

(-0

asi w = ¢(z) donde z; = zy 2 = 1.

en forma matricial
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Por lo anterior sabemos que la composicion de transformaciones de Mobius es una
transformacién de Mobius y como ya se habia mencionado anteriormente que la

inversa también lo es.

Algunas transformaciones simples son las siguientes

i) w=z+ «, llamada traslacion,
i) w = kz, llamada rotacion si |k| =1 o homotecia si k > 0,

i) w=1 llamada inversidn.

Note que si ¢ # 0 primero aplicamos una traslacion

d
z—z+—,
c

después una inversion

z = —

posteriormente una homotecia o rotacién

_)bc—ad 1
2 z+¢

z

b

y por ultimo una traslacion

bc—ad 1 a_az+b

2 — ==
2 z+4% ¢ cztd

En general toda transformaciéon de Mobius se construye con los pasos anteriores
excepto si ¢ = 0 en cuyo caso solo se necesitan una traslacién y una homotecia o

rotacion.

Definicién 3.3.2. Dos polinomios f y g son conjugados si existe una transforma-
cién de Mobius ¢ tal que:
g=dofogD.

Proposicién 3.3.1. Sean f y ¢ polinomios conjugados, para cualquier entero

positivo k:

gok _ §b o fqubo(_l).
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Demostracion. Por induccion tenemos:
i) Para k =2,

g% =gog =0 fod* Voo fop ™) =gofofop ™V =go 2oV,

es decir
902 _ ¢O f02 o ¢o(—1)7

i1) Supongamos que existe k entero positivo tal que:

go(k—l) _ ¢O fo(k—l) o¢°(_1) (*)

Ahora por (*) tenemos:

°® = g0 gD — godo foED o gD — g6 fo gD ogo oD o g1
Finalmente
W =G0 Fod®Dogo folD o go-D) — o folk) o go(=1),
|
La propiedad anterior es muy importante ya que el conjunto de Julia de polinomios

conjugados se relaciona a través del siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 (Beardon [2].). Sean f y ¢ polinomios conjugados con transfor-
macién de Mobius ¢, entonces F(g) = o(F(f)) v J(g) = &(J(f)). Ademds los

conjuntos J(g) y J(f) son llamados analiticamente conjugados, del mismo modo
que F(g) y F(f).



Capitulo 4

Independencia fractal de un grafo.

Nada esta perdido si se tiene el valor de proclamar que todo esta perdido

y hay que empezar de nuevo.

Julio Cortazar, Rayuela

A partir de la relacion mostrada en el Capitulo[2]y los conceptos presentados en el
Capitulo [3] en este capitulo se asocia un fractal a un grafo, mediante la dindmica

de su polinomio de independencia reducido.

En la primera seccién se presenta la relacién que existe entre el conjunto de raices
del polinomio de independencia reducido de un grafo mediante la potenciacién
de este con su conjunto de Julia, ademas se presenta un breve estudio sobre la

conexidad de la independencia fractal de algunos grafos simples.

En la segunda seccion se estudian todos los grafos con niimero de independencia
2 y su relacion con el conjunto de Mandelbrét mediante la conjugacion revisada
en la ultima seccién del Capitulo [3] Ademds de presentar algunos ejemplos de
grafos con al menos 4 vértices para aplicar los teoremas que nos aseguran como se

comporta su independencia fractal.

37
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Finalmente se presenta el estudio de algunas familias de grafos con un niimero de
independencia alto y como se relacionan sus polinomios de independencia entre
ellos, es decir ver si podemos aplicar la conjugacion antes mencionada, ademas de

estudiar la conexidad de sus independencias fractales.

4.1. Teoria general de la independencia fractal

de un grafo.
Estamos interesados en describir el conjunto de las raices del polinomio de inde-
pendencia reducido de las potencias de un grafo G, es decir las raices de for = f2F
cuando k£ — oo. De este modo podremos asociar un fractal con el grafo G. Sabe-
mos que para cada k > 1 el conjunto, R(fgr) es un subconjunto finito de (C, | - |)

y por lo tanto es un conjunto compacto. En general existe el limite de la sucesién

{R(far)}x con respecto a la métrica de Hausdorff para conjuntos compactos en

(C,]-1).

Definicién 4.1.1. La independencia fractal de un grafo G es el conjunto:

F(G) = lim R(fo) (4.1)

k—o00

De la Ecuacién (4.1]), para cada k > 2 usando la asociatividad de la composicién

de grafos podemos escribir G* = G¥71[G], lo que implica:

Jar = far-10 fa,

Lo cual deriva en la relacion,

R(for) = fe Y (R(fer)),

Para k£ = 1 tenemos:

R(fa) = fe Y (R(fe0)) = £ (R(f) = £7(0).
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Proposicion 4.1.1. Para cada k > 1, tenemos:

R(fer) = f&P(0). (4.2)

Y por lo tanto;
Z(G) = 1g7"0). (4.3)

Ahora por el Teorema vemos que para el grafo K1, fi,(v) =2y fxr(z) =2
para todo k, de donde .7 (@) = {0}. El Teorema [4.1.1] generaliza este hecho como

sigue.

Teorema 4.1.1. La independencia fractal de un grafo G # K; denotada por
F (@), es precisamente el conjunto de Julia de su polinomio de independencia
reducido J(fg). Equivalentemente, .7 (G) es la cerradura de la unién de los con-
juntos de raices de cada polinomio de independencia reducido de las potencias G*,

k=1,... 00.

Demostracion. Si GG tiene numero de independencia § = 1, entonces G = K,
para algin n > 2, y asi fg(z) = nz, cuyo conjunto de Julia es J(f) = {0} ya
que cualquier otro punto diferente de cero tiene 6rbita positiva no acotada. Ahora
G* = K, para todo k, es decir, forx(x) = n*z, y su conjunto de rafces es {0}.
Entonces el limite de la unién de los conjuntos de raices es {0} = J(fg) y el re-

sultado se mantiene.

Si G tiene numero de independencia > 2, entonces fi(x) tiene grado al menos

2, ya que:
B

falz) =) izt (4.4)

=0
De la Ecuacién tenemos f;(0) =0y f5(0) =143 = |G| > 1 y de la Definicién
inciso i) podemos decir que 0 es un punto fijo repulsor de fg(x) y por la
Proposicién inciso i) esta en J(fe(z)). De hecho 0 cumple las hipdtesis del
Teorema y por lo tanto .#(G) = J(fq). [

Algunas observaciones importantes relacionadas con los conceptos anteriores pre-

sentadas en [10] son las siguientes:
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FIGURA 4.1: Gréfica de la independencia fractal de Py W K7, F (P, W K1)

Observacién 4.1. Ya que f5(0) = 0, tenemos que 0 € fé(_l)(O). Aplicando fg(_l)
a ambos lados de la igualdad obtenemos fg(_l)(()) C fé(_z)(O) y por induccién
fé(fk)(()) C fé(f(kﬂ))(O) para todo k. Por lo tanto para todo k, R(fgr) C R(fgr+1).

Observacién 4.2. Para el polinomio de independencia igr(z) = far(x) + 1, el

£ (1), el cual siempre con-

limite de los conjuntos de raices es #(G) = klggo
tiene .7 (G) = J(f¢). La contencion es propia exactamente cuando ig tiene a -1
como raiz de multiplicidad al menos 2, ya que entonces -1 es un punto fijo atractor
para fg. La situacién aqui es R(igr) € R(igr+1) para todo k, y _#(G) es parti-

cionado por el conjunto, U R(igr), v el conjunto de sus puntos de acumulacién
k>1
J(fc). Sin embargo, las nuevas raices cada paso, denotadas por R(igr) — R(igr+1)

converge precisamente .# (G) = J(fq).

Observaciéon 4.3. Hasta ahora la relacién descrita por la Observacion falla
cuando E(G) es un conjunto vacio, donde no se agregan nuevas raices de indepen-
dencia en ningtin paso. En efecto, para G = K,, tenemos que ig(z) = (1 +z)", y
para cada k, G¥ = K, igr(z) = (14 )", cuya tnica raiz es -1. Asi, J(G) =
{—1}. De aqui que F(z) € #(G): si n = 1 entonces para todo k, G¥ = K; y
far(z) = x, por lo cual F(G) = {0}; si n > 1 entonces el conjunto de raices de
for = (14 2)™ — 1 es denso en el circulo |z + 1| = 1 cuando k — oo, y por el
Teorema [1.1.1] % (G) es precisamente ese circulo que es a la vez J((1 4 z)" — 1).

Hasta el momento se han analizado por completo los grafos con conjunto de aristas

vacio en la Observacion y ademads estos grafos son los tinicos en los cuales la
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relacion entre .#(G) y _Z(G) descrita en la Observacién no se cumple. Asu-

mimos de ahora en adelante que GG es un grafo con conjunto de aristas no vacio.

Ahora, como los conjuntos de Julia son tipicamente fractales en escencia asociamos
un fractal .% (G) con un grafo G. Estamos interesados en ver que propiedades de un
grafo se reflejan en su fractal asociado y de que manera; en la siguiente seccién nos
encontraremos con grafos cuya independencia fractal serd un conjunto disconexo
y otros en los cuales serd un conjunto conexo, de donde nos preguntamos si se
podré predecir para cudles grafos G su independencia fractal .% (G) es un conjunto

conexo.

Observacion 4.4. Para el polinomio de independencia usual, cuando -1 es raiz de
ic(x) con multiplicidad a lo més 1, entonces .#(G) y _# (G) son siempre iguales
[10]. En este caso la independencia fractal G' es un conjunto conexo. Més atn,
cuando ig(x) tiene a -1 como raiz de multiplicidad al menos 2, entonces la natu-
raleza de la particién resultante de ¢ (G) descrita en la Observacién implica
que _Z(G) es un conjunto disconexo. Lo que es més interesante si se trata de su
conjunto de puntos de acumulacién (equivalentemente, el conjunto limite de las
nuevas raices de independencia en cada paso), #(G) = J(fg), es un conjunto

conexo.

Hemos visto hasta el momento que cada grafo, con excepcién de los grafos com-
pletos, esta contenido, como subgrafo inducido, en un grafo con el mismo nimero

de independencia, cuya independencia fractal es un conjunto disconexo.

El siguiente resultado de la teoria de iteracién, que enlaza los puntos criticos de

un polinomio con la conexidad de su conjunto de Julia, serd muy util.

Teorema 4.1.2 (Beardon [2]). Sea f un polinomio de grado al menos 2.

i) El conjunto de Julia J(f) es conexo si y solo si la érbita positiva de cada

uno de sus puntos criticos es acotada en (C, |- |),

i1) El conjunto de Julia J(f) es totalmente disconexo si la érbita positiva de

cada uno de sus puntos criticos es no acotada en (C, | - |).

Teorema 4.1.3. Cada grafo G con nimero de independencia (s al menos 2 es
un subgrafo inducido de un grafo H con el mismo ntimero de independencia, cuya

independencia fractal es disconexa.
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Demostracion. Ya que g > 2 entonces fg(x) tiene grado al menos 2, es decir,
gr(fa(z)) > 2, usando la desigualdad triangular vemos que existe un numero real
R tal que |z| > R = |fa(2)| > 2|2|, lo que implica que la dérbita positiva de z es

no acotada en (C,|-|).

Ahora, no cada punto critico de fg es una raiz de fg. De hecho, para cada raiz
r de ambos f/ v fe, su multiplicidad como raiz de fi es mayor por uno que su
multiplicidad como raiz de f{,. Pero sabemos que gr(fo) = gr(f{) + 1, entonces si
cada punto critico de fg es también una raiz de fg, este tendria un tinico punto
critico ¢, es decir fg(z) = a(x — ¢)?¢. Pero como fg es un polinomio de indepen-
dencia reducido cero siempre es una raiz de él, entonces ¢ = 0y fg(x) = a(x)’,

por lo tanto S5 = 1 lo que contradice nuestra hipdtesis inicial.

Entonces podemos elegir un punto critico ¢ de fg para el cual fg(c) =w # 0,y

también un entero p suficientemente grande de modo que |p-w| > R. Ahora para el

grafo G[K,| tenemos que feix,] = Ba, de donde fok,)(z) = fo(fk,(2)) = fa(pz),

el cual tiene como punto critico £. Ademds fgix,)(5) = fo(c) = w, y también

|f8’pr] (w)] = | f&F(pw)| — oo cuando k — oco. Por lo tanto por el Teorema el
grafo G[K,], que tiene como subgrafo inducido G y ntimero de independencia fg,

tiene independencia fractal totalmente disconexa. [ |

Hemos probado que G[K,] tiene independencia fractal disconexa para p suficiente-
mente grande. De hecho, esto también se cumple para K,[G], ya que fx,(z) = p,

tenemos:

Teorema 4.1.4. Para un grafo G y un entero positivo p,

frpc(pz) = p- fa(pr) = p- fax,)(2). (4.5)

Esto es;

pr[G] op=¢o fG[Kp},

donde ¢ es la transformacion de Mobius z — px. Por lo tanto,

T (K[G]) = p- F(GK,)]). (4.6)
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La Ecuacién se sigue directamente de el Teorema m sobre el conjunto
de Julia de polinomios conjugados, y decimos que la independencia fractal de
K,|G] es simplemente un escalamiento de la de G[K,]. Por lo tanto el conjunto
anterior sera disconexo para todo p suficientemente grande, entonces tenemos el
siguiente resultado que sugiere que la conectividad de un grafo y la conexidad de

su independencia fractal no estan realcionadas.

Teorema 4.1.5. Si GG es un grafo con nimero de independencia al menos 2,
entonces para todo p suficientemente grande, la unién de p copias de G tiene

independencia fractal disconexa.

Los grafos con nimero independencia Sz = 1 no resultan muy interesantes, ya
que fk,(z) = nz, cuyo conjunto de Julia es el conjunto {0}. Para los grafos con
numero de independencia S5 = 2 podemos aprovechar el conjunto de Mandelbrot
para decidir cuando su independencia fractal es conexa, situacién que se revisara en

la siguiente seccion.

4.2. Grafos con nimero de independencia (5, = 2.

Para un grafo G' con nimero de independencia g = 2, m no-aristas y de orden

n, su polinomio de independencia esta dado por la Ecuacién (4.7)).
fo(z) = ma® + na. (4.7)

Definicién 4.2.1. El conjunto de Mandelbrdt, denotado por .#, es el conjunto de
todos los nimeros complejos ¢ para los cuales el conjunto de Julia del polinomio

22 4 ¢ es conexo.

Para cualquier otro valor de ¢, el conjunto de Julia J(2? + ¢) no es solo disconexo
sino totalmente disconexo, ya que z? + ¢ tiene solamente un punto critico cuya
érbita es no acotada (Teorema {.1.2). Los conjuntos de Julia de este tipo son

usualmente llamados polvo fractal.

Consideremos un polinomio de la forma 2% + ¢ para el cual fg(x) es un polinomio

conjugado. Directamente obtenmos:

g = do fgo g™V
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FiguraA 4.2: Gréfica del conjunto de Mandelbrot

donde )
n n
y
n
() = mx + 3 (4.9)
entonces .
of— n
y por el Teorema tenemos,
2
F(G) = ¢°"Y(J(2® + ¢)), donde ¢ = g - (g) (4.11)

De lo anterior, . (G) es solamente un escalamiento y desplazamiento de J(z?+c),
y como vimos ¢ es independiente de m, entonces la conexidad de .#(G) depende
unicamente del orden de G; ademas el hecho de que F(G) sea un conjunto no vacio
implica que n > 3. La localizacién de % (G), depende tanto del nimero de aristas

como del orden de GG como se verd a continuacion.

Teorema 4.2.1. Si G es un grafo con conjunto de aristas E(G) diferente del
vacio con nimero de independencia Bg = 2, con n vértices y m no-aristas, y sea

z € Z(@), entonces

i) = S Re(2) <0,y
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i1) Im(z) =0, a menos que n = 3, en cuyo caso |[Im(z)| < 2%%

4.2.1. Grafos de orden 3 con [; = 2.

Existen exactamente dos grafos de orden 3 con nimero de independencia fg = 2
(salvo isomorfismos), uno de ellos es K WP, la unién disjunta de un vértice con una
arista y P; el camino de longitud 1. Sus respectivos polinomios de independencia
reducidos son fx,wp, = 222 + 3z y fp, = 2% + 3z, asi por el Teorema la
independencia fractal de estos grafos estd dada por Z (K, W Py) = J(22? + 3x) y
F(Py) = J(2? + 3x) respectavimente. En la Figuras (4.3] se muestran estos

conjuntos de Julia.

1 E 4 K an
-1.5 -1.0 -0.5 0.0

FIGURA 4.3: Gréfica de la independencia fractal de K1 W Ky, 7 (K1 W K3)

Antes de continuar primero revisemos un poco que sucede para el conjunto de Julia

de g(z) = 2? — 3, veamos que J(g(z)) estd contenido en [—2, 3] x [—\/75,‘/75}
Esta es la mejor acotacion posible ya que z = % es un punto fijo repulsor de
gy g° (:l:‘?z) = g(—%) = 2 € J(g(x)). Ya que los puntos repulsores de g

2
permanecen en J(g(x)), y J(g) es completamente invariante, tenemos que ‘/73,

Lema 4.2.1. Para g(z) =2 =3y z=a+bi € C,si |a] > 2 0[] > ‘/73, entonces
l9(2)1 > 3.

Demostracidn. Tenemos que g(z) = 22 — 3 = (a* — b* — 3) 4 2abi, y entonces

342 (4.12)

3
2t 02 4 20— .
l9(2)|" = a” +b" + 2a7b —|—2b 5 T
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FIGURA 4.4: Grafica de la independencia fractal de P, .7 (P)

Ahora, si |b] > %g, entonces del Lemma [3.2.1}
9(2)]* > b* + 2a%b* + 3% — 3a® + %
=a® (20° — 3) + ' 4+ 30> + %
> (@3-t g+l ded

9

=9
y por lo tanto |g(z)| > 3.

Por otro lado, si |a| > %,, entonces del Lemma m,

4_3 9
9(2)]* > a* = 5a® + 15
_ 3 9
=a’(a® = 3) + 55
9(9_3 9
>3(G-3) + %
_9
1
lo que implica que [g(z)| > 2. |

2

Lema 4.2.2. Para g(z) = 2% — 2, si z € C es tal que |z| > 2 +¢ para algtin € > 0,

entonces |g(z)| > 3 + 3e.

Demostracion. Tenemos,
l9(2)] = |22 = §
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Del Lema y el Lema podemos implicar:

Teorema 4.2.2. Para g(z) = 2 — 2 y z € C, si [Re(2)| > 2 o [Im(2)| > ¥,

entonces |g°*(2)| — oo cuando k — oo.

Demostracion. Como z satisface las hipotesis del Lema [3.2.1] entonces tenemos
l9(2)] = 2 + 3¢ para algtin € > 0, aplicando el Lema a g(z), obtenemos
19°%(2)] > 2 4 3%, y por induccién |g°*(z)| > 2 + 3kc para cada k > 1, asf el

teorema queda demostrado. [ |

El Teorema implica que el conjunto de Julia completo, K(g(z)), y por lo

tanto J(g(x)) estd contenido en [—2, 2] x [—\/737 \/73}, para g(z) = 2? — 3.

Corolario 4.2.1. El conjunto de Julia J (xz — §) estd contenido en el conjunto

{21 |Re(x)| < % v [Im(2)] < L},

Teorema 4.2.3. Si G es un grafo de orden 3 con nimero de independencia g = 2,

F(G) = g2t (J (ﬁ _ z)) (4.13)

donde ¢ es una transformacion de Mobius que depende de G. Ademas,

entonces,

i) F (K, WEKy) C [-2,0] x —5,5]

i) F(Py) C [3,0] x |2, ]
Demostracion. Como se dijo anteriormente solo existen dos grafos de orden 3 con
nimero de independencia B = 2 por lo que probaremos esta identidad para cada
uno de ellos. Primero para K; W K5 tenemos por la Ecuacién (4.8)) que fx,wrk, €s
conjugado del polinomio gx,wi,(r) = 2 — % y sustituyendo en la Ecuacion (4.10))
tenemos que qﬁ%l@l})@ = 12— 3. Entonces 7 (K, W K,) = ¢;§1_&Jll)(2 (J (22 =2)).
Ahora para P, tenemos por la Ecuacién (4.8)) que fp, es conjugado del polinomio
gp, (1) = 2% — % y sustituyendo en la Ecuacion (4.10]) tenemos que gb;}é—l) =x— %
Entonces .7 (P,) = ¢°P(271) (J (2% =2)).

[ |

En la Figura [4.5] se muestra graficamente lo enunciado por el Teorema [4.2.3]
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F1GURA 4.5: En rojo J(g(z)), en negro .# (K1 W Ks) y en azul .7 (P»)

4.2.2. Grafos de orden 4 con (g = 2.

Para un grafo G con nimero de independencia S5 = 2 de orden 4 y m no-aristas
de las Ecuaciones (4.8)) y (4.9) tenemos que fg(x) es conjugado de gg(z) = 2% — 2
a través de ¢(z) = mx + 2, ademéas sabemos que J(x? — 2) es el intervalo [—2, 2],

o(=1)

aplicando la transformacion ¢ =2 5 este intervalo obtenemos,

Teorema 4.2.4. Si G es un grafo de orden 4 con niimero de independencia g = 2

con m no-aristas, entonces

F(G) = [—%,o} |

Aplicando el teorema anterior al grafo K4 — e, donde e es cualquier arista en Kjy,

tenemos que G tiene m = 1 no arista, por lo tanto .# = [—4,0].

4.2.3. Grafos de orden |G| > 5 con (g = 2.

Si G es un grafo con nimero de independcia f = 2 y n = |G| > 5, entonces de

la Ecuacién (4.11)) tenemos ¢ = § — (%)2 < —2, que esta fuera del conjunto de

Mandelbrét. Esto implica que J (22 4 ¢), y por lo tanto .7 (G) = ¢°V(J (2% +¢)),
son polvo fractal. Mas atin es sabido [§] que para ¢ < —2, J(z? +¢) estd contenido

en el intervalo [—q, ], donde ¢ = = —i— 7—c¢ Conc=3%+ ( ) , lo que implica

n

que ¢ = 5. Aplicando ¢ dada por la Ecuacion 4.10 a el intervalo [—5, 5}

obtenemos [—— 0} Es decir,

Teorema 4.2.5. Si G es un grafo con nimero de independencia § = 2,n = |G| > 5

y m no-aristas, entonces .# (G) es polvo fractal subconjunto del intervalo [—%, O] )
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Ya que 0 es un punto fijo repulsor de fg, est en J(fg). Més aun, tenemos que
fa (—%) =0¢€ J(fa),y J(fa) es completamente invariante bajo fa, —> € J(fa).
Por lo tanto el intervalo [—%, 0} del Teorema (11| es cerrado.

Ejemplo 11. Dado el grafo G = K; W K3, con nimero independencia [ = 2,
n = |G| =5y m = 6 no-aristas; cumple las condiciones del Teorema . Tenemos
que fg(x) = 62® + 5z, ya que tiene 6 conjuntos independientes de cardinalidad
2 formados al elegir un vértice de Ky y después cualquier vértice de K3 y 5, de
cardinalidad 1 (cada vértice); y .Z (G) serd polvo fractal totalmente disconexo en

el intervalo [—%, 0}.

02
0.2 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

(=]
T

(=]
(=]

a q q q = a0 0
-0 -0.6 -0.4 -0.2 0o 0.

a

FIGURA 4.6: Gréfica de la independencia fractal de Ko W K3, .7 (Ko W K3)

4.3. Las familias aK;, y K".

En esta seccién, usando el Teorema [4.1.4] revisaremos la conexién entre la inde-
pendencia fractal de dos familias de grafos aparentemente distintas con nimero

de independencia arbitrariamente grande.

Consideremos primero el grafo aKj, la unién disjunta de a copias de K. Note que

aKy = Kq[Ky); ya que fi(z) = (14+2)* =1y fg, = bx, tenemos que:
far, = fez(bz) = (1 + bx)* — 1 (4.14)

y también,
fog, = ab(1+ bx)* ", (4.15)

a
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cuyo unico punto critico es z = —%. Por el Teorema solo puede ser conexo o

totalmente disconexo, dependiendo de si la 6rbita positiva de z = —% es acotada

o no acotada, respectivamente, en (C, | - |).
Ahora, fux, (—%) = (0% —1 = —1. Como tnicamente consideramos grafos con con-

junto de aristas no vacio, b > 2.

Teorema 4.3.1. La independencia fractal de aK, es conexa si b= 2y a es par, y

totalmente disconexa de otra forma.

Demostracion. Caso 1: b = 2y a par. Entonces fux,(r) = (1 + 2z)? — 1. Ahora
fars (=3) = =1, faro(=1) = (1—=2)* =1 =0, y f(0) = 0. Por lo tanto la érbita

positiva de — converge a 0, y es acotada en (C, |- |). Asf, F(aK>) es conexa.

1
b

tenemos fux, (—3) = —1, ¥ far,(—1) = (1 =b)* =1 > (2)* — 1 > 1. Note que

para z > 1, se tiene f(z) > (14+22) —1 =2z = z+ 2z > z+ 1. Iterando f,x,vemos

que f;?(b (—%) = fux,(-1) > 1= f;’;?’(b (—%) > f;’?(b (—%) + 1 > 1. Por lo tanto,

la 6rbota positiva de —; es no acotada (C, |-]), y Z (aK,) es totalmente disconexo.

Caso 2: b > 3, a par. Ahora para la érbita positiva de —+ con respecto a fux,,

Caso 3: a > 3 impar. Entonces para este caso tenemos fux, (—%) = —1, y también

fote, (=3) = far,(F1) = (1 =0)" =1 < (1-2)* =1 = —2 < —1. Note que para

z < —1,se tiene f(z) < (1422)—1 =2z = 2+2z < z—1. Iterando f,x,, vemos que

£33, (=3) = fa (Z1) < =1 = fax, (1) = £, (=3) < £3, (-3) < —1. Por

lo tanto, la érbita positiva de — es no acotada (C, |- |), y # (akK}) es totalmente

disconexo.

Caso 4: a = 1. Entonces aK, = K,, cuya independecia fractal es {0}, que es

totalmente disconexa.

Como lo hicimos para grafos con nimero de independencia 8 = 2, podemos en-

contrar un regién dentro de la cual estd .Z (G). Esta region es el disco:




Capitulo 4. Independencia fractal de un grafo. 51

F1aurA 4.7: Grafica de la independencia fractal de 3Ks , .7 (3K3)

Esto es una consecuencia directa del Teorema [4.3.2]

Teorema 4.3.2. Para G = aK, y todo k > 1, cada raiz Fj de fqr satisface

[Fit gl <
Demostracion. Por induccién sobre k. Ya que fo(z) = (14bx)*—1, cada raiz F de
fa(x) satisface (1+bF)* = 1, lo cual implica que [1+bFy| =1y ast |[Fy + ;| = 3;

entonces el resultado se cumple para k = 1.

Ahora suponga que el resultado es verdadero para algin k£ > 1. Como sabemos
for(z) =
fa(Fry1) =
y entonces |1+ bFj| = |14 Fy|e
}F kT b| <3

far(fa(x)), por lo que cualquier raiz Fy 1 de fgr+i(x) debe satisfacer
F}, para alguna raiz Fk de far(x). Asi tenemos (1 +bFp1)* — 1 = Fj,
Y | Fropr + 4| = 21+ Fyle.
;- Aplicando la desigualdad del tridngulo,

Habiamos supuesto,

|Fk+%| :%|1—|—Fk 1‘%
= 3| (Fen+3) + (1-3)

1
a

< (B + 3+ 1 -

1
b
1
b
S
1
b

1y
b

(1-1)°

1

b

)

Q=
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y entonces el resultado se cumple para k41 también, lo que completa la prueba. W

La acotacién del disco |z + %! < % es la mejor posible, como se vio en el Teorema

las raices de f,x, pertenecen al disco.

FIGURA 4.8: Gréfica de la independencia fractal de 4K5, .#(4K>)

Ahora vamos a considerar la siguiente familia de grafos multipartitos completos
K?, va que estamos considerando grafos con conjunto de aristas no vacio tenemos

que b > 2. Tenemos que el grafo K? ~ K,[K,|, entonces:
frp (@) = [k, ([ (@)
= fr, (1 —2)" = 1)
=b((1—2)"—1)
=b(1l—xz)*—b

Ademds, tenemos que fxs(bx) = b(fax,(2)), por el Teorema m tenemos:

F(K?) = bF (aKy). (4.16)

Del Teorema [4.3.1] Teorema y la Ecuacién (4.16)) podemos implicar:
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Teorema 4.3.3. La independencia fractal de K° es conexa si b = 2 y a es par,
y totalmente disconexa en otro caso. Ademds % (K?) estd contenida en el disco

|z 4+ 1] < 1, siendo esta la mejor acotacién posible.






Apéndice A

Funciones analiticas.

A.1. Funciones analiticas.

Definicién A.1.1. Sea ) C C, abierto, f una funcion, f : Q — C,, es llamada

holomorfa o analitica si y solo si para toda a en Q existe f'(a).

Un polinomio es una funcién de la forma p(z) = ag+a12+ ...+ a,2", donde a,, # 0
y a; € C, el grado de un polinomio se define como grad(p(z)) = n, el grado del
polinomio constante cero no esta definido. Un polinomio es una funcién analitica
y su derivada es p'(2) = a; + 2as2 + .... + na,z"'. Si 2y € C es tal que p(zy) =0
decimos que z; es un cero de p. Si un cero se repite h veces, entonces h es su

multiplicidad.

También tenemos que si a es un cero de p(z) de multiplicidad A > 2, entonces
p(a) =0, p'(a) =0,... p"V(a) =0, p™(a) # 0, donde p?(z) denota la i-ésima
derivada de p(z). Ademds podemos escribir p(z) = (z — a)"q(z), donde ¢(z) es un
polinomio tal que ¢g(«) # 0.

Definicion A.1.2. Una funcién R : C,, — C., es una funcién racional si se

puede escribir como

donde p(z) y ¢(z) son polinomios y mcd(p,q) = 1, es decir, los polinomios no

tienen factores en comun. Si a es un cero de ¢(z) es un polo de R(z) y R(a) = oc.

%)
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El orden de un polo de R(z) es igual a su multiplicidad como cero de ¢(z). Note

o P(2)a(z) - ()2 (2)
O

de donde se observa que R(z) y R'(z) tienen los mismos polos.

R'(z) =

Teorema A.1.1 (de Liouville). Si f : C — C es analitica y acotada, entonces f

es constante.

Demostracidn. Para probar el teorema veamos que f™ = 0 para toda a € C.
Dado a € C, sea C' una circunferencia centrada en a de radio r, por la féormula

Integral de Cauchy tenemos que para n € IN fijo

f (a) - 27 o (5 . (Z)nil d§7

de aqui

£ (a)]

| /\

o |etSrie]

o fc (ryn—1T ‘dﬂ
”' long(C)

27r(r" (ryn—1

nl M
2 (=1 27T

2 (r)"  (Estimacién de Cauchy)

I/\ I/\

I/\ I/\

haciendo r — oo, tenemos que f™(a) = 0, en particular f’(a) = 0, por lo tanto f

es constante [ |

Teorema A.1.2 (Fundamental del Algebra). Si p(z) es un polinomio de grado
n > 1, existe zg € C tal que p(z) = 0.

Demostracion. Supongamos que p(z) # 0, para todo z € C, entonces f(z) = o
es analitica y

Jim plz) = o0,

entonces f(z) es acotada en C, por el Teorema de Liouville tenemos que f(z) es

constante. ! [ |

Corolario A.1.1. Un polinomio p(z) de grado n > 1 puede escribirse de la forma

p(2) = an(z — a1)(z — ag)...(z — )



Apéndice A. Funciones analiticas. 57

Donde ay, aq, ..., ayy, son los ceros de p(z).

Un subconjunto 2 de C diferente del vacio es una region si es abierto y conexo,

desde ahora cada vez que usemos el simbolo €2 nos referimos a una regién.

Teorema A.1.3 (de Taylor). Si f : 2 — C es una funcién analitica y a € €,

entonces

(z = a)* + ful2)(z — @)™,

donde f,, : 2 — C es analitica y

N
1) =5 | i

conC:lz—a|l=ryCC.

Definicién A.1.3. Si f : @ — C es una funcion analitica, a € C es una singu-
laridad aislada de f si f es analitica en 0 < |z —a| < J para algin § > 0, si

ademés

i) lim(z —a) f(z) = 0, decimos que a es removible,
zZ—a

i1) lim(z — a) f(2) = oo, decimos que a es un polo.
zZ—a

Decimos que a es un polo de orden A si a es un cero de orden h para 1/f.

Una funcién que es analitica en una regién excepto por polos es llamada mero-
morfa, ademés si f, g son funciones analiticas sabemos que f/g es meromorfa si

g Z0,ysi fy gson funciones meromorfas entonces f+g, f/gy fg también lo son.

Proposiciéon A.1.1. Si f es analitica en Q' = ) — {a} y no idénticamente nula,

si existe @ € R tal que se cumple 1) o I1),

I) lim |z —a|*[f(2)] = 0,
z—a

I7) lim |z — a*] f(2)| = +oc,
zZ—a

entonces existe h € 7 tal que I) se cumple para todo h < o/ y 1) se cumple para

todo o < h, h es llamado orden algebraico de a.
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Demostracion. Supongamos que existe a € R tal que se cumple [), entonces si
o’ > « se cumple que

lim |2 — a[* [ f(2)] = 0,

en particular se cumple para todos los enteros que estan después de a (m > «),
se cumple

lim |z — a|™|f(2)| = 0.
zZ—a

Sea g(z) = (z — a)™ f(z), note que g cumple

lim(z —a)f(z) =0,

z—a

entonces ¢g(z) es analitica en ' por lo que existe una extensién analitica de g.

Sabemos que si ¢ es dicha extension entonces

9(a) = lim g(2) = (z —a)" f(2) = 0,

zZ—a

entonces a es un cero de g de orden [ € IN.

Asi g : Q — C es analitica y estd definidad por §(z) = (2 — a)™4gi(z), donde
gi(a) # 0. Luego para z # a, tenemos

(2= a)"f(2) = (2 — @) au(=),

entonces (z —a)™ ' f(2) = Gi(z), h = m — [ cumple con las condiciones deseadas.

Ahora supongamos que existe o € R tal que se cumple /1), entonces si o < « se
cumple que

lim [z — a[* | f(2)] = +o0,

en particular se cumple para todos los enteros que estan antes de o (m < «), se
cumple

lim |z — a|™|f(2)| = +o0.
zZ—a

Sea ¢g(z) = (2 — a)™f(z), note que g entonces g(z) tiene un polo de orden [ € IN
en a, de donde existe ¢; : w — C analitica y g;(a) # 0 tal que
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es decir

m - gl(z)
(Z_a) f(Z) - (Z—&l)7
entonces (z—a)™ ' f(2) = gi(z), h = m~+I cumple con las condiciones deseadas. W
Definicién A.1.4. Una singularidad aislada a se llama esencial si no cumple
ninguna de las siguientes condiciones
I) lim |z —a|*[f(2)| = 0,
z—a
IT) lim |z — a|®|f(2)| = 4o0.

z—a

Teorema A.1.4. Si a es una singularidad escencial de f, entonces para todo

§>0, A€ Cye>0;existe 2 € Bs(a)la} tal que f(2) € B.(A).

Demostracién. Sean 6, > 0, A € C y supongamos que ¥z € Bs(a)la}, f(z) ¢
B.(A), es decir |f(z) — A| > e.
Entonces 4 o € R tal que

lm [z — a|*| f(2)] = 400,
z—a
por el resultado anterior existe m € Z™ tal que
’ _ m —
lim |2 — a[™|f(2)| = 0,

0<[fa) < [f(z) —Al+ Al y
lim |z — a|™|A| = 0,

entonces

{ —ql™ = 0.
ll_l)l;ll‘z a|™|f(z)] = 0.1

Si a es un polo de f y h su orden algebraico, entonces (z — a)" f(z) es una funcién

analitica en una vecindad de a (tiene una extensién analitica), por el Teorema

y el Teorema existe una funcién analitica ¢(z) tal que

(z—a)"f(2) =B+ Bu_1(z —a) + ... + Bi(z — a)" ' + (2 — a)"p(2),
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de donde . . 5
. h h—1 1
f(z) = C_a) + o) +...—|—Z_a—|—90(z), (A1)

Parte singular
Teorema A.1.5. Toda funcién meromorfa en la esfera de Riemann es una funcién

racional.

Demostracion. Sea f una funcion meromorfa entonces tenemos dos casos, f tiene
infinitos polos o bien tiene un nrero finito de polos.

Si f tiene un numero infinito de polos entonces 1/f tiene un nimero infinito de
ceros, de donde 1/f = 0 y por lo tanto f = co. Como f es constante entonces es
una funcién racional.

Ahora si f tiene un numero finito de polos, en C,, digamos a1, as, ..., a; de orden
algebraico hy, ho, ..., hy respectivamente, por la Ecuacién ((A.1]) para una vecindad

de a; tenemos

B —J Y
f(z) = Z # + p1(2), donde ¢(z) es analitica,

de la cual as, ..., a, son polos del mismo orden algebraico en ¢, que en f.

Usando el mismo razonamiento localmente para as

ho

B, .
U (z) = Z # + po(2), edonde ps(z) es analitica,
=0
y sea
ho 2 h;
By B,
Ua(z) =tn(z) = ) (z — ayhe—i =1(2) =) (z —a)li—i’
=0 i=1 j=0
repitiendo este proceso k veces tenemos que
koohi
- By
Ur(z) = f(2) - v
ZZ1 =0 (z —a)h=s

es una funcion sin polos y analitica.
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Es decir v, es una funcién analitica acotada, por el Teorema[A.1.T] es una funcién

constante. Ahora sabemos que

ko h
- th_J
/() = Z Z (z —a)hi—i +(2),
i=1 7=0
onde Z m v ¥r(z) son funciones racionales. Por lo tanto f(z) es
i=1 j=0

una funcion racional. [ ]
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