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Las preguntas verdaderamente serias son aquéllas que pueden ser formuladas
hasta por un niño. Sólo las preguntas más ingenuas son verdaderamente serias.
Son preguntas que no tienen respuesta. Una pregunta que no tiene respuesta es

una barrera que no puede atravesarse. Dicho de otro modo: precisamente las
preguntas que no tienen respuesta son las que determinan las posibilidades del

ser humano, son las que trazan las fronteras de la existencia del hombre.
M.K
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Introducción

El concepto de conjunto simplicial es una extensión de la noción de complejo
simplicial en topología algebraica, la cual nos aporta un modelo combinatorio de
la teoría de homotopía de un espacio topológico. La teoría de conjuntos simpli-
ciales generaliza la idea de los ∆-complejos de topología algebraica. El análisis
de su categoría de conjuntos simpliciales Ss y su relación con la categoría Top,
mediante los funtores realización |.| : Ss → Top y su adjunto Sig : Top → Ss,
nos permite asociar cada espacio topológico a un conjunto de mapeos simplicia-
les.

Daniel Kan de�ne en 1956 el concepto de �bración de conjuntos simpliciales
o �bración de Kan la cual involucra la propiedad de extensión que permite el
desarrollo de la teoría de homotopía de conjuntos simpliciales, teoría que aporta
la idea de construcción de mapeos y homotopías de mapeos dentro de la teoría de
símplices abordándolo algebraica y combinatoriamente. Pero no fue sino hasta
1967 que Daniel Quillen, con la noción de categoría de modelos, aporta un
conjunto de técnicas abstractas que permiten realizar un análisis homotópico a
una categoría de modelos C. La teoría de categorías de modelos revolucionó la
teoría de homotopía moderna y en la actualidad existen numerosas aplicaciones
en álgebra y K-teoría. Una categoría de modelos es una categoría ordinaria con
tres clases de mor�smos especiales llamados �braciones (F), co�braciones (C) y
equivalencias débiles (W), que satisfacen ciertos axiomas que han hecho posible
desarrollar por completo una teoría de homotopía, de la misma forma que sucede
en los ejemplos clásicos de espacios topólogicos y de los conjuntos simpliciales,
por lo que las categorías de modelos son una abstracción y generalización de
la teoría de homotopía. Dos ejemplos básicos de categorías de modelos son las
categorías Top de los espacios topológicos y la categoría ChR de complejos de
cadenas no negativas de módulos sobre un anillo R. La teoría de homotopía
de ChR es usualmente llamada álgebra homológica. La comparación de estos
dos ejemplos ayuda a explicar porqué Quillen llamó al estudio de las categorías
de modelos � álgebra homotópica � y la consideró como una generalización de
álgebra homológica.

El objetivo principal de la tesis es dotar de una estructura homotópica de
Quillen a la categoría de conjuntos simpliciales Ss. La tesis se desarrolla de la
siguiente manera. En el primer capítulo de�nimos lo que es un conjunto simpli-
cial mostrando su propiedades básicas y el análisis de su n-esqueleto. También
mostramos la relación entre la categoría de conjuntos simpliciales Ss con otras
categorías como Cat, Gpd y Top y las propiedades elementales de los conjun-
tos simpliciales de Kan. En el capítulo dos de�nimos lo que es una estructura
homotópica de Quillen desarrollando dos ejemplos importantes, las categorías
Top y Gpd, así como una introduccón a las estructuras �brantes y co�brantes
de una categoría de modelos C.
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En el capitulo tres y cuatro asignamos una estructura homotópica a la cate-
goría de conjuntos simpliciales Ss y análizamos las equivalencias homotópicas
con la categoría de espacios topológicos Top, además de mostrar propiedades
básicas del grupo fundamental de un conjunto simplical. Al �nal también se
anexa un apéndice en el cual se muestran resultados elementales sobre teoría de
categorías y categorías de modelos.
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Capítulo 1

Objetos Simpliciales

En este capítulo se introducen los elementos básicos para el estudio de los
conjuntos simpliciales desde un punto de vista homotópico y categórico
analizando la relación existente con otras categorías. Estudiamos también la
relación de homotopía entre conjuntos simpliciales de Kan así como la
construcción del grupoide fundamental de un conjunto simplicial.

1.1 La categoría de conjuntos de orden �nito y los
objetos simpliciales

De�namos la categoría Delta, la cual denotaremos por ∆, como:

Obj(∆) = {[n] = {0, 1, ..., n− 1, n}}

Morf(∆) = {α : [m]→ [n] : con α no decreciente }

◦ es la composición usual entre funciones.

De�nición 1.1.1 Para cada n > 1 y j ∈ [n] de�namos el mapeo δj
n :

[n − 1] → [n] como un mor�smo inyectivo que preserva el orden saltando el
elemento j, es decir (δnj ({j}))−1 = ∅ y para n > 0 el mapeo σjn : [n+ 1]→ [n]

el mor�smo suprayectivo que preserva el orden tal que (σj
n)−1{j} = {j, j + 1}.

Una observación relevante en la categoría ∆ es que todos sus mapeos pueden
ser escritos como composición de δj

n y σjn, para cualquier mapeo α : [m]→ [n]
bastará con de�nir los siguientes conjuntos

A = {j ∈ [m] : α(j) = α(j + 1)} = {jt < jt−1 < .. < j0}

B = {i ∈ [n] : i /∈ Img(α)} = {is > is−1 > .... > i0}

Por lo que
α = δisδis−1

...δi0σjt ..., σj0 = δBσA

.
Ejemplo 1.1.1 Sea µ : [4]→ [5] de�nida como µ(0) = 1, µ(1) = 1, µ(2) = 3,

µ(3) = 3, µ(4) = 5. Así, A={j ∈ [4] : µ(j) = µ(j + 1)} = {j2 = 0, j1 = 2} y
B={i ∈ [5] : i /∈ Img[µ]} = {i1 = 0, i2 = 2, i3 = 4}. Por lo que �nalmente

µ = δ4δ2δ0σ0σ2

.

Observemos además que se cumplen las siguientes identidades
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δjδi = δiδj−1 para i < j

σjσi = σiσj+1 para i ≤ j (1)

σjδi =

 δiσj−1 i < j
id i = j o i = j + 1

δi−1σj i > j + 1

o bien

[n]

δi

��

σj //
[n− 1]

δj

oo

σi

��
[n− 1]

σi

OO

σj−1 //
[n− 2]

δi

OO

δj−1

oo .

Notemos que los cuadrados generados por los mor�smos δi' s y los σi' s,
forman diagramas pullback y pushout respectivamente, lo cual nos lo a�rma la
siguiente proposición.

Proposición 1.1.1 Sea

C
p4

//

p3

��

A

p1

��

s4oo

B
p2 //

s3

OO

D
s2
oo

s1

OO

un diagrama conmutativo en el cual se cumple que

s4s1 = s3s2

p1p4 = p2p3

p4s3 = s1p2

pisi = id

p3s4 = s2p1.

Entonces el cuadrado de s′s es un pullback y el cuadrado de los p′s es un
pushout.

Demostración. Probemos el caso del pushout. Consideremos la terna (X, g1, g2)
como otra solución del diagrama de los p′s, así se tiene que g1p4 = g2p3. Note-
mos que g1 = g1p4s4 por lo que g1s1 = g1p4s4s1 = g1p4s3s2 = g2p3s3s2 = g2s2

y además, (g2s2)p1 = g2p3s4 = g1p4s4 = g1.

Supongamos ahora que existe otro mapeo a : D −→ X con la propiedad
g1 = ap1 y g2 = ap2 pero g1s1 = ap1s1 = a y g2s2 = ap2s2 = a, por lo que el
mapeo g1s1 = g2s2 : D −→ X es único. Análogamente para el pullback `
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Véase que por la proposición anterior la categoría ∆ tiene pushout de su-
prayectivas y pullback de inyectivas.

Recordemos que ∆op se de�ne como

Ob(∆op) = Obj(∆)

Mor(∆op) = {α∗ : [n]→ [m] donde α : [m]→ [n] es un mapeo en ∆}

De�nición 1.1.2 Sea C una categoría

Un objeto simplicial U de C es un funtor contravariante de ∆ a C, en la
fórmula U : ∆op → C.

Un mor�smo entre objetos simpliciales U → U∗ es una transformación
natural .

Observemos que dado un objeto simplicial U se tienen objetos U([0]), U([1])...
en la categoría C y de cualquier mapeo no decreciente ψ : [m] → [n] se tienen
U(ψ) : U([n])→ U([m]) satisfaciendo U(ψ ◦ φ) = U(φ) ◦ U(ψ).

Al aplicar un objeto simplicial a las identidades 1 se obtienen

didj = dj−1di para i < j

sisj = sj+1si para i ≤ j (2)

disj = sj−1di para i < j

sjdi = id para i = j o i = j + 1

disj = sj+1di para i > j + 1

De�nición 1.1.3 Sea C una categoría y sean U y V objetos simpliciales de
C. Asumamos que el producto Un × Vn existen en C. El producto de U y V es
el objeto simplicial U × V de�nido por

(U × V )n = Un × Vn.

di = (di, di).

si = (si, si).

El objeto de nuestro estudio es el caso particular cuando la categoría C es
la categoría de conjuntos.

De�nición 1.1.4 Un conjunto simplicial X es un funtor contravariante
X : ∆op → Set. Donde X([n]) = Xn.

De�nición 1.1.5 Un conjunto simplicial X consiste de:

Una sucesíon de conjuntos {Xn}n>0.

Para cada n > 1 una colección de mapeos di : Xn → Xn−1(0 6 i 6 n)
llamados mapeo cara.
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Para cada n ≥ 1 una colección de mapeos sj : Xn−1 → Xn llamados
mapeo degenerado.

Los mapeos sj y di satisfacen las ecuaciones 2.

X0
// X1

oo
oo

//
// X2

oo
oo
oo

...Xn ...

Ejemplo 1.1.2 El conjunto simplicial ∆n : ∆op → Set de�nido como
(∆n)([m]) = ∆n

m = hom∆([m], [n]) es llamado conjunto simplicial estándar.

Recordemos que un mapeo entre dos complejos simpliciales queda deter-
minado por la imagen de sus vértices bajo el mapeo, así el conjunto simplicial
∆n(m), conm 6 n, es la identi�cación de todos los subcomplejos de un complejo
simplicial de n vértices. Ya que

∆n
m = hom∆([m], [n]) = {(a0, a1, ..., am) : 0 6 ai 6 aj 6 n donde i 6 j}.

Los elementos de Xn son llamados n-simplejos de X, en el caso particular de
X0 sus elementos son llamados vértices.

De�nición 1.1.6 La i-ésima cara δi∆
n de ∆n es el subconjunto simplicial

generado por di ∈ ∆n
n−1. La n-esfera simplicial δ∆n de ∆n es su subconjun-

to simplicial de�nido por la unión de δi∆n, equivalentemente, es el conjunto
símplicial generado por {d0, d1, ..., dn} ⊂ ∆n

n−1 o bien el coigualador en∐
i<j6n ∆n−2 // // ∐

i<n ∆n−1 // δ∆n .

De�nición 1.1.7 Un mapeo simplicial f : X → Y es una sucesión de
funciones fn : Xn → Yn para n > 0 tal que fn−1di = difn y fn+1si = sifn, esto
es que el siguiente diagrama conmute

Xn+1

fn+1

��

Xn

fn

��

si
oo // Xn−1

fn−1

��

��

Yn+1 Ynsi
oo // Yn−1 .

Si cada Xn es subconjunto de Yn tal que la inclusión Xn → Yn forma un
mapeo simplicial, entonces se dice que X es un subconjunto simplicial de Y.

Denotemos por Ss a la categoría de conjuntos simpliciales donde sus objetos
son conjuntos simpliciales y su clase de mor�smos consta de los mapeos entre
conjuntos simpliciales con la composición de transformaciones naturales usual.

De�nición 1.1.8

Sea X un conjunto simplicial y A = {An}n∈N con An ⊆ Xn. El subcon-
junto simplicial de X generado por A es de�nido por

< A >=
⋂
{Y ⊂ X| Y es subconjunto simplicial de X y An ⊂ Yn}

consiste de los elementos de X que pueden ser escritos como iteraciones
de composiciones de caras y degenerados de elementos de A.
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Sea X un conjunto simplicial y x0 ∈ X0. Entonces la imagen del mapeo
fx0

: ∆0 → X es un subconjunto simplicial de X el cual consiste de un solo
elemento fx0

(0, 0, ..,0) = s1(x0) en cada dimensión. Así, un punto base *
de X es una sucesión de elementos {fx0 (0, 0, ..,0)︸ ︷︷ ︸

n+1

}n∈N correspondiente

al elemento x0 ∈ X0.

Un conjunto simplicial punteado es un conjunto simplicial con punto
base y un mapeo simplicial punteado es un mapeo simplicial que preserva
puntos base.

Un conjunto simplicial X es llamado reducido si X0 tienen un solo elemen-
to.

Notemos que un conjunto simplicial reducido tienen una única elección de
punto base. Mas aún, cualquier mapeo entre conjuntos simpliciales reducidos es
punteado.

Ejemplo 1.1.3 Sea X un conjunto simplicial punteado. El cono reducido
CX es de�nido como

(CX)n = {(x, q)|x ∈ Xn−q, 0 6 q 6 n} con (∗, q) identi�cando el punto base
*. De�niendo:

di(x, q) = (x, q − 1) si 0 ≤ i < q

di(x, q) = (di−q(x), q) si q ≤ i ≤ n
si(x, q) = (x, q + 1) si 0 ≤ i < q

si(x, q) = (si−q, q) si q ≤ i ≤ n

(3)

para cada x ∈ X0 se tiene d1(x, 1) = ∗. Por la identi�cación de x con (x, 0)
se tiene que X es subconjunto simplicial de CX. La suspensión reducida ΣX es
de�nida por ΣX = CX/X.

Otra descripción de la construcción de CX es: Dado cualquier conjunto sim-
plicial X, sin haber elegido punto base, tomemos y0 un punto no perteneciente
a X, así de�namos <CX como:

(<CX)n = Xn t s−1(Xn−1) t . . . t sn−1(X0) t sn0 (y0) = sn0 (y0) tnk=0 s
k
−1(Xn−k)

la unión disjunta, como conjuntos, donde s−1(Xj) = Xj . Respecto s−1 como la
-1-ésima operación degenerada. De las identidades simpliciales se tienen :

dis−1 = id si i = 0

dis−1 = s−1di si i > 0

sis−1 = s−1s−1 si i = 0

sis−1 = s−1si−1 si i > 0 ,

(4)

las cuales inducen las operaciones di y si con <CX como en 3 identi�cando
sq−1(x) con (x,q), donde d1(s−1(x)) = y0 para x ∈ X0. El conjunto simplicial
resultante <CX es llamado cono irreducible de X. El cono reducido CX es
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entonces el cociente de <CX dado la relación x0 ∼ y0 y (x0, 1) = s−1x0 ∼
(s0x0, 0) = s0x0 ∼ s0y0 para el vértice base x0 ∈ X0.

Proposición 1.1.2 (Criterio de contracción) Sea X un conjunto sim-
plicial punteado. Entonces la inclusión j : X → CX admite una retracción
simplicial si y sólo si existe una función s−1 : Xn → Xn+1 para n > 0 tal que
s−1(∗) = ∗ y 4 se cumplen.

Demostración. [⇒] Supongamos que existe un retracto r : CX → X tal que
r ◦ j = idx. De�namos s−1(x) = r(x, 1) para x ∈ Xn

dis−1(x) = dir(x, 1) = rdi(x, 1) = r(dis−1(x, 0))

sis−1(x) = sir(x, 1) = rsi(x, 1) = r(sis−1(x))

y 4 se cumple.
[⇐] Supongamos que existe s−1 : Xn → Xn+1 tal que s−1(∗) = ∗ y cumple

4. De�namos la función r : CX → X como r(x, 0) = x y r(x, q) = sq−1(x) para
q > 0. Entonces r es un mapeo implicial con r|X = id. `

Teorema 1.1.3 (Criterio de la homotopía nula) Sea f : X → Y un
mapeo simplicial punteado. Entonces el problema de extensión

CX
f̄ //

Y

X

OO

f

==

tiene como solución un mapeo simplicial f̄ si y sólo si existe F : Xn → Yn+1

para n > i tal que cumple

d0F = f y diF = Fdi−1.

siF = Fsi para i > 0.

Demotración. [⇒] Supongamos que f̄ existe. De�namos F (x) = f̄(x, 1) para
x ∈ Xn. Entonces F satisface las condiciones.
[⇐] Supongamos que existe F : Xn → Yn+1 que satisface las condiciones.
De�namos f̄ : CX → Y por

f̄(x, q) =


f(x) paraq = 0
F (x) para q=1

sq−1
0 F (x) para q > 2.

Notemos que f̄ |x = f y demostremos que dj f̄(x, q) = f̄dj(x, q) y sj f̄(x, q) =
f̄ sj(x, q).
Consideremos j > 0, entonces

dj f̄(x, q) = djs
q−1
0 F (x) =


d0F (x) para j=0 y q=1
sq−2

0 F (x) 0 6 j 6 q y q > 2

sq−1
0 dj−q+1F (x) para j > q

y además
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f̄(dj(x, q)) =


f(x) para j=0 y q=1

f̄(x, q − 1) = sq−2
0 F (x) para 0 6 j 6 q y q > 2

f̄(dj−q(x, q)) = sq−1
0 F (dj−q(x)) para j > q,

donde d0F (x) = f(x) y diF (x) = F (di(x)) para i > 0, dj f̄(x, q) = f̄(dj(x, q))
para cualquier x y q.

Ahora observemos que

sj f̄(x, q) = sjs
q−1
0 F (x) =

{
sq0F (x) para 0 6 j 6 q

sq−1
0 sj−q+1F (x) para j > q

f̄sj(x, q) =

{
f̄(x, q + 1) para 0 6 j 6 q

f̄(sj−qx, q) = sq−1
0 F (sj−qx) si j > q,

donde siF (x) = F (sj−1(x)) para i > 0 , f̄(x, q) = f̄(sj(x, q)) para cualesquiera
x y q.`

Proposición 1.1.4 Sea X un conjunto simplicial y sea x ∈ Xn un elemento.
Entonces existe un único mapeo simplicial fx : ∆n → X tal que fx(σn) = x,
donde σn = (0, 1, ....n) ∈ ∆n([n]).

De�nición 1.1.9 Sea X un conjunto simplicial y sea x ∈ Xm un m-simplejo
de X. Decimos que x es degenerado si existe una suprayectiva η : [n]→ [m] con
m < n y un n-simplejo y tal que x = X(η)(y).

Lema de Eilenberg-Zilber 1.1.5 Para cada m-simplejo x ∈ X, se tiene
una suprayectiva s : [m] → [n] y un n-simplejo y no degenerado tal que x =
X(s)(y). Más aún, el par (s, y) es único.

Demostración. Supongamos que (s, y) y (s̄, ȳ) son dos pares que satisfacen
que X(s̄)(ȳ) = x = X(s)(x) con s : [m]→ [n] y s̄ : [m]→ [n̄] y consideremos σ
y σ̄ secciones de s y s̄ respectivamente, así se tiene

y = X(σ)(x) y ȳ = X(σ̄)(x).

Por lo tanto y = X(σ)(x) = X(σ)X(s̄)(ȳ) = X(s̄σ)(ȳ), donde y es no degene-
rado y s̄σ es un monomor�smo, por lo que n̄ 6 n.

Análogamente se tiene que ȳ = X(σ̄)(x) = X(σ̄)X(s)(y) = X(sσ̄)(y), por lo
que n 6 n̄ y por lo tanto n = n̄.

Se sigue que s̄σ es una biyección no creciente, es decir,coincide con el mapeo
identidad en [n] por lo que y = ȳ y s = ȳ. `

Una interpretación del lema de Eilenberg-Zilber en la categoría ∆ es conside-
rando el siguiente cuadro conmutativo de suprayectivas, considerando el pushout
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[n̄]qs,s̄ [n] el cual coincide con la suma amalgamada de conjuntos.

[m]

s̄

��

s // [n]

in1

��
[n̄]

in2// [n̄]qs,s̄ [n]

Aplicando el funtor ∆̄ :∆op → Ss de�nido como ∆̄([n])=∆n, se tiene el
siguiente diagrama en Ss:

∆̄([m])

∆̄(s̄)

��

∆̄(s) // ∆̄([n])

∆̄([n̄]) ·

Sean Y : ∆n → X y Ȳ : ∆n̄ → X tal que Ȳ s̄ = Y s y sean y y ȳ los
n-simplejos para los cuales Y y Ȳ son sus mapeos característicos (proposición
1.1.4), se tiene queX(s)(y) = X(s̄)(ȳ). Por el lema anterior se tienen t : [n]→ [p]
y t̄ : [n]→ [p̄] y simplejos no degenerados z ∈ Xp y z̄ ∈ Xp̄ tales que y = X(t)(z)
y ȳ = X(t̄)(z). Por lo tanto se tiene X(ts)(z) = X(s)(y) = X(s̄)(ȳ) = X(t̄s̄)(z̄)
y por unicidad se tiene que ts = t̄s̄ y z = z̄, lo cual implica la exitencia de un
mapeo r : [n̄]qs,s̄ [n]→ [p] tal que t = rin1 y t̄ = rin2.

Si Z : ∆p → X es el simplejo asociado a z se tiene Y = Z∆t = Z∆r∆in1 y
Ȳ = Z∆t̄ = Z∆r∆in2 . Así Y y Ȳ pueden ser factorizados a través de [n̄]qs,s̄ [n].

1.2. El n-esqueleto de un conjunto simplicial
De�namos la categoría plena y �el ∆n por :

Obj(∆n) = {[m] : tal que m 6 n}

Mor(∆n) = {α : [m]→ [p] : tal que α ∈Mor(∆) y [m], [p] ∈ Obj(∆n)}

Llamaremos un conjunto simplicial n-truncado al funtor X : ∆op
n → Set.

Denotemos a la categoría de conjuntos simpliciales n-truncados por Ssn. El
funtor inclusión In : ∆n → ∆ nos induce el funtor n-truncado trn : Ss → Ssn
que asigna al conjunto simplicial X el conjunto simplicial n-truncado trn(X) =
X ◦ In.

El funtor trn tiene como adjunto izquierdo al funtor skn : Ssn → Ss de�nido
por

skn(X) = ĺım
∆n[P ]→X

∆[P ].

De�namos al n-esqueleto de X como SknX = skntrnX para cualquier conjunto
simplicial X. Notemos que para m 6 n se tiene que (SknX)m ≈ Xm y para
m > n se tiene que (SknX)m consiste de símplices degenerados.
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Proposición 1.2.1 Para cualquier conjunto simplicialX, el mor�smo SknX →
X es un monomor�smo.

Demostración. Para demostrar la proposición bastará demostrar la siguiente
a�rmación: Sea Ψ : Z → Xun mapeo simplicial tal que para p 6 n el mapeo Ψp

es un monomor�smo y para q > n todo q-simplejo de Z es degenerado, entonces
Ψ es inyectiva para todo p.

Para demostrar la a�rmación notemos que es clara para p 6 n; por lo que
consideremos el caso q > n, tomemos z, z̄ ∈ Zq tal que Ψq(z) = Ψq(z̄) por el
lema de Eilenberg se tienen suprayectivas s : [q] → [p] y s̄ : [q] → [p̄] y dos
simplejos x y x̄ tal que z = Z(s)(x) y z̄ = Z(s̄)(x̄) con p, p̄ 6 n, así Ψp y Ψp̄

son inyectivas y Ψp(x) y Ψp̄(x̄) son no degenerados. Por lo que (s,Ψp(x)) y
(s̄,Ψp̄(x̄)) descomponen a Ψq(z) y Ψq(z̄). Del hecho de que Ψq(z) = Ψq(z̄) se
tiene que s = s̄, p = p̄ y x = x̄. Por lo tanto z = z̄.`

Decimos que X es de dimensión menor o igual a n si Skn(X) = X. La
adjunción skn ` trn nos aporta una equivalencia entre la categoría de conjuntos
simpliciales de dimensión menor a n y la categoría de los conjuntos simpliciales
n-truncados.

El funtor trn tiene como adjunto derecho al funtor cskn de�nido como
csk(x)[m] ≈ homSs(∆

m, cskn(X)) ≈ homSs(tr
n∆m, X). Llamaremos el n-coesqueleto

de X a Cskn(X) = cskntrn(X) en la fórmula

Cskn(X)[m] ≈ homSs(∆
m, Cskn(X)) ≈ homSs(Sk

n(∆m), X).

Notemos que para cualquier conjunto simplicial X se tiene la siguiente �l-
tración

∅ = Sk−1 ⊂ Sk0(X) ⊂ Sk1(X) ⊂ ...
llamada �ltración esqueleto de X y además X =

⋃
n∈N Sk

n(X). El 0-esqueleto
de X Sk0(X) es de dimensión 0 (o discreto) y tiene los mismos vértices que X.
Más generalmente se puede obtener Skn a partir de Skn−1 de�niendo el conjunto
Σn como el conjunto de n-simplejos no degenerados de X. Sea (∆n

α)α∈Σn la
familia de n-simplejos estandar indexados en Σn y σ̄ : ∆n

α → X el símplice
asociado al simplejo no degenerado σ ∈ Σn.

Proposición 1.2.2 El siguiente diagrama es un pushout∐
σ∈Σn δ∆

n
σ

//

��

Skn−1(X)

��∐
σ∈Σn ∆n

σ
σ̄ // Skn(X) .

Demostración. Por la equivalencia entre los conjuntos simpliciales n-truncados
y los de dimensión menor que n; en el caso de que p < n las verticales en el
siguiente diagrama son biyecciones∐

σ∈Σn(δ∆n
σ)p //

��

(Skn−1(X))p

��∐
σ∈Σn(∆n

σ)p
σ̄ // (Skn(X))p .
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Para el caso en que p = n notemos que el complemento de
∐

(δ∆n
σ)p en

∐
(∆n

σ)p
es formado por los símplices fundamentales Id[n]σ, similarmente el complemento
de (Skn−1(X))p en (Skn(X))p es formado por todos los n-símplices no degene-
rados de X. El mapeo (σ̄)n induce una biyección del complemento de

∐
(δ∆n

σ)p
sobre el complemento de (Skn(X))p.Por lo que SknX = Skn−1 ∪ Σn y el dia-
grama es un pushout. `

1.3. Triangulación de Categorías

De�nición 1.3.1 Sea P : Cop → Set un funtor. La categoría de ele-
mentos de P es la categoría

∫
c
P cuyos elementos son los pares (c, p) para

c ∈ Obj(C) y p ∈ P (C) y un mor�smo (c, p) → (c̄, p̄) entre dos elementos de∫
c
P es un mor�smo f : c→ c̄ en C tal que P (f)(p̄) = p.

Teorema 1.3.1 Sea F : C → D un funtor de una categoría pequeña
C a una cocompleta D. El funtor R : D → SetC

op

de�nido por R(D)(C) =
homD(F (C), D) tiene adjunto izquierdo L : SetC

op → D enviando la pregavilla

P a un colímite L(P ) = Colim(
∫
C
P

Πp // C // D )
Demostración. Probaremos que homD(L(P ), D) ∼= homSetC

op (P,R(D)). Sea
Φ : P → R(D) una transformación natural y f : C → C̄ un mor�smo en C por
lo que tenemos el siguiente diagrama

P (C)
ΦC //

P (f)

��

homD(F (C), D)

��
P (C̄)

ΦC̄

// homD(F (C̄), D) .

Observemos que cada mor�smo ΦC asigna a cada p ∈ P (C) un mor�smoΦc(p) :
F (C) → D. Por lo que podemos considerar a Φ como una familia de �echas
ΦC(P ) indexada sobre elementos (C, p) de

∫
c
P . Lo que nos proporciona un

tríangulo conmutativo

FΠp(c, P (f)(p)) = F (C)

F (f)

��

Φc(Pf(p̄))

** D

FΠp(C̄, p̄) = F (C̄)

ΦC̄(p̄)

44

.

Por la propiedad universal del colímite se tiene un mor�smo único Φ̄ : L(P )→
D. Obteniendo así la adjunción isomorfa. `

En el caso particular cuando C = ∆ se tiene que SetC
op

= Ss y recordando
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el funtor ∆̄ : ∆→ Ss tenemos la siguiente situación

∆op

∆̄ ""

F // D

R~~
Ss

L(P )
>>

.

Primero analicemos el caso cuando D = Cat. Recordemos

Una categoría A se dice que es pequeña si la clase de objetos Ob(A) es un
conjunto.

La categoría Cat de todas las categorías pequeñas se de�ne como

Ob(Cat) = {A : A es una categoría pequeña}.
Mor(Cat) = {F : A→ B : F es funtor; A,B ∈ Ob(Cat)}.

Así de�nimos el funtor F1 : ∆op → Cat de la siguiente manera:

Sea [n] ∈ Ob(∆op), F1([n]) = [n](Visto como una categoría con su orden natural) .

Para α ∈Mor(∆op) se de�ne F1(α) como una inclusión.

Por lo que podemos extender el funtor F1 a L1 : Ss→ Cat de�nido por

L1(X) = ĺım
∆n→X

[n]

para cualquier conjunto simplicial X. L1(X) es llamado la categoría fundamental
de X que tiene como adjunto al funtor N : Cat→ Ss de�nido por

N(A)m = homCat([m], A)

para cualquier categoría pequeña A.

Introduciendo el funtor tr2 obtenemos el siguiente diagrama:

∆ // Ss
L1

""
tr2

��

Cat
N

bb

||
∆2

//

OO

Ss2

<<

.

Así podemos de�nir la categoria fundamental de los conjuntos simpliciales
2-truncados como L2

1 = ĺım
∆n

2→X
[n] y su adjunto N2 : Cat→ Ss2 como N2(A)p =

tr2N(A)p = homCat([p], A) para p 6 2

Proposición 1.3.2 Si A es una categoría pequeña, el mapeo ρ : NA →
Cosk2NA es un isomor�smo.

Demostración. Notemos que el mapeo ρn es equivalente a homCat([n], A)→
homSs(Sk

2∆n, NA) y que si cada mapeo α : Sk2∆2 → NA puede ser extendido
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a un mapeo ∆2 → NA, entonces ρ es biyectiva. Observemos que α : Sk1∆2 →
NA es un mapeo de grá�cas el cual manda a i ∈ [n] a un elemento ai ∈ A0 y a
cada par i < j a una �echa aij : ai → aj . Recordemos que Sk2∆2 = Sk1X ∪Σ2

por lo que α se puede extender a Sk2∆2 → NA si y sólo si para i < j < k se
tiene que aijajk = aik lo cual se cumple ya que Σ2 esta formado por n-símplices
no degenerados. Por lo que α puede ser extendido a ∆n → NA. `

Lema 1.3.3 Si n > 2 la inclusión δ∆n → ∆n induce un isomor�smos entre
L1(δ∆n) → L1(∆n). Si n = 1, L1(δ∆n) es una categoría discreta. Si n = 2,
L1(δ∆n) tiene 3 objetos X0, X1, X2 y 4 mor�smos.

Demostración. Para n = 1 es claro. Consideremos n > 1 y el diagrama

∐
i6j6n ∆n−2

i,j u
//

v // ∐
i6n ∆n−1

i .

Como L1 conmuta con límites directos L1(δ∆n) es identi�cado con el corkernel
del par ∐

i6j6n L1(∆n−2
i,j )

L1(u)
//

L1(v) // ∐
i6n L1(∆n−1

i ) .

Escribamos [Pk] = {m ∈ [p]|m 6= k} y [pk,l] = {m ∈ [p]|m /∈ k, l}. Así, los
mapeos L1(u) y L1(v) son identi�cados en

∐
i6j6n F1([ni,j ]) ū

//
v̄ //

F1([n]i) ,

donde ū y v̄ son inducidos por la inclusión de [ni,j ] en [ni] y [nj ] respectivamente.
De aquí se induce la estructura de L1(∆2).

Para n > 2, consideremos α = (a, a1)(a1, a2)...(ak, b) un mor�smo en PA(F1([n])
con {a, a1, a2} ⊂ [ni]. Por lo que (a, a2) y (a, a1)(a1, a2) tienen la misma imagen
en el corkernel (ū, v̄), lo cual muestra que ū y v̄ se conectan por uno y solo un
mor�smo.`

Recordemos que un grafo consiste en dos conjuntos E (aristas) y V (vértices)
y dos funciones s : E → V (origen)y t : E → V (destino). Sea G(E, V, s, t) un
grafo, de�namos la categoría libre del grafo G, denotado por C(G), como

V = Obj(C(G)) y {a|a = a1a2...an ∈ E} = Mor(C(G)).

Para cada vértice v ∈ V se tiene un camino vacío, denotado por 1v, como la
identidad en v.

Si G tiene un solo vértice entonces C(G) es un monoide libre sobre el conjunto
de aristas de G. Más formalmente tenemos un funtor H : Graph→ Cat de�nido
como antes, y un funtor que olvida U : Cat→ Graph tal que dado una categoría
pequeña C, U(C) es el grafo donde V = Obj(C), E = Mor(C), s = dom y
t = cod.
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Sea X un conjunto simplicial. Tomando el diagrama∐
σ∈Σn δ∆

n
σ

//

��

Skn−1(X)

��∐
σ∈Σn ∆n

σ
σ̄ // Skn(X) .

Se induce un pushout aplicando el funtor L1∐
σ∈Σn L1(δ∆n

σ) //

��

L1(Skn−1(X))

��∐
σ∈Σn L1(∆n

σ)
σ̄ // L1(Skn(X)) .

Para n > 2 la �echa izquierda es un isomor�smo y por lo mismo la de la
derecha, así

L1(X) = ĺım
→
L1(SknX) = L1(Sk2X).

Una descripción fácil de L1(Sk2X) seria :

L1(Sk0X) = X0 (discreto).

Para n=1, los objetos de la categoría L1(Sk1X) son elementos X0. Cada
elemento de x ∈ X1 se le asocia un mor�smo x : d1x → d0x. Entonces el
conjunto de mor�smos de L1(Sk1X) es generado por elementos de X1, los
cuales veri�can la relación s0x = idx para x ∈ X0

Proposición 1.3.4 Sea X un conjunto simplicial y X̄ el diagrama asociado
de�nido por las ecuaciones Ob(X̄) = X0 , Mor(X̄) = X1 , dx = d1

1x y tx = d1
0x.

La categoría L1(X) es el cociente de la categoría PAX̄ de caminos de X̄ por la
relación s0x = idx para x ∈ X0 y (d0σ)(d2σ) = d1σ para σ ∈ X2

X0
// X1 // //oo

oo
X2

oooo
oo

.

Demostración. La demostración de la proposición 1.3.4 puede consultarse
en [10] capítulo 4.

Ahora de�namos el funtor F2 : ∆op → Top como

F2([n]) = Tn = {x ∈ Rn+1 : x = Σni=0tiei con Σni=0ti = 1} donde ei es el
vector canónico (0, 0..., 1, .,0).

si α : [m] → [n], entonces F2(α) : Tm → Tn se de�ne como F2(α)(x) =
Σn+1
i=0 tieα(i).

De�namos los mapeos F2(di) = di : Tn−1 → Tn y F2(si) = si : Tn+1 →
Tn por

di(t0, t1, ..., tn) = (t0, t1, ..., ti−1, 0, ti..., tn)

si(t0, ..., tn+2) = (t0, t1, ...ti−1, ti + ti+1, ..., tn+2).
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Por lo que podemos extender los funtores de la siguiente manera

∆op F2 //

∆̄

!!

Top

sig}}
Ss

|.|
==

.

El funtor sig : Top → Ss es llamado el funtor singular mandando a cada
espacio topológico X a su complejo singular sig(X) de�nido por

sig(X)n = homTop(Tn, X)

El funtor |.| : Ss→ Top es llamado realización geométrica y está de�nido por

|X| = ĺım
∆n→X

Tn

Dado un conjunto simplicial X, otra forma de describir la realización geo-
métrica es como

|X| =
∐

x∈Xnn>0

(Tn, x)/ ∼=
∐

x∈Xnn>0

Tn ×Xn/ ∼,

donde (Tn, x) se obtiene identi�cando a x ∈ Xn el espacio topológico estándar
Tn y ∼ es generada por (z, dix) ∼ (diz, x) para x ∈ Xn y z ∈ Tn−1 asignado
a dix y (z, six) ∼ (siz, x) para x ∈ Xn y z ∈ Tn+1 asignado a six. Notemos
que los puntos en (Tn+1, six) y (Tn−1, dix) son identi�cados con un punto en
(Tn, x).

El funtor realización relaciona los conjuntos simpliciales con espacios topoló-
gicos, por lo que resulta natural que el homeomor�smo entre S1 y un 1-simplejo
(como complejo simplicial) induzca una propiedad semejante a los conjuntos
simpliciales, a saber, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 1.3.5 Sea X un conjunto simplicial. Entonces |X| es un CW-
complejo con una n-celda por cada n-símplice no degenerado.

Demostración. Consideremos el diagrama pushout∐
x∈Σn δ∆

n //

��

Skn−1X

��∐
x∈Σn ∆n // SknX .

Aplicando el funtor realización obtenemos∐
x∈Σn |δ∆n| //

��

|Skn−1X|

��∐
x∈Σn |∆n| // |SknX| .
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Por lo que |X| se adjunta celda por celda, entonces |X| es un CW-complejo.

De�nición 1.3.2 Se dice que un subconjunto Y ⊂ X es K-cerrado si
u−1(Y ) es cerrado en K para cada espacio compacto K y cada mapeo continuo
u : K → X. Escribamos κ(ζ) la colección de conjuntos K-cerrados. Denotemos
por κX el conjunto X equipado con la topología inducida por κ(ζ). Decimos que
X es generado compactamente si κX = X

Teorema 1.3.6 Sean X y Y conjuntos simpliciales. η : |X×Y | → κ(X×Y )
es un homeomor�smo.

Demostración: Para no desviarnos del objetivo de la tesis, la demostración
del teorema 1.3.6 puede ser consultada en [8] capítulo 2.

1.4. EL grupoide fundamental de un conjunto sim-
plicial

De�nición 1.4.1 Un grupoide es una categoría pequeña en la cual todos
sus mor�smos son invertibles.

Denotemos por Gpd a la categoría de grupoides. De�namos el funtor F3 :
∆ → Gpd enviando a cada objeto [n] al grupoide F3([n]) = Gn = {1 � 2 �
...n− 1� n}.

Sea Xn ×Gn el grupoide en el cual sus objetos son pares (x, i) con x ∈ Xn

e i ∈ Gn y la clase de mor�smos son el producto (1x, p), donde 1x es el mapeo
identidad en x y p es un mor�smo invertible en Gn.

Llamaremos el grupoide fundamental Π(X) de un conjunto simplicial X al
colímite del diagrama

Xn ×Gm
X(f)×1Gm

//

1x×G(f)

��

Xm ×Gm

��
Xn ×Gn // Π(X) .

para cualquier mor�smo f : [m] → [n]. Además, sea α : X → Y un mapeo
simplicial y consideremos el diagrama tridimensional
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Xn ×Gm

1x×G(f)xx
αn×1Gm

��

X(f)×1Gm // Xm ×Gm

yy
αm×1Gm

��

Xn ×Gn //

αn×1Gn

��

Π(X)

Yn ×Gm
y(f)×1Gm //

1y×G(f)xx

Ym ×Gm

yy
Yn ×Gn // Π(Y ) ,

donde la cara superior e inferior conmutan por propiedad del grupoide
fundamental mientras que las laterales conmutan por naturalidad. Por lo que
cualesquiera dos caminos de Xn ×Gm a Π(Y ) son iguales y por propiedad de
Π(X) se tiene un mapeo único Π(α) : Π(X)→ Π(Y ).

Notemos que hemos de�nido un funtor Π : Ss → Gpd el cual es llamado
funtor de grupoide fundamental en X.

De�nición 1.4.2 Un funtor F : C → D se dice que es:

Pleno si el mapeo homC(X,Y )→ homD(F (X), F (Y )) inducido por F es
suprayectivo para cualesquiera X y Y de C.

Fiel si homC(X,Y )→ homD(F (X), F (Y )) es inyectiva.

Esencialmente suprayectivo si cada objeto X̄ deD es isomorfo a un objeto
de la forma F (X) para algún X en C.

Sea K un espacio topológico. De�namos la categoría Π(K) como el grupoide
fundamental del espacio K cuyos objetos son los puntos de K y los mor�smos
[f ] : x→ y son las clases de homotopia de caminos entre x y y.

Teorema 1.4.1 Sea X un conjunto simplicial. Entonces las categorías Π(X)
y Π(|X|) son equivalentes.

Demostración. Consideremos el punto (x, ei) ∈ Xn×Tn (el cual es un objeto
de la categoría Π(|X|)) y denotemoslo por Ψn(x, i). Luego consideremos un
mor�smos 1x × p de Xn × Gn con p : i → j al que se le asocia un camino
α : (1− t)ei + iej en |X| parametrizado por t. La clase homotópica de α es un
camino en Π(X) al cual denotamos por Ψn(1x × p).

Aquí hemos de�nido un funtor Ψn : Xn × Gn → Π(|X|) de grupoides, así
por la propiedad universal del grupoide fundamental Π(X), se tiene un funtor
B : Π(X)→ Π(|X|) que satisface
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Xn ×Gm //

��

Xm ×Gm

ψm

�� Ψm

��

Xn ×Gn
ψn //

Ψn ,,

Π(X)

B

%%
Π(|X|) .

Notemos que cada simplex Tn es simplemente conexo, así cualesquiera dos
caminos entre vétices Ψn(x, i) y Ψn(x, j) en |X| son homotópicos a uno inducido
Ψn(1x × p). Por lo que B es un funtor pleno. Dado que tenemos exactamente
un mor�smo entre dos objetos de Gn entones existe un sólo mor�smo entre dos
objetos de Xn×Gn por lo que también se tiene una sola �echa para cualesquiera
ψn(x, i) y ψn(x, j) en Π(X).

Así cualesquiera dos caminos entre Ψn(x, i) y Ψn(x, j) de |X| son homotó-
picos, entonces es la imagen de sólo una �echa bajo el funtor B, por lo que se
tiene que B es �el.

Como Tn es conexo por caminos, se tiene un camino de cualquier punto
de |X| a algún Ψn(x, i). Donde cada camino en |X| corresponde a una �echa
invetible en Π(X). Por lo que B es esencialmente suprayectiva.

1.5. Complejo de funciones

Sean X y Y conjuntos simpliciales. El complejo de funciones Y X es el con-
junto simplicial de�nido como

Y Xn = homss(X ×∆n, Y ).

Si θ : [m] → [n] en ∆ el mapeo inducido θ̄ : Y Xn → Y Xm se de�ne por la
composición θ̄(f) = f ◦ (1× ∆̄(θ)) : X ×∆m → X ×∆n →f Y.

De�namos el mapeo evaluación ev : X × Y X → Y como ev(x, f) = f(x).

Proposición 1.5.1 La función ev∗ : homss(K,Y
X)) → homss(X × K,Y )

la cual envía un mapeo simplicial g : K → Y X a la composición ev ◦ (1xg) :
X ×K → Y es una biyección la cual es natural en K,X y Y.

Demostracióm De�namos el mapeo inverso ev−1
∗ : homss(X × K,Y ) →

homss(K,Y
X) enviando el mapeo g : X × K → Y al mapeo g∗ : K → Y X

donde, para x ∈ Kn se de�ne g∗(x) = (1 × fx) ◦ g donde fx es la función
característica de x ∈ Kn.

1.6. Complejos de Kan
De�nición 1.6.1 Un cuerno simplicial Λnk es la unión de todas las caras de

∆n exceptuando la k-ésima cara, es decir, es el subconjunto simplicial de ∆n

generado por {d0σn, ..., dk−1σn, dk+1σn, .., dnσn} para σn ∈ ∆n
n.

17



De�nición 1.6.2 Sea X un conjunto simplicial. Los elementos x0, ..., xi−1, xi+1,
..., xn ∈ Xn−1 son llamados caras coincidentes respecto a i si djxk = dkxj+1

para j > k y k, j+ 1 6= i. X es llamado �brante (o complejo de Kan) si satisface
que si {x0, ..., xi−1, xi+1, ...xn} ⊂ Xn−1 son caras coincidentes, entonces existe
w ∈ Xn tal que djw = xj para j 6= i.

Decimos que un conjunto simplicial X satisface la condición de extensión si
cada mapeo f : Λnk → X tiene una extensión g : ∆n → X.

Proposición 1.6.1 Sea X un conjunto simplicial X es �brante si y sólo si
satisface la condición de extensión.

Demostración. Supongamos que X es un conjunto simplicial �brante. Dado
un mapeo simplicial f : Λni → X con caras coincidentes {f(d0σn), ...f(di−1σn),
f(di+1σn), ..f(dnσn)} por hipótesis existe un elemento w ∈ Xn tal que djw =
f(djσn) para i 6= j. Así, la función g = fw : ∆n → X es una extensón de f .

Luego considérese {x0, ..., xi−1, xi+1, ..., xn} ⊂ Xn−1 caras coincidentes res-
pecto a i, el mapeo caracterizador fxj : ∆n−1 → X de�ne un mapeo simplicial
f : Λni → X el cual puede ser extendido a g : ∆n → X que g|Λni = f ,

∆n−1
fdjσn //

fxj

""

Λni
//

f

��

∆n

g
}}

X .

Tomando w = g(σn) se tiene que djw = djg(σn) = g(djσn) = f(djσn) = xj .

Lema 1.6.2 Sea X un complejo de Kan, Y cualquier conjunto simplicial.
Entonces el mapeo f : Y xΛnk → X puede ser extendido a un mapeo g : Y x∆n →
X.

Demostración. La demostración del lema 1.6.2 puede ser consultada en [2].
Proposición 1.6.3 Si X es un complejo de Kan entonces XY es de Kan.
Demostración. Consideremos las caras coincidentes {f0, f1, ..., fk−1, fk+1, .., fn} ⊂

(XY )n−1, así para fi : Y x∆n−1 → X tomemos ∆n−1 como la i-ésima cara de
∆n, la coincidencia de fi en ∆n−2 nos da un mapeo f : Y xΛnk → X el cual se
extiende a g : Y x∆n → X. Entonces g ∈ (XY )n cumple dig = fi para i 6= k

[Ref2]
De�nición 1.6.3 Sea X un conjunto simplicial. Un camino entre x e y es

una mapeo simplicial α : ∆1 → X tal que d0α = α(0) = x y d1α = α(1) = y.

De�nición 1.6.4 Sean f, g : X → Y mapeos simpliciales, decimos que f es
homotópica a g (f ' g) si existe un mapeo h : X × ∆1 → Y con h0 = f y
h1 = g.

Notemos que una homotopía es un camino en la clase de mor�smos homss(X,Y )
para cada homotopía h : X×∆1 → Y identi�candola con α : ∆1 → homss(X,Y )
de�nida como α(0) = h0 = f y α(1) = h1 = g.

18



Lema 1.6.4 Supongamos que X es un conjunto simplicial de Kan. Enton-
ces la homotopía simplicial de vértices x : ∆0 → X de X es una relación de
equivalencia.

Demostración. Una homotopía entre dos vértices x, y ∈ X0 puede ser vista
como un 1-simplejo v tal que d0v = x y d1v = y, de forma alternativa δv =
(x, y), en general podemos de�nir la frontera de un n-simplejo σ como δσ =
{d0σ, d1σ, ..., dnσ}.

Así δs0x = δ1x = (x, x), logrando la transitividad. Supongamos que δv0 =
(y, z) y δv2 = (x, y), entonces d0v2 = d1v0, así v2 y v1 determina un mapeo
(v1, v2) : Λ2

1 → X el cual puede ser extendido a θ : ∆2 → X.

Λ2
1

(v0,v2) //

��

X

∆2

θ

>>

.

Entonces δ(d1θ) = (d0d1θ, d1d1θ) = (z, x). Luego, dado δv2 = (y, x) y v1 =
s0x se tiene d1v1 = d1v2 y de�nen un mapeo (v1, v2) : Λ2

0 → X. Tomando la
extensión θ̄ : ∆2 → X se tiene que δ(d0θ̄) = (d0d0θ̄, d1d0θ̄) = (d0d1θ̄, d0d2θ̄) =
(x, y)

Λ2
0

(v1,v2) //

��

X

∆2

θ̄

>>

. `
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Capítulo 2

Estructura homotópica de Quillen

Este capítulo está centrado en dar nociones sobre la categoría de modelos
desarrollando, de forma elemental, el estudio de estructura homotópica de Qui-
llen sobre la categoría de espacios topológicos y de grupoides.

2.1. Estructura Homotópica en Top y Gpd
De�nición 2.1.1 SeaK una categoría con límites y colímites �nitos. Una es-

tructura homotópica de Quillen en K consiste de tres clases de mapeos (F , C,W)
de K llamados �bración, co�bración y equivalencia débil tal que cumplen:

A1 Saturación. Si f : X → Y y g : Y → Z son mapeos en K y si cualesquiera
dos mapeos de f ,g o gf pertenecen a W, el tercero también pertenece.

A2 Retracto. Sea

X
i //

f

��

X̄
u //

f̄
��

X

f

��
Y

j
// Ȳ

v
// Y

un diagrama conmutativo con ui = idx y vj = idy. Entonces si f̄ es una
�bración, co�bración o equivalecia débil entonces f también lo es.

A3 Levantamiento. Si
A //

i

��

X

f

��
B //

>>

Y

es un diagrama conmutativo en el cual i es una co�bración y f es una
�bración, entonces si i o f pertenecen aW, se tiene una diagonal que hace
conmutar ambos triángulos.

A4 Factorización. Cualquier mapeo f : X → Y puede ser factorizado como

X
i //

f   

E
p

��
Y

donde i es una co�bración y p es una �bración en las que se da sólo uno
de los siguientes casos: una donde i ∈ W y otra donde p ∈ W.

La estructura homotopica se dice propia si además se cumple
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A5. Si
X̄ //

w̄
��

X

w

��
Ȳ

f
// Y

es un diagrama pullback, en el cual f ∈ F y w ∈ W, entonces w̄ ∈ W

De�nición 2.1.2 En el diagrama

A

g

��

k0 // X

f

��
B //

h

>>

Y

,

en el cual existe un levantamiento h : B → X, el mapeo f se dice que tiene la
propiedad del levantamiento derecho respecto a g (RLP), similarmente se dice
que g tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a f (LLP).

En este apartado, desarrollaremos dos ejemplos de estructuras homotópicas
de Quillen de suma importancia. Primero recordemos que la categoría de todos
los espacios topológicos Top está de�nida por

Ob(Top) = {X sea un espacio topológico }

Morf(Top) = {f : X → Y con f una función continua entre dos espacios
topológicos X y Y }

◦ se de�ne como la composición usual entre funciones.

De�nición 2.1.3 Un mapeo f : A → B es llamada equivalencia homo-
topica débil si esta induce un isomor�smo, entre sus grupos de homotopía,
f∗ : πi(A, a)→ πi(B, f(a)).

De�nición 2.1.4 Un mapeo p : X → Y es llamado �bración de Serre
si tienen la propiedad del levantamiento derecho respecto a la inclusión i :
A× {0} → A× [0, 1], para cada complejo CW A.

Por lo que nos disponemos a asignarle a la categoría Top la siguiente estruc-
tura homotopica de Quillen.

Proposición 2.1.1 La categoría Top de espacios topológicos se le puede
asignar una estructura homotópica de Quillen de�niendo a f : A→ B como

(i) Una equivalencia débil si f es una equivalencia débil homotópica.

(ii) Una �bración si f es una �bración de Serre.

(iii) Una co�bración si f tiene LLP respecto a las �braciones triviales.
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Antes de realizar la demostración debemos notar que la identidad es una
equivalencia homotopica débil. Además, las equivalencias homotopicas débiles
son cerradas bajo composición ya que πi(f ◦ g) = π1(f) ◦ πi(g),donde πi es un
funtor, donde cada uno de los factores son isomor�smos.

Notemos que el mapeo identidad idC : C → C tiene la propiedad del levan-
tamiento derecho respecto a cada mapeo. Bastará �jarnos en el diagrama

A //

f

��

C

idC
��

B
α
//

α

??

C

donde f : A→ B es un mapeo arbitrario y además, las �braciones de Serre son
cerradas bajo composición. Bastará con tomar f y g �braciones de Serre por lo
que se obtienen los diagramas

A× 0

��

// X

f

��
A× [0, 1] //

h

::

Y

A× 0

��

hY // Y

g

��
A× [0, 1] // Z ,

donde el mapeo h : A × [0, 1] → X existe ya que f es una �bración de Serre y
de�namos hY = fh. Así se tiene el levantamiento en el diagrama

A× 0

��

// X

f

��
Y

g

��
A× [0, 1] //

h

DD

Z

.

Demostración. A1 Consideremos las funciones f : X → Y , g : Y → Z y
gf : X → Z, se tiene que πi(gf) = πi(g)πi(f) que en el caso de que dos de ellas
sean equivalencias débiles entonces se tiene que son isomor�smos y por lo tanto
la tercera también, lo que la hace una equivalencia débil.

A2 Antes que nada necesitamos demostrar un pequeño resultado
Lema: Si g es un isomor�smo en C y f es retracto de g, entonces f es un

isomor�smo.
Demostración. Bastará considerar el diagrama

X

f

��

u // X̄
v //

g

��

X

f

��
Y

ū // Ȳ

OO

v̄ // Y .

Lo que nos permite de�nir a f−1 = vg−1ū, por lo tanto f es un isomor�smo.
Luego consideremos los casos:
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Equivalencia débil. Es fácil notar que en caso de que f sea retracto de g con g
equivalencia débil, el diagrama inducido por el funtor πi

πi(X)

f∗

��

u∗ // πi(X̄)
v∗ //

g∗

��

πi(X)

f∗

��
πi(Y )

ū∗ // πi(Ȳ )
v̄∗ // πi(Y ) ,

es similar al diagrama expuesto en el lema anterior, porque el mor�smo
f∗ es un isomor�smo y por lo tanto f es una equivalencia débil.

Fibración. Sea g una �bración de Serre y consideremos el diagrama

A× 0

j

��

k // C

f

��

i // D
r //

g

��

C

f

��
A× [0, 1]

h

66

// C̄
ī // D̄

r̄ // C̄ ,

donde el mapeo h : A × [0, 1] → D es el levantamiento inducido por g.
De�niendo hf = rh : A×[0, 1]→ C se tiene el levantamiento de f respecto
a j.

Para la demostración del resto de los axiomas, nos es necesario desarrollar
más herramientas.

Lema 2.1.2 Sea p : X → Y un mapeo en Top, p es una �bración de Serre
si y sólo si p tiene RLP respecto a la inclusión (Dn × {0})→ (Dn × [0, 1])

Demostración. La demostración del lema 2.1.2 puede ser consultada en [6]
capítulo 2.

De�nición 2.1.5 Un par de espacios topológicos digamos (X,A) se dice
que es un par CW relativo si X puede ser obtenido mediante A adjuntando un
número �nito de celdas.

De�nición 2.1.6 Sea F = {fi : Ai → Bi} un conjunto de mapeos de C. Sea
p : X → Y el mapeo factorizado como X → X̄ → Y . Para i ∈ I consideremos
el conjunto S(i) de pares de mapeos (g, h) que hacen conmutar el diagrama

Ai

fi

��

g // X

p

��
Bi

h
// Y .
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De�namos el pegado construido G1(F , p) como el pushout en el diagrama∐
i∈I
∐

(g,h)∈S(i)Ai∐
fi

��

// X

�� p

��

∐
i∈I
∐

(g,h)∈S(i)Bi
//

--

G1(F , p)
p1

##
Y .

Para la construcción del pegado construido in�nito se repite el proceso
de construcción Gk(F , p) y mapeos pk : Gk(F , p) → Y . Repitiendo el proceso
reemplazando p por p1, se tiene G2(F , p) = G1(F , p1) y p2 : G2(F , p) → Y es
p2 = (p1)1.

Más generalmente, Gk(F , p) = G1(F , pk−1) y pk = (pk−1)1.

X
i1 //

p

��

G1(F , p) i2 //

p1

��

G2(F , p)

p2

��

i3 // ...
ik //

pk

��

Gk(F , p)
ik+1 //

pk+1

��
Y // Y //oo Y //oo ... //oo Yoo //

Así de�namos G∞(F , p) como el colímite del diagrama anterior, por lo que
se tiene un mapeo natural i∞ : X → G∞(F , p) y p∞ : G∞(F , p)→ Y

X //

p

%%

i∞ **

G1(F , p)

&&

// G2(F , p) //

��

...

{{
G∞(F , p)

p∞

��
Y

Notemos que para que el mapeo p∞ tenga la propiedad deseada, pediremos
algo más sobre F . Sea C una categoría pequeña y de�namos un funtor B : D → C
donde Obj(D) = {n : n sea un natural } con Morf(D) = {n → m tal que
n < m}.

Tomemos el colímite secuencial

B(0) //

%%

B(1) //

��

B(2) //

yy

...

colimnB(n) .
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Aplicanto el funtor homC(A,) : C → Set para A ∈ Obj(C), nos induce

homC(A,B(0)) //

))

homC(A,B(1)) //

��

homC(A,B(2)) //

uu

...

homC(A, colimnB(n)) .

Tomando el colimite de la secuencia superior, se tiene el mapeo

colimnhomC(A,B(n))→ homC(A, colimnB(n)).

Considerando la situación del pegado construido in�nito.

Proposición 2.1.3 Supongamos que para toda i ∈ I el objeto Ai tiene la
propiedad tal que colimnhomC(Ai, G

n(F , p)) → homC(Ai, colimnG
n(F , p)) =

homC(Ai, G
∞(F,p)) es una biyección, entonces el mapeo p∞ tiene la propiedad

del levantamiento derecho respecto a cada mapeo de la familia F .
Demostración. Consideremos el siguiente cuadro conmutativo en C

Ai

fi

��

g // G∞(F , p)

p∞

��
Bi

k // Y .

La biyección del mapeo colimnhom(Ai, G
n(F , p))→ homC(Ai, colimnG

n(F , p))
nos proporciona la siguiente factorización

Ai
g //

gk ##

G∞(F , p)

Gk(F , p)

88

.

Así generamos el diagrama

Ai
gk //

fi

��

Gk(F , p)
ik+1 //

pk

��

Gk+1(F , p) //

pk+1

��

G∞(F , p)

p∞

��
Bi

h //

44

Y // Y //oo Y ,

donde el mapeo g se puede expresar como la composición de los mapeos en la
�la superior del diagrama. El par (gk, h) pertenecen al conjunto S(i) en la cons-
trucción de Gk+1(F , p) desde Gk(F , p), obteniendo un mapeo α : Bi → Gk+1

que hace conmutar el diagrama. La composición del mapeo α con los mapeo de
la parte superior (partiendo de Gk+1(F , p)) nos proporcionan el levantamiento
deseado.

Lema 2.1.4 Sean D la categoría descrita previamente y X : D → Top un
funtor con la propiedad de que para cualquier n ≥ 0 el espacio Xn es subespacio
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de Xn+1 y el par (Xn+1, Xn) es un par CW relativo. Si A es un complejo CW
�nito, entonces el mapeo colimnhomTop(A,Xn) → homTop(A, colimnXn) es
una biyección.

Demostración. Notemos que el colímite secuencial de espacios topológicos
es el cociente de la unión disjunta de estos, donde se identi�can puntos de Xi

con su imagen en Xi+1. Todas las inclusiones son entre complejos CW, por
lo que el colímite también lo es con n-esqueleto Xn. Por otro lado tenemos
colimnhomTop(A,Xn) =

⊔
n homTop(A,Xn)/ ∼.

Sea u : colimnhomTop(A,Xn)→ homTop(A, colimnXn), para demostrar que
es suprayectiva, tomemos f ∈ homTop(A, colimnXn) ya que A es �nito se tiene
que f(A) es compacto y además está contenido en un esqueleto �nito de X, por
lo que para algún k, f se puede factorizar como

A
fk // Xk

// X .

Notemos que fk es un mapeo en la unión disjunta de A → Xk, entonces u es
suprayectiva.

Luego, sean f0, g0 : A→ Xi en el cociente. Podemos tomar el mismo conjunto
Xi ya que podemos componer el que tiene menor índice con las inclusiones para
conseguir un mapeo al mismo espacio y supongamos que toman el mismo valor
sobre la composición con u induciendo f1, g1 : A→f0,g0 Xi →u X cuya imagen
pertenecen a un esqueleto �nito, digamos Xn. Por lo que ambos mapeos toman
los mismo valores después de las inclusiones, por lo tanto son los mismo en el
cociente.`

Lema 2.1.5 Sea p : X → Y un mapeo entre dos espacios topológicos. Son
equivalentes : i) p es una �bración de Serre.
ii) p tiene la propiedad del levantamiento derecho respecto a todo n-disco Dn.
iii) p tiene la propiedad del levantamiento homotópico relativo respecto a cual-
quier (Dn, Sn−1).
iv) p tiene la propiedad del levantamiento homotópico respecto a cualquier com-
plejo CW (X,A).

Demostración.

i)⇒ ii) Se cumple por de�nición.

ii)⇒ iii) Aplicando el lema 2,1,2

iii)⇒ iv) Supongamos que P tiene la propiedad del levantamiento derecho res
-pecto a los mapeos jn : Sn−1 → Dn, por inducción sobre el esqueleto de
B −A y usando el mapeo caracteríztico, podemos de�nir el levantamien
-to h = ki−1en el diagrama

Sn−1

��

ψ // A //

��

X

p

��
Dn

k

66

i
// B // Y .

iv)→ i) Se cumple considerando A = ∅. `
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Lema 2.1.6 Cada mapeo f en Top, puede ser factorizado como p∞i∞, en
el cual i∞ es una equivalencia homotópica débil con la propiedad LLP respecto
a las �braciones de Serre y p∞ es una �bración de Serre.

Demostración. De�namos F = {Dn×0→ Dn× [0, 1]. Así, podemos obtener
G1(F , p) pegando varios cilindros Dn × [0, 1] a X a lo largo de un extremos de
éstos. Se tiene que (G1(F , p), X) es un par CW relativo y el mapeo i1 : X →
G1(F , p) es un retracto de deformación donde un cilindro sólido es contraíble. Se
tiene que i1 es una inclusión entre complejos CW y una equivalencia homotópica
débil. Se sigue que tiene LLP respecto a las �braciones de Serre.

Análogamente el mapeo ik+1 : Gk(F , p) → Gk+1(F , p) es una equivalencia
homotópica débil y tiene LLP respecto a las �braciones de Serre para cada
entero k. Consideremos la factorización

X
i∞// G∞(F , p) ∞ // Y .

Notemos que en el diagrama

G1(F , p) //

i2

��

X //

i∞

��

E

q

��
G2(F , p) //

i3

��

G∞(F , p) // B

G3(F , p)

88

,

donde q es una �bración de Serre. Dado que i1 tiene la LLP, se usa este
levantamien
-to para inducir otro de G2(F , p) a E, repitiendo el proceso se tiene un
levantamiento de Gn(F , p) a E y por la propiedad universal de G∞(F , p) se
tiene un levantamiento de G∞(F , p) a E

X //

i∞
��

E

q

��
G∞ //

==

D .

Por el lema 2.1.4 bastará mostrar que el mapeo colimnhomTop(D
n, Gn(F , p))→

homTop(D
n, colimnG

n(F , p)) es una biyección, el cual lo es por el lema 2.1.4.

Para mostrar que p∞ es una equivalencia débil usaremos el lema 2.1.5 con
Sn−1 un complejo CW �nito. Veamos que cada mapeo Sn−1 → G∞(F , p) se
ancla en algún subconjunto Gk(F , p) para k entero, el cual ik es una equivalencia
y por lo tanto i∞. `

Continuemos en la demostración de 2.1.1 .
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A3(Levantamiento). Considerese el siguiente diagrama conmutativo en Top

A //

g

��

X

f

��
B // Y .

Caso 1: Supongamos que g es una co�bración y f una �bración de Serre
y equivalencia homotópica débil. Como g tiene LLP respecto a las
�braciones triviales se tiene el mapeo ḡ : B → X.

Caso 2: Supongamos que g : A→ B es una co�braci« trivial y f : X → Y
es una �bración, por el lema 2.1.6 g se puede factorizar como g = pi
donde p es una �bración e i una equivalencia débil con la propiedad
del levantamiento izquierdo respecto a todas las �braciones, por lo
que se tiene un levantamiento ī : B → X en el diagrama

A
p //

g

��

Ā //

i

��

X

f

��
B

id
// B //

ī

??

Y .

A4(Factorización). Sea f : X → Y un mapeo en Top.

Caso 1: Por el último lema se tiene que f se puede factorizar como p∞i∞
con p∞ una �bración de Serre y con i∞ una co�bración y equivalencia
débil.

Caso 2: Considérese el conjunto F = {jn : Sn−1 → Dn}, por la construc-
ción del pegado in�nito se tiene la factorización f = p∞i∞. Notemos
que (Gn+1(F , p), Gn(F , p)) es un par CW relativo. Por el lema 2,1,5
se tiene que ik+1 : Gk(F , p) → Gk+1(F , p) tiene LLP respecto a
las �braciones de Serre que son también equivalencias débiles, donde
éstas tienen RLP respecto a las inclusiones de pares CW relativos.

Sea k una �bración de Serre y equivalencia débil en el diagrama

G1(F , p)

i2

��

X //oo

i∞

��

E

k

��
G2(F , p) //

i3

��

G∞(F , p) // B

G3(F , p)

88

... .

Por inducción se tiene un levantamiento de Gn(F , p) a E para cual-
quier n, por la propiedad universal del colímite se tiene un levan-
tamiento de G∞(F , p) a B, así i∞ tiene LLP respecto a todas las
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�braciones de Serre que sean también equivalencias débiles y por lo
tanto i∞ es una co�bración.

Por el lema 2.1.4 y la proposición 2.1.3 se tiene que p∞ tiene RLP
respecto a los mapeos de F y así, es una �bración de Serre. `

De�namos la categoría Gpd por:

Obj(Gpd) = {A : tal que A sea un grupoide }.

Morf(Gpd) = {α : A→ B con A y B grupoides y α funtor }.

◦ la composición entre funtores .

Teorema 2.1.7 Las clases

W = {w : A → B tal que w es cuasi-invertible, es decir, w tiene adjunto
w̄}.

C = {i : A→ B tal que i es inyectiva en objetos }.

F = {p : E → C tal que si e ∈ Ob(E) y α ∈ homC(c, p(e)) existe ē ∈ E y
ᾱ ∈ homE(ē, e) tal que p(ᾱ) = α},

proporcionan una estructura homotópica de Quillen a la categoría Gpd.

Diremos que un funtor p : E → C es una �bración trivial si tiene la propiedad
del levantamiento derecho respecto las co�braciones.

Lema 2.1.8 Un funtor p : E → C es una �bración trivial si y sólo si es una
equivalencia débil y p es suprayectiva en objetos.

Demostración. Supongamos que p : E → C es una �bración trivial. Sea 0 el
grupoide nulo y consideremos el diagrama

0 //

��

E

p

��
C

s

??

id
// C ,

donde s : C → E es dado por la propiedad de levantamiento de p el cual satis
-face ps = id y por lo que deducimos que p es suprayectiva en objetos.

Sea I el grupoide con elementos 0 y 1. Consideremos el diagrama

(E × 0) + (E × 1)

j

��

(ps,id) // E

p

��
E × I

h

55

// E
p
// C ,
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donde el mapeo (E × 0) + (E × 1)→ E × I es una inclusión y por lo tanto una
co�bración , así se tiene el levantamiento h : E × I → E la cual es una
homotopía entre ps y idc, por lo que p es una equivalencia débil.

Asumamos ahora que p : E → C es una equivalencia débil y que es supra-
yectiva en objetos. Sea i : A → B una co�bración arbitraria, consideremos el
diagrama conmutativo

A
g //

i

��

E

p

��
B

f
// C .

Induciendo sobre los objetos el diagrama

A0

i0

��

g0 // E0

p0

��
B0

f̄
>>

f0

// C0

de�niendo f̄ por

f̄ =

{
g0(x) x ∈ A0

sf0(x) x ∈ B0 −A0,

con s : C0 → E0 sección de p. Luego, considerando un mor�smo α : b→ c en
B, notemos que f(α) = pf̄(α) : pf̄(b)→ pf̄(c). Como p es pleno y �el se tiene
un único mapeo ᾱ : f̄(b)→ f̄(c) en E tal que p(ᾱ) = α. Por lo tanto, el funtor
f̄ es el levantamiento buscado en nuestro diagrama original.`

Demostración del teorema 2.1.7

A1 Consideremos tres funtores α , β y αβ (cuando exista), claramente si α y
β son equivalencias débiles se tiene que la composición es una equivalencia
débil. Si α y αβ son equivalencias débiles entonces β ' α−1αβ, con α−1

el funtor adjunto de α, por lo que β es cuasi-invertible. Análogamente si
β y αβ ∈ W.

A2 (Similar que en el ejemplo en Top).

A4 Sea f : G→ H un funtor arbitrario en Gpd, de�namos la categoría (H, f)
por

• Obj((H, f)) = {(y, α, x) : α ∈ homH(y, f(x))}.
• Mor((H, f)) = {(β, ρ) : (y, α, x)→ (ȳ, ᾱ, x̄) con β : x→ x̄ y ρ : y →
ȳ y fp ◦ α = ᾱ ◦ β} donde (β, p) hacen conmutar el diagrama

Y
α //

β

��

f(x)

fρ

��
ȳ

ᾱ
// f(x̄) .
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• ◦ la composición usual.

De�niendo p : (H, f) → H e i : G → (H, f) como f(y, α, y) = y e
i(x) = (f(x), idf(x), x) se cumple

G
f

��

i // (H, f)

p
||

H .

El funtor i tiene como adjunto derecho a r : (H, f)→ G. Como r(y, α, x) =
x, i es una co�bración y equivalencia débil. Si p(ȳ, α, x) = ȳ y β : y → ȳ,
entonces (β, id) : (y, αβ, x)→ (ȳ, α, x) es un levantamiento de β y p es una
�bración, así f se puede factorizar como una co�bración trivial seguida de
una �bración.

Ahora supongamos que un mapeo f : G→ H se factoriza como

G0

f0 !!

i0 // E0

p0}}
H0 .

con E0 = G0 +H0. Se tiene que i0 es inyectiva y p0 es suprayectiva.

Considerando el pullback

E1
//

��

H1

��
E0 × E0

// H0 ×H0 ,

el cual nos induce

G
i //

f ��

E

p��
H ,

con i co�bración y p pleno, �el y suprayectivo en objetos, por el lema
anterior se tiene que p es una �bración trivial. Luego para todo mor�smo
α : y → ȳ por ser p suprayectivo en objetos, se tiene e, ē ∈ Obj(E) tal
que p(e) = y y p(ē) = ȳ. Como p es pleno y �el, existe ᾱ : e → ē tal que
p(ᾱ) = α. Así, p es una �bración equivalencia débil.

A3 Consideremos el diagrama

A

i

��

u // E

p

��
B

v
// C
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con i una �bración trivial y p una �bración. Sea a ∈ Obj(A) y consideremos
un mapeo β : b→ i(a) para b ∈ Obj(B), de�niendo β = idB para i(a) = b.
Sea α : b → b̄ un mor�smo en B tal que existe ᾱ : a → ā en A tal que
conmuta el diagrama

b
α //

β

��

b̄

β̄

��
i(a)

iᾱ
// i(ā)

con i pleno y �el, aplicando v se tiene

v(b) //

vβ

��

v(b̄)

��
pu(a)

ui
// pu(ā)

en C. Como p es una �bración se tiene el mor�smo ρ en el diagrama

e
ρ //

ε

��

ē

ε

��
u(a)

uα
// u(ā) .

Así, de�nimos el levantamiento v̄(α) = ρ.

Ahora supongamos que p : E → B es una �bración equivalencia débil.
Consideremos la factorización

E
i //

p

  

Z
p̄

��
B

con i una co�bración y p una �bración trivial. Notemos que por A1, i es
una co�bracion equivalencia débil.

Considerando el levantamiento s en el diagrama

E

i

��

id // E

p

��
Z

p̄
//

s

??

B

,

se tiene que p es un retracto de p̄ y p es una �bración trivial, por lo que
p es una �bración equivalencia débil si y sólo si es una �bración trivial,
obteniendo así el levantamiento s̄ en nuestro diagrama original.

A //

i

��

E

p

��
B //

s̄

??

C
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2.2. Estructuras �brantes y co�brantes
De�nición 2.2.1 Sea

X
v //

f

��

U

��
Y // Y +x U

un diagrama pushout en una categoría K. Si C es una clase de mapeos en K,
decimos que C admite cambio de cobase si para un mor�smo f ∈ C y cualquier
mapeo v : X → U el mapeo pushout U → Y +x U existe y pertenece a C.
Dualmente, decimos que una clase de mapeos F admite cambio de base si el
pullback A ×B E → A pertenece a F para cualquier mapeo E → B en F y
A→ B.

De�nición 2.2.2 Una estructura co�brante en una categoría K es un par
(C,W) (co�bración y equivalencia débil, respectivamente) de mapeos en K que
contienen a los isomor�smos y es cerrada bajo la composición y además cumplen:

C1 Saturación. Si f : X → Y y g : Y → Z son mapeos en K y cualesquiera dos
f, g, gf pertenecen a W entonces el tercero también (dos de tres).

C2 Cambio de cobase. Las clases C y C ∩W admiten cambio de cobase.

C3 Factorización. Cada mapeo f en K puede ser factorizado como f = pi con
i ∈ C y p ∈ W.

Un objeto A de K es llamado objeto co�brante si el mapeo 0→ A pertenece
a C.

De�nición 2.2.3 Una estructura �brante en una categoría K es un par
(F ,W) de mapeos en K (�braciones y equivalencia débil respectivamente) que
contienen a los isomor�smos y es cerrada bajo la composición tal que cumplen:

F1 Saturación. La clase de mapeos W satisface "dos de tres".

F2 Cambio de base. Las clases F y F ∩W admiten cambio de base.

F3 Factorización. Cada mapeo f en K puede ser factorizado como f = pi con
i ∈ W y p ∈ F .

Análogamente, un objeto A en K se llama objeto �brante si el mapeo A→ 1
pertenece a F .

Consideremos el diagrama con K

A //

i

��

X

f

��
B //

>>

Y .
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Diremos que i es ortogonal por la izquierda de f o la propiedad del levantamiento
izquierdo respecto a f (LLP), dualmente f es ortogonal por la derecha de g o
tiene la propiedad del levantamiento derecho respecto a i RLP.

Una clase de mapeos M en K se dice que es estable bajo retractos si para
cada mapeo enM su retracto pertenece aM y es estable bajo pushout si para
cualquier mapeo A→ B enM a lo largo de un mapeo A→ C en K, su pushout
C → B +A C existe y pertenece aM.

Denotamos por ⊥M la clase de mapeos ortogonales por la izquierda aM y
M⊥ la clase de mapeos ortogonales por la derecha aM.

Proposición 2.2.1M⊥ contiene isomor�smos, es cerrada bajo composicio-
nes y es estable bajo retracto y pushout.

Demostración. La demostración de la proposición 2.2.1 puede ser consultada
en [11] capítulo 2.

Lema (Argumento del retracto) 2.2.2 Supongamos que se tiene una
factorización f = pi en K y supongamos que f tiene la propiedad del levanta-
miento izquierdo respecto a p. Entonces f es retracto de i.

Demostración. Consideremos la siguiente factorización de f

A

f

��

i // B

p
��

C .

Como f tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a p, se tiene
un mapeo r : C → B que hace conmutar el siguiente diagrama

A

f

��

i // B

p

��
C

idc

//

r

??

C .

Así, f es retracto de i en el diagrama

A

f

��

oo // A

i

��

oo // A

f

��
C

r
// B

p
// C ` .

Sea (F , C,W) una estructura de Quillen.
Proposición 2.2.3 Supongamos que K es una categoría de modelos. En-

tonces un mapeo es una co�bración (co�bración trivial) si y sólo si tiene la
propiedad del levantamiento izquierdo respecto a todas las �braciones triviales
(�braciones). Dualmente, un mapeo es una �bración (�bración trivial) si tiene la
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propiedad del levantamiento derecho respecto a todas las co�braciones triviales
(co�braciones).

Demostración. Efectivamente por el axioma A3 se tiene que toda co�bración
tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a las �braciones triviales.
Supongamos que f tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a las
�braciones triviales . Factorizando f = pi con i una co�bración y p una �bración
trivial, f es retracto de i por el argumento del retracto y por A2, se tiene que f
es una co�bración. `

Como consecuencia de esta proposición, se tienen las siguientes igualdades

C =⊥ (F ∩W) , F = (C ∩W)⊥, C ∩W =⊥ F y F ∩W = C⊥

Corolario 2.2.4 Supongamos que K es una categoría de modelos. Entonces
las co�braciones (co�braciones triviales ) son cerradas bajo pushout.

Lema (de Ken Brown) 2.2.5 Supongamos que C es una categoría mode-
lada y D es una categoría con una subcategoría de equivalencias débiles la cual
satisface el axioma 2 de 3. Supongamos que F : C → D es un funtor el cual toma
co�braciones triviales entre objetos co�brantes a equivalencias débiles. Enton-
ces F toma cualquier equivalencia débil ente objetos co�brantes a equivalencias
débiles. Dualmente, si F toma �braciones triviales entre entre objetos �bran-
tes a equivalencias débiles, entonces F toma cualquier equivalencia débil entre
objetos �brantes a equivalencias debiles.

Demostracion. Considérese f : A → B una equivalencia débil ente objetos
co�brantes. Sea f = piA y idB = piB la factorización del mapeo cilindro de f
con p ∈ W y iA, iB ∈ C; notemos que por A1 se tiene que iA, iB ∈ W ∩ C por
lo que F (iA) y F (iB) son equivalencias débiles y por �2 de 3� en D se tiene que
F (p) es equivalencia débil ya que F (idB) = F (p)F (idB). Por lo que �nalmente
F (f) = F (p)F (iA) es una equivalencia débil.`

Recordemos que la categoría coma (F ↓ G) inducida por dos funtores F :
A → C y G : B → C, es la categoría cuyos objetos son ternas (A, f,B) con
A ∈ Ob(A) y B ∈ Obj(B) donde f ∈ Morf(C) tal que f : F (A) → G(B), un
mor�smo entre (A, f,B) a (Ā, f̄ , B̄) es un par (a, b) con a : A→ Ā y b : B → B̄
tal que conmuta el diagrama

F (A)
F (a) //

f

��

F (Ā)

f̄

��
G(B)

G(b) // G(B̄) ,

y de�niendo la composición como (ā, b̄) ◦ (a, b) = (ā ◦ a, b̄ ◦ b)

Consideremos el caso particular de la categoría coma A/K inducida por los
funtores id : K → K y el funtor constante CA : 1 → K con A ∈ Obj(K), donde
un mor�smos entre dos objetos (1, f, B) y (1, f̄ , B̄) es mor�smo b ∈ Morf(K)
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tal que hacen conmutar el siguiente diagrama

A
idA //

f

��

A

f̄
��

G(B)
G(b) // G(B̄) .

Sin pérdida de generalidad, podemos considerar la categoría A/K como la
categoría de pares (B, a) con B ∈ Obj(K) y a un mor�smo tal que a : A → B.
Notemos además que si la categoría K tiene una estructura co�brante, entonces
A/K tiene una estructura co�brante inducida, donde un mapeo en A/K es una
co�bración o equivalenia débil si su proyección sobre K lo es.

Corolario 2.2.6: Sea (C,W) una estructura co�brante en K y w : (X,α)→
(Y, ᾱ) una equivalencia débil entre objetos co�brantes de A/K. Entonces para
cualquier mapeo A → B, el pushout B +A w : B +A X → B +A Y es una
equivalencia débil en B/K.

Demostración. Como el mapeo w : (X,α)→ (Y, ᾱ) es una co�bración trivial
en A/K entonces w : X → Y también lo es en K. De�niendo el funtor B +A () :
A/K → B/K como B +A ((X,α)) = (B +A X, ᾱ) en el diagrama

A
α //

��

X

��
B

ᾱ // B +A X .

Así, el mapeo B+A (w) : B+AX → B+A Y es una co�bración trivial y por
lo tanto una equivalencia débil por ser pushout en el diagrama

X

w

��

// B +A X

B+Aw

��
Y // B +A Y .

Por lo que el funtor B +A () cumple las hipótesis del lema anterior.`

Teorema 2.2.7 Sea (C,W) una estructura co�brante sobre una categoría
K con objeto inicial 0. Si f : A → B es una equivalencia débil entre objetos
co�brantes de K e i : A → C es una co�bración, entonces el pushout f̄ es una
equivalencia débil.

A

��

f // B

��
C

f̄ // C +A B .
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Demostración. Consideremos el diagrama

B //

ij

��

A

ī
��

f //

i

��

B

��
C

j̄
//

idC ��

C̄

w

��

f̄ // C

w̄

##
C

g
// C +A B .

El mapeo j : C → A es la sección de f y los mapeos idC = j̄w y i = wī son las
factorizaciones en K donde j̄ ∈ C ∩W y ī ∈ C; ya que idC = j̄f̄ = wj̄, se tiene
por A1 que f̄ y w pertenecen a W. Por lo que w es una equivalencia débil entre
objetos co�brantes de A/K y por corolario anterior w̄ también lo es.`

Dualmente:
Teorema 2.2.8 Sea (F ,W) una estructura �brante en una categoría K con

objeto inicial 1. Entonces si f : X → Y es una equivalencia débil entre objetos
�brantes en K y p : E → Y es una �bración, entonces en el pullback f̄ es una
equivalencia débil

E ×Y X

f̄

��

// X

f

��
E

p // Y

Teorema:(Lema del pegado) 2.2.9 Sea (C,W) es una estructura co�-
brante en una categoría K con objeto incial. Supóngase un cubo conmutativo tal
que la cara superior y la inferior son pushout, i y j son co�braciones y X0, Y0, X2

y Y2 son co�brantes. Entonces si w0, w1 y w2 son equivalecias débiles entonces
w también lo es.

X0

��

w0

~~

i // X1

��

w1

~~
Y0

��

j
// Y1

��

X2

w2

~~

// X

w

~~
Y2

// Y
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Demostración. De la cara superior e inferior generamos el cubo

X0

��

w0

~~

i // X1

��

q

~~
Y0

��

k
// Q

��

X2

w2

~~

// X

r

~~
Y2

// R .

Por el teorema 2.2.6 se tiene que q y r son equivalencias débiles. Así se tienen
los diagramas Q

u

��

��

Y0

k

??

j //

��

Y1

��

R

v
  

Y2
//

>>

Y

Q

��

u

��
X1

��

w1 //

q
>>

Y1

��

R

v
  

X

r

>>

w
// Y ,

donde w1 es una equivalencia débil, por lo que u también lo es y además
notemos que w es una equivalencia débil si y sólo si v lo es.

Consideremos el caso cuando w0 = w2 = id para mostrar que v ∈ W.
Consideremos la factorización de Y0 → Y2. Como Y0 → Ȳ0 → Y2, donde Y0 → Ȳ0

es una co�bración y Ȳ0 → Y2 es una equivalencia débil. Por lo que el pushout
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por fases se ve como

Q

u

��

��

Y0

��

j //

k

??

Y1

��

Q̄

��

��
Ȳ0

//

??

��

Ȳ1

��

R

v

  
Y2

//

>>

Y ,

donde los mapeos Y0 → Ȳ0 y Q→ Q̄ son co�braciones, por el lema 2.2.4 el
mapeo Ȳ0 → Ȳ1 también lo es. Considerando los diagramas pushout

Ȳ0

��

// Y2

��
Q̄ // R

Ȳ0

��

// Y2

��
Ȳ1

// Y

Q

��

// Y1

��
Q̄ // Ȳ1 ,

se tiene que los mapeos Q̄→ R, Ȳ1 → Y y Q̄→ Ȳ1 son equivalencias débiles, y
por C1 se tiene que v ∈ W. `

Dualmente se tienen:
Teorema 2.2.10 Sea (F ,W) una estructura �brante en una categoría K

con objeto terminal. Supongamos que

X

w

~~

//

��

X2

w2~~

��

Y

��

// Y2

��

X1

w1~~

f // X0

w0

~~
Y1 g

// Y0

es un cubo conmutativo en K tal que f y g son �braciones, X0, Y0, X2 y Y2

son �brantes y las caras de atrás y del frente son pullback. Entonces si w0, w1

y w2 son equivalencias débiles, entonces w también lo es.
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De�nición 2.2.4 Sea X un conjunto simplicial y x, y ∈ X0, decimos que x
esta conectada a y por un camino si existe un mapeo simplicial α : ∆1 → X tal
que α(0) = x y α(1) = y.

De�nición 2.2.5 Sea X un conjunto simplicial, de�namos el conjunto de
componentes conexas de X como el coigualador en el diagrama

X1
d0 //
d1

// X0
// Π0(X) .

Decimos que un conjunto simplicial X es conexo si Π0(X) = 1.
Denotemos por Π1(X,x) al grupoide fundamental del conjunto simplicial

punteado (X,x).
Teorema (Van Kampen) 2.2.11 Sea

W

��

// V

��
U // X

un pushout de conjuntos simpliciales tal queW0 → V0 es inyetiva y U, V yW son
conexos. Sea w ∈W0 y u, v y x las imágenes de w en U, V y X respectivamente.
Entonces

Π1(W,w) //

��

Π1(V, v)

��
Π1(U, u) // Π1(X,x)

es un pushout de grupos.

Demostración.
Consideremos

Π1(W,w)

��

w
yy

// Π1(V, v)

v
vv

��

Π(W ) //

��

Π1(V )

��

Π1(U, u)

u

yy

// Π1 +Π1(W,w) Π(V, v)

vv
Π(U) // Π(X) .

Notemos que si W0 → V0 es inyetiva, se tiene que Π(W ) → Π(V ) es una
co�bración, análogamente Π1(W,w)→ Π1(V, v) también lo es.

Dado que U, V yW son conexos, se tiene que Π1(U, u)→ Π(U), Π1(W,w)→
Π(W ) y Π1(V, v) → Π(V ) son equivalencias débiles de grupoides. Por el lema
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del pegado se tiene que el mapeo Π1(U, u) +Π1(W,w) Π1(V, v) → Π(X) es una
equivalencia débil. Por lo que en el diagrama

Π1(U, u) +Π1(W,w) Π1(V, v) //

))

Π1(X,x)

zz
Π(X)

el mapeo Π1(X,x)→ Π(X) es una equivalencia, dado que X es conexo, y por 2
de 3 se tiene que Π1(U, u) +Π1(W,w) Π1(V, v)→ Π(X) es una equivalencia débil.

`
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Capítulo 3

La estructura homotópica de Quillen en
la categoría Ss

El capítulo III se centra principalmente en el desarrollo de la teoría de homoto
-pía entre conjuntos simpliciales, basada en la de�nición de �braciones de Kan,
y se le asigna a la categoría Ss una estructura homotópica de Quillen.

3.1. Clases Saturadas

De�nición 3.1.1 Sea M una clase de monomor�smos en Ss, diremos que
M es saturada si se cumple:

A La claseM contiene todos los isomor�smos.

B M es cerrada bajo pushout, es decir

A //

i

��

B

ī
��

C // B qA C

Si i ∈M, entonces ī también pertenece aM.

C Cada retracto de un elemento deM es un elemento deM

Ā //

ī
��

A //

i

��

Ā

i
��

B̄ // B // B̄ .

D M es cerrada bajo composición numerable de mapeos. Es decir A1 → ĺım
→
Ai

pertenece aM.

E Dado ij : Aj → Bj con ij ∈M se tienen que
∐
j∈I ij :

∐
j∈I Aj →

∐
j∈I Bj

pertenece aM.

Lema 3.1.1 La claseMp de todos los mor�smos que tengan LLP respecto
a un mapeo �jo p : X → Y es saturada.

Demostración.
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A Es claro que todo isomor�smo pertenece a Mp, bastará de�nir el levanta-
miento como h = αi−1 en el diagrama

A
α //

i

��

X

p

��
B //

h

>>

Y .

B Sea i ∈Mp y consideremos el diagrama

A //

i

��

C //

ī

��

X

p

��
B

θ

55

// B qA C // Y ,

donde el mapeo θ : B → X es el levantamiento de i respecto a p, note
-mos que por la propiedad universal del pushout se induce un mapeo
α : B qA C → X el cual es el levantamiento en el diagrama

C //

ī
��

X

p

��
B qA C //

α

;;

Y .

C Sea ī retracto de i ∈M, tomemos el diagrama

Ā //

ī
��

A //

i

��

Ā
ī

��

// X

p

��
B̄

α // B

h

77

// B̄ // Y .

Por lo que el levantamiento esta dado por h2 = hα en el diagrama

Ā //

ī
��

X

p

��
B̄

h2

??

// Y .

Las propiedades D y E se siguen por propiedades de límites directos y copro-
ducto. `

De�nición 3.1.2 Se llama aMB la saturación de B, o bien la clase generada
por la clase de mor�smos B, a la intersección de todas las clases saturadas que
contengan a B.

Denotemos por

B1 = {Λnk → ∆n para 0 6 k 6 n , n > 0}.

B2 = {(∆1 × δ∆n) ∪ (e×∆n)→ ∆1 ×∆n con e=0,1}.
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B3 = {(∆1 × Y ) ∪ (e × X) → ∆1 × X}, donde Y → X es la inclusión entre
conjuntos simpliciales.

SeanMBi con i ∈ {1, 2, 3}, la respectiva saturación de la clase Bi.

Proposición 3.1.2 Las clases B1, B2, B3 tienen la misma saturación.
Demostración. Notemos queMB2

=MB3
se cumple dado que todo conjunto

simplicial puede ser expresado como límite directo de conjuntos simpliciales
estandar. Por lo que nos proponemos demostrar queMB1 =MB2 . Veamos que
MB2 ⊂ MB1 . El conjunto simplicial ∆1 × ∆1 tiene simplejos no degenerados
Cj : ∆n+1 → ∆n × ∆1, los cuales pueden ser identi�cados con cadenas de
mor�smos de longitud n+ 1 en [n]× [1]

(0, 0) // (0, 1) // ... // (0, j)

��
(1, j) // ... // (1, n) .

Tomando los diagramas conmutativos

∆n

��

d0 // ∆n+1

C0

��
∆n × {1} // ∆n ×∆1

∆n

��

dn+1 // ∆n+1

Cn
��

∆n × {0} // ∆n ×∆1 ,

∆n

Cj−1

��

di // ∆n+1

Cj
��

∆n−1 ×∆1 di×1 // ∆n ×∆1

para i < j,

∆n

dj+1

��

dj+1 // ∆n+1

Cj+1

��
∆n+1

Cj // ∆n ×∆1

∆n

Cj
��

di // ∆n+1

Cj
��

∆n−1 ×∆1
di−1×1 // ∆n ×∆1

para i > j + 1 .

Notemos que para j > 0 se tiene que dj+1Cj /∈ δ∆1 ×∆1 y dj+1Cj no es una
cara de Cj para j > i+ 1 donde se tiene el vértice (0, j).

Sea (∆n×∆1)(i) con i > 1 el subcomplejo simplicial mas pequeño de ∆n×∆1

que contenga a δ∆n × ∆1 con simplejos C0, ... Ci. Entonces (∆n × ∆1)n =

44



∆n ×∆1 y una sucesión de pushouts de forma

Λn+1
i+2

��

∐
j∈[n]−{i+2} djCi+1

// (∆n ×∆1)i

��
∆n+1

Ci+1 // (∆n ×∆1)i+1 .

Para demostrar la contenciónMB1 ⊂MB2 , de�nimos los funtores sk : [n]→
[1]× [n] y rk : [1]× [n]→ [n] dados por

sk(x) =

{
(1, x) x 6= k

(0, k + 1) x = k

rk(i) =

 i para (1, i)
i para (0, i) con i < k
k para (0, i) con i ≥ k

.

Notemos que rksk = 1[n] y además el mapeo N(sk) : ∆n → ∆1 ×∆n induce un
mapeo Λnk → (0)×∆n∪ (∆1×Λnk ). Análogamente el mapeo N(rk) : ∆1×∆n →
∆n induce un mapeo ((0)×∆n) ∪∆1 × Λnk → Λnk , oteniendo el retracto

Λnk
//

��

(0)×∆n ∪∆1 × Λnk
//

��

Λnk

��
∆n // ∆1 ×∆n // ∆n ,

donde el mapeo de enmedio pertenece aMB2 y por lo tanto Λnk → ∆n

pertenece aMB2 . `

De�nición 3.1.3 La clase saturada generada en MB1
es llamada la clase

de extensiones anodinas.

Corolario 3.1.3 Supongamos que i : A → B es una extensión anodina
y k : Y → Z un monomor�smo arbitrario en Ss. Entonces el mapeo inducido
(K ×X) ∪ (L× Y )→ (L×X) es una extensión anodina.

Demostración. Denotemos por D la clase saturada de mor�smos i : A → B
tal que (A×Z)∪(B×Y )→ B×Z es anodina. Sea m̄ : Ȳ → Z̄ un monomor�smo
en Ss y consideremos la inclusión ((e)× Z̄) ∪ (∆1 × Ȳ )→ ∆1 × Z̄ enMB3

.

Entonces el mapeo (((e)× Z̄)∪(∆1× Ȳ ))×Z∪(∆1× Z̄)×Y → (∆1× Z̄)×Z
es isomorfo a ((e)× Z̄ ×Z)∪∆1 × (Ȳ ×Z ∪ Z̄ × Y )→ ∆1 × (Z̄ ×Z), el cual es
un mapeo enMB3

y entonces la clase saturada contiene a todos los mor�smos
anodinos.`

De�nición 3.1.4 Una �bración de Kan es un mapeo p : E → X de
conjuntos simpliciales los cuales tienen RLP respecto a las inclusiones {Λnk → ∆n

con n > 1 y 0 6 k 6 n}.

Otra manera de de�nir una �bración de Kan es la siguiente.
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De�nición 3.1.5 Sea p : E → X un mapeo simplicial, diremos que p es una
�bración de Kan si cada colección de n+1 n-simplejos {x0, x1, ..., xk−1, xk+1, ...xn}
de E que satisface dixj = dj−1xi para i < j e i 6= k y para (n+1)-simplejo y de
B tal que diy = p(xi) para i 6= k, existe (n+1)-simplejo x de E tal que dix = xi
para i 6= k y p(x) = y.

De�nición 3.1.6 Un mapeo p : E → X se dice que es una �bración trivial
si tiene RLP respecto a la familia {δ∆n → ∆n}o, equivalentemente, respecto a
toda la familia de monomor�smos.

Sea k : Y → Z un monomor�smo y sea p : E → X. Denotemos el pullback
de Xk y py por

(k, p) //

��

Ey

py

��
Xz

Xk
// Xy .

Considerano el cuadrado conmutativo

Ez
Ek //

pZ

��

EY

py

��
XZ

Xk
// Xy ,

el cual nos induce un mapeo β : EZ → (k, p).

Teorema 3.1.4 Si p : E → X es una �bración, entonces β : EZ → (k, p)
es una �bración la cual es trivial si k es anodino o p es trivial.

Demotración. Sea i : A→ B un monomor�smo arbitrario y consideremos el
diagrama

A //

��

Ez

β

��
B // (k, p) ,

el cual es equivalente, por la ley exponencial, a

(A× Z) ∪ (B × Y ) //

��

E

p

��
B × Z

77

// X ,

para el que podemos encontrar la diagonal si p es trivial. La inclusión (A×Z)∪
(B × Y )→ B × Z es anodino si i o k lo son. `

Corolario 3.1.5 Si p : E → X es una �bración, entonces también lo es
pY : EY → XY para cualquier Y .
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Demostración. La demostración puede ser consultada en [12] capítulo 2.

Proposición 3.1.6 Sean p : E → X una �bración, h : Z × I → X una
homotopía, Y → Z un monomor�smo y α : Y × I → Y es un levantamiento de
h a E en Y × I, es decir, el siguiente diagrama conmuta

Y × I α //

��

E

p

��
Z × I

h
// X ,

además se tiene un levantamiento fe : Z× (e)→ E de he a E. Entonces se tiene
una homotopía h̄ : Z × I → E, la cual levanta a h, es decir, ph̄ = h, la cual
coincide con α en Y × I tal que h̄e = f .

Demostración. Considerando el mapeo (e) → I, el cual es anodino al ser
identi�cado como la inclusión Λ1

i → ∆1 con i ∈ {0, 1}, y el monomor�smo
Y → Z, se induce un mapeo (Z × (e)) ∪ (Y × I)→ E el cual es anodino, así el
diagrama

(Z × (e)) ∪ (Y × I) //

��

E

p

��
Z × I

h̄

77

// X

tiene como levantamiento a h̄ : Z × I → E. `

De�nición 3.1.7 Decimos que A es un retracto de deformación fuerte de
B si se tiene un retracto r : B → A y una homotopía h : B × I → B tal que
ri = idA, h0 : idB y h1 = ir y h es estacionaria en A, es decir, tal que hace
conmutar el diagrama :

A× I

$$

// B × I h // B

A

i

<<

.

Proposición 3.1.7 Sea A y B complejos de Kan e i : A→ B una extensión
anodina, entonces A es un retracto de deformación fuerte de B.

Demostración. Dado que i es anodina se tiene un retracto r : B → A y para
obtener la homotopía h : B×I → B, nos �jamos en la transposición exponencial
de la diagonal en el diagrama

A //

��

BI

��
B

;;

(idB ,ir)
// B(0)+(1) . `

Proposición 3.1.8 Si i : A → B es un monomor�smo con A retracto de
deformación de B, entonces i es anodino.
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Demostración. Como A es retracto de deformación de B, se tiene una homo-
tipía h : B × I → B entre idB e ir, donde r : B → A es un retracto de i. Sea
p : X → Y una �bración arbitraria y consideremos el diagrama

A× I //

��

A //

i

��

X

��
B × I

66

// B // Y .

Por la propiedad de la extensión de la homotopía cubriente, se tiene una homo-
topía h̄ : B × I → E, la cual cumple que ph̄ = bh, así para h0 = idB se tiene la
diagonal deseada. `

De�nición 3.1.9 Un mapeo p : E → X se dice que es dual de un retracto
de deformación fuerte si y sólo si se tiene un mapeo s : X → E que cumple
ps = idX y una homotopía h : E × I → E entre idE y sp que hace conmutar el
siguiente diagrama

E × I h //

��

E

p

��
E

p // X .

Proposición 3.1.9 Una �bración p : E → Xes trivial si y sólo si es el dual
de un retracto de deformación fuerte.

Demostración. Supongamos que p : E → X es una �bración trivial, entonces
tiene RLP respecto a todos los monomor�smos, así obtenemos un retracto s :
X → E del levantamiento del diagrama

0 //

��

E

p

��
X

idX

//

s

>>

X .

Similarmente obtenemos la homotopía h : E × I → E del levantamiento en el
diagrama

E × (0 + 1)
(idE ,sp)//

��

E

p

��
E × I

pπ1

//

h

99

X .

Supongamos ahora que p es un retracto de deformación fuerte, así se tiene
un mapeo s : X → E y una homotopía h : E × I → E entre idE y sp. Sea i un
monomor�smo arbitrario en el diagrama

A
a //

i

��

E

p

��
B

b
// X .

De�namos h̄ : A× I → E como la homotopía restringida a la imagen del mapeo
a : A→ E tal que h̄0 = a y h̄1 = spa = sbi, por lo que tenemos el diagrama

48



A× I h̄ //

π1

��

E

p

��
A

bi
// X .

Además, se tiene un levantamiento en

(A× I) ∪ (B × (1))
(h̄,sb)//

��

E

p

��
B × I //

k

77

X ,

donde la homotopía k : B × I → E se tiene por la propiedad de la extensión
homotópica cubriente la cual satisface que k1 = sb y pk0 = b y k0i = h̄. Por lo
que k0 es el levantamiento buscado.`

De�nición 3.1.10 Sea p : E → X un mapeo en Ss, decimos que p es una
equivalencia homotópica si existe un mapeo s : X → E tal que sp ' idE y
ps ' idX .

Proposición 3.1.10 Sea X un complejo de Kan, entonces la �bración
p : E → X es trivial si y sólo si es una equivalencia homotópica.

Demostración. Supongamos que p : E → X es una �bración trivial, por la
proposición anterior se tiene que p es el dual de un retracto de deformación, así
que se tiene un mapeo s : X → E tal que ps = idX y sp ' idE y por lo tanto
es una equivalencia homotópica.

Supongamos ahora que p : E → X es una equivalencia homotópica, por lo
que tenemos dos mapeos h, h̄ × I → E con h̄ = sph, las cuales coinciden en
E × {0}, los cuales nos inducen dos mapeos I → EE . Identi�cando los mapeos
h1 = idE y h̄1 = sp como vértices en Λ2

0, notemos además que pE : EE → XE

es una �bración ya que p lo es. Así, se tiene el levantamiento α en el diagrama

Λ2
0

//

��

EE

pE

��
∆2 //

α

==

XE .

De�niendo ᾱ = αε0 : E × I → E es tal que

E × I ᾱ //

π1

��

E

p

��
E

p
// X .

Por lo que p es una �bración trivial por la proposición anterior. `
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3.2. La �bra de un conjunto simplicial

De�nición 3.2.1 Sea p : E → X una �bración. La terna (p,E,X) es
llamado espacio �brante, donde E es llamado el complejo total y X el complejo
base. Si Φ es el complejo generado por un vértice X, F = p−1(φ) es llamada la
�bra sobre Φ. Si Ψ es el complejo generado por los vértices de F , entonces la
sucesión

(F,Ψ)
i // (E,Ψ)

p // (E,Φ)

es exacta.

Proposición 3.2.1 Sea p : E → X una �bración de Kan. Entonces F es
un complejo de Kan.

Demostración. Consideremos {x0, x1...x̄k, ..xn+1} ⊂ Fn n-simplejos coinci-
dentes de F , denotemos por Φ al n+1-simplejo de X tal que p(xi) = diΦ. Como
p es de Kan se tiene que existe x ∈ En+1 tal que dix = xi con i 6= k y p(x) = Φ.
Entonces x ∈ Fn+1 ya que F = p−1(Φ). `

Lema 3.2.2 Sea p : E → X una �bración sobreyectiva de Kan. Dados
{x0, ...xr} ⊂ En con r 6 n y δsxt = dt−1xs para s < t, si existe y ∈ Xn+1 tal
que dsy = p(xs) para 0 6 s 6 r, entonces existe x ∈ En+ 1 tal que dsx = xs y
p(x) = y.

Demostración. La demostración del lema 3.2.2 puede ser consultada en [12]
capítulo 2.

Proposición 3.2.3 Sea p : E → X una �bración de Kan.
A) Si E es un complejo de Kan y p es sobreyectiva entonces X es un

complejo de Kan.
Demostración. Supongamos que E es un complejo de Kan y sea {x0, ...x̄k, ...

xn+1} ⊂ Xn n-simplejos coincidentes. Dado que p es sobreyectiva se tiene
{y0, ...y̆k, ...yn+1} ⊂ En con p(yi) = xi y como E es de Kan, existe y ∈ En+1 tal
que diy = yi. Tomando x = p(y) se tiene que dix = xi.

B) Si X es un complejo de Kan, entonces E es un complejo de Kan.
Demostración. Supongamos que X es un complejo de Kan. Considerando

{y0, ...ȳk, ..., yn} ⊂ En n-simplejos coincidentes, bastará tomar {y0, ..., ȳk, ... yn}
n-simplejos coincidentes en Xn con yi = p(xi), como X es de Kan se tiene
y ∈ Xn+1 tal que diy = yi = p(xi) y por el lema anterior se tiene x ∈ Xn+1 tal
que dix = xi y p(x) = y. `

De�nición 3.2.2

Sean (E, p,B) y (Ē, p̄, B̄) espacios �brados. Un mapeo (f̄ , f) : (E, p, b)→
(Ē, p̄, B̄) es un par de mapeos tales que conmuta el diagrama

E
f̄ //

p

��

Ē

p̄

��
B

f
// B̄ .
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Una homotopía (F̄ , F ) : (f̄ , f)→ (ḡ, g) es un diagrama conmutativo

E × I F̄ //

p×idI
��

Ē

p̄

��
B × I

F
// B̄ .

Un sub-espacio �brado (E, p,B) de (Ē, p̄, B̄) se dice que es un retracto de
deformación de (Ē, p̄, B̄), si la identidad de (E, p,B) es homotópicamente
relativa en (E, p,B) a un mapeo (Ē, p̄, B̄) sobre (E, p,B), el cual extiende
la inclusión (E, p,B)→ (Ē, p̄, B̄).

Teorema 3.2.4 Si p : E → X es una �bración de Kan y F es la �bra sobre
Φ, entonces FK es la �bra sobre ΦK para cualquier complejo K.

Demostración. La demostración del teorema 3.2.4 puede ser consultada en
[2] capítulo 2.

Corolario 3.2.5 Sean (E, p,B) y (E1, p1, B1) espacios �brados con B1

complejo de Kan. La relación entre los mapeos (E, p,B) → (E1, p1, B1) , dada
por la homotopía, es una relación de equivalencia.

Demostración. Sea (f̄ , f) : (E, p,B)→ (E1, p1, B1) un mapeo entre espacios
�brados, bastará de�nir (F̄ , F ) como F̄ (x, z) = f̄(x) y F (y, z) = f(z) con
x ∈ En, y ∈ Bn y z ∈ In haciendo conmutar el diagrama

E × I F̄ //

p×idI
��

E1

p1

��
B × I

F
// B1 .

Por lo que (f̄ , f) v (f̄ , f).

Supongamos ahora que (F̄ , F ) : (f̄ , f) w (ḡ, g) y (Ḡ,G) : (h̄, h) w (ḡ, g).
Como B1 es un complejo de Kan, se tiene que BB1 = homSs(B×∆(), B1) también
lo es, tomando U : B × ∆2 → B1 tal que d1U = G y d2U = F . De�niendo
H = d0U se tiene que H : g w f ya que usando la identidad didj = dj−1di se
cumple

d0H = d0d0U = d0d1U = d0G = h

d1H = d1d0U = d0d2U = d0F = g.

Análogamente, dado que pE1 : EE1 → BE1 es una �bración de Kan se tiene
v ∈ (EE1 )2 tal que d1v = Ḡ y d2v = F̄ y pE1 (V ) = U(p× 1). De�niendo d0v = H̄
se tiene que H̄ : ḡ w f̄ y p1H̄ = pE1 (H̄) = H(p× I).`

Corolario 3.2.6 Sea p : E → B una �bración de Kan y consideremos
FΦ y FΨ las �bras sobre Φ y Ψ, respectivamente. Si Ψ y Φ pertenecen a la
misma componente conexa de B, entonces FΨ y FΦ pertenecen al mismo tipo
de homotopía.
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Demostración. La demostración del corolario 3.2.6 puede ser consultada en
[2] capítulo 2.

Proposición 3.2.7 Sea p : E → X una �bración de Kan e i : A → X un
monomor�smo. Si A es un retracto de deformación fuerte de X, entonces en el
diagrama

FA //

��

E

p

��
A

i
// X ,

FA es retracto de deformación fuerte de E, donde FA es la �bra sobre el complejo
A.

Demostración. Dado que A es retracto de deformación de X, se tiene una
homotopía h : X × I → X la cual nos induce los diagramas

E × 0 //

��

E

p

��
E × I // X × I // X

FA × I //

��

FA // E

p

��
E × I // X × I // X .

Los cuales nos aportan el diagrama

(E × 0) ∪ (FA × I) //

��

E

p

��
E × I //

k

44

X × I // X ,

donde el levantamiento k : E × I → E existe por la propiedad de la extensión
homotópica cubriente.`

De�nición 3.2.3 Diremos que dos mapeos α : A → C y β : B → C son
una equivalencia homotópica �brante si existen dos mapeos f y g tales que
conmutan los siguientes diagramas

A
f //

α
��

B

β��
C

B
g //

β ��

A

α
��

C ,

y dos homotopías h : A × I → A y k : B × I → B con h0 = idA, h1 = gf ,
k0 = idB y k1 = fg tales que

A× I h //

��

A

α

��
A

α
// C

B × I k //

��

B

β

��
B

β
// C
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conmutan.

Proposición 3.2.8 Sea p : E → X una �bración. Denotemos por p0 :
E0 → X y p1 : E1 → X las inclusiones de las �bras E0 = p−1(X × {0})
y E1 = p−1(E × {1}) en X, entonces p0 y p1 son equivalencias homotópicas
�brantes.

Demostración. Por la proposición anterior se tiene que E0 y E1 son retractos
de deformación de E, esto dado que X×{0} y X×{1} son retractos de X×I, así
las homotopías inducidas h : E0×I → E0 y k : E1×I → E1 son las homotopías
buscadas.`

3.3 Complejos minimales

De�nición 3.3.1 Sea X un complejos de Kan. Dados x, y ∈ Xn, diremos
que x ' y si los mapeos representativos fx y fy son homotópicos relativos a
δ∆n.

Proposición 3.3.1 Sean X un complejo de Kan y x, y ∈ Xn. Entonces
x ' y si y sólo si dix = diy para toda i y para algún 0 6 k 6 n se tiene
w ∈ Xn+1 el cual dkw = x, dk+1w = y y diw = diskx para k 6= i 6= k + 1.

De�nición 3.3.2 Un complejo de Kan X es llamado complejo minimal
si para cualesquiera dos x, y ∈ Xn tal que x ' y implica que x = y. Un
subcomplejo simplicial M ⊂ X es llamado subcomplejo minimal de X si M es
minimal y además M es retracto de deformación fuerte de X.

Otra de�nición de conjunto minimal es la siguiente

De�nición 3.3.3 Diremos que un complejo de Kan X es minimal si para
cualesquiera x, y ∈ Xn tal que dix = diy para i 6= k entonces dkx = dky.

En este sentido se tiene la siguiente proposición

Proposición 3.3.2 Un complejo de Kan X es minimal si y sólo si, para
cualesquiera x, y ∈ Xn tal que x ∼ y se tiene que x = y.

Demostración. Asumamos que X es un complejo minimal, dados x, y ∈ Xn

talque x ∼ y por la proposición anterior se tiene la existencia de z ∈ Xn+1 con
dnz = x, dn+1z = y y diz = sn+1dix para i < n + 1. Notemos que sn+1dix =
disnx para i < n + 1, así tenemos que z, snx ∈ Xn+1 coinciden en caras para
todo i 6= n+ 1. Como X es minimal se tienen que y = dn+1z = sn+1dn+1x = x.
Por lo tanto x = y.

Luego, sean x, y ∈ Xn+1 tales que dix = diy ∈ Xn para i 6= k. Por la
condición de extensión se tiene que para k ≤ n se tiene z ∈ Xn+2 que satisface
que diz = sndix para i ≤ n, i 6= k, dn+1z = x y dn+2z = y. Entonces dkz :
dkx ∼ dky y por hipótesis se tiene que dkx = dky. `

Proposición 3.3.3 Cualquier complejo de Kan contiene un subcomplejo
minimal.
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Demostración. Recordemos que si X es un complejo de Kan, la homotopía
entre simplejos es una relación de equivalencia. Desarrollemos la construcción
de un subcomplejo M ⊂ X mediante inducción sobre Mi. De�namos M0 como
el complejo que consiste de los representantes de las clases de equivalencia sobre
X0 dada por la equivalencia de vértices.

Supongamos que Mj está de�nida para j < n, de�namos Mn como el com-
plejo formado por los representantes de cada clase de equivalencia en Xn, note-
mos que todos los símplices están en Mn−1 eligiendo un degenerado cuando sea
posible.

Mostremos queM es un complejo de Kan, para ello consideremos {y0, ..., ȳk,
..., yn} ⊂ Mn−1 simplejos coincidentes. Como X es de Kan se tiene y ∈ Xn tal
que diy = yi para i 6= k. Como dky ∈ Xn−1 se tiene que es homotópico a algún
w ∈ Mn−1. Sea z ∈ Xn tal que diz = diy suponiendo que dkz = w. Entonces
z ∼ x con x ∈Mn tal que dix = yi para i 6= k.

Ahora de�namos F : X × I → X aplicando inducción sobre el esqueleto de
X; de�namos F sobre X0 × I asignándole a cada vértice v ∈ X0 un simplex
x ∈ X1 donde d0x = v y d1x = w para v ∼ w con w ∈M . Así, F (v, i1) = x.

Supongamos ahora que F está de�nida en (Xn−1×I)∪ (X×0). Recordando
el diagrama ∐

x∈Σn δ∆
n //

��

Skn−1X

��∐
x∈Σn ∆n // SknX ,

para cada x ∈ Xn no degenerado, F induce un mapeo
G : (δ∆n × I) ∪ (∆n × 0)→ X, que puede ser extendido a Ḡ : ∆n × I → X,
para el cual el complejo Ḡ(in, 1) tiene todas sus caras en Mn−1 por lo cual es
homotópico a algún z ∈Mn. Así de�namos Ḡ(in, 1) = z y Ḡ = G en cualquier
otra parte. Así tenemos el siguiente diagrama

(δ∆n × I) ∪ (∆n × 0)
G //

((

Xn × I

∆n × I

Ḡ

99

.

Por lo tanto F queda de�nida en Xn × I por estos dos mapeos.`

De�nición 3.3.4 Sean f, g : L→ K dos mapeos simpliciales. Una homoto-
pía entre f y g es un mapeo hi : Lq → Kq+1, i 6 q, el cual cumple

d0h0 = f y dq+1hq = g

dihj = hj−1di para i < j

dj+1hj+1 = dj+1hj

dihj = hjdi−1 para i > j + 1
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sihj = hj+1si para i 6 j

sihj = hjsi−1 para i > j.

Lema 3.3.4 Sea f ' g : L → M con M un conjunto minimal. Si f es un
isomor�smo, entonces g también lo es.

Demostración. Sea h : L → M la homotopía dada, supongamos que para
x, y ∈ Lq se tiene que g(x) = g(y) es decir dq+1hq(x) = dq+1hq(y). Apliquemos
inducción sobre hq : Lq →Mq+1.

Para q = 0 tenemos que d1h0(x) = d1h0(y) y por la minimalidad de M se
tiene que g(x) = d0h0(x) = d0h0(y) = f(y), dado que f es isomor�smo se tiene
que x = y.

Supongamos que se cumple para r < q, es decir, gr : Lr → Mr es un
isomor�smo. Notemos que para x, y ∈ Mq se tiene que dix, diy ∈ Mq−1, por lo
que g(dix) = dig(x) = dig(y) = g(diy) y por hipótesis inductiva se tiene que
dix = diy. Si i < q se tiene que dihq(x) = hq−1di(x) = hq−1di(y) = dihq(y),
nuevamente por la minimalidad de M , se cumple que dqhq(x) = dqh(q)(y).
Análogamente se tiene que dq−1hq−1(x) = dq−1hq−1(y) e iterando se llega a
f(x) = d0h0(x) = d0h0(y) = f(y), por lo que �nalmente x = y.

Demostremos ahora que g es suprayectiva, para esto apliquemos inducción
sobre gq : Lq →Mq. Para q = 0 y dado y ∈M0 tomemos z ∈M1 tal que d1z = y
y x ∈ L0 con f(x) = d0z con f(x) = d0h0(x). Así, g(x) = d1h0 = d1z = y.

Supongamos que se cumple para q̄ < q. Sea y ∈ Mq, notemos que diy ∈
Mq−1 para i ≤ q. Por hipótesis existe xi ∈ Lq−1 tal que g(xi) = diy, tomando
hq−1 : Lq−1 → Mq y z ∈ Mq+1 tal que diz = hq−1(xi) para i < q y dq+1z = y.
Repitiendo éste proceso para j ∈ {0, 1..., q} se tienen zj ∈Mq+1 tal que dizj =
hj−1(xi) si i < j, dj+1zj = dj+1zj+1 y dizj = hj(xi−1) si i > j + 1.

Tomando x ∈ Lq tal que f(x) = d0z0, notemos que para i > 0 f(dix) =
dif(x) = did0z = d0di+1z0 = d0h0(xi) = fxi , lo que implica que dix = xi.
Usando las identidades dizj = hj(xi−1) y que dihj = hjdi−1 se tiene que
dih0(x) = h0di−1(x) = h0(xi−1 = diz0. Análogamente se tiene que dihj =
hjdi−1(x) = dizj . En particular g(x) = dq+1hq(x) = dq+1zq = y. Por lo tanto,
g es un isomor�smo.`

Proposición 3.3.5 Sea f : M → M̄ una equivalencia homotópica con M
y M̄ complejos minimales, entonces f es un isomor�smo.

Demostración. Como f es una equivalencia homotópica, de tiene un mapeo
g : M̄ →M tal que gf ' 1M y fg ' 1M̄ , por el lema anterior se tiene que gf y
fg son isomor�smo. `

Notemos que una consecuencia de la proposición anterior es la unicidad, sal-
vo isomor�smos, cuando existe una equivalencia homotópica, es decir, tenemos
el siguiente teorema.

Teorema 3.3.6 Cualesquiera dos complejos que sean retractos de un com-
plejo de Kan, son isomorfos.
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Corolario 3.3.7 Cualesquiera dos complejos minimales M y M̄ de un
complejo de Kan X, son isomorfos.

3.4. Fibraciones minimales

De�nición 3.4.1 Sea p : E → B una �bración de Kan, se dice que es una
�bración minimal si p(x) = p(y) y dix = diy para i 6= k implica que dkx = dky.
Si B es un complejo minimal, (E, p,B) se le llama espacio �brante minimal.

Lema 3.4.1 Sea p : E → B una �bración de Kan. Entonces si p es minimal,
cada �bra de p es un complejo de Kan.

[Ref ]

Lema 3.4.2 Sea (E, p,B) un espacio �bra. Si E es un complejo minimal y
p es suprayectiva, entonces (E, p,B) es un espacio �brante minimal.

Demostración. Notemos que el mapeo p : E → B es una �bración minimal.
Faltaría mostrar que B es un complejo minimal. Tomemos x, y ∈ Bq tal que
z : x ∼ y con z ∈ Bn+1, dqz = x y dq+1z = y. Como p es suprayectiva
se tiene w ∈ Eq tal que p(w) = x, ya que p es una �bración de Kan, existe
u ∈ Eq+1 tal que diu = sq−1diw para i < q y dqu = w y p(u) = z. Además
u : dq+1u ∼ dqu y ya que E es minimal, tenemos que dq+1u = dqu. Así,
p(dq+1u) = dq+1p(u) = dq+1z = y y p(dqu) = p(w) = x, por lo que x = y.`

De�nición 3.4.2 Sea p : E → B un mapeo. Tomando x, y ∈ Eq, decimos
que x es p-homotópica a y (x ∼p y).

Lema 3.4.3 Si p : E → B es una �bración de Kan, entonces ∼p es una
relación de equivalencia.

De�nición 3.4.3 Dados dos mapeos p : E → B y f : A → B, de�namos
Ef = {(e, a)|p(e) = f(a)} ⊂ E × A y pf : Ef → A y f̄ : Ef → A como
proyecciones canónicas.

El diagrama

Ef
pf //

f̄

��

A

f

��
E

p
// B

es llamado el producto �bra de p y f y la terna (Ef , pf , A) es llamado el espacio
�bra inducido por (E, p,B) y f .

De�nición 3.4.4 Un mapeo p : E → B es llamado un haz �brado si p es un
mapeo suprayectivo y si para cada b̄ : ∆n → B se induce un mapeo pb̄ : E b̄ → B,
el cual es isomorfo a p∗ : F ×∆n → ∆n, donde p∗(f, k) = k con k ∈ ∆n y donde
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F es un complejo el cual es llamado la �bra del haz. Si F es un complejo de Kan
p : E → B recibe el nombre de haz �bra de Kan.

Lema 3.4.4 Un haz �brado de Kan es una �bración de Kan.
Demostración. Sean {x0, x1, ..x̄k, ..xq+1} q-símplices compatibles, se tiene

b ∈ Xq+1 tal que dib = xi para i 6= k. De�namos a(b) : F × ∆q+1 :→ E b̄ un
isomor�smo como a(b)(yi, di∆

q+1) = (xi, di∆
q+1), entonces existe y ∈ Fq+1 tal

que diy = yi y si a(b)(y,∆q+1) entonces p(x) = b y dix = xi. `

Teorema 3.4.5 Una �bración minimal es un haz �brado.
Demostración. La demostración el teorema 3.4.5 puede ser consultada en

[12] capítulo 2.

Teorema 3.4.6 Sea p : E → B una �bración de Kan, entonces se tiene un
subcomplejo Ē de E tal que p|Ē : Ē → B es una �bración minimal, la cual es
un retracto de deformación fuerte �brante de p.

Demostración. La demostración del teorema 3.4.6 puede ser consultada en
[12] capítulo 3.

3.5. La estructura homotópica de Quillen en Ss

Teorema 3.5.1 Cualquier mapeo f : X → Y en Ss puede ser factorizado
como

X
i //

f   

E

p
��

Y

con i anodino y p una �bración.
Demostración. De�nimos L = {(h, g) ∈ homSs(Λ

n
k , X)×homSs(∆

n, Y ) con 0 ≤
n y 0 ≤ k ≤ n} al conjunto de pares de mor�smos tal que hacen conmutar el
diagrama

Λnk

��

h // X

f

��
∆n

g
// Y

asumiendo que existe su producto, L induce el diagrama∐
Λnk

//

��

X

f

��∐
∆n // Y .

Considerando el pushout del diagrama anterior, podemos factorizar el mapeo
f como f0i0, donde i0 es anodina,
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∐
Λnk

//

��

X

i0

�� f

��

∐
∆n //

,,

X1

f0   
Y .

Repitiendo éste argumento, podemos factorizar f0 = f1i1, de�niendo x = x0

se obtiene

x0
i0 //

f   

x1
i1 //

f0

��

X2

f1~~
Y .

De�niendo E = colimnXn y p : E → Y de�nido en cada fn y siendo
i : X → E el mapeo inducido por el colímite, el cual es un mapeo anodino,
tenemos la factorización

X
i //

f   

E

p
��

Y .

Para mostrar que p es una �bración de Kan, mostremos que tiene RLP
respecto a la familia {Λnk → ∆n}, para ello considérese el diagrama

Λnk

��

g // E

f

��
∆n // Y ,

donde el mapeo g : Λnk → E = colimnxn puede ser factorizado como en el
diagrama

Λnk

��

gn // Xn

fn

��

in // Xn+1

fn+1||
∆n

αn

==

// Y ,

y el mapeo αn : ∆n → Xn es obtenido en la construcción del pushout
(αn, Xn, in). De esto obtenemos el levantamiento en el colimite α : ∆n → E.

Λnk
//

��

E

p

��
∆n //

α

>>

Y .
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Por lo tanto, p : E → Y es una �bración.

Sustituyendo el mapeo Λnk → ∆n por δ∆n → ∆n se obtiene el siguiente
teorema.

Teorema 3.5.2 Cualquier mapeo f : X → Y de Ss puede ser factorizado
como f = pi con i monomor�smo y p una �bración trivial.

Teorema 3.5.3 Si i : A → B tiene LLP respecto a todas las �braciones,
entonces i es anodino.

Demostración. Por el teorema anterior, i se puede factorizar como pj con j
un mapeo anodino y p una �bración. Así se obtiene la diagonal en el diagrama

A
j //

i

��

X

p

��
B

idB

//

>>

B .

Por lo que i es retracto de j y por lo tanto i es anodino.`

De�nición 3.5.1 Sea f : X → Y un mapeo en Ss, diremos que f es una
equivalencia débil si para cada complejo K de Kan, el mapeo π0(fk) : π0(Y k)→
π0(Xk) es una biyección.

Así de�nimos tres clases de mapeos en Ss

F = {α : X → Y tal que α sea una �bración de Kan }

C = {α : X → Y con α monomor�smo }

W = {α : X → Y con α equivalencia débil }.

Lema 3.5.4 Sean i : A → B un mapeo anodino y p : E → A un haz.
Entonces se tiene en el diagrama pullback

E //

p

��

Ē

p̄

��
A

i
// B ,

donde el mapeo p̄ : Ē → B es un haz y E → Ē es anodina. Más aún, la
extensión p̄ de p es única salvo isomor�smos.

Demostración. La demostración del lema 3.5.4 puede ser consultada en [11]
capítulo 3.
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Lema 3.5.5 Sea

E //

��

��

Ē

��

��

G //

��

Ḡ

��

A //

��

Ā

��
B // B̄

un cubo conmutativo en Ss, en el cual la cara izquierda y la trasera son pull-
back's. Si A→ B es un monomor�smo, entonces la cara derecha y la del frente
son pullback's.

Demostración. Evaluando el cubo en objetos de la categoría ∆, bastará mos-
trar el teorema en la categoría Set, por lo que la cara derecha y la del frente se
identi�can con

Ē //

��

Ē + (G− E)

��
Ā // Ā+ (B −A)

E + (G− E) //

��

Ē + (G− E)

��
A+ (B −A) // Ā+ (B −A)

Así, estos dos diagramas son el coproducto de

Ē //

��

Ē

��
Ā // Ā

0 //

��

(G− E)

��
0 // (B −A)

y de
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E //

��

Ē

��
A // Ā

(G− E) //

��

(G− E)

��
(B −A) // (B −A) ,

respectivamente, y usando que el coproducto de dos pullback es un pullback. `

Proposición 3.5.6 Una �bración p : E → X es trivial si y sólo si p es una
equivalencia débil.

Demostración. Supongamos p : E → X es una �bración trivial, por lo que
p es una equivalencia homotópica y por lo tanto es una equivalencia débil, es
decir, p ∈ F ∩W.

El resto de la demostración puede ser consultada en [11] capítulo 3.

Proposición 3.5.7 Una co�bración i : A → B es anodino si y sólo si es
una equivalencia débil.

Demostración. Supongamos que i : A→ B es una co�bración y equivalencia
débil, por la proposición 3.5.2, se tiene una factorización pj con j un monomor-
�smo y p una �bración trivial. Como i es un monomor�smo se tiene la diagonal
en el diagrama

A
j //

i

��

E

p

��
B

idB

//

??

B ,

donde se puede notar que i es retracto de j y por lo tanto es un mapeo
anodino.

Ahora, supongamos que i es un monomor�smo y mapeo anodino, el regreso
es válido aplicando la proposición 3.5.2 y el dos de tres de la clase W.

Teorema 3.5.8 Las clases de �bración, co�bración y equivalencia débil
(F , C,W ), de�nidas anteriormente, aportan a la categoría Ss una estructura
homotópica de Quillen.

Demostración. Claramente los axiomas A1, A2 se cumplen. Para demostrar
A3 consideremos el diagrama

A //

g

��

X

f

��
B //

h

>>

Y
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con g una co�bración y f una �bración. Supongamos que g es una co�bración
equivalencia débil. Por la proposición 3.5.7 se tiene que g es anodino por lo que
tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a la �bración f indu-
ciendo el levantamiento h : B → X. Si ahora suponemos que f es una �bración
equivalencia débil se tiene por la proposición 3.5.6 que f es una �bración trivial,
así se tiene el levantamiento h : B → X respecto al monomor�smo g. Notemos
que A4 se cumple como consecuencia de 3.5.1 y 3.5.2.`
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Capítulo 4

El n-ésimo grupo de homotopía de un
conjunto simplicial

4.1 Conjuntos simpliciales punteados y el grupo
fundamental

Sea K un categoría y denotemos por K∗ = ∗/K, con objeto terminal ∗ ∈
Obj(K), a la categoría

Obj(K∗) = {(A, a) : A ∈ Obj(k) y a : ∗ → A}

Morf(K∗) = {α : (A, a) → (B, b) : (A, a), (B, b) ∈ K∗} que haga conmutar el
diagrama

∗ a //

��

A

α

��
∗

b
// B .

De�niendo los funtores adjuntos Fa : K → K∗ y G : K∗ → K como Fa(A) =
(A, a) y G((A, a)) = A, nos permite calcular límites y pushouts de K∗ a partir
de K como (A, a) × (B, b) = (A × B, (a, b)). De igual forma dados dos mapeos
f, g : (A, a) → (B, b) en K∗, su coigualador (C, qb) es calculado en K como el
coigualador en el diagrama

A
f
//

g //
B

q // C .

Análogamente el pushout en K∗

(A, a) //

��

(C, c)

��
(B, b) // (B

⊔
A C,α) ,

está dado por el pushout en K

A //

��

C

��
B // B +A C .

Proposición 4.1.1 Si (F , C,W) es una estructura homotópica de Quillen
sobre una categoría K, entonces (G−1(F), G−1(C), G−1(W)) es una estructura
homotópica de Quillen sobre K∗.
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Demostración. Notemos que los axiomas A1 y A2 se cumplen dado que la
cerradura en retractos y el dos de tres en K∗ son llevados a K mediante el funtor
G.

Para A3 consideremos el diagrama en K∗

(A, a) //

f

��

(X,x)

g

��
(B, b) // (Y, y)

con f ∈ G−1(C) y g ∈ G−1(F). Si f o g pertenecen a G−1(W) se tiene la
existencia de la diagonal en el diagrama inducido en K, la cual nos induce la
diagonal en K∗ satisfaciendo A3.

Para A4 consideremos un mapeo en K∗, f : (X,x)→ (Y, y), con x : ∗ → X y
y : ∗ → Y puntos base de X e Y , respectivamente, el cual puede ser factorizado
en K como

X
i //

f   

A

p
��

Y

con i ∈ C y p ∈ F la cual nos induce la factorización

(X,x) //

##

(A, a)

{{
(Y, y) ,

cumpliéndose A4. `

En el caso particular que la categoría K sea propia, dado que podemos cal-
cular pushout en K∗ a partir de K, se puede concluir que K∗ también es propia.

Cuando K = Ss la categoría Ss∗ es llamada la categoría de conjuntos sim-
pliciales punteados.

De�nición 4.1.1 Sean X , Y conjuntos simpliciales punteados, el producto
cuña de X e Y , denotado X∨Y , es el conjunto simplicial obtenido al identi�car
sus puntos base, es decir

∗ //

��

Y

��
X // X ∨ Y .

El cociente X × Y/X ∨ Y = X ∧ Y es de�nido como el producto reducido de X
e Y .

Teorema 4.1.2 Sean X un conjunto simplicial punteado y un mapeo i :
A → B una extensión anodina en Ss∗. Entonces el mapeo A ∧X → B ∧X es
anodino.
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Demostración. Considerando el diagrama

{a} ×X ∪A× {x} //

��

A×X

��
{a} ×X ∪B × {x} //

��

A×X ∪B × {x}

��
1 // A×X ,

donde a y x son los puntos bases de A y X respectivamente, en el anterior
diagrama, la parte superior es un pushout y considerando la inclusión canónica
k : {x} → X se tiene el mapeo anodino {x} ×B ∪A×X → B ×X en el
diagrama

{x} ×B ∪A×X //

��

B ×X

��

{a} ×X ∪B × {a}

ii 66

��
∗

((tt
A ∧X

i∧X
// B ∧X

y se tiene que el pushout i ∧X : A ∧X → B ∧X es anodino. `

Para realizar un análisis del n-ésimo grupo de homotopía de un conjunto
simplicial daremos especial atención a subconjunto simplicial Sn

De�nición 4.1.2: La n-esfera simplicial Sn es de�nida como el subcon-
junto simplicial Sn = ∆n/δ∆n.

∗ //

��

∆n

��
δ∆n // Sn

Explicitamente los elementos del circulo simplicial S1 son

∆1
k = {(i0, ..., ik)|0 ≤ i0 ≤ ...ik ≤ 1} = {

i︷ ︸︸ ︷
0, ..., 0, 1, ..., 1|0 ≤ i ≤ k + 1}

Luego (δ∆n)k = {(0, ..., 0), (1, ..., 1)} y por de�nición se tienen que Snk =
{∗, (i0, ..., ik)|0 ≤ i0 ≤ ...ik ≤ 1} = {(0, ..., 0)(1, ..., 1)|1 ≤ k ≤ k, el cual tiene
k+1 elementos incluyendo el punto base. De forma más general, Snk = {∗} para
k < n y Snk = {∗, (i0, ..., ik)} para k > n.
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De�namos el n-ésimo grupo de homotopia de un complejos de Kan X como
πn(X) = [Sn, X] = π0(XSn), pero también πn(X) puede ser de�nido como una
partición.

De�nición 4.1.3 Dado un complejo de Kan punteado X, de�namos πn(X)
para n ≥ 0 como el conjunto de clases de equivalencias homotópicas de n-
simplices x ∈ Xn con dix ∈ [∗] para 0 ≤ i ≤ n.

De�nición 4.1.4 Dado un complejo de Kan punteado, de�namos πn(X, ∗)
con n ≤ 0 como el conjunto de clases homotópicas de mapeos (δ∆n+1, ∗) →
(X, ∗), el cual se toma como punto base de δ∆n+1 el subconjunto de ∆n+1

generado por el vértice [0] y todas las clases homotópicas son relativas al punto
base.

Recordemos que un camino simplicial es un mapeo α : ∆1 → X el cual puede
ser identi�cado con un elemento x ∈ X1 considerando el camino como su mapeo
característico, así se tiene que homSs(∆

1, X) ≈ X1 por lo que el punto inicial
α(0) = α(d1σ) = d1xα y el punto �nal α(1) = α(d0σ) = d0xσ, con σ ∈ ∆1

1.

Si X es de Kan, dados dos caminos α y µ tales que α(1) = µ(0) podemos
encontrar w ∈ X2 tal que d0w = xµ y d2w = xα, denotemos por α ∗ µ = fd1w.

De�namos [α] = {β : ∆1 → X|α ' β rel(δ∆1)}.

Lema 4.1.2 Supongamos que existen w1, w2 ∈ X2 tales que d0w1 = d0w2 y
d2w1 = d2w2, entonces fd1w1 ' fd1w2 rel δ∆1.

Demostración. De�namos el mapeo F : (Λ2
1×∆1)∪(∆1×δ∆1)→ X dado por

F |Λ2
1×∆1(x, t) = fw1

|Λ2
1
(x) = fw2

|Λ2
1
(x) y F |∆2×{0} = fw1

y F |∆2×{1}. F puede
ser extendido a un mapeo F̄ : ∆2 × ∆1 → X considerando que la realización
geométrica de |(Λ2

1×∆1)∪(∆2×δ∆1)| es un retracto de |∆2×∆1| = T2×T1. La
composición ∆1 ×∆1 → ∆2 ×∆1 → X es una homotopía entre fd1w1

' fd1w2

rel δ∆1. `

Lema 4.1.3 (Asociatividad ) SeaX un complejo de Kan y dados α1, α2, α3

caminos en X con α1(1) = α2(0) y α2(1) = α3(0). Entonces (α1 ∗ α2) ∗ α3 '
α1 ∗ (α2 ∗ α3) rel δ∆1.

Demostración. Dado que α2(1) = α3(0) se tiene que d0xα2
= d1xα3

, por lo
que existe w0 ∈ X2 con d0w0 = xα3

y d2w0 = xα2
. Notemos que d2(d1w0) =

d1d2w0 = d1xα2 = α2(0) = α1(1) = d0xα1 por lo que existe w2 ∈ X2 con
d0w2 = d1w0 y d2w2 = xα1 . Análogamente, como d0xα1 = α1(1) = d2xα2 =
α2(0), existe entonces w3 ∈ X2 tal que d0w3 = xα2

y d2w3 = xα1
.
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w0

d0

��

d2

��

d1

��

w2

d0

��

d2

��

d1

��
xα3 xα2 xα2∗α3 xα1 xα1∗(α2∗α3)

w3

d0

[[

d2

AA

d1

// xα1∗α2 ,

donde d1w0 = d0w2, d2w2 = d2w3 y d2w1 = d0w3, por lo que w1, w2 y w3 son
coincidentes. Dado que X es de Kan se tiene u ∈ X3 tal que diu = wi para
i 6= 1. Así, xα1

∗ (α2 ∗ α3) = d1w2 = d1d2u = d1(d1u) con d2(d1u) = d1d3u
= d1w3 = xα1∗α2 y d0(d1u) = d0d0u = d0w0 = xα3 . De las últimas dos
ecuaciones, se tiene que el mapeo d1d1u es el mapeo representativo para
(α1 ∗ α2) ∗ α3. `

Lema 4.1.4 Sea X un complejo de Kan y sea α un camino en X, entonces
existe un camino α−1 tal que α ∗ α−1 = idα(0) rel δ∆1.

Demostración. Sea x2 = xα y x1 = s0α(0), entonces d1x2 = d1xα = α(0) =
d1x1, por lo que x1 y x2 son caras coincidentes, así se tiene w ∈ X2 tal que
d2w = xα y d1w = s0α(0). De�niendo α−1 = fd0w se tiene que α ∗α−1 ' idα(0)

rel δ∆1. `

Teorema 4.1.5 Sea X un complejo de Kan punteado y ∗ su punto base,
entonces el grupo de homotopía πn(X) es el conjunto cociente de elementos
esféricos en Xn bajo la relación, x ∼ x1 si existe w ∈ Xn+1 tal que d0w = x y
d2w = x1 y djw = ∗ para j > 1.

De�nimos el producto sobre πn(X) como [x] + [x1] = [d1w].

Proposición 4.1.6 Sea X un complejo de Kan punteado, entonces πn es
conmutativo para 2 6 n.

Demostración. La demostración de la proposicón 4.1.6 puede ser consultada
en [8] capítulo 2.

Lema 4.1.7 SeaX un complejos de Kan punteado y sean x, x1, x2 elementos
esféricos de Xn para 2 6 n. Supongamos que existe y ∈ Xn+1 tal que dqy = x
dq+1y = x1, dq+2y = x2 y djy = ∗ para j 6= q, q + 1, q + 2. Entonces

[x]− [x1] + [x2] = 0.

Demostración. Aplicando inducción sobre q, notemos que para q = 0 se tiene
que existe w ∈ Xn+1 tal que d0w = x, d1w = x1 y d2w = x2. Así, se tiene que
[x]− [x1] + [x2] = [d0w]− [d0w] = 0.
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Tomemos xi = ∗ para i < q − 1 o q + 3 < i, xq−1 = sq+2dq+2y, xq = y,
xq+1 = sqdqy, xq+3 = sq−1dq+2y . Notemos que

xq−2 xq−1 xq xq+1 xq+2 xq+3 xq+4

dq−3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

dq−2 ◦ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

dq−1 ∗ ◦ dq−1xq = ∗ ∗ dq+2y ∗

dq ∗ dq−1xq−1 = ∗ ◦ dqy dq+2y ∗

En la tabla se muestra que los elementos xi tienen caras coincidentes, por
lo que existe w ∈ Xn+2 con diw = xi para i 6= q + 2. De�niendo z = dq+2w se
tiene

djz = djdq+2w =



dq+1djw = dq+1xj = ∗ j < q − 1
dq+1dq−1w = dq+1xq−1 = dq+2y = x2 j = q − 1
dq+1dqw = dq+1xq = dq+1y = x1 j = q

dq+1dq+1w = dq + 1xq+1 = dqy = x j = q + 1
dq+2dq+3w = dq+2xq+3 = ∗ j = q + 2
dq+2dj+1w = dq+1xj+1 = ∗ j > q + 2 .

Así, [x]− [x1]+ [x2] = [dq+1xq+1]− [dq+1xq]+ [dq+1xq−1] = 0 y por hipótesis
inductiva se tiene que [x]− [x1] + [x2] = 0. `

Lema 4.1.8 Sea X un complejo simplicial punteado de Kan y dado x ∈
Xn+1 con dix = xi para 0 ≤ q ≤ n+1 tal que todo xi es esférico. Sea w ∈ Xn+1

con diw = xi con q 6= i, i+ 1 , dqw = ∗ y dq+1w = z para algún 0 ≤ q ≤ n− 1.
Entonces en πn(X) se satisface

[xq]− [xq+1] + [z] = 0.

Teorema 4.1.9( de la adición homotópica ) Sea X un conjunto simpli-
cial punteado de Kan y sean yi ∈ Xn elementos esféricos para 0 ≤ i ≤ n+ 1 con
2 ≤ n. Entonces en πn(X) la ecuación

[y0]− [y1] + [y2] + ...(−1)n+1[yn+1] = 0

es válida si y sólo si existe y ∈ Xn+1 tal que diy = yi para 0 ≤ i ≤ n+ 1.

Demostración. La demostración el teorema 4.1.9 puede ser consultada en [8]
capítulo 2.
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4.2 Sucesiones exactas, el teorema de Whithead y
el teorema de Milnor

Recordemos que dada la composición de dos mor�smos

·
f // b

g // ·

se dice que es una sucesión exacta en b si im(f) = ker(g) y un diagrama de la
forma

· // a
f // b

g // c // ·

es una sucesión exacta corta cuando es exacta en a,b y en c.

Consideremos ahora una �bración p : E → B y la inclusión i : F → E de la
�bra F sobre E. Aplicando el funtor πn se obtiene la sucesión

πn(F )
i∗ // πn(E)

p∗ // πn(B) .

De�namos el mapeo frontera ∂ : πn(B)→ πn−1(F ) de la siguiente manera,
sea b ∈ Bn un elemento esférico y consideremos el diagrama

Λnk
//

��

E

p

��
∆n

>>

fb

// B

con x ∈ En tal que djx = ∗ y p(x) = b donde p(d0x) = d0p(x) = d0b = ∗
con d0x ∈ Fn−1. Dado que djx = ∗ se tiene que dj+1d0x = d0djx = d0∗ = ∗.
Así, d0x es un elemento esférico de Fn−1, por lo que de�nimos ∂(b) = [d0x] en
πn(F ).

Lema 4.2.1 El mapeo ∂ : πn(B)→ πn−1(F ) está bien de�nido.
Demostración. Mostremos que la de�nición del mapeo frontera es indepen-

diente del representante de la clase de homotopía, para ello consideremos b, b̄ ∈
Bn con b ' b̄ y x̄ ∈ En con p(x̄) = b̄ y dj x̄ = ∗; tomemos c ∈ Bn+1 con d0c = ∗,
d1c = b, d2c = b̄ y djc = ∗ para j > 2. Denotemos por y1 = x, y2 = x̄ y yi = ∗,
notemos que p(yj) = dj(c) para j 6= 0, el conjunto yi con 1 ≤ i ≤ n + 1 son
caras coincidentes respecto a 0 ya que djy1 = ∗ y djy2 = ∗ para j > 0 por lo
que existe z ∈ En+1 tal que p(z) = c y djz = yj para j 6= 0.

Observemos que p(d0z) = d0p(z) = d0c = ∗, se tiene que d0z ∈ Fn con

d0d0z = d0d1z = d0y1 = d0x

d1d0z = d0d2z = d0y2 = d0x̄

djd0z = d0dj+1z para 2 ≤ j.
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Así, d0x ' d0x̄ y [d0x] = [d0x̄], por lo tanto ∂ : πn(B) → πn−1(F ) es
independiente de la elección del representante de la clase homotópica. `

Lema 4.2.2 El mapeo frontera es un homomor�smo.
Demostración. Consideremos b1, b2, b3 elementos esféricos de Bn que satisfa-

cen [b1]− [b2] + [b3] = 0, es decir, [b2] = [b1] + [b3]. Por el teorema de la adición
homotópica existe c ∈ Bn+1 tal que djc = ∗ para j < n − 1 y dn−1c = b1,
dnc = b2 y dn+1c = b3. Sean x1, x2, x3 elementos esféricos de En tal que
djx1 = djx2 = djx3 = ∗, denotemos por yi = ∗ para i < n − 1, yn−1 = x1,
yn = x2 y yn+1 = x3, entonces p(yj) = djc para j > 0, los elementos yi son
caras coincidentes respecto al 0 por lo que existe z ∈ En+1 tal que djz = yj y
p(z) = c por lo que p(d0z) = d0p(z) = d0c = ∗, así d0z ∈ Fn−1.

Luego se tiene que

djd0z = d0dj+1z = d0yn+1 = ∗ para j < n− 3

dn−2d0z = d0dn−1z = d0yn−1 = d0x1

dn−1d0z = d0dnz = d0yn = d0x2

dnd0z = d0dn+1z = d0yn+1 = d0x3 .

Por el teorema de la adición homotópica (4.1.9) se tiene que [d0x1]− [d0x2]+
[d0x3], así [d0x1] + [d0x3] = [d0x2]. `

Teorema 4.2.3 Sea p : E → B una �bración y sea F la �bra, supongamos
que E o B son de Kan. Entonces la sucesión

· // πn(F )
i∗ // πn(E)

p∗ // πn(B)
∂ // πn−1(F ) · · ·

∂ // π0(F )
i∗ // π0(E)

p∗ // π0(B)

es exacta corta.
Demostración. Realicemos la prueba por partes

1. Probemos que p∗i∗ = 0 y ker(p∗) = Im(i∗). Notemos que p ◦ i = ∗, así,
p∗i∗ = 0. Sea x ∈ En un elemento esférico tal que [p(x)] = 0, entonces se
tiene un elemento c ∈ Bn+1 tal que d0c = ∗, d1c = p(x) y djc = ∗ para
j > 1. De�namos y1 = x,yj = ∗, entonces p(yj) = djc y los elementos yi
con 1 ≤ i ≤ n + 1 son caras coincidentes respecto a 0 , por lo que existe
z ∈ En+1 tal que p(z) = c y djz = yj para j > 0 con d0z ∈ Fn, d1z =
y1 = x y djz = ∗ para j > 0. Por el teorema de la adición homotópica se
tiene que i∗([d0z])− [x] = 0 en πn(E), así [x] ∈ Im(i∗).

2. Veamos que i∗∂ = 0 y ker(i∗) = im(∂). Sea b ∈ En un elemento esférico,
por de�nición se tiene que ∂([b]) = [d0x] para p(x) = b y djx = ∗. Así
[d0x] ∈ πn−1(F ) por lo que i∗(∂[b]) = 0.
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Tomemos x ∈ Fn tal que i∗[x] = 0, es decir, [x] = 0 en πn(E), luego existe
z ∈ En+1 tal que d0z = x y djz = ∗ para j > 0. De�niendo b = p(z) se
tiene que ∂[b] = [d0z] = [x].

3. Finalmente probemos que ∂p∗ = 0 y ker(∂) = im(p∗). Consideremos un
elemento esférico x ∈ En y de�namos [b] = p∗[x]. Por de�nición ∂[b] =
[d0x] = [∗] = 0.

Ahora tomemos b ∈ Bn un elemento esférico tal que ∂[b] = 0, por de�nición
∂[b] = [d0x] con p(x) = b y djx = ∗ para j > 0 con d0x ∈ Fn−1. Se tiene
que existe x̄ ∈ Fn tal que d0x̄ = d0x y dj x̄ para j > 0, de�niendo y0 = x̄,
y1 = x y yj = ∗ para 2 ≤ j ≤ n, entonces yi son caras coincidentes por
lo que existe z ∈ En+1 tal que djz = yj para 0 ≤ j y además djdn+1z =
dndjz = ∗ para 0 ≤ j ≤ n, por lo que dj es un elemento esférico en En.

Si c = p(z), se tiene que

d0c = d0p(z) = p(d0z) = p(y0) = p(x̄) = ∗

d1c = d1p(z) = p(d1z) = p(y1) = p(x) = b

djc = djp(z) = p(djz) = p(yj) = p(∗) = ∗ para 2 ≤ j ≤ n

dn+1c = p(dn+1z) .

Por el teorema de la adición homotópica

[b] + (−1)n+1[p(dn+1z)] = [b] + (−1)n+1p∗[dn+1)] = 0 . `

Lema 4.2.4 Si X es un conjunto simplicial de Kan, entonces el producto
de mapeos evaluación e0 × e1 : XI → X × X es una �bración de conjuntos
simpliciales.

Demostración. Consideremos la equivalencia débil entre conjuntos simplicia-
les K → L y el diagrama en Ss

K
a //

��

XI

��
L

b
// X ×X .

Por la ley exponencial podemos identi�car los mapeos a y b como a : K×I → X
y b : L × {0, 1} → X, ya que el diagrama conmuta podemos decir que a y b
coinciden en K × {0, 1}. De�namos W el pushout en el diagrama

K × {0, 1} //

��

L× {0, 1}

��
K × I // W .
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Como el mapeo horizontal superior es una equivalencia débil y el vertical
izquierdo es una co�bración en Ss, se tiene que el pushout es una equivalencia
débil y una co�bración. Tomando los mapeos j : W → L × I y f = (a, b) :
W → X Así, se tiene que j es una co�bración trivial ya que es inyectivo y es
una equivalencia débil por 2 de 3 y se obtiene la diagonal en el diagrama

W
f //

j

��

X

L× I
α

<<

.

Nuevamente mediante la ley exponencial identi�camos a α como el mapeo
α : L→ XI de nuestro diagrama original. `

Lema 4.2.5 Supongamos que f : X → Y es un mapeo arbitrario entre
conjuntos simpliciales de Kan. Si iy : Y → Y I denota el camino constante y
e0, e1 : Y I → Y son los mapeos evaluación. Entonces se tiene el diagrama

X
(idx,iyf) //

f ��

X ×e0y Y I

e1π2

{{
Y ,

donde (idx, iyf) es una equivalencia homotópica y e1π2 es una �bración.

Teorema 4.2.6 (de Whitehead) Cualquier co�bración trivial entre con-
juntos simpliciales de Kan admite un retracto de deformación. Cualquier equiva-
lencia débil entre conjuntos simpliciales de Kan es una equivalencia homotópica.

Demostración. Sea j : X → Z una co�bración trivial con X y Z de Kan, por
el lema anterior se tiene que el mapeo e1π2 es una �bración por lo que se tiene
el levantamiento en el diagrama

X
(id,izj)//

j

��

X ×e0z ZI

e1π2

��
Z //

(r,H)
::

Z ,

donde rj = idX es el retracto buscado y el mapeo H : Z → ZI puede ser
visto como la homotopía α : Z × I → Z por la ley exponencial.

Luego, sea f : X → Y una equivalencia débil entre conjuntos simpliciales de
Kan. Realizando la factorización en Ss

X
j //

f   

Z

p
��

Y
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con j una co�bración trivial y p una �bración (la cual también es trivial por
2 de 3) con Z de Kan, por lo que se tiene un levantamiento s : Y → Z en el
diagrama

∗ //

��

Z

p

��
Y

idY

//

s

??

Y .

Notemos que s es una co�bración trivial ya que es inyectiva y equivalencia
débil por 2 de 3, así se tiene el levantamiento en

Y
(irs) //

s

��

ZI

e0×e1
��

Z
(id,sp)
//

J

<<

Z × Z ,

donde el mapeo J : Z → ZI es identi�cado con la homotopía H̄ : Z × I → Z
entre idZ y sp.

Observemos que la homotopía inducida por p ∗ H̄ ∗ s relaciona pjrs = frs y
idy = ps mientras que r ∗J ∗ j nos proporciona una homotopía entre rspj = rsf
y idX = rj.

Por lo tanto f es una equivalencia homotópica con inversa homotópica rs :
Y → X. `

Teorema 4.2.7 (de Milnor) SeaX un conjunto simplicial de Kan, entonces
el mapeo simplicial ηX : X → S|X| es una equivalencia homotópica.

Demostración. La demostración del teorema 4.2.7 puede ser consultada en
[11] capítulo 4.

Lema 4.2.8 Si j : D → C es un mapeo arbitrario en TopC con la propiedad
del levantamiento izquierdo respecto a las �braciones de Serre, entonces D es
un retracto de deformación de C.

Demostración. Es una consecuencia del argumento del retracto.

Proposición 4.2.9: Si i : A → B es una mapeo anodino entonces |i| :
|A| → |B| y |A| es un retracto de deformación.

Demostración. Sea p : X → Y una �bración en Ss y consideremos el diagra-
ma

A //

��

X
ηX //

��

s|X|

��
B //

h

@@

Y
ηY // s|Y | ,
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del cual podemos inducir el levantamiento en el diagrama

A //

��

s|X|

��
B //

>>

s|Y | .

Aplicando el funtor | · | al diagrama anterior se tiene el levantamiento |B| →
|X| y por el lema anterior se tiene que |A| es un retracto de deformación de |B|.
`

Proposición 4.2.10 SeaX un conjunto simplicial, entonces ηX : X → s|X|
es una equivalencia débil.

Demostración. Sea α : X → Y una inclusión anodina con Y de Kan. Tome-
mos en cuenta el diagrama

X
ηX //

α

��

s|X|

s|α|
��

Y
ηY // s|Y | .

Por la proposición anterior y por el teorema de Milnor se tiene que los mapeos
s|α| y ηY son equivalencias homotópicas y además α también es una equivalencia
débil, por lo que el mapeo ηX es también una equivalencia débil. `

Diremos que un mapeo f : X → Y en Ss es una equivalencia homotópica
geométrica si al aplicarle el funtor realización |f | : |X| → |Y | es una equivalencia
homotópica.

Proposición 4.2.11 Un mapeo f : X → Y en Ss es una equivalencia débil
si y sólo si es una equivalencia homotópica geométrica.

Demostración. Primero supongamos que f : X → Y es una equivalencia
débil, considerando la factorización de f como

X

f   

i // Z

p
��

Y

con i una co�bración y p una �bración trivial. Notemos que por dos de tres i
es también una equivalencia débil y además como i es una co�bración y equi-
valencia débil se tiene que i es anodina y por lo tanto |i| es una equivalencia
homotópica. Análogamente dado que p es una �bración trivial entonces p y |p|
son equivalencias homotópicas. Por 2 de 3 se concluye que |f | también es una
equivalencia homotópica.
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Luego, asumamos que f es una equivalencia homotópica geométrica, enton-
ces el diagrama

X
ηX //

f

��

s|X|

s|f |
��

Y
ηY
// s|Y | ,

donde ηX y ηY son equivalencias débiles y |f | es una equivalencia homotópica
entonces f es una equivalencia débil. `

Considerando la version topológica del Teorema de Whithead:
Sea f : X → Y es una equivalencia débil entre dos complejos CW, entonces

f es una equivalencia homotópica.
Conclusión 1:
Si tomamos una equivalencia débil w : X → Y con X y Y espacios topoló-

gicos y consideramos el diagrama conmutativo

| sX |
|sw| //

εX

��

| sY |

εY

��
X

w
// Y .

Por dos de tres se tiene que | sw |:| sX |→| sY | es una equivalencia débil entre
complejos CW y por la versión topológica del teorema de Whithead, se tiene
que | sw | es una equivalencia homotópica.

Luego, si tomos ahora una equivalencia débil w : X → Y entre dos conjuntos
simpliciales, si consideramos el diagrama

X
w //

ηX

��

Y

ηY

��
s|X|

s|w|
// s|Y |

Por dos de tres se tiene que el mapeo s | w |: s | X |→ s | Y | es una equivalencia
débil y por la versión simplicial de teorema de Whithead se tiene que también
es una equivalencia homotópica.

Por lo que podemos concluir que las composiciones s | − | y | s | preserva
equivalencias homotópicas.

Conclusión 2:
Se demostro que Π(X) = Π(|X|), particularmente πn(X,x) = πn(|X|, |x|).

Así si f es una equivalencia débil geométrica, se tiene que |f | es una equivalencia
débil por lo que πn(|f |) : πn(|X|, |x|)→ πn(|Y |, |y|) es una biyección, por lo que
πn(f) : πn(X,x)→ πn(Y, y) también lo es.

Conclusión 3:
Considerando la versión topológica del teorema de Seifer- Van Kampen, el

cual nos dice
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Teorema: Sea H un grupo y ρ1, ρ2 y ρ3 homomor�smos tal que hagan
conmutar el diagrama

Π(U ∩ V ) //

ρ2

��

Π(U)

ρ1

��
Π(V ) // H

entonces existe un mapeo σ : Π(X)→ H tal que conmuten el siguiente diagrama

Π(U ∩ V ) //

ψ2

��

Π(U)

ψ1

��
ρ1

��

Π(V ) //

ρ2

))

Π(X)

σ

""
H

Podemos considerar la versión simplicial como una generalización de la ver-
sión topológica, ya que al comparar los diagramas de ambas categorías

π1(X1 ∩X2, x0)
i∗1 //

i∗2
��

π1(X,x1)

j1∗

��
π1(X2, x0) // π1(X,x0)

Π1(W,w) //

��

Π1(V, v)

��
Π1(U, u) // Π1(X,x)

Se nota una identi�cación de los elementos del diagrama en Ss con los elemento
en la categoría Top ya que al comparar los grupoides fundamentales de las
realizaciones geométricas de los conjuntos simpliciales, encontramos la misma
situación del teorema de Seifer- Van kampen.

Conclusión 4: Como Λnk → ∆n es un mapeo anodino, se tiene que su
realización | Λnk |→| ∆n | es un retracto de deformación. Así al aplicar el funtor
singular en el diagrama en Top

| Λnk | //

��

X

| ∆n |
h

==

Se obtiene
Λnk

//

��

sX

∆n

sh

==

Por lo tanto se tiene el complejo singular de cualquier espacio topológico X es
un conjunto simplicial de Kan.
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Apéndice

A.1. Teoría de Categorías
De�nición A.1.1 Una categoría es un quíntuple C = (O,M, dom, cod, ◦)

donde :

1) O es una clase cuyos miembros son llamados C-objetos, denotada usual-
mente por Obj(C) o C0.

2) M es una clase cuyos miembros son llamados C-mor�smos, denotada usal-
mente por Morf(C) o C1.

3) dom y cod son dos funciones de M a O. Si f ∈ M, dom(f) se llama
dominio de f y cod(f) se llama codominio de f .

4) ◦ es una función de D = {(f, g) : f, g ∈ M y dom(f) = cod(f)} en M
llamada ley de composición de M tal que ◦(f, g) se denota por f ◦ g y se
dice que f ◦ g está de�nida si y sólo si (f, g) ∈ D. Además ◦ satisface las
siguientes propiedades:

a) Condición de igualación. Si f ◦ g está de�nida, entonces dom(f ◦
g)=dom(g) y cod(f ◦ g)=cod(f).

b) Condición de asociatividad. Si f ◦ g y h ◦ f están de�nidas, entonces
h ◦ (f ◦ g)= (h ◦ f) ◦ g.

c) Condición de existencia de identidades. Para cada C-objeto A hay un
C-mor�smo e tal que dom(e)=A=cod(e) y

i) f ◦ e = f si f ◦ e está de�nida;

ii) e ◦ g = g si e ◦ g está de�nida.

d) Condición de pequeñez de clases de mor�smos. Para cada par de
C-objetos (A,B), la clase

homC(A,B) = {f : f ∈M, dom(f) = A y cod(f) = B}

es un conjunto

Para cada categoría C se le asocia su categoría opuesta Cop llamada la cate-
goría opuesta de C. Los objetos de Cop son los objetos de C, los mor�smos en
Cop son mor�smos fop : b→ a siempre que f : a→ b sea un mor�smo en C y la
composición se de�ne como fopgop = (gf)op siempre que gf esté de�nida en C.

De�nición A.1.2 Sean C y D categorías. Un funtor covariante de C a D es
una terna (C, F,D) en la cual F es una función de la clase de mor�smos de C a
la clase de mor�smos de D (F : C → D) satisfaciendo las siguientes condiciones;

i) F preserva identidades, es decir, si e es una C-identidad, entonces F (e) es
una D-identidad.

ii) F preserva composición, F (f◦g) = F (f)◦F (g), es decir si dom(f)=cod(g),
entonces dom(F (f))=cod(F (g)).
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De�nición A.1.3 Un funtor contravariante es una terna (C, F,D) tal que
(Cop, F,D) es un funtor covariante (donde la categoría Cop es la categoría opuesta
de C).

De�nición A.1.4 Dado un funtor T : A → B, entre las categorías A y
B, diremos que T es pleno si dado dos objetos c y c̄ de A y un mor�smo
f̄ : T (c)→ T (c̄) en B,entonces existe f : c→ c̄ en A tal que T (f) =.

De�nición A.1.5 Dado un funtor S : A → B, entre las categorías A y B
diremos que S es �el si para cada par de objetos c y c̄ en A y cada par de
mor�smos f1f2 : c→ c̄ tal que S(f1) = S(f2), entonces se tiene que f1 = f2.

De�nición A.1.6 Dados dos funtores F,G : C → D una transformación
natural α : F → G es una colección de �echas (αX : F (X)→ G(X))X∈O de D
tal que para cada mor�smo f : X → Y en C el siguiente diagrama conmuta

F (X)
F (f) //

αX

��

F (Y )

αY

��
G(X)

G(f)
// G(Y ) .

De�namos la categoría SetC
op

, donde Set es la categoría de conjuntos, por

• Obj(SetCop) = {F : Cop → Set donde F es funtor}.

• Morf(SetC
op

) = {α : F → G : α es transformación natural y F,G ∈ Obj(SetCop)}.

Lema A.1.7 (Lema de Yoneda) Para cada objeto F ∈ Obj(SetC
op

) y
X ∈ Obj(C) se tiene la biyección

y : SetC
op

(C(−, X), F ) ' F (X)

enviando una transformación natural α ∈ SetCop(C(−, X), F ) al elemento
α(1X) de F (X).

Demostración Sean α : homC(−, X) → F una transformación natural y
f : Y → X un mor�smo en C, conX ∈ Obj(C), se tiene el diagrama conmutativo

homC(Y,X)
homC(f,X)//

αX

��

homC(X,X)

αY

��
F (Y )

F (f)
// F (X) .

Notemos que αX determina de forma única al elemento a = αX(1X), así
de�nimos el isomor�smo y enviando a cada transformación natural α al elemento

78



αX(1X) ∈ F (X) mientras que y−1 envia a a ∈ F (X) a la única transformación
natural α que satisface αX(1X) = a.

Corolario A.1.8 EL funtor C : C → SetC
op

, de�nido por C(X) = homC(,X)
es pleno, �el e inyectivo en objetos.

Demostración Es consecuencia inmediata del lema Yoneda.

De�nición A.1.9 Una categoría D se dice que es una subcategoría de C si
las siguientes condiciones se satisfacen

• Obj(D) ⊂ Obj(C).

• Morf(D) ⊂Morf(C).

• Las funciones dominio, codominio y composición de mor�smos de D son las
restricciones de las funciones dominio, codominio y composición de mor-
�smos C.

• Cada D-identidad es una C-identidad.

De�nición A.1.10 Una relación de equivalencia ∼ en la clase de mor�smos
de una categoría C es llamada una congruencia en C a condición de que

• Cada clase de equivalencia bajo ∼, está contenida en homC(A,B) para
algún par de objetos A, B ∈ Obj(C)
.

• Siempre que f ∼ f ′ y g ∼ g′ se tiene que g◦f ∼ g′◦f ′ (cuando la composición
está de�nida).

De�nición A.1.11 Un mor�smo f : A→ B en una categoría C se dice que
tiene una sección (o corretracción) en C si existe un mapeo g : B → A tal que
g ◦ f ' idA .

Noción dual: Cosección (o retracción).

De�nición A.1.12 Sea f : A→ B un mor�smo en C

• Diremos que f es un monomor�smo en C si para cualesquiera h, k mor�smos
tales que f ◦ h = f ◦ k se sigue que h = k.

• Diremos que f es un epimor�smo en C si para cualesquiera mor�smos h, k
tales que h ◦ f = k ◦ f se sigue que h = k.

De�nición A.1.13 Sean f, g : A → B un par de mor�smos en C. Un par
(E, e) es llamado el igualador de f y g en C siempre que se satisfaga:

• e : E → A es un mor�smo en C.

• f ◦ e = g ◦ e.
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• Para cualquier mor�smos h : Ē → A tal que f ◦ h = g ◦ h, entonces existe un
único mor�smo ē : Ē → E tal que conmuta el diagrama

Ē

h

��
ē

��
E

e
// A .

Noción dual Coigualador.

En el caso particular cuando g sea un mor�smo nulo, el igualador entre f y
g es llamado núcleo o kernel de f y g en C .

De�nición A.1.14 Dado un par de objetos (A,B) de una categoría C, el
producto de (A,B) en C se de�ne como la terna (P,ΠA,ΠB) donde P ∈ Obj(C)
y ΠA : P → A , ΠB : P → B son mor�smos, usualmente llamados proyecciones,
en C. Además se satisface la propiedad de que si C es cualquier otro objeto y
f : C → A, g : C → B son mor�smos arbitrarios, entonces existe un único
mor�smo < f, g >: C → P tal que

A

C

g
��

<f,g> //

f
??

P

ΠA

__

ΠB��
B .

Noción dual Coproducto.

De�nición A.1.15 Dada una familia (Ai)i∈I de objetos en C, de�nimos su
producto en C como el par (

∏
(Ai)i∈I , (

∏
i)i∈I) la cual satisface

1)
∏

(Ai)i∈I es un objeto en C.

2) Para cada j ∈ I,
∏
j :
∏

(Ai)i∈I → Aj es un mor�smo en C.

3) Por cada par (C, (fi)i∈I), con C objeto de C y para cada j ∈ I, fj : C → Aj ,
se tiene un único mor�smo < fj > tal que para toda j ∈ I conmuta el
triángulo

C
<fj>//

fj ##

∏
(Aj)j∈I∏

j

��
Aj

Proposición A.1.16 Si (
∏
Ai,Πi) es un producto de (Ai)i∈I y sean h, k :

C →
∏
Ai monomor�smos con la propiedad de que para cada i ∈ I, Πi ◦ h =

Πi ◦ k, entonces h = k.
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Demostración De�namos fi = Πi ◦ h = Πi ◦ k, por la condición de unicidad
en la de�nición del producto, se tiene h =< fi >= k.

Proposición A.1.17 Sean (
∏
Ai,Πi) y (

∏
Āi, Π̄i) productos de (Ai)i∈I ,

entonces existe un único isomor�smo s :
∏
Ai →

∏
Āi tal que para toda j ∈ I,

conmuta el triángulo ∏
Ai

s //

Πj !!

∏
Āi

Π̄j}}
Aj .

Por de�nición de producto existen mor�smos únicos s y t tales que, para
cada j ∈ I, conmuta el diagrama∏

Ai
s //

Πj ##

∏
Āi

t //

Π̄j

��

∏
Ai

Πj{{
Aj .

Notemos que Πj ◦ t ◦ s = Πj ◦ id∏Ai , por la proposición anterior se tiene que
t ◦ s = id∏Ai . Análogamente se cumple que t ◦ s = id∏ Āi . Por lo tanto s es un
isomor�smo.

De�nición A.1.18 Dado un funtor D : I → C, con I y C categorías,
entonces una fuente natural es un par (L, (li)i∈Obj(I)) en C tal que para cada
i ∈ Obj(I), li : L → D(i) y para todo monomor�smo m : i → j en I, conmuta
el diagrama

D(i)

D(m)

��

L

li
==

lj !!
D(j) .

Noción dual Cofuente natural o despeñadero natural.

De�nición A.1.19 Sean D : I → C un funtor entonces una fuente natural
(L, (li)i∈Obj(I)) es llamada límite de D si dada otra fuente natural (L̄, (l̄i)i∈Obj(I)),
entonces se tiene un único monomor�smo h : L̄ → L tal que para cada j ∈
Obj(I), conmuta el diagrama

L̄

h

��

l̄j

!!
L

lj

// D(j) .
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Noción dual Colímite.

De�nición A.1.20 Un cuadrado en C, digamos

P
p1 //

p2

��

D1

f1

��
D2

f2

// D0 ,

es llamado cuadrado pullback si dada la terna (P, p1, p2) como límite del funtor
D : I → C, donde la categoría I se de�nió por

1

m

��
0

2

n

@@

,

con D(m) = f1, D(n) = f2 y f1 ◦ p1 = f2 ◦ p2. En otras palabras, dado otra
terna (P̄ , f̄1, f̄2) tal que haga conmutar el diagrama

P̄
p̄1 //

p̄2

��

D1

f1

��
D2

f2 // D0 ,

entonces existe un único mor�smo h : P̄ → P tal que el triángulo en el
diagrama

P̄

h   

p̄1

((
p̄2

��

P
p1

//

p2

��

D1

f1

��
D2

f2

// D0 .

conmuta.

Noción dual Cuadrado pushout.

De�nición A.1.21 Sean F : C → D y G : D → C funtores. Diremos que
F es adjunto izquierdo de G, o bien G es adjunto derecho de F (F ` G) si se
satisface una de las siguientes condiciones equivalentes:

Se tienen transformaciones naturales ε : FG→ 1C y η : 1D → GF tal que
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conmutan los siguientes diagramas:

G
ηG //

1G ""

GFG

Gε
��

F

1F
��

Fη // FGF

εF||
G F

ParaX, X̄ en C y Y y Ȳ enD existe un isomor�smo natural ψ : D(F (X), Y )→
C(X), G(Y )) tal que:

D(F (X), Y )

��

ψ // C(X), G(Y ))

��
D(F (X̄), Ȳ )

ψ
// C(X̄), G(Ȳ ))

De�nición A.1.22 Una categoría D es completa si el funtor ∆ : C → DC
tiene adjunto derecho.

Noción dual Categoría cocompleta

A.2 Categoría de Modelos

De�nición A.2.1 Dado el diagrama

A
f //

i

��

X

p

��
B

g
// Y ,

un levantamiento es un mapeo h : B → X tal que conmuta el diagrama
resultante

A
f //

i

��

X

p

��
B

g
//

h

??

Y ,

es decir, tal que hi = f y ph = g.

De�nición A.2.2 Una categoría de modelos es una categoría K con tres
clases de mor�smos.

i) Equivalencias débiles W.

ii) Fibraciones F .

iii) Co�braciones C.

83



Las cuales son cerradas bajo la composición y contienen todos los mapeos iden-
tidad. Si f es una equivalencia débil y una �bración (co�bración), f es llamada
�bración (co�bración aciclica). La categoría de modelos K satisface

M1 Los límites y colímites �nitos existen en K.

M2 Si f y g son mapeos en K talque fg está de�nida, si dos de los tres mapeos
son equivalencias débiles, entonces el tercero también lo es.

M3 Si f es retracto de g y g es una equivalencia débil, �bración o co�bración,
entonces f también lo es.

M4 Dado un diagrama como ∗, entonces el levantamiento existe siempre que

• i es una co�bración y p una �bración aciclica o bien

• i es una co�bración aciclica y p una �bración.

M5 Cualquier mapeo f en K puede ser factorizado como f = pi en cualquiera
de los dos casos

1) p una �bración e i co�bración acíclica.

2) p una �bración acíclica e i co�bración.

Ejemplo 1. Sea K una categoría con límites y colímites �nitos. De�namos
F = C = Morf(K) y W = {f : X → Y tal que f es un isomor�smo en K}.
Claramente (F , C,W) es una categoría de modelos sobre K.

Proposición A.2.3 Sea K una categoría de modelos, entonces Kop es una
categoría de modelos de�niendo

• F̄ = {fop : Y → X tal que f ∈ F}.

• C̄ = {fop : Y → X tal que f ∈ C}.

• W̄ = {fop : Y → X tal que f ∈ W}.

Demostración. Notemos que M1 se cumple dado que un límite (colímite) en
Kop es un colímite (límite) en K. Para M2 tomemos fop, gop en Kop y supon-
gamos que fopgop está de�nida y que fop y fopgop pertenecen a W̄, entonces f ,
gf ∈ W lo que implica que g ∈ W̄. Por lo tanto gop ∈ W̄. ParaM3 yM4 bastará
que los diagramas en Kop sean invertidos para obtener la cerradura (o levan-
tamiento) en K y regresarlo a Kop. Finalmente, considere un mapeo arbitrario
fop : Y → X en Kop, entonces f : X → Y tiene una factorización

X

f   

i // E

p
��

Y .

Invirtiendo nuevamente el diagrama se tiene la factorización en el diagrama
original en Kop. `
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Proposición A.2.4 Sean K una categoría de modelos y f : X → Y mor-
�smo en K con la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a todas las
�braciones aciclicas (�braciónes), entonces f es una co�bración (co�bración tri-
vial).

Demostración. Sea f : X → Y un mapeo con la propiedad del levantamiento
izquierdo respecto a todas las �braciones. Considérese la factorización

X
i //

p
��

E

p
��

Y ,

con i co�bración y p �bración acíclica. Como f tiene la propiedad del
levantamiento izquierdo respecto a p, se tiene el levantamiento en el diagrama

X

f

��

i // E

p

��
Y

idY

// Y .

Por lo que f es retracto de i y por M3 se tiene que f es una co�bración. `

Dualmente

Proposición A.2.5 Sean K una categoría de modelos y f : X → Y mor-
�smo en K con la propiedad del levantamiento derecho respecto a todas las
co�braciones acíclicas (co�braciónes), entonces f es una co�bración (�bración
trivial).
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