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Las preguntas verdaderamente serias son aquéllas que pueden ser formuladas
hasta por un nino. Sélo las preguntas mds ingenuas son verdaderamente serias.
Son preguntas que no tienen respuesta. Una pregunta que no tiene respuesta es

una barrera que no puede atravesarse. Dicho de otro modo: precisamente las

prequntas que no tienen respuesta son las que determinan las posibilidades del

ser humano, son las que trazan las fronteras de la existencia del hombre.
M.K
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Introduccién

El concepto de conjunto simplicial es una extension de la nocién de complejo
simplicial en topologia algebraica, la cual nos aporta un modelo combinatorio de
la teoria de homotopia de un espacio topolégico. La teoria de conjuntos simpli-
ciales generaliza la idea de los A-complejos de topologia algebraica. El anélisis
de su categoria de conjuntos simpliciales S's y su relacién con la categoria Top,
mediante los funtores realizacion |.| : Ss — Top y su adjunto Sig : Top — S,
nos permite asociar cada espacio topologico a un conjunto de mapeos simplicia-
les.

Daniel Kan define en 1956 el concepto de fibracién de conjuntos simpliciales
o fibracion de Kan la cual involucra la propiedad de extension que permite el
desarrollo de la teoria de homotopia de conjuntos simpliciales, teoria que aporta
la idea de construccion de mapeos y homotopias de mapeos dentro de la teoria de
simplices abordandolo algebraica y combinatoriamente. Pero no fue sino hasta
1967 que Daniel Quillen, con la nocién de categoria de modelos, aporta un
conjunto de técnicas abstractas que permiten realizar un andlisis homoto6pico a
una categoria de modelos C. La teoria de categorias de modelos revolucion6 la
teoria de homotopia moderna y en la actualidad existen numerosas aplicaciones
en algebra y K-teoria. Una categoria de modelos es una categoria ordinaria con
tres clases de morfismos especiales llamados fibraciones (F), cofibraciones (C) y
equivalencias débiles (W), que satisfacen ciertos axiomas que han hecho posible
desarrollar por completo una teoria de homotopia, de la misma forma que sucede
en los ejemplos clasicos de espacios topoélogicos y de los conjuntos simpliciales,
por lo que las categorias de modelos son una abstracciéon y generalizaciéon de
la teoria de homotopia. Dos ejemplos basicos de categorias de modelos son las
categorias Top de los espacios topolodgicos y la categoria ChR de complejos de
cadenas no negativas de modulos sobre un anillo R. La teoria de homotopia
de ChR es usualmente llamada dlgebra homoldgica. La comparacién de estos
dos ejemplos ayuda a explicar porqué Quillen llam6 al estudio de las categorias
de modelos “ algebra homotoépica ” y la considerdé como una generalizaciéon de
algebra homologica.

El objetivo principal de la tesis es dotar de una estructura homotopica de
Quillen a la categoria de conjuntos simpliciales Ss. La tesis se desarrolla de la
siguiente manera. En el primer capitulo definimos lo que es un conjunto simpli-
cial mostrando su propiedades béasicas y el andlisis de su n-esqueleto. También
mostramos la relacién entre la categoria de conjuntos simpliciales Ss con otras
categorias como Cat, Gpd y Top y las propiedades elementales de los conjun-
tos simpliciales de Kan. En el capitulo dos definimos lo que es una estructura
homotdépica de Quillen desarrollando dos ejemplos importantes, las categorias
Top y Gpd, asi como una introduccén a las estructuras fibrantes y cofibrantes
de una categoria de modelos C.



En el capitulo tres y cuatro asignamos una estructura homotépica a la cate-
goria de conjuntos simpliciales Ss y andlizamos las equivalencias homotdpicas
con la categoria de espacios topolégicos Top, ademéas de mostrar propiedades
basicas del grupo fundamental de un conjunto simplical. Al final también se
anexa un apéndice en el cual se muestran resultados elementales sobre teoria de
categorias y categorias de modelos.

VI



Capitulo 1
Objetos Simpliciales

En este capitulo se introducen los elementos bésicos para el estudio de los
conjuntos simpliciales desde un punto de vista homotépico y categorico
analizando la relacién existente con otras categorias. Estudiamos también la
relaciéon de homotopia entre conjuntos simpliciales de Kan asi como la
construcciéon del grupoide fundamental de un conjunto simplicial.

1.1 La categoria de conjuntos de orden finito y los
objetos simpliciales

Definamos la categoria Delta, la cual denotaremos por A, como:
= Obj(A) ={[n] ={0,1,....,n—1,n}}
» Morf(A)={a:[m]— [n]:con «a no decreciente }

= o es la composicion usual entre funciones.

Definicién 1.1.1 Para cada n > 1y j € [n] definamos el mapeo §,;" :
[n — 1] — [n] como un morfismo inyectivo que preserva el orden saltando el
elemento j, es decir (6% ({j}))~" =0 y para n > 0 el mapeo o;" : [n+ 1] — [n]
el morfismo suprayectivo que preserva el orden tal que (o;")"'{j} = {j,j + 1}.

Una observacion relevante en la categoria A es que todos sus mapeos pueden
ser escritos como composicion de 6;" y o;", para cualquier mapeo o : [m] — [n]
bastara con definir los siguientes conjuntos

A={jelml:a(j)=al+1)}={ji <jir <. <jo}
B={ic[n]:i¢ Img(a)} = {is > i5-1 > .... >ip}
Por lo que

o = 5i55i571"'6i00jt“'70-j0 = (SBO'A

Ejemplo 1.1.1 Sea p : [4] — [5] definida como u(0) =1, pu(1) = 1, u(2) = 3,
u(3) = 3, u(4) = 5. Asi, A—{j €[4 p(j) = p(j + D} = {jo = 0, ja = 2} y
B={i e [5]:i ¢ Img[u]} ={i1 =0, ix =2, i3 = 4}. Por lo que finalmente

n = 5462500’00’2

Observemos ademas que se cumplen las siguientes identidades



6760 = 697 parai < j
oot = oot parai <j (1)
(e i<y
ol §i = id i=joi=j+1
§ilgi > j+1

o bien

n—1_""[n-2]
551

Notemos que los cuadrados generados por los morfismos §;” s y los o;” s,
forman diagramas pullback y pushout respectivamente, lo cual nos lo afirma la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.1 Sea

un diagrama conmutativo en el cual se cumple que
S§481 = S3S52

P1P4 = p2p3
D483 = S1P2
pisi = id
P3S4 = S2p1-

Entonces el cuadrado de s’s es un pullback y el cuadrado de los p's es un
pushout.

Demostracion. Probemos el caso del pushout. Consideremos la terna (X, g1, g2)
como otra solucion del diagrama de los p’s, asi se tiene que g1ps = gops. Note-
mos que g1 = g1p4S4 Por lo que g151 = g1P4S4S1 = g1PaS3S2 = GaP3S352 = 252
y ademas, (g2s2)p1 = gaP3ss = g1Pass = g1-

Supongamos ahora que existe otro mapeo a : D — X con la propiedad

g1 = ap1 y g2 = apz Pero gisy = apis1 = a 'y g252 = apa2sz = a, por lo que el
mapeo g151 = ga2S2 : D — X es tunico. Analogamente para el pullback



Véase que por la proposicién anterior la categoria A tiene pushout de su-
prayectivas y pullback de inyectivas.

Recordemos que A°P se define como
= Ob(A%) = Obj(A)

» Mor(A°P) = {a*: [n] = [m] donde « : [m] — [n] es un mapeo en A}

Definicién 1.1.2 Sea C una categoria

» Un objeto simplicial U de C es un funtor contravariante de A a C, en la
formula U : AP — C.

s Un morfismo entre objetos simpliciales U — U™ es una transformacion
natural .

Observemos que dado un objeto simplicial U se tienen objetos U ([0]), U([1])...
en la categoria C y de cualquier mapeo no decreciente v : [m] — [n] se tienen
U(y) : U([n]) — U([m]) satisfaciendo U (1) o ¢) = U(¢) o U(¢).

Al aplicar un objeto simplicial a las identidades 1 se obtienen

did; = d;_1d; para i < j
8i8; = Sj418; parai < j (2)
disj = s;_1d; para i < j
sjd; =tidparai=joi=7+1
disj = sj41d; para i > j+1
Definicién 1.1.3 Sea C una categoria y sean U y V objetos simpliciales de

C. Asumamos que el producto U, x V,, existen en C. El producto de U y V es
el objeto simplicial U x V definido por

s (UxV)y=U, xV,.
"5 = (Si,Si)-

El objeto de nuestro estudio es el caso particular cuando la categoria C es
la categoria de conjuntos.

Definicion 1.1.4 Un conjunto simplicial X es un funtor contravariante
X : A°? — Set. Donde X([n]) = X,,.

Definicion 1.1.5 Un conjunto simplicial X consiste de:
» Una sucesion de conjuntos {X,,}»>0.

s Para cada n > 1 una coleccién de mapeos d; : X;, — X,,—1(0 < 7 < n)
llamados mapeo cara.



» Para cada n > 1 una coleccién de mapeos s; : X,_1 — X, llamados
mapeo degenerado.

» Los mapeos s; y d; satisfacen las ecuaciones 2.

-~ —_—
X04>X1<;X2 Xn
-

Ejemplo 1.1.2 El conjunto simplicial A™ : A°? — Set definido como
(A™)([m]) = A, = homa([m], [n]) es lamado conjunto simplicial estandar.

Recordemos que un mapeo entre dos complejos simpliciales queda deter-
minado por la imagen de sus vértices bajo el mapeo, asi el conjunto simplicial
A"™(m), con m < n, es la identificacion de todos los subcomplejos de un complejo
simplicial de n vértices. Ya que

AL = homa([m], [n]) = {(ao0,a1,...,am) : 0 < a; < a; <n donde i < j}.

Los elementos de X, son llamados n-simplejos de X, en el caso particular de
X sus elementos son llamados vértices.

Definicion 1.1.6 La i-ésima cara 0;A™ de A™ es el subconjunto simplicial
generado por d; € A'_,. La n-esfera simplicial A™ de A™ es su subconjun-
to simplicial definido por la unién de §;A™, equivalentemente, es el conjunto
simplicial generado por {dy,ds, ...,d,} C A'_; o bien el coigualador en

Iici<n Ar? ——=1T[,, A"t ——= A" .

Definicién 1.1.7 Un mapeo simplicial f : X — Y es una sucesion de
funciones f, : X,, = Y, paran > 0 tal que f,,_1d; =d;fn ¥ frs+1S: = Sifn, €sto
es que el siguiente diagrama conmute

X1 <5— X —= X
ifnﬂ lfn lfnl
Yijr<5— Yo ——> Yo
Si cada X,, es subconjunto de Y,, tal que la inclusion X,, — Y,, forma un

mapeo simplicial, entonces se dice que X es un subconjunto simplicial de Y.

Denotemos por Ss a la categoria de conjuntos simpliciales donde sus objetos
son conjuntos simpliciales y su clase de morfismos consta de los mapeos entre
conjuntos simpliciales con la composicion de transformaciones naturales usual.

Definicion 1.1.8

» Sea X un conjunto simplicial y A = {4, }nen con A4, C X,,. El subcon-
junto simplicial de X generado por A es definido por

< A>= ﬂ{Y C X|Y es subconjunto simplicial de X y 4,, C ¥,,}

consiste de los elementos de X que pueden ser escritos como iteraciones
de composiciones de caras y degenerados de elementos de A.



= Sea X un conjunto simplicial y zg € Xy. Entonces la imagen del mapeo

fro : A — X es un subconjunto simplicial de X el cual consiste de un solo

elemento f,,(0,0,..,0) = s1(x0) en cada dimension. Asi, un punto base *

de X es una sucesion de elementos {fy, (0,0, ..,0)}nen correspondiente
————

n+1
al elemento xy € Xj.

s Un conjunto simplicial punteado es un conjunto simplicial con punto
base y un mapeo simplicial punteado es un mapeo simplicial que preserva
puntos base.

= Un conjunto simplicial X es llamado reducido si Xy tienen un solo elemen-
to.

Notemos que un conjunto simplicial reducido tienen una tnica eleccién de
punto base. Mas atn, cualquier mapeo entre conjuntos simpliciales reducidos es
punteado.

Ejemplo 1.1.3 Sea X un conjunto simplicial punteado. El cono reducido
CX es definido como

(CX)n ={(z,9)|r € Xn—q,0 < ¢ < n} con (*,q) identificando el punto base
*. Definiendo:

di(z,q) = (v,q — 1) si0<i<gq
di(z,q) = (di—q(2),q) sig<i<n .
si(z,q) = (z,q+1) si0<i<gq
si(,q) = (8i-¢: @) sig<i<n

para cada x € X se tiene di(x,1) = . Por la identificacion de x con (z,0)
se tiene que X es subconjunto simplicial de CX. La suspension reducida XX es
definida por X = CX/X.

Otra descripcion de la construcciéon de CX es: Dado cualquier conjunto sim-
plicial X, sin haber elegido punto base, tomemos yy un punto no perteneciente
a X, asi definamos RCX como:

RCX)p = Xn Us_1(Xp-1)U...Us"(Xo) Usg(yo) = s5(Yo) Ui=o Slil(ank)

la uni6n disjunta, como conjuntos, donde s_1(X;) = X;. Respecto s_; como la
-1-ésima operacion degenerada. De las identidades s1mp11c1ales se tienen :

diS_l =id sii=0
dis_1 = s_1d; sit>0

B e (4)
S$;S_1 =8_158_1 sit=0

S§;S_1 =5_1S8;—1 sit1>0 y

las cuales inducen las operaciones d; y s; con ®CX como en 3 identificando
s?,(z) con (x,q), donde d;(s_1(z)) = yo para x € Xy. El conjunto simplicial
resultante RC X es llamado cono irreducible de X. El cono reducido CX es



entonces el cociente de RCX dado la relacion zp ~ yo y (x9,1) = s_1209 ~
(s0x0,0) = sgxo ~ Soyo para el vértice base xg € X.

Proposicién 1.1.2 (Criterio de contraccion) Sea X un conjunto sim-
plicial punteado. Entonces la inclusién j : X — CX admite una retracciéon
simplicial si y so6lo si existe una funciéon s_; : X;,, — X, 11 para n > 0 tal que
s_1(*) = % y 4 se cumplen.

Demostracion. [=] Supongamos que existe un retracto r : CX — X tal que
r o j =idg. Definamos s_;(z) = r(z,1) para z € X,

dis_1(z) = dir(z,1) = rd;(x,1) = r(d;s_1(x,0))

sis—1(x) = sir(x, 1) =rsi(x, 1) = r(sis—1(x))

y 4 se cumple.
[<] Supongamos que existe s_; : X,, — X,,11 tal que s_1(*) = * y cumple
4. Definamos la funcion r : CX — X como r(z,0) =z y r(z,q) = s?,(z) para

g > 0. Entonces r es un mapeo implicial con r|x = id.

Teorema 1.1.3 (Criterio de la homotopia nula) Sea f : X — Y un
mapeo simplicial punteado. Entonces el problema de extensiéon

f
CcX Y

A

X

tiene como solucién un mapeo simplicial f si y solo si existe F' : X, — Y41
para n > ¢ tal que cumple

L] doF:fdeF:Fdz_l
» 5, F = Fs; para i > 0.

Demotracién. [=] Supongamos que f existe. Definamos F(x) = f(z,1) para
r € X,,. Entonces F satisface las condiciones.

[<] Supongamos que existe F': X, — ¥, 11 que satisface las condiciones.
Definamos f : CX — Y por

] f@)  parag—0
flz,q) = F(x) para q=1
siT'F(x) para ¢ > 2.

Notemos que flz = f y demostremos que d; f(z,q) = fd;(z,q) y s;f(z,q) =
fsj (1’7 q)

Consideremos j > 0, entonces

doF(x) para j=0y q=1
d;f(z,q) = ;s F(x) = fHF(l’) 0<j<qyqg=>2
sq dj—qy1F(z) paraj>q

y ademas



) ) f@) para j=0 y q=1
fldj(z,q) =1  fla,q—1)=sj F(x) para 0 < j<qyq>2

fldj—q(2,q)) = s3 ' F(dj_q(x)) para j > q,

donde doF(z) = f(x) y d;F(x) = F(d;(x)) para i >0, d; f(z,q) = f(d;(z,q))
para cualquier = y q.

Ahora observemos que

q .
- a—1 s¢F(x) para0 < j <¢q

sif(x,q) =s;80 F(x)= _ .

]f( q) 720 ( ) { sg 15j_q+1F(x) para 5 = q

Foilx q)_{ _ fla,q+1) para 0 < j < g
I f(sj—qu,q) = Sg_lF(SJ‘*qm) sij2q,

donde s, F(z) = F(sj_1(z)) parai >0, f(z,q) = f(s;(z,q)) para cualesquiera
ryql

Proposicion 1.1.4 Sea X un conjunto simplicial y sea z € X, un elemento.
Entonces existe un tnico mapeo simplicial f, : A" — X tal que f.(0,) = z,
donde o, = (0,1, ....n) € A™([n]).

Definicion 1.1.9 Sea X un conjunto simplicial y sea = € X,,, un m-simplejo
de X. Decimos que z es degenerado si existe una suprayectiva 7 : [n] — [m] con
m < n y un n-simplejo y tal que z = X(n)(y).

Lema de Eilenberg-Zilber 1.1.5 Para cada m-simplejo x € X, se tiene
una suprayectiva s : [m] — [n] y un n-simplejo y no degenerado tal que z =
X (s)(y). Mas aun, el par (s,y) es tnico.

Demostracion. Supongamos que (s,y) y (8, 7) son dos pares que satisfacen
que X (5)(g) =x = X(s)(z) con s: [m] — [n] y §:[m] — [] y consideremos o
y & secciones de s y § respectivamente, asi se tiene

y=X(o)(x) y y = X(o)(x).

Por lo tanto y = X (0)(z) = X (0)X(5)(g) = X(50)(y), donde y es no degene-
rado y So es un monomorfismo, por lo que n < n.

Anéalogamente se tiene que § = X (d)(x) = X (0)X(s)(y) = X(s0)(y), por lo
que n < 1y por lo tanto n = 7.

Se sigue que 50 es una biyeccién no creciente, es decir,coincide con el mapeo
identidad en [n] porloquey =gy s=%. F

Una interpretaciéon del lema de Eilenberg-Zilber en la categoria A es conside-
rando el siguiente cuadro conmutativo de suprayectivas, considerando el pushout



[n] T1%¥ [n] el cual coincide con la suma amalgamada de conjuntos.

[m] ———[n]

5 iy

(7] — [a] 11 [n]

Aplicando el funtor A :A°? — Ss definido como A([n])=A", se tiene el
siguiente diagrama en Ss:

Sean Y : A" - X yY : A" - X tal que Y5 = Ys y sean y y ¥ los
n-simplejos para los cuales Y y Y son sus mapeos caracteristicos (proposicién
1.1.4), se tiene que X (s)(y) = X (3)(y). Por el lema anterior se tienen ¢ : [n] — [p]
y t: [n] — [p] y simplejos no degenerados z € X, y z € X tales que y = X (¢)(z)
y 7 = X (t)(2). Por lo tanto se tiene X (ts)(z) = X (s)(y) = X(3)(y) = X (¢5)(2)
y por unicidad se tiene que ts = t5 y z = %, lo cual implica la exitencia de un
mapeo r : [n] I15% [n] — [p] tal que t = ring y & = rins.

~ Si Z:AP — X es el simplejo asociado a z se tiene Y = ZA = ZATA™ g
Y = ZA! = ZATA™2, Asi Y y Y pueden ser factorizados a través de [a] 115° [n].

1.2. El n-esqueleto de un conjunto simplicial
Definamos la categoria plena y fiel A,, por :
= Obj(A,) ={[m]: tal que m < n}

» Mor(A,) ={a:[m]—[p]: tal que a € Mor(A) y [m],[p] € Obj(A,)}

Llamaremos un conjunto simplicial n-truncado al funtor X : A% — Set.
Denotemos a la categoria de conjuntos simpliciales n-truncados por Ss,. El
funtor inclusién I, : A, — A nos induce el funtor n-truncado ¢r™ : Ss — Ss,,
que asigna al conjunto simplicial X el conjunto simplicial n-truncado tr"™(X) =
Xol,.

El funtor tr™ tiene como adjunto izquierdo al funtor sk™ : Ss,, — Ss definido
por
sk™(X)= lim A[P].
An[P]—X
Definamos al n-esqueleto de X como Sk™X = sk™tr™ X para cualquier conjunto
simplicial X. Notemos que para m < n se tiene que (Sk"X),, ~ X,, y para
m > n se tiene que (Sk™X),, consiste de simplices degenerados.



Proposicion 1.2.1 Para cualquier conjunto simplicial X, el morfismo Sk X —
X es un monomorfismo.

Demostracién. Para demostrar la proposicién bastaré demostrar la siguiente
afirmacion: Sea ¥ : Z — Xun mapeo simplicial tal que para p < n el mapeo ¥,
es un monomorfismo y para ¢ > n todo q-simplejo de Z es degenerado, entonces
U es inyectiva para todo p.

Para demostrar la afirmacién notemos que es clara para p < n; por lo que

consideremos el caso ¢ > n, tomemos z,Z € Z, tal que U, (z) = ¥, (%) por el
lema de Eilenberg se tienen suprayectivas s : [¢g] — [p] v § : [¢] — [p] y dos
simplejos « y T tal que z = Z(s)(x) y Z = Z(5)(Z) con p,p < n, asi \Ilp y ¥p
son inyectivas y ¥,(z) y ¥5(Z) son no degenerados. Por lo que (s, ¥,(x)) y

(5,%5(%)) descomponen a ¥,(z) y ¥,(Z). Del hecho de que ¥ (z) = \I/q(z) se
tiene que s =85, p=py = = Z. Por lo tanto z = z.F

Decimos que X es de dimension menor o igual a n si SE™(X) = X. La
adjuncién sk™ F tr™ nos aporta una equivalencia entre la categoria de conjuntos
simpliciales de dimension menor a n y la categoria de los conjuntos simpliciales
n-truncados.

El funtor ¢r™ tiene como adjunto derecho al funtor csk™ definido como
csk()m) = homss(A™, csk™ (X)) =~ homgs(tr" A™, X). Llamaremos el n-coesqueleto
de X a Csk™(X) = csk™tr™(X) en la formula

Csk™ (X)) = homss(A™, Csk™ (X)) ~ homs,(Sk™(A™), X).

Notemos que para cualquier conjunto simplicial X se tiene la siguiente fil-
tracion

0 =Sk' c SK°(X) c SK'(X) C

llamada filtracion esqueleto de X y ademés X = J,,y SE™(X). El 0-esqueleto
de X Sk°(X) es de dimension 0 (o discreto) y tiene los mismos vértices que X.
Mis generalmente se puede obtener Sk™ a partir de Sk™~! definiendo el conjunto
Y™ como el conjunto de n-simplejos no degenerados de X. Sea (A7) exnn la
familia de n-simplejos estandar indexados en X" y ¢ : A — X el simplice
asociado al simplejo no degenerado o € X"

Proposicion 1.2.2 El siguiente diagrama es un pushout

Hoesn 045 —— SE"~1(X)

Lo

e AL Sk"(X)

Demostracion. Por la equivalencia entre los conjuntos simpliciales n-truncados
y los de dimensién menor que n; en el caso de que p < n las verticales en el
siguiente diagrama son biyecciones

Hoesn (0A7)p —— (SE"~H(X))p

Lo

Hoesn (A%)p (SE™(X))p




Para el caso en que p = n notemos que el complemento de [[(6A2), en [T(AZ),
es formado por los simplices fundamentales Id[n],, similarmente el complemento
de (Sk"1(X)), en (Sk™(X)), es formado por todos los n-simplices no degene-
rados de X. El mapeo (), induce una biyeccién del complemento de [[(§AZ),
sobre el complemento de (Sk™(X)),.Por lo que Sk"X = Sk"~1 U X" y el dia-
grama es un pushout. -

1.3. Triangulacién de Categorias

Definicién 1.3.1 Sea P : C°? — Set un funtor. La categoria de ele-
mentos de P es la categoria ch cuyos elementos son los pares (c,p) para
c € Obj(C) y p € P(C) y un morfismo (¢,p) — (¢, p) entre dos elementos de
J. P es un morfismo f: ¢ — ¢ en C tal que P(f)(p) = p.

Teorema 1.3.1 Sea F : ¢ — D un funtor de una categoria pequena
C a una cocompleta D. El funtor R : D — Set®”” definido por R(D)(C) =
homp(F(C), D) tiene adjunto izquierdo L : Set®” — D enviando la pregavilla

P a un colimite L(P) = Colim( [, P oD )

Demostracion. Probaremos que homp (L(P), D) & homgecor (P, R(D)). Sea
® : P — R(D) una transformacién natural y f : C — C un morfismo en C' por
lo que tenemos el siguiente diagrama

P(C) 2%~ homp(F(C), D)

l

P(0O) - homp(F(C), D)
C

Observemos que cada morfismo ®¢ asigna a cada p € P(C) un morfismo®.(p) :

F(C) — D. Por lo que podemos considerar a ® como una familia de flechas

®¢(P) indexada sobre elementos (C,p) de [ P. Lo que nos proporciona un

triangulo conmutativo

FIy(c, P(f)(p
w
FIL,(C,p) = F(C)

Por la propiedad universal del colimite se tiene un morfismo tnico ® : L(P) —
D. Obteniendo asi la adjuncién isomorfa. +

En el caso particular cuando C' = A se tiene que Set®”” = Ss y recordando



el funtor A : A — Ss tenemos la siguiente situacion

Ao p

L(P)
X %
Ss .

Primero analicemos el caso cuando D = Cat. Recordemos

» Una categoria A se dice que es pequena si la clase de objetos Ob(A) es un
conjunto.

» La categoria Cat de todas las categorias pequenas se define como
Ob(Cat) = {A : A es una categoria pequena}.
Mor(Cat) ={F : A— B: F es funtor; A, B € Ob(Cat)}.

Asi definimos el funtor Fy : A°? — Cat de la siguiente manera:
» Sea [n] € Ob(A°P), Fi([n]) = [n](Visto como una categoria con su orden natural) .
» Para oo € Mor(A°P) se define Fi () como una inclusion.

Por lo que podemos extender el funtor Fy a Ly : Ss — Cat definido por

Li(X) = Jim o]

para cualquier conjunto simplicial X. L1 (X) es llamado la categoria fundamental
de X que tiene como adjunto al funtor N : Cat — S's definido por

N(A)m - homcat([m]’ A)
para cualquier categoria pequenia A.
Introduciendo el funtor ¢r? obtenemos el siguiente diagrama:

A——Ss

/

Asi podemos definir la categoria fundamental de los conjuntos simpliciales
2-truncados como L? = lim_[n] y su adjunto N? : Cat — Ssa como N%(A), =
ARSX P

tr2N(A), = homca([p], A) para p < 2

AQ ——— SSQ

Proposicion 1.3.2 Si A es una categoria pequenia, el mapeo p : NA —
Cosk?N A es un isomorfismo.

Demostracion. Notemos que el mapeo p,, es equivalente a homga:([n], A) —
homgs(Sk?A™, N A) y que si cada mapeo « : Sk?A? — N A puede ser extendido
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a un mapeo A2 — N A, entonces p es biyectiva. Observemos que a : Sk'A? —
N A es un mapeo de graficas el cual manda a ¢ € [n] a un elemento a; € Ag y a
cada par i < j a una flecha a;; : a; — a;. Recordemos que Sk*A? = Sk' X U X2
por lo que a se puede extender a Sk?A? — NA siy solo si para i < j < k se
tiene que a;ja;, = aix lo cual se cumple ya que ¥? esta formado por n-simplices
no degenerados. Por lo que a puede ser extendido a A™ — NA.

Lema 1.3.3 Si n > 2 la inclusiéon dA™ — A" induce un isomorfismos entre
Li(6A™) — Ly1(A™). Sin = 1, L1(§A™) es una categoria discreta. Si n = 2,
L,(6A™) tiene 3 objetos Xg, X1, X2 y 4 morfismos.

Demostracion. Para n = 1 es claro. Consideremos n > 1 y el diagrama

v
n—2 —>= n—1
Higjgn Ai,j u Hign Az .

Como L; conmuta con limites directos Li (6A™) es identificado con el corkernel

del par
Ll (’U)

icj<n Ll(AZf) o) [icn Li(A7Y) .
Escribamos [Py] = {m € [p]|m # k} y [pri] = {m € [p]lm ¢ k,1}. Asi, los
mapeos Li(u) y Li(v) son identificados en

Hicjcn F1([nij]) Z:; Fi([n];) ,

donde @ y @ son inducidos por la inclusién de [n; ;] en [n;] y [n;] respectivamente.
De aqui se induce la estructura de Li(A?2).

Paran > 2, consideremos o = (a, a1)(a1, az)...(ax, b) un morfismo en PA(F; ([n])
con {a,a,az} C [n;]. Por lo que (a,az2) y (a,a1)(a1,as) tienen la misma imagen
en el corkernel (u,7), lo cual muestra que @ y ¥ se conectan por uno y solo un
morfismo.+

Recordemos que un grafo consiste en dos conjuntos E (aristas) y V (vértices)
y dos funciones s : E — V (origen)y t : E — V(destino). Sea G(E,V, s,t) un
grafo, definamos la categoria libre del grafo G, denotado por C(G), como

V =00bj(C(Q)) y {ala = a1as...a,, € E} = Mor(C(G)).

Para cada vértice v € V se tiene un camino vacio, denotado por 1,, como la
identidad en v.

Si G tiene un solo vértice entonces C(G) es un monoide libre sobre el conjunto
de aristas de G. Mas formalmente tenemos un funtor H : Graph — Cat definido
como antes, y un funtor que olvida U : Cat — Graph tal que dado una categoria
pequena C, U(C) es el grafo donde V = Obj(C), E = Mor(C), s = dom y
t = cod.

12



Sea X un conjunto simplicial. Tomando el diagrama

Hoesn 687 — Sk"~H(X)

| |

L csm A" —7—= SE™(X)

ceEX™ To

Se induce un pushout aplicando el funtor L,

Hoesn L1(6A7) — Li(SE" (X))

| |

Hoesn L1(A7) ——= L1(Sk" (X))

Para n > 2 la flecha izquierda es un isomorfismo y por lo mismo la de la

derecha, asi
Ly (X) = lim Ly (SK" X)) = Li(SE*X).

Una descripcion facil de L (Sk?X) seria :
» L1(SK°X) = X (discreto).

» Para n—=1, los objetos de la categoria L;(Sk'X) son elementos X,. Cada
elemento de z € X7 se le asocia un morfismo x : dix — dpx. Entonces el
conjunto de morfismos de L1 (Sk'X) es generado por elementos de X7, los
cuales verifican la relacion sgx = id, para r € Xy

Proposicién 1.3.4 Sea X un conjunto simplicial y X el diagrama asociado
definido por las ecuaciones Ob(X) = Xo , Mor(X) = X1 , d, = djx y t, = dja.
La categoria L1 (X) es el cociente de la categoria PAX de caminos de X por la
relacion spx = id, para x € Xo y (doo)(d2o) = dio para o € X5

-

)Q)444%>)(1<444*}{2.
Demostraciéon. La demostraciéon de la proposicién 1.3.4 puede consultarse
en [10] capitulo 4.
Ahora definamos el funtor F5 : A°? — Top como

» Bp([n)) =T, = {z € R*"™ : 2 =X  t;e; con 7 t; = 1} donde ¢; es el
vector canénico (0,0...,1,.,0).

» si «: [m] — [n], entonces Fy() : 1), — T, se define como Fy(a)(z) =
S0 tiagi-

Definamos los mapeos Fy(d;) = d* : T,y — Ty Fa(s;) = s : Tpyp —
T, por _
dl(to,tl, ...,tn) = (to,t1, vy i1, O,ti...,t7l)

5 (to, ey tng2) = (Lo, t1, otiz1 ti + tige1s oo tnya).
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Por lo que podemos extender los funtores de la siguiente manera

A°P B Top

N A

El funtor sig : Top — Ss es llamado el funtor singular mandando a cada
espacio topologico X a su complejo singular sig(X) definido por

sig(X)n = hompep(Th, X)
El funtor |.| : Ss — Top es llamado realizacion geométrica y esta definido por

IX|= lm T,
Ar—X

Dado un conjunto simplicial X, otra forma de describir la realizacién geo-
métrica es como

| X[ = H (Ty,z)/ ~= H Tp X X/ ~,

r€X,n=0 z€X,n>0

donde (T}, x) se obtiene identificando a = € X, el espacio topolégico estandar
T, y ~ es generada por (z,d;x) ~ (d'z,x) para v € X,, y z € T,,_; asignado
adixy (2,si7) ~ (s'z,z) para x € X,, y 2 € Ty,+1 asignado a s;z. Notemos
que los puntos en (7,41, s;x) y (T,—1,d;x) son identificados con un punto en
(T, x).

El funtor realizacion relaciona los conjuntos simpliciales con espacios topold-
gicos, por lo que resulta natural que el homeomorfismo entre S' y un 1-simplejo
(como complejo simplicial) induzca una propiedad semejante a los conjuntos
simpliciales, a saber, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicion 1.3.5 Sea X un conjunto simplicial. Entonces | X| es un CW-

complejo con una n-celda por cada n-simplice no degenerado.
Demostracién. Consideremos el diagrama pushout

[, csn 0A" — Skm=1X

]

oese A" SK"X

Aplicando el funtor realizacién obtenemos

e [0A" —— |SE" 1 X]|

[Hoesn [A" |Sk"X|
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Por lo que | X| se adjunta celda por celda, entonces |X| es un CW-complejo.

Definicion 1.3.2 Se dice que un subconjunto ¥ C X es K-cerrado si
u~(Y) es cerrado en K para cada espacio compacto K y cada mapeo continuo
u: K — X. Escribamos k() la coleccion de conjuntos K-cerrados. Denotemos
por kX el conjunto X equipado con la topologia inducida por £(¢). Decimos que
X es generado compactamente si kX = X

Teorema 1.3.6 Sean X y Y conjuntos simpliciales. 7 : | X xY| = k(X xY)
es un homeomorfismo.

Demostracion: Para no desviarnos del objetivo de la tesis, la demostraciéon
del teorema 1.3.6 puede ser consultada en [8] capitulo 2.

1.4. EL grupoide fundamental de un conjunto sim-
plicial

Definicién 1.4.1 Un grupoide es una categoria pequefia en la cual todos
sus morfismos son invertibles.

Denotemos por Gpd a la categoria de grupoides. Definamos el funtor Fj :
A — Gpd enviando a cada objeto [n] al grupoide F3([n]) = G, = {1l 52 5
.m—15n}.

Sea X,, x G, el grupoide en el cual sus objetos son pares (z,4) con x € X,
e i € G, y la clase de morfismos son el producto (1,,p), donde 1, es el mapeo

identidad en = y p es un morfismo invertible en G,,.

Llamaremos el grupoide fundamental II(X) de un conjunto simplicial X al
colimite del diagrama

X, X G%(Hf)xlcfm X Gm

|

I(X)

1x><G(f)l
X, xG,

para cualquier morfismo f : [m] — [n]. Ademaés, sea o : X — Y un mapeo
simplicial y consideremos el diagrama tridimensional
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A)

Xn X Gn J T 1L>m, H(X) Q7n><1G7n
- Y, x G, —Iem v L
1, xG(f) /
Y, x Gy (y) ,

donde la cara superior e inferior conmutan por propiedad del grupoide
fundamental mientras que las laterales conmutan por naturalidad. Por lo que
cualesquiera dos caminos de X,, X G,, a II(Y) son iguales y por propiedad de
TI(X) se tiene un mapeo unico II(«a) : TI(X) — II(Y).

Notemos que hemos definido un funtor I : Ss — Gpd el cual es llamado
funtor de grupoide fundamental en X.

Definicion 1.4.2 Un funtor F : C' — D se dice que es:

= Pleno si el mapeo home(X,Y) — homp(F(X),F(Y)) inducido por F es
suprayectivo para cualesquiera X y Y de C.

» Fiel si home(X,Y) = homp(F(X),F(Y)) es inyectiva.

= Esencialmente suprayectivo sicada objeto X de D es isomorfo a un objeto
de la forma F'(X) para algun X en C.

Sea K un espacio topologico. Definamos la categoria II(K) como el grupoide
fundamental del espacio K cuyos objetos son los puntos de K y los morfismos
[f] : * = y son las clases de homotopia de caminos entre z y y.

Teorema 1.4.1 Sea X un conjunto simplicial. Entonces las categorias II(X)
y II(|X]) son equivalentes.

Demostracion. Consideremos el punto (z,e;) € X,, x T,, (el cual es un objeto
de la categoria II(|X|)) y denotemoslo por ¥, (z,i). Luego consideremos un
morfismos 1, x p de X,, x G,, con p : i — j al que se le asocia un camino
a: (1 —t)e; +ie; en | X| parametrizado por t. La clase homotopica de a es un
camino en II(X) al cual denotamos por ¥, (1, X p).

Aqui hemos definido un funtor ¥,, : X,, x G,, — II(|]X]|) de grupoides, asi

por la propiedad universal del grupoide fundamental II(X), se tiene un funtor
B :II(X) — II(| X]) que satisface
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\\
Y
II(]X1)

Notemos que cada simplex T,, es simplemente conexo, asi cualesquiera dos
caminos entre vétices U,,(z,4) y ¥, (z, j) en | X| son homotopicos a uno inducido
U, (1, x p). Por lo que B es un funtor pleno. Dado que tenemos exactamente
un morfismo entre dos objetos de GG,, entones existe un so6lo morfismo entre dos
objetos de X,, X G, por lo que también se tiene una sola flecha para cualesquiera

Yn(2,4) y n(x,7) en TI(X).

Asi cualesquiera dos caminos entre ¥, (x,1) y ¥, (x,j) de | X| son homoto-
picos, entonces es la imagen de s6lo una flecha bajo el funtor B, por lo que se
tiene que B es fiel.

Como T, es conexo por caminos, se tiene un camino de cualquier punto
de | X| a algun ¥, (z,7). Donde cada camino en |X| corresponde a una flecha
invetible en TI(X). Por lo que B es esencialmente suprayectiva.

1.5. Complejo de funciones

Sean X y Y conjuntos simpliciales. El complejo de funciones Y es el con-
junto simplicial definido como

Y.X = homg (X x A™,Y).

Si 6 :[m] — [n] en A el mapeo inducido 0:YX =YX se define por la
composicion §(f) = fo (1 x A(f)) : X x A™ — X x A" =T Y.

Definamos el mapeo evaluacion ev : X x YX — Y como ev(z, f) = f(z).

Proposicién 1.5.1 La funcion ev, : homgs (K, Y X)) — hom (X x K,Y)
la cual envia un mapeo simplicial g : K — Y a la composicién ev o (1xg) :
X x K — Y es una biyeccion la cual es natural en K.X y Y.

Demostraciém Definamos el mapeo inverso ev; ! : homg (X x K,Y) —
homgs(K,YX) enviando el mapeo g : X x K — Y al mapeo g, : K — YX
donde, para z € K, se define g.(xr) = (1 x fy) o g donde f, es la funcion
caracteristica de z € K,,.

1.6. Complejos de Kan

Definicién 1.6.1 Un cuerno simplicial A} es la unién de todas las caras de
A"™ exceptuando la k-ésima cara, es decir, es el subconjunto simplicial de A™
generado por {dooy, ...,dg—10n, dk1100, .., dnon } para o, € A,
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Definicion 1.6.2 Sea X un conjunto simplicial. Los elementos zg, ..., z;—1, T;11,

..., Ty € X;,—1 son llamados caras coincidentes respecto a i si d;jxy = dipTji1
para j > kyk,j+1+#i. X es llamado fibrante (o complejo de Kan) si satistace
que si {xg, ...y Tim1, Tit1,..-2n} C Xp—1 son caras coincidentes, entonces existe
w € X, tal que djw = x; para j # i.

Decimos que un conjunto simplicial X satisface la condicion de extension si
cada mapeo f: A} — X tiene una extensién g : A" — X.

Proposiciéon 1.6.1 Sea X un conjunto simplicial X es fibrante si y solo si
satisface la condicion de extension.

Demostraciéon. Supongamos que X es un conjunto simplicial fibrante. Dado
un mapeo simplicial f : A? — X con caras coincidentes {f(dooy),...f(di—10m),
f(dix10n),..f(dnoy,)} por hipotesis existe un elemento w € X, tal que djw =
f(djon) para i # j. Asi, la funcién g = f,, : A™ — X es una extensén de f.

Luego considérese {zg,...,Z;i—1,Tit+1,...,Zn} C X,—1 caras coincidentes res-
pecto a i, el mapeo caracterizador f,; : A""1 5 X define un mapeo simplicial
f A} — X el cual puede ser extendido a g : A" — X que g[xr = f,

fajon

An—l

AP —— A"

4

X
Tomando w = g(o,) se tiene que djw = djg(on) = g(d;jon) = f(djon) = x;.

Lema 1.6.2 Sea X un complejo de Kan, Y cualquier conjunto simplicial.
Entonces el mapeo f : YxA} — X puede ser extendido a un mapeo g : YxA"™ —
X.

Demostracion. La demostracion del lema 1.6.2 puede ser consultada en [2].
Proposicién 1.6.3 Si X es un complejo de Kan entonces XY es de Kan.
Demostracion. Consideremos las caras coincidentes { fo, f1, ...y fi—1, fkt1, - fn} C

(XY),_1, asi para f; : YxA"! — X tomemos A"~ ! como la i-ésima cara de
A", la coincidencia de f; en A"72 nos da un mapeo f : YxA} — X el cual se
extiende a g : YxA" — X. Entonces g € (XY),, cample d;g = f; para i # k

[Ref2]

Definicién 1.6.3 Sea X un conjunto simplicial. Un camino entre = e y es
una mapeo simplicial o« : A — X tal que doao = (0) =z y dia = a(1) = y.

Definicién 1.6.4 Sean f,g: X — Y mapeos simpliciales, decimos que f es
homotdpica a g (f ~ g) si existe un mapeo h : X x A! — Y con hy = f y
hl =4d.

Notemos que una homotopia es un camino en la clase de morfismos homgs(X,Y)

para cada homotopia h : X x Al — Y identificandola con o : A' — homs(X,Y)
definida como a(0) =ho = fy a(l) =h; =g.
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Lema 1.6.4 Supongamos que X es un conjunto simplicial de Kan. Enton-
ces la homotopia simplicial de vértices = : A — X de X es una relacién de
equivalencia.

Demostracién. Una homotopia entre dos vértices x,y € Xy puede ser vista
como un l-simplejo v tal que dov = x y div = y, de forma alternativa dv =
(z,y), en general podemos definir la frontera de un n-simplejo o como do =
{dyo,dyo,...,dc}.

Asi dsgz = 01, = (x,x), logrando la transitividad. Supongamos que dvy =
(y,2) y dvg = (x,y), entonces dovy = divg, asi vy y v1 determina un mapeo
(v1,v2) : A2 — X el cual puede ser extendido a 6 : A? — X

A2 (o)

| A

A2

Entonces §(d16) = (dod16,d1d10) = (z,z). Luego, dado dvy = (y,z) y v1 =
Soz se tiene div1 = dyvy y definen un mapeo (vl,yg) : Af) — X. Tgmandp la
extension 6 : A2 — X se tiene que §(dof) = (dodod, d1dof) = (dod10, dyd20) =
(2,9)

A% (v1,v2) X

v

A? L
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Capitulo 2

Estructura homotépica de Quillen

Este capitulo estd centrado en dar nociones sobre la categoria de modelos
desarrollando, de forma elemental, el estudio de estructura homotdpica de Qui-
llen sobre la categoria de espacios topologicos y de grupoides.

2.1. Estructura Homotépica en Top y Gpd

Definiciéon 2.1.1 Sea K una categoria con limites y colimites finitos. Una es-
tructura homotdpica de Quillen en K consiste de tres clases de mapeos (F,C, W)
de K llamados fibracion, cofibraciéon y equivalencia débil tal que cumplen:

Ay Saturacion. Si f : X - Y y ¢g:Y — Z son mapeos en K y si cualesquiera
dos mapeos de f,g o gf pertenecen a W, el tercero también pertenece.

As  Retracto. Sea

X‘teXx "o X
yobb

un diagrama conmutativo con ui = id, y vj = id,. Entonces si f es una
fibracion, cofibraciéon o equivalecia débil entonces f también lo es.

As  Levantamiento. Si
. X

I

B——=Y

es un diagrama conmutativo en el cual ¢ es una cofibracion y f es una
fibracion, entonces si i o f pertenecen a W, se tiene una diagonal que hace
conmutar ambos tridngulos.

Ay Factorizacion. Cualquier mapeo f: X — Y puede ser factorizado como

X—  >E

N~

donde i es una cofibracién y p es una fibracién en las que se da sélo uno
de los siguientes casos: una donde i € W y otra donde p € W.

La estructura homotopica se dice propia si ademés se cumple
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As. Si

X—=X
Y ——>Y
f

es un diagrama pullback, en el cual f € F y w € W, entonces w € W
Definicion 2.1.2 En el diagrama
A
|
B
en el cual existe un levantamiento h : B — X, el mapeo f se dice que tiene la

propiedad del levantamiento derecho respecto a g (RLP), similarmente se dice
que g tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a f(LLP).

k
. x

h’/
s/
s

7/
N Ve

i

En este apartado, desarrollaremos dos ejemplos de estructuras homotopicas
de Quillen de suma importancia. Primero recordemos que la categoria de todos
los espacios topoldgicos Top esta definida por

» Ob(Top) = {X sea un espacio topologico }

s Morf(Top) ={f:X — Y con f una funcién continua entre dos espacios
topologicos X y Y}

= o se define como la composicién usual entre funciones.

Definicién 2.1.3 Un mapeo f : A — B es llamada equivalencia homo-
topica débil si esta induce un isomorfismo, entre sus grupos de homotopia,

feimi(4,a) = m(B, f(a)).

Definiciéon 2.1.4 Un mapeo p : X — Y es llamado fibracion de Serre
si tienen la propiedad del levantamiento derecho respecto a la inclusién 7 :
A x {0} — A x [0, 1], para cada complejo CW A.

Por lo que nos disponemos a asignarle a la categoria Top la siguiente estruc-
tura homotopica de Quillen.

Proposicion 2.1.1 La categoria Top de espacios topologicos se le puede
asignar una estructura homotopica de Quillen definiendo a f : A — B como

(1) Una equivalencia débil si f es una equivalencia débil homotopica.
(ii) Una fibracion si f es una fibracion de Serre.

(iii) Una cofibracion si f tiene LLP respecto a las fibraciones triviales.
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Antes de realizar la demostracion debemos notar que la identidad es una
equivalencia homotopica débil. Ademas, las equivalencias homotopicas débiles
son cerradas bajo composicion ya que m;(f o g) = w1 (f) o m(g),donde 7; es un
funtor, donde cada uno de los factores son isomorfismos.

Notemos que el mapeo identidad id¢c : C' — C tiene la propiedad del levan-
tamiento derecho respecto a cada mapeo. Bastara fijarnos en el diagrama

A——=C

7
fl a/ ’ iidc
/

donde f : A — B es un mapeo arbitrario y ademés, las fibraciones de Serre son
cerradas bajo composicién. Bastard con tomar f y g fibraciones de Serre por lo
que se obtienen los diagramas

h

AX0)—X Ax0)——>Y
h /1
Pid f 9
Ax[0,] —=Y Ax[0,]] —=Z

)

donde el mapeo h : A x [0,1] — X existe ya que f es una fibracion de Serre y
definamos hy = fh. Asi se tiene el levantamiento en el diagrama

Ax(Q)—X .

A
-

Demostracion. A; Consideremos las funciones f : X - Y, g:Y — Zy
gf : X — Z, se tiene que 7;(gf) = m;(g)m:(f) que en el caso de que dos de ellas
sean equivalencias débiles entonces se tiene que son isomorfismos y por lo tanto
la tercera también, lo que la hace una equivalencia débil.

Ao Antes que nada necesitamos demostrar un pequeno resultado

Lema: Si g es un isomorfismo en C y f es retracto de g, entonces f es un
isomorfismo.

Demostraciéon. Bastara considerar el diagrama

AX _—

N

Lo que nos permite definir a f~! = vg™*

Luego consideremos los casos:

i, por lo tanto f es un isomorfismo.



Equivalencia débil. Es facil notar que en caso de que f sea retracto de g con g
equivalencia débil, el diagrama inducido por el funtor 7;

-~
<
%
|
-~
ks
*
-~
~
%

es similar al diagrama expuesto en el lema anterior, porque el morfismo
f* es un isomorfismo y por lo tanto f es una equivalencia débil.

Fibracion. Sea g una fibracion de Serre y consideremos el diagrama

Ax0 C—+D—">C
!
Ax[0,1] C—~D-"sC

donde el mapeo h : A x [0,1] — D es el levantamiento inducido por g.
Definiendo hy = rh : Ax[0,1] — C se tiene el levantamiento de f respecto
aj.

Para la demostracion del resto de los axiomas, nos es necesario desarrollar
mas herramientas.

Lema 2.1.2 Sea p: X — Y un mapeo en Top, p es una fibracién de Serre
si y solo si p tiene RLP respecto a la inclusion (D™ x {0}) — (D™ x [0, 1])

Demostracion. La demostracion del lema 2.1.2 puede ser consultada en [6]
capitulo 2.

Definicién 2.1.5 Un par de espacios topologicos digamos (X, A) se dice
que es un par CW relativo si X puede ser obtenido mediante A adjuntando un
numero finito de celdas.

Definicién 2.1.6 Sea F = {f; : A; — B;} un conjunto de mapeos de C. Sea
p: X — Y el mapeo factorizado como X — X — Y. Para i € Z consideremos
el conjunto S(¢) de pares de mapeos (g, h) que hacen conmutar el diagrama

% >

A
P
B

% >
h

b

-
]

>~<



Definamos el pegado construido G*(F,p) como el pushout en el diagrama

HieI H(g,h)eS(i) A

N
N
LI f: \
\

p
ez Uy nyes) Bi —= GH(F.p) AN

~ p1 \

Para la construccion del pegado construido infinito se repite el proceso
de construccién G*(F,p) y mapeos py : GF(F,p) — Y. Repitiendo el proceso
reemplazando p por pi, se tiene G?(F,p) = GY(F,p1) y p2 : G*(F,p) = Y es
p2 = (p1)1-

Mas generalmente, G*(F,p) = G'(F,px—1) ¥ pr = (pr—1)1-

Sk+1

X —LGNF,p) 2= G (F.p) s . — L GHF,p)
[ | L =
v v Y Y

Asi definamos G*°(F, p) como el colimite del diagrama anterior, por lo que
se tiene un mapeo natural i, : X — G®°(F,p) ¥ Poo : G¥(F,p) = Y

X ——=GYF,p) ——= G*(F,p) —— ...

AN

G>=(F,p)

ipm

Y

p

Notemos que para que el mapeo p,, tenga la propiedad deseada, pediremos
algo mas sobre F. Sea C una categoria pequena y definamos un funtor B : D — C
donde Obj(D) = {n : n sea un natural } con Morf(D) = {n — m tal que
n < m}.

Tomemos el colimite secuencial

B(0) B(1) B(2)

~ | 7

colim, B(n)
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Aplicanto el funtor home(A,y: C — Set para A € Obj(C), nos induce

home(A, B(0)) ——— hom¢(A, B(1)) ——— hom¢(A,B(2)) —— ...

home (A, colim, B(n))

Tomando el colimite de la secuencia superior, se tiene el mapeo

colimphome (A, B(n)) — home (A, colim, B(n)).

Considerando la situacion del pegado construido infinito.

Proposiciéon 2.1.3 Supongamos que para toda ¢ € Z el objeto A; tiene la
propiedad tal que colim,home(A;, G*(F,p)) — homc(A;, colim, G™(F,p)) =
home(A4;, Go"(}-’p)) es una biyeccion, entonces el mapeo po, tiene la propiedad
del levantamiento derecho respecto a cada mapeo de la familia F.

Demostraciéon. Consideremos el siguiente cuadro conmutativo en C

Lk

BiLY

La biyeccién del mapeo colim,hom(A;, G"(F,p)) — homc(A;, colim, G™(F,p))
nos proporciona la siguiente factorizacién

G>(F,p)

\/

G*(F,p)
Asi generamos el diagrama

L GH(F, p) —h GRH(F, p) ———= G (F.p)

g
A —
7
fi :DIL\L/ - lpkﬂ pml
Y

B; = Y Y ;

donde el mapeo g se puede expresar como la composiciéon de los mapeos en la
fila superior del diagrama. El par (g, h) pertenecen al conjunto S(¢) en la cons-
truccién de GF1(F,p) desde G*(F,p), obteniendo un mapeo o : B; — GF*1
que hace conmutar el diagrama. La composicién del mapeo « con los mapeo de
la parte superior (partiendo de G**1(F,p)) nos proporcionan el levantamiento
deseado.

Lema 2.1.4 Sean D la categoria descrita previamente y X : D — Top un
funtor con la propiedad de que para cualquier n > 0 el espacio X,, es subespacio

25



de X,,+1 vy el par (X,,4+1,X,,) es un par CW relativo. Si A es un complejo CW
finito, entonces el mapeo colimyhomre,(A, X,) — homre,(A, colim, X,,) es
una biyeccion.

Demostracién. Notemos que el colimite secuencial de espacios topolégicos
es el cociente de la unién disjunta de estos, donde se identifican puntos de X;
con su imagen en X;,;. Todas las inclusiones son entre complejos CW, por
lo que el colimite también lo es con n-esqueleto X,,. Por otro lado tenemos
colimphomrop(A, Xy) = |, homrop(A, X3)/ ~.

Sea u : colimy,homrop(A, X,) = homrep(A4, colim, X,,), para demostrar que
es suprayectiva, tomemos f € homrop(A4, colim, X,,) ya que A es finito se tiene
que f(A) es compacto y ademas estd contenido en un esqueleto finito de X, por
lo que para algun k, f se puede factorizar como

AAX]CHX

Notemos que f; es un mapeo en la unién disjunta de A — X}, entonces u es
suprayectiva.

Luego, sean fy, go : A — X; en el cociente. Podemos tomar el mismo conjunto
X; ya que podemos componer el que tiene menor indice con las inclusiones para
conseguir un mapeo al mismo espacio y supongamos que toman el mismo valor
sobre la composicién con u induciendo f;, gy : A =709 X; % X cuya imagen
pertenecen a un esqueleto finito, digamos X,,. Por lo que ambos mapeos toman
los mismo valores después de las inclusiones, por lo tanto son los mismo en el
cociente.r

Lema 2.1.5 Sea p : X — Y un mapeo entre dos espacios topologicos. Son
equivalentes : i) p es una fibracion de Serre.
ii) p tiene la propiedad del levantamiento derecho respecto a todo n-disco D™.
iii) p tiene la propiedad del levantamiento homotépico relativo respecto a cual-
quier (D™, S™71).
iv) p tiene la propiedad del levantamiento homotopico respecto a cualquier com-
plejo CW (X, A).

Demostracion.

i) = 4i) Se cumple por definicion.
1) = i) Aplicando el lema 2,1,2

1i1) = iv) Supongamos que P tiene la propiedad del levantamiento derecho res
-pecto a los mapeos 7, : S"~! — D", por induccién sobre el esqueleto de
B — A y usando el mapeo caracteriztico, podemos definir el levantamien
-to h = ki~ 'en el diagrama
P

S"il—>A—>7X

Lk

D”?BHY

iv) — i) Se cumple considerando A = @. -
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Lema 2.1.6 Cada mapeo f en Top, puede ser factorizado como poyico, €n
el cual i, es una equivalencia homoto6pica débil con la propiedad LLP respecto
a las fibraciones de Serre y po, es una fibracién de Serre.

Demostracion. Definamos F = {D™ x 0 — D™ x [0, 1]. Asi, podemos obtener
G (F,p) pegando varios cilindros D™ x [0,1] a X a lo largo de un extremos de
éstos. Se tiene que (G'(F,p),X) es un par CW relativo y el mapeo iy : X —
G'(F,p) es un retracto de deformacién donde un cilindro s6lido es contraible. Se
tiene que 77 es una inclusiéon entre complejos CW y una equivalencia homotopica
débil. Se sigue que tiene LLP respecto a las fibraciones de Serre.

Analogamente el mapeo i1 : G*(F,p) — GFT1(F,p) es una equivalencia
homotdpica débil y tiene LLP respecto a las fibraciones de Serre para cada

entero k. Consideremos la factorizacion

X —=Gx(Fp) =Y

Notemos que en el diagrama

GY(F,p) X E

1|

G*(F,p) —= G>=(F,p) —= B

o

G*(F,p) ,

donde ¢ es una fibracién de Serre. Dado que i; tiene la LLP, se usa este
levantamien

-to para inducir otro de G2(F,p) a E, repitiendo el proceso se tiene un
levantamiento de G™(F,p) a FE y por la propiedad universal de G*°(F,p) se
tiene un levantamiento de G (F,p) a E

X ——

E
L
. 7/
Too v q
s

G® ——=D

Por el lema 2.1.4 bastara mostrar que el mapeo colimy,homro, (D", G™(F,p)) —
homop(D™, colim,,G™(F,p)) es una biyeccion, el cual lo es por el lema 2.1.4.

Para mostrar que p,, es una equivalencia débil usaremos el lema 2.1.5 con
S™"~1 un complejo CW finito. Veamos que cada mapeo S"~! — G>°(F,p) se
ancla en algiin subconjunto G*(F, p) para k entero, el cual iz, es una equivalencia

y por lo tanto is.. -

Continuemos en la demostraciéon de 2.1.1 .
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As(Levantamiento). Considerese el siguiente diagrama conmutativo en Top

A——sX

)

B——=Y

Caso 1: Supongamos que g es una cofibracién y f una fibraciéon de Serre
y equivalencia homotoépica débil. Como ¢ tiene LLP respecto a las
fibraciones triviales se tiene el mapeo g: B — X.

Caso 2: Supongamos que g : A — B es una cofibracin trivialy f: X - Y
es una fibracién, por el lema 2.1.6 g se puede factorizar como g = pi
donde p es una fibracién e ¢ una equivalencia débil con la propiedad
del levantamiento izquierdo respecto a todas las fibraciones, por lo
que se tiene un levantamiento i : B — X en el diagrama

AL Ao x

SR

BT>B*>Y

N

Ay(Factorizacion). Sea f: X — Y un mapeo en Top.

Caso 1: Por el dltimo lema se tiene que f se puede factorizar como psoice
con P una fibraciéon de Serre y con i, una cofibracién y equivalencia
débil.

Caso 2: Considérese el conjunto F = {j,, : S"~! — D"}, por la construc-
cién del pegado infinito se tiene la factorizacion f = poois. Notemos
que (G™"Y(F,p), G™(F,p)) es un par CW relativo. Por el lema 2,1,5
se tiene que iryq : G*(F,p) — GFTY(F,p) tiene LLP respecto a
las fibraciones de Serre que son también equivalencias débiles, donde
éstas tienen RLP respecto a las inclusiones de pares CW relativos.

Sea k una fibracién de Serre y equivalencia débil en el diagrama

G (F,p) X E

"

Por induccién se tiene un levantamiento de G™(F,p) a E para cual-
quier n, por la propiedad universal del colimite se tiene un levan-
tamiento de G*°(F,p) a B, asi iy, tiene LLP respecto a todas las
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fibraciones de Serre que sean también equivalencias débiles y por lo
tanto 7., es una cofibracion.

Por el lema 2.1.4 y la proposicién 2.1.3 se tiene que po, tiene RLP
respecto a los mapeos de F y asi, es una fibracion de Serre.

Definamos la categoria Gpd por:
= Obj(Gpd) = {A: tal que A sea un grupoide }.
» Morf(Gpd) ={a: A — B con Ay B grupoides y « funtor }.

= o la composicién entre funtores .

Teorema 2.1.7 Las clases

» W= {w:A— B tal que w es cuasi-invertible, es decir, w tiene adjunto
» C ={i: A— B tal que i es inyectiva en objetos }.

» F={p:E—Ctalquesie € ObE)y ac homc(c,ple)) existe e € E y
a € hompg(e, e) tal que p(a) = a},

proporcionan una estructura homotoépica de Quillen a la categoria Gpd.

Diremos que un funtor p : £ — C es una fibracidn trivial si tiene la propiedad
del levantamiento derecho respecto las cofibraciones.

Lema 2.1.8 Un funtor p : £ — C' es una fibracién trivial si y sé6lo si es una
equivalencia débil y p es suprayectiva en objetos.

Demostracion. Supongamos que p : E — C' es una fibracion trivial. Sea 0 el
grupoide nulo y consideremos el diagrama

donde s : C'— FE es dado por la propiedad de levantamiento de p el cual satis
-face ps = id y por lo que deducimos que p es suprayectiva en objetos.

Sea I el grupoide con elementos 0 y 1. Consideremos el diagrama

(ps,id)
(Ex0)+(Ex1) s E
| ]
j _ - P
ExI™ E C ,
p
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donde el mapeo (E x 0) + (E x 1) — E x I es una inclusion y por lo tanto una
cofibracién , asi se tiene el levantamiento h : E x I — E la cual es una
homotopia entre ps y id., por lo que p es una equivalencia débil.

Asumamos ahora que p : E — C es una equivalencia débil y que es supra-
yectiva en objetos. Sea i : A — B una cofibraciéon arbitraria, consideremos el
diagrama conmutativo

A E

Induciendo sobre los objetos el diagrama

g

Ay L~ E,

By —— Cy
fo

definiendo f por

f—{ go(z) x € A
sfo(xz) x € By— Ao,

con s : Cp — Ejy seccion de p. Luego, considerando un morfismo a:: b — ¢ en
B, notemos que f(a) = pf(a) : pf(b) — pf(c). Como p es pleno y fiel se tiene

un tnico mapeo & : f(b) — f(c) en E tal que p(a) = a. Por lo tanto, el funtor
f es el levantamiento buscado en nuestro diagrama original.F

Demostracion del teorema 2.1.7

A; Cousideremos tres funtores « , 5y af (cuando exista), claramente si « y
[ son equivalencias débiles se tiene que la composicién es una equivalencia
debil. Si @ y o3 son equivalencias débiles entonces 8 ~ a~'af, con a~!
el funtor adjunto de «, por lo que § es cuasi-invertible. Andlogamente si

ByaBeW.
Ao (Similar que en el ejemplo en Top).

Ay Sea f: G — H un funtor arbitrario en Gpd, definamos la categoria (H, f)
por

e Obj((H, f)) = {(y,,x) : v € homp (y, f(x))}-

o Mor((H,f)) ={(B,p) : (y,,x) = (§,6,Z) con B:x > Typ:y—
Jy fpoa=aocp} donde (8, p) hacen conmutar el diagrama

Y —%= f(x)

-

y——=f(2)
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e o la composicién usual.

Definiendo p : (H,f) - Hei: G — (H,f) como f(y,a,y) = y e
i(x) = (f(x),ids(z), ) se cumple

G d (H. )
N
H .

El funtor i tiene como adjunto derecho a r : (H, f) — G. Como r(y,a, x) =
x, i es una cofibraciéon y equivalencia débil. Si p(g,a,2) =gy B :y — ¥,
entonces (3,id) : (y,af,z) — (§, a, x) es un levantamiento de 3 y p es una
fibracion, asi f se puede factorizar como una cofibracién trivial seguida de
una fibracién.

Ahora supongamos que un mapeo f : G — H se factoriza como

con Fy = Gy + Hp. Se tiene que iy es inyectiva y pgy es suprayectiva.

Considerando el pullback

B ——H

S

E()XE()HH()XHO

el cual nos induce _
G—— S F

oA

H

3

con i cofibracién y p pleno, fiel y suprayectivo en objetos, por el lema
anterior se tiene que p es una fibraciéon trivial. Luego para todo morfismo
«a @y — g por ser p suprayectivo en objetos, se tiene e, € Obj(E) tal
que p(e) =y y p(é) = . Como p es pleno y fiel, existe & : e — € tal que
p(@) = a. Asi, p es una fibracion equivalencia débil.

As Consideremos el diagrama



con 7 una fibracion trivial y p una fibracion. Sea a € Obj(A) y consideremos
un mapeo 3 : b — i(a) para b € Obj(B), definiendo 8 = idp para i(a) = b.
Sea a : b — b un morfismo en B tal que existe & : a — a en A tal que
conmuta el diagrama

—> =

(_l

con ¢ pleno y fiel, aplicando v se tiene
v(b) ——= v(b)

o

pu(a) — pu(a)

ut

en C. Como p es una fibracién se tiene el morfismo p en el diagrama

L

u(a) —==u

%

Asi, definimos el levantamiento o(a) =

Ahora supongamos que p : £ — B es una fibracién equivalencia débil.
Consideremos la factorizacion

E—' -7

NS

con ¢ una cofibracién y p una fibracion trivial. Notemos que por Aj, i es
una cofibracion equivalencia débil.

Considerando el levantamiento s en el diagrama
id
E—F
4
il e J{p
/

se tiene que p es un retracto de p y p es una fibracion trivial, por lo que
p es una fibracion equivalencia débil si y solo si es una fibraciéon trivial,
obteniendo asi el levantamiento 5 en nuestro diagrama original.

A——F

o
i 57 e
/

B——=C

32



2.2. Estructuras fibrantes y cofibrantes

Definicion 2.2.1 Sea
X— U

.

Y—Y +, U

un diagrama pushout en una categoria K. Si C es una clase de mapeos en K,
decimos que C admite cambio de cobase si para un morfismo f € C y cualquier
mapeo v : X — U el mapeo pushout U — Y 4+, U existe y pertenece a C.
Dualmente, decimos que una clase de mapeos F admite cambio de base si el
pullback A xg E — A pertenece a F para cualquier mapeo £ — B en F y
A— B.

Definicion 2.2.2 Una estructura cofibrante en una categoria K es un par
(C, W) (cofibracion y equivalencia débil, respectivamente) de mapeos en K que
contienen a los isomorfismos y es cerrada bajo la composicion y ademas cumplen:

C1 Saturacion. Si f: X - Y yg:Y — Z son mapeos en K y cualesquiera dos
f9,9f pertenecen a W entonces el tercero también (dos de tres).

Cy Cambio de cobase. Las clases C y C NV admiten cambio de cobase.

Cs Factorizacion. Cada mapeo f en K puede ser factorizado como f = pi con
1€CypeW.

Un objeto A de K es llamado objeto cofibrante si el mapeo 0 — A pertenece
acC.

Definicion 2.2.3 Una estructura fibrante en una categoria K es un par
(F,W) de mapeos en K (fibraciones y equivalencia débil respectivamente) que
contienen a los isomorfismos y es cerrada bajo la composicién tal que cumplen:

F Saturacion. La clase de mapeos W satisface "dos de tres".
Fy Cambio de base. Las clases F y F N W admiten cambio de base.

F3 Factorizacion. Cada mapeo f en K puede ser factorizado como f = pi con
1eWypeF.

Analogamente, un objeto A en K se llama objeto fibrante si el mapeo A — 1
pertenece a F.

Consideremos el diagrama con K

A——X

7
/

B——=Y
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Diremos que i es ortogonal por la izquierda de f o la propiedad del levantamiento
izquierdo respecto a f (LLP), dualmente f es ortogonal por la derecha de g o
tiene la propiedad del levantamiento derecho respecto a i RLP.

Una clase de mapeos M en K se dice que es estable bajo retractos si para
cada mapeo en M su retracto pertenece a M y es estable bajo pushout si para
cualquier mapeo A — B en M a lo largo de un mapeo A — C en K, su pushout
C — B+ 4 C existe y pertenece a M.

Denotamos por M la clase de mapeos ortogonales por la izquierda a M y
M-+ la clase de mapeos ortogonales por la derecha a M.

Proposicién 2.2.1 M~ contiene isomorfismos, es cerrada bajo composicio-
nes y es estable bajo retracto y pushout.

Demostracion. La demostraciéon de la proposicion 2.2.1 puede ser consultada
en [11] capitulo 2.

Lema (Argumento del retracto) 2.2.2 Supongamos que se tiene una
factorizacién f = pi en K y supongamos que f tiene la propiedad del levanta-
miento izquierdo respecto a p. Entonces f es retracto de 1.

Demostracion. Consideremos la siguiente factorizacion de f

A—-pB

A

C

Como f tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a p, se tiene
un mapeo r : C — B que hace conmutar el siguiente diagrama

K2
—

A B
7

/
C——C

ide

Asi, f es retracto de i en el diagrama

A<—-—>A< — > A

T

C?B?CI—

Sea (F,C, W) una estructura de Quillen.

Proposicion 2.2.3 Supongamos que K es una categoria de modelos. En-
tonces un mapeo es una cofibracion (cofibraciéon trivial) si y solo si tiene la
propiedad del levantamiento izquierdo respecto a todas las fibraciones triviales
(fibraciones). Dualmente, un mapeo es una fibracion (fibracién trivial) si tiene la
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propiedad del levantamiento derecho respecto a todas las cofibraciones triviales
(cofibraciones).

Demostracion. Efectivamente por el axioma A3 se tiene que toda cofibracién
tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a las fibraciones triviales.
Supongamos que f tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a las
fibraciones triviales . Factorizando f = pi con ¢ una cofibracién y p una fibracion
trivial, f es retracto de i por el argumento del retracto y por Ao, se tiene que f
es una cofibraciéon. F

Como consecuencia de esta proposicion, se tienen las siguientes igualdades

C=L(FnW), F=CnW)t,cnW=-FyFnw=ct

Corolario 2.2.4 Supongamos que K es una categoria de modelos. Entonces
las cofibraciones (cofibraciones triviales ) son cerradas bajo pushout.

Lema (de Ken Brown) 2.2.5 Supongamos que C es una categoria mode-
lada y D es una categoria con una subcategoria de equivalencias débiles la cual
satisface el axioma 2 de 3. Supongamos que F' : C — D es un funtor el cual toma
cofibraciones triviales entre objetos cofibrantes a equivalencias débiles. Enton-
ces F' toma cualquier equivalencia débil ente objetos cofibrantes a equivalencias
débiles. Dualmente, si F' toma fibraciones triviales entre entre objetos fibran-
tes a equivalencias débiles, entonces I’ toma cualquier equivalencia débil entre
objetos fibrantes a equivalencias debiles.

Demostracion. Considérese f : A — B una equivalencia débil ente objetos
cofibrantes. Sea f = pia y idp = pip la factorizacién del mapeo cilindro de f
con p € Wy iga,ig € C; notemos que por A; se tiene que ia,ip € WNC por
lo que F(ia) y F(ip) son equivalencias débiles y por “2 de 3” en D se tiene que
F(p) es equivalencia débil ya que F'(idg) = F(p)F(idg). Por lo que finalmente
F(f) = F(p)F(ia) es una equivalencia débil.-

Recordemos que la categoria coma (F | G) inducida por dos funtores F :
A= Cy G: B — C, es la categoria cuyos objetos son ternas (A, f, B) con
A € Ob(A) y B € Obj(B) donde f € Morf(C) tal que f: F(A) — G(B), un

morfismo entre (A, f, B) a (A, f, B) es un par (a,b) cona: A= Ayb:B— B
tal que conmuta el diagrama

F(a) F(
G(b)

|

F(A

|

) )
G(B)

~

lf

G(

o]

|

) ;
y definiendo la composicién como (@, b) o (a,b) = (@ o a,bob)
Consideremos el caso particular de la categoria coma A/K inducida por los

funtores id : K — K y el funtor constante C'4 : 1 — K con A € Obj(K), donde
un morfismos entre dos objetos (1, f, B) y (1, f, B) es morfismo b € Morf(K)
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tal que hacen conmutar el siguiente diagrama

A4>

; l :
aB) 2" ¢(B

Sin peérdida de generalidad, podemos considerar la categoria A/K como la
categoria de pares (B,a) con B € Obj(K) y a un morfismo tal que a : A — B.
Notemos ademés que si la categoria K tiene una estructura cofibrante, entonces
A/K tiene una estructura cofibrante inducida, donde un mapeo en A/K es una
cofibracién o equivalenia débil si su proyeccion sobre K lo es.

Corolario 2.2.6: Sea (C, W) una estructura cofibrante en Ky w : (X, ) —
(Y, @) una equivalencia débil entre objetos cofibrantes de A/K. Entonces para
cualquier mapeo A — B, el pushout B+4 w : B+4 X — B+4Y es una
equivalencia débil en B/K.

Demostracion. Como el mapeo w : (X, o) = (Y, @) es una cofibracion trivial
en A/K entonces w: X — Y también lo es en K. Definiendo el funtor B+ 4 () :
A/K — B/K como B +4 ((X,«)) = (B +4 X, @) en el diagrama

=]

4>B+AX

Asi, el mapeo B+4 (w) : B4+4X — B+4Y es una cofibracion trivial y por
lo tanto una equivalencia débil por ser pushout en el diagrama

X——=B+4X

lw |0

Y——=B+,Y
Por lo que el funtor B + 4 () cumple las hipétesis del lema anterior.-

Teorema 2.2.7 Sea (C,)V) una estructura cofibrante sobre una categoria
K con objeto inicial 0. Si f : A — B es una equivalencia débil entre objetos
cofibrantes de K e i : A — C es una cofibracién, entonces el pushout f es una
equivalencia débil.
f

— < B

L

*>C+AB
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Demostracion. Consideremos el diagrama

El mapeo j : C — A es la seccién de f y los mapeos idc = jw y 4 = wi son las
factorizaciones en K donde j € CNW y i € C; ya que idc = jf = wj, se tiene
por A, que f y w pertenecen a W. Por lo que w es una equivalencia débil entre
objetos cofibrantes de A/K y por corolario anterior w también lo es.-

Dualmente:

Teorema 2.2.8 Sea (F, W) una estructura fibrante en una categoria K con
objeto inicial 1. Entonces si f : X — Y es una equivalencia débil entre objetos
fibrantes en K y p: E — Y es una fibracién, entonces en el pullback f es una
equivalencia débil

Exy X ——=X

b

E Y

Teorema:(Lema del pegado) 2.2.9 Sea (C,V) es una estructura cofi-
brante en una categoria K con objeto incial. Supéngase un cubo conmutativo tal
que la cara superior y la inferior son pushout, i y j son cofibraciones y Xy, Yy, X2
y Y5 son cofibrantes. Entonces si wg,w; y ws son equivalecias débiles entonces
w también lo es.

pad

Yo —— Y
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Demostracion. De la cara superior e inferior generamos el cubo

Xo———= X

AR

Yy

R
N
-~ Y

donde w; es una equivalencia débil, por lo que v también lo es y ademés
notemos que w es una equivalencia débil si y sélo si v lo es.

AN

Yo ——mMmMmM Y X

Consideremos el caso cuando wg = wz = id para mostrar que v € W.
Consideremos la factorizacion de Yo — Y2. Como Yy — Yo — Y2, donde Yy — Yp
es una cofibracién y Yy — Y5 es una equivalencia débil. Por lo que el pushout
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por fases se ve como

donde los mapeos Yy — Yy y Q — @ son cofibraciones, por el lema 2.2.4 el
mapeo Yy — Y7 también lo es. Considerando los diagramas pushout

se tiene que los mapeos Q — R, Y; — Y y Q — Y] son equivalencias débiles, y
por C1 se tiene que v € W.

Dualmente se tienen:
Teorema 2.2.10 Sea (F,W) una estructura fibrante en una categoria K
con objeto terminal. Supongamos que

pEd

Y ————— %

es un cubo conmutativo en C tal que f y g son fibraciones, Xg, Yy, Xo y Y3
son fibrantes y las caras de atras y del frente son pullback. Entonces si wg, w;
y ws son equivalencias débiles, entonces w también lo es.
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Definicion 2.2.4 Sea X un conjunto simplicial y =, y € Xy, decimos que x
esta conectada a y por un camino si existe un mapeo simplicial o : A — X tal

que a(0) =z y a(l) =y.

Definicién 2.2.5 Sea X un conjunto simplicial, definamos el conjunto de
componentes conexas de X como el coigualador en el diagrama

Xl $X0 E—— Ho(X)
dy

Decimos que un conjunto simplicial X es conezo si IIp(X) = 1.

Denotemos por II; (X, z) al grupoide fundamental del conjunto simplicial
punteado (X, x).

Teorema (Van Kampen) 2.2.11 Sea

W——V

|

U——=X

un pushout de conjuntos simpliciales tal que Wy — Vj es inyetivay U,V y W son
conexos. Sea w € Wy y u,v y x las imégenes de w en U,V y X respectivamente.

Entonces
H1 (W, w) —— H1 (V, ’U)

i i

I (U,u) —— 111 (X, z)

es un pushout de grupos.

Demostracion.
Consideremos
Iy (W, w) I, (V,v)
I(w) l I (V)
14 (U, u) J I+, (wowy LV, 0)
(v) I1(X)

Notemos que si Wy — V; es inyetiva, se tiene que II(W) — II(V) es una
cofibracion, analogamente ITy (W, w) — II; (V, v) también lo es.

Dado que U, V' y W son conexos, se tiene que ITy (U, u) — II(U), I (W, w) —
II(W) y II;(V,v) — II(V) son equivalencias débiles de grupoides. Por el lema
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del pegado se tiene que el mapeo IIy (U, u) +, (w,w) 1 (V,v) — TI(X) es una
equivalencia débil. Por lo que en el diagrama

1 (U, w) +11, (wowy 1 (Vi 0) I (X, )

T~

TI(X)

el mapeo IT; (X, 2) — II(X) es una equivalencia, dado que X es conexo, y por 2
de 3 se tiene que II; (U, u) +11, (w,w) 1 (V,v) = II(X) es una equivalencia débil.

l_
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Capitulo 3

La estructura homotépica de Quillen en
la categoria Ss

El capitulo III se centra principalmente en el desarrollo de la teoria de homoto
-pia entre conjuntos simpliciales, basada en la definicién de fibraciones de Kan,
y se le asigna a la categoria Ss una estructura homotoépica de Quillen.

3.1. Clases Saturadas

Definicion 3.1.1 Sea M una clase de monomorfismos en Ss, diremos que
M es saturada si se cumple:

A La clase M contiene todos los isomorfismos.
B M es cerrada bajo pushout, es decir

A———>B

]

CHBHAC

Si i € M, entonces ¢ también pertenece a M.

C Cada retracto de un elemento de M es un elemento de M
A

i lz
—— B ——

D M es cerrada bajo composiciéon numerable de mapeos. Es decir A7 — 1im A;
—

<~
tU\<TD>|

o]l

pertenece a M.
E Dado i; : Aj — B; con i; € M se tienen que [[;c74; : [[;e7 4 — ez By

pertenece a M.

Lema 3.1.1 La clase M,, de todos los morfismos que tengan LLP respecto
a un mapeo fijo p: X — Y es saturada.
Demostracion.
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A Es claro que todo isomorfismo pertenece a M, bastara definir el levanta-
miento como h = ai~! en el diagrama

[}
-

X
7
/P

i

-~

h
7
/

N v

Sy

B Sea ¢ € M, y consideremos el diagrama

donde el mapeo 0 : B — X es el levantamiento de ¢ respecto a p, note
-mos que por la propiedad universal del pushout se induce un mapeo
a:BlIly C — X el cual es el levantamiento en el diagrama

c X

7
- a 7
; -
% P p
-

Bll4,C ——Y

C Sea i retracto de i € M, tomemos el diagrama

A A A X
= P 7

Z\L ’il h /1$ - \Lp

B—~B~——=B Y

I

4
2/
Y p

.
-
N>

B——=Y
Las propiedades D y E se siguen por propiedades de limites directos y copro-
ducto. F

Definicion 3.1.2 Se llama a M g la saturacion de B, o bien la clase generada
por la clase de morfismos B, a la interseccion de todas las clases saturadas que

contengan a B.

Denotemos por
By ={A} > A" para0 <k <n,n>0}

By = {(A' x A™) U (e x A™) — Al x A" con e=0,1}.
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Bz = {(A' xY)U (e x X) = A! x X}, donde Y — X es la inclusién entre
conjuntos simpliciales.

Sean Mp, con i € {1,2,3}, la respectiva saturacion de la clase B;.

Proposicion 3.1.2 Las clases By, Bs, B3 tienen la misma saturacion.

Demostracién. Notemos que M p, = M g, se cumple dado que todo conjunto
simplicial puede ser expresado como limite directo de conjuntos simpliciales
estandar. Por lo que nos proponemos demostrar que Mp, = Mpg,. Veamos que
Mp, C Mp,. El conjunto simplicial A! x Al tiene simplejos no degenerados
C; : A" — A" x Al los cuales pueden ser identificados con cadenas de
morfismos de longitud n + 1 en [n] X [1]

(0,0) (0,1) (0,4)

|

(1,j) ——=...——(1,n)

Tomando los diagramas conmutativos

A" AR+l A" dnt1 An+1

R T

A" x {1} —= A" x A} A" x {0} ——= A" x A! ,
d;

do

A" A" parai < j,
\Lcj—l \Lcj
APLx AT B An g AL
An dj+1 An—i—l

ldj-%—l leJrl

AN+l G A" x Al

A" di An+1

I

di_le

AL AT AP Al

parai>j+1.

Notemos que para j > 0 se tiene que d;11C; ¢ 6A' x Al y d;j11C; no es una
cara de C; para j > ¢ + 1 donde se tiene el vértice (0, j).

Sea (A" x A')® con i > 1 el subcomplejo simplicial mas pequefo de A™ x Al
que contenga a A" x Al con simplejos Cp, ... C;. Entonces (A" x Al)? =
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A™ x Al y una sucesién de pushouts de forma

Hj e[n]—{i+2} d;Cit1

A (A" x Al

| |

AN+l Cit1 (An « Al)i+1

Para demostrar la contencion Mp, C M p,, definimos los funtores s* : [n] —
[1] x [n] y 7% : [1] x [n] — [n] dados por

1,z x#£k
sh(a) = { (Ofk +)1) x=k
para (1,14)
para (0,7) coni <k .
k  para (0,%) con i > k

r*(i) = 7

Notemos que 7¥s* = 11, y ademas el mapeo N(s*): A™ — A x A" induce un
mapeo A7 — (0) x A"U(A! x A?). Anélogamente el mapeo N (r*) : Al x A" —
A™ induce un mapeo ((0) x A™)UA! x A? — A7, oteniendo el retracto

AP ——(0) x A" UA x A} —— A}

| | |

A" —— = Al x A" A"

)

donde el mapeo de enmedio pertenece a Mp, y por lo tanto A} — A"
pertenece a Mp,. -

Definicién 3.1.3 La clase saturada generada en Mp, es llamada la clase
de extensiones anodinas.

Corolario 3.1.3 Supongamos que i : A — B es una extensiéon anodina
y k:Y — Z un monomorfismo arbitrario en Ss. Entonces el mapeo inducido
(K xX)U(LxY)— (LxX) es una extension anodina.

Demostracién. Denotemos por D la clase saturada de morfismos i : A — B
tal que (Ax Z)U(BxY) — BxZ es anodina. Sea m : Y — Z un monomorfismo
en Ss y consideremos la inclusién ((e) x Z) U (A x V) — Al x Z en Mp,.

Entonces el mapeo (((e) x Z)U(A'xY))x ZU(A'x Z)xY — (A'x Z)x Z
es isomorfo a ((e) x Z x Z)UAL x (Y x ZUZ xY) — Al x (Z x Z), el cual es
un mapeo en Mp, y entonces la clase saturada contiene a todos los morfismos
anodinos.+

Definicion 3.1.4 Una fibracion de Kan es un mapeo p : E — X de
conjuntos simpliciales los cuales tienen RLP respecto a las inclusiones {A} — A"
conn>1y0<k<n}.

Otra manera de definir una fibracién de Kan es la siguiente.
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Definicion 3.1.5 Sea p: E — X un mapeo simplicial, diremos que p es una
fibracion de Kan si cada coleccion de n+1 n-simplejos {Zo, €1, ..., Th—1, Tht1,y ---Tn }
de E que satisface d;z; = dj_q1z; para i < j e i # k y para (n+1)-simplejo y de
B tal que d;y = p(x;) para i # k, existe (n+1)-simplejo x de E tal que d;x = z;
para i # ky p(z) = y.

Definicion 3.1.6 Un mapeo p: F — X se dice que es una fibracion trivial
si tiene RLP respecto a la familia {§JA™ — A" }o, equivalentemente, respecto a
toda la familia de monomorfismos.

Sea k : Y — Z un monomorfismo y sea p : E — X. Denotemos el pullback
de X* y p¥ por
(k,p) — E¥

X — XV
ch

Considerano el cuadrado conmutativo

EZLEY

A

X% —= XV
Xk

el cual nos induce un mapeo 3 : EZ — (k,p).

Teorema 3.1.4 Sip: E — X es una fibracién, entonces 3 : EZ — (k,p)
es una fibracion la cual es trivial si k es anodino o p es trivial.

Demotracion. Sea i : A — B un monomorfismo arbitrario y consideremos el
diagrama

A E*
Lk
B—— (k,p) ’

el cual es equivalente, por la ley exponencial, a

(AxZ)U(BxY)—=FE

~
-
\L // '
-
-

BxZ——X

)

para el que podemos encontrar la diagonal si p es trivial. La inclusion (A x Z)U
(BxY)— B xZesanodino si i o k lo son. -

Corolario 3.1.5 Si p : E — X es una fibracion, entonces también lo es
pY : EY — XY para cualquier Y.
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Demostracion. La demostracion puede ser consultada en [12] capitulo 2.

Proposiciéon 3.1.6 Sean p : E — X una fibracién, h : Z x I — X una
homotopia, Y — Z un monomorfismo y «: Y X I — Y es un levantamiento de
haFEenY xI,es decir, el siguiente diagrama conmuta

YxI-2 > E

b

ZXIT>X

ademas se tiene un levantamiento f. : Z x (¢) — E de h. a E. Entonces se tiene
una homotopia h : Z x I — E, la cual levanta a h, es decir, ph = h, la cual
coincide con av en Y x I tal que h, = f.

Demostracion. Considerando el mapeo (e) — I, el cual es anodino al ser
identificado como la inclusion A} — A! con i € {0,1}, y el monomorfismo
Y — Z, se induce un mapeo (Z x (e)) U (Y x I) — E el cual es anodino, asi el
diagrama

(Zx(e)Uu(Yy xI)——=

— /7E

ZXx]——X

tiene como levantamiento a h: Z x I — E. -

Definicion 3.1.7 Decimos que A es un retracto de deformacion fuerte de
B si se tiene un retracto r : B — A y una homotopia h : B x I — B tal que
ri = ida, hg : idg y h1 = ir y h es estacionaria en A, es decir, tal que hace
conmutar el diagrama :

AxI—>BxI-" B
\A .

Proposicion 3.1.7 Sea Ay B complejos de Kan e i : A — B una extension
anodina, entonces A es un retracto de deformacion fuerte de B.

Demostracion. Dado que ¢ es anodina se tiene un retracto r : B — A y para
obtener la homotopia h : BxI — B, nos fijamos en la transposiciéon exponencial
de la diagonal en el diagrama

A—= B!

|

B BO+Q) e
(idB,iT)

Proposicion 3.1.8 Si i : A — B es un monomorfismo con A retracto de
deformacion de B, entonces i es anodino.
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Demostracion. Como A es retracto de deformacion de B, se tiene una homo-
tipia h : B x I — B entre idg e ir, donde r : B — A es un retracto de i. Sea
p: X — Y una fibracién arbitraria y consideremos el diagrama

AXIH—AH?X

| A

BxI——B——Y

Por la propiedad de la extension de la homotopia cubriente, se tiene una homo-
topia h : B x I — E, la cual cumple que ph = bh, asi para hg = idp se tiene la
diagonal deseada.

Definicion 3.1.9 Un mapeo p: E — X se dice que es dual de un retracto
de deformacion fuerte siy so6lo si se tiene un mapeo s : X — E que cumple
ps = idx y una homotopia h : E x I — E entre ¢dg y sp que hace conmutar el
siguiente diagrama

ExI- s E

L,k

E—2 X

Proposicion 3.1.9 Una fibraciéon p : E — Xes trivial si y s6lo si es el dual
de un retracto de deformacién fuerte.

Demostracién. Supongamos que p : £ — X es una fibracién trivial, entonces
tiene RLP respecto a todos los monomorfismos, asi obtenemos un retracto s :
X — FE del levantamiento del diagrama

0 FE

L
s s
/ p
s

X

— = X
idx

Similarmente obtenemos la homotopia h : E x I — E del levantamiento en el
diagrama
(idg,sp)
Ex(0+1)—=F

7
~
~
~

Ex]—X
pm1

Supongamos ahora que p es un retracto de deformaciéon fuerte, asi se tiene
un mapeo s : X — E y una homotopia h : £ x I — E entre idg y sp. Sea i un
monomorfismo arbitrario en el diagrama

A—2sF

I

Definamos h : A x I — FE como la homotopia restringida a la imagen del mapeo
a:A— E tal que hg = a y hy = spa = sbi, por lo que tenemos el diagrama
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AXIL>E

—X
bi
Ademas, se tiene un levantamiento en

(AxI)U(Bx (1)) —=FE

>
k-
-
~

Bx] ——X

donde la homotopia k : B x I — E se tiene por la propiedad de la extension

homotopica cubriente la cual satisface que ki = sb 'y pkg = b y kgt = h. Por lo
que kg es el levantamiento buscado.r

Definicion 3.1.10 Sea p: E — X un mapeo en Ss, decimos que p es una
equivalencia homotdpica si existe un mapeo s : X — FE tal que sp ~ idg y
ps ~ idx.

Proposicion 3.1.10 Sea X un complejo de Kan, entonces la fibracion
p: E — X es trivial si y so6lo si es una equivalencia homotopica.

Demostraciéon. Supongamos que p : E — X es una fibracién trivial, por la
proposicién anterior se tiene que p es el dual de un retracto de deformacién, asi
que se tiene un mapeo s : X — FE tal que ps = idx y sp ~ idg y por lo tanto
es una equivalencia homotépica.

Supongamos ahora que p : £ — X es una equivalencia homotdépica, por lo
que tenemos dos mapeos h,h x I — FE con h = sph, las cuales coinciden en
E x {0}, los cuales nos inducen dos mapeos I — E¥. Identificando los mapeos
hy = idg y h1 = sp como vértices en A2, notemos ademdas que p” : EF — X%
es una fibracion ya que p lo es. Asi, se tiene el levantamiento « en el diagrama

A3 ——=EF
4
e
l % J/pE
7/
A2 —— XF
Definiendo @ = ae’ : E x I — E es tal que

ExI-%*-E

E*p>X

Por lo que p es una fibracion trivial por la proposicion anterior. F
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3.2. La fibra de un conjunto simplicial

Definicién 3.2.1 Sea p : E — X una fibracion. La terna (p, E, X) es
llamado espacio fibrante, donde E es llamado el complejo total y X el complejo
base. Si ® es el complejo generado por un vértice X, F = p~1(¢) es llamada la
fibra sobre ®. Si W es el complejo generado por los vértices de F', entonces la
sucesion

(F,¥) —— (B, V) —~ (E, ®)

es exacta.

Proposicion 3.2.1 Sea p : E — X una fibracién de Kan. Entonces F' es
un complejo de Kan.

Demostracion. Consideremos {zg, ...k, ..Zn+1} C Fy, n-simplejos coinci-
dentes de F', denotemos por ® al n+1-simplejo de X tal que p(x;) = d;®. Como
p es de Kan se tiene que existe x € E,, 11 tal que d;z = x; coni # k y p(z) = .
Entonces x € F, 1 ya que F = p~1(®). -

Lema 3.2.2 Sea p : £ — X una fibracién sobreyectiva de Kan. Dados
{zo,..xr} C E,conr <nydsx =di_1xs para s < t, si existe y € X,,41 tal
que dsy = p(zs) para 0 < s < r, entonces existe x € En + 1 tal que dso = x5 y
p(z) =y.

Demostracion. La demostracion del lema 3.2.2 puede ser consultada en [12]
capitulo 2.

Proposicion 3.2.3 Sea p: F — X una fibracion de Kan.

A) Si E es un complejo de Kan y p es sobreyectiva entonces X es un
complejo de Kan.

Demostracion. Supongamos que E es un complejo de Kan y sea {zo, ...Zk, ...
ZTni1} C X, n-simplejos coincidentes. Dado que p es sobreyectiva se tiene
{0, ---Uky ---Yn+1} C E, con p(y;) = x; y como E es de Kan, existe y € E,, 11 tal
que d;y = y;. Tomando = = p(y) se tiene que d;x = x;.

B) Si X es un complejo de Kan, entonces E es un complejo de Kan.

Demostraciéon. Supongamos que X es un complejo de Kan. Considerando
{Y0, .-k ---»Yn} C B, n-simplejos coincidentes, bastara tomar {yo, ..., Yk, --- Yn}
n-simplejos coincidentes en X,, con y; = p(z;), como X es de Kan se tiene
y € X1 tal que d;y = y; = p(x;) y por el lema anterior se tiene x € X,, 41 tal
que djz =x; y pz) =y. F

Definicion 3.2.2

= Sean (E,p, B) y (E,p, B) espacios fibrados. Un mapeo (f, f) : (E,p,b) —
(E,p, B) es un par de mapeos tales que conmuta el diagrama

E !

)

B

— >

[es]

B S—
bS]l

P

f

i
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» Una homotopia (F, F) : (f, f) — (g, 9) es un diagrama conmutativo

» Un sub-espacio fibrado (E, p, B) de (E,p, B) se dice que es un retracto de
deformacion de (E,p, B), si la identidad de (E,p, B) es homotoépicamente
relativa en (E,p, B) a un mapeo (E,p, B) sobre (E,p, B), el cual extiende
la inclusion (E,p, B) — (E,p, B).

Teorema 3.2.4 Si p: E — X es una fibraciéon de Kan y F es la fibra sobre
®, entonces F¥ es la fibra sobre ®¥ para cualquier complejo K.

Demostraciéon. La demostracion del teorema 3.2.4 puede ser consultada en
[2] capitulo 2.

Corolario 3.2.5 Sean (E,p,B) y (F1,p1,B1) espacios fibrados con B
complejo de Kan. La relacion entre los mapeos (E,p, B) — (E1,p1, B1) , dada
por la homotopia, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sea (f, f) : (E,p, B) — (E1, p1, B1) un mapeo entre espacios
fibrados, bastara definir (F, F) como F(z,z) = f(z) y F(y,z) = f(z) con
x € FE,,ye€ B,y z¢c I, haciendo conmutar el diagrama

ExI-f g

pXid]\L J{Pl

BxI—— DB
F

Por lo que (f,f)“(f,f)

Supongamos ahora que (F,F) : (f,f) = (3,9) y (G,G) : (h,h) = (g,9)-
Como Bj es un complejo de Kan, se tiene que BE = homgs(Bx AU, B;) también
lo es, tomando U : B x A2 — By tal que diU = G y dyU = F. Definiendo
H = dyU se tiene que H : g » f ya que usando la identidad d;d; = d;j_1d; se
cumple

doH = dodoU = dod1U = doG = h

le = d1d0U = deQU = doF =4d.
Analogamente, dado que p¥ : EF — BF es una fibracion de Kan se tiene

v € (Ef)y tal que dyv = Gy dyv = F'y pf'(V) = U(p x 1). Definiendo dov = H
se tiene que H:g= fypH=pF(H)=H(pxI).F

Corolario 3.2.6 Sea p : E — B una fibracién de Kan y consideremos
Fg y Fy las fibras sobre ® y W, respectivamente. Si ¥ y ® pertenecen a la
misma componente conexa de B, entonces Fy y Fg pertenecen al mismo tipo
de homotopia.
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Demostraciéon. La demostracion del corolario 3.2.6 puede ser consultada en
[2] capitulo 2.

Proposicion 3.2.7 Sea p: F — X una fibracion de Kanei: A — X un
monomorfismo. Si A es un retracto de deformacion fuerte de X, entonces en el
diagrama

Fp——F

)

A——=>X )

F4 es retracto de deformacién fuerte de E, donde F4 es la fibra sobre el complejo
A.

Demostracion. Dado que A es retracto de deformacion de X, se tiene una
homotopia h : X x I — X la cual nos induce los diagramas

Ex0 E FyxI Fy F
| o &
Ex1I X x1I X Ex]——Xx]——X

Los cuales nos aportan el diagrama

(Ex0)U(Fa x1I) —= B
| S

_ - p

ExIZ_ XxI X

)

donde el levantamiento k : £ X I — FE existe por la propiedad de la extension
homotopica cubriente.F

Definicién 3.2.3 Diremos que dos mapeos o : A — C y : B — C son
una equivalencia homotdpica fibrante si existen dos mapeos f y g tales que
conmutan los siguientes diagramas

y dos homotopias h : AX I — Ay k: Bx1 — B con hy =ida, h1 = gf,
ko =1idp y k1 = fg tales que

AxT-"~4 BxI-*.B

Lk

AT>O B—=C

B
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conmutan.

Proposiciéon 3.2.8 Sea p : E — X una fibracién. Denotemos por pg :
Ey - X y p1 : E1 — X las inclusiones de las fibras Ey = p~ (X x {0})
y By = p71(E x {1}) en X, entonces py y p1 son equivalencias homotopicas
fibrantes.

Demostracion. Por la proposicion anterior se tiene que Ey y E7 son retractos
de deformacion de E, esto dado que X x {0} y X x {1} son retractos de X x I, asi
las homotopias inducidas h : Eg x I — Egy k : E1 x I — F4 son las homotopias
buscadas.-

3.3 Complejos minimales

Definicién 3.3.1 Sea X un complejos de Kan. Dados z,y € X,,, diremos
que = ~ y si los mapeos representativos f, y f, son homotépicos relativos a
OA™.

Proposicion 3.3.1 Sean X un complejo de Kan y x,y € X,,. Entonces
x ~ y siy solo si dix = d;y para toda i y para algin 0 < k < n se tiene
w € Xpt1 el cual dyw = 2, dgqw =y y dyjw = d;spx para k # i # k+ 1.

Definicion 3.3.2 Un complejo de Kan X es llamado complejo minimal
si para cualesquiera dos z,y € X, tal que z ~ y implica que x = y. Un
subcomplejo simplicial M C X es llamado subcomplejo minimal de X si M es
minimal y ademéas M es retracto de deformacion fuerte de X.

Otra definicién de conjunto minimal es la siguiente

Definicion 3.3.3 Diremos que un complejo de Kan X es minimal si para
cualesquiera x,y € X,, tal que d;x = d;y para i # k entonces dpx = dgy.

En este sentido se tiene la siguiente proposicién

Proposicion 3.3.2 Un complejo de Kan X es minimal si y solo si, para
cualesquiera z,y € X,, tal que x ~ y se tiene que x = y.

Demostracion. Asumamos que X es un complejo minimal, dados x,y € X,,
talque = ~ y por la proposicién anterior se tiene la existencia de z € X,,41 con
dnz =2, dpt12 =y y diz = sp41d;x para @ < n + 1. Notemos que s, 11d;x =
d;spx para i < n + 1, asi tenemos que z, s,z € X, 41 coinciden en caras para
todo i #n+ 1. Como X es minimal se tienen que y = dp, 112 = Spp1dp12 = @.
Por lo tanto = = y.

Luego, sean z,y € X,41 tales que d;z = d;y € X, para i # k. Por la
condicién de extension se tiene que para k < n se tiene z € X, 1o que satisface
que d;z = spdix para i < n, i # k, dypy12 = x y dpy22 = y. Entonces dyz :
drx ~ diy y por hipotesis se tiene que drxr = dipy. -

Proposicion 3.3.3 Cualquier complejo de Kan contiene un subcomplejo
minimal.
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Demostracién. Recordemos que si X es un complejo de Kan, la homotopia
entre simplejos es una relaciéon de equivalencia. Desarrollemos la construcciéon
de un subcomplejo M C X mediante induccién sobre M;. Definamos My como
el complejo que consiste de los representantes de las clases de equivalencia sobre
X dada por la equivalencia de vértices.

Supongamos que M; estd definida para j < n, definamos M,, como el com-
plejo formado por los representantes de cada clase de equivalencia en X,,, note-
mos que todos los simplices estan en M,,_; eligiendo un degenerado cuando sea
posible.

Mostremos que M es un complejo de Kan, para ello consideremos {yo, ..., ¥,
ey Ynt C M1 simplejos coincidentes. Como X es de Kan se tiene y € X, tal
que d;y = y; para i # k. Como diy € X,,_1 se tiene que es homotépico a algin
w € M,_1. Sea z € X,, tal que d;z = d;y suponiendo que dxz = w. Entonces
z ~x con x € M, tal que d;x = y; para i # k.

Ahora definamos F' : X x I — X aplicando induccién sobre el esqueleto de
X; definamos F' sobre X x I asignandole a cada vértice v € Xy un simplex
2z € X; donde dopx =v y dix = w para v ~ w con w € M. Asi, F(v,41) = x.

Supongamos ahora que F' esta definida en (X,,—; x I) U(X x 0). Recordando
el diagrama

[,y A" —= Skn—1X

]

[T csm A" SknX :

para cada x € X,, no degenerado, F' induce un mapeo

G : (0A™ x I) U (A™ x 0) — X, que puede ser extendido a G : A" x [ — X
para el cual el complejo G (i, 1) tiene todas sus caras en M, _; por lo cual es
homotépico a algin z € M,. Asi definamos G(i,,1) = 2 y G = G en cualquier
otra parte. Asi tenemos el siguiente diagrama

G

(6A™ x I) U (A™ x 0) X, xI

T

Por lo tanto F' queda definida en X, x I por estos dos mapeos.-

\

A" x T

Definiciéon 3.3.4 Sean f,g: L — K dos mapeos simpliciales. Una homoto-
péa entre fy g es un mapeo h; : Ly — Kgy1, © < g, el cual cumple

» doho = [y dgt1hg =g

» d;hj = hj_1d; parai <j
djt1hj1 = djiihy
dihj = hjd;—1 parai>j+1
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» s;h; = hji18; parai < j

Sihj = hjSi_l para ¢ > j.

Lema 3.3.4 Sea f ~ g : L — M con M un conjunto minimal. Si f es un
isomorfismo, entonces g también lo es.

Demostracion. Sea h : L — M la homotopia dada, supongamos que para
x,y € L, se tiene que g(x) = g(y) es decir dy1hqg(x) = dg+1hq(y). Apliquemos
inducciéon sobre hg : Ly — Mgy1.

Para ¢ = 0 tenemos que dyho(z) = dy
tiene que g(x) = doho(z) = doho(y) = f(y
que . = y.

ho(y) y por la minimalidad de M se
), dado que f es isomorfismo se tiene

Supongamos que se cumple para r < ¢, es decir, g, : L. — M, es un
isomorfismo. Notemos que para x,y € M, se tiene que d;z,d;y € My_1, por lo
que g(d;x) = d;g(z) = d;g(y) = g(d;y) y por hipotesis inductiva se tiene que
dix = dyy. Sii < q se tiene que d;hy(z) = hy_1d;(x) = hy—1d;(y) = dihy(y),
nuevamente por la minimalidad de M, se cumple que dyhy(xz) = dghq)(y)-
Anélogamente se tiene que dg_1hg—1(z) = dq—1hq—1(y) e iterando se llega a
f(x) = doho(z) = doho(y) = f(y), por lo que finalmente = = y.

Demostremos ahora que g es suprayectiva, para esto apliquemos induccién
sobre g, : Ly — M,. Para ¢ = 0y dado y € My tomemos z € M; tal que d1z =y
y x € Ly con f(x) =dpz con f(x) = doho(z). Asi, g(z) = dihg = d12 = y.

Supongamos que se cumple para ¢ < g. Sea y € M,, notemos que d;y €
M, para i < q. Por hipétesis existe ; € Ly tal que g(x;) = d;y, tomando
hg—1:Lg-1 — M,y z € Mygyq tal que diz = hy—1(x;) para i < qy dgt12 = .
Repitiendo éste proceso para j € {0,1...,q} se tienen z; € M,1; tal que d;z; =
hj_1($i) sii < j, dj+12’j = dj+1Zj+1 y dizj = hj(l‘i_l) sii > j + 1.

Tomando x € L, tal que f(z) = dyzo, notemos que para ¢ > 0 f(d;x) =
d;f(x) = didoz = dodiy120 = doho(x;) = fu,, lo que implica que d;x = x;.
Usando las identidades d;z; = hj(z;—1) y que d;h; = hjd;_1 se tiene que
dzho(.li) = hodi_l(a?) = ho(.l?i_l = diZO. Anélogamente se tiene que dth =
hjd;—1(z) = d;z;. En particular g(z) = dg41he(z) = dg4124 = y. Por lo tanto,
g es un isomorfismo.+

Proposicién 3.3.5 Sea f: M — M una equivalencia homotoépica con M
y M complejos minimales, entonces f es un isomorfismo.

Demostracién. Como f es una equivalencia homotopica, de tiene un mapeo
g: M — M tal que gf ~ 137y fg =~ 1,7, por el lema anterior se tiene que gf y
fg son isomorfismo. +

Notemos que una consecuencia de la proposicién anterior es la unicidad, sal-

vo isomorfismos, cuando existe una equivalencia homotépica, es decir, tenemos
el siguiente teorema.

Teorema 3.3.6 Cualesquiera dos complejos que sean retractos de un com-
plejo de Kan, son isomorfos.
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Corolario 3.3.7 Cualesquiera dos complejos minimales M y M de un
complejo de Kan X, son isomorfos.

3.4. Fibraciones minimales

Definicién 3.4.1 Sea p: F — B una fibracion de Kan, se dice que es una
fibracion minimal si p(z) = p(y) y d;x = d;y para i # k implica que dpx = dyy.
Si B es un complejo minimal, (E, p, B) se le llama espacio fibrante minimal.

Lema 3.4.1 Sea p: F — B una fibracién de Kan. Entonces si p es minimal,
cada fibra de p es un complejo de Kan.

[Ref]

Lema 3.4.2 Sea (F,p, B) un espacio fibra. Si E es un complejo minimal y
p es suprayectiva, entonces (E, p, B) es un espacio fibrante minimal.

Demostraciéon. Notemos que el mapeo p : E — B es una fibraciéon minimal.
Faltaria mostrar que B es un complejo minimal. Tomemos z,y € By tal que
z:x ~yconz € By, dgz = ¢y dgp12 = y. Como p es suprayectiva
se tiene w € E, tal que p(w) = z, ya que p es una fibracién de Kan, existe
u € Egqq tal que dju = sq_1d;w para i < ¢y dgu = w y p(u) = z. Ademaés
U i dgy1u ~ dqu y ya que E es minimal, tenemos que dgriu = dqu. Asi,
p(dg1u) = dg1p(v) = dgy12 = y y p(dgu) = p(w) = z, por lo que = = y.I-

Definicién 3.4.2 Sea p : E — B un mapeo. Tomando z,y € E,;, decimos
que z es p-homotdpica a y (x ~, y).

Lema 3.4.3 Si p : E — B es una fibracién de Kan, entonces ~, es una
relacion de equivalencia.

Definicién 3.4.3 Dados dos mapeos p: E— By f: A — B, definamos
El = {(e;a)lp(e) = f(a)} C ExAyp/ : B/ - Ay f: Ef - A como
proyecciones candnicas.

El diagrama

»
Ef —= A
1)
EFE——B
P
es llamado el producto fibra de p y f y la terna (E7, p/, A) es llamado el espacio
fibra inducido por (E,p,B) y f.

Definicién 3.4.4 Un mapeo p : E — B es llamado un haz fibrado si p es un
mapeo suprayectivo y si para cada b : A™ — B se induce un mapeo p® : E* — B,
el cual es isomorfo a p* : F x A" — A", donde p*(f, k) = k con k € A™ y donde
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F es un complejo el cual es llamado la fibra del haz. Si F' es un complejo de Kan
p: E — B recibe el nombre de haz fibra de Kan.

Lema 3.4.4 Un haz fibrado de Kan es una fibraciéon de Kan.

Demostracién. Sean {zo,1,..%k,..Tq+1} g-simplices compatibles, se tiene
b € X, tal que d;b = x; para i # k. Definamos a(b) : F x Al :— E¥ un
isomorfismo como a(b)(y;, d; A7) = (z;,d; A7), entonces existe y € F, 41 tal
que d;y = y; v si a(b)(y, A1) entonces p(z) = by dix = x;.

Teorema 3.4.5 Una fibracién minimal es un haz fibrado.
Demostraciéon. La demostracion el teorema 3.4.5 puede ser consultada en
[12] capitulo 2.

Teorema 3.4.6 Sea p: E — B una fibracion de Kan, entonces se tiene un
subcomplejo E de E tal que p|z : E — B es una fibracién minimal, la cual es
un retracto de deformacion fuerte fibrante de p.

Demostraciéon. La demostracion del teorema 3.4.6 puede ser consultada en
[12] capitulo 3.

3.5. La estructura homotdépica de Quillen en Ss

Teorema 3.5.1 Cualquier mapeo f: X — Y en Ss puede ser factorizado

como
X—' . F
\N /
Y
con i anodino y p una fibracion.
Demostracion. Definimos £ = {(h, g) € homgs(A}, X)xhomgs(A™,Y) con 0 <
ny 0 <k < n} al conjunto de pares de morfismos tal que hacen conmutar el

diagrama

Ar Pt x

L)

asumiendo que existe su producto, £ induce el diagrama

HAZHX

L

A" ——=Y

Considerando el pushout del diagrama anterior, podemos factorizar el mapeo
f como fyig, donde iy es anodina,
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A} — X

LN

HA”HXl

\NY

Repitiendo éste argumento, podemos factorizar fy = f1i1, definiendo x = xg
se obtiene

20 11
Tg — 21 —> X>

N

Y

Definiendo £ = colim,X,, y p : E — Y definido en cada f" y siendo
i : X — E el mapeo inducido por el colimite, el cual es un mapeo anodino,

tenemos la factorizaciéon
: E
\ /
Y .

Para mostrar que p es una fibraciéon de Kan, mostremos que tiene RLP
respecto a la familia {A} — A"}, para ello considérese el diagrama

X

Ap 2 F

Ly

A" ——=Y

)

donde el mapeo g : A} — E = colimy,x, puede ser factorizado como en el
diagrama

g in
AZ — Xn — Xn+1

an/1
f’n/
\L// i%l

A" ——Y

y el mapeo a,, : A" — X, es obtenido en la construccion del pushout
(an, Xn,in). De esto obtenemos el levantamiento en el colimite o : A™ — E.

Y — )
7
a /
Ve

A" ——=Y
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Por lo tanto, p: E — Y es una fibracion.

Sustituyendo el mapeo A} — A™ por §A™ — A" se obtiene el siguiente
teorema.

Teorema 3.5.2 Cualquier mapeo f : X — Y de Ss puede ser factorizado
como f = pi con 4 monomorfismo y p una fibraciéon trivial.

Teorema 3.5.3 Sii: A — B tiene LLP respecto a todas las fibraciones,
entonces i es anodino.

Demostracion. Por el teorema anterior, ¢ se puede factorizar como pj con j
un mapeo anodino y p una fibracion. Asi se obtiene la diagonal en el diagrama

I

Por lo que i es retracto de j y por lo tanto i es anodino.-

[
ZdB

Definicion 3.5.1 Sea f: X — Y un mapeo en Ss, diremos que f es una
equivalencia débil si para cada complejo K de Kan, el mapeo mo(f*) : mo(Y*) —
7o(X") es una biyeccion.

Asi definimos tres clases de mapeos en S's
F={a:X —Y tal que o sea una fibracién de Kan }
C={a:X =Y con a monomorfismo }

W ={a:X —Y con a equivalencia débil }.

Lema 3.5.4 Sean i : A — B un mapeo anodino y p : £ — A un haz.
Entonces se tiene en el diagrama pullback

— > F
A——B
donde el mapeo p: E — B es un haz y E — E es anodina. Méas atn, la

extension p de p es dnica salvo isomorfismos.

Demostracion. La demostracion del lema 3.5.4 puede ser consultada en [11]
capitulo 3.



Lema 3.5.5 Sea

_ >
un cubo conmutativo en Ss, en el cual la cara izquierda y la trasera son pull-
back’s. Si A — B es un monomorfismo, entonces la cara derecha y la del frente
son pullback’s.

Demostraciéon. Evaluando el cubo en objetos de la categoria A, bastara mos-

trar el teorema en la categoria Set, por lo que la cara derecha y la del frente se
identifican con

e

A+(B—A) ——=A+(B-A)

Asi, estos dos diagramas son el coproducto de

|

o <—— )

l

o <— )

y de



o <—t
o <— I

(G-E)——=(G-EFE)

S

(B—A)—> (B — A)

)

respectivamente, y usando que el coproducto de dos pullback es un pullback.

Proposicion 3.5.6 Una fibracion p: E — X es trivial si y s6lo si p es una
equivalencia débil.
Demostracién. Supongamos p : E — X es una fibracién trivial, por lo que
p es una equivalencia homotoépica y por lo tanto es una equivalencia débil, es
decir, p e FNW.
El resto de la demostracion puede ser consultada en [11] capitulo 3.

Proposicion 3.5.7 Una cofibracién i : A — B es anodino si y sélo si es
una equivalencia débil.

Demostracion. Supongamos que i : A — B es una cofibracién y equivalencia
débil, por la proposicion 3.5.2, se tiene una factorizacion pj con j un monomor-
fismo y p una fibracion trivial. Como ¢ es un monomorfismo se tiene la diagonal
en el diagrama

&

—_—

A J
l 4
. 7/
t v
7/
B

>
idp

p

-~

Sy

donde se puede notar que 7 es retracto de j y por lo tanto es un mapeo
anodino.

Ahora, supongamos que 7 es un monomorfismo y mapeo anodino, el regreso
es vélido aplicando la proposicién 3.5.2 y el dos de tres de la clase W.

Teorema 3.5.8 Las clases de fibracion, cofibracién y equivalencia débil
(F,C,W ), definidas anteriormente, aportan a la categoria Ss una estructura
homotoépica de Quillen.

Demostracion. Claramente los axiomas Ap, As se cumplen. Para demostrar
A3 consideremos el diagrama

— X
A 7
s
gl " f
%

s

— =Y
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con g una cofibracién y f una fibracién. Supongamos que g es una cofibraciéon
equivalencia débil. Por la proposiciéon 3.5.7 se tiene que g es anodino por lo que
tiene la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a la fibracién f indu-
ciendo el levantamiento h : B — X. Si ahora suponemos que f es una fibraciéon
equivalencia débil se tiene por la proposicion 3.5.6 que f es una fibracién trivial,
asi se tiene el levantamiento h : B — X respecto al monomorfismo ¢g. Notemos
que Ay se cumple como consecuencia de 3.5.1 y 3.5.2.
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Capitulo 4

El n-ésimo grupo de homotopia de un
conjunto simplicial

4.1 Conjuntos simpliciales punteados y el grupo
fundamental

Sea K un categoria y denotemos por K* = /K, con objeto terminal x €
0bj(K), a la categoria

Obj(K*)={(A,a) : A€ Obj(k)y a:* — A}

Morf(K*) ={a: (A,a) = (B,b) : (A,a),(B,b) € K*} que haga conmutar el
diagrama
*
*

Definiendo los funtores adjuntos Fj, : K — K* y G : K* — K como F,(A) =
(A,a) y G((A,a)) = A, nos permite calcular limites y pushouts de K* a partir
de K como (A,a) x (B,b) = (A x B,(a,b)). De igual forma dados dos mapeos
fyg: (Ayja) — (B,b) en K*, su coigualador (C,gb) es calculado en K como el
coigualador en el diagrama

a
-

UZJ<T;'>

S
b

AT B g C

f

Analogamente el pushout en *
(Aa a) - (07 C)
(Bab)H(Bl_lACga) 5
estd dado por el pushout en K
A———C
B——=B+,4C

Proposiciéon 4.1.1 Si (F,C, W) es una estructura homotoépica de Quillen
sobre una categoria K, entonces (G~1(F),G71(C), G"1(W)) es una estructura
homotdpica de Quillen sobre K*.
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Demostracion. Notemos que los axiomas A; y As se cumplen dado que la
cerradura en retractos y el dos de tres en K* son llevados a K mediante el funtor
G.

Para Aj consideremos el diagrama en K*

(A7 a’) - (X7 l‘)

)
con f € GYHC)y g€ GHF). Si fo g pertenecen a G~1(W) se tiene la
existencia de la diagonal en el diagrama inducido en K, la cual nos induce la
diagonal en IC* satisfaciendo As.

Para A4 consideremos un mapeo en K*, f: (X,2) — (Y,y),conz: % - X y
y : * — Y puntos base de X e Y, respectivamente, el cual puede ser factorizado

en K como
X—' o4
Y

con i € Cy pé€ F la cual nos induce la factorizacion

(X, z) (4, a)
\ /
(Y, y) :

cumpliéndose Ay. -

En el caso particular que la categoria K sea propia, dado que podemos cal-
cular pushout en K* a partir de K, se puede concluir que K* también es propia.

Cuando K = S's la categoria Ss* es llamada la categoria de conjuntos sim-
pliciales punteados.

Definicion 4.1.1 Sean X , Y conjuntos simpliciales punteados, el producto
cuna de X eY, denotado X VY, es el conjunto simplicial obtenido al identificar
sus puntos base, es decir

*x ——=Y

X—XVY
El cociente X x Y/X VY = X AY es definido como el producto reducido de X
eY.

Teorema 4.1.2 Sean X un conjunto simplicial punteado y un mapeo i :
A — B una extensién anodina en Ss*. Entonces el mapeo AN X — BA X es
anodino.

64



Demostracion. Considerando el diagrama

{a} x X UA x {x} Ax X

| |

{a} x X UB x {z} Ax X UB x {z}

l |

1 Ax X

)

donde a y z son los puntos bases de A y X respectivamente, en el anterior
diagrama, la parte superior es un pushout y considerando la inclusién canénica
k:{x} — X se tiene el mapeo anodino {z} x BUA X X — B x X en el
diagrama

{z} x BUAXx X Bx X

\/

{a} x X UB x {a}

|

y se tiene que el pushout i A X : AN X — B A X es anodino.

ANX BAX

Para realizar un anélisis del n-ésimo grupo de homotopia de un conjunto
simplicial daremos especial atencién a subconjunto simplicial S™

Definicion 4.1.2: La n-esfera simplicial S™ es definida como el subcon-
junto simplicial S™ = A™/JA™.

* A"
OA" —— S

Explicitamente los elementos del circulo simplicial S son
i
—~
Ar = {(igy - ix)]0 < dp < i <1} ={0,...,0,1,...,1]0 < i < k + 1}
Luego (0A™), = {(0,...,0),(1,...,1)} y por definicién se tienen que S} =
{*, ({0, -y )]0 < dp < i < 1} = {(0,...,0)(1,...,1)|1 < k < k, el cual tiene

k+1 elementos incluyendo el punto base. De forma més general, S7 = {*} para
k<ny Sy ={x/(i,.., i)} para k > n.
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Definamos el n-ésimo grupo de homotopia de un complejos de Kan X como
7 (X) =[S, X] = mo(X5"), pero también ,(X) puede ser definido como una
particién.

Definicién 4.1.3 Dado un complejo de Kan punteado X, definamos 7, (X)
para n > 0 como el conjunto de clases de equivalencias homotopicas de n-
simplices x € X, con d;zx € [*] para 0 < i < n.

Definicién 4.1.4 Dado un complejo de Kan punteado, definamos 7, (X, )
con n < 0 como el conjunto de clases homotopicas de mapeos (A" %) —
(X, %), el cual se toma como punto base de §A"*! el subconjunto de A"™+!
generado por el vértice [0] y todas las clases homotopicas son relativas al punto
base.

Recordemos que un camino simplicial es un mapeo o : A — X el cual puede
ser identificado con un elemento & € X; considerando el camino como su mapeo
caracteristico, asf se tiene que homgs(A', X) ~ X; por lo que el punto inicial
a(0) = a(dio) = d1x4 y el punto final «(1) = a(dyo) = dox,, con o € Al

Si X es de Kan, dados dos caminos a y p tales que «(1) = p(0) podemos
encontrar w € Xy tal que dow = x, y dow = T, denotemos por a * jt = fg, -

Definamos [o] = {8 : A' = X|a ~ B rel(§AY)}.

Lema 4.1.2 Supongamos que existen wi,ws € Xo tales que dowy = dows y
dowy = daws, entonces fq,w, = fd,w, rel JAL

Demostracién. Definamos el mapeo F : (A2 x AY)U(A! x6A') — X dado por
Flazsnr(@,t) = fua2(@) = fusla2(2) ¥y Flazxqor = fur ¥ Flazx1y- I puede
ser extendido a un mapeo F : A% x A — X considerando que la realizacién
geométrica de [(A2 x A)U(AZx JAL)| es un retracto de |[A2 x Al| = Ty x Ty. La
composicion A x Al — A2 x A — X es una homotopia entre fg,.w, =~ fa,w,
rel SAL. F

Lema 4.1.3 (Asociatividad ) Sea X un complejo de Kan y dados aq, ag, as
caminos en X con a;(1) = a2(0) y az(1l) = a3(0). Entonces (a1 * ag) * ag ~
ay * (ag * ag) rel AL

Demostracion. Dado que a2(1) = a3(0) se tiene que dozs, = d1Z4,, por lo
que existe wg € Xa con dowy = Tas ¥ daWo = Ta,- Notemos que do(dywg) =
didawy = di1xe, = a2(0) = a1(1) = doza, por lo que existe wa € X con
dowy = dywg y dows = x,,. Andlogamente, como dox, = a1(l) = doxy, =
a2(0), existe entonces w3 € Xo tal que dows = x4, ¥y dows = Ty, -
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wo w2

d d
do \ / 2 4

Tag Ty Tovgkas e xa1*(a2*a3)

w3 > T xao s

donde d1w0 = do’LUQ, d2w2 = dgﬂ)g y dgwl = dowg, por lo que wi, w2 y w3 son
coincidentes. Dado que X es de Kan se tiene u € X3 tal que d;u = w; para

1 # 1. Asi, 24, * (@2 % ag) = dyws = didou = di(diu) con do(diu) = didsu

= d1w3 = Tai*as Y do(dlu) = dodou = dow() = Tas- De las ultimas dos
ecuaciones, se tiene que el mapeo did;u es el mapeo representativo para

(041 * 042) * (3. =

Lema 4.1.4 Sea X un complejo de Kan y sea o un camino en X, entonces
existe un camino a~! tal que a x a”! = idy(g) rel JAL.

Demostracion. Sea xo = x4 v 1 = so(0), entonces dixs = diz, = a(0) =
diz1, por lo que x1 y xo son caras coincidentes, asi se tiene w € Xs tal que
dow = 24 y dyw = spa(0). Definiendo a=! = f4,,, se tiene que ax ™! ~ idq(0)
rel SAL. F

Teorema 4.1.5 Sea X un complejo de Kan punteado y * su punto base,
entonces el grupo de homotopia m,(X) es el conjunto cociente de elementos
esféricos en X, bajo la relacién, x ~ x; si existe w € X,,41 tal que dyw =z y
dow =z y djw = * para j > 1.

Definimos el producto sobre 7, (X) como [z] + [z1] = [d1w].

Proposicion 4.1.6 Sea X un complejo de Kan punteado, entonces , es
conmutativo para 2 < n.

Demostracién. La demostraciéon de la proposicéon 4.1.6 puede ser consultada
en [8] capitulo 2.

Lema 4.1.7 Sea X un complejos de Kan punteado y sean x, 1, o elementos
esféricos de X,, para 2 < n. Supongamos que existe y € X, tal que dy =«
dg1y = x1, dgq2y = T2 y d;y = * para j # ¢,q + 1,q + 2. Entonces

[2] = [21] + [x2] = 0.

Demostracion. Aplicando induccién sobre ¢, notemos que para ¢ = 0 se tiene
que existe w € X, 41 tal que dow = x, dyw = x1 y dow = x. Asi, se tiene que
[z] = [21] + [22] = [dow] — [dow] = 0.
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Tomemos z; = * para ¢ < ¢ —10 ¢+ 3 < i, Tg_1 = Sgy2dg2y, Tq = Y,
Tg+1 = 8qdqYy, Tq+3 = Sq—1dq+2y - Notemos que

Tg—2 Tg—1 Tq Tg+1 Tg42 Tg+3
dg—3 * * * * *
dg—o o * * * *
dq_1 * e} dq_1$q = % * dq+2y
dg * dg 171 = * o dqy dg+2y

En la tabla se muestra que los elementos x; tienen caras coincidentes, por
lo que existe w € X,, 12 con d;w = z; para i # q + 2. Definiendo z = dg 2w se
tiene

dq+1djw = dq+1IL’j = % 1<q—1
dgr1dg—1w = dgp12q-1 = dgroy =22 j=q—1
d 1dw:d 17 :d 1Y =1 j:q
d:z = d.d = q+1%q q+1+q q+ i
j2 jQq+2W dq+1dq+1w:dq+1xq+1:dqy:x j:q+1
dgt2dq43w = dgioTqys = * j=q+2
dgrodjirw = dgr1Tjp1 = * J>q+2.

Asi, [z] = [z1] + [z2] = [dgt12g+41) — [dgr124] + [dg+124-1] = 0 y por hipotesis
=0.

T
inductiva se tiene que [z] — [z1] + [x2) -

Lema 4.1.8 Sea X un complejo simplicial punteado de Kan y dado = €
X1 con dixz = x; para 0 < ¢ < n+1 tal que todo x; es esférico. Sea w € X, 1

con dijw =x; conq#i, i+1,dyw=x*ydgr1w=zparaalgin 0 <g<n—1.
Entonces en 7, (X) se satisface

(4] = [wg41] +[2] = 0.
Teorema 4.1.9( de la adicién homotépica ) Sea X un conjunto simpli-

cial punteado de Kan y sean y; € X,, elementos esféricos para 0 < i < n-+1 con
2 < n. Entonces en 7,(X) la ecuacion

ol — [v1] + [y2] + (= 1) ypia] = 0

es valida si y sélo si existe y € X, 41 tal que d;y = y; para 0 <i <n+ 1.

Demostracion. La demostracion el teorema 4.1.9 puede ser consultada en [8]
capitulo 2.
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4.2 Sucesiones exactas, el teorema de Whithead y
el teorema de Milnor

Recordemos que dada la composiciéon de dos morfismos

f g

A

se dice que es una sucesion exacta en b si im(f) = ker(g) y un diagrama de la

forma

afbgc

es una sucesion exacta corta cuando es exacta en a,by en c.

Consideremos ahora una fibraciéon p : £ — B y la inclusién i : FF — E de la
fibra F sobre E. Aplicando el funtor 7, se obtiene la sucesion

%

7Tn(F‘) — Wn(E) s Wn(B)

Definamos el mapeo frontera O : m,(B) — m,—1(F) de la siguiente manera,
sea b € B, un elemento esférico y consideremos el diagrama

Al —F

Lk

A" ——= B
fo

con z € E, tal que djz = x y p(x) = b donde p(dox) = dop(z) = dob = *
con dox € F,_;. Dado que d;xz = * se tiene que d;i1dox = dod;jz = do* = *.
Asi, doz es un elemento esférico de F,,_1, por lo que definimos 9(b) = [dox| en
T (F).

Lema 4.2.1 El mapeo 0 : m,(B) — m,_1(F) est& bien definido.

Demostracion. Mostremos que la definicién del mapeo frontera es indepen-
diente del representante de la clase de homotopia, para ello consideremos b, b €
B, conb~by € E, con p(T) =by d;Z = *; tomemos ¢ € B,,11 con dyc = *,
dic=b,dyc=by djc = x para j > 2. Denotemos por y; =, Y2 =T y y; = *,
notemos que p(y;) = d;(c) para j # 0, el conjunto y; con 1 <4 < n+1 son
caras coincidentes respecto a 0 ya que d;y; = * y d;jy2 = * para j > 0 por lo
que existe z € E,4q tal que p(z) =cy d;z =y, para j # 0.

Observemos que p(dpz) = dop(z) = doc = *, se tiene que doz € F,, con
dodoz = dodlz = doy1 = doﬂ:‘
didoz = dodaz = doy2 = do

djd()z = dodez para 2 < j
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Asi, dox =~ doZ y [dox] = [doZ], por lo tanto O : m(B) — wp_1(F) es
independiente de la eleccién del representante de la clase homotépica. +

Lema 4.2.2 El mapeo frontera es un homomorfismo.

Demostracion. Consideremos by, bo, bs elementos esféricos de B,, que satisfa-
cen [by] — [b2] + [b3] = 0, es decir, [by] = [b1] + [b3]. Por el teorema de la adicion
homotopica existe ¢ € By41 tal que djc = * para j < n — 1y dyp_1c = by,
dnc = by y dpy1c = bg. Sean x1,z9,x3 elementos esféricos de FE, tal que
djzy = djze = djxzz = *, denotemos por y; = * para i < n —1, yp,—1 = =1,
Yn = T2 Y Yn+1 = X3, entonces p(y;) = d;c para j > 0, los elementos y; son
caras coincidentes respecto al 0 por lo que existe z € E,11 tal que djz = y; y
p(z) = ¢ por lo que p(dypz) = dop(z) = doc = *, asi dpz € Fp_1.

Luego se tiene que
djdoz = dodj412 = doYny1 = * para j <n —3
dp—odyz = dodp—12 = doyn—1 = dox1
dn_1doz = dodnz = doyn = doxo
dndoz = dodpy12 = doyn11 = doz3 .

Por el teorema de la adicién homotoépica (4.1.9) se tiene que [dox1] — [doz2] +
[dol’g], asi [dofﬂl] + [dol’g] = [d(ﬂ?g]. H

Teorema 4.2.3 Sea p: F — B una fibracion y sea F' la fibra, supongamos
que E o B son de Kan. Entonces la sucesiéon

P«

Tn(B) —2> 71 (F)

e 0 (F) = ()

—% () —> mo(E) —2> mo(B)

es exacta corta.
Demostraciéon. Realicemos la prueba por partes

1. Probemos que p.i. = 0y ker(p.) = Im(iy). Notemos que p oi = x*, asi,
p«ix = 0. Sea x € E,, un elemento esférico tal que [p(z)] = 0, entonces se
tiene un elemento ¢ € B,41 tal que doc = %, dic = p(x) y djc = * para
j > 1. Definamos y; = z,y; = *, entonces p(y,;) = d;c y los elementos y;
con 1 < i < n-+1son caras coincidentes respecto a 0 , por lo que existe
z € Epyqq tal que p(z) = cy djz = y; para j > 0 con doz € F,, diz =
y1 =xy djz = * para j > 0. Por el teorema de la adicion homotépica se
tiene que i.([doz]) — [x] =0 en 7, (E), asi [x] € Im(ix).

2. Veamos que i,0 = 0y ker(i,) = im(9). Sea b € E,, un elemento esférico,
por definicion se tiene que O([b]) = [dox] para p(x) = by djz = *. Asi
[doz] € mp—1(F) por lo que i.(9[b]) = 0.
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Tomemos z € F, tal que i.[z] = 0, es decir, [z] = 0 en 7, (E), luego existe
z € Enyq tal que doz = 2 y djz = * para j > 0. Definiendo b = p(z) se
tiene que O[b] = [doz] = [z].

. Finalmente probemos que 9p. = 0y ker(9d) = im(p.). Consideremos un

elemento esférico © € E,, y definamos [b] = p.[z]. Por definicion 9[b] =

Ahora tomemos b € B,, un elemento esférico tal que 9[b] = 0, por definicién
O[b] = [doz] con p(x) = by djz = * para j > 0 con dox € F,,_;. Se tiene
que existe z € F), tal que dpz = dpx y d;T para j > 0, definiendo yy = Z,
y1 =xyy; =+ para 2 < j < n, entonces y; son caras coincidentes por
lo que existe z € E,; tal que d;z = y; para 0 < j y ademés d;jd,412 =
dnd;jz = * para 0 < j < n, por lo que d; es un elemento esférico en E,,.

Si ¢ = p(z), se tiene que
doc = dop(z) = p(doz) = p(yo) = p(T) = *
dic = dip(z) = p(diz) = p(y1) = p(z) = b
dje = d;p(z) = p(d;z) = p(y;) = p(x) = x para 2 < j <n
dpy1c=p(dpy172) .

Por el teorema de la adicion homotopica

[b] + (=1)" " p(dns12)] = [B] + (1) puldns)] =0 . F

Lema 4.2.4 Si X es un conjunto simplicial de Kan, entonces el producto
de mapeos evaluacién ey x e; : X! — X x X es una fibracién de conjuntos
simpliciales.

Demostraciéon. Consideremos la equivalencia débil entre conjuntos simplicia-
les K — L y el diagrama en Ss

K—2 s Xx!

-

L—b>X><X

Por la ley exponencial podemos identificar los mapeos a y b comoa : K xI — X
yb:Lx{0,1} - X, ya que el diagrama conmuta podemos decir que a y b
coinciden en K x {0,1}. Definamos W el pushout en el diagrama

K x{0,1} —— L x {0,1}

l l

KxI w
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Como el mapeo horizontal superior es una equivalencia débil y el vertical
izquierdo es una cofibracién en Ss, se tiene que el pushout es una equivalencia
débil y una cofibracion. Tomando los mapeos j : W — L x Iy f = (a,b) :
W — X Asi, se tiene que j es una cofibracion trivial ya que es inyectivo y es
una equivalencia débil por 2 de 3 y se obtiene la diagonal en el diagrama

W$X

| A

L x1I

Nuevamente mediante la ley exponencial identificamos a o como el mapeo
a: L — X! de nuestro diagrama original. -

Lema 4.2.5 Supongamos que f : X — Y es un mapeo arbitrario entre
conjuntos simpliciales de Kan. Si i, : Y — Y7 denota el camino constante y
eg,e1 : Y1 — Y son los mapeos evaluacion. Entonces se tiene el diagrama

(ida iy f)

X X xco vl

N

Y

)

donde (idg, i, f) es una equivalencia homotopica y e, es una fibracion.

Teorema 4.2.6 (de Whitehead) Cualquier cofibracién trivial entre con-
juntos simpliciales de Kan admite un retracto de deformaciéon. Cualquier equiva-
lencia débil entre conjuntos simpliciales de Kan es una equivalencia homotoépica.

Demostracion. Sea j : X — Z una cofibracion trivial con X y Z de Kan, por
el lema anterior se tiene que el mapeo e;mo es una fibracién por lo que se tiene
el levantamiento en el diagrama

(idi-d) .
— ))( X0 Z

X

Ed

J €172
Z

- -7 ,

donde rj = idx es el retracto buscado y el mapeo H : Z — ZT puede ser
visto como la homotopia o : Z x I — Z por la ley exponencial.

Luego, sea f : X — Y una equivalencia débil entre conjuntos simpliciales de
Kan. Realizando la factorizaciéon en S's

X%Z

N
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con j una cofibracién trivial y p una fibracién (la cual también es trivial por
2 de 3) con Z de Kan, por lo que se tiene un levantamiento s : Y — Z en el
diagrama

 ——

*
4
s s
. p
%
Y —

~<—N

—_—
1dy

Notemos que s es una cofibracion trivial ya que es inyectiva y equivalencia
débil por 2 de 3, asi se tiene el levantamiento en

v (irs) g1

Z——=7 X7
(id,sp)

donde el mapeo J : Z — Z! es identificado con la homotopia H : Z x I — Z
entre idz y sp.

Observemos que la homotopia inducida por p * H * s relaciona pjrs = frs y
id, = ps mientras que 7 *.J * j nos proporciona una homotopia entre rspj = rsf
y idX = T’j.

Por lo tanto f es una equivalencia homotopica con inversa homotopica rs :
Y - X.F

Teorema 4.2.7 (de Milnor) Sea X un conjunto simplicial de Kan, entonces
el mapeo simplicial nx : X — S|X]| es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. La demostracion del teorema 4.2.7 puede ser consultada en
[11] capitulo 4.

Lema 4.2.8 Sij: D — C es un mapeo arbitrario en T'opc con la propiedad
del levantamiento izquierdo respecto a las fibraciones de Serre, entonces D es
un retracto de deformaciéon de C.

Demostraciéon. Es una consecuencia del argumento del retracto.

Proposicion 4.2.9: Sii: A — B es una mapeo anodino entonces |i| :
|A| — |B| vy |A] es un retracto de deformacion.
Demostracion. Sea p : X — Y una fibracién en Ss y consideremos el diagra-
ma
A——s X X

R

B——sY s Y|
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del cual podemos inducir el levantamiento en el diagrama

A—— s|X|

oy

B ——s|Y]

Aplicando el funtor |-| al diagrama anterior se tiene el levantamiento |B| —
|X| y por el lema anterior se tiene que |A| es un retracto de deformacion de |B|.
',

Proposicion 4.2.10 Sea X un conjunto simplicial, entonces nx : X — s|X|
es una equivalencia débil.

Demostraciéon. Sea « : X — Y una inclusién anodina con Y de Kan. Tome-
mos en cuenta el diagrama

X 5 X

-k

Y — Y|

Por la proposicién anterior y por el teorema de Milnor se tiene que los mapeos
sla| y ny son equivalencias homotopicas y ademas o también es una equivalencia
débil, por lo que el mapeo nx es también una equivalencia débil.

Diremos que un mapeo f : X — Y en Ss es una equivalencia homotépica
geométrica si al aplicarle el funtor realizacion | f| : | X| — |Y| es una equivalencia
homotopica.

Proposicién 4.2.11 Un mapeo f: X — Y en Ss es una equivalencia débil
si y sélo si es una equivalencia homotépica geométrica.

Demostracion. Primero supongamos que f : X — Y es una equivalencia
débil, considerando la factorizacion de f como

con ¢ una cofibracién y p una fibracién trivial. Notemos que por dos de tres i
es también una equivalencia débil y ademdas como ¢ es una cofibracién y equi-
valencia débil se tiene que ¢ es anodina y por lo tanto |i| es una equivalencia
homotopica. Andlogamente dado que p es una fibracién trivial entonces p y |p|
son equivalencias homotopicas. Por 2 de 3 se concluye que |f| también es una
equivalencia homotoépica.
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Luego, asumamos que f es una equivalencia homotopica geométrica, enton-
ces el diagrama

X 2 g X]|

L

YHS|Y| )
ny

donde nx y ny son equivalencias débiles y |f| es una equivalencia homotopica
entonces f es una equivalencia débil. -

Considerando la version topolégica del Teorema de Whithead:

Sea f: X =Y es una equivalencia débil entre dos complejos CW, entonces
f es una equivalencia homotdpica.

Conclusién 1:

Si tomamos una equivalencia débil w : X — Y con X y Y espacios topol6-
gicos y consideramos el diagrama conmutativo

|swl

| sX | —=|sY |

Exi eyl

Por dos de tres se tiene que | sw |:| sX |—| sY | es una equivalencia débil entre
complejos CW y por la version topologica del teorema de Whithead, se tiene
que | sw | es una equivalencia homotopica.

Luego, si tomos ahora una equivalencia débil w : X — Y entre dos conjuntos
simpliciales, si consideramos el diagrama

X—" Y

NI

SIX| —— IV

Por dos de tres se tiene que el mapeo s |w |: s | X |— s| Y | es una equivalencia
débil y por la version simplicial de teorema de Whithead se tiene que también
es una equivalencia homotépica.

Por lo que podemos concluir que las composiciones s | — | y | s | preserva
equivalencias homotopicas.

Conclusién 2:

Se demostro que II(X) = II(| X|), particularmente 7, (X, z) = 7, (| X]|, |z]).
Asisi f es una equivalencia débil geométrica, se tiene que | f| es una equivalencia
deébil por lo que 7, (|f|) : m7n (| X, |2]) = m(]Y], |y|) es una biyeccién, por lo que
Tn(f) : T (X, 2) = m, (Y, y) también lo es.

Conclusién 3:

Considerando la versién topologica del teorema de Seifer- Van Kampen, el
cual nos dice
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Teorema: Sea H un grupo y p1, p2 y ps homomorfismos tal que hagan
conmutar el diagrama
IUnv)——=I1(U)

|
(V) H

entonces existe un mapeo o : II(X) — H tal que conmuten el siguiente diagrama

(U NV) —=TI(U)

) T
o wi\
(V) mx) \*
N

Podemos considerar la versiéon simplicial como una generalizacion de la ver-
si6n topoldgica, ya que al comparar los diagramas de ambas categorias

H

7T1(X1 ﬂXg,xO) L>7T1(X,£C1)

m1 (X2, xo) —— m1 (X, x0)

I (W, w) —— 11 (V, v)

l l

HI(U,U) *>H1(X,x)

Se nota una identificacién de los elementos del diagrama en S's con los elemento
en la categoria Top ya que al comparar los grupoides fundamentales de las
realizaciones geométricas de los conjuntos simpliciales, encontramos la misma
situacién del teorema de Seifer- Van kampen.

Conclusién 4: Como A} — A™ es un mapeo anodino, se tiene que su
realizacion | A} |[—| A™ | es un retracto de deformacion. Asi al aplicar el funtor
singular en el diagrama en Top

Se obtiene

An
Por lo tanto se tiene el complejo singular de cualquier espacio topolégico X es
un conjunto simplicial de Kan.
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Apéndice

A.1. Teoria de Categorias

Definicién A.1.1 Una categoria es un quintuple C = (O, M, dom, cod, o)
donde :

1) O es una clase cuyos miembros son llamados C-objetos, denotada usual-
mente por Obj(C) o Cy.

2) M es una clase cuyos miembros son llamados C-morfismos, denotada usal-
mente por Morf(C) o C;.

3) dom y cod son dos funciones de M a O. Si f € M, dom(f) se llama
dominio de fy cod(f) se llama codominio de f.

4) o es una funcion de D = {(f,q) : f,g € My dom(f) = cod(f)} en M
llamada ley de composicion de M tal que o(f, g) se denota por fogy se
dice que f o g estd definida siy solo si (f,g) € D. Ademas o satisface las
siguientes propiedades:

a) Condicion de igualacion. Si f o g estd definida, entonces dom(f o
g)=dom(g) y cod(f o g)=cod(f).
b) Condicion de asociatividad. Si fogy ho f estan definidas, entonces
ho(fog)=(hof)og.
c) Condicion de ezistencia de identidades. Para cada C-objeto A hay un
C-morfismo e tal que dom(e)=A=cod(e) y
i) foe= fsi foe esta definida;
ii) eog =g sieog estd definida.
d) Condicion de pequeniez de clases de morfismos. Para cada par de
C-objetos (A, B), la clase

home(A,B) ={f: f € M,dom(f) = Ay cod(f) = B}

es un conjunto

Para cada categoria C se le asocia su categoria opuesta C°? llamada la cate-
goria opuesta de C. Los objetos de C°P son los objetos de C, los morfismos en
C°P son morfismos f°P : b — a siempre que f : a — b sea un morfismo en C y la
composicion se define como f°Pg°P = (gf)°P siempre que gf esté definida en C.

Definicion A.1.2 Sean C y D categorias. Un funtor covariante de C a D es
una terna (C, F, D) en la cual F' es una funcion de la clase de morfismos de C a
la clase de morfismos de D (F' : C — D) satisfaciendo las siguientes condiciones;

i) F preserva identidades, es decir, si e es una C-identidad, entonces F'(e) es
una D-identidad.

ii) F preserva composicion, F(fog) = F(f)oF(g), es decir si dom(f)=cod(g),
entonces dom(F(f))=cod(F(g)).
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Definiciéon A.1.3 Un funtor contravariante es una terna (C, F,D) tal que
(C°P, F, D) es un funtor covariante (donde la categoria C°? es la categoria opuesta
de C).

Definicion A.1.4 Dado un funtor 7' : A — B, entre las categorias A y
B, diremos que T es pleno si dado dos objetos ¢ y ¢ de A y un morfismo
f:T(c) — T(¢) en B,entonces existe f : ¢ — ¢ en A tal que T(f) =.
Definicion A.1.5 Dado un funtor S : A — B, entre las categorias A y B
diremos que S es fiel si para cada par de objetos ¢ y ¢ en A y cada par de
morfismos f1fo : ¢ — ¢ tal que S(f1) = S(f2), entonces se tiene que f; = fo.

Definicion A.1.6 Dados dos funtores F,G : C — D una transformacion
natural o : F — G es una coleccion de flechas (ax : F(X) — G(X))xeco de D
tal que para cada morfismo f: X — Y en C el siguiente diagrama conmuta

F(f)
—

F(X) F(Y)
G(X) < G(Y)

Definamos la categoria Set®””, donde Set es la categoria de conjuntos, por
e Obj(Set®”) = {F :C% — Set donde F es funtor}.
o Morf(Set®”)={a:F — G : a es transformacién natural y F,G € Obj(Set®™)}.
Lema A.1.7 (Lema de Yoneda) Para cada objeto F € Obj(Set®™) y
X € Obj(C) se tiene la biyeccion
y: Set’” (C(—, X), F) ~ F(X)
enviando una transformacién natural o € Set®” (C(—, X), F) al elemento
a(lx) de F(X).
Demostracion Sean « : homc(—,X) — F una transformacion natural y
f:Y — X un morfismo en C, con X € Obj(C), se tiene el diagrama conmutativo

hom X
home(Y, X L(J; h)omC(X, X)

ax \LO&Y

F(Y) — > F(X)

Notemos que ax determina de forma tnica al elemento a = ax(1lx), asi
definimos el isomorfismo y enviando a cada transformacion natural « al elemento
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ax(lx) € F(X) mientras que y~! envia a a € F(X) a la tinica transformacion
natural « que satisface ax(lx) = a.

Corolario A.1.8 EL funtor C : C — Set®”, definido por C(X) = homc( X)
es pleno, fiel e inyectivo en objetos.

Demostracion Es consecuencia inmediata del lema Yoneda.

Definicion A.1.9 Una categoria D se dice que es una subcategoria de C si
las siguientes condiciones se satisfacen

e Obj(D) C Obj(C).
e Morf(D) C Morf(C).

e Las funciones dominio, codominio y composiciéon de morfismos de D son las
restricciones de las funciones dominio, codominio y composicion de mor-
fismos C.

o Cada D-identidad es una C-identidad.

Definicion A.1.10 Una relacion de equivalencia ~ en la clase de morfismos
de una categoria C es llamada wuna congruencia en C a condicién de que

e Cada clase de equivalencia bajo ~, esta contenida en hom¢(A, B) para
algin par de objetos A, B € Obj(C)

e Siempre que f ~ 'y g ~ ¢ se tiene que go f ~ g’o f’ (cuando la composicién
esta definida).

Definicion A.1.11 Un morfismo f : A — B en una categoria C se dice que
tiene una seccién (o corretraccion) en C si existe un mapeo g : B — A tal que
go f ~ idA .

Nocién dual: Coseccion (o retraccion).

Definicion A.1.12 Sea f: A — B un morfismo en C

e Diremos que f es un monomorfismo en C si para cualesquiera h, k morfismos
tales que foh = f ok se sigue que h = k.

e Diremos que f es un epimorfismo en C si para cualesquiera morfismos h, k
tales que ho f = ko f se sigue que h = k.

Definiciéon A.1.13 Sean f,g: A — B un par de morfismos en C. Un par
(E,e) es llamado el igualador de f y g en C siempre que se satisfaga:

e ¢: F — A es un morfismo en C.

e foe=goe.
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e Para cualquier morfismos h : E — Atal que foh = goh, entonces existe un
unico morfismo e : F — FE tal que conmuta el diagrama

N,

—A

ey

@
-~

=

Nocion dual Coigualador.

En el caso particular cuando g sea un morfismo nulo, el igualador entre f y
g es llamado nicleo o kernel de f y g en C .

Definicién A.1.14 Dado un par de objetos (A, B) de una categoria C, el
producto de (A, B) en C se define como la terna (P, 114, I15) donde P € Obj(C)
yIlqa: P— A, Illg: P — B son morfismos, usualmente llamados proyecciones,
en C. Ademés se satisface la propiedad de que si C es cualquier otro objeto y
f:C — A g: C — B son morfismos arbitrarios, entonces existe un tnico
morfismo < f,g >: C — P tal que

s
N

Nocién dual Coproducto.

Definiciéon A.1.15 Dada una familia (A;);c; de objetos en C, definimos su
producto en C como el par ([[(Ai)ier, ([1%)ier) la cual satisface

1) [I(A;i)ier es un objeto en C.
2) Paracada j €I, [[j:[[(Ai)ier = A; es un morfismo en C.

3) Por cada par (C, (fi)icr), con C objeto de C y paracada j € I, f; : C — A,
se tiene un tnico morfismo < f; > tal que para toda j € I conmuta el

tridangulo
<fi>
C —=TI(A))jer
i ll_[j
4;

Proposicion A.1.16 Si (][] A;,1I;) es un producto de (A;);cr y sean h, k :
C — ] A; monomorfismos con la propiedad de que para cada i € I, II; o h =
II; o k, entonces h = k.
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Demostracion Definamos f; = II; o h = II; o k, por la condiciéon de unicidad
en la definicion del producto, se tiene h =< f; >= k.

Proposicién A.1.17 Sean ([T A;, 1L;) y ([T A, ;) productos de (A;)er,
entonces existe un unico isomorfismo s : [[ A; — [] 4; tal que para toda j € I,
conmuta el tridngulo

Por definiciéon de producto existen morfismos tnicos s y ¢ tales que, para
cada j € I, conmuta el diagrama

[TA ——=T] A ——=T]] A
J Hj

PN

Notemos que II; ot o s = II; o id[y 4,, por la proposiciéon anterior se tiene que
tos =idy 4,- Andlogamente se cumple que t o s = idpy 4,- Por lo tanto s es un
isomorfismo.

Definicion A.1.18 Dado un funtor D : Z — C, con Z y C categorias,
entonces una fuente natural es un par (L, (I;)iconj(r)) en C tal que para cada
1 € Obj(I),l; : L — D(i) y para todo monomorfismo m : ¢ — j en Z, conmuta
el diagrama

D(i)

D(j)

Nocion dual Cofuente natural o desperiadero natural.

Definicion A.1.19 Sean D : 7 — C un funtor entonces una fuente natural
(L, (ls)icovj(r)) es llamada limite de D si dada otra fuente natural (L, (I;);cob;(1))
entonces se tiene un unico monomorfismo h : L — L tal que para cada j €
Obj(I), conmuta el diagrama



Nocion dual Colimite.
Definicion A.1.20 Un cuadrado en C, digamos

p—".p,

Dy —— Dy )
f2

es llamado cuadrado pullback si dada la terna (P, p1,p2) como limite del funtor
D : T — C, donde la categoria Z se definié por

con D(m) = f1,D(n) = f2y fiopi1 = fa o ps. En otras palabras, dado otra
terna (P, f1, f2) tal que haga conmutar el diagrama

pLDl

L
f2

DQHDO )

entonces existe un tnico morfismo h : P — P tal que el tridngulo en el

diagrama
Wt
D2 P 1 D,
\LPZ lfl
D2 — DO
fo
conmuta.

Nocioén dual Cuadrado pushout.

Definicion A.1.21 Sean F' : C — Dy G : D — C funtores. Diremos que
F es adjunto izquierdo de G, o bien G es adjunto derecho de F' (F + G) si se
satisface una de las siguientes condiciones equivalentes:

= Se tienen transformaciones naturales € : FG — 1¢ y n: 1p — GF tal que
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conmutan los siguientes diagramas:

F,

a "% ara

F—— FGF
\ \LG’& 1Fl /
1a eF
G F

» Para X, X enCyY yY en D existe un isomorfismo natural ¢ : D(F(X),Y) —
C(X),G(Y)) tal que:

D(F(X),Y) —C(X),G(Y))

i i

D(F(X),Y) —=C(X),G(V)

~—

Definicién A.1.22 Una categoria D es completa si el funtor A : C — D€
tiene adjunto derecho.
Nocién dual Categoria cocompleta

A.2 Categoria de Modelos

Definicion A.2.1 Dado el diagrama

A—f>X

1)

B——Y ,
g

un levantamiento es un mapeo h: B — X tal que conmuta el diagrama
resultante

<0
<T>q

)

~

es decir, tal que hi = f y ph = g.

Definiciéon A.2.2 Una categoria de modelos es una categoria K con tres
clases de morfismos.

i) Equivalencias débiles W.
ii) Fibraciones F.

iii) Cofibraciones C.



Las cuales son cerradas bajo la composicién y contienen todos los mapeos iden-
tidad. Si f es una equivalencia débil y una fibracién (cofibracion), f es llamada
fibracion (cofibracion aciclica). La categoria de modelos K satisface

M1 Los limites y colimites finitos existen en /.

M2 Si f y g son mapeos en K talque fg esta definida, si dos de los tres mapeos
son equivalencias débiles, entonces el tercero también lo es.

M3 Si f es retracto de g y g es una equivalencia débil, fibracién o cofibracién,
entonces f también lo es.

M4 Dado un diagrama como *, entonces el levantamiento existe siempre que

e 7 es una cofibracién y p una fibracién aciclica o bien
e j es una cofibracién aciclica y p una fibracion.
M5 Cualquier mapeo f en K puede ser factorizado como f = pi en cualquiera
de los dos casos
1) p una fibracién e ¢ cofibracién aciclica.

2) p una fibracion aciclica e 4 cofibracion.

Ejemplo 1. Sea K una categoria con limites y colimites finitos. Definamos
F=C=Morf(Kyy W={f:X — Y tal que f es un isomorfismo en K}.
Claramente (F,C, W) es una categoria de modelos sobre K.

Proposicion A.2.3 Sea K una categoria de modelos, entonces K es una
categoria de modelos definiendo

o F={f?:Y — X tal que f € F}.
e C={f?:Y — X tal que f € C}.
o W={fP:Y — X tal que f € W}.

Demostracion. Notemos que M1 se cumple dado que un limite (colimite) en
KC°P es un colimite (limite) en K. Para M2 tomemos f°P, ¢g°P en K°P y supon-
gamos que f°Pg°P esté definida y que f°P y fPg°P pertenecen a W, entonces f,
gf € W lo que implica que g € W. Por lo tanto ¢°? € W. Para M3 y M4 bastara
que los diagramas en K°P sean invertidos para obtener la cerradura (o levan-
tamiento) en K y regresarlo a K°P. Finalmente, considere un mapeo arbitrario
fP:Y — X en K, entonces f: X — Y tiene una factorizacion

XvE

Invirtiendo nuevamente el diagrama se tiene la factorizacion en el diagrama
original en K. -
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Proposicion A.2.4 Sean K una categoria de modelos y f : X — Y mor-
fismo en K con la propiedad del levantamiento izquierdo respecto a todas las
fibraciones aciclicas (fibraciones), entonces f es una cofibracion (cofibracion tri-
vial).

Demostracion. Sea f : X — Y un mapeo con la propiedad del levantamiento
izquierdo respecto a todas las fibraciones. Considérese la factorizacion

con i cofibraciéon y p fibraciéon aciclica. Como f tiene la propiedad del
levantamiento izquierdo respecto a p, se tiene el levantamiento en el diagrama

Xt

=

f

-~
]

~

Y ——
idy

Por lo que f es retracto de ¢ y por M3 se tiene que f es una cofibracién.

Dualmente

Proposicion A.2.5 Sean K una categoria de modelos y f : X — Y mor-
fismo en K con la propiedad del levantamiento derecho respecto a todas las
cofibraciones aciclicas (cofibraciénes), entonces f es una cofibraciéon (fibracion
trivial).
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